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ԽՄՈԱԳՐԱԿԱՆ ԿՈԼԵԳԻԱ
Գլխավոր խմբագիր' Մ. 1Г. ՋՐ^Ա^ՅԱՆ

Ռ. Ա. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՏԱՆ գլխավոր խմբագրի տեղակալ Ն. Հ. ԱՌԱՔԵկՅԱՆԻ. Դ. ԶԱՍԼԱՎՍԿԻԱ. Ա. ԹԱԷԱԼՑԱՆ
Ռ. Վ. ^ԱՄհԱՐՋՈԻՄՑԱՆՍ. Ն. ՄԵՐԳՆԼՑԱՆԱ. Р. ՆԵՐՍԵՍՅԱՆՌ. Լ. ՇԱՀԲԱՂՑԱՆ գլխավոր խմբագրի տեղակալ

պատասխանատու քարտուղար' Մ. Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ

սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 

(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ)։
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա

րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր։
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, հր թեր ի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

6, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամ՚կկտ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Հ"թվ"^փ եղծման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով։ 1 ’

վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, սրտեղ կտա ար- 
վ-* էն-վյ-լ -լխաաանրր,

10. - Հհկիֆակր պետ, է „աարագրի հագվածը, նշի իր լրիվ հաւցևն, անաւեը Լ հայրանէւեը, 
11. Հեղինակներին օպարկվաւմ է անվճար նրանց հագվածի 15 առանձնատիպեր։

եմրագրության հա»,են' Երևան, ԲարեկամաւՀյան »4ր, Գիտռւթյռւնների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, աերիա »Մաթեմաաիկա»,
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М. Г. КРЕЙН, Ю. Л. ШМУЛЬЯН

УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА-ХОПФА, ЯДРА КОТОРЫХ 
ДОПУСКАЮТ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

ЧЕРЕЗ ЭКСПОНЕНТЫ (продолжение)* 
։

§ 3. Интегральное представление функций ад-*(ад£(РГ))

1. Как известно, Я-функции не имеют невещественных нулей. 
Поэтому их не имеет произвольная функция ад £ (1^) с ад (0) 0, и»
стало быть, для нее ад՜1 (г)—голоморфная в С± функция, равная 1 в 
точке оо. Найдем ее интегральное представление.

Как отмечено в § 2, и (г): = —ад (г)/г £ (Ео). Поэтому—и՜1 (г) = г 
А Л

/ш (г) — /5-функция. Из условия 11т[—и՜1 (г)/г] = Нт ад՜1 (г) = 1 вы- Х-»оо 2-е.а*
текает, что ее интегральное представление имеет вид

-п֊’(я)=я + а+ (0, (3.1)
Л V—д г+1 /

— 00 
А

где а £ R, т — неотрицательная мера, для которой

Отсюда

Этим представлением, где а и т обладают вышеуказанными свойства
ми, характеризуется класс всех функций ад՜* таких, что ад£(1Р) и 
ад (0) 0.

Теорема 3.1. Если и>6(ИГ), ад(0)^>0, то
00

ад՜1 (я) = 1 + (1ш я =£ 0), (3.3)
3 I — г

*Де ?С(2)-
Обратно, если ад-1 допускает представление (3.3) с указан

ными свойствами, то ад £ (ПГ), ад (0)>0.
Д оказ ательство. Поскольку Л-функция— и՜1 удовлетворяет

условию Пт (—и՜* (я)/х)=1/ад (0) <Г оо, по теореме 1.1 
։-0

Начало см. в № 4 с. г.
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= 0,

так что

— и՜'

Положим Р (/): = (а)/з. Тогда р£(£) и справедливо (3.3).

Обратно, пусть .то՜*(г) имеет представление
Функция 

т (/) = н</р (и) 
о

не убывает и

" </т (0 _ г </р (О
I ] I

Тогда ш՜1 (°г’) = 1, ю-1(0)>1. Легко проверить,

(3.3), где р£(2>.

что

1
*(*)— I * (0 — -- 9

откуда видно, что г то՜1 (г) £ (/?). Поэтому"—то (г)/г£(/?). Из того,

что Нт то (я) = 1, вытекает, что функция — то (г)/* £ (Яо) и вариация 2-* ОО
ее спектральной меры равна 1. По теореме 2.2 функция ш £ (У), 
причем то (0) 0.

2. Пусть »^(В7), то(0)==0, и (г): =— то (г)/г (£ (£0)). Из ра

венства ш (0) = 0 следует Ит (— ги (г))-1 = °°, и, значит, 
։-»0

|֊֊ = <8>°)-

— 5

В частности, т может иметь разрыв в нуле. Этот случай пол
ностью характеризуется нижеследующей теоремой:

Теорема 3.2. Пусть и) £ (1Г), то (0) = 0. Для того чтобы ме

ра -г в представлении (3.2) имела скачок в нуле, необходимо и до

статочно, чтобы «>С(1Г).
Доказательство. Имеем

Д: =;({0})=11т -Д- =-Нт^_.
*-о и (х) *-0 W (х)
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Поэтому условие Д 0 равносильно конечности предела (2.2).

т. е. условию 
Заметим,

то£ (1^). Теорема доказана.
что по теореме 2.3

Д֊:» = </а (;)/л
— со «

Функция (/); — Д/+ (/) непрерывна в нуле. Равенство
(3.2) может быть приведено к виду 

• 00

+ - (’(֊֊-֊Л;) *<>(')• <3-4>г з « ,) V-« Г 4-1/

Предположим, что

(8>0).
-г

Тогда
00

то՜1 (г) = 1 + — — + — Г (—- -------- 1------------------- --- ------------(0 =
1 ' 'г г*' г }\1(1 — я) I (?֊Ы)/ 

— 00

= 1 + АЛ+ С )—— + [^4..А ) <«■ + !)/ «■ 3 <(։-»)
— оо — оо

• • /
Мы оставляем открытым вопрос о полной характеристике функ

ций то՜1 для случая то £ ( И^), ш (0) = 0.
3. Пусть <о£(1Р), то (0X0, ге (С С+) — исключительный нуль 

функции то (§ 2, п. 3). Полноты ради ниже мы приводим ряд пред
ложений о функции то՜1 . Из-за недостатка места, а также в связи с 
тем, что эти предложения в дальнейшем не используются, их доказа
тельства опускаются.

Теорема 3.3. Для того чтобы функция то, заданная я 
С+ и С-, обладала тремя свойствами:

1) то £ (I?7); 2) ш (0)<0; 3) то имеет нуль необходимо
и достаточно, чтобы функция то՜1 допускала представление

то՜’ (я)= 1 -|----- ------ 1----------------4- Г(Гт г =£ 0),

-—хе я—Л г
----- 00 

I

где а£ (2) и выполнялось условие ,
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Теорема 3.4. Для того чтобы функция w, заданная в 
С+ (J С- обладала тремя свойствами:

1) 2) ®(0)<0; 3) w имеет вещественней исключи
тельный нуль tt первого порядка, необходимо и достаточно, что
бы функция и»՜* допускала представление

во —
W-1 (х) = 1 + ֊^— + С (Im х г. 0), 

X —X, J t — X
t —00

։де а «7 (2), A£R,

i—А + [*«<0.
X, J t

§ 4. Экспоненциальное представление функций 
w £ ( W) со свойством w (0) > О

1. Теорема 4.1. Функция № (х) (х£С+иС_) принадлежит 
классу (И^) и удовлетворяет условию и> (0) 0 тогда и только
тогда, когда она представляется в виде

w (z) =ехр /• (s) ds 
s — z

(4.1)

где Г (з) — измеримая вещественная функция со свойствами: 
0<Г($)<1 при з£₽+,—1<;^(з)<0 при з£R-, (4.2)

У ^-1</з<оо (8>0). (4.3)

|*|>»
Доказательство. Необходимость. Если ш £(1^), и> (0) 0,

то функция и (г): = —то (г)/г имеет представление (1.6), где / (з) удов 
летворяет условиям (1.7). Так как экспоненциальное представление 
7?0-функции—1/х имеет вид

----   = ехР ( Г ----------7Т1')/+ Л ’ 
2--------\ Л \з — г з։ +1/ /

— 00 

то

ш(х)=п(х)/ ( ——\=ехр/р+ - --------- (/(։)—7+(։))Л)=
/ \ г! \ ,1\з—х 5։+1/—м

= ехр (р— Г [ —----------Р (з)</з .
\ .) \з —г -1/ /

где /■'(з): =Х+ (з)—/ (з). Функция /■ (з) удовлетворяет условиям (4.2) 
Из условий (1.7) для / (з) вытекает (4.3). Так как кс (°о)=1, то

СО
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причем последний интеграл сходится в силу (4.3). В итоге получаем 
равенство (4.1). Достаточность следует из обратимости всех рассуж
дений. Теорема доказана.

Из (4.1) вытекает, что w (0) F (s) ds . Так как
s

подынтегральная функция неотрицательна, то

I . ! Г (*) ds I
s

или же с учетом (4.3)

{ш (0)=0}<->{ dS =-роо

-г

(4.4)

(4.5)

2. Вместе с F (s) и функция Fl(s)-.— — F(—s) удовлетворяет 
00

(p F (s) é/s\— I 1 -— ) при-
J s — z /

надлежит классу (IF) вместе c w. Легко проверить, что w1(z)=w(—z). 
Отсюда вытекает - . , .

Теорема 4.2. Функция w (z) вида (4.1) четна тогда и толь
ко тогда, когда F (s) нечетна,

3. Через ( 1F±) обозначим класс тех wÇ(lF), w (0)^-0, для кото 
рых функция F (s) в представлении (4.1) равна нулю на R^. Функ
ция wÇ(l₽) принадлежит ( IF±) тогда и только тогда, когда она го
ломорфна и положительна на Rqr. Отсюда следует, что функции 
ш» € ( ) характеризуются тем, что в их интегральном представлении
(0.9) функция О постоянна на Rqr. Поэтому общий вид функций w± Ç 
£ ( IF±) дается формулами ՛''

W± (z) = 1 + f da± (<) (z 6 Ext R±), (4.6)
J . t — z • ■ .....

R± ' .

где o± — неубывающие на R± функции, для которых

(4,7>
R±

Согласно представлениям (4.6) и соотношениям (4.4), (4.5)

{w± (0)=0} <=> { Г = 1) <-> I ds= ' 
IJ И J IJ s

±»
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Из (4.6) вытекает, что + (z) является /?-функцией, аналити
ческой на Аф. Поэтому ш+ (х) убывает на R_ от 1 до w+ (0), а 
w_(x) возрастает на R+ от а֊ (0) до 1. Таким образом

w±(0)<w± (х)<1 (x£RT). (4.8)

С другой стороны, по теореме 2.2— wt (z)/z£ (Яо) и, стало быть 
(w± (х)/х) убывает на Кф. Очевидно, что Hm (w± (х)/х) = 0.

Положительные на R; функции + w± (х)/х имеют конечные или 
бесконечные пределы l± — l±(w±) при х—*0+. Эти пределы могут 
быть конечными лишь в случае w± (0) -= 0. Нижеследующая лемма 4.3 
дает явную формулу для /±. Предварительно заметим, что предельный 
переход может осуществляться не только вдоль полуосей R^, но и в 
углах »<arg£<^2rc — « и |arg г\ к — в (е 0) соответственно, в 
связи с чем Для обозначения этих пределов будет употребляться 

символ lim. 
։-»0

Лемма 4.3. Если ш ± (; (IF-t), w± (0)=0, то

«X

и, таким обраяом, условие l± (w±) < cv равносильно тому, что

Г--* = +1, f ** (t)- < со. (4.9±)
J t ~ J 

а ®
Доказательство. Имеем f da+ откуда

о 
оо оо

= Г da+ (0 , /+(ш+)=1^ w.+ (*) = Г _±±W_ .
— Z J 1(1—z) *-о —г J

Допустив, что последний интеграл равен нулю, получим, что 
’+ (0 = const, ш+ (х) = 1, что противоречит условию.

Аналогично устанавливается второе утверждение.
Выше отмечено, что условие l±. (ш±) °° влечет w± (0) = 0. В

I
связи с этим условием писать: и>± (0) =0, если /±(w±)<C со.

4. Пусть w+£ (IF+). В области £)_: ={z : |z|<^l; Re z < 0} эта 
функция ограничена. С другой стороны, из существования отличного 

,.л w+ (z) от нуля предела nm---------- , возможно бесконечного, вытекает, что
z

|w+ (z)/z| > С>0 в D_. Поэтому функция |ln w+ (z)|=O (In —при 
.-• \ И/

Z-* 0 в D—
Функция In ш+ (z) голоморфна в левой полуплоскости, непрерыв

на в замкнутой левой полуплоскости, исключая, быть может, точку 0,
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и стремится к нулю при г — со (1п 1=0). Учитывая приведенную вы
ше оценку этой функции при г — 0, получим

00

1 (* 1п (й) ( о при Ее я >0, (4.10+)
2к и Н — г 11п ш + (я) при Ее г <^0.

—— ОС

Аналогично, для произвольной функции Ю_^(В7՜)
х

1 Р 1п ш_ (й) ( — 1п Ш- (я) при Ее я>0, ,л _п ,
— I-------------- “‘= л (4.10—)2к 3 Ц — г I 0 при Ее я<0.

— 00

5. Пусть ш+^(1^՜). Из (4.6) следует, что — £(/?); кроме
того, эта функция голоморфна в Ех1 Е+ и отрицательна на R— По
этому и՜1 — /^-функция, регулярная и положительная на R_ Согласно
[7] она допускает представление

ос

Ш-* (г) = 1 + Г —(- (я6Ех1Е+), (4.11)
Л /-2
I)

ОО

где р+ — неубывающая функция, для которой со (здесь
о

учтено, что (оо) = 1). Из (4.11) следует, что

ю;։(0) = 1+ (4-12)

о 
Поэтому 

00

|ш+ (0)>0) <-> ] (/) <со1. (4.13)
* м )

0

Если т+: = Р+({0}), то
00

ш;1 (я) = 1 — — + С -Р-±֊(И- . (4.14)
г и I — я 

0+

Очевидно, т+ = Ит (—г/шГ (я))= 1+ (ш+)_| . Поэтому 
• »

{шь>0} <=> |/+ (ш4 )<«>] <-> {«>+ (0) = 0) <-> (4.15+) 
<-> {условия (4.9+)},

при 1вм последний интеграл в (4.9-|-) равен тп՜1.
Отметим еще формулу, легко следующую из (4.14), которая по

надобится в гл. II: 
00

и;1 (я)=1-^-+я (7—^— + — (4.16)
я .)и — Я я/ < 

0 +
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Если ՛' '
00 1' , , ; I

г+: = у < со, (4.17)

он
то (4.16+) приводится к виду

(х)= (1 + г*)_ ”±. + X [ . (4.18)
2 0 * %

0+

где 1
*+ (0= у <*₽+ (“)/**

— конечная кера на непрерывная в точке 0.
Заметим, что в силу (4.13)

{ш+ (0)>0) <-> (т+=0, г+<со]. (4.19)
Аналогичные рассуждения можно провести и для ■ш֊. Приведем 

лишь окончательные результаты.
Аналогично формулам (4.11), (4.14) и (4.16) имеем

«с'Ы=1- =1 + ^_ Г(0 _
.) < — х г ,) <-х

—СО —ОО

=1+^-х +±) *^_(г€Ех1К_)։ (4։20)

— ОО
где р- — неубывающая функция, для которой

3 1 + И ■ 
~00

а т-: =р_ ({0)) (>0) = /_ (ш_)֊։ .
Аналогично (4.15+)

{ш_>0} <-> {/_ (и,_)<со} <-> (0)=0}<-> (4.15—)
<—> (условия (4.9—)),

причем последний интеграл в (4.9—) совпадает с т՜1. 
Наконец, аналогично (4.13) и (4.19)

о

—оо

(ю_ (0)> 0 ) <•=> | у <со|<=>
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где *_ — конечная мера на R֊, непрерывная в точке О, (?) = 
=*- (Ж

6. Пусть ц — мера на Я^., удовлетворяющая условию

о
Положим

т>: = ф (<)/*'(>()) (у=1, 2,-..).

Если р({0))>0, то все числа т/ равны ос. В связи с этим будем 
предполагать, что р((0)) = 0. Сходимость интегралов тп] определяет
ся поведением меры |* в окрестности нуля. Поэтому условие т*<^оо 
при некотором натуральном к влечет конечность т» та,-‘'> тл֊1.

Положим

«(*)= = У֊)(€(Ю). 

о
Эта функция положительна на R., и(оо) =0.

Для функций ш։, и>։, определенных в некоторой „окрестности* 

точки 0, 1т г ^0. будем писать и^ — о (ш։), если Ит (и»х (х)/и։։(я)) = 0.
г-0 *

Приводимая ниже лемма 4.4 легко вытекает из соответствующе
го предложения о поведении /^-функции в точке со (см. [4]).

Лемма 4.4. Для любого натурального к։ |т» со) <—> {ц(х) 
допускает представление

и (г) = со, + агг+ ■ • • + а*֊։«*՜1 + о(։*՜’)}.
При этом а, —т)+1 (у = 0, !»•••, к — 1).
Пусть ш^(1Г+) допускает представление (4.6), а о»՜1—пред

ставление (4.11). В нижеследующей теореме устанавливается помимо 
прочего связь между существованием конечных моментов

(4-22)

Ф+(0/<<

<^<Х| “ 1т<- = 0, г\ 0°).

При этом (а, <С °° } I г* <С °° ) (&^>2). Если положить для 
удобства

п+: = 1 + г։+, 7/: = г/ (2 < у < к), (4.23)

7Л = 1 - а?, 7,: = - а/ (2 < у < к), (4.24)

<Ъ+ (0

о 04-

Теорема 4.5. а) (ц>+ (0)^>0) <-> | 1) <->
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то имеют место рекуррентные соотношения 

~st~rt = l, 7i+7a++ s։+7f = 0, 
................... (4.25)

si*՜ rk + sj՜ ------- h st п =0.
б)

00

i . • f Г</р. (/) 1

(w+(0)»0)<->K = l, ։+<«}<-> (m+>0)<->| I—-i—=C°J .

® /

При атом {s^՜ < °o | <-> {r£_2 < 00 ) > 3). Если в дополнение

к (4.23) положить го’. = — т+, то имеют место рекуррентные со
отношения

si го = — 1 , S2 rt + S3 го ~ О, 
....................................................... (4.26)

S2 ri—t + • • • + Sk го = О,

из которых, в частности, вытекает, что

т+ = («,+)֊», 1 + r+ = s+ (4)-’, г* = (s/ s+ - (з+)‘) )֊’. (4.27)

Доказательство. Импликации а) вытекают 'непосредственно 
из (4.6), (4.13) и (4.19).

Пусть выполняются условия а) и s + оо при некотором к >2.
Имеем в силу леммы 4.4 и равенств (4.24)

(г) = (1 - s+) -si г---------- si zk~' + о (zk՜') = z'+ о (я*՜1),
/-о

; • (4.28)
причем sj*՜ = w+ (0) 0. Поэтому

. .. «71U) = a0 + a1c+-.. + a*-։?-I + o(z‘՜1), .(4.29)

откуда у*՜ (=ад_1) со. Заметим, что 1 ' ’’ : ՜
00 •

ao=l + j = 1 _|_ r+ = r+ = w+ (О)“1 =(si4')՜1,

о ’

со

t-n:
Аналогично доказывается, что [rft+ 00) — > ( sA+ < 00 ).

, Равитца (4.25) выражают соотношения между коэффициентами 
разложений (4.28) и (4.29).

Все импликации б), кроме последней, .отмечались выше (см.
(4.15-|-)), последняя же тривиальна.

Пусть выполняются условия б). Тогда
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_ w+ (z) _ Г (f) 
z J t(t — z) 

0

Если s^< oo при некотором к 3, то в силу леммы 4.4

_ w+ (z) = *+ 4- S8+ Z + • • • + s? Z4՜2 + О (/֊’), (4.30)

причем $2՜ = lim(— w+(z)/z) = т՜ >0. Тогда
*-*о

-------- ----- — т+ 4֊ Ьхг 4֊ • • • + 6*-2 z*՜2 4- о (к*՜3), (4.31) 
w+ (z)

или же
w+‘ (z) = — mTlz— Ьх — • • • — 6*-jz*3 4՜ О (г*՜3).

Сравнивая с (4.14), получим

-61 = l+ri+ = п+, -bj = rj=*~r]- (7 = 2, --, fc-2) (4.32)

и, в частности, г£_։<со. Обратная импликация оо} —> (s^
<со}(£2>3) доказывается аналогично.

Из (4.31), (4.32) получаем

--------֊ = - 2 4** 4- о(х‘-։). (4.33) 
«"+ (*) jZo

Равенства (4.26) выражают соотношения между коэффициентами раз
ложений (4.30) и (4.33).

Утверждения, аналогичные лемме 4.4 и теореме 4.5, можно дока
зать для меры на полуоси R- и соответственно для функции 
ш _ £ (1^7) и соответствующих моментов . ,

Г </«-(0 _-= f dP- (0 
’ и* ’ ‘ J ie

Точную формулировку ^этих утверждений предоставляем чита
телю.

§ 5. Факторизация функций w £ (IP) с w (0) > 0

1. Имея в виду связь с известной факторизацией преобразова
ния Фурье ядер интегральных операторов Винера—Хопфа (см. гл. II), 
введем следующее • ’•.. t • . / .V *v . •

Определение. Факторизацией функции w£(IP), w (0) 0 бу
дем называть представление ее в виде

w (z) — w+ (z) w- (z) (Imz=f=0), (5.1)

где w+(w_) — голоморфная в ExtR+ (в Ext R_) функция, имеющая 
конечный предел w+(oo) (w'_(oo)), если z -»oo, оставаясь в левой (в

п равой) полуплоскости. 4
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Поскольку ю(с°) = 1> функции и>± можно нормировать условия
ми ш± (оо) = 1.

Факторизацию (5.1) будем называть правильной, если по край
ней мере один из множителей отличен от нуля в своей полупло
скости, и канонической — если каждый из них отличен от нуля там. 
Если допускает каноническую факторизацию, то последняя
является ее единственной правильной факторизацией.

Очевидно, и>(г) = ш(г). Поэтому наряду с факторизацией (5.1) 
функция ш допускает также и такую

ю(г)=ю+(г)ш_(г). (5 2)

Если (5.1) — каноническая факторизация, то таковой же является 
и (5.2). В силу единственности «>^(г) = (г) и, следовательно,
и>+ (г) и »- (г) вещественны в вещественных точках голоморфности, 
в частности, на R֊ и Я+ соответственно. Учитывая отсутствие нулей 
ш±(г) в соответствующих полуплоскостях и условие нормировки 
ш±(со) = 1, получаем, что ш±(х)^>0 при х£Ят.

Теорема 5.1. Если ю£(1Р), ш (0) > 0, то ы допускает кано
ническую факторизацию (5.1) с множителями «>±£(ПТ±). Обрат
но, если ш±£(1^±), то функция ю: = «•_ принадлежит (№) и
№ (0) > 0. • . ' 4

Доказательство. Пусть а>£(ПТ), и> (0)^-0, а (4.1) — экспо
ненциальное представление функции а՛. Положим

Функции /г(з)Х±(з) удовлетворяют вместе с Р (в) условиям (4.2), 
(4.3), так что ю± Равенство (5.1) очевидно.

Обратно, пусть ,

/ч . / Г Р'±(з)4з\ ш± (г) = екр I — I —------- )
\ 5 — г /

К±

— произвольные функции из (1^). Здесь 0 < ± Г±(з) <1 (з^Я*) и

1 -------  аз ос, । ------- ах оо,
3 з 3 з
4 ---------------------- СО

Полагая будем иметь

гд.՝ Г(з): =/\. (з) при з£ Я±. Легко видеть, что /’(з) удовлетворяет 
услогиям (4.2), (4.3) и, стало быть, и> £ (ПТ). Из того, что «>±(0) >0, 
следует ш (0)^-0. Теорема доказана.
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2. Пусть (В7), ю=то+ ш- — каноническая факторизация. 
Если и> (0) > 0, то; разумеется, ш±. (0) > 0.

Ниже (п. 3) эти числа вычисляются непосредственно через ш 
(формулы (5.7а, б).

Если ш(0) = 0, то по крайней мере, одно из чисел ю± (0) равно 
нулю. В связи с этим представляет интерес утверждение, дающее 

1 1
критерий того, что ю+(0) = 0 и ш_(0)=0 одновременно.

Теорема 5.2. Для тою чтобы (1Р) необходимо и доста- 
1 1 

точно, чтобы ю+(0)=0, ю_(0) = 0.
Доказательство. Имеем

(г) _ «>+(*) Ш- (*) 

— хг —х г
Сомножители в правой части имеют положительные пределы 

и I- соответственно, возможно бесконечные, если Нт я=0. Поэто
му конечность предела в левой части равносильна конечности чисел 
/+ и I—

Теорема доказана.
Заметим, что из теоремы 2.3 и из (5.4) вытекает

«г= У •' (5-5)

В п. 4 будут установлены явные формулы для 1± (формулы 
(5.10а, б)).

3. Используя равенства (4.10 + ) нетрудно получить формулы 
для множителей ш±(х) канонической факторизации (5.1), отличные от 
(5.3), справедливые однако не во всей области определения, а лишь 
в соответствующих полуплоскостях — левой и правой:

00
1пш±(я)= + — (* -п-—л (Иех^О; 1п 1 = 0). (5.6)

2^ л И — г
• —со

Пусть, в частности, ш(0)^>0 и, следовательно, Ш4.(0)^>0. Вы
разим эти числа через ш.

Применяя к (5.6) формулы Племеля—Сохоцкого, получим
ОО

1пш±(0)= 11п<о(0)±^- (5.7а)
2 2?ч ,) у

—ОО .

где последний интеграл понимается в смысле главного значения. Учи
тывая, что ш (—<у)во>(։у), будем иметь

СО

1п ш± (0) = — 1п ш (0) ± — [ <4,. (5.76)
2 я и у
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4. Пусть т=т+ш-— каноническая факторизация, так
что ш+(0) = 0, ю_(0) = 0 по теореме 5.2. Выразим числа /± = /±(о>±) 
через функцию ш.

Имеем
СО

1п(Тг) = ±— (кег^0), (5.8)
* л и — Я

—со

где интеграл понимается в смысле главного значения, 1п 1 = 0. Поло
жим <7±(я): = (х)/( + х). Тогда /±(ш±) = <7±( + 0). В силу (5.6)

На основании теоремы 2.3

Пт (ад (։7)/?)==11т (— ад (х)/х։) = з։, /-»о ։-.О
так что функция 1п (ад (//)//*) может быть доопределена по непрерыв
ности при < = 0, если приписать ей в этой точке значение 1п $3. При
менив формулы Племеля—Сохоцкого к (5.9), получим

1п/±=±֊֊ Г1п(ю(й)/а^+ х1п (510а)

2*1 и < 2— ОО
где интеграл понимается в смысле главного значения. Последнюю 
формулу с учетом равенства ад (— гу) = ад (/ц) можно привести к виду

1п1, = -1.у-['*,8'"('11 <и. (5.Ю6)
2 К и / 

о
5. Найдем каноническую факторизацию адх = ш1+ адх_ функции 

адх (х): = из (— г). Имеем с учетом § 4, п. 2
оо о

. X / (‘ Г(— я) </5 \ / р Р ($) с/з \ . .ад։ + (г) = ехр ( I--------------- ) = ехр ( — I   — ) = ад_ (— г),
з — я / \ J 5 + я /

О —«

и аналогично адх_(х) = ад+(—х).
Отсюда вытекает предложение:
Если то £ (1Г) — четная функция с ад (0) > 0, то множители 

ее канонической факторизации связаны соотношением ш+(г) = 
= »_(—г).

Отсюда, в частности, следует, что (0) = ш_(0) = рг» (0).

Если (й7), ш — четная функция, то /+(ю + ) = /_(«;_)= ]/^.
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6. Пусть ш = ш։£ (1₽), ш (0) > 0, а множители ш± факторизации 
(5.1) имеют представления (4.6). Применив к (5.1) обобщенную 'фор
мулу обращения Стильтьеса [7], получим соотношения между мерами 
а и о±:

-</»(/) = «МО«*’-(О (#<0),
(5.11)

£/з(/) = Ш_(/)Лт(/) (*>0).

Подставив найденные отсюда выражения для </а±(<) в (4.6) 
получим

Г (0^(0 /ч , р° Ш7։ (#)</»(/)
ш + (г) = 1 — I ------------------ » ш_ (я) = 1 — I —--------------- . (5.12)

J I — г 3 I — я
0 —оо

В § 7 (гл. II) будут получены более общие представления. Ана
логично, применив обобщенную формулу обращения Стильтьеса к ра
венству ш_]=ш՜1 , где ш՜’ , ш՜1 имеют представления (3.2),
(4.11) и (4.20) соответственно, будем иметь

(0
I

»з։(04ь(0 и>0),
-»;։(0*_(0 (*<о).

Кроме того, сравнив главные части при я-»0 в представлениях 
(3.4), (4.14) и (4.20), получим Д = /71+лг_, что, впрочем, ^равносильно 
равенству (5.5).

Пусть, в частности, ш (0) 0; взяв
функции ш՜1 вместо (3.2), получим

ш՜1 (<) </р , (0</р(*) = "/ ' 14 ՝ ’
(—о,;1 (0 Ф_(0

Отсюда следуют равенства

ш-1 (я) = 1 + Г ?֊«)<»(<), ш-х (ж) = 1 + [ , (5 14>
,1 £ — я и I — я
0 —во

тогда представление (3.3)

(*>0).
(«0).

(5.13)

которые также будут обобщены в § 7 гл. II.
7. Пусть ш = ш» £ (1Г) и ш (0) = 0» так что

ОО

и (я): = — ш (я)/я =
Ц Ц1 — я)

Нас будет интересовать тот случай, когда, кроме того, абсолют
но сходится интеграл

) *•
— ОО

(5.15)

Это условие равносильно существованию конечного предела
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Теорема 5.3. Пусть ш— о»+«/_ — каноническая факториза
ция функции (Я?), для которой №(0) = 0, и интеграл (5.15) 
абсолютно сходится. Тогда

։) («*-(0)>0] <-> {$։>0| -> {и,+ (0) ֊ 0|,

2) ։«’+ (0) > 0) <-'> (5, < 0} -> (ш_ (0)֊ 0},
и, следовательно, имеет место также импликация

3) (з։ = 0) <-> (ш+(0) = щ_(0) = 01.
Доказательство. Покажем, что ( «>_ (0) > 0 }-> { 0, 

то+(0) = 0|. Имеем ад+(г)/? = ю(г)/ли_(г). Если ш _(0)^>0, то
** (г) 1 1+ (а>+) = пт-------- ---------—• <. оо, откуда ш+ (0) =0,

*-о —г ш_(0)

з, =/+(ш+) то_(0) >0. (5.16+)
Аналогично доказывается импликация {«о+(0)^>0)=>

I 
• ®-(0) = 0) и равенство

(0»3։=-/_(Ш_)О,+ (0).
Докажем, что {з։^>0}->{«>_(0) > 0|. Пусть а^>0.

(5.16-)
Согласно

(5.6) будем иметь при Кех>0:

Преобразуем последний интеграл, использовав (5.8):

—а

сП =---- 1п2—
2

1<1>о

I Г з!гп 1 Г
4 и И—г 2к 3

-а |«| >а

— Л - — 1п(22+а’).
՛/ —г 4

+ 41п (*’ + <*“). 
. 4
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Так как

1-о — И *-о — г
. /ш (/7)\ _то функция 1п ( — I может быть доопределена по непрерывности,

при I = 0, если приписать ей в этой точке значение 1п £,. Применив 
формулу Племеля—Сохоцкого, получим

и, следовательно, и>— (0) 0.
Аналогично доказывается импликация > (№+(0)>0).

Теорема доказана.
Дополним формулы, полученные при доказательстве теоремы 5.3, 

еще некоторыми, возможно, представляющими известный интерес. Из 
(5.17) вытекает, что

где
(5.18а)№_ (0) = Из, Т+ , •

Использовав условие ш (— И) = и> (й), получим

Р Раг£ш(й)+ —
1п г+=1п։-^1 "*“<"> а-1.1----- -----2 й.

Очевидно, правая часть последнего равенства не зависит от вы
бора а^>0.

Отметим формулу, легко следующую из (5.16+): 

/+(ш+)-=У17г;. (5.186)

Аналогично 

ш+ (0) = ИЕГП, /_(«,_) = (5.19)
где
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00 а TZ
Р arg w (it)---- —

_ь,а+Л л + — ---------- «.

а О

Теорема доказана.
Замечание 1. Интересно отметить, что каждое из условий 

1
(ш+(0) = 0|, (w_(0) = 0| влечет абсолютную сходимость интеграла 
(5.15) (см. ниже следствие теоремы 5.5).

Замечание 2. Если w£(lF), то выполняются условия (2.3). 
Первое и третье из этих условий обеспечивают абсолютную сходи
мость интеграла (5.15), а второе означает, что S։ = 0. Таким образом, 

для w £ (IF) имеет место ситуация 3) теоремы 5.3, а теорема 5.2 яв
ляется ее уточнением в этой ситуации.

Замечание 3. Импликации |s։0} —> (wqr(0) 0} можно вы
вести из упоминавшейся в § 1 теоремы Ароншайна—Донохью [10], 
если произвести замену г на —z՜’.

8. При каждом 1 положим (ср. (4.22)):
- о
f^(ö. ; flrf’WI. ,

» *р ’" ’ J и' ' р՜’ 
о --

(5.20) 
- о
f da+ (f) _ f da-(t) _J <’ ’■ J. i<r

Величины s* принимают неотрицательные, возможно, беско
нечные значения. В силу (4.7) sf <1. Из (4.8) вытекает, что

wT(0)s±<sp± <s±. (5.21)
I

Отсюда следует
Лемма 5.4 Если w+(0) >0(w„(0) >0), то sp_ и Sp (sp+ и s+) 

конечны лишь одновременно.
• * Т е о р ем а 5.5. При каждом р 2:

is,+<°°>- is,_<«i->{v-i<=°i- •••••(5.22)
_ 1 1 
Если, кроме того, о>_(0) = 0 (ш+(0)=0), то sp+ и s+_{(sp_ и s~_}) 
конечны лишь одновременно.

Доказательства. Из установленных в § 4 п. 2 свойств 
функций w±£(JF ) вытекает, что w_(t)/i > с (5) > 0 на каждом ин
тервале J0, o|cR+. В силу (5.11)

ГЛ(0 ('«,_(/) da+(t)J е
0 0 V f
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(5.23+)

Поскольку сходимость интегралов (5.20) определяется поведением со
ответствующих мер в окрестности нуля, справедлива первая ив 
импликаций (5.22). Вторая доказывается аналогично.

I
Пусть ш_ (0) = 0, т. е. (зг =)/_(ш_) = Пт (ш_ (?)/£)< со. Тогда 

1-0+ 

з£՜ ш_ (/)/< (/ 0) и, стало быть

_ Г а,-(О </«+(Л х 
5р+ ~ I * ^о-1 5։ ®р-1-

о

В силу (5.22) зр+ и зД։ конечны лишь одновременно. Аналогич- 
I 

но доказывается, что при то+ (0) = 0:

< 4 «р_|, (5.23—)

а $р_, ЗД։ конечны лишь одновременно. 
1 1

Следствие. Если ш_ (0) = 0 иди ш+ (0) =0, то зг+ конечны и, 
стало быть, интеграл (5.15) абсолютно сходится.

1
Пусть для определенности ш֊(0) = 0, т. е. /_<^оо. Из леммы 

4.3 и из (5.21) следует з2_ <57= 1_<^ со. С другой стороны, учиты
вая, что з+֊<1, будем иметь из (5.23-|-) при р = 2: з2+ 

1
Аналогично доказывается, что равенство ш+ (0) = 0 влечет со

отношения за± -С /+ <С 00 •
9. Нам осталось мало добавить, чтобы получить итоговое пред

ложение о связи между конечностью моментов зл± , з± и г±.
Теорема 5.6. Пусть

а) (ш(0)>0)<=>{з1+ +з,_<1)<-> [з+<1, зГ<1) 

<-> (г+ < со, ГГ< СО, 7П+ — 7П_ =“ 0].

При этом 

001 <-> {г* <°°} (&>2). 
{«*_ <«>}<-> (з*<оо} <-> {гг<эт) и>2);

б+) в ситуации 1) теоремы 5.3 {т. е. при эг— яр):
т+>0, з1+ = 1, т_ = 0, ь-р < 1, г-<^оо,

и имеют место импликации

(«*+<«>) <“> {«^ < °°) <=> 1<_2| <«) (Л>3), 
ч

<֊> {«£_, < со| <-> {г^! < оо) (/ >3);

б—) в ситуации 2) теоремы 5.3 (т. е. при 52.. <\52-<^со): 

т+=0, 51+<\1, г+<со; т_ > 0, 3^=1, з^<^аэ,

и имеют место импликации
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(։*+< °°) <->{«511 <°°)<-> «։<оо} (Л>3), 

{$,_ < со} <-> {з։~ < со} <-> |г-։ < оо| (I > 3);

в) при выполнении условий, теоремы 5.2 
= 52— < 00, 53+ °°> 53— со):

т±>0, 5±=1, 5^<=с»

(т. е. при 5?+ =

и имеют место импликации
• {з*+ <°°) <“>{։*_! <°°| <“> ('•?_з<оо1

{«*_<°°) <”> |5^1<о°} <-> (г7_3<։»| (&>4)-

Доказательство. Утверждения а) следуют из теоремы 
4.5а) и леммы 5.4, если учесть, что (0) 0) <-> («>±(0)^>0}.

Утверждения б-}-) и б—) вытекают из теоремы 5.3 с учетом 
леммы 5.4 и теорем 4.5 и 5.5.

Утверждение в) следует из теорем 4.56) и 5.5.

6. Факторизация функции и> £ (1^) со свойством т (0) 0

1. Если функция «>^(1Г) и «>(0).<^0, то по теореме 2.4 она 
имеет так называемый исключительный нуль ге (1т ге 0), а функция 

о, (я): = я*ш (я)/(я — я«) (г — яе) принадлежит классу (Й7) (см. § 2, п{3). 
Согласно §5: (я) = ш։+ (я) ш*— (г), где функции имеют
представления вида (4.6):

«Ч± (я) = 1 Т С ** ** --)- > (6.1)
3 «
«±

где зе± (/) — неубывающие функции.
1

По теореме 5.2 »♦±(0) = 0, причем
ю*л- («) _ Г </0*± (0 /д О\
-ТГ-)Й7^7>՛ <62>

в±

Далее, согласно (4.11) и (4.19) 
- о

«г? (г) = 1 + С **՜1՜ (<) > вг։(։) = Г- Г - (<) > (6.3)
и I —г ' и

« 0 —а*

гДе Р*± — меры на И±, удовлетворяющие условиям 
« о
Г^±м.<а>, «,4)

.1 1 +1 3 1 • р| 1 ՛
О —«V

и имеющие в точке 0 некоторые скачки т~ 0 .
Полученная факторизация для порождает факторизации для 

то, причем мы будем рассматривать только две их разновидности* 
Одна из них получается, если положить
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ш.Иг), «,_(я) = -*^-. (6.5а)
я я

другая — если положить

, V ш»+(*) , V (я —Яг) (я —я») . .
о>+ («) =---- - (я) = ------------------------ ------------ш,_ (я). (6.56)

Эти факторизации будем называть соответственно правой и левой.
Для нас существенно, чтобы множители ги± были отличны от 

нуля в своих областях голоморфности. Поэтому при 1т г» > 0 могут 
использоваться обе факторизации. Если же ге С И\ (0}, то при яг>0 
применяется правая факторизация, при я, < 0 — левая.

Для определенности рассмотрим правую факторизацию, т. е. 
множители будем определять равенствами (6.5а). Применив пер
вое из равенств (6.3), а также легко проверяемое тождество

_________ я________ _ __ £________।I* — |г«|* , 
(я —я») (я — яе) (<—я)___ 1( —Хе1я(( — г) — ж|я (г — яг) (я — яе)

Заметим, что в интеграле в (6.6) и в формуле для а в качестве 
нижнего предела можно взять + 0.

2. Для случая 1т я« > 0 получим из (6.6).

ш-.(г)=К. +Л±_ +
Я—Я։ Я— Яг 3 I — Я

(6.7)

где ₽+= [«>+(яе)]-1—вычет го՜1 (я) в точке я = я։, р+—мера наБ.+
(£)=£(£ — я,)՜’</?♦+(£)• Мера |»+ непрерывна в нуле и конечна в 

силу условия (6.4). Рассматривая поведение го“։(я) при я-* со, получим 

из (6.6) и (6.7), что Р++ р+ = а.
Заметим, что из равенств (6.1), (6.5а) на основании леммы 1.3 

можно установить, что
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о

Аналогично, при левой факторизации, когда w- определяется 
формулой (6.56), получаем 
. о

W J (2) = —---- 1- - — I —----- »
z-ze Z-Ze J t— * —co 

где

ß_ =[«*,)]-’ = (1+ 4֊-^-*>♦֊(<) ) . 
\ J t(t— Ze) /

_ — непрерывная в нуле ограниченная мера на R-,

Здесь ш_(г) определяется формулой (6.56).
3. Перейдем теперь к случаю г«=ге=/=0. Для определенности 

будем считать, что Используя ш+ (я) из правой факторизации
(см. (6.5а)), будем иметь

(*)\ . 
t — z )

Пусть Д: = РФ+({«։)) (>0), тогда

р+(0:=р*+(0 — А*+(< — ■**)
— непрерывная в точке ге неотрицательная мера. Имеем

(6.8)

Использовав тождество

—~— = ——--- Г (z— Ze)--------------h (z — Ze)2 ----------------------
t-Z t-Ze (t-Ze)> (t֊ze)2(t֊z)

получим

откуда

_______ t
(t-Ze)'(t-z)

y^At),
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Аналогично, из (6.8) нетрудно получить

Последняя формула для то՜1 (я) может быть детализована, если 
имеет ш-правильное поведение в точке яе, то есть (см. § 1, п. 3)

(6.9)

При выполнении этого условия

С <*р+(о 
3

. — конечная мера на 11+, непрерывная в точках 0 и я(, 
СО

во = 1 4֊ ’+ (К+) 01), ах = - А + Ха (14-У ֊з;;-) ’

(6.П) 
а։= Д-ЯеОО).

Заметим, что интеграл в (6.10) есть о (1/(я— яг)) при я -» я».
Таким образом, то՜1 (я) имеет в точке яе полюс не выше третье

го порядка, что соответствует результатам § 3.
Нижеследующая, теорема дает характеристику случая, когда 

то՜1 (я) имеет в точке ге полюс первого порядка.
Теорема 6.1. Пусть я. (2> 0) — исключительный нуль функции

я,^(^)» то (0X0. Следующие утверждения эквивалентны՝.
1) яв — нуль первого порядка функции то;
2) Хе — квазиправильная точка Я-функции то՜^, и то~+1 (я,) =о
3) то՜1 допускает представление (6.10), в котором ах = а։ = 0

то есть
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[*±Ю. (6.12)
+ X—Ze J t — Zи

Доказательство. 1) -> 2): Пусть z, — исключительный нуль 
.~ w(z) .. ~ (z— ze) wt(z)

первого порядка функции w, т. е. предел lira —— -11m-------- j---------

существует, конечен и =£0. Поскольку w*_ голоморфна и =/=0 в точ

ке zt, существует й конечен lim [w՜^ (z)/(z — *»)]. Применив к /?-функ- 

ции теорему 1.1, получим 2). Напомним, что на основании (6.3) 
утверждение 3) означает

f < оо, 1 + С —= 0.
J (t— Zt)* J t — Zr
u . . о

Поскольку вышеприведённые рассуждения обратимы: 2) -> 1)» 
(—>3):из2) вытекает, что р*+ имеет ш-правильное поведение в точке 

ze и Д: =Р*+({։»}) =0. так что р* + = р.
Поэтому ш՜1 допускает представление (6.10).
Далее, (ze) =■ 0 означает, что

J t — it о
Учитывая (6.11), получим, что в (6.10) а1=а։=0, так что справед 
ливо равенство (6.12). Утверждение 3) доказано.

3) => 2): если w7J(z) имеет представление (6.12), то——----- =

= -——w՜1 (z) имеет конечный предел 'adze=f=Q при limz = z,, отку

да по теореме 1.1 следует 2).
Теорема доказана.
Заметим, что при условиях теоремы п>~։ (0) = ~ 7n+/z’, где т+ = 

= Р*+({0})>0.

ГЛАВА II. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С ЯДРАМИ, 
СОСТАВЛЕННЫМИ ИЗ ЭКСПОНЕНТ

8 7. Теорема о факторизации ядра, составленного из экспонент

1- Пусть на плоскости С задана мера <о, вообще говоря, комп
лексная, удовлетворяющая условию

JV (ш) = С < оо (С = 5 _|_^՜). (7Л)
J I’ll

f
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Введем в рассмотрение функцию fc(O вещественного параметра t,
полагая

f е“: rfw (С) при t >0,

Имеем

Ш) = *
J еК dm G) при

(7.2) 
«0.

|Л (f )| < f е Ь| |</ш (С)| при sign t = ± 1, 
*±

откуда

J 1к (01 dt < 2¥(ш), 

—оо

так что к£ £i(R). Вычислим преобразование Фурье
ОО

K(X) = [e,uk(t)dt (X£R)

функции к. В силу (7.2)

Таким образом

(,да- <7-3)
с+ с_

Предположим, что
1 — К(X) #= О (Х01), Ы (1 - К(Х)) = 0. (7.4)

Условия (7.4) заведомо выполняются, если Л/(ш)<^ 1, так как в этом 
случае (Х)| 1 (Х^). При выполнении условий (7.4) функция
1 — /^(Х) допускает каноническую факторизацию [8]

1-Л-(Х) = Ф+(Х)ф_(Х), (7.5)

где Ф± голоморфна в С±, непрерывна в С± и =/=0, а Ф± (со) = 1. От" 
сюда уже следует, что функции Ф± и Ф^1 = :<р± допускают представ
ления

, 00

Ф±(Х) = 1 +ув±№Г±(#)Л (Х£С±), (7.6)

и
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■- ~ ~

СО

,։Щ-1+ [«"“г.(Ол «с,) (7.7>

при некоторых Г±, Т±££Х(Н+).
2. Оказывается, функции Ф± (X) удовлетворяют системе нелиней

ных интегральных уравнений
Ф+(М = 1-И-^֊<х€С+)> (7.84-)

Л +л

ф, (>.) = !+.-у (»£С_). (7.8֊)

В самом деле, согласно (7.3} и (7.5) при а£Я
ф+ (Х)=(1 -Х-(Х)) <р_(к) = <р_ ().) - (л) [ +

и ։. -г *֊

+;т.(Чс^_т_(Ц_,у^_
с с

Ч Т * ’ Т Ас+ с_
так что

Ф+(1) + 1. Г.Т-.(.79*(С> =?_(ц_,. г
«7 *• 1 " и "Г А

' • . с+ с+

+ й>- (X) [^9. . (7.9)
С_

Левая часть голоморфна в С+, правая — в С_, причем Ф+ (X) равно
мерно стремится к 1 при Х֊*оо в С+ [8; 2.3]. Пусть Р+ (г) — полу
круг радиуса г с центром в нуле, лежащий в С+. Функция <р_ (С) ог 
раничена в С_, |ч>_ (С)| -С М. Поэтому

!Г <р_(-С)</ш(С) ^МС >(С)| С 1<МШ ■ 
и С + Х * 3 |С + Х| " 3 |С4-Х| 
с+ • с+

+ М С .1*01.

Сч \О+ (г)

Второе слагаемое сколь угодно мало за счет выбора г (на основании 
(7.1)). Первое же стремится к нулю при |Х|-» оо, к£С+. Таким обра
зом, левая часть равенства (7.9) стремится к 1 в С+.

В правой части (7.9) при X -» оо (Х£С_) равномерно ч>_ (X) —»1, а.
I Г <9| п| . . . “♦ 0, что доказывается так же, как выше.
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В силу (7.7)

?֊(
Так как

-0 ։«-<-ш)т..(,)Л (А6С-, С£С+).

к» -м е —е —/XI' е‘^Ча,

О

,« _ е-/хг

о

= е

о -п

то

, Т- I < £.. где с = (• |,_ (()| л. •
с + х I 1 3

О

Поэтому

г ^.(с)<е Г-1±<21 (_га)
з с+х и у

С+\О (г) ' С+х_О+(г)

Далее

н.(-д-,-В
3 с + хГС

равномерно стремится к нулю в С- при |Х| -♦ оо. Итак, правая часть 
равенства (7.9) стремится равномерно к 1 при |Х[-» со в С_. ^Поэто- 
му обе части этого равенства тождественно равны 1 и, следователь
но, выполняется равенство (7.84-)* Аналогично доказывается равен
ство (7.8—) .

2. Теорема 7.1. Пусть ш — мера, удовлетворяющая условию 
(7.1), К(1)— функция вещественного параметра X, определяемая 
равенством (1.3), Ф± (к) — функции, голоморфные в С±, непрерыв 
ные в С± и удовлетворяющие системе (7.8±). Тогда имеет место 
(7.5), и, следовательно, функции Ф± (X) являются множителями 
канонической факторивации для функции 1 — ^(Х).

Доказательство. При Х£Е:

Ч-ф+(х))(1-ф_(х))^ [^(С) [>.-<-т- (-^)^(О =
- .) 3 (С 4-X) (С'Ч-X)

с_ с+

= Г^Л) Г/_2_______ 1_\Т-(֊0ТЛ-С)е/ш(С) =
3 ЛС + Х С'4-Х/ с-с
с_ с*

С4-Х С-
с
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р<р+ (-с) &(О г<р֊(-о«мо = г<р_(-д(Ф- (-0-1) (С) .
| Т+х г-с <£ » , с+х

+ г- рЧ^СИФЛ-С)֊!)} =
] С 4-х * ’
с г

_ Г «МО . С <у_(—0</ш(0 ■ . Г <МС') _
“ 3 с + X "г .) с + X ] с + X

с_ с_ с+
_ Г ?+(- С)^(С) = _ А,(к) + (1 _ ф+ (Х)) + (1 _ ф_ (Х)) 

.) * + * 
<4

откуда вытекает (7.5).
Следствие 1. Система (7.8±) имеет единственное решение.
В самом деле, из (7.8±) вытекает, что Ф±(Х)¥*О при Х£С±- 

Поэтому равенство (7.5) представляет собой каноническую факториза
цию функции 1 — К(X), которая, как известно, определяется единствен
ным՛ образом.

Следствие 2. При условиях теоремы 1пс1 (1 — £(Х))=0.
3. Уравнения (7.8±) позволяют получить из (7.6) интегральные 

представления для функций Г±. Сравнивая (7.6) с (7.8+ ), получаем

С ешг<.«) -1 [ — ((Х^Сл).
и и * ।о с+

Учитывая, что
00 

г-тг = Л (С,Х€С+), * “г и о
находим

00 00

У е‘и Г. (О Л= -1 в‘и ( Ф11 (-С) е'"«/«) (С))й,

о о с+
откуда

г+ (0=֊уф- (-0 е1'1 <ед ися+). (7.10+)

<=+
Аналогично, сравнивая (7.6) и (7.8—), получим

Г_ (0 = -[ ФТ։ (- г.) е-К1 С) (/ £К+). (7.10-)

4. Как известно [8], факторизация (7.5) позволяет решать неод
нородные интегральные уравнения с ядром кЦ—з) (см. § 8). Резоль
вента этого уравнения весьма просто определяется по функциям (/) 
из (7.7). Для выяснения ее структуры оказывается полезным пред
ставление 7± в виде, аналогичном (7.10+ ). В следующем параграфе 
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эти представления будут получены при специальных предположениях 
о мере о>.

При условиях (7.4) функция (1 — Л’(л))՜1 представляется в виде
(и- К(>.))-’ = 1 + К. (X) (X С R), (7.11)

где
*։ Сл) = | е" К <0 л, К € Л (R). (7.12)

— ОО

Каноническая факторизация функции 1 + (X) имеет, очевидно, вид
1 + /Г1(Х) = «Р+(Х)т._(Х) (КЮ. .(7.13)

Функция кг играет важную роль при решении интегральных уравне
ний.

Может случиться, что кх также допускает представление типа 
(7.2) с заменой <и на некоторое шх с Ы (шх) <Г Тогда все рассужде
ния п.п. 1—3 будут применимы к функциям ®±. В частности, будут 
выполняться аналоги соотношений (7.8 ±), а функции -(+ из (7.7) бу
дут допускать представления

Т± (<) = -(’ «?¥* (9 е±к‘ (С) (< С И+). (7.14± )

Авторы не могут указать общий признак представимости кг в виде 
(7.2). В следующем параграфе будет рассмотрен случай, когда это 
имеет место. •> '

5. В случае, когда ядро к вида (7.2) — четная функция, меру ’ 
можно без ограничения общности считать четной. В этом случае 
АГ(Х)— четная функция, а ф_(Х)=^Ф+(—X). Соответственно этому 
все соотношения упрощаются. В частности, система (7.8±) сводится 
к одному уравнению ‘ '

ф+(Х)=1-( (Х£С+). (7.15)
! . и *тЛ 

с+
Это нелинейное уравнение указано в [9]*. Однако выво^ его проил
люстрирован на частном случае, когда носитель меры сосредоточен 
на мнимой оси. Содержание настоящего параграфа — развитие резуль
татов § 1 из [9]. £

Впервые нелинейное уравнение вида (7.15) получил В. А. Амбар
цумян [1], пользуясь предложенным им принципом инвариантности. 
Однако в его случае мера ш была сосредоточена на оси и имела 
плотность специального вида. Рассматривая более сложную задачу пе
реноса лучистой энергии, В. А. Амбарцумян вывел с помощью того 
же принципа матричное уравнение вида (7.15). Полученные им нели
нейные матричные интегральные уравнения играют фундаментальную 
роль в вопросах переноса лучистой энергии.

По недосмотру там вместо условия (7.1) указано более слабое условие.
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' В настоящем параграфе указаны чисто аналитические условия, 
при которых получаются нелинейные интегральные уравнения. Настоя
щие построения, по крайней мере, в определенной своей частя допу
скают обобщение на матричный случай (“— матричная мера, к соот
ветственно— матричное ядро).

§ 8. Решенне неоднородного интегрального уравнения 
с ядром к = к„

1. Проблема факторизации тесным образом связана с задачей 
решения линейного интегрального уравнения

7.(0- j’A(<-s)x(s)rfs=/(O (0-<<<~), (8.1)

6
транспонированного уравнения

♦ (f)-^k(s-t)if(s)ds = g(t} (0<Z<oo) (8.2)

о
и соответствующих однородных уравнений.

В настоящей статье мы будем рассматривать случай, когда 
Jc = ka (см. (0.4)). Очевидно представление (0.4) является частным 
случаем представления (7.2), рассмотренного в § 7, если предполо
жить, что мера и> неотрицательна, а ее носитель сосредоточен на мин
ной оси. Условие (7.1) для <», обеспечивающее суммируемость к, пере
ходит в условие (0.5) для о.

В соответствии с (7.3)"и (7.10±)

= [֊Т’ (8.3)
J it + J t —

— со —со

Г±(0=+ (֊«О Р>0). (8.4)

-
Функция К (К) голоморфна вне мнимой оси. Полагая /X—я, получим, 
что функция принадлежит классу (IF), причем ш(0) = 1 — /Г(0).

В гл. I рассматривались три случая для w (я): ш(0)^>0, <0 и 
= 0. Соответственно этому мы рассмотрим три случая для К (X): 

00

: X՜ (0) <՜ 1, 1 и =1. Заметим, что Л'(0) = J k(t)dt = Jo.

2. Начнем с простейшего из них: £(0)<^1*. В этом случае вы
полняются условия (7.4) и, следовательно, функция 1 — АГ(Х) допус
кает каноническую факторизацию (7.5), в которой множители Ф± (X)

‘ Это условно совпадает с отмечавшимся выше условие к для рас-
-сматриваемого частного с лучая моры со.

t., . •
''fit
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имеют представления (7.6). Из результатов § 3 п. 1 следует, что 
функция Ц-А^О ) (1—/Гр ))՜1 =то՜’ (х) допускает представление (3.3) 
и, следовательно, к функциям /^(Х) и ^х(/) из (7.12) применимы ре
зультаты § 7. Используя каноническую факторизацию (7.13) функции 
1 Кх (>֊), получим в соответствии с (8.4):

7+(/) = —^Ф-1 (—га) е '“«4<(а)

°0 (<>0) (8.5)

I- (0 = УФ+1 (֊ «О (и) 

— со

где р £ (2; — функция из представления (3.3) функции то՜1. Функция 
Лх из (7.12) допускает представление, аналогичное (0.3); кх = к(, из 
которого следует, что кх— вполне монотонна на К+ и абсолютно мо
нотонна на R—

3. Установим связь факторизации (7.5) с факторизацией, полу
ченной в § 5. Функции то(х)=1— К(—ие) допускает факторизацию 
то (х) = то+(х) то_ (х) с множителями то± определенного типа. Полагая 
Ф± (Ч ~ (г">.), получим каноническую факторизацию (7.5) функции
1 —А'(Х). Сопоставляя (4.11) с (7.7), найдем

00 00

[>'1+(0Л= (к£С+).
3 Зи —1>-
о о

со

Так как 1/(и — Д) = то
о

00 00 00

У еД'т+ (*) л = У * У е ‘" (“))

О 0 0

откуда

1+(<)= ^е-‘“г/р+(и) (#>0). (8.6+)

6
Аналогично из (4.19) и (4.6) получаем соответственно

о
7-(0 = р“ф_(и) ((>0), (8.6-)

— 00

Г±(«) = [ет'“</в±(и) р>0). ֊ ■ (8.7)

К

Таким образом, функции 7± и Г± допускают по два представления 
(8.4) — (8.7), которые переходят друг в друга на основании формул 
(5.11) и (5.13). Из формул (8.6±), (8.7) вытекает, что 7+, —7-, а 
также Гч, —Г- являются вползе монотонными, функциями на К+. 
3-874
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4. Применяя обозначения (5.20), будем иметь для ядра ка при 
любом Р> 0:

оо 0

('?Л(0Л==Г(₽4-1)5₽+1,+, уК1₽Л(С‘Л=Г(Р+1')^+1,_. (8.8>

о -•

Поэтому при каждом натуральном р абсолютная сходимость интегра
ла, выражающего Jpt равносильна абсолютной сходимости интеграла* 
выражающего 5^+1* При этом выполняется соотношение (0.6).

Аналогично, из (8.6 ±) и (8.7) вытекает, что
« <=
Г 7± (/) ? Л = Г (Р + 1) гр*, У г± (/) ? Л = Г (? + 1)

О ‘ 0

§ 9. Решение однородного интегрального уравнения; 
случай АГ(0)>1

I. В настоящем параграфе рассматриваются однородные интег
ральные уравнения (! ±). '

Мы покажем, что в случае А"(0)>1, по крайней 'мере, одно 'из 
этих уравнений имеет нетривиальное решение. Для нахождения реше
ний мы будем систематически пользоваться преобразованием Лапласа 
(правым и левым).

Пусть функция ?££«= (И+), Ф(г) —ее левое преобразование Лап
ласа, так что функция Ф голоморфна в открытой полуплоскости 
Кег<^0.

Используя (0.4), будем иметь

з) е։/ <К = ( У *(/)е“Л) =

Поэтому
Л*ет

левое преобразование Лапласа левой части уравнения (I +)



У равней*« Винера—Хопфа 367

Ф (г) — | | * (<— «) ?(«) л)у ф <*) - 
о о 

ю о ао
— С <р ($) I — Г  ------— <к(и) + е" Г</а (и) 1 А =

3 I и и — ֊ 3 ]о —- о и — г
О 00

Лч/ \ I Сф(и)   Ф(^) , / . Лч/ \Г^в(и)= Ф (а) + 1 ------------------ (и) — Ф (г) I —•
3 и — г Зи — г

Таким образом, если ?—ограниченное решение уравнения (1 + ), то 
Ф(г) удовлетворяет уравнению

ос о
Ф(г) (1- |’^(^^5-(֊)</а(и).-=0 (Иег<0). (9.1)

\ Зи — X/ 3 и —2
и --

Обратно, если <р(^0) — ограниченная на К+ функция и ее левое пре
образование Лапласа Ф (г) удовлетворяет соотношению (9.1), то 
9 — нетривиальное решение уравнения (! + ).

Заметим, что при невещественных г уравнение (9.1) легко мо
жет быть приведено к виду

Ф(я)ш(г)+ СфОО^)==0, (9.2)
* Л и — г. — 00

где ш(а) определяется формулой (0.9). Из (9.2) видно, что Ф анали
тически продолжается на С+ О С-, а значит, будет голоморфной в 
области ЕхШ-, проколотой, быть может, в нулях функции ш.

2. В настоящем пункте мы рассматриваем случай: /Г(0)^>1, т. е- 
ш(0)<^0. В этом случае то имеет исключительный нуль ге в С+\{0} 
(см. § 2, п. 3).

Теорема 9.1. Пусть ш(0)<^0, ге — исключительный нуль 
функции ш. Если Ее г > 0 « 0), то уравнение (! +) {уравнение 
■(!—)) имеет нетривиальное решение ?^. (<??.), и это решение опре
деляется единственным образом в классе (Я+) с точностью до 
постоянного множителя.

Эта теорема содержит теорему 0.2, приведенную во Введении.
Д оказательство. Предположим, что Еехе>0. Рассмотрим 

правую факторизацию функции ш, то есть такую, множители которой 
определяются равенствами (6.5а). оложим ЧГ+(г): = ш ~1 (г); функция 

Ф’+ голоморфна на Ех1[К+\{гв, ае}] и, в частности, на R— Применив 
обобщенную формулу обращения Стилтьеса к равенству (г) ш (г)=г. 
= ш֊(г) и использовав представления (0.9), (6.2), получим

и՝(/)^(0 = -</5_(СЛ (КО).
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Отсюда на основании (6.2) и (6.5а): 
и 

С ЧМ<) da(t) «•-(') = - J 
— м

или же о

w (z) т+ (z) = — 1 —t_.z~

то есть 
00 О

։,мМ^ + f rfa(,) = o.
\ J £ — z / J f — z 

U —
Таким образом, функция удовлетворяет соотношению (9.1) и, сле
довательно, уравнение (!+) имеет нетривиальное решение (£), ле
вое преобразование Лапласа которого совпадает с ЧТ. (г). Для вычи
сления <р®_ (£) воспользуемся формулами для ЧГ+ (z) = го՜1 (z), получен
ными в § 6. В случае Im ze 0, использовав формулу (6.7) для функции 
w՜1, получим

«Р+ (О = ₽+ е г‘‘ + Р+ е~ге‘— е~,и (и),

где числа р+ и мера р+ — те же, что в формуле (6.7). Эту формулу 
нетрудно привести к виду (0.104՜), где ₽+ = Д+е'։+.

Если (; R и, стало быть, ге^>0, то из (6;9а), (6.96) нетрудно 
получить, что

«Р°+(0 = «֊'•'(֊ 1+^) +

, (* и(е~и‘ — е՜1'*) -\-Ztt (и — ге) е~ж** ,
+ ----------------------------й----------------- ^Р.+ (и),

.) (« — о
(9.3)

<р°+ (0 = е-*е<^ 1 4՜ ( — Д/ 4- — +

Если р*+ имеет «-правильное поведение в точке г», то, как следует 
из (6.10),

<ж>
Т+ (0 =” {— Ор 4 ах / + а^’) - С е^и (а), (9.4) 
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где а0, аи ая — те же, что в (6.10) (см. (6.11)). В частности, если 
г«— нуль первого порядка функции ш, то в (9.4): а1 = а։=0.

Случай Кег«<С0 рассматривается аналогично.
2. Докажем единственность решения уравнения (! +) в классе 

ограниченных функций. Будем для определенности предполагать, что' 
Иега>0. Пусть ф(0 ((/)| < М, I 0) — решение уравнения (!+)«- 
Ф (г) — его левое преобразование Лапласа. Функция Ф голоморфна 
при Кег<^0 и удовлетворяет уравнению (9.2) при Иег<0. Заметим, 
что равенством (9.2) функция Ф аналитически продолжается в Ех1 К.+, 
где она может иметь полюсы лишь в точках ге, ге (при 1шге>0). 
Функция Ф удовлетворяет условиям:

а) |Ф (г)| -С Л//|Ке г| при Яе я <^0, а следовательно, гФ к) ограничен 
на в любом секторе Ьо = (г: | аг£(—г)| < 6), 0<^6<^-^-. . ,,

о
б) ( |Ф(и)| (и) оо.

Условие а) очевидно, а б) вытекает из а) с учетом (0.5). Поло - 
жим ЧС (z): =z ш՜1 (г). Эта функция голоморфна в Ext R_ — причем 
в силу теоремы 5.2 она имеет конечный предел Чг_(0) при z -* 0 в 
Lo. Имеем Ч^1 (z) ^Z1 (z) = w(z), откуда, согласно (9.2):

Ф(г) _ _ (и Г Ф(и)</а(ц) .
Чг+ (z) J и — z—■ ОО

(9.5)

Левая часть равенства (9.5) голоморфна в Ех1К+, правая — в Ех1 R-. 
Следовательно, это равенство определяет функцию (7 (г), регулярную 
всюду в С, кроме, быть может, точек Ойос. Покажем, что она регу
лярна и в этих точках.

В угле Ьв функция ш#+(г)—>1 при г—»со и, стало быть» 
гЧг+(г) ֊► 1. Поэтому |С(г)| = |гФ (г)|/|гЧГ+ (г)| при z-» со, г£Ьв’՜ 

о
Г- « ГФ(и)Л(в)С другой стороны, из б) следует, что г I —----------- имеет конеч-

и и — г 
— а»

вый предел при г —• со (г^Ье) и, следовательно, С(г) =—ш7_'(г)^ X 
о 
ГФ (и) </з(и) • „X I —--------- - имеет конечный предел.

3 и — г ,

Таким образом, С (г) регулярна в точке со. Далее, при в- 
силу а) и с учетом леммы 5.1:

]гс (я)1 = к ф (*)1 • I - г.| • к- *|

ограничено при z -» 0. Если z^Lt, то в силу б) lim( z
о
ГФ (n)rfq(u)\ _ 0

и — z
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■так что zG(z)-*0 при г — 0, z^Lt. Таким образом, zG (?) регуляряа 
при 2=0 и имеет там нуль, а следовательно, G(z) регулярна в точ
ке z = 0. Итак, G (z) = const и, значит, Ф (г) — СФ՜ + (z).

3. В случае, когда Re ze =£ 0 решение однородного уравнения 
,(| + ) или (I—) может быть получено на основании общих правил ре
шения однородных уравнений (I ±), основанных на факторизации, по
скольку тогда w (я) 0 на мнимой оси [8J. Примем для определен
ности, что Res*^>0. Рассмотрим правую факторизацию с множителя
ми а>± вида (6.5а). Полагая <F± = w1։, будем иметь w—I = ’®'+9г_. Это 
представление не является факторизацией в смысле § 7, поскольку 
Чг+(оо)=0, ЧГ_(оо) = оо. Если ^—произвольная точка левой полупло
скости, то правильной факторизацией является представление w՜’ = 
= Ф+Ф_, где Ф.| (z)~(z — Cq՝) (ж) — голоморфная в левой полупло
скости функция, имеющая там единственный нуль Со, Ф_ (я)= *5՜-(я)/ 
J(z — Со) — голоморфная и отличная от нуля в правой полуплоскости 
функция. Отсюда вытекает, что ind (1 — £().)) = 1, а Ф+(я)/(я — Со)= 
- (?)— левое преобразование Лапласа решения уравнения (I+),
которое единственно с точностью до постоянного множителя.

•Аналогично, если Rex<0, то ind (1 — К(>-)) = — 1 и уравнение 
(I—) имеет единственное с точностью до постоянного множителя ре
шение, правое преобразование Лапласа которого определяется множи
телем правильной факторизации. Заметим, что приведенный метод не 
дает возможности получить решения однородных уравнений в виде 
(9.3) и (9.4). В то же время этот метод позволяет утверждать един
ственность полученного решения не только в 'классе La (R), но и в 
целом ряде других банаховых функциональных пространств.

§ 10. Решение однородного интегрального уравнения;
случай Л(0) = 1

1. Пусть /Г(0) = 1, т. е. ш(0) = 0. Если ш = ш+ш_ — фактори
зация функции ш, полученная в § 5, то, по крайней мере, одно из 
чисел о>+(0), ш-(0) равно нулю.

Теорема 10.1. а) Если ш_(0) —0 (а>+ (0)=Ю), то уравнение (! +) 
(уравнение (!—) имеет решение вида (0.7+) (<р^_ вида (0.7—)), 
где числа т±, и меры р±— те же, что в представлениях (4.14), (4.19).

б) Это решение ограничено тогда и только тогда, когда 
ш+ (0)^0 (ш_(0)^>0); при этом

срО (оо)вю-1(0). (10.1)

Доказательство, а) Пусть ш_(0)=0. Тогда 
О • о

] *(*-?)’
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откуда, используя (5.11), получаем 
о 

«И*) Г
гшг(г) ^с;+(/)(?—г)

— аа

Таким образом, функция Ф (г): = (гш+(г))՜’ удовлетворяет соотноше
нию (9.2) и, следовательно, обратное левое преобразование Лапла
са— <р®. этой функции является решением уравнения (1 +). Использо
вав формулу (4.14) для ш“։(г), получим формулу (0.7+) для 4>°+.

Аналогично устанавливается формула (0.7—) для решения 
уравнения (1 —).

Утверждение а) доказано.
Докажем б). Положим Л± (<)։=?+(^) ~ ^։± 6 так что

л±(/)=1 + к=-^</р±(п). (ю.2)
и

й±
Функции Ах(0 не убывают на К.+ и = о (/), а </Л± (#)/Л —»0 при 
Имеем

А±(оо)=1+ Г «1 + г±. (10.3)
и 1«1 >
«.т

Ограниченность функций Л± равносильна тому, что При вы
полнении этого условия

(<) = 1 + + т± I — у е ' и‘ 4ч± (/)»..

«±
где — конечная мера на Я+, непрерывная в нуле, 

= с(р± (и)/|и|.
Очевидно, ограниченность ։рп. равносильна тому» что т_ =0, < сс.
Как отмечено в § 4, п. 4, совокупность последних двух условий рав
носильна тому, что ш±(0)>»0. Равенство (10.1) вытекает из (4.12). 
Теорема доказана.

Напомним в связи с теоремой 10.1 равенства (4.27), позволяю
щие выразить т+ и Л+(оо) = 1 + г։+ через моменты функции а+.

3. Докажем теперь теорему 0.1 сформулированную во Введении. 
Заметим, что условие абсолютной сходимости интеграла в этой 
теореме равносильно абсолютной сходимости интеграла (5.18), при
чем = 5։.

Из теорем 5.7 и 10.1 вытекает, что при /х^>0«^0) уравнение 
(I—) (уравнение (1+)) имеет ограниченное решение (0.7+) с т+ = О 
((0.7—) с лп- = 0), а при ֊/1=0 оба уравнения (! +) имеют неограни
ченные решения (0.7±). Пусть /1 = 0, Так как 1 = ш(0) =

СО 00

= у к(€)(Н — у«/а (и)/и, то выполняются условия (2.3), которые озна-
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_ ։ 1
чают, что »£ ( В7)- По теореме 5.2 о>+(0)=0, <о_ (0)=0, что рав
носильно соответственно условиям т+_>0, т_>0 (см. § 4, п. 4). В 
процессе доказательства теоремы 10.1 было установлено, что огра
ниченность функций Л± равносильна тому, что г։- < На основании 
теоремы 5.6 (случай в)) и равенств (8.8) последнее равносильно ус
ловию (0.8). Теорема доказана.

В связи с этой теоремой напомним, что при «^(В7): т+т֊ = 
«=11т(-?/ш(г)) = ֊Д՜1, а числа /и± могут быть вычислены через то 

/-•0

с помощью формулы (5.10), если учесть, что т± = 1± <»±).
4. Пусть 71=0,и выполняются оба условия (0.8). Послед

нее означает абсолютную сходимость интеграла, выражающего /։. По
кажем, что числа Л, (оо) = 1 + г* (<^ °°) могут быть вычислены через 
я» (г).

Положим (см. (2.6)) ОО

Тогда

։'(։)='' 1 ?*-%./ У <• *-% "
Согласно (5.9)

или же после интегрирования по частям

Ч± (*) т I Г £(з)_Л 
7±(г) 2к ] и — ,

— се
По формулам Племеля—Сохоцкого

<4(+°) _ 1
Ч± (+ 0) ”+2я ------5'(0)= — + — Г У

5 2 2 5։ 2 К 3 • 5

С другой стороны, учитывая (4.14), будем иметь

Ф+ (и)

откуда
и — г

< (-0)
<(-0)

Таким образом
+о

2* 5 к
Ч») х/Л 

■ аз 1 •
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Аиалогично

В случае четного к функция ? четна и 54 = 0, так что
ОС

Л+(сх>) = Л_(со) =---------1— Г֊^Л. (10.4)
2 К У 5, 5

Эта формула равносильна формуле (0.2), полученной Ф. Спитцером 
[15] при более общих предположениях относительно ядра к, и может 
быть сведена к ней с помощью интегрирования по частям. По-видимо- 
му Ф. Спитцер не знал о более ранней работе Э. Хопфа [11], в ко
торой формула (10.4) была получена при иных (более жестких) пред
положениях о ядре к = ка.

Для произвольного четного ка формула (10.2) была установлена 
в [9].

5. Пусть выполняются следующие условия из теоремы 0.1: }О=1Г 
/1 = 0, /з < 00 и, следовательно, Л±(оо)<^оо. Вычислим 

00

5±: = рА±(«)֊Л±(0]Л. 

о
Имеем на основании (10.2), (10.3)

Г е՜“'Л± (оэ) — л± (г) = I------с1?± (и),
и И

откуда

- Г ( Ге-' л) = Г = г}.

R- 0
Применив теоремы 4.56) и 5.5, получим утверждение:

где

Импликации (10.5) сохраняют силу, если в них всюду знак „+ ** 
заменить на знак »— “.

Заметим, что согласно (4.27)

± (։,*)՛
В случае четного к эта формула была получена в [5] на основа' 

нии соответствующих формул из [9] для решения однородного урав
нения с четным ядром.
Физико-химический институт АН УССР,

Одесский институт инженеров
морского флота Поступила 26.IV.1982
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Մ. Գ. ԿՐԵՅՆ, ՅՈհ. Լ. ՇՄՈԻԼՅԱՆ. Վիներ-^ոպֆի նաւիսսարումներր. որոնց կորիզներթ
fnlJl bt պալիս ինտեգրալ ներկայացում էքսպոնենաի միջոցուֆ (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում է

00 •<ք(0~ յ հ(է-տ)?(տ)ժտ=/(ք) (0<ք < + օօ) 0)

0
ինտեգրալ հավասարում կիսարւանցքի վրա, որտեղ & ( + ք) (Օ^/Հ^՜Ւ03) 
լիովին մոնոտոն են և պատկանում են Օօ);

00 /0= յ հ(է)ժէ 
— օօ

-համար հնարավոր է երեք դեպք. 1) քգ < 1, 9) = 1, 8) > I;
Աոաջին դեպքում (\յ հավասարումը մեկնաբանվում է հայտնի մեթոդներով [9]։ Մնա- 

ըած երկու դեպքերում հիմնականում ուսումնասիրվում է համասեռ հավասարումը (/(0 ՜“ ^) 
ինչպես նաև նրա տրանսպոնացվածը։ Երրորդ դեպքը ամենաբարդն է, որի ուսումնասիրման 
համար հարկ եղավ օգտագործել ֆունկցիաների տեսության նոր թեորեմներ։ Այս դեպքում 
կամ համասեռ հավասարումը, կամ նրա տրանսպոնացվածը, կամ կլ երկու հավասարումները 
միասին ունեն ոչ-տրիվիալ լուծում։ Հնդ որում,, եթե ոչ-տրիվիալ լուծումը որևէ հավասարման 
համար գոյություն ունի, ապա այն Լ& (0, օօ) դասում որոշվում է հաստատուն բազմա
պատկիչի ճշտությամբ։

Այդ լուծումներից յուրաքանչյուրի համար ստացված է բացահայտ արտահայտություն։ 
Պ ար գա գույն դեպքում որոշակի նորմավորված ութ յամբ (|) համասեռ հավասարման լուծումը 
ունի հետևյալ տեսքը

օօ<ք> (է) =e~at cos (cof — 0) — e ~tudP (“)>

o
.որտեղ (1, ա, 0-ե որոշակի հաստատուններ են, իսկ '1 -ն զրոյում անընդհատ 
բացասական վերջավոր չափ է։

Հ + -ում պ

M. G. KREIN, Ju. L. SMUL’AN. Wiener-Hopf equations, the kernels of which 
admit an integral representation by exponents (Summary)

'The integral equation
00

?(*)֊^k(t-s)'f(s)ds=f(t) (0<f<co), (1)

o
<ii studied under the following assumptions: the functions k (+ t) (0 < f < oo) are 
completely monotonic and belong to (0, co). Three cases are to bo considered: 
1) Jo < 2) Jo = 1, 3) Jo > 1, where

00

7o = ^k(f)dt.

—— «■

In the first case the equation (I) is treated by the well known methods [9]. In 
ithe two remaining cases mainly the homogeneous equation (/ (<) = 0) as well as its 
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transposed equation are studied. The most complicated third case required for its 
investigation the use of some now theorems of the theory of analytic functions. la 
this case either the homogeneous equation, or transposed equation or both of them 
have non-trivial solutions. Besides, if there exists a non-trivial solution of any of 
these equetions it is uniquely defined up to a constant factor in the class (0, oo). 
For each of these solutions explicit expressions are obtained.

In the simplest case under certain normalization the solution of the homoge
neous equation is given by the formula

, (/) = e~a‘ cos (mt — 6) — Je dp (u),

о
where а, ш, 0 are some constants, jx is a non-negativa finite measure on the R|- con
tinuous at the point zero.
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С. М. ПОЗИН, Л. А. САХНОВИЧ

О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ 
С РАЗНОСТНЫМ ЯДРОМ

Введение

Рассмотрим ограниченный оператор 5, действующий в простран
стве Ьр (0, ш) (1 -С Р -С 2) и определенный формулой

О)

8/= г —О л. (0.1)ах ^1
о

■где
5 (х) £ £’ (֊ и, «։), — + ֊֊ = 1.

Р Я
Если

$(х)=^(0<«, к

то мы получаем важный частный случай операторов вида (0.1):
си

5/ = |/(^(х-АЛ. (0.2)

0
Новый метод решения уравнения

$/=? (о.З)
.описан в статьях [1, 2].

При помощи этого метода в данной работе находятся условия 
.ограниченности /(х) и исследуется поведение /(х) у концов интерва
ла „0“ и „ш“. Отдельно рассматривается уравнение со специальной 
правой частью

55 (х, X) = е'Ч (0.4)
Уравнение (0.4) играет существенную роль в различных теоретичес
ких и прикладных задачах. Так, например, диаграмма рассеяния при 
дифракции на ленте совпадает с функцией [2, 3]

СО

Р (X, р) = у В (х, X) е1^ с/х. . (0.5)

о
В статье также вводятся аналоги функций В. А. Амбарцумяна X (X), 
К (X), через которые выражается р (X, р). Полученные результаты
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иллюстрируются на примерах, имеющих важное значение в теории 
упругости [4, 5], гидродинамике [2, б, 7) и других прикладных задачах.

§ 1. Ограниченность решений

1°. Сформулируем необходимый нам результат из статьи [2]: 
Теорема 1.1. Пусть в 1/ (0, ш) (1 р -^2) существуют такие 

■функции Л^'(х), М (х), что
5Л4 = 5 (х), 5Л^ = 1. (1.1)

Если уравнение
5/ = 0 (1.2)

имеет в Ь? (0, ш) только тривиальное решение, то уравнение (0.3) 
при 1^2) (0, и) имеет в Ьр (0, ш) одно и только одно решение / (х), 
которое можно представить следующим образом:

/(х) = Р.(<р)М(х) + С(?) Л/, (X) + R (х,- <р), (1.3)
где 

»0 со

Р(<р)= У <р'(с) (ш —с) л, (2 (®) = т («>) — у®' («) М (ш-о л, (1.4) 

о о

R (х, ч>) = — у <р' (к—а + ш) Л~У С1՛' (*—<+«) [М ((°—«) х

X Ъ (<)] Л։*. (1.5)
(Через 1Г^2) (0, ш>) обозначается класс функции <р (х) таких, что <р"(х)£ 
^’(0,4 . .

2°. Введем еще обозначение

ИТП/Р |<р(х)|РЛс I •
о

Тогда из (1.5՝) следует оценка

|р <(х, ?)| < |лц, м«+2 ж ։л]. (1-6)
'Сравнивая (1.3) и (1.6), получаем

/•(х) = Р (?) Л/х (х) + (<р) ЛГ։ (х) + 0(1;. (1.7)
Из (1.7) непосредственно вытекает

Теорема 1.2. Пусть выполняются условия теоремы 1.1 и функ
ция Сх (х) + С3Ыа (х) ограничена на сегменте [0, ш] лишь при Сх= 
= Са = 0. Тогда решение / (х) уравнения (0.3) ограничено на сегменте 
{0, ш] в том и только в том случае, когда

Р (<Р) =֊ 0, О (<р) = 0. (1.8)
В ряде прикладных вопросов [5, 6] из физических соображений 

вытекает требование ограниченности решения / (х). В частности, пред
ставляет ^интерес
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Задача А. Пусть правая часть уравнения (0.3) имеет вид
«Р (х) = То (*) + 4֊ х. (1.9)

Требуется так подобрать постоянные Сг и С։, чтобы соответствую
щее решение f (х) было ограниченным на сегменте [0, ш].

Следствие 1.1. Если выполняются условия теоремы 1.2 и
со

/г =-. J а։ (0 л=/=о, (1.Ю)
и

то задача А имеет одно и только одно решение.
В самом деле, из (1.4), (1.8) и (1.9) выводим:

? 00
Ci = - f <р0 (х) Ni (ш — x)dx,

К J о
»

С։= (* [?ô <*) + N-L (ш — х) dx — <ро (ш) — с։ш.
J о

§ 2. Поведение решений при х -» 0 и х -» ш

1°. Дополнительно к условиям теоремы 1.1 в данном параграфе 
будем предполагать, что

Л\(х) = х-т + Р։ (ш-х)-’+ 0(1) (0<х<'а), (2.1)
А։ (х) = 4-Р2 (ш—х)՜’ 4-0 (1) (6<х<ю), (2.2)

причем
д =«1?8 —а։?1¥=0, 0<_7, м<1. (2.3)

Формула (1.7) принимает теперь вид

/(х) = Р1(«р) х‘Т 4- 0х (?)(<“ — х)՜’ -!֊О(1) (0<х<ш), (2.4)
где

А (?)=<чР(?) 4-«,(?(?). О1(?)=Р1Р(?) + Р,О(Т). (2.5)
В силу (2.4) верна
Теорема 2.1. Пусть выполняются условия теоремы 1.1 и со

отношения (2Л)-(2.3). Решение /(.г) уравнения (0.3) является 
ограниченным на левом конце (х — 0) интервала (0, ш) в том и 
только том случае, когда

А (?) = 0. (2.6)
И теории движения подводного крыла [6] известен постулат 

Жуковского—Чаплыгина, согласно которому скорость у- задней кром
ки крыла должна быть конечной. Это условие приводит к следующей 
задаче.

Задача В. Пусть правая часть уравнения (0.3) имеет вид
? (*) = ?, (х) 4- С. (2.7)
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Требуется так подобрать постоянную С, чтобы соответствующее ре
шение / (х) было ограниченным на левом конце (х = 0) интервала 
(0, ш). ' <

Следствие 2.1. Если выполняются условия теоремы 2.1 и

».¥=0, (2.8)

-то задача В имеет одно и только одно решение. Действительно, из 
{1.4), (2.5)—(2.8) вытекает

С — Рх (’Ро)/®։-
2°. В ряде работ по астрофизике [8, 9] рассматривались обрати

мые операторы вида
30

5/ = /(*) + / (0 к — 0 * (*) € £ (— ®).
о

В этом случае функция В (х, X), определенная соотношением (0.4), не
прерывна на сегменте [0, сю]. Функции В. А. Амбарцумяна [8] вводят
ся следующим образом:

I

X (X) =» В (0, X); У (X) = В (ш, X). (2.9)

Как известно [8, 9], р (X, ц) выражается через X (X), (X).
При условиях (2.1) — (2.2) функции В. А. Амбарцумяна теряют 

смысл. Далее вводятся аналоги функций В. А. Амбарцумяна, при пб- 
мощи которых снова удается выразить р (X, р).

Т е о р е м а 2.2. Пусть 'выполняются условия теоремы 2.1 и 
соотношения (2.1)—(2.3). Тогда существуют пределы

X (X) = Пш В (х, X) хт, Г (X) = Цю В (х, Х)(ш - х)’
ДГ-*О х-*со

и справедливо равенство

(X + р) л
Доказательство. При условиях теоремы 1.1 верно равен

ство [2]
₽(1, н= -.V- »О я-н)-*»)-(֊!!1. (2Л1)

Х+ |Л
где

со <0

а (X) = Д [ ем И, (»-<) Л, Ь (X) = е1^ — К [ ем Щ (ш-/) Л. (2.12) 
и оо о

Из соотношнний (1.3), (1.4) и (2.1), (2.2) выводим

ЙГ(Х) = а (X) Ч + Ь (X) а,, У (X) = а (X) + Ь (X) ₽,. (2.13)

Согласно (2.3) из (2.13) получаем
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а (к) = -1 [Р. X (к)֊ а, У (А)], Ь (к) = -![֊₽, X (к) + <4 У (А)]. (2.14)

Сопоставляя (2.11) и (2.14), убеждаемся в справедливости доказывае
мого соотношения (2.10).

§3. Примеры

Рассмотрим интегральные уравнения, встречающиеся в приклад
ных задачах. Для каждого из этих уравнений найдем решения Л\ (х) 
и /V։ (х), принадлежащие пространству Ս (0, ш) (1 < р <Հ2) и удовлет
воряющие условиям (2.1)—(2.3). Тем самым будет доказано, что ут
верждения, содержащиеся в §§ 1, 2 верны для рассматриваемых урав
нений.

Пример 1. Запишем уравнение
со

Տք=Հք(է) рп———+ г (х-ք)! Л = ? (х)։ <р £ Й7(2) (0, ш), (3.1)

о
' » - в <0где А > 0, А փ — •

Предположим, что уравнение

Տք = 0 (3.2)
имеет только тривиальное решение и при некотором С выполняется 
неравенство

\г" (*)К С (— ш < х < ш). (3 3)

Оператор вида (3.1), (3.3) появляется при рассмотрении контакт
ных задач теории упр\ гости в отсутствии сил трения между сжимае
мыми телами [4].

Функции 1^(х) и удовлетворяющие уравнениям (1.1)
существуют и имеют следующий вид [2]:

_՝ ։
շ շ՜

М (х) = а/х +0/(ш— х) 4-0(1) (2 = 1,2). (3.4)
Введем оператор 50 равенством

со

•$»/ = \ /(*) 1п ————- Л. 
շ 1х - /|

о

Через Щ (х) и Լ° (х) обозначим решения следующих уравнений: 
„ 50Л^(х) = 1, 50£»(х) = X. (3.5)
Известно, что [10]

1 ո /1 2Л\՜’2 ~ ~ ,> Я = Нп — ) » (З.б)ж р х(ш—х) Լ ш / ' '
ш

_ (х) = — Л/° (х) + — 2 _. (3 7)
2 /х(и>-х) -I
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Из (3.1) и (3.5) вытекает:

5А» = «Р1։ $£’ = ?,, (3.8)
где 

во ш

<рх (х) = 1 - С А“ (0 г (х- о Л, (х) = Я - £» (<) Г (х - О А. (3.9) 

о о
Как видно из (3.3) и (3.9) (х), ?։ (х) £ №* (0, ш). Поскольку

уравнение (3.2) имеет только тривиальное решение, то по теореме 
1.1 уравнения (3.8) имеют единственные решения, которые можно за
писать так:

Л/» (х) = Р (?1) Ах (х) 4- О (Ф1) А, (х) + О (1)
^(х) = Р(Т։) А1(х)+(?(<Р։)А։(х) + 0(1). ’

Из формул (3.6), (3.7) следует, что любая нетривиальная линей
ная комбинация А°(х) и (х) является неограниченной функцией. Тог
да из (3.10) вытекает, что втим же свойством обладает пара функций 
Ах(х) н !У։ (х). Значит, в силу (3.4) получаем

д=а1?«—«А¥=0-
Теперь для функции В (х, X), являющейся решением уравнения 

(0.4), верны соотношения

В (х, X) = + 0 (1) (х - 0); В (х, X) = 4- О (1) (х - ш).
Ух У ш — х

(3.11)
Функции X (X) и У (X), определенные равенством (3.11), являются 
аналогами функций В. А. Амбарцумяна (2.9) из § 2. Функция р (X, р) 
вычисляется по формуле (2.10). В некоторых частных случаях анало
ги функций В. А. Амбарцумяна вводились в работах [2, 11].

Пример 2. Запишем уравнение Т. Карлемана [10]

50/= | / (/) |х - И՜* А = <р (х), 0 < Л.<1, «р 6 »V- <3-12>

о
Известно [10], что функции А£ (х) и Ь°2 (х), удовлетворяющие урав
нениям

• 50 А’=1, 50Ь° = Х, (3.13)

имеют следующий вид:
Л-1

М (х) = ֊ со3 [х (ш-х)] 2 , (3.14)
Тс 2

(О

4 (х)=^ + __ 2 ) А°(х). (3.15)
\ 2 п /

4-894
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Через То обозначим оператор, являющийся правым обратным к 

50. В работах [2,12]. исследуя оператор То в форме [1], было доказа. 

но, что при /' (х) LP (0, о») < Р

5вГ0/ = / (3.16)
и имеет место следующая оценка:

Л-_1

| То/]< const [х (ш— х)] • (3.17)

Пусть f («) £ LP' (0, о>), где </\< min f — , 21 • Тогда функция

• ®
— (0) Х-* -/ (ш)(ш-х)-А + Г /' (0 |х—/|~* dt
dx J. о

принадлежит LP' (0, ш). Отсюда и из (3.16) выводим, что если /*(х) £ 
£Z.₽,(0> ш) и уравнение Sof — 0 имеет только тривиальное решение, то

ToSof=f. (3.18)
Рассмотрим теперь возмущенное уравнение Т. Карлемана:

сп
Sf= ^f(t)[\x-t\-h + r(x-t)]dt = 4(x), 0<А<1, <К1₽™(0,о>). 

и
(3.19)

Предположим, что уравнение

Sf = 0 (3.20)

имеет в Lp (0, ш) только тривиальное решение и при некотором С вы
полняется неравенство

\г" (х)| < С (- ш < х < ш)). (3.21)

К уравнению (3.19), (3.21) приводит рассмотрение контактной задачи 
нелинейной теории ползучести [13].

Методом регуляризации [2] легко доказывается, что если урав
нение (3.20) имеет только тривиальное решение и <?՛ (х) £ Lp՝ (0, ш), 

min 2|> то уравнение (3.19), (3.21) имеет в Ар>(0, о>) 

одно и только одно решение и существуют функции N1(x), N։ (х) £ 
£ LP' (а, ш), удовлетворяющие уравнениям

SN, = J [|/|֊А г (0] dt, SNa = 1. (3.22)

о
Из (3.12), (3.19) и (3.22) имеем

= gt, (3.23)
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где

Л“ У [И՜* + Г (/)] Л-(О Г (х-<) Л, г։ = 1֊у М (0 г (х ֊ О Л. 

0 0 о

Поскольку g'l (х), gշ (х) £ Ьр‘ (О, ш), то применяя оператор То к левым 
и правым частям равенств (3.23) и учитывая (3.17), получим

Л-1 Л-1
М=а/Х2 +?։('»-х)2 +0(1) (/ = 1,2).

Тот факт, что
Д = <40։ — а։рх =/= О

доказывается так же как и в примере 1.
Пример 3. В контактных задачах теории упругости при нали

чии сил трения возникает оператор [4]
X со

5/ = (7 (/) Л +1* (* / (0 1п —Ц Л. (3.24)

о о

Оператор 5 может быть представлен в форме (0.1), если поло
жить

з (х) = н [ 1п — Лг + х (х > 0), з (х) = {* С1п — </и (х <0). (3.25)
Л о □ |и|
0 0

Введем обозначение՛

к= — агс1д — (— 4 < к < • (3.26)
к кр. \ 2 2 /

Используя представление оператора 7՝=5-։[4], легко показать, что 
функции /У։ (х) и А։ (х), удовлетворяющие уравнениям

5Л/։ = 1 и 54 = Х 
имеют следующий вид:

Ъ (х)=—-----с° , Ц (х) = ■ , (3.27)
Т-Х 1+х 5“'Х

Л (ш— х) Л (ш— х)
где

с0= , Д= 1п —+ Ф (1)+ф (-1 - к) , (3.28)

С1------/А -к)^/А =1п +ф (2)- Ф (4- к), (3.29)

(3.30) 
«Н г(х)

Мы предполагаем ш таким, что 0.
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Из (3.27) имеем........ ' -----
։и

R = [X (/) Л =—?— + о. (3.31)
3 нА ՛ о

Как показано в работе [2], функция А (х) может быть определе
на по формуле

А(*)=4г| £։(х) —— Л'։(х) + 
/\ I л.

М (0 di

Из (3.27) и (3.32) выводим
-1 -х - —+>.

М = а/х ’ + ?։(«“—х) ’ +0(1) (1 = 1, 2),

где
= (С1-3Со)’ (С1+п)С։-ТСо)’

щ-х_с0 ֊ 
]/ ш

Из (2.3), (3.31), (3.34) и (3.35) вытекает 
д_  _ CtCt __ _  cos8 к).

R гс’ц

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Пример 4. При рассмотрении контактной задачи теории пол
зучести с учетом сил трения [14] и в теории случайных процессов 
[15] большую роль играет оператор вида

Sf= (/ (0 аа + °х Sig/,(*՜- dt, 0 < (X <1, а։ > а. > 0. (3.37)
J |х — fl՛-՛1о

Решение 7V2 (х) уравнения SN։ — 1 имеет вид [14]:
/V2(x) = Dx-i>(w—х)Р֊» (0<р <н<1), (3.38)

где
D= —, р = — arcsin (ai+as) Н, (3.39)

К к

Н= ,_______sln К|‘------------- ------ . (3.40)
V 2 к а? (1— cos K|*)-|-aJ (1 ֊+֊ cos •*«)

Используя этот результат можно показать, что функция Z։ (х), 
удовлетворяющая уравнению SL։ — х, равна

А, (х) = f ш Р—.•* +-£_՝) Л^։ (х). (3.41)
• \ • 1— Н 1— Р/

Обозначив через В (р, р) бета-функцию, запишем:
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R = յ /V, (/) ժէ = Ռ>>'-* В (1- р, 1 + р — р)=/= 0. (3.42)
о

Из (3.38) и (3.41), учитывая соотношение (3.32) между функциями 
/У1(х'), М(х) и ճյ (х), получим

М(х) = а, ж֊* +?/(<»-х)—>4-0(1), (1 = 1, 2), (3.43)
тде

ք,_| Дш.-, (^-|), <3.44)

տ։ = ճ)ա₽՜% թ, = £>«>-։՛. (3.45)
Из формул (2.3), (3.42), (3.44) и (3.45) следует:

Д =----------------- --------------------=#0.
(1—р) В (1— р, 14-Р —Р)
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Ս. 1Г. ՊՈԶԻՆ, Լ. Ա. ՍԱԽՆՈՎԻՉ. Տարբերական կորիզով հավասարման լուծումների 
■վարքի մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում են

Տք= ֊^֊ f ք(է) տ (х — 0 Л = (x) 
ax Jи

տեսքի հավասարումներ, որտեղ Տ օպերատորը սահմանափակ է և գործում է քք (0, ա) (1 < 
< բ < 2) տարածության մեջ։ Գտնվում են այն պայմանները, որոնց դեպքում ք (X) լուծումը 
լինում է սահմանափակ և հետազոտվում է [ (X)՝ի վարքը (0. ա) ինտերվալի ծայրակետերի 
մոտ։ Աոանձին դիտարկվում է (յք) = 6^^ հատուկ աջ մասով հավասարումը և մտցվում 
են Վ. Լ, Համ բարձում յանի ֆունկցիաների անալոգները։

Ստացված արդյունքները լուսաբանվում և ճշգրտվում են առաձգականության տեսության, 
հիդրոդինամիկայի, պատահական պրոցեսների տեսության մեջ և ուրիշ կիրառական խնդիր֊ 
.ներում կարևոր նշանակություն ունեցող օրինակների ։Էրա։

S. M. POZIN, L. A. SAKH^O VICrL On solation blhaviour of the equation 
with difference nucleus (summary)

The equation of the form of 

» .to
•y = y- [7 W s (x—f) dt = <P (x), 

dx J
o

are considered, where the operator S is bounded and acts in the space I? (0, u>) 
(1 < p < 2). The conditions for having bounded solutions f (x) are found and so
lution's behaviour at the ends of the interval (O, “) is considered. The equations with 
<f (x) = el>֊x is considered separately and V. H. Hambartsumian’s functions analagues 
are considered.



С. М. Пожил. Л. А. Сахиоеич386

The results are illustrated and made précisa on the examples of importance in 
the thsory of elasticity, hydromechanics, in the theory of random processes and in, 
other applied problems.
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УДК 517.98

А. О. БАБАЯН

ОСОБЫЙ СЛУЧАЙ УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА-ХОПФА

§ 1. Введение. Формулировка результатов

В этой работе исследуется уравнение
00

ф(0-J*(*-S)<p($)  ds = f(t), t >0. . (1)
О

Здесь (— °°. «°)» f^.Lp (0. °0). Кр < °°> <Р ищется из того же 
класса L՜ (0, со), которому принадлежит /. В случае, когда символ 
уравнения 

ас

1—К(Х) = 1 — ^k(t)e“xdt 

— ОО

отличен от нуля на всей вещественной оси, полное исследование (1) 
было дано М. Г. Крейном в [1]. В работах [2—5] рассматривается 
случай, когда символ имеет вырождение степенного вида в некото
рых точках, то есть когда символ допускает представление:

1 —К (X) = П Ç'֊ Y*  ('ï Я(Х).

Здесь X*,  Ху — действите\ьные числа/Re а* 0, Re т)/>0, /У(Х)^=О 
при всех действителеных X. В работе М. И. Хайкина [6] рассматри
вался более общий случай, а именно, когда In (1 — Â?(X)) локально ин
тегрируем на вещественной оси. При дополнительных предположениях, 
что mes 2Г (X) X1. где £’(X) = {f:|l—Æ^(Z)|<^X}, а^>0 и что arg (1 —
— К (X)) ограничен, доказывается возможность факторизации символа 
в классе 5 (класс медленно растущих распределений) и на этой осно
ве решается однородное уравнение

ОО

? (t)— к (f—s) ® (s) ds = 0, t > 0. (2)
6

В настоящей работе методом, отличным от метода работы [5] 
исследуется не только однородное, но и неоднородное уравнение в 
случае, когда символ допускает следующее представление:

1-Л'(Х) = 9(Х)(1-/У(Х)). (3)
Здесь H (X) — образ Фурье функции Л£2.х(—со, со), 1—H (X) =f= 0 
для всех X, a i (X) имеет следующий вид:



0(к) = 1, |Х|>2в; 0(Х) = (4)
кь

где а и Ь — постоянные, а =/= О, Ь У» 0. Кроме того предполагается, 
что 0 (к) не обращается в нуль нигде, кроме точки нуль, и что 0 (к) 
бесконечно дифференцируема везде, кроме точки нуль. Кроме того 
предполагается, что 04 — аа — действительное число (хотя <4 и я։, во
обще говоря, комплексные числа, такие, что Ие > 0, Ие а։ 0). В 
дальнейшем не умаляя общности, можно предположить, что «4—а»^>0.

В параграфе 2 будет доказано, что при этих условиях символ 
может быть представлен в виде

Ке а+ > 0, 0 < ₽е а_ < 1, ₽ = ’1——, Ф*  О֊) ¥= 0

для всех к £ (£)+ = {г£С : 1ш г 0}, 1У՜ = С : 1т г 0)), 7 — це
лое число. Под РУ(к+г)]* +, [к/(к—г)]՜*֊  понимаются те ветви этих 
функций, которые аналитически продолжимы соответственно в 2)+ и 
I)՜. Пусть теперь

+ехр1 Р б^ГТ՜7՜1՜*՜?)  I’
\к ֊1֊ 1 / | \ • /- +1 4'1 (7)

?։(М = т֊7) ехр[ ? (1ог,—^-т+• (8)
Фо (к) \к — 1 / [ \ л — ։ 2 )

Тогда результаты, полученные в настоящей работе, могут быть сфор- 
лированы так:

1. Случай 1<^р<^оо. Предполагается, что преобразование 
Фурье правой части (1) допускает представление

Ш = <г-^У<7(к)4-ГГ(к), (9)

где С (к)—преобразование Фурье функции £ (I) Г1ЬР, а /’^(к)--образ 
Фурье функции из I1, и, кроме того, Г~ (к) допускает аналитическое

продолжение в £)~; т = Ие а+ + —
Р

, где [•] означает целую

часть числа. Такому условию удовлетворяют, в частности, функции, 
имеющие некоторую скорость убывания на бесконечности, а именно



Особый случаи уравнения 389

р*|/(0|Л<°ъ  к = 0, тп + 1.

* (к) = (х—) б (X) 4- (X). (13)

На О (X) и (X) налагаются те же ограничения, что и в пред
ставлении (9). Тогда теоремы 1, 2, 3 будут верны при замене т на 
т — 1 и подстановке б (К) из представления (13).

3. Случай р = со. При Ие а+4՜ ^[К-е а+4՜ остаются
справедливыми теоремы 1, 2, 3. В случае, когда Яеа+ 4՜ ։?я=[Кеа+4- 
4՜ /Рп] достаточно требовать, чтобы преобразование Фурье правой 
части (1) допускало представление (13). Тогда теоремы 1, 2, 3 будут 
выполнены при замене т на т — 1 и подстановке б (X) из (13).

о
Теорема 1. Уравнение (1) с правой частью, допускающей 

представление (9), имеет решение, принадлежащее Ьр (0, оо) при 
/п4-Т^>0 тогда и только тогда, когда выполнены т 4՜7 условий 

ее
е*е- <Ф։(/) Л-=0, к = 0, !,-••, т 4-7-1, (10)

о

։де фх (/)— прообраз Фурье функции (X) С (X). Однородное урав
нение не имеет нетривиальных решений.

Теорема 2. При т -|-7=0 существует и единственное ре
шение уравнения (1) в классе Ьр при правой части, допускающей 
представление (9). Это решение определяется как прообраз Фурье 
функции

Ф+ (X) = яг1 Р) (֊У Фо+ СО *+ к» (к) с (К)1- (11)

Теорема 3. При т-Н^О уравнение (1) при правой части, 
допускающей представление (9), всегда разрешимо, и однородное 
уравнение имеет |т4"7| линейно независимых решений.

Общее решение определяется как прообраз Фурье функции

Ф+ (X) = к1 <к) (г֊ ) "Т Фо+ (X) х
\Л "Т” / / — I /

х «+к։(х)б(Х)]4- 1
су Х>

(Х-О-т-
(12)

Здесь С) — произвольные постоянные.
2. Случай р = 1. При а+ 4՜ =/=[Ке а+ 4՜ остаются справед

ливыми теоремы 1, 2, 3. При а+ 4՜ /₽« = [Ие «+ 4՜/Р11] достаточно тре
бовать, чтобы преобразование Фурье правой части (1) допускало 
представление
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§ 2. Вспомогательные предложения

Множество функций, имеющих вид

с+ уЛ(Ое'/:֊Л, Л£/А(- 3 ) (14)

будем обозначать R. Класс функций видя (14), когда Л(х) = 0 п.в. при 
х<0, обозначим а класс функций вида (14) с Л (х) = 0 п.в. при 
х > 0 обозначим R՜. Свойства этих классов описаны в [1]. Обозначим 
через Rp, R*,  R՜ классы преобразований Фурье функций, принадле
жащих соответственно £/(— <х>, оо), £/ (0, оо), £*»( — со, 0)(где //*(0,  оо)— 
класс функций из Ьр (— со. со), обращающихся в нуль на (— со, 0). 
Аналогично определяется 2? (—со, 0)). Класс. Rp при некоторых р со
стоит вообще говоря из обобщенных функций, действующих на 5 
(пространство бесконечно дифференцируемых быстро убывающих 
функций) таким образом:

' со

(/»Ф)= У /(0 Ф (0 & при •)» £ 5. 

— оо

Здесь / -- преобразование Фурье функции /. Если функция Л£2? (— со, 

ос), то К/ будет обозначать следующую обобщенную функцию:
оо

(А/, ф) = у (Л * /)(0 Ф (О Л, ф€$. (15)

— оо

Из этого определения ясно, что Rp инвариантен относительно умно
жения на функции из R (умножение понимается в смысле (15)). Ана
логично R*  (R-) инвариантно относительно умножения на функции 
из R*  (R՜). Операторы я+ и переводящие R,, в R? и R՜ соот 
ветственно, определим следующим образом:

«+ [/]= хЛ к՜ [Я = (1— X)/.

где х (0 — функция Хевисайда.
При доказательстве теорем 1, 2, 3 будет использовано другое 

представление 1— К (к).
Лемма 1. При условиях, наложенных на символ уравнения 

(1) в § 1, символ допускает представление (5).
Доказательство. Прежде всего, используя тот факт, что
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4+«. «■+«.
(под Р/(Х 4՜ ։)] >Р>/0-—0] понимаются те ветви этих функций,
которые аналитически продолжимы соответственно в полуплоскости 
и՜*  = (а £ С : 1ш г>0], О~ = {г (; С:1т г <^0}). Функцию 1 — К (X) 
можно представить в виде

1 КСЛ ( >• \ 4 в1М(1-Я(Х)).

Здесь 9։ (X) имеет в окрестности нуля следующий вид:

Для того чтобы уничтожить этот разрыв в нуле введем функцию 
(6). Эта функция в окрестности нуля допускает такие оценки:

ф ('՝) — ехР [Рл’ “ log |Х/(Х + /)|], X -» 4-0, •
ф (/ ) ~ exp [— 4՜ 2«։ Р log |Х/(Х 4֊ /)1], X — 0.

Следовательно, если Р определить из соотношения

2«։р = Ь=2?» 
л*

то функция
(Х)9։(Х) (1-Я(Х))

нигде не обращается в нуль, а в точке 0 имеет разрыв первого рода. 
Значит можно подобрать такое 8, чтобы

была непрерывна в нуле. Для этого можно определить 8 из соотно
шения 

или

3 = — г‘Р« 4՜ log — • 2к а

Окончательно получим, что функция

(X \-։ / X \гГй) (— 
I 

не обращается в нуль на [— со, со] и непрерывна. Кроме того из ви
да функций вг (X) и ф-։ (X) можно заключить, что g (X) £ R. Следова
тельно символ можно записать так:
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Здесь Но (X) 6 И с + Но (X) =^> 0 для всех действительных X. В силу 
этих свойств функция с + Но (X) допускает факторизацию (см. [1]):

с4-Я0(Х) =
/)._Л*Ф п-(к) 
Ь + г/ фо+ (>֊)

В этой формуле Фо+ (X) £ Я^Ф^ (X) £ R՜, Фо*՜ (г) 0 при 1т г > О»
ф- (г) 0 при 1т г О, х — целое число, равное индексу функции
с Но (X). В силу этого соотношения символ можно представить 
так:

откуда и получается представление (5). При этом

а+ = а’ + а?_ _|_ 3‘_|_ I Ие ( + _ З՝) ]+ 1; «_= Ее (^1±2»---- г\ I_|_
4 1\4 /1՜ \ 4 /I

Доказательство закончено.
Кроме того понадобится также одно свойство преобразований. 

Фурье-Лапласа функций из £₽ (0, оо), 1-г£р<;оо.
Обозначим следующую дугу через Ге :

Ге = (х + ։х‘: 0 < х < £}, В > О,
Ге^={х + /х’: £<0. (16}

Л е м м а 2. Пусть

Ф+(к)=^ <р (/) е'л Л, 1т X 0. 
о

Если ф££р(0, оо) при 1 < р < оо, а Ге определяется форму
лами (16), то справедливы следующие оценки:

ф+ (X) — с| = о(1), к -> 0 при р=1, (17)

(18)Ф+ (X)
1

= о (1) |£| р , ? -> 0 при 1 р <С °°»

Г Ф+ (X) гД с0 И֊, 5 -*  0 «ри Р = °°. (19)
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Здесь с = ? (О с0—некоторая _ постоянная, не зави

сящая от <р.
Доказательство. Оценка (17) очевидна, так как при 

Ч £ Д^О, со) ф+ (к) непрерывна в замкнутой верхней полуплоскости 
П‘. Пусть 1<^р<Ссо, 1 —— = 1. Имеем

Р Я

Г е<(Е+Н*)«_1  / Г|е' <'+*'*>11 ’ \в 7= ] ф(') —-—֊*  <М>(]֊—<Со|МрЩ₽. (20) 

0 9

Здесь с0 — абсолютная постоянная, а Мр — норма <р в Ьр (0, со). Это 
доказывает утверждение леммы в случае р = со. При 1<^р<^оо эту 
оценку можно уточнить. Действительно, (18) справедлива для функццй

А1 (0, со), а так как такие функции образуют плотное подмноже*  
ство в Ьр (0, со) при 1<^р<^со в силу (20) получим, что оценка спра
ведлива для всех функций из Ьр (0, ос). Доказательство закончено.

§ 3. Доказательство теорем 1, 2, 3.

Наиболее существенную часть доказательства составляет сле
дующее предложение.

Лемма 3. Уравнение (1) в Др (0, со), 1 р оо при 7 > 0 
эквивалентно следующему уравнению-.

81 (Х) (гТ^У^7г!=к+ (К) (21)
V- + г / Фо (X)

Здесь Д'(л)— образ Фурье функции а решение Ф+ (X) ищется в 
классе /?+.

При 7<;0 уравнение (1) эквивалентно такому уравнению՝.

81 (^Г—У = [л ().) Г(Х)] -1֊ У С~*~ т • (22)
\X-HV Ф+(Х) 1X8 £։(Х —0*

Здесь \— главная часть разложения Лорана функции
л-1 0

,.х/Х —г\т ф+(Х)
Фр՜ (X) ’

Доказательство. Уравнение (1) можно записать в виде?.
«■

? (/)— С к ({ — б) ? («) 4з = Ь (0 +/ (<), —эд<^<;со.
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Здесь ? И / доопределяются на (— со, 0) равными нулю, а Ь (<) 
ределяется следующим образом:

6(0 =

0, / >0
■■

Г к (/ — з) <р (з) </з, / <0.

Перейдем к преобразованиям Фурье:

(1-К(Х))Ф< (>.) = Ф՜ (Х) + /(Х).

оп-

(23)
Здесь Ф+(Х)—образ Фурье у (#), Ф (*•)>  Г (*•) —образы Фурье Ь (I) 
и < (/) соответственно. Учитывая представление (5) уравнение (23)

Фр- 0 О 
Фо+ (X)

ф+ (Х) = ф- (Х)+Г(Х).

Так как (X) £ Я (#։ определяется из (8)), то можно умножить 
обе части уравнения на эту функцию. Тогда получим

л (м (—֊У ֊5—=*• (к) ф՜(к)г ю <24>

определяется из (7)). Так как Я» (X) / (X) £ Яр, то эта функция 
единственным образом представима в виде суммы функции из и 
функции из R՜’.

л (X) /= (X)=«+ (0 г (X)] + «֊ [Л (X) г (X)].
Учитывая это равенство, уравнение (24) преобразуем в следую

щее уравнение:
л 00 (-֊4У пй=л 00 ф՜ 0) + «+ [л (X) Г(Х)] 4- К-[Л(>.) гр.)].

\Х ֊г I / Фр (Л)

Предположим сначала, что 7 ^-0. Перепишем уравнение (24) таким 
образом:

Л (X) (>-^֊У ~ — «+ [?։ (X) Г ().)]=
\Х + // Фо+р.) * П

=^(Х)Ф-(Х) + к֊[г1(Х)/?(Х)]. (25)

Так как (-----—V, [Ф^ (X)]՜1 принадлежат R*,  а Ф+ (Х)£ /?+, то

первый член разности в левой части (25) принадлежит R*.  В силу 
определения оператора функция (X) [■ (X)] также принадле
жит R*.  Следовательно, левая часть (25) принадлежит R+. Анало
гично правая часть (25) принадлежит R՜. Отсюда сразу следует, что 
обе части должны равняться нулю, в частности •

(X — ; \т ф+ п\к—)^=”+[։'(ЧЛ(Ч]-
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Таким образом, если <р удовлетворяет (1), то Ф4՜ (X) удовлетво
ряет (21). Допустим теперь, что Ф+ (X) удовлетворяет (21) и ։р£ДЛ(О, 
со)—прообраз Фурье функции Ф+(>-). Докажем, что ф — решение 
уравнения (1). Предположим, что это не так.

Тогда для некоторой функции § (/) £ £р (0, со) спреведливо:
во

? (О — У £(*  — «) ? («) = я (<), t >0 

о
(так как <р £ £р (0, со) и к (I) £ к1 (— со, со)). Принимая это уравнение- 
за исходное после тех же рассуждений, с помощью которых перешли 
от (1) к (21), получим

л <ч (гт4)'^-’+ [г։ 0,0(41 (2б)
\ А + I / Фо (X)

(С (X)— преобразование Фурье функции £ (<)).
Но так как Ф+ (X) удовлетворяет также и (21), то имеем

[*  (Х)(Г(Х)-б(Х))] = 0
или

й(1)^(Х)-ср.)) = Л-(1), (27)-
где R՜ (Х)£ R-. Так как (X) имеет вид (8), где Р — чисто мнимое^ 
число, то существует целое число п такое, что функция

/ X \яН>֊) = (-—г) и.(Ч]-‘
\Х — г /

принадлежит R՜. После умножения равенства (27) на эту функцию 
получим

(к \п
—т (Л*)  - С (X)) = Ф (X) R- (X).
X— I /

Правая часть этого равенства принадлежит R՜. Рассмотрим левую 
часть. Так как Г (X) — С (X) аналитически продолжима в О+, то функ
ция

\Х — I / 
л ■ с>может иметь в точке г полюс порядка.не выше п. Пусть ——-у 

главная часть разложения Лорана в точке ։ этой функции. Тогда 
функция

в (>■) ֊ (-М” (Г (>.)- с (>.)) - 2 —£։֊, 
V֊ — ։/ £11^-։)*

аналитически продолжима в О+. Кроме того В (X) £ R-, следователь-՜ 
но = 0 или

ХЯ(Г(Х)-С(Х))=£։ брл (28)

/-о
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Так как /=■(>.) - С(М то при 1 <р<«> из (28) следует, что 
/().) = С (> ). Следовательно, /«)=?(<) п-в- и ? является ре
шением уравнения (1). Осталось рассмотреть случай р=оо. В этом 
сдучае из (28) следует, что

С (>•) = ? (Х) + ֊֊. •

где с — некоторая постоянная, или в прообразах Фурье 
8 (П =/(^ + с 6 (')•

Здесь

Таким образом, надо доказать, что уравнение (1) с правой 
частью, равной сб (/), не имеет решения в £" (0, со). Предположим 
противное, пусть <р удовлетворяет уравнению

.<р(0-^ *(* —։)?(«) </։=с8(о, *>о.  (29;

Перейдем к уравнению (21)

г։(1)(<77)'^-=’+1й(к)с'м1-
Но так как £։(Х) = 0 при Х = 0, то

«+ О֊) С 8 (Х)]=0,

то есть Ф+(1)=0 (Ф+(>•) ищется в классе /?+). Следовательно, (29) 
не имеет решения из Л" (0, оо).

Итак, доказано, что при у >0 все решения уравнения (1) в про՜ 
странствах (0, со), 1^ р < оо являются прообразами Фурье реше
ний уравнения (21), принадлежащих Я+, 1^р֊С°°.

Аналогично доказывается, что (1) и (22) эквивалентны при 7<Х). 
Лемма доказана.

Перейдем непосредственно к доказательству теорем 1, 2, 3.
1. Рассмотрим сначала уравнение (1) в пространствах I? (0, оо), 

1<^р<со. В силу леммы 3 уравнение (1) можно свести к уравнению 
■(21) при 7>0 или к уравнению'(22) при у<^0.

а). Пусть 7 > 0. Исследуем уравнение (21).

81 (>■) ('֊т^У ^7# =«+ к. <4 
\л + I / Фо Р>)

Сначала преобразуем это уравнение. Так как (----- -) и Ф+р) при-
\К+» /

надлежат R, то можно умножить обе части уравнения на эти функции. 
Тогда получим
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81 0 ) Ф+ (X) --= Ф+ (X) ('—4) 7 к+ [л (л) г ().)]. (30)
V- +1 /

Теперь выясним, каким условиям должна удовлетворять функция 
2/ (0, оо), чтобы это уравнение имело решение. Прежде всего, так 

как левая часть (30) аналитически продолжима в 2)~, то и

фо-(') (-֊֊Г«*  [лСМ^().)] 
\/. 4-1 /

*ЧЫ*)^(Х)]=^ГЛ(Х)Л-'՜ .УС(Х)+Л(Х)ГГ(Х) ] =
I. \ .--- / I

должна быть аналитична в А это означает, что функция к+ [#։ (X) 
Е(/.)] должна иметь нуль порядка не ниже 7 в точке /, так как [(>■ — 
— /)/(Х + ։)]~т имеет в этой точке полюс порядка у, а Ф+ (X) не обра
щается в нуль для всех Х£2)+. То есть, если ф— прообраз Фурье 
функции ga (X) 2' (X), то для разрешимости уравнения (30) необходимо 
выполнение следующих условий:

ОО

У £*е-'Ф(0^  = 0, £ = 0, I,---, 7—1. (31)

о
Кроме того, для разрешимости (30) в Е? необходимо выполнение еще 
некоторых условий, так как наличие сомножителя g1 (X) в левой части 
(30) накладывает некоторые ограничения на поведение функции 
"+ [?» 0՝) Р О֊)] в окрестности нуля.

Функция (X) имеет следующий порядок убывания приХ^П, 
Х| —» 0 (Ге определено в (16))

£։ (X) ~ |Х|«+, X = X + X — + 0, (32)

81 (>•) ~Р֊Г+ ехр ДОк 1ог |Х]] = |ХГ++/?։, Х = х + 1х*.  х - ֊ 0.

Таким образом, в силу (18) и (32) для левой части (30) справедлива 
следующая оценка:

ПЛ(С)Ф+(С)Л = о(1)|В| р, S —-0.

Следовательно, эта же оценка должна выполняться и для правой ча
сти (30):

J «+[g«(X)F(X)]d). =о(1)|5| (33)
гЕ ’

Оценка (33) необходима, чтобы решение (21) существовало, но в 
более узком классе функций, преобразования Фурье которых допус
кают представление (9), она будет также и достаточной.

Посмотрим какой вид для таких функций примет функция 
*+ [ft (>•) t (X)]:

5-894
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•л (X) в

(равенство справедливо, так как #2 (>•)££ )• Далее

[*().) 6 ().)] |-

+ «֊ [£» ()•) С(>֊)] <?(>•)] •

Пусть с*  — значение &-ой производной функции р."1 к+ [#*  (л) X 
X С (>֊>]} в точке /. Рассмотрим функцию

* « = (гт7)' («• о ֊>0 (>)] ■ (34)

Так как

функции

т 2 См—к-———— главная часть 
,=1(/7г-Л)1(Х-г)*

(). \т
—■—) к+ [*  (' ) С (>■)] в точке I, то
К — I /

разложения Лорана

функция (34) анали

тична в О1՜. Кроме того, так как по предположению С (к) £ /?г п КР, то 
и функция (34) принадлежит тем же классам. Следовательно, по тео
реме Пэли-Винера

£(л)=к+ [£(>.)] = я+

Окончательно

[?«(>•) С (>)] • 
\А — I /

=+ (>֊) Р (X)] = (—X [Л р.) с (А)]֊2 ----- ■ • (35)
V֊ — 1/ ^1(т—£)1 о—г)*

Условие (33) в этом случае принимает вид:

1՞(г~- У **« с (! )1л- С £ 1—А =

«++/?«+
= о(1)|м л,е--о.

Вспоминая, что т , выводим

[йР)С(л)]</). =о(1)|е| (36)' , ? - - 0.
Г;

Следовательно, для того, чтобы выполнялось (33), необходимо и до
статочно, чтобы выполнялось условие

(' ” с,п-ц I *++ ,₽ж+7рЗ (т-Л)! (к-/)^Л | =о(1)
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Выполнение этого, условия возможно только при с*=  О, .£=0, 1, • - 
• • •, тп — 1; то есть для того, чтобы (33) выполнялось, необходимо и 
достаточно, чтобы сама функция (X) в ().)] и первые т --1 ее 
производные обращались в нуль в точке /. Если (#) — прообраз 
Фурье функции gt (X) 6 (X), эти условия запишутся так:

У**е- /*1  («)Л = 0, к=0, 1, т— 1. (37)

о
Можно объединить эти условия с (31). Действительно, учитывая 

(37) представление (35) примет вид

*+ [.?։ (Ч (М] = тс+ 0 ) С ().)] (38)\Л — I /
и, следовательно, условия (31) имеют вид

••
У е~‘ ՛!>։ (Г) Л = 0, к = т, • • •, т + 7 — 1. 

и
Таким образом, для того, чтобы уравнение (21) было разрешимо в 
Я+, 1<р<оо, когда Л (X) допускает представление (9), необходимо 
выполнение тп֊Н условий (10).

Эти условия будут также и достаточными. Действительно, если 
(10) выполнены, то справедлива формула (38) и, следовательно, функ
ция '

ф+ (Х)=Ф+(Х) (—)՜7 *֊ ’ (М (֊У I*  <х> с <ХИ 
\X-f-.։ / \Х— г /

является решением (21). Кроме того, так как т — 

то Ф+ (X) £ /?*.  В случае 7 > 0 теорема 1 доказана.
б) . Пусть теперь 7 <10. Рассмотрим уравнение (22);

Ее։ + -|- г₽к+

/X — г V Ф+ (X) -тл <х) (гг1) Л֊12 =к+ ь<х> г<хм + 2
\Х + г/ ф0+ (X)

С- » - т ■ 
(Х-0*

Так 
вию

же, как и при 7^-0, правая часть должна удовлетворять усло- 
(33) для того, чтобы решение (22) в /?+ существовало:

*4* (>) ^<Л)]+2
*=։

С-*- т
(А - П‘

=о(1)
*+ +

|;| -0.(39)

Для /• (X), допускающих представление (9), справедлива формула (35), 
следовательно, учитывая (36), условие (39) примет вид

— 7 г т
- 7   VI __________Ст—к____

^(т-к)Цк-гУ

“+ +'*'  + ֊
“О(1)|5| , 5֊>֊о.
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Пусть сначала т>- 7 + 1- В этом случае для выполнения (40) не
обходимо и достаточно, чтобы

Ст _*  = 0, к = —7 4-1,-т. (42)
Тогда решение (22) запишется так:

Ф+ (О՜ 87՝ (>•) (гт-т) 1фо+ (') 6՜՜.) к+ [?։ (Х) С (>-)]. (43)
"г" / V՝ — I /

При выполнении условий (42) формула (43) определит решение (22) в 
Кр, причем можно проверить, что для этой Ф+ (>.) (41) также выпол
няются. Следовательно (42) необходимы и достаточны, чтобы реше
ние (22) в /?+ существовало. Если '^—прообраз Фурье функции gi (/.)Х 
X С 0-)» то условия (42) имеют вид (10). Теорема 1 доказана.

Пусть теперь т= — 7. В этом случае условие (40) выполняется 
тогда и только тогда, когда

ч«-*  = & = !,•••, т. (44)(т-Л)! ' '

Но формула (43), которая в этом случае примет вид (11), опреде
ляет функцию Ф+ (>֊), которая удовлетворяет условиям (44) и являет
ся решением (22) в Л*.  Теорема 2 доказана.

Теперь рассмотрим последний случай т <7— 7-
Для выполнения условий (40) в этом случае необходимо и дос

таточно, чтобы функция
֊7 г п 1■у 7 - * _  у ____ Ст-11________ I
Д (>-/)*  £1(/п-л)1(х֊։-)‘[

имела следующий вид:

у С- 1 _ у С«-*  = / >■ V Р-Т- Ш . (М
£>(*֊։)*  £,(«-^(^-0*  и-г/ ().-/)֊!-"

Здесь Р֊1 _ т -1 (М— полином степени — 7 — т — 1. Из этого следует 
что уравнение (22) в /?+ всегда разрешимо и однородное уравнение 
имеет — 7 — т линейно независимых решений. Общее решение опреде՜ 
ляется по формуле (12). Теорема 3 доказана.

2. В случае, когда уравнение (1) решается в пространстве 
Ь1 (0, со) или £” (0, со) в силу леммы 2 условия (33) при 7>0 и (3) 
при 7<^0 следует заменить на

1^1*} -ни я+^։ ^х + 1Х^ с ! = о (1), х — —0 (45 )

при 7>0
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1

— с|=о(1), х-» — 0, 
при 7<СОв случае L1 (0, <ю); и

(46)

3 С

Г++'9։, е—-о, (47)

(48)
ге *-1

при 7։<С0 в случае Ь" (0, <х>). Все остальные рассуждения вполне 
аналогичны рассуждениям пункта 1.

/
§ 4. Случай сижметрнческого ядра

Рассмотрим случай, когда ядро уравнения (1) симметрическое: 
к (I) = к (— I). В этом случае символ уравнения 1—К. (X)—действи
тельная функция. При этом условии факторизацию (5) можно уточ
нить. Рассмотрим представление символа (5*):

Л Фо+ (X)

Здесь ф (л) —функция (6), 6 = —г'Р« + — log [6/а], ։'Ря=— (с^ — а։), 
2« 4

a, b, ах и а2 определяются из представления (4). Так как 1—К (X) — 
действительная функция, то Oj=a1։ as = s։.

Перейдем к комплексно сопряженной функции

«.) - /3։ - 1ок (ft/oj X \Г(“1+а*)+/3։+ Ь log

,~х фг(х)
Ф1+(Х)

(49)

Здесь Фр (X) — [Фо՛ (X)]՜1 , Ф։ (X) аналитически продолжимы в и 
зе обращаются в этих областях в нуль. Равенство (49) можно пере
писать в виде

J-(«։+«։)-'3։։ + L lug [0/a] ^-(«1+«։)+ /₽«— log [4/a]

-*  Ф>~(Х) 
Ф,+(Х)

;(50)
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Для действительной функции 1—Л’(Х) представления (5*)  и (50) 
должны совпадать. Следовательно, (^/в)^>0 и х — 0. Окончательно 
представление (5*)  примет вид

(51)

причем Ие 8 = — Факторизация символа типа (5) имеет вид

пл) (г֊) • *(>֊)><
X + ։ / \Х — I /

X Х-/\~* Ф0~(Х)
Х֊Н/ Фо՜ (X) ’ (52)

где
*=р*֊$  + ^]+1.

Следовательно, полученные результаты в данном случае примут сле
дующий вид:

1. Пусть 1 < р < оо или р = 1, оо и [±(«1 + а,,) j =/= -֊- 4֊ Л։).

Предполагается, что т = Г— (я1-|֊а։)4֊ — ] + к.
I 4 Р 1

Теорема 1'. Уравнение (1) с правой частью, допускающей 
представление (9), имеет решение принадлежащее кр (0, ос), при 
I ~ (“1+ “։)+ — 

I 4 р
[“(“хН՜«։) 4-------

I 4 Р
■■
Г ** е-‘ Ф1 (0 л=ю, к = 0, 1,- •., I ^±1« + А 1 -1,

* I 4 р I

> 0 тогда и только тогда, когда выполнены

условий

։|»х (/) прообраз Фурье функции уя (X) С (X). Однородное урав
нение не имеет нетривиальных решений.
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(а1-Г«2)Ч-----
р

ственное решение уравнения (1) в классе 1? (0, ос) при правой ча
сти, допускающей представление (9). Это решение определяется, 
как прообраз Фурье функции

ф+ 0)(֊— Г Фо+ 0) «+ [Л (>) С ()-)].
\А Т I /

останется2. Пусть р = 1, — (044-0,)= 
4

в силе при замене т на т — 1 и

3. Пусть р = оо, ~(“1 4 “2)— | ~ (“14՜«։) . Теоремы 1' и 2' оста

нутся в силе при замене т на т—1 и на ’-(<44֊ ։։)֊֊1 44
Случай, когда 04 4՜ «։=0 не рассматриваем, так как в этом слу՜ 

чае символ не вырождается (см. [1]).
Пример.
Рассмотрим уравнение

к {{— з) ф (з) </з = се՜5', Г>0, (53)

(А _ 65 _ 3 \ еи
\ /* е ?) ■

Тогда

где 8 > 0
к (0 = С!-.-՛*)-! ֊ ֊ +

1— К (Х) = 1, |Х| > 1.

Найдем решение этого уравнения, принадлежащие £“ (0, оо). Так как 
а1 = 3, «։ = 1, то /Ртг = А £

2
и

т — 1 = ֊ («1+«։) +[ 4՜ (а1 + “։) + I = 2-
4 I 4 ]

Для функции Г (X)—преобразования Фурье функции се՜5', справедли
во представление (9):

Г(Х) = —— = (—— У 4- 4֊ ,
).-|-го \).— г / 14-/8 ). — I (X—/)։

где

з^
8»

Зс гс / 3 т(т

следовательно
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«+ [*(MG(k)]  = ֊■

В данном случае (ах 4֊ «։)=1» следовательно, в силу 3, уравнение

(53) имеет в £“ (0, со) единственное решение, которое определяется 
как прообраз Фурье функции

ф+(м=^г։ (к)(^Уфо+(х) gi (—М <?> 
л + 3։

Еревански*  политехнически! институт 
им. К. Маркса Поступила 31.VIII. 1981

Ա. Հ. հՍ.₽ԱՅԱՆ. Վինհր-ճոպֆի հավասարման հատուկ qbujf (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում է Վիներ֊Հոպֆի ինտեգրալ հավասարումը Լ? (0, օօ) 
1 < ր < ՕՕ դասերում է

Հավասարման 1 — /ւ (X) սիմվոլը, զերոի շրջակայքում ունի հետևյալ գնահատումները''

1- (>>)-№.  >• —-0**
1 - £()<)~1>Ի, ^+0

"ր*՞ ձ<։ օէյ-էւյ Ւրակ“* ?/"Լ է՛
Գտնված են համասեռ հավասարման բոչոր լուծումները և նույնպես Լուծման պայմանները 

ոչ համասեռ հավասարման համար, աջ մասի վրա որոջ սահմանափակումների դեպ,ումէ

A. О. BABAYAN. Degenerative cate of Wiener—Hopf equation (summary)

The paper investigates the IFiener—Hopf equation in Lp (0, oo), 1 < p < oo 
classes. It is assumed that the 1 —К Qfl symbol of the equation admits the following 
behaviour at zero;

1 — Л֊(Х)~|Х1<«1, 0,
1—A’(k)~|k|-> X-.4-0, 

where z1 — a։ is the real number. Conditions making the non-bomogeneous equation 
solvable and all solutions of homogeneous integral equation have been found.
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УДК 517.983
М. Д. ДАВТЯН

О ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ ДЛЯ НЕКОТОРОГО 
НЕЛИНЕЙНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

§ 1. Постановка задачи. Необходимые пространства

На поверхности цилиндра (?=[0, Г|Х 51, где 51=(х = е'Л 0< 
^х<2«)—единичная окружность, рассматривается задача Дирихле 
для нелинейного гиперболического уравнения

А (и) 3 О’п + 1 <֊»,= Л«, х); (1)

и (0, х) = и' (0, х) = 0, (2)

и(Т, х)«=а' (Г, х) = 0. (3)
д»

Здесь и = и (I, х): О-»R1 — искомая функция, □=------------------- волно-
ог дх*

вой оператор, р >1 — произвольное число.
В настоящей работе методом компактности для нелинейных урав

нений (см. [1], [2] и др.) доказывается корректность задачи Дирихле 
для нелинейного гиперболического уравнения вида (1). Отметим, что 
в случае линейных гиперболических уравнений с двойными характе
ристиками корректность задачи Дирихле была установлена в работах 
{3], [4] методом эллиптической регуляризации.

Как известно, рассмотрение задачи (1)—(3) на поверхности ци
линдра эквивалентно рассмотрению этой же задачи в прямоугольнике. 
ф=[0, Т\ X [0, 2к] с дополнительным условием периодичности по х 
В дальнейшем удобно рассматривать исходную задачу именно в этой 
форме.

Введем необходимые пространства решений и (I, х) и правой 
части Л ((, х) и дадим определение обобщенного решения.

Обозначим через //(£)) пространство, полученное замыканием 
гладких функций и (<, х), удовлетворяющих условиям (2), (3) и перио
дических по х с периодом 2я, по норме

— во «?) + ||։Лр((?)- (4)

Очевидно, —банахово пространство (при р = 2 — гильбертов о 
пространство).

Отметим, что функции и({, х)£ //((2) имеют следы и (/, х) и 
и И, х) при любом < С £0, Г] и удовлетворяют условиям (2), (3). Это 
вытекает из известной оценки решений задачи Коши для волнового 
уравнения:

Client
Note
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юах^ ^Ы/ Х^"(0> 5։) Х^։<0՛ с Ю ։фч(О)>

с0 — некоторая постоянная.
Пространство Й ((?) есть пространство обобщенных решений 

задачи (1)—(3). ։. ։ ....

Опр е деле ние 1. Функция и (/, л)£//((?) называется обоб
щенным решением задачи (1)—(3), если она удовлетворяет интеграль
ному Тождеству

У У □ и + У У |и|р՜2 =ууЛи</(?| (5)

QJ ■ • С1 - • О

где V ((, х) 6 (<2) ~ произвольная функция.
Правая часть А (£, х) бу^ет выбираться из пространства Ьр- (<2),

, р • I. :•
где р =-------  •

р֊1 • ... .

§ Основная теорема

Целью настоящей работы является доказательство следующего 
утверждения. :

Теорема. Для любого х)£Ьр- ((?) задача Дирихле (1)’— 

(3) имеет единственное решение и (1, *)€*(<?).
Доказа ельство. Пусть иг (#, х), V, (/, х), • • •—полная си

стема функций в Й (О. Приближенное решение ия (/, х) ищется в 
виде

Л . •

Ил (6 х)=^ х), , ...
/->

где неизвестные постоянные сх, с8, • • •, сп определяются из системы 
(нелинейных) уравнений

\ — Г ('[ д’ил ]Г д8«/ I ,

<?

+ Уу1Ия|- Чп О;«/хЛ=ууЛи) (1x61,)г = 1, п. (6)

V а

Для доказательства разрешимости системы (6) относительно с1։ с։, • • > 
• ••, ся нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 1. Пусть Р(С)=(Р1 (С),՝•••, Рп(С))—непрерывное ото

бражение К՞-♦ R1. Пусть далее на сфере 5.?= (С :-|С| = R} (R 0— 
некоторое число) выполнено .условие острого угла“

(Р(С), С) >0.
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Тогда существует по крайней мере одна точка С, [С| R, 
кая, что

Р(С) = 0.

Лемма 1 известна и ее доказательство мы не приводим, 
можно найти, например, в [1], [2].

Лемма 2. Имеет место следующее равенство:

<^Аия, Ил^=1П Плк,(9) + 8ил1^р (О- 
»: а

Доказательство. Имеем

Г ГI ^ип _ даиЛ 
131 де дх3 
9

д3 vյ д3 V] 
де ~ ~д^ё

|°՜2 и„ V, дхд(, /=1, 2,- • •, п.

та-

Его

(7)
а

Умножая (7) на Cյ и суммируя по / от 1 до п, получаем

д3 ип 
дх3 ’**+Й

<?

• = 10 И/Лд. «?) + |нл|4р (<?)•

Из приведенных лемм вытекает разрешимость системы (6) относитель
но с1։ са,---, ся. Действительно, обозначим через

□ ия дхд1 +

<?

1-2 иг. V/ dxdt vյ дхд1,
О

1, 2.
а

, п
и покажем, что векторное поле

Р (С)=|Л(С), РЛС), --, Рп{С)\ ,

удовлетворяет условию леммы 1, т. е. при |С| ^>1: (Р (С), С) 0. 
Имеем

(Р(С), С)^<ДИя, Ия> । Лия <ЛсЛ = 

<3

Так как А (<, х) (О), то применяя неравенство Юнга, получаем
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,р' >1х(Н, (8)

где а> 0 — произвольная постоянная. 
Таким образом

Р

р dxdt — с (&)

р

dxdt 4՜ (1 — ®)

(Р(С), С)> |0 uп\,dxdt+ У у |уяр dxdt — 

Р

У У |Л|Р'АЛ =

У у |ия|р dxdt— с |Л|Р' dxdt

= ։□ (Р) + (1 — •) М’, <Р) — С (е) [Л’а,- (рг

Итак, при некотором фиксированном в 1 получаем, что

(Р(С),С)>0, (9)

если норма |0 Нлк, (Р) + «з) достаточно велика. Поскольку в ко
нечномерном пространстве все нормы эквивалентны, это означает, что 

неравенство (9) выполнено и при |С| = Р, где достаточно ве
лико.

Таким образом, разрешимость системы (6) установлена и после
довательность приближенных решений мЛ (/, х) найдена.

Получим для иЛ (6 х) априорную оценку. Докажем, что для всех 
л = 1, 2,••• справедливо неравенство

10 «л|1,«?) + ЬяЦдд к» < с, ՛ (10)

где с = с(Л) не зависит от л.
Действительно, из системы уравнений (6) имеем

У У □ Ня □ Ил dxdt+  ̂у |и„|р dxdt = Л ик dxdt.

9 Р ' Р*
Отсюда, применяя неравенство (8), получаем, что

У У |0 Пл|* dxdt+ (1 — в) Ц 1нп|р dxdt 

Р ' Р*

•С с (в) |А|Р’ dxdf.

։ Р
При 0<е<^1 фиксированном это означает справедливость неравен
ства (10).

Из оценки (10) и слабой компактности огрниченных множеств в 
рефлексивном банаховом пространстве вытекает, что существует под
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последовательность (обозначим ее по-прежнему и„) такая, что ип (/, х) 
сходится в Ьр (О) к некоторой функции а (£ х) слабо, а 0 и„ ((, х) 
слабо сходится в Ц (О) к функции то (#, х). Учитывая, что 0 — замк
нутый оператор, имеем то (/, х) = П и (/, х). Таким образом,

ип (/, х) — и (/, х),

□ и„ («, х) -» □ и 0, х),

л —» со, слабо, по крайней мере в
Однако, ввиду нелинейности рассматриваемой задачи, полученной 

слабой сходимости недостаточно для перехода к пределу при л —* оо 
в приближенных уравнениях (6). Покажем, что из оценки (10) следует, 
что Пл (Л х) -» и (И, х), л —» оо, сильно в £а (0). Для этого восполь
зуемся известной оценкой решений задачи Коши для строго гипербо
лического уравнения и, в частности, волнового уравнения. Именно, 
если и (/, х) — решение задачи Коши

□и = /((, х)

(при условии периодичности по х), то имеет место неравенство

Ида (f, х) 2 du(t, х)21 ^,|п „ мп+ -%- |*<*|П<М1. (11)

о

где к > 0 — некоторая постоянная.
Так как в силу (10) для приближенных решений ип (t, х) имеем 

О нл|д, (<?) < с, то получаем оценку

шах
*610. 71

дип (t, х) 2 
dt

■ I дип (t, х)
| дх

4х +
2

J J |пЛ (f, х)Р 4x4t < с (А).

Отсюда, в частности, получаем оценку

(Q) с,

где с> 0 не зависит от п=1, 2,•••.
Из этой оценки и из компактности вложения ((2)с£,։(С) 

следует, что подпоследовательность сходится к и (<, х) сильно в 
£։«2).

Покажем, что найденная функция и (£, х) есть искомое решение. 
Для этого зафиксируем в (6) индекс / и устремим л -» Последо
вательно имеем

У □ Пл 4x4t УУ □“ 4x41,

ибо □ ип -»■ [] и, л — со, слабо в Z։ (Q).
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Так как ия(*, х) -*а (t, х), п — со, сильно в £։(Q), то сущест
вует подпоследовательность (не станем менять обозначений и обозна
чим ее опять через U^t, х)) такая, что

и« (6 х) — u(t, х), п -» <», почти всюду в Q.

Покажем, что
J У |ия|р՜’ Un vj dxdt -* у у |u|p՜2 и vj dxdt, n -> о>. 

У Q

Как известно (теорема Д. Витали, см., например, [5], с. 149), доста
точным условием возможности предельного перехода под знаком ин
теграла является свойство равностепенной абсолютной непрерывности 
•емейства интегралов.

В нашем случае надо установить равностепенную абсолютную 
непрерывность семейства интегралов

У у |un|p-։ u« v, dxdt. (12)

Q ••

ДейсФвительно, хорошо известно (следствие теоремы Ш.—Ж. Валле" 
Пуссена, см., например, [5], с. 152), что если семейство функций 
/(/, х) образует ограниченное множество в Lp (Q), то интегралы 
У У 1/(6 х)|* dxdt равностепенно абсолютно непрерывны для любого

<1<Р-
Так как для приближенных решений ип (t, х) имеем

У у |ид (6 х)|р dxdt •< с,

то отсюда следует, что при любой фиксированной функции v/(f, х) 
(базисные функции vj(t, х) можно считать гладкими) интегралы (12) 
равностепенно абсолютно непрерывны.

По теореме Д. Витали получаем, что

УУ |ия|р-։ ип vj dxdt — yj |и|р"2 uvjdxdt, n֊+ со. 

Q Q
В итоге полученных рассуждений из (6) следует, что для любой ба
зисной функции V) (t, х) в пределе имеем

УУо U« Dv/rfxrZf-|- yj* \и\р~г и vj dxdt = у у А vj dxdt, 

;=i. i-- 
о

Так как система {и; (t, х)) есть полная система в Н (Q), то n(Z, х) 
удовлетворяет тождеству
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V« £//(<?), то есть найденная функция удовлетворяет исходному 
уравнению в смысле обобщенных функций.

Далее, из оценки (10) и неравенства (11) вытекает, что предель
ная функция и (6 х) удовлетворяет всем граничным условиям (2), (3).

Итак, существование решения задачи (1) — (3) установлено.
Единственность. Пусть их(1,.х) и и։(£, х)—два обобщенных 

решения задачи (1) — (3) с конечным интегралом
У У|0 1’ + У У |«| ? /=1,2. (13)

По определению обобщенного решения функции щ х) удовле т- 
воряют интегральному тождеству

Г ГП «Ч □ vdxdt 4- И I И/ р-։ и1 V dxdt =

г г <14)= I 1 hvdxdtt /=1,2,

где V Ц, х) — произвольная функция.
Вычитая в (14) одно равенство из другого, получаем, что для 

любой функции и(/, х)£Н((2) имеем

УУ □ («! — и2) 0 о Л 4- у у [|их|р՜2 их — |и։|р՜2 и։] V dxdt = 0. 

՛ <? О

Положим в этом тождестве *о(/, х)знцх(<, х) — ы։(/, х). Тогда полу 
чим, что

| Ю(В1— и։)|։ЛЛ4-

а 0՝

Нетрудно вычислить, что

2 пх — |и2|р՜2 и։] (их—и2) dxdt = 0. (15)

<?

> Од |их—

где а0^>0 — некоторая постоянная.

Следовательно, из (15) получаем, что

<? Q

Из последнего неравенства следует, что их(£, х) = ия(1,х). 
Теорема доказана.
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Замечаем е. Отметим, что совершенно аналогично может быть 
рассмотрена более общая задача

П։«+/(«*) = Л G, х).

где /(и) — непрерывная монотонно возрастающая функция. Кроме то
го, тем же методом можно изучить нелинейные краевые задачи для 
гиперболических уравнений высших порядков с двойными характери
стиками. Этому вопросу будет посвящена другая работа.
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М. D. DABTYAN. On the Dirichlet problem for a nonlinear 
hyperbolic equation (summary)

The paper considers the Dirichlet problem for a class of nonlinear hyperbolic 
equations with multiple characteristics. The existence and uniqueness of the solution 
is established.
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