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խմբագրությանը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա 'Մաթեմատիկաս ամ- 
սագրսւմ, հաչվի առնել հետևյալ կանոնները'

է. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպևտ, է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' «շ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ սրոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա դրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
ե ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդդծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրշանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կսւրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էյերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանք 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, հրրերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քաոակսւսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղսւմւ

8. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությանը իրավունք է վերապահում լզբ աղվել մերժման պատճառների պարզարանու- 
մով.

8. Հոդվածի վերշոլմ անհրաժեշտ է նշեյ այն հիմնարկի լրիվ անսւնը, որտեղ կատար- 
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը.
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

խմրագրությտն հասցեն' Երևան, Բարեկամության 34ր, Գիտությունների ակադեմիայի Տե- 
Լեկ-էՒր> ’Մաթեմատիկաս,
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УДК 517.92

И. Г. ХАЧАТРЯН

ИЗУЧЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННОГО 
СИНГУЛЯРНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ

Введенае

Пусть I — дифференциальное выражение 2п-го порядка, заданное 
на интервале (а, 6) (— со а <Լ Ь -С °°) по формуле

Ну] = Ро У —
ап~*у а
լ----------------------

Ух՞֊1 ах

где коэффициенты р* (х) (Л = 0, !,•••> л) — комплекснозначные 
римые функции на интервале (а, Ь), удовлетворяющие при 
а £ (а, Ь) какому-нибудь одному из следующих трех условий: 

Условие 1.

(1) 
изме 
всех

где

а)™

Ух
|р» (х)|

< эо, £ = 0, 1, -., п-1.
|р«(01

(2)

Условие 2. При п > 2 для некоторого целого чиЪла х —1)

(х — а)х 
|р» (*)1

п—1, (3)

Условие 3.

(ք — а)” 
1рл (01

(ք — а)*՜ 
|р- (01

ас

.а

(х — а)’*՜* հո (х) |ря_1_*(х)| Ух< со, к = 0, !,•••, и—1. (5)

(4)
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В статье рассматривается дифференциальное уравнение
(6) 

где )• — комплексный параметр, и изучается поведение решений этого 
уравнения при х -»а. В результате этого исследования выясняются 
некоторые свойства решений и доказывается существование и един­
ственность решения, удовлетворяющего в точке х = а некоторым 
естественным условиям. Полученные здесь результаты автор намерен 
применить для изучения спектральных свойств действующих в про­
странстве £* (а, Ь) самосопряженных операторов, порожденных диф­
ференциальным выражением (1) с вещественными коэффициентами. С 
этой целью важно обеспечить также свойства решений уравнения (6)» 
как их суммируемость с квадратом на конечном интервале (а, а] с (а, Ь), 

а также существование и единственность решения, удовлетворяющего 
в точке х = а нулевым начальным условиям. На примерах покажем, 
что условия 1, 2, 3 нельзя существенно ослабить и одновременно 
обеспечить отмеченные свойства решений. Действительно, функция

где а£(а, 6) и Р» (х) 0. является решением уравнения

(֊1)-[р.(х)гг(-)(х)]<«)=0. (8)

Очевидно, что если неравенство (4) не выполняется, то решение (7) 
уравнения (8) не является суммируемым с квадратом на интервале 
(а, а]. Далее рассмотрим уравнение

(—1)Л [(х —а)" у<я) («)]’+(—1? [с (х —а)Л,+2,-2я уЮ (х)]<4=0, (9) 
где число $ —1)—целое, т — произвольное и

с = (-1)Л՜1-* П (л —5 + *)(т + V). 
»=*+1

В данном случае

рл (х) — (х — а)՞1, р3 (х) = с (х — а)т+2з~2я

и р*(х) = 0 (к^з, л). Заметим, что при тп<1 в условии 1 не вы­
полняется только неравенство (2) для к = п — 1— з, при *<т<х-|-1 
в условии 2 не выполняется только неравенство (3) для к = п_ 1__$

и, наконец, при п < т < л + — в условии 3 не выполняется только 

неравенство (5) для к֊=п - 1—5. Однако в каждом из этих случаев 
для любого е^>0 сходятся, соответственно, интегралы

а
I Ь* (х)||1п (х —а)|-։-։(х—С < рр

1 3 1М01 ’О
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Р (х)| |Ь (х ~ а)!՜’՜* (х — о)։ Л։ (х) с1х ос, 

а

У 1/»г (*)| |1п (х — а)!՜1-* (х—а)’ Д„ (х) дх < со.

а

С другой стороны, при любом т уравнение (9) имеет два решения 
у1 (х)=0 и у։ (х) = (х—а)2", удовлетворяющие в точке х ='а одина­
ковым начальным условиям.

Приведем некоторые определения и обозначения из монографии 
[1], которые используются в статье.“!

Квазипроизводные у1*։ (х) (к = 0, 1, •••, 2п) функции у (х), со՜ 
ответствующие дифференциальному выражению (1), определяются 
формулами

у'*]= к = о, 1,..., п-1,
Лс* >

^+*1==ря_д _ Л(^|я+*-и)> к=1, 2,..-, п. (10)
Лс“՜* </х

Из определения квазипроизводных следует, что 
^Ы=17|։я)' (И)

Считается, что выражение I [у] имеет смысл для данной функции 
у (х), если все квазипроизводные функции у(х) до (2п—1)-го порядка 
включительно существуют и абсолютно непрерывны на каждом конеч­
ном отрезке [а, Р]с (а, 6). 4

Пусть у (х) и г (х)—функции, для которых выражение I имеет 
смысл и а, р (а Р) — некоторые числа из интервала (а, Ь). Имеет 
место формула Лагранжа

Р ₽
У / [17 (х)] 2 (х) <1х — у у (х) I [х (х)] </х = [у, х]₽— [у, г]., (12)

где
[у. 4г= 3 {»1Ч (х) х։»"-’֊»« (х) -у!*-։֊*։ (х) х>*» (х)). (13)

Если функции у, г, I [у], I [х] суммируемы с квадратом на интер­
вале (а, Р], то, как следует из формулы (12), существует конечный 
предел

[у, г)а=11т [у, х]«.

Для функций у и х, зависящих от параметра к, вместо [у, х]х иногда֊ 
будем использовать обозначение [у, х]х, х.
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§ 1. Поведение решений при условии 1

Рассмотрим дифференциальное уравнение
(а, Ь). <14)

Теорема 1. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют условию 1. Тогда справедливы следую­
щие утверждения՛.

1°. Для любого решения у (х) уравнения (14) существует ко­
нечный предел

ihn у (х) = у (а) 0
ж-а 

ж, кроме тою
Ihn {(х - а)’ gi’> (л)) = О, V = 1, 2, • • •, п — 1, (16)

lira L։«+’l(x)(x _ а)«+’֊1 Г I = о, v = 0, 1,- •, п—1. (17)
. *•*! J |p-(f)|J

а

2°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при неко­
тором т (0 — 1)

д**1 (а) = О, v=0, !»•••, т—1, (18)
то существуют конечные пределы

lim {(m — v)l (х — а)’՜" у hl (х)} = у ("«) (а), v = 0, !»•••» т, (19) 
х-»в

и, кроме того

lim {(х—а)’~т gl’l (х)} = О, v=m + l, т + 2, ■••,п—1, (20)
х-*в

X 
lim Lt"+’l (х) (х—а)'1՜1՜’՜'"՜1 С -1=0, v = 0, 1, 1. (21)
'-“I J МОП

3°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при некото­
ром т (0 -^т ^п — 1) ghl (а) = Q (к = 0,1, —, п-|- т—1), то функции

д>’1(х) Г(х — а1—»֊’+" f ——t Г\ v = 0, l,--,n—1, (22)
L J |P.WI J

ограничены на конечном интервале (а, а] с: (а, />), существуют 
конечные пределы

Пт {(т — V)! (а — х)"՜' д1«+’1 (х)} = у («+««։ (а), V = 0, 1, • • •, т, (23)

и кроме того

Пт{(х — а)»-"д1»+*1(х)}==0, V = т + 1, т-|֊2,...,п — 1 (24)

4°. Если решение у (х) уравнения (14) удовлетворяет усло­
виям дМ (а) =0 (у=0,1,..-, п—1), то
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я 
( Г Г Л 1~։1Ит^Н(х) (х-а)2-֊’֊’ г-֊— = 0, у =0,1,--., л-1, (25)
I I 3 1₽- (011 1

а

Нт {х—а)’—+։^-+’1 (х))=0, у =0,1,-• •, п — 1. (26)
х-*а

Доказательство. Пусть у (х)— некоторое решение уравне­
ния (14). Обозначим с* — р1*1 (а) (Л = 0,1,-• •, 2л—1), где а — некото­
рое число из интервала (а, Ь), и введем функции

Ь*(х,0= /\ ' ГУи, *>* = 0,1,-••,*-!, (27>
3 (п—1—у)! (л—1— Л)! ря (и)

■~։ (х — а)*-’ л՜’ Гф, (х) = 2 С* Ц------֊֊------ 2 С2Л-1-* ?,* (ж, а)— ф,0 (х, о / (0 <И, (28)
", (*֊ 0’ "о и

у = 0,1, •••,л—1.

Используя формулы (10) и (11), нетрудно убедиться, что функции 
у1’1 (х) (у = 0,1,-• п—1) удовлетворяют системе интегральных урав­
нений

Я—1 п
9՝" (х) = ф, (х) + 2 ъ* (х, #) Р* (0 »1*1 (о л, (29)

*—« •) 

у = 0,1,- • •, л—1, 
причем

и) = Зй-'-‘^‘ +/ 

<30>

У = 0,1, •••, Л-1.
В уравнениях (29) число а выберем так, чтобы 

я—։ ։ *2 (’|р*(01«-а)2‘'-։-‘>[-^-<֊- (31)
"о Л л Ь« (“)1 2п

а а
Если обозначить 

(х)=р[’> (х) (х — а)’, В, (х)=ф, (х)(х— а)’, 
у = 0,1,-.-, л-1, 

то из (29) для функций ж, (х) получим соотношения

х, (х) = е, (х) + 2* [ <р,л (х, 0 Рк (0 х* (#) л, (32) 

*=<> (* — а)

У = 0,1, •••, Л-1.
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Очевидно, что при а х < I < ։
I

И- <*• '>1 < « - “>։1՞՜՛՜“ ( ПГ77>Г'
(/ — а)* Л 1₽я (и)|

(33)

Обозначим
........ > (х) = шах |х, (01. « (х)=шах [Е, (/)|. 

л<«« ж««
0<-><л 0<«<л

Тогда в силу неравенств (31) и (33) из формул (32) получим 

г (х) <Е (х) + -у г(х) 
£

или, что то же самое, г (х) ■< 2Е (х). Однако функция Е (х) непрерыв­
на на отрезке [а, а]. Поэтому в формуле (32) подынтегральная функ­
ция при всех х£(а, а] мажорируется суммируемой функцией 2Е (а) X 
X#» (0 |рл (0|> где через (0 обозначено стоящее в правой части (33) 
выражение. В силу теоремы Лебега о предельном переходе под зна­
ком интеграла из формул (32) получим, что при х-»'а функция х0 (х) 
стремится к конечному пределу, а функции х, (х) (* = 1, 2,---, п — 1) 
стремятся к нулю. Тем самым существование конечного предела (15), 
а также соотношения (16) доказаны. Используя соотношения (15) и 
(16), из формул (30) легко получаются соотношения (17). Таким об­
разом, утверждение 1° доказано.

Утверждение 2° докажем методом индукции. Заметим, что ут­
верждение 2° при /п = 0 совпадает с утверждением 1°. Предположим, 
что утверждение 2° верно для некоторого /п = у-(0^у^п—2). Тогда 
для решения у (х) уравнения (14) из условия (18) при т=/4֊1 имеем, 
что

Иш [(х-а)’-^Ы (х)| =0, V =0,1,..., п-1. (34)

Функцию ф, (х) (см. (28)) представим в виде

ф, (х)=2 В, (-֊=^’ - 2 Л* (х, а)+ [(х, 0 /(0 л, (35) 

а
где

«—* / я-։ р
В* = 2 ск ------ —--------2 С2Я-։_, (а, а)— ф*о (а, I) / (0 Л,

(5 — ^)! "о 3
а

Ак= 2 С։л-1_, (‘~а)>՜* + С / (0 Л. (36)
,_о (« — «)։ 3

а

В силу представления (35) формула (30) принимает вид

9в.-.-1 (х) _ 2 [ 1^=2^ / (0 л -
^0 0-Л)1 3 V!
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֊2 л.
ГоЛ 0֊ *)1

(37)

* = 0,1,-••» Л-1.

В силу соотношений (34), в формулах (29) при 0 < у •< у можно 
положить х = а. Тогда, учитывая (35) и условия у1’1 (а) = 0 0=0, 1,- • • 
•••,/) имеем, что

л-1 р
В, = — 2 I <р,4 (а, 0 Рк (о у1*1 (0 Л, V =0,1,- • /. (38)

а

Подставляя эти выражения в формулы (29), получим

, л-1 р
Я1’1 (х) = У),У (х) + 2 Ф,ку (х, 0 рк (0 (О Л, (39)

4=0 Л 
а

V = 0,!,• ••, у

л-1 р“
у!’1 (х) = ф, (х) + 2 I ф,* (х, 0 Рк (I) У1*ф) Л,

к=4> V х
(40)

*=У + 1, / + П-1,
где

^(х) =2 Вк \V * * * * Х ", - У, Ак ?,* (х, а) + <р,о (.Г, 0/(0 Л, 
*-7+1 (Л-О! Го 3

V — аУ՜' Г (° ~ и)"~1~л (< — и)”՜1՜* 
О — 01 Л (л —О! (п —1— к)\ рп (и)

а

л՜’ (х-а)д֊»Г (а —и)1»֊1^ (^иУ֊1֊*
Д1 (з-01 3 (П-1-5)1(п-1-Л)! Рп (и)

X

Тем же путем, что и при доказательстве утверждения 1°, из формул. 
(39), (40) получим соотношения (19) и (20) при т= У+1, а затем из фор' 
мул (37) получим соотношения (21) при л։=у+1. Утверждение 2° до­
казано.

Утверждение 3° тоже доказывается методом индукции. Убедимся 
в его справедливости при /п = 0. Пусть решение у (х) уравнения (14) 
удовлетворяет условиям ^1,,)(а) = 0 0 = 0,1,-••, п — 1). Тогда, в силу 
утверждения 2°, в формулах (29) можно положить. х===<|. . Следова­
тельно, соотношения (38) имеют место для всех ^(0 < п—1).-
Подставляя выражения (38) в формулы (29), получим

(х, 0 - -----2 (Х/~а)֊: Ъ* (а, 0, а < < < х < а, (41)
Г, (։ —О!

Ф’Ъ (х, 0 = <1и 4֊

(42)
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— 2 Л* <р,4 (х, а) 4֊ ?,о (х, о / (О <Н —

-2 у1*1 (Ор* (О

Аг—О

(х—и)'1-1֊1’ а-иу 1 *_ _
(п—1 —4)! (л —1—£)! рп (и)

Г (х-иГ^д-и)" «֊1_ 
3(п—1—V)! (л—1—£)! рп (и) 
а
ч = 9,1,•••, л-1.

(43)

Из формул (43) следует ограниченность функций (22) при т=0. В 
силу этого, из формул (37) получим соотношения (23) и (24) при 
т = 0. Таким образом, утверждение 3° при т =0 верно. Предполо­
жим, что для некоторого числа у (0<у֊->л— 2) утверждение 3° при 
т = п— 2—у верно и докажем его справедливость при т = л — 1— 
В силу ограниченности функций (22) при т = л —2— у, в Формулах 
(37) для у + 1-С* <л — 1 можно положить х = а. Учитывая условия 
^[2л-1-,| (а)=0 (у -|- 1<С 4 -С п—1), получим, что

Л’ = 2 ГЦ—у-+1<4<л֊1. (44)
Но 3 (* — *)՛ 

а
Подставляя эти выражения в формулы (43) и (37), получим (см. (41), 
(42)), что

У
у’*1 (х) = — 2 ЛА ®,* (х, а ) +

*-о
У <р,о (х, «) / (/) Й — 

а

— 2 ?’* (*> *) Р* (0 у1Ц (0 л 4֊
*-'+* 3

/ р
+ 2 I ф*’> (*» х) Р“ (*) у1*1 (0 л>

4---0
4 = 0,1,- • Л — 1,

(х)=2А (°՜ х)՛՜* - Г1Ц±>:/(() л+
И» (* —^)| 3 *։а

+ 2 Г Ц—~П1՜ р‘ у1к' М -*՜
*-7+։л (’-*)1и

+2 (Г 2 м «։ч (о •'՛֊
(* — «)։(« —Л)1 ]

_ 2 ([з 1рк {е> 9՛*՛(0
*-оЗ 1"ц (» — в)։ (։ — *)։ ]

»-/+։. у 4-2,- • п—1,

(45)

(46)



Изучение дифференциального уравнения 167

(х) = 2 Ак «Г* _ Г (£д±. у 0) л _ 
.-О (’ — *)։ и *1аа

-Ё Г •**<*)уИ1 (/)<“’ 
(*-*)!

(47)

у = 0,1,-• -, ].
Из формул (45), как нетрудно убедиться, следует ограниченность 
функций (22) при т = п—1—/. В силу этого из формул (46) и (47) 
получим соотношения (23), (24) при т=п—Тем самым утверж­
дение 3° доказано.

Докажем теперь утверждение 4°. В силу утверждения 3° в фор­
мулах (37) можно положить х = а. Учитывая условия у1"+’1 (а)=0 
(4 = 0,1,---, л—1), получим, что соотношения (44) имеют место для 
всех у(0<>^п — 1). Подставляя выражения (44) в формулы (43) и 
(37), получим 

п . л-1 р
У[Ч (.։) = I ф,о(х, <)/(<) л — 2 <ь* (х, 0 Р» (0 »’*’.(0 (48)

У12Я֊1-.](Х)=,_ Г (Ц^/(0 л + 3 С ֊֊֊^- р*0) (0 Л,
а а

V = 0,1,---, п — 1. (49)

Из формул (48) и (49) получаются соотношения (25) и (26). Теорем« 
доказана.

Теорема 2. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют условию 1. Тогда справедливы следую­
щие утверждения՛. >

1°. Уравнение (14) имеет решение у (х), и притом только 
одно, удовлетворяющее условиям

уМ (а)=0, 4=0,1,---, 2п — 1. (50)
2°. Для любого целого числа т(0<т<.2л—1) уравнение (14) 

имеет решение у (х), удовлетворяющее условиям
у!’] (ц)=0, и = 0,т — 1, (51)

у1-Ца)-1. (52)
Доказательство. Рассмотрим систему интегральных уравне­

ний (48). Нетрудно убедиться, что эта система уравнений разрешима 
и определяет решение у (х) уравнения (14), удовлетворяющее усло­
виям (50). Однако, если решение у (х) уравнения (14) удовлетворяет 
условиям (50), то, как и при доказательстве теоремы 1, функции 
У1’։ (х) удовлетворяют системе интегральных уравнений (48), имеющей 
только одно решение. Утверждение 1° доказано.

В силу утверждения 1° доказательство утверждения 2° доста­
точно провести для однородного уравнения I [у] = 0. Пусть 0< т -С
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<Л—1. Рассмотрим следующую систему интегральных уравнений на 
интервале (а, «]:

[•1 / j _ <х~а1-------1֊ V С Ф,. *. т-1 (х, О Р„ (0 У**1 (0 dt,
У ( ’ (m-v)! £>Jа

у = 0,1,’ • т — 1,

л-1 Л
у1т1(х)= 1 +2 <?,*(*, О Рк(*)д1Ц (.*)&, (53)

ж

у1»1(х) = 2 ( ф,А(х, 0Ра(Оу(*'(0Л< * = т + 1, т+2,- и —1,

где функции ?։Л(х, 0 и Ф։4я,(х, 0 определяются по формулам (27), 
(41), (42), при этом предполагается выполненным неравенство (31). 
В силу неравенства (31) приведенная система уравнений разрешима и 
определяет на интервале (а, а] решение у (х) уравнения /[у] = 0, 
удовлетворяющее условиям (51). При этом существует конечное зна­
чение у1"11 (а) и, кроме того

|у<’) (х)| (х-а)’-'»<2, V =0,1, •••, л—1. (54)

В силу неравенств (31) и (54) из формулы (53) получим, что

; |у|Я” (х)|>1-— >0.
Л

Значит (а) =^0 и, следовательно, уравнение / [о] =0 имеет решение, 
удовлетворяющее всем условиям (51), (52).

В случае т = л нужно рассматривать систему интегральных 
уравнений (43) и учесть формулы (37), полагая / (х) = 0, Ля֊1 = 1 и 
Ак = 0 при к л — 1. А в случае л + 1-С т. <^2л—1 следует рассмат­
ривать систему интегральных уравнений (45) и учесть формулы (46), 
(47), полагая у = 2л —1 — лг, /(х)= 0, Л2я_։_я = 1 и Л* = 0 при 
к =(= 2л — 1 — ль Теорема доказана.

§ 2. Поведение решении при условии 2

Теорем.а 3. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют условию 2. Тогда справедливы следую­
щие утверждения'

1°. Для любого решения у (х) уравнения (14) существует ко­
нечный. предел lim у (х) = у (а) и имеют место соотношения

х-*а

lim {(х —a)’ yw(x)} =0, v = l, 2 ... n—1, JT-*e

. lina {(x —а)ж-*-։+’ Л։ (x) yf*+’l (x)j =0, * = 0,1, -•, л —1.
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2°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при неко­
ром т (0< т -С п —1—х) у1*1 (а) = 0 (у = 0,1,-• ■, т — 1), то суще­
ствуют конечные пределы

lim {(тп — v)! (х — а)'՜՞1 у^] (х)} = y[ml (a), у = 0,1,• • •, т, 
х-а

и имеют место соотношения

lim {(х— а),~ту1'} (х)| = 0, у т +1, /п+2, • • •, п — 1, 
х-а

lim {(х—а)"-։-«-х+’ Ах (х) у1я+Ч (х)} = 0, у = 0,1,--, л—1. 
х-»а

3°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при некото­
ром т (0< т < х — 1)

у1’! (а) = 0, v =0,1, • • •, л — 1 — х т,

yl«+'l (а) = 0, у = 0,1,- • •, т -1, 
то функции

уН (х) {(х- а)п-1—-х- т (х)]-։, у = о,1,---, Л—1,

ограничены на конечном интервале (а, а]с(а, 6), существуют ко­
нечные пределы

lim {(т — у)1 (а — x)’-m у[я+’1 (х)} = у(я 1 (а), у = 0,1,-• •, т,
х-*а

и, кроме того

lim {(х-а)''-”yl-1Ч (х)} = 0, у = т +1, т + 2, • • •, л — 1.
X—С
4°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при неко­

тором т (0 т -< х — 1)

ум (а) — 0, у = 0,1, • • •, л—1 — х +''/п,
г'՜' у[я+’] (а) = 0, у = 0,1,- • -,т,

то существуют конечные пределы

lim ((л — у — х-|-т)1 (х — а)’+։-в1_я у[*։ (х)} =yt"-։+<nl (а), 
х-*а

у = 0,1, — , л— *+т,
и, кроме того

lim {(х — а)ч-х-л1-л у[»] (х)} = 0։ л — xfm-|- 1<у<л — 1, 
х— а
lim j(x — а)’՜“՜1 А» (х) у1"+Ч (х)| =0, у — 0,1,- • л —I.
х-*а

5°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при неко­
тором т (0< т -С л — 1—х) уН (а) = 0 (у = 0,1,- • •, л 4֊ х + т —1), то 
функции

yt’l (х) [(х—а)я~1_’+" А» (х)]՜1 , у = 0,1, • • •, л — 1, 
ограничены на конечном интервале (а, а]с(а, А), существуют ко­
нечные пределы
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11т {(х + т-*)! (а—х)’՜*՜"1 37(я+’1 (х)) = у[л+։+ж] (а), 
-г-*в

?=0,1,- • ■, * + т,
и, кроме того

Ит [(х — а)’-։՜" 1Г[я+,) (х)) = 0, х + т + 1<* < л — 1- 
х-*в

6°. Если решение у (х) уравнения (14) у довлетворяет усло­
виям (а) — 0 (и=0։1,- • •» 2л — 1). гпо имеют место соотношения

Нт {уМ (х) [(х —а)։я-г-х-’Лх (х)]‘։} = 0, х = 0,1,--, п-1, 
х-*а

Нт {(х-а)’-"+1у[я+’։ (х)}=0, у = 0,л —1.

Доказательство. Утверждение 1° доказывается таким же 
образом, как утверждение 1° теоремы 1. Только в данном случае чис­
ло а£(а, Ь) в уравнениях (29) нужно подобрать так, чтобы

я֊։ » 1
V (х-а)“֊х Л, (х)|р,֊1_*(х)1 Их < —■ (55)
*=оЛ 2п

Утверждения 2°—5° доказываются методом индукции, при этом 
метод индукции нужно применить к утверждениям 3° и 4° одновре­
менно. Чтобы вывести системы интегральных уравнений, которым 
удовлетворяют функции (х) при тех или иных предположениях 
относительно решения у (х) уравнения (14), удобно функцию ф, (х) 
(см. 28)) представить в виде

♦» (х) = С?,о (х, 0/(0 л+ 2 л ■х~аУ՜' -
д £, (* - 01

(х — ц)"՜1՜* (а — ц)"՜1՜*
(л — 1 — 01 (л — 1— к)1 рп (и)

</и, (56)

где
Л-1

£>*= 2 с3
З^к

(а — а)д~* 
(«-*)!

(а —и)«-։-* (^ —и)"֊» ։ ։>
~ ——■"՛՛  —----— оийс,

(л—1— &)! (л —1)1 рл (и) 

а числа Л» определяются по формуле (36) (представление (35) функ­
ции <|», (х) при условии 2, вообще говоря, теряет смысл).

Пусть решение у (х) уравнение (14) удовлетворяет условиям

01’1 (а) = 0, у = 0,1,•••» т, (57)
у(1л-1-,] (а) = 0> ув/- + 1։ 7+2,..., п —1, (58)

где Л։» /-С л 1 (при^ т = — 1 или у = п—1 условия (57) 
и (58), соответственно, отсутствуют), и пусть поведение функций 
В1'1 (*) ПРИ х-»а такое, что в формулах (29) при и форму 
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лах (37) при / + 1<Хл— 1 можно положить х = а. Тогда, учиты­
вая формулу (56) и условия (57), (58), для чисел О, и А, получим 
выражения

о -- Г (.-»)--»-1»--------------
3 (» -1- >)! (»-1-4)1 р. (и) 
а

л- 1 р
— 2 I (а, <) Рк (О (0 Л, у = 0,1,- • •, т,

к-=0>) 
а 

а

Л’=2 (* (И*, *=/4-1, / + 2,---, п-1,
»-«и (’-*)! 

а

Подставляя эти выражения в формулы (37) и (29), для функций 
5<’>(х) (у = Л, п + 1, •••, 2 л—1) получим формулы (46), (47), а для 
функций уН(х)(у = 0, !,•••, л — 1) получим следующую систему ^ин­
тегральных уравнений на интервале (а, а]:

П—1 р
(х) = с, (X) + 2 л* (х, 0 рк (/) ^‘1 (0 л + 

4-/+1 Л

յ г
+ 2 ЯйкЫМММ (59)

а=о •> а

• V = 0, 1,- • •, т,

л-1 р
у(’) (д) = ф, (х) + 21 <?,* (х, /) рк (0 у>*1 (^ Л, (60)

г
у = гп + 1, Л1 + 2,•••, л — 1,

причем, если ввести обозначения

«,(», и)= и »>■ (« ֊ ,
(г )|(п-1_ 4)1 („_1_г)|л(о)

С,"(х # и) = (х-ау-Ц —ау-Ча-иУ‘-^-г
(г—у)! («—Л)1 (п —1—5)1 (п—1—г)1 р„ (и)

то для функций С, (х), Г-,к(х, {), Н,к(х, I) имеют место формулы:

с, Гх) = С ф„ (х, 0/ (0 Л + 2 Ок (х~а)к՜՝ + 
3 к-ти - у)!

+ 2 | 2 I ^г,к (х> а, и) </и — 2 I К'к (х, а, и) Л I»
*=• '“’в г—т+1^ ՛
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Д* (х, I )= з I 
г-* У

л-1 р
К'к (х, I, и) би- 2 К'к (х, и и) би.

Г-Л1+1Л

Н,к (х. 0 = ֊ 0'1 (х, и) би —

н.к (X, ։)----- ,х, #, и) би —

\х, /, а) </и,

а <х<#<«.

Если т или / принимают одно из значений—1 или п—1, вид при­
веденных уравнений значительно упрощается. Например, при т—п—1 
и ]՝=п—1 уравнения (59), (60) сводятся к (48).

Дальнейшее доказательство (теоремы основано на применении 
формул (59), (60) и (46), (47). При этом нужно учесть, что функция 
Л х (х) монотонно возрастает, а функция (х — а)~։ Л» (х) монотонно 
убывает на интервале (а, а] и, кроме того, Ах (а)=0. 

/
Теорема 4. Пусть коэффициенты дифференциальною выра­

жения (1) удовлетворяют условию 2. Тогда справедливы следую­
щие утверждения’.

1°. Уравнение (14) имеет единственное решение у(х), удов­
летворяющее условиям у1’) (а) = 0 (■* = 0, 1, • • •, 2 и — 1).

2°. Для любого целого т(0-<т-С п — 1—х или п-]-х-Ст<2п—1) 
уравнение (14) имеет решение у (х), удовлетворяющее условиям

у1“1(а) = 1, р*’։(а) = 0, > = 0, !,••-, т— 1.
3°. Для любого целого т (0 т -»>х— 1) уравнение (14) имеет 

решение у(х), удовлетворяющее условиям у1п+т1(а) = 1 и

^։՝)(а) = 0, * = 0, !,-••, л —1—х-}-т,

(а) = 0, х = 0, 1,..., т-1.
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4°. Для любого целого т(п —* »• т-<л—1) уравнение (14) имеет 
решение у (х), удовлетворяющее условиям у1т^ (а) = 1 и

^1’1 (а) = о, 7 = 0, !,•••, т — 1,
^[л+’1 (а) = 0, 7 = 0, !,•••, пг+х—п.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.

§ 3. Пове дение решений при условии 3

Теорема 5. Пусть коэффициенты дифференциального выра. 
жени я (1) удовлетворяют условию 3. Тогда справедливы следую­
щие утверждения:^

1°. Для любого решения у(х) уравнения (14) функции

у^ (х) (х - а)’ [1 + | Ц—-֊7- би I 
3 |р-(ы)1 1

7 = 0, !,• • •, и—1,

ограничены на конечном интервале (а, в] с (а, 6), существует ко­
нечный предел

Нт у(Л1 (х) = у1"1 (а)

и, кроме того
Пт{(х — а)’^։«+’։(х)} = 0, 7 = 1,2,-.., л-1. 
х—а

2°. Если решение у (х) уравнения (14) такое, что при неко­
тором т (0 -С т п —1)

г^’Ца) == 0, 7 = 0, !,•••, т — 1,
^1"+’П(а) = 0, 7 = 0, !,•••, т,

то существуют конечные пределы

Пт {(лг — 7)! (х — а)’՜'" (х)} = г/1"1 (а), 7 = 0, 1, • • •, т,
Х—а

и имеют место соотношения

Нт{(х— а)’-'п0(’1 (х)} = 0, 7 = лг + 1, т-^-2,--,п— 1. 
х-~а

Кроме того, если 0 ֊<С лг -С л —2, то

Нт {Л71л+’4х) (х-а)’-"-։А„(х)} = 0, 7 = 0,1,..-, л —1, 
на

а если т^п— 1, то

Нт /г7|я+’1(х) (х—а)’-п+։ ( —---- —---- </ц1 = 0, 7 = 0, !,•••, л — 1.
-г-а I и |Р» (“)1 1

X

3°. Если решение у(х) уравнения (14) такое, что при некото­
ром лг(1-<л1-Сл—1)

^1’1(а) = 0, 7 = 0,1,-• •, т — 1,
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то функции
yl’l (х) [(х — а)"՜’՜1 Л» (х)]՜1, v = 0, !,•••, n 1» 

ограничены на конечном интервале (а, ®] сз(а, 6), существуют ко­
нечные пределы

v)! (а —x)’-m yl'l+’J(x)} = al"+"J(a)> * = О, !,•••» т, 
х-*а

и, кроме тою
lim {(х —(х)} = 0, v = m-f-l, т 4֊ 2,-• •, п — 1. 
х-а

4°. Если решение у (х) уравнения (14) удовлетворяет усло­
виям ։/|’|(а) = О (4 = 0, I,---, 2п—1), то имеют место соотноше­
ния

lim {(х - а)’-я+* ։/>’> (х)} = 0, v = О, 1, • ■ •, п — 1, 
х-а

lim | и1 ։+’1 (Х) (х — а)’՜"11 [ (и —с)՞՜1 rfu|=0 v = 0 i п_].
-r-4 J im«)i j

■ Доказательство основано на применении формул (59), (60) 
и (46), (47), в которых число <г£ (а, 6) нужно подобрать так, чтобы 
имело место неравенство (55) при х = п. При этом метод индукции 
нужно применить к утверждениям 2° и 3’ одновременно.

Теорема 6. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют условию 3. Тогда справедливы следую­
щие утверждения:

1°. Уравнение (14) имеет единственное решение у(х), удов­
летворяющее условиям i?1’1 (а) =0 (v = 0, !,-••, 2п—1).

2°. Для любого целого тп (0 < т< п —1) уравнение (14) имеет'ре­
шение у(х), удовлетворяющее условиям yln+m\{a) =1 и

уМ(а) = 0, (а) = 0, v = 0, I,---, т — 1.
3°. Для любого целого т(0<тп-<п —1) уравнение (14) имеет 

решение у(х), удовлетворяющее условиям у|т1(а) = 1 и
у(,|(а) = 0, 4 = 0, 1,•••, т— 1,

(а) — о, 4 = 0, !,-••, т.

Доказате льство аналогично доказательству теоремы 2.

§ 4. Вспомогательные предложения

Докажем несколько предложений, предполагая, что коэффициен­
ты выражения (1) для всех а£(а, 6) удовлетворяют какому-нибудь 
одному из следующих двух условий:

Условие 4. Для некоторого числа е (0<^в<Т — \
\ • 2 /

а
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\рк (01 Г — Мх < оо, к = 0,1, - • ■, п-1.
'Р‘иЧ (х֊а)‘+*М0| 

а

Условие 5. Для некоторого числа г (0 г -С п — 1)

Замечание 1. Если выполняется условие 1 или 2, то выпол­
няется также условие 4, а если выполняется условие 3, то выполняет­
ся также условие 5 при г = 0.

Замечание 2. Если коэффициент р0 (х) дифференциального вы­
ражения (1) удовлетворяет какому-нибудь одному из условий 1, 2, 3, 
то этому условию удовлетворяет и функция р0 (х)—X при любом X. 
Поэтому все приведенные выше результаты справедливы также для 
уравнения (6).

Лемма 1. Пусть коэффициенты дифференциального выраже­
ния (1) удовлетворяют условию 4, и пусть у (х, X)—некоторое ре­
шение уравнения (б). Тогда при любом <։£(<։, Ь) имеет место не­
равенство 

а

Iff (х, Х)| < (X - а)՜* eW « «+₽ « { J ?e (f)| f (0| Л + 

а

+ 3 («֊ а)‘+։ Iff1*1 («, Ml•+ (Ml ff12-1՜*1 («. Ml b (61) 
4=0 S' k-9 >

где
t

... C (u— a)"_J+։ (f—u)"-։—*
ff* (0 = ----------- :——------------ du, k = 0, 1, • • •. n — 1,

J Iff« (Ml

* —1*
<?(•)= (’ЛЧ"’ р<“>- 2 к’*(и77|',*<'>|‘д-

—а) ыИ*“ а>
а а

Доказательство. Нетрудно убедиться, что функции уМ (х, X) 
(у=0, п — 1) удовлетворяют следующей системе интегральных 
уравнений:

а
(х, Х) = !|>» (х, X) —X у <р,о(х, 0 у ({, X) Л +

я—1 р

+ 2 и»* (*> М (М у1*1 (*> М
4=0 у

у = 0, I, --, п — 1,
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где функции «р,д (х, /) и ф, (х, X) определяются формулами (27) и (28)։ 
причем в формуле (28) с, = (а, X) (* = 0, 1, - •'» 2 л -- 1).

Если обозначить
г (х, X) = шах |(х — а)՝ * у1’1 (х, Х)|,

О- »<Л—I

то, как нетрудно убедиться, из приведенной системы интегральных 
уравнений получим интегральное неравенство

г (х, X) <ЧГ (а, X) + |Х| Г <?° (0- г (/, X) Л + 

х

где

Т(а, X) = Г 7о(О1/(О1 Л + 2։(։֊а)‘|*1№*|(’. >)1 + 

к--Э . а

+ 5>(1)|01гя-1-*1 (’. >)1-

Из этого интегрального неравенства следует, что 
х(х, X) < Чг (а, X) в1М <?(«) + ₽(«>.

Отсюда, в частности, вытекает неравенство (61).
Аналогично доказывается следующая
Лемма 2. Пусть коэффициенты дифференциального выраже­

ния (1) удовлетворяют условию (5) и пусть у(х, X) — некоторое 
решение уравнения (6). Тогда при любом а£ (а, Ь) имеет место не­
равенство

1<7 (х, Х)| < 8о (х, а) е1М 0 + н {| (/ ֊ а)-1+г |/ (/)| Л + 

а

+ 2(1+а—а)* |^(*։ (а, Х)|-|- ^’(а - а)*+'|у[«+*1 (а, Х)| I, (62)

*=о а „о )
где

<^(«) = ^(^—а)" 1+г£0(*> «ИС
а

л-1 Л

^(«)=3 и֊а)Я“'~‘ + г?*(6 а)|/»*(0|Л-
*-• и
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Предложение 1. Пусть коэффициенты дифференциального 
выражения (1) удовлетворяют какому-нибудь одному из условий 
4 и 5. Тогда решения уравнения (6) суммируемы с квадратом на 
каждом интервале (а, а] с (а, 6).

Это непосредственно следует из неравенств (61) и (62).
Предложение 2. Пусть коэффициенты дифференциального 

выражения (1) удовлетворяют какому-нибудь одному из условий 
4 или 5, и пусть функция у (х, X) при каждом является ре­
шением уравнения (6), где М—некоторое ограниченное множество 
точек комплексной плоскости, имеющее точку сгущения 10^М. То­
гда справедливы следующие утверждения.

1°. Если при некотором (а, Ь) функция у1*1 (а, X) ('*=0, !»••• 
•• •, 2п — 1) непрерывны по X в точке Хо> то в точке \ непрерывна 
по >. также функция у (х, X) в смысле метрики пространства 
/_։(а, а). При этом, если у, /[#]£/? (а, а), то выражение (см. (13)) 
[у, #]«. л является непрерывной функцией по ). в точке Хо.

2°. Если при некотором (а, Ь) функции 91'1 (а, X) (у=0, 1, • • • 
• • •, 2 п — 1) дифференцируемы по X в точке то семейство 
функций

У(Х,^)֊?(Х, ЦР ,.€Ж> 
х — \ I

имеет суммируемую мажоранту на интервале (а, а].
Доказательство. Очевидно, что функция и (х, X) = у (х, X)— 

— У (х> ,՝о) является решением уравнения
/[И]-АЦ=(Х-Х0)у (х, М.

Поэтому для решения и (х, X) имеет место неравенство (61) или не­
равенство (62) с функцией /(х) = (Х— Хд) у (х, Хо). Отсюда легко сле­
дует непрерывность по X в точке Хд функции у (х, X) в смысле метри­
ки пространства А2 (а, а). Учитывая это, непрерывность функции 
1у, #]<։, * в точке Хо легко получается из формулы (12):

а
[у> я]а. Х = [у, $]«, X + У и (х, X) I [> (х)] бх֊~ 

а

— X у (х, X) у (х) бх — у / (х) я (х) бх, (63)

а а
Утверждение 2° также легко следует из неравенства (61) или (62) для 
функции и (х, X).

Предложение 3. Пусть коэффициенты дифференциального 
выражения (1) у довлетворяют какому-нибудь одному из условий 4 
или 5, и пусть решение у (х, X) уравнения (6) при каждом х£ (а, Ь) 
является целой функцией параметра X. Тогда для любого числа 

(а, Ь) и для любой функции у£Ь*(а, а) интеграл

У (г, X) г(х) бх
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является целой функцией параметра X. Кроме того, при дополни­
тельном условии а) выражение [у, #]а, х также являет­
ся целой функцией параметра К

Доказательство. Из условия, наложенного на решение 
у (х, X), как нетрудно убедиться, следует, что квазипроизводные

(х, X) (ч = 0, 1,-• •, 2 и—1) при каждом х£ (а, Ь) являются целы­
ми функциями параметра X. Поэтому первое утверждение непосред­
ственно следует из предложения 2. После этого второе утверждение 
легко следует из формулы (63).

§ 5. Основные следствия

Теорема 7. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют какому-нибудь одному из условий 1, 2, 
3. Тогда справедливы следующие утверждения:

1°. Все решения уравнения (6) суммируемы с квадратом на 
каждом конечном интервале (а, а] с (а, Ь).

2°. Уравнение (6) имеет единственное решение , у (х), удов­
летворяющее условиям

у™ (а) = 0. * = 0,1,-••, 2п—1. (64)
3°. Если решение у (х) уравнения (6) удовлетворяет условиям 

(64), то для любого решения г (х) уравнения

— Я; я Л2 (а, 6) (65)
имеет место соотношение

1у, х]в=о. (66)

4°. Если решение у (х) уравнения (6) удовлетворяет соотно­
шению (66) для всех решений г(х) уравнения (65), то функция 
у (х) удовлетворяет также условиям (64).

Доказательство. Утверждения 1э и 2° доказаны выше. 
Утверждение 3° непосредственно следует из теорем 1, 3, 5. Докажем 
утверждение 4°. Пусть для определенности выполняется условие 1. 
Тогда согласно теореме 2, уравнение (65) имеет решения х* (х) (к = 0> 
!»•••։ 2л—1), удовлетворяющие условиям

4-! (67)
1о при 0-С*«С2л—1—к.

Согласно предположению, имеют место соотношения

[Я, х*]в = 0, к = 0, !,•••, 2п-1. (68)
Если учесть условия (67) при к = 0, то в силу теоремы 1 получим 
[16 г0]а = у (а) и, следовательно, у (а) = 0. Далее применим метод 
индукции. Пусть при некотором к имеют место равенства у!’1 (а) = 0 
(* = 0,1,---, к—1). Тогда, учитывая условия (67), в силу теоремы 1 
получим О, х*]в=^1*)(а) при Л<л или [у, г*]а—— у1*1 (а) при £>п. 
Отсюда, принимая во внимание соотношения (68), следует равенство 
д[*1(а) = 0, что и доказывает утверждение 4° при условии 1. При 
условиях 2 и 3 утверждение 4° доказывается аналогично.
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Теорема 8. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют какому-нибудь одному из условий. 1, 2, 
3, и пусть ль (х) (А: = 0, !»•••» 2п—1) — некоторая фундаменталь­
ная система решений уравнения I [х] = 0. Тогда для любого набора 
чисел (с0, сх, •••, сзл—1} уравнение (6) при любом X имеет решение 
у (х, X), и притом только одно, удовлетворяющее условиям

[у> г*]о. >. = с*, 1с = 0, !»•••» 2п —1.
Решение у (к, X) при каждом фиксированном х£(а, Ь) является 
целой функцией параметра X.

Доказательство. Рассмотрим систему интегральных урав­
нений

и1’1 (х, X) = ®,о (х, I) / (О Л + X фчо (х, 0 и {I, X) Л—
а а

л—1 л
— 2 I О Рк (О (*> '•) л=о, 1,- • и — 1.

л-о Л а

Эта система уравнений, как нетрудно убедиться, разрешима и опре 
деляет решение и (х, X) уравнения (6), удовлетворяющее условиям 
л1’1 (а, X) =0 (V =0, I,---, 2п—1). Кроме того, решение и (х, X) при 
каждом х£ (а, Ь) является целой функцией параметра X.

Обозначим через у] (х, X) (/ = 0,1, • • •, 2п—1) решения.*՜ уравнения 
Цу] == 'У> удовлетворяющие в некоторой точке х0£(а, 6) условиям

у\" ^0’ ;֊)=( А при ’ У- /=0> 1.- • 2” ֊ 1- 
I 0 при м ],

Решения у) (х, X) линейно независимы и при каждом х£(а, 6) явля­
ются целыми функциями параметра X. Обозначим

О/* (X) = [у/, 2к]а. /, к. = 0, 1,- • 2п — 1.
Покажем, что определитель

А(Х) = аефуДХ)|^

не обращается в нуль ни при каком значении X. Действительно, в 
противном случае существует ненулевая линейная комбинация V (х) 
решений У){х, X), удовлетворяющая соотношению [«, г]а = 0 для лю­
бого решения г{х) уравнения /[х] = 0. Но тогда, в силу утвержде­
ния 4° теоремы 7, имеют место равенства о1’1 (а) =0(*=0, 1,- • •, 2 п—1). 
Поэтому, согласно утверждению 2° теоремы 7 V (х) = 0. Полученное 
противоречие доказывает неравенство Д (X) =/= 0. Положим

Х)= 7у(Х)1у/(х, X),
;-=ю

где числа 1у(Х) определяются из системы уравнений

А = 0,1,..., 2п—1.
г-о
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Согласно предложению 3 функции 8/»(Х), а следовательно и решение 
w(r, М уравнения Z[w] = Xw, являются целыми функциями парамет­
ра X. Положим у(х, Х) = о(х, X) + w(x, X). Очевидно, что решение 
у (х, X) уравнения (6) удовлетворяет всем требованиям теоремы. Тео­
рема доказана.

Введем множество Q целых чисел следующим образом.
1) при выполнении условия 1 Q={0, I,*՛*, п 1);
2) при выполнении условия 2 Q= [0, !,•• •» п 2 *о> л, л-|-1, •••

* — 1 .
•••» п + *ol, где х0 есть целая часть числа — >

3) при выполнении условия 3 Q={0, !,•••» п — 2— п0, п, л4-1,՛-- 

п +ло}> где пв есть целая часть числа - (при л = 1 Q ={!)). 

Очевидно, что во всех трех случаях множество Q содержит л 
элементов и, кроме того, если то (2л —1 — v)£ Q.

Теорема 9. Пусть коэффициенты дифференциального выра­
жения (1) удовлетворяют какому-нибудь одному из условий 1, 2, 
3. Тогда справедливы следующие утверждения՝.

1°. Уравнение I [у] = Ъу имеет равно л линейно независимых 
решений, удовлетворяющих условиям у^ (а) = 0 при всех v £ Q.

2°. Если решения у (х) и z (х) уравнений (6) и (65) удовлет­
воряют условиям |уМ(а) = 0 и z^ (а) = 0 при всех v£Q, то 
[.ՏՀ» z]a = 0.

3°. Если решение у (х) уравнения (6) удовлетворяет соотно­
шению [у, z]a = 0 для любого решения z (х) уравнения (65), удов­
летворяющего условиям г1’1 (а)=0 при всех v £ Q, то функция 
у (х) удовлетворяет также условиям у™ (а) = 0 при всех Վ Q.

Доказательство непосредственно следует из теорем 1—6. 
При этом утверждение 3° доказывается таким же образом, как утверж­
дение 4° теоремы 7.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 20.V.1981

Ի. Գ. ԽԱՏԱՏՐՅԱՆ. Սովորական սինցոզյար դիֆերենցիալ հավասարման լուծումների 
ոաումնսւսիրությունը (ամփոփում)

Դիցուք l-ը %Ո կարգի դիֆերենցիալ արտահայտություն է որոշված (а, 6) (— ОО<а<6<Оо) 
միջակայքում հետևյալ բանաձևով.

1(у}=РйУ֊~ 
dx

f

_ dyPl—--------dx
d I dn~'у rfx|P'1՜1 rfx"֊1

₽* (*) (£ —0,1,” •, ո), գործակիցների վրա գրվում են որոշ պայմաններ, որոնց դեպքում ((1, ձ) 
միջակայքի ծայրակետերը ընդհանրապես սինդոպյար են I արտահայտության նկատմամբ։ 
Դիտարկվում է

/[յր]-^=/, /£Լ=(Օ, 6), ՜

դիֆերենցիալ հավասարումը և ուսումնասիրվում է լուծումների վարքը, երր X—Օ< Պարզա­
բանվում են լուծումների մի շարք հատկություններ, ինչպես նաև ապացուցվում կ 1=Օ կետում 

պայմանների բավարարող լուծման գոյությունը և միակությանը։
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I. G. KHACHATRIAN. Investigation of solution» of an ordinary singular 
differential equation (summary)

Let I be the differential expression of order 2 n given on the interval 
(a, 6) (— oo < a < b < oo) by the formula

It is assumed that tha coefficients pA (x) (k = 0, 1,- ■ -, n) satisfy 'some restrictions 
under which both and points of the interval (a, b) are in general singular with res­
pect to I. We consider the differential equation

f£L*(a,b),
Its solutions are investigated when x-*a. The existence and uniqueness of the so­
lution under some natural conditions at x = a is proved.

ЛИТЕРАТУРА

*• M. А. Наймарк. Линейные дифференциальные операторы, М., «Наука», 1969.
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ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВ 
РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В работе [1] Л. С. Понтрягина и Л. Шнирельмана определяется 
фунция N (в, F), называемая объемом компакта F относительно дан­
ной метрики. Именно через N (в, /^обозначается минимальное число 
замкнутых шаров с диаметром в > 0, покрывающих компакт F.

Через функцию объема в [1] определяется метрический порядок 
компакта F и доказывается, что нижняя граница метрических порядков

„ 1, . <■ log N (в, /)Л (/) = lira inf —s--- —֊ •
• -о+ log 1/е

для всех метрик компакта F равна его размерности.
Отсюда следует, что для любого бесконечномерного компактного 

метрического пространства F К (/) = со.
В работе [2] А. Н. Колмогорова показано, что в некоторых ти­

пичных случаях для бесконечномерных компактов существует и коне­
чен предел

*.(/•) = u„ .
«-0+ log 1/«

В работе [3] А. Н. Колмогорова и В. М. Тихомирова рассматри­
ваются примеры, в которых функция Н (в, /) = log N (в, /) ведет се՜ 
бя как (log I/»)5 при в —» 0. Поэтому естественно вводить следующую 
числовую характеристику подобных порядков роста:

atF- 11m |огН(е’ ?) ■ 
»-*о+ log log 1/в

Эта числовая характеристика и называется функциональной раз­
мерностью множества F. Дадим теперь точное определение функцио­
нальной размерности.

Пусть Е—линейное локально-выпуклое пространство, U — окре­
стность нуля в Е, АсЕ, Множество В называется в-сетью множества 
А относительно окрестности нуля t/, если Лс.В-1-в{7. Для множества 
Ас.Е обозначим через 7V(j4, в£/) наименьшее число элементов е-сети 
относительно окрестности нуля U. Н(А, eU) = \og N(A, е1Г) назы­
вается е-энтропией множества А относительно окрестности нуля U 
(см. [3]).

Определение 1. Функциональной размерностью линейного ло­
кально-выпуклого пространства Е называется число
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dfE=supinf lim J°g Н{ > (0.1)
и v ,-о+ log log 1/е

где U и V пробегают все окрестности нуля пространства Е.
Нахождению функциональной размерности . того или другого 

функционального пространства посвящены работы многих авторов. В 
работе [3](см. также [4]) приводится понятие функциональной размер­
ности, а в работе [5] доказывается, что локально-выпуклое простран­
ство с конечной функциональной размерностью является ядерным.

Известно, что функциональная размерность пространства Z всех 
целых аналитических функций от п переменных df Z = п +1, что df Н 
пространства Н всех гармонических функций от п переменных равна 
и (см. [6]) и т. д.

В работе [7] Ю. Комуры доказано, что df N пространства ре­
шений N={U(x), U(x)£C(Rn), P(D)U=Q], конечна, если P(D) — 
гипоэллиптический линейный дифференциальный оператор с постоян­
ными коэффициентами и df N=n, если Р (£>) — эллиптический оператор.

В работе [8] 3. Зилезни доказано, что если для дифференциаль­
ного оператора P(D) с постояными коэффициентами dfW=n, то 
P(D) — эллиптический оператор.

В работе [9] установлена точная формула для функциональной 
размерности семиэллиптических операторов с обобщенно-однородной 
старшей частью.

Что касается пространства решений дифференциальных операто­
ров с переменными коэффициентами, то известно (см. [10] и [11]), что 
7V является ядерным пространством, но относительно функциональной 
размерности таких пространств ничего не было известно.

Мы здесь устанавливаем точные формулы как для общих регу* 
лярных гипоэллиптических операторов, так и для 'нерегулярных гипо- 
эллиптических операторов с постоянными коэффициентами. Что ка­
сается операторов с переменными коэффициентами, то мы здесь до­
казываем, что, если Р (х, D) — оператор с переменными коэффициен­
тами эллиптичен, то df N—n.

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: 
Rn и Сп — л-мерные евклидовы пространства точек 6 = (Ец?я) с 
вещественными (соответственно С = (С1, • • •, Ся) комплексными) коор­
динатами. Zt — пространство мультииндексов, т. е. векторов (точек) 
« = («!,•••» ал) с целыми неотрицательными координатами. //=£>?
- • • Dnn, где Dj = i 1 -—(/=!,•••, n)— обобщенные по С. Л. Собо- 

dxi
п

леву производные, Г = $“*••• &", R(n =(Е, Rn, ДАЯ АИ՜
J-i

нейного дифференциального оператора Р (D) положим N=N(P) = 
= {£/(«), U^C(Rn)՛, P(D)U = 0\. Если в N определить топологию, 
индуцированную топологией С (Rn), то N становится линейным ло- 
ка льно-выпуклым пространством и в нем можно ввести понятие функ­
циональной размерности формулой (0.1).
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Определение 2. Дифференциальный оператор P(D)='^"\^D 

с характеристическим многочленом Р(5) = 2 7» называется гипоэл- 

липтическим, если NcC" (Рп)-
Мы будем пользоваться следующими эквивалентными определе­

ниями гипоэллиптичности многочленов с постоянными коэффициентами 
(см. [11], теорему 4.1.3).

Оператор Р (£>) (многочлен Р (;)) гипоэллиптичен тогда и толь­
ко тогда, когда выполняется одно из следующих эквивалентных ус­
ловий:

а) 11m 5| — со, если P (С) = О, |С| -* со, 
Л

б) для любого Jv| = У, ^0, |5| —» со, ? £ R„,

\D'P(t)\/\P (5)1 - 0,
в) существуют положительные постоянные С и с такие, что для 

всех a Ç Z*, ]а| =5^ 0 •

|D< Р (5)|/|Р (5)| < С |5|֊‘ W, Р (5) =г- 0.
Мы будем пользоваться следующей леммой.
Лемма 1. (см. [14], лемму 2.1). При и = 2 любой Х-однород- 

ный многочлен Q(5) можно представить в виде

Q(5)=Q°(5) П (5t-x(x) t^)'w, (0.2)

где I (т) — натуральные числа, х (т) =/= 0 при "Ç£(Q)n х (т1)^ х(т») 
прит1^-։’, Q0 (5) — многочлен от (51։ 5£л ), причем . Q° (5) =/= 0 при 
5 £ функция х (т) принимает лишь конечное число различных зна­
чений.

Пусть Р (5) = 2 т, f“ многочлен с вообще говоря комплексным» 

коэффициентами. Здесь сумма распространяется по некоторому конеч­
ному набору (Р)—{а, aÇZ+, 7« =5^0}.

Обозначим через d (Q евклидово расстояние точки 5 £ Rn от мно­
жества D = [С, С £ С», P (С) = 0).

Доказательство следующего предложения можно найти, напри­
мер, в [11].

Лемма 2. (см. [11], лемма 4.1.1). Существует такая постоян՜ 
ная С = С (т) > 0, что для всех многочленов Р (5) порядка не боль՝ 
ше т имеет место неравенство

_ <о-з>
для всех 5 Ç RK, для которых Р (5) =/= 0.

Определение 3. Характеристическим многогранником (много­
гранником Ньютона) (х.м.) многочлена Р(5) называется наименьший 
выпуклый многогранник в Rn, содержащий все точки а£(Р).
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Многогранник Ейс=Рл называется вполне правильным, если: а) Ей 
имеет вершины в начале координат и на всех осях координат X* и 
б) все координаты внешних нормалей (л—1)-мерных некоординатных 
граней многогранника Ей положительны.

Легко показать (см. [12]), что для гипоэллиптического многочле­
на Р (Е) х.м. точек (Р)и {0} является вполне правильным.

Обозначим через (/ = !,• • •, М[, к = 0,---,п — 1) ^-мерные 
грани многогранника Ей. Г рань Ей* многогранника Ей называется глав­
ной, если среди внешних (относительно Ей) нормалей этой грани су­
ществует такая, хоть бы одна координата которой положительна.

Если обозначить через Р'’*(Е) подмногочлен многочлена Р(Е)» 
отвечающий грани Ей*, т. е.

Р'-*(Е) = ^ 7«?,
«еЕЙ*

то легко показать (см. [13]), что Р;*(Е) является /.-однородным мно­
гочленом для любого вектора X, являющегося внешней нормалью гра­
ни Ей* х.м. Ей, т. е. для всех />0, Е£Рп Р1,к (Р Е) = Р1, * (Р1 Е1( • • • 
•••, ?п Еп) = 1Г Р'՝к (?) для некоторого числа г = г (X). Далее Х-одно- 
родный многочлен порядка г будем обозначать через Ргр)(Е).

Определение 4. (см. [13] или [14]). Грань Ей* (/ =1,• • •, М'к> 
к = 0, • • •, п — 1) х.м. Ей = Ей (Р) многочлена Р(Е) называется Р-ре- 
гулярной (невырожденной), если Рл* (Е) =# 0 при Е £ Р(я0).

Многочлен Р (Е) называется регулярным, если все главные грани 
его х.м. Ей Р-регулярны.

Пусть Ей—вполне правильный многогранник. Пусть Ей* (/=!,•• • 
• • •, М>, к = 0,- • •, л—1) — некоординатные грани многогранника Ей* 
Обозначим через Л*=Л*(ЕЙ) множество тех внешних нормалей гра­
ни Ей*, для которой ш1п Х( = 1. Положим 

1</<л

Л = Л (Ей) = и и А* 
к-0!-1

Пусть Ей — вполне правильный х.м. многочлена Р (Е) и Х£А(£й). 
Представим многочлен Р (Е) в виде

м .и
Р(Е) = 2РЖ<М(Е) = 3 Е (0.4)

' -о /=0 (*• «)“"։/ (М

где /л0 (X) > т՝ (X) > • • • > т.н (X) > 0.
Для вектора X с положительными компонентами, Х-однородного 

многочлена Р (Е) и точки т £ С„ положим

II-. 4 = 1/зкЛ 2(Я) = Ь, й, 4=1. ЛЬ)=О]. 

/-1
Число к = к (т)) назовем Х-порядком нуля /֊-однородного много­

члена Р(Е) в точке если для любого такого, что (X, у)А
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< к, О' R (т?) = 0 и О9 R (ч) =£ О для некоторого мультииндекса В тако­
го, что (X, Р) = Л.

Определение 5. (см. [17], определение 7). Характеристиче­
ской линией (х. л.) Х-однородного многочлена R (5) порядка т=т(Х) 
в точке назовем отрезок прямой

X (х, R, 8) = т — (1 — ®) & (х)» (0> 1]»
где к (у) — Х-порядок нуля многочлена R (Е) в точке х. По определе 
нию будем считать, что х(х» 7?, Ъ) = т, если

Ф, 4х €2(7?).

Характеристической ломаной (х. л.) для многочлена Р(Е) вида 
(1.2) в точке х^2'(Рт։(х)) назовем график функции

X (т, Р, 8) = шах х (т> Рт, (X), 2), 3 С [0,1].

Определение 6. Будем говорить, что многочлен РИ/(х^(Е) 
(О^/'-СМ) является активным подмногочленом многочлена Р(Е) вида 
(1.2) в точке (Рт,(х)), если существует число 8в£ [0, 1], такое 
что х (■։» 73, 8о) = X (*» 7’т/ (X)» 8о)-

Обозначим через А (т) множество тех индексов ։ (О 
для которых Ртнх) (Е) является активным подмногочленом многочлена 
Р(Е) в точке т и положим

А = и А (х).
(Ря,,(х))

Определение 7. Критическим числом 80(х) = о0(т, Р} много­
члена Р(Е) в точке (Р/по (м) назовем максимальное из чисел 
80£ [О, 1]| Для которых X (х, Р, 60)<1՜/ (х, Р, 8) для всех 8£ [0, 1].

Рассмотрим сначала многочлен от двух переменных.
При рассмотрении нерегулярных многочленов мы будем пред­

полагать, что многочлен Р (Е) удовлетворяет следующему условию.
Условие А(Х): для Х£Л существует постоянная С^>0 такая, 

что
1+|Р(Е)|> С У |/ат< (Л) (5)Ь УЕ€7?Л. (0.5)

•€А

В [15] показано, что если все главные грани х.м. $0? гипоэллиптичес- 
кого многочлена Р (Е) р-регулярны, за исключением одной главной 
(п — 1)-мерной грани ЭХ"՜1 с внешней нормалью Х° и

2 (Рж.(Ц.))П 2 (Рт,(х-)) птг? = 0, 
то многочлен Р (Е) удовлетворяет условию А (Х°).

Следующее предложение доказывается аналогично лемме б рабо­
ты [9].

Лемма 3. Пусть и = 2, ЭХ]1,՜1— единственная одномерная Р- 
нерегулярная грань х. м. ЭХ гипоэллиптического многочлена Р (Е). 
Пусть X» £ Л— внешняя нормаль грани ЭХ?՜1 и многочлен Р (?) удов­
летворяют условию А (Х°). Тогда существует постоянная С^>0 та­
кая, что
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(0.6)
где

Ai = min । 
(X.)»

80 (■։) —критическое число многочлена Р(с) в точке т.
Предложение 1. Пусть Жс7?։— вполне правильный много­

гранник и = Тогда существует вектор р£Л, являю­
щийся нормалью одномерной грани многогранника Ж, такой, что

Р1 == Рч Xj.

Доказательство. Если X является нормалью к одномерной 
грани, то можно положить р = Х. Пусть поэтому X является нормалью 
к нульмерной некоординатной грани Ж$ многогранника Ж. Положим 
X = Х/|Х|. Пусть грань Ж? получается пересечением граней Ж*. и Ж/ 
с нормалями Х°, X1 £ Л.

Пусть <р, <Р1 и <р2 — углы, которые составляют соответственно 
векторы X, Х° и X1 с координатной осью Оо^. Тогда, либо 
либо ф։<С’Р<Сф1 (строгое неравенство следует из того, что вектор , 
является нормалью к нульмерной грани).

В силу вполне правильности многогранника Ж

0 < min (<pv <р։) < max (?1։ <р2) < — •

It
Пусть, для определенности, 0 «р։ < — • Тогда

։
X°=(cos «р1։ sin <рх), X։=(cos?։, sin <ря), X = (cos«f, sin <р).

Положим Х° = Х*/со5 <р! = (1, ?]), х'= Х'/созф2 = (1,4>а), Х = X/
/совр = (1, 12?) = Х. Поскольку Х,> и Х£Л, то 12 9^1. Так как 
12 <Р։^> 12«Р > 1, то в качестве вектора р можно брать вектор л1. Этим 
предложение 1 доказано.

Основным результатом настоящей заметки является
Теорема 1. Если многочлен Р(?) с вполне правильным х. м. Ж 

регулярен, то

<Н П(Р) *= тах У Хл (0.7)
**(Ж> £1

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся некоторые 
вспомогательные результаты, которые будут получены в § 1. Дока­
зательство теоремы 1 будет приведено в § 2. В § 3 устанавливается 
формула для функциональной размерности пространств решений эл­
липтических операторов с переменными коэффициентами.
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§ 1. Некоторые свойства корней многочленов 
от многих переменных

Обозначим через 6 (о), а>0 множество непрерывных функций 
? (<)» ^€Р։> Для которых с некоторой постоянной С >0

С֊ЧФ<1<р(01<СИ’. М>2.
Пусть

5(ЕХ, У = 3 Ь2. (1-1)
/-։

где <р/ (/) £ Ь (&{), а/2 - целые неотрицательные числа (/=1,- • •, к), 
так что В (Ех, Е։) многочлен от Е։.

Определение 3'. Характеристическим многогранником (х. м.) 
ЗК = ЗК (В) для функции вида (1.1) назовем наименьший выпуклый 
многогранник в Р։, содержащий все точки {(а/, а^)}, / = !,•••, к.

Следующее предложение доказывается аналогично лемме 2 рабо­
ты [9] с применением предложения 1.

Лемма 4. Пусть х. м. функций В (Ех, Е։) вида (1.1) вполне пра­
вилен, к£Л(В), 1х>Х։ = 1. Тогда для любого числа Ех>2 суще­
ствуют (вообще говоря комплексное) число Е։ (Ех) и постоянная С>0 
такие, что В (Ех, Е։ (Е1)) = 0,

|Ш<С(^ + 1), Ех>2. (1.2)

Лемма 5. Пусть п = 2, Р(Е)— гипоэллиптический многочлен 
с вполне правильным х. м. ЯК, X—нормаль к некоторой одномер­
ной некоординатной грани х. м. ЭК. Пусть 30 (т°), как и выше, 
критическое число многочлена Р (Е) в точке х0 € 2(Р т.(л)), тогда 
для любого числа Ех >1 существуют (вообще говоря комплексное) 
число Е։ = Е։ (Ех) и постоянная С^>0 такие, что Р (Ер Е։ (Ех)) = 0 и 
для всех Ех > 1

11га Е։ (ЕЛ < С ($•• <*> 4-1), если т® =р 0, (1.3)

И« (^1) I-С С (Е!*^1*՛ (‘*)4-1), если г? =£ 0. (1.4)

Доказательство. Поскольку всякий Х-однородный многочлен 
аХ-однороден для любого числа а 0, то не умаляя общности можно 
считать, что Х1 = 1.

Представим Х-однородные многочлены РОТ/(Х) (Е) (г = 0,-• М) в 
виде

Рячм(Е) = Е9ХиЮ,

где Р4/(Х) (Е)—Х-однородный многочлен, Рх;(х> (Е) =/=0 при Е£ Р։\Р<в\ 
«¥=0; Аг/(Х)=т/(Х) — (X, р'). Из этого представления и из леммы 1 
для многочленов Р*, (х> (Е) имеем

Рт( (X) (?) = (Х) (5) П (е«А. _ х (,) (ч.

’е։(Рт|п^°)
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Пусть сначала 1) =/= 0. Рассмотрим следующие два возможных под­
случая 1.1) т® ф 0, 1.2) = 0.

В случае 1.1), производя следующую замену переменных: £}/х*
т;։ == 5*Л|— х (т) Е։, приходим к многочлену

<2011. ъ)=Р<Ыл), Мъ. ^)) = 2 2 1.4' =
I ш0 1а| — пц (Х>

М М
= 2 <2-4 01) =2 <2«, ОН'™’ 

/=0 /=0

<2° Ы= (5 м)₽‘ (X) («(Ч)) ,о п ,0> (В}А։ ы-*(’) е։ (1))։<м.
‘ "6£ <֊рт{

Покажем, что вектор р=(1, % ('с°)) является внешней нормалью 
к некоторой одномерной некоординатной грани х. м. 50? ((2). Пусть 
номер /։ 0<_/<АГ определяется из условия Рп^\) ('с°)=^0, Рт, (Х)(՝°)=0 
при I < у (существование такого номера следует из гипоэллиптично­
сти многочлена Р (;) (см. [14], теорему 1), а номер г0 /— из уело- 
вия т,< (X) = т/,(Х) —//,(т°) + 80 (т°)//։ (т°) (существование такого но­
мера следует из определения критического числа и гипоэллиптичности 
многочлена Р(£)). Поскольку по предположению то

Отсюда немедленно следует, что после замены переменных в много­
члене Р (?), для многочлена <2 (?))

Ч* (ч). Ч„ <*) Т<ш/« 0) ¥= 0. (

С другой стороны, поскольку т/(Х) — Ц (т°) -|-80 (х°) Ц (т°) ^Х (х°, Р 
80 (**)). ֊ 1ч И + §0 (х°) М*0)) = ту (X) = X (г®, Р, 80 (т°)), то полу,
чаем, что вектор [* = (1, 80 (т0)) является внешней "нормалью к неко­
торой одномерной некоординатной (//„ (х°) =/= 0) грани х. м. ((2), про­
ходящей через точки

(т/.(Х)-6.(тО),Л։(гО)), (т/(X), 0).

Тогда многочлен (2(ч1) можно представить в виде

<2 (•>]) = 2 7« 7)* + 2 1«
«)-х (*. Я М^>) (р՛. «Ха (л р. ։«

Теперь в силу леммы 2 работы [9] получим, что для люэого 
711^-1 существуют число (т^) и постоянная Сх^>0, для которых 
<2 Оъ. V» (-П1)) = 0 и

1Мъ)1<С10Й’(т,, + 1) ¥Ъ>1.

откуда немедленно следует неравенство (1.4).
Случай 1.2) рассматривается аналогично случаю 1.1), если сдэ 

лать следующую замену переменных: т)х= т)։=«а. Случай П ('^О 
541—3
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рассматривается аналогично случаю I) заменой вектора р — (1, 80 С"’))’ 
вектором р7=(30(т°), 1), являющимся нормалью к одной одномерной 
некоординатной грани х.м. ЯК ((?). Лемма 5 доказана.

Переходим к общему случаю и >2.
Пусть Ж»'-координатная грань многогранника Ж. Обозначим 

через а1,---, а?‘ все мультииндексы из Ж,,*. Поскольку грань Ж/, 
координатная, то для некоторых номеров у: 1-Су-С п, а' = 0, /=!,••• 
• ••, Ло. В дальнейшем для определенности будем считать, что

л; л;
2 «'=^0 у=1, --, тп; £ а)=0; у = ш + 1,-• и (т <п— 1).
1-1 <-1

Предложение 2. Если грань Ж£ является координатной 
гранью многогранника Ж, >—нормаль этой грани, то существует 
некоординатная грань Ж*,1 с нормалью р такая, что грань Ж£ яв­
ляется ее подгранью и ?,,=>•}, у — 1,• • •, т, Р/ > Ху, у = т -|- !,•••, п.

Доказательство. Пусть а1,• • •, ал‘—все мультииндексы грани 
Ж*'. Тогда (X, а,) = сопя! = </х,։ =1,-• Ло и «/ = 0; у'=т+1,- • •, п; 
г В силу выпуклости многогранника Ж имеем, что (X, а)<^

Л для любого мультииндекса а £ Ж, для которого аж 4 ։ 4՜ ■ • +«^0. 
Рассмотрим вектор р' = (Х։,-■ •, 7.т, {, 1т+з, В силу непре
рывности скалярного произведения (р7, а) и в силу того, что 
ЖхЖ?,,։/=0 следует существование мультииндекса «лг,+1£ Ж\Ж*,։ и 
числа /0>Хтц, для которых (р, а,/,+1 ) = а, и (р7, о)< <1-, л ля все 
мультииндексов а £ Ж.

Пусть для мультииндексов алг,+/,- • ■, а*''Г£Ж, (X, 
(р'>аЛ,+/) =4*, /=1,-- •, г. Очевидно, что а^'^О, /=1,- • г. Если грань 

Ж*.0, проходящая через точки а1,-• ал/,+։ ал',+։,. • ау,+г, является
‘о

некоординатной гранью, то предложение доказано. Если же грань 
Ж *• является координатной гранью многогранника Ж, то про- 

‘о
должая аналогичные рассуждения, через конечное число шагов 
« п — т — 1) получим грань Ж*' с нормалью р= (Х1, • • •, Хж, /0, • • •, {г, 
Хп+1+2,"*, Хл); (6 Хт+|+1, /=0,•••, /), которая будет некоординат­
ной гранью многогранника Ж.

Этим предложение 2 доказано.
Предложен иеЗ. Пусть многочлен Р (5) = У, 7. ? с вполне 

правильным х. м. Ж регулярен, X—нормаль к некоторой грани 
Ж* х .м. Ж. Пусть (X*]® являются нормалями многогранника Ж 

такие, что Н ֊► X, р, -» оо при з~* со. В* = р^,՜ =р^‘, г=1,- • •, п). 
Тогда для любого числа е, 0 е 1 существует постоянная 
С = С (в) > 0 такая, что
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|Р» Р (^\ удя
1 +|Р0'И/

—(1— ■) min X;

, з = 1, 2, (1.5>

если грань SR* — некоординатная и

-(‘-•Л “<о И/ /Л

'/-։

если грань SRf— координатная. Здесь вектор р=(|*1,-՛", Рл)— нор­
маль к некоторой некоординатной грани, отвечающий вектору X 
по предложению 2.

Доказательство. Пусть сначала ПК*—некоординатная грань. 
Не умаляя общности можно считать, что Х£Л. "В силу регулярности 
многочлена Р (5) при s -» °о имеем (см. [13]).

max (Xf , а)
(Р(^)| = Р*<₽> |Pffl,(U(t)| (1-f-o (1)),

где
т = lim ХЦХ = lira (EJ/J5՛*, Х|к>,-.-, 5J/R'’» 4х՞) J-* ж> J -* —

х€^п’ ^пЩХ) (х) =/= 0.

Отсюда следует, что для любого числа в, 0<8*\1 существует 
постоянная Сг (в) > 0, для которой

1 + |Р(Н1>С1(е)рт.։м-^|р/В։(К) (,)|։ 3=1,2,.... (1.6)
։

Пусть теперь ч — произвольный мультииндекс (М=/=0, 0<^е<^1), Лег­
ко видеть, что для некоторой постоянной С։(в)^>0

„ (1-1/2)14

Р’ Р (?)| р (Н11’՝ < с, (8) Р’ Р (!=֊’)| 5] |е;| <

я <!֊>/») М
<с, Ю 32 |т.| |(։։)—। £ 19 ' •

I « »<« -1/-1

Так как мономы последнего выражения имеют вид
п (1-1^) 14
219-..........19‘'"л х> —■

то отсюда получим для некоторой постоянной С։(е)^>0

ID’ Р (£')| |5 (^)|MU - •/») < С, (в) 2 2 V KJ«.-’«... х
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_ , 111 - I*1
хи;|' ' *' •••|sfr— = Q։,S S.X

(> -Хх\։ - 2ZJ 1 М
V / 

/-։
Поскольку по предположению к£Л, М— (к, ч) •< О, к* —»к при 

з —► ос, то отсюда следует существование постоянной Са(е)>0 такой, 
что

|£>’ Р (Е')| |5 (Е*)|1’1 (>-•/։> q (в) р«.(Х)+./։, s = l, 2,.... (1.7)

Из неравенств (1.6) и (1.7) имеем для некоторой постоянной С։ (е)^>0

Случай, когда грань 2R*—координатная, рассматривается аналогично 
с надлежащими модификациями. Предложение 3 доказано.

Предложение 4. Пусть многочлен Р (?) с вполне правиль­
ным х. м. 2R регулярен. Пусть С* £ Сп, Р(С’)=О, з=1, 2,•••, 
|ReCJ|-»-oo. Тогда для любого числа в, 0<^в<1 существуют нату­
ральное число к (в), постоянная С (в) и векторы k> £ Л (SR), /=1, • • • 

к (в), такие, что последовательность {С*}” можно разбить на 
подпоследовательности {£*■■'}“, }=!,•••, к (в) так, чтобы для всех 
j = l,---, к (в) выполнялось неравенство

1 + (Im О Л к'| > С (в) (Re С*» ', к>|, s = 1, 2, • • •. (1.8)
Доказательство. Пусть 0<в<^1, тогда из вполне правиль­

ности многогранника 2R, очевидно, следует существование в/4-сети 
(к1,---, k*W), M^A(SR), у = 1,..., к (в), множества Л (SR). Докажем, 
что влементы в/4-сети |V)*W удовлетворяют условиям предложиния 4. 
Пусть, наоборот, существует подпоследовательность {С1*0}“ последова­
тельности {С3}” такая, что при з—»со

|Im С'՛0, V|/|Re'*•<>, k-f- -0, j = 1,- • -, к (в). (1.9}

Рассмотрим следующие два возможных взаимноисключающих 
случая: I) существует подпоследовательность [С5՛՛ °) последовательно­
сти )£*••) такая, что при s—► оо для всех i = !,•••, n, |Re Cf-°| — со, 
II) существуют номер г0, 1 -С /0 -С и и постоянная о О такие, что

|Re асо, s = l, 2, * • •.

Рассмотрим случай I). Очевидно, не умаляя общности, можно 
считать, что Ре С/' °>0, 1 = 1,..., п; з = 1, 2,- •

Для простоты записи обозначим подпоследовательность {С*че­
рез {С1՝}. Положим

1о? (Ре С() 
к/= - ----------------, г = 1, .. .։П>

]/ 2 [1оя(РеС')Г
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/»
Рз=ехр у V Цоя (Ее С')]1 ’

тогда Ее ?=£**, 5 = 1, 2,•••. Так как для всех 5 = 1, 2,•••, векторы 
Хл находятся на единичной сфере, то у последовательности {ХЛ} есть 
предельная точка X“ и за счет, быть может, взятия подпоследователь­
ности, можно считать, что ХЛ —»X” при з —♦ оо. Из выпуклости х. м. 
Ж следует, что X“ является внешней нормалью к одной и только од­
ной грани х. м. Ж.

Рассмотрим следующие два возможных подслучая: 1.а) X** являет­
ся нормалью к некоординатной грани х. м. Ж, !.а) X“ является нор­
малью к координатной грани х. м. Ж. По вектору X" представим мно­
гочлен Р (?) в виде

Л (Xе) Л (Xе)
/>(?)= 3 А.у(?) = 2 2 Та?.«.

/ = 0 у-о (Xе,«)—ту

В силу регулярности многочлена Р (?) имеем (см. [13]), что су­
ществует постоянная С\ (в)^>0, для которой

1 + |Р (Ее (?)| > С, (а) р?-<*’)֊* |Рт. (г)|,
где

Т = 1нп Ее СЛ/[Ее!?, ХТ“, (х) 0.

Из предложения 3 и леммы 2 получим, что для некоторых по­
стоянных С։(е)2>0, С։(։)^>0 и для всех 5 = 1, 2--՛

1 + Мт <?, > </ (Ее СЛ) > С։ (в) А (Ее (?) > С, (е) [Ее <?, р|։ —/», (1.10)
где р = Х“/(ппп Ху)^А. Поскольку множество [X1,Х*Ю] является 

1</<л
е/4-сетью множества А, то из (1.10) получим для некоторой постоян­
ной С» (е) > 0 и некоторого вектора Х>, 1 у <2 к (в)

1+ Цш С, Х^> С4 (В) [Ее С, Х^1-, 3=1, 2,-• -.

Это противоречит (1,9).
Рассмотрим случай 1.6). Пусть Xю является нормалью к коорди­

натной грани Ж*°. В силу предложения 2 существует некординатная 
грань Ж*; х. м. Ж с нормалью р', для которой грань Ж*’ является 
подгранью и р) = Х“, У = 1,-• •, т; р}>Х“, у = т+!,-••, п. Положим 
Р=р7(ппп ру) £ А. В силу предложения 3 существуют постоянные 

С։ (в)>0, С։(е)>0 такие, что для всех з = 1, 2, •••
1 + Цш?, р]>£/(Ее?)>С5(в)Л(Ее?)>С։(в)|Ее?, рЦ1-/». (1.1Р

Поскольку множество {X1,•••, X*И} является в/4-сетью множества 
Л, то из (1.11) получим для некоторой постоянной С, (в) 0 и неко
торого вектора Х>, 1-^у •< £ (е)

1-Н1ш?, Х4>С,(е)[Ее ?, Х/|>-, з=1, 2, •
Это противоречит (1.9).
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Рассмотрим случай II). Пусть, для определенности, в этом слу­
чае |Re СИ-«». 1 = 1» r<n; |Re 4| < const < со, i=r + l, •••,/։. 
Положим

v l°g (Re 4) r
1/ £ [log (Re 4)]’ 
r j-i

р, = ехр|/£ [1ог(Ре4)]։, 5 = 1, 2,

Рассмотрим векторы (!։,•••, 1/» 0,•••» 0), 5 = 1, 2, •••, кото 
рые находятся на единичной сфере и следовательно у этой последо­
вательности есть предельная точка 1“. За счет взятия подпоследова­
тельности можно считать, что V — 1°° при 5 —

Из выпуклости х. м. Ей следует, что Хш является внешней (от­
носительно Ей) нормалью к одной и только одной грани Ей^ х. м. Ей. 
Проводя аналогичные рассуждения, как при рассмотрении случая 1.6), 
из предложений 2 и 3 получим существование постоянных Са (в) О, 
С, (в)^>0 и вектора р£Л таких, что для всех 5 = 1, 2,---

1 + 11т С*, Н > О' (Ре С‘) > С, (в) А (Ре •?) > С։ (в) |Ре С*, 141֊*п.
Поскольку множество (Л.*,•■•,!*<•>) является е/4-сетью множества А’ 
то отсюда получим для некоторой постоянной С10 (в) О и некоторо 
го вектора М, 1 <^у к (в)

1 4-|1шС*, Х'| > С10 (в) |Ре С*, Х'|*-, 5 = 1, 2,---.

Это првтиворечит (1.14) и доказывает предложение 4.
Пусть многочлен Р (?) = 5 7а $• с вполне правильным х. м. ре- а

гулярен. Положим М(Р) = (и(х); и (х) £ С (Ря); Р (£>) и (х) =0}. Обо­
значим через Г(р""'Рп) (/?„) множество функций С” (Р„) таких, что 
для любого компакта КсЯп существует постоянная С = С (К) такая, 
что для всех мультииндексов а £ 2 +

|О</ (х)| < СН+1 аР։ ух € К, Р = (рх,. .., Ря).

Если в Г(р" ■р") (Ря) ввести топологию, индуцированную топологией 
С (Ря), то пространство Жевре Г'՛1’ Рл’ (Ря) станет пространством 
Фреше.

ЛеммЬ 6. Если многочлен Р (?) с вполне правильным х. м. Ей 
регдлярен, то для любого числа в, 0 в < 1

*(•) , Л^(Р)с и1 Г'«1-) (Ря), •

где для данного числа в векторы )?(г = 1,..., к (в)) определяются 
как в предложении 4.



Размерность пространств решений 195

Доказательство. В силу теоремы 3.4. I работы [11] имеем' 
что Л (Р) является линейной оболочкой всех экспоненциальных реше­
ний дифференциального уравнения Р(£>) С! = 0. В силу предложения 4 
и теорем 4.4.1, 4.4.6 работы [11], каждое экспоненциальное решение 
уравнения Р(2))£/=0 принадлежит указанному в лемме множеству.

§ 2. Функциональная размерность пространства решении 
гнпоэллиптических уравнений с постоянными ковффицвевтамн

Пусть Е— линейное локально-выпуклое пространство, А — огра­
ниченное множество из Е, и — окрестность нуля, е 0 любое фикси­
рованное число. Через М (А, е Ц ) обозначим наибольшее из чисел т 
таких, что хх, •••, хт £А, х, — ху£еи, г=/=у\ /, у = !,•••, т. В [3] до- 
казано, что М(А, 2еи )-^ ТУ(Д, еи ) (определение числа 7У(/1, еЦ) 
см. во введении).

Доказательство теоремы 1. Пусть Х°£Л,

2к’= тса*х 2х'- • (2Л)

>-1 у-1

Для определенности предположим, что 1 = Х° < X® X’. Пус ть
х°Л>3, положим шх=[Л я] 4-1, где [а] —целая часть числа а. Пусть 

о < 1 — любое положительное число = (Х° — о)/Х“; / 2, • • •, п — 1; 
.0 0

Е„ принимает значения из множества Е={2, •••, <о1)
+ (£„)5л\ где |С/(5Я)]<1 — непрерывные функции, у = 2 •, и—1.
Легко видеть, что существуют непрерывные функции Су (Ея), у =2, • • • 
•••, и — 1, для которых Еу принимает значения {[Е^,Хл] + /у] при 5Я£Р, 
где /у = |1, 2, •••, [Ел'/З])» У = 2»֊֊։> п — В силу леммы 4 для любо.

о о |
го числа 5л>2, 5у= 5лу/Х* + Су({я) ?л7,у'=2,-•-,л—1 существуют(вооб- 
ще говоря комплексное) число £х = ?х(;я, Х°, С։, *։,•••, Ся-1, хя_։) и 
постоянная ж (5), для которых Р(5) = 0 и
|У = |5Х ('„, Х°, Ся, V,. • • •, Сл-1, уя_։)| < х (8) (В՝/՞ + 1) < 4 х (8)А = х, (8) А. 

хо.х°
Каждому набору (;2, •■-, Ея-ь Ея) (где 5у принимает значение ][£я; л]+ 
+ /у) у = 2, • • •, п — 1; £л£Р) сопоставим функцию

/ п \
‘ ( 2] ху Еу + х,?,(։,.X», С„ Ся_։, ’л-1) I 

£/(х)=е ,

которая является решением дифференциального уравнения Р(О) II =0. 
Количество таких наборов обозначим через «>, а таким образом полу­
ченные решения через £/х (х), • • •, 1)а (х). Легко видеть, что для не­
которых положительных постоянных х,(8), х։(8), х4(8)

Л—1

/1 Ч"-1 л՛ . “*2 нм-••[«"-։1 >«.(«) 24 >

4 2 7 Ея-։ ։я-։
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-.֊> 2 V ։ + 2?'
>*,(8) Ш“’ <^>*3 (В)“х >

2

х’/^/Х» х’+2\?֊(.-2).
/-։ /-։

>х«(8)А >х«(8)Л (2.2)

Пусть 7 — некоторое положительное число> для которого 7 1 це­
лое. Обозначим через А множество векторов а = (с^,•••, а»), где 
а/7~* = Л:/ — целые неотрицательные числа, Лу-^7՜1. Легко видеть, 
что чнсло таких векторов равно 7՜“. Каждому такому вектору мож-

01
но сопоставить функцию 1₽г(х)=^] а1 (х)> которая является реше- 

нием дифференциального уравнения Р(/))£/(х) =0. Число таких реше" 
ний равно 7՜“. Введем в Л'(Р) следующие полунормы:

У (О, х„ ■ • •, х„)Р </хя • • • <Ьсп
։/>£

7£(6/) = тах|£/(х)|, £=1, 2,--, 
цг|<£

с помощью которых можно в 7У(Р) задать топологию 

и=(£/(х); <?(£/) <1},

К£ = {£/(х); £/(х)С^(Р); <?, (£/)<!}, £ = 1,2,--.

Пусть а и Ь — два различных вектора из А, тогда легко видеть, что 

(.4Х)^>Т. (2.3)

Если £ — фиксированное число, то для любого вектора а^А 

2а^НС“>еХ‘(8,Л£Иг. (2.4)
1—1

Из соотношений (2.3) и (2.4) получим, что

Л/(<ое։։(ЧА£ И£, 7 и ) > 7՜“. (2.5)
Пусть в'>0, £ —натуральное число. Выберем число Л>3 так, 

чтобы

Поскольку при в -► 0 7֊»0, то существует число е0>0 такое 
что при 0 < е < е0
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Отсюда получим, что

log log N (s' Ид, ։ U

/J_\-
1 = [ 2еш J >\е։/3/

/ 2е \>loglogAf( Vl, — U )>loglog7_<°>logu։ + loglogl/e—log3>

А* + 2 (X? - S) \ log h 4֊ log log 1/b - log (3 xa (®)) = 
\ У-2 /

= 2 X® log log 1/e — (П — 2) 8 log log 1/։ — 
/-։

֊ ( 3(4 - 8) + 4) log (2 X, (8) L) - log (3 x4 (8)).

Тогда

lim
•-o+

log log TV (e7 Ид,еЦ) 
log log (1/e)

> SX?-(n-2)8. 
/=։

Так как {е'Ид] является базой в N (Р), то

rf/7V(P)>2X“-(n-2)8.
J=i

Откуда в силу произвольности числа 8 0 имеем

»

J-1
(2.6)

Пусть а £ (Р) такое, что |а| — max |?| и а является вершиной х. м.
₽е (Р)

DX. Пусть 0 < = ау—1, если ау =/= 0 и ^=0, если ау=0, 1</<п. 
Пусть для| определенности =/=0 /“!,•••, г, а?. =0, у=г4֊1,- • -, п. 
Обозначим через Т оператор, отображакици й N (Р) ъ декартово произ՜ 
ведение классов Жеврея Г1р>(Ра-1).

T--U-. [ f/[(0, х„. • Ха),- • -,^։ £7(0, х„. • • хя);- - •

I 0X1

д^г 1
•••» £7(х1։-• Хг-1, 0, Хг+։,-• -Ха),-• -, — £/(хх,-• Хг-1, 0, Хг+Г • -ХаН .

OXrr J

Тогда для любой функции U(x)£N (Р) в силу леммы б
А («) a .

TU(x)ti) и гх /и-’(/г.֊1),
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где ХЛ' = (Х(,-1/_։, X'). В силу теоремы Хольмгрена, су
ществует обратный оператор Т 1 и является гомоморфизмом. Исполь­
зуя это, получим

dfN(P) max d] /(l ° (Рл-1). 
Л ։

Теперь, в силу леммы 5 работы [7] получим, что для любого числа в 
0<«<1

, df N(Р) < max 2 X/' 7(1 —•) + 1 -С 
։՝1 г-\

г и
п п

< max У Х^/(1 — e)<max V Хг/(1 —в).

Из-за праизвольности в отсюда получаем
Л 

df N(Р) < max У Ху.
>еА /=1

Это вместе с оценкой (2.6) доказывает формулу (0.7).
Теорема 1 доказана.
Теорема 2. Пусть п = 2, А՛, — единстзенная одномерная 

(п— 1)-мерная) Р-нерегулярная грань х. м. А гипоэллиптического 
многочлена Р(?). Пусть Х°£Л— внешняя норлгаль грани А՛,, и мно­
гочлен Р(£) удовлетворяет условию А (Х°). Тогда

dfN(P) = 1 + 1/g, (2.7)
где

. ] , МФ-S . МФ? Ig = m:n( min —--------». min ——,
I().•)) X? ■=€s (рт. (>.•)) X® J 

:,*0 -։,t0

M*)—критическое число многочлена P(?) в точке
Доказательство. Проводя аналогичные рассуждения, как 

при доказательстве первой части теоремы 1, используя лемму 5, по­
лучим, что

' , . <//JV(P)>l-|-l/?. (2.8)
В силу теоремы 4.4.1 работы [11] и леммы 3 получаем, что для лю­
бого (/(x)£/V(P), Р, и компакта Р’сР», существует постоянная 
С такая, что

К Г, О>'(/(хКсУ у = 0, 1,...; х^К.

Отсюда в силу теоремы 4.4.6 работы [11] имеем, что

' * ՛ (-'-Ч
лчРЭсГ' ‘ (Р։).

Теперь, проводя аналогичные рассуждения, как при доказательстве 
второй части теоремы 1, получим, что
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(Р) <1 4֊ 1/#. (2.9)4
Оценки (2.8) и (2.9) вместе доказывают справедливость формулы
2.7). Теорема 2 доказана.

§ 3. Функциональная размерность пространства, решений 
эллиптического уравнения с переменными коэффициентами 

I * *
Пусть Ь > 0, обозначим через В (Ь) множество .т-м^рных векто­

ров с компонентами вида кЬ, где к — натуральное число. Обозначим 
через £ линейную оболочку всех функций вида е‘<Х։ Е>_, где Е£2?(6)։ 
Пусть область содержит куб (х; х£Рт; /=!»•••» т|,
для некоторого числа 6>0. Через £(2) будет обозначено сужение 
множества Е на область £1. Тогда имеет место следующая

Теорема 3. Если в Е(£) введена топология, индуцированная 
из С(2), то Л/Е(2) = т + 1.

Доказательство. Неравенство <//£(2)^т + 1 следует из 
леммы 5 работы [7] и из того, что £(2) сГ°'՜։) (2). Для доказа­
тельства того, что <1/Е№)>т + 1 достаточно в Е(0) ввести сле­
дующие нормы:

</։(£/) = шах |£/(ж)| 

и провести аналогичные рассуждения, как при доказательстве первой 
части теоремы 1.

Пусть Р(х, £>)= У > (х)£>*— линейный дифференциальный опе- |«|<т 4
ратор с аналитическими в 2, = (х, х£Р„, |х|<в) коэффициентами. 
Пусть многочлен Р(х, Е) эллиптичен в 2,, тогда о)(0)^0.
Поэтому, подходящим образом выбирая число X > 0, можно считать, 
что оператор Р(х, 0) имеет вид ,

Р(х, £>)=£>?+ 2 Т.(х)2Г.
1«|< т 
«1<<П

Положим ЛГ(Р,2.)={0(х); £/(х)£С(2,), Р(х, 0)17=0].
Теорема 4. Если в 17 (Р, 2,) введена топология, индуциро­

ванная из С(2.), то 4/17{Р, 2, ) = п.
Доказательств о. Обозначим через 2, = 2, П (х; х£Рп, х1=0), 

а через Е линейную оболочку множества функций вида ։е,<ж,Е >, где՜ 
х' = [х։,• • •, хп), 5/=(?։,՛--, 5„)£2?(5), число 6^>0 выбрано так, что 
бы куб (х՜; х'^£п_1, |ху|^к6; у = 2,---, п) принадлёжал 2,. Пусть 
<? (х') £Е, ф (х) = е1х‘ <Р (х')< Рассмотрим следующую задачу Коши:

и(х) = - (Р(х, £>) - £>Г) г/(х), 
о{(и֊ ф)|,,-о = О, ;=о,1,-.., т-1.



200 В. Н. Маркарян

Так как ? (х’) (Т0 ”" 0 (20, то в силу определения функций Ф (х) 
из теоремы 5.1.1 работы [11] и теоремы 3 имеем, что

dfN(P,Q.)>dfE(Q՚^) = n — l+l=n. (3.1)

В силу теоремы 7.5.1 работы [11] имеем, что для любого 

а.)
[ и (0. *-) /- (/(о. х-).- и<0. =фг°-•••• "(аз.
( дхг ох\ I

Отсюда, в силу теоремы Хольмгрена, получим

4/1Ч(Р, 2.)<<//Г։1։' "1) 2 3 4 5 6(20-
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Теперь используя лемму 5 работы [7], получаем

dfN(P, Й.) < dt Г“՛ "՛ *’ (2< п - 1 4֊ 1 = п. (3.2)

Соотношения (3.1) и (3.2) вместе доказывают теорему.
Замечание. Аналогичными рассуждениями можно показать, что 

если А— пространство решений формально гипоэллиптического в 2 
оператора (см. [17], [18]) Р (х, О) с аналитическими в 2 коэффициен­
тами, то
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Վ. Ն. ՄԱՐԳԱՐՏԱՆ. Որոշ ղասի հիպոէփպտիկ հավասարումների Լուծումների տարածու­
թյան ֆունկցիոնալ շավւը (ամփոփում)

Այս աշխատանքում տրված է որոշ դասի հաստատուն գործակիցներով հիպոկլիսլտիկ հա­
վասարումների լուծումների տարածության ֆունկցիոնալ չափի *ւչհբՒտ բանաձև: Փ ոփոխական 
գործակիցներով հավասարումների համար, մասնավորապես, ապացուցված է, որ

Ժք N ԼԲ (X, Թ)) -Ո, եթե Բ (X, /3) ֊ն էլիպտիկ դիֆերենցիալ օպերատոր էւ

V. N. MARKARIAN. Functional dimension of the space of solutions 
of some classes hgpoelliptlc equations (summary)

The paper gives an exact formula for functional dimension for spaces of so­
lutions of some classes of hypoelliptic equations with constant coefficients. In particu­
lar, for the equations with variable coefficients df N (P (x, D)) = n if P (x, D) is an 
elliptic differential operator.
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УДК 517.984

T. Н. АРУТЮНЯН

О СПЕКТРЕ ОДНОГО КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

0°. В работе выделен класс дифференциальных операторов, дей­
ствующих в пространстве вектор-функций, для которого указаны ус­
ловия существенной самосопряженности, дискретности спектра, изу­
чено асимптотическое распределение дискретного спектра. Весьма важ­
ным, по мнению автора, является то обстоятельство, что асимптотика 
функции JV( — X, X) — числа собственных значений изучаемого операто­
ра, лежащих в интервале (—X, X) — есть реализация следующей асимп 
тотической формулы: при X —* со

А(-Х, X) ~ (2к)-" 2 mes ( (х, s): Xj(х, s) < Х«|, (1)
*

где Х*(х,  s) — собственные значения символа дифференциального вы­
ражения, порождающего наш оператор

При построении этих операторов и изучении их спектральных 
свойств существенную роль играют некоторые матрицы, являющиеся 
обобщением известных матриц Паули и Дирака. А именно, рассмот 
рим множество ур квадратных числовых матриц порядка р, элементы 
А/, которого удовлетворяют условиям

Ak-Aj = — Aj-At, (0.1)
Ak = (E = E^>) — единичная матрица порядка p), ( 0.2

Ak = Ak, (самосопряженность). (0.3)
В работе [1] доказано, что это множество содержит ровно 

S=S(p) = 2q + 1 элементов (матриц), где натуральное число р за­
писано в виде р = 2’т, r = l (mod 2), т. е. г — нечетное число. В 
частности, доказано, что 5(p) = S f | -|-2 и что при нечетном р 

множество 7, состоит из одного элемента (единичной матрицы). В. 
дальнейшем, если не оговорено противное, у нас р — четное число. 
Относительно структуры этих матриц доказано следующее утверж­
дение: если через Аг и А3 обозначить матрицы
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то остальные матрицы множества определяются из рекуррентного 
соотношения

/ . (|)\
Д,+։= Р “М'2 Ь / = — (0.5)

• о /
(“)

где А’%. 
з

Заметим, что при р = 2 множество состоит из трех матриц

известных под названием матриц Паули.
При р = 4 их пять, это известные матрицы Дирака, которые 

легко построить по формулам (0.4) и (0.5), исходя из матриц Паули 
(которые, в свою очередь, строятся также, но исходя из „одномер­
ной“ матрицы 1).

Из (0.1) — (0.5) легко получить еще несколько простых, но важ­
ных для нашего изложения, свойств матриц Ас.

зрАк = 0 уАк^р, (0.7)

/ s \ -j- f S
det 1кАк =(-1) 2 Ш , ^R1, (0.8)

I. J 
s 

Собственные значения матрицы V Ак равны 
4=1

\4-i J \4-i J
s 2 ( s \
2$4Д* =*p 2^ , (0.9)
4=1 \4=1 J

где sp — след матрицы, а под нормой |Л| матрицы Д = (aij) понимаем 
абсолютную норму, т. е.

1°. Рассмотрим дифференциальный оператор, порожденный в 
гильбертовом пространстве р-компонентных вектор-функций (Я'ЧО’) 
системой дифференциальных выражений

t(x, D) = 2 а«(х)£>։, 
|«|<Л1

где а = (а1։ а։, ■ • •, а„) — мультииндекс,

о֊=а_аАУ‘...

(1.1)

'1
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а матрицы а« (х) имеют вид
л

а։ (*) = 2 а*‘ (*) (1*2)
*—1

где, в свою очередь, а,к (х) — скалярные функции, а Л*  6 Ъ- 
Заметив, что выражение (1-1) можно записать в виде

5 / \<(х, £) = £ ( 2 а.к(ж}В\Ак (1.3)
*-։ '

и обозначив через
/*(х, £>)= 2 а«*(х)/)։ (1.4)

1«| <Я»
скалярные дифференциальные выражения, участвующие в представле­
нии (1.3), запишем (1.1) в виде

։ $
(х, £>)= 2/*(х, В՝) Ак. (1.5)

*=1

Операторы с постоянными коэффициентами вида 
(5-1 \
2 Л* Ви 
к—1 /

были впервые рассмотрены в работе [1], где они были названы опе­
раторами /)-типа, видимо потому, что при т = 1, р=4 и определен­
ном выборе коэффициентов р«*  получается известный оператор Дира­
ка. В [1] были изучены некоторые качественные вопросы спектра опе­
раторов /3-типа четного порядка с постоянными коэффициентами в 
определенного вида областях.

Через То обозначим оператор, порожденный выражением (1.1) на 
С» (R"; О’), а через Т—его замыкание в (R"; О); т. е. минималь­
ный оператор. Обозначим через I (х, з) = 2 аа(х) за символ выраже- 

/«!<«•
ния (1.1), через 1т (х, з)== а« (х) з*  — главный символ, а через

5
<0(х, з) =/0(-х) = 2 Оо*(х)  Л* —символ члена без производной или так 

к-0
называемый „потенциал*.

Основными результатами нашей работы являются утверждения:
а) при определенных условиях на коэффициенты оператор Т са­

мосопряжен, имеет чисто дискретный спектр и для числа/У [(—X, X), 7] 
собственных значений оператора Т, лежащих в интервале (—X, X), 
имеет место асимптотическая формула

АЧ(֊Х, X), Г>р(Х)(1+ о(1)), X-со, (1.6)
где

Р (, ) = шез I(х> : *)1։ + к («)1’< *’1 > (1-7)
(2 л) 1 р )

тез [Л)—мера Лебега множества Л.
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в) Если оператор Т порождается выражением

*(х, Я)=2Цх, О)Ак, 
*=։

то при тех же условиях

ММ, Л = ЛГ[(-),0), 7’]=-у р(Х)(1 4-о(1)), X — ос; (1.8)

с) в лемме 5.1 указано условие на функцию Грина (ядро резоль­
венты) оператора Т, при котором имет место асимптотическая фор­
мула

ЛЛ[(О, X), Т]~/У[(-Х, 0), Г]~^-о(Х), X- со, (1.9)

где
’(М=^7.тез{(х, з):—|«(х, *)|«<Х ։) , (1.10)

* Среда работ, в которых получены асимптотические формулы для функции 
ТУ (X), учитывающие влияние не только главного члена и потенциала, отметим, как 
наиболее важные на наш взгляд, работы А. Г. Костюченко (7] и М. Г. Гасымова [8]. 
Более подробно эти вопросы освещены в обзоре М. Ш. Бирмана и М. 3. Соломя- 
ка [9]. 
514-4

(2«) I р 1
учитывающая, как видно из вида о (X), влияние всех членов выраже­
ния (1.1), в отличие от предыдущего случая, где учитывается влия­
ние толького главного члена и потенциала а остальная часть
(как будет видно из условия (4.7)) считается „подчиненной“. Из (0.9), 
(0.10) и (1.5) следует, что

— |<(х, з)|։“Х*(х,  з), к = 1, р, 
Р

где Х^(х, з) — собственные значения полного символа ((х, з), а 
р՜’ (к« (х, з)|*  4- |/0 (х)|։) есть квадрат собственных значений „главной“ 
части (х, з) 4՜ ^(х, з), т. е., после этого замечания, асимптотиче­
ские формулы (1.6) и (1.9) имеют вид (1), приведенный во введении.

2’. В этом пункте докажем леммы, вытекающие непосредственно 
из вида дифференциального выражения (1.5), порождающего наши опе­
раторы.

Наряду с оператором Т рассмотрим минимальный оператор Т, 
порожденный выражением

*(х, Я) = 2 /*(х,  О)Ак-1к,(х, О)Ак„ 
к-1 

к+к.
т. е. таким же как Цх, О), но в котором знак одного (произвольно­
го) из скалярных выражений 1к (х, Я) заменен на противоположный.

Лемма 2. 1. Оператор Т унитарно эквивалентен оператору 
— Т.
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Унитарная эквивалентность устанавливается равенством (очевид­
но, что Ак—унитарные матрицы)

Т=Ак,{- Т)Ак,.
В самом деле, легко видеть, что если и (7’)» то Ак„ и (Т) и, на­

оборот, если и£1)(Т), то Ак.и^ОСГ), т. е.

Ак.О(Т) с £>(Л с Ак.О{Т),
т. е. Д (Г) = Л*,£>(7 ’). Пусть теперь и ££>( Г), тогда, используя свой 
ства матриц Ак, получаем

ГАк„и = ( 1кАк — 1л.Ак,) Ак,и —
\4г*.  '

= — Ак, ( 2 1к Ак + 1к, Ак,) и = — >4*.  7՜и.
\к~֊к, /

Лемма доказана.
Следствие 1. Если >• есть точка спектра оператора Т

т<ц — >. есть точка спектра оператора Т.
Следствие 2. Если в (1.5) хотя бы одно из выражений 

6—1
1к(х, £)) = 0, т. е. Т порожден выражением 1(х, /)) = У 1кАк, то 

*=■1
спектр оператора Т симметричен относительно начала коорди­
нат.

Следствие 1 очевидно, следствие 2 — также, поскольку в этом 
случае Т= Т.

3°. В этом пункте приводятся некоторые достаточные условия 
самосопряженности и дискретности спектра минимального оператора 
Т. В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты а«*(х) — 
действительнозначные функции, а,к (х) = а,к (х), и что Т—симметри­
ческий эллиптический оператор. Условие эллиптичности оператора Т 
записывается следующим образом (см. (0.8)):

при з =/= 0, 
где мы обозначили с*  = £*(х,  з) = У а<*(х)з ’. Очевидно, что это 

условие эквивалентно условию
6 з
Е ( 2 а«* (х) ар* (х) з’1Л =/= 0, з 0. (3.1)
*-1 *=1 ' |«|-|Р|-т /

Следующая лемма, которая не используется в дальнейшем, имеет са­
мостоятельный интерес.
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Лемма 3.1. Если симметрический оператор Т порожден выра- 
S- ։

жением вида t (х, (х, D) At, то индексы дефекта опера-
Ь=1

тора Т равны между собой
Для доказательства леммы достаточно заметить, что матрица 

А^, не участвующая в выражении t (х, D), устанавливает взаимно 
однозначное унитарное соответствие между дефектными подпростран­
ствами оператора Т, сохраняющее размерность. В самом деле, обоз­
начим через 3R дефектные подпространства оператора Г, и пусть 

т. е. (о, ( Г — iE)g)=Q Ng£D(T). Тогда для и = Аь,и имеем 
(и. (Т+ iE)f) = (Д^, (T+iE)f) = (v, А^(Т+тЕ)/).------(v, ( Т-
— iE) Ak,f) = 0, поскольку здесь из /££>(Т) следует Д*»/^/)(Г).  Та­
ким образом, Akjflti с SR_/. Совершенно аналогично получаем, что 
2R-/с Д* ։2К/, т. е. — Лд,2Х/. Если теперь t?l։ «։»•••> (m -С со) 
образуют ортонормированный базис 2R/, то Д*,^,  At,vt, Д^и*  
образуют ортонормированый базис SR-/, поскольку (Д* ои/, Д*,иу)  = 
= (vi, vj) в силу свойств (0.2) и (0.3). Лемма доказана.

Теорема 3.1. Пусть коэффициенты aat(x) £ С""+,а| (R"), и 
пусть существует положительная функция g (х) £ С1 (R՞), g(x) -♦со 
при |х| -♦ со, такая, что

|gradgm(x)|<Qm(x), x^R";
для любого М>1 существует постоянная С(М) такая, что при 
И<т։> 1 <‘։Г։ х։<Л/

^֊֊<С(М);

s _____
2 а?*  (х) < Сх/Л (х), |а| = 0, т;
*-։

2 [Z/ a«fc (х)]։ = о (gIm (х)), |х| -♦ со,

где |։] = 0, т, |0| = 1, |а], |?| = 1 при |а| = 0; 
$
2Й(х, s)> в [/•(*)(!  +ЮГ. 
*=։

где х, s£R", в = const ^>0. Тогда эллиптический оператор Т само­
сопряжен и имеет чисто дискретный спектр, точнее, его резоль­
вента вполне непрерывна.

Теорема 3.1 есть следствие теорем 2.2 и 3.2 работы [2], если 
взять в условиях этих теорем Л(х) = g(x), Рх(х) = |х| при |х[ > 1 и 
достаточно гладкой при fx| -С1 и если учесть, что коэффициенты на­
шего оператора имеют вид (1.2) (с соответствующим применением 
свойств (0.8) и (0.9) матриц At)-

4°. В этом пункте мы предполагаем самосоопряженность опера­
тора Т (не обязательно при условиях теоремы 3.1), не предполагая 



208 T. H. Арутюнян

при этом дискретности его спектра, ибо условия теоремы 4.1, при 
которых будет получена асимптотическая формула (1.6), уже доста­
точны для дискретности его спектра.

Рассмотрим квадрат Т1 самосопряженного оператора Т. Исполь­
зуя свойства матриц Л*,  получаем

Г’м = 3 а.(х)2>*(  £ ар(х)£)? а^ =
|«| <т \|Ц*т /

(5 \ / 5 \
2 а.*  (х) Ак I I £>'2 ар/ (х) Л/ £>’ а =
*-=։ / \ /-։ /

(ж \!$ \
2 а.*  (х) Л*  II 2 ар/(х) Л/ 1 О* 13 и + Рг (х, О)и +
*-> / \/-։ /

7 5 \ 7 5 \
«+֊ 2 I £ао*(х)  Л*  I 2 а0/(х) Л/ и =

|а| =(?/ -о \*=1 / \,'=։ /

= 2 ^2а«*(х)ар*(х)^££) ։+3и֊|-Р1(х,£))и-|- 

(S
2 Яок (х)

Дг==1
Ей = Р0(х, £>) и 4֊ Pt (х, D) и + Q(x) и,

где

Р0(х, D) = p0(x, D) E=
_|а| =|3/=m \Л—1

а«4 (х) ар* (х) D*+?

(s \
2 aok(x) j Е = q(x)E (ç (х) > 0),
*=о /

(4Л)

(4.2)

(4.3)

а Рх(х, О) — оператор порядка <^2/п—1, матрицы-коэффициенты ко­
торого обозначим через 6« (х), т. е. пусть

Px(x,D)= 2 b.(x)D\ 
|«|<2m-1 

Таким образом

Т* = (ро (х, D) + q (х)) Е+ Рх (х, D). (4.4)
Вводя соответствующие символы, потребуем выполнение условий 

р0(х, s) ограничен по X, (4.5)
Ро(х, s) >3/s|2m, (4.6)

2|Я —1«|
|6«(x)|<c«[ç(x)] 2m , 80>о, с. = const, (4՞7)

Ipo(x>s) — Ро(у> s)|<C|x—ÿ|T|sf'՞, 0<՝[<1, при |х—ÿ|<l. (4.8)

Остальные условия на функцию q (х) = 2 а2*(х):  
*-1

k(») — ç(ÿ)l <Pç*(ÿ)|x —ÿl, «<1 +;— » при |x—р|<1, (4.9) 
Z Л1
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V (х) < Cq (у) при |х — ÿ| < 1, 

g (х)-С Bi exp (с*  |х—y|g12m(ÿ)| при |х—р|>1,՜

с*  — постоянная, зависящая от р0(х, s),

при некотором I >,'0

(4.10)

(4.И)

(4.12)

еще через

Ф^==7^ГИ mes {з: р0(х, з) 
(2 *)  J

ч (х) < * 
у нас

e“r*(f)‘rfx = O(l)Je ,(4Г)/</х при всяком с>0 (t > 0). (4.13)

я" 
Обозначим 

Поскольку
(3 \ 3
2 Oak (х) Of к (х) I з“+(1= 2 (х, з) > 0,
1—1 / 1-1

где £*=2  а«1 (х) за, то из 
а| =т

<7(*)<Ро(х»  5) + д(х)<Х

следует, что
У тез {«: р0(х, з) 4֊ д(х) < X] с!х = тез ((х, з): р0 (х, я) + д(х)<Х}, 

<7 (Х)<1 

т. е.

ф(Х)=7֊т-Лтез ։(■*&»):  Ро(х, з) + <?(х) <,).}.
(2 к)

Заметив еще, что из свойства (0.9) матриц Д*  следуют равенства

Ро (х, з) = — к (х, з)|։, д (х) -= —1/0 (х)|։, 
р р

получаем
р(к)-=Ф(к’). (4.14)

Из результатов работ [3], [4] (где рассмотрены более общие, чем 
Т2, положительные операторы) следует, что при условиях (4.5)—(4.13) 

оператор Т2 имеет чисто дискретный спектр, а при дополнительном 
тауберовом условии

ХФ' (X) < а, Ф (X), оо>0 (4.15)

имеет место асимптотическая формула

^[(0, X), Г]~Ф(Х), Х-»оо.

Воспользовавшись теперь очевидным соотношением

М(-х, X), Л = ЛЧ(О, х«), И
м равенством {4.14) мы можем сформулировать утверждение.
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Теорема 4.1. При условиях (4.5) — (4.13), (4.15), спектр са­
мосопряженного оператора Т чисто дискретен и для функции 
Д/[(—X, X), 7] имеет место асимптотическая формула

М(֊Х,Х), Г)~р(Х), х-со.
В частности, если оператор Т порожден выражением вида

в-1
1{х, £) = £ /*(х,  Р)Л*.

4—1 
то

ЛГ[(—X, 0), 7] = Л^[(0, X), Т]~^-р(Х), Х^оо.

Вторая часть теоремы вытекает из следствия 2.2.
5°. Б этом пункте мы получим асимптотическую формулу (1.9). 

Пусть оператор Т самосопряжен и имеет 'чисто дискретный спектр 
Тогда известно, что между матрицей-функцией Грина (т. е. ядром ре­
зольвенты) С(х, Е, X) и функцией 7У(Х, Т) оператора Т имеет место 
соотношение

У зр С (X, X, г) Чх = т! £ ֊֊5֊ (5.1>

при тех п։, для которых интеграл слева сходится. Допустим, что та­
кое т существует. Здесь через зрЛ мы обозначаем след матрицы А, а

Аф, Т) = | Х>°
1֊/У[(Х, 0), Г], Х<0.

Через 8(х, Е, X) обозначим матрицу-функцию Грина оператора с 
„замороженными“ коэффициентами <(;, ОЛ), точнее, матричное реше­
ние уравнения

(*(£»  Ох) — > 8 (х, 5, Х) = о(х—?)•£, (5.2)

принадлежащее по переменной х, т. е.

•» Х)££.։(КЛ) по х, ։, / = 1, 2, --, р.

Определим функцию ? (X) на всей оси следующим образом: 

"р(Х)=— о (X) при Х>0 и нечетная, т. е. ?(—X) =—։р(Х) =

=—~°(Х). Пусть, кроме того, ® (X) удовлетворяет следующему

(тауберовому) условию: уС^>1 существуют константы 7 и АГ, т<^ 
<7<Л14֊1,ТУ>О такие, что для всех X, р, Р-1 > |н| >/V (X и р одно­
го знака)

?(Х) 
т(н)^ X Н/ (5.3)
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Лемма 5.1. Пусть при некотором нечетном т 
дт С 0п

ар—С(х, х, г) йх~ ар— у(х, х, х) с/х, 
Ох Л Ох

R" R"

при |х| — оо по некоторому недействительному лучу, 
функция ? ('•) удовлетворяет условию (5.3). Тогда

?/[()., 0), Г], Л([(0, к), Г]~ <р(/.) 
соответственно при — — со и к-» от.

(5.4)

и пусть

(5.5)

Для доказательства леммы нам достаточно установить равенство

[®Ру^^(х» х, г)<1х = т\ Г—■ (5.6)
О дг — х)т+։
пП _ ' *

поскольку тогда из (5.1) и (5.4) следует асимптотическое равенство

С <//У(к, Т) _ Г </у(к) ,
3 (к —х)""1՜1 3 (к—х)т+։ ’

откуда, воспользовавшись двусторонней тауберовой теоремой типа 
М. В. Келдыша, установленной Я. Т. Султанаевым в [5], получим

И Т)~֊<? (к) при к —♦ + оо,

т. е. утверждение нашей леммы.
Итак, перейдем к доказательству равенства (5.6). Применяя пря­

мое, а затем обратное преобразования Фурье к обеим сторонам урав­
нения (5.2), находим явный вид матрицы §{х, Е, х)

ё(х, 5, х) = -Мщх, 5)-х£)-։е։<д х-5>Л. (5.7)
(2՜) Л .С֊֊>

Используя свойства матриц Ак, находим матрицу

(3 \
%1к (х, з)А-хЕ)-։
4-1 ,/

5
2 /*(х,  з) Ак 4֊ гЕ

з)-х»
4-1

t (х, з) + хЕ

— |/ (х, з|։ — х’ 
Р

Для тп-ой производной матрицы получаем выражение

^т;(е (х, з) — х£) 1 
Ог

3
дт 2։ (х, *М4

<?г'П—|/(х, 3)1«-х’ 
р

д^_____г-Е
Ог А-Нх, з),«-х«

Поскольку зр Ак = 0 для любого Ак, то

։ф7-г(*( х> ։) —х£) 1 =р 
Ох

дт
д-т—\1(х, з)|»-х! 

Р

х (5.8)
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Вспоминая определение (1.10) функции (меры) о (к) из (5.7) и (5.8)
получаем

| sp g (х, X, z) dx =
i Oz

R"

z

— U(x, s)|։— z2 
P

dsdx =

Л(к). (5.9)

С другой стороны, поскольку mЦ-1 — четное число,

Г </<р(к) т!Г rfo(k) । ml f da (k) 
J(^-x)-+։= 2j(k-z)’+1+ 2J(k—z)m+։

—— _m 0

- m! f 1 L 1 1 . /n_ 1 _

2J (k + z)"+l+(k-z)m+։ ’ 2jöz"v z
• 0

k 4֊ z/ J öz к*—z? ,
о

Из (5.9) и (5.10) следует (5.6) и лемма доказана.
Условия на коэффициннты оператора Т, при которых имеет ме­

сто асимптотическое равенство (5.4), будут предметом отдельного ис­
следования. Заметим только, что в некоторых частных случах такие 
условия получены. Например, для операторов типа Дирака

Л м «S

£ = 24֊а+ 2 р4(х)д4, 
1 dx»

при п = 1, 2, 3 такие условия получены в работе автора [6]. Там же 
получены асимптотические формулы для функций N± (к, £,), которые 
являются частным случаем формулы (1.9). В самом деле, согласно 
(1.10) для оператора L получаем

7V[(0, k), I]~/V[(— к, 0), L]~ ? mesj(x, s): — |f(x, s)|f<k։l,
2(2՜) I p J

где

t(x, s)= 2з*Л А+ 2 Pk(.x)Ak
k=l k—Л+1

и соответственно

(
n s
2S*+  2 PkM ) =p(|s|5-|֊as(x)), 

А—л + l J
t. e.

(X, L) ~ rnes ((x, s): |s|2 + a2 (x) < k’J ==
ir)
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_£_у у(1.-ы._о.(х)ЬЛЛ_
R" R«

Заметив, что внутренний интеграл есть объем п-мерного шара радиуса 
рЛ—а*(х)]+ 2, окончательно получаем

7/±(Х, £.)---------------------------------  (рЛ-а«(х)]"'։ЛС. Х-оо,
2 (2 к)" Г (-֊-+1) 1 ՝ '

\ 2 / «/
Ил 

откуда при л = 1,2, 3 следует ранее полученные в [6] формулы для 
главного члена асимптотики функций 77^ (к, £).

Заметим также, что формула (1.6) пригодна для исследования 
асимптотики спектра скалярных дифференциальных операторов и, в 
частности, для полуограниченных операторов, т. е. для них верна теоре­
ма 4,1. Здесь надо только заметить, что единственной „матрицей" Ак 
является число 1 (см. пункт 0°), а функция —со), к)] при
больших К совпадает с функцией Л/[(—к, X] = Д/_(к) + IV+ (к). Напри­
мер, для самосопряженного полуограниченного оператора Шредингера 
с дискретным спектром

Р = — д + 9 (х)
по лу чается хорошо известная формула

лф, р)------—֊ ք (к-<7(х));/։^х, к->оо.
м’г(г+1)]

R՞

Здесь мы использовали то обстоятельство, что неравенства д։(х)<к 
и д(х)<к равносильны при д(х)^-0.

Замечание. Легко видеть, что все результаты настоящей ра­
боты, относящиеся к операторам в пространстве четномерных вектор- 
-функций (т. е. р — четно и множество матриц Ак не ограничивается 
единичной матрицей) не зависит от того, в каком порядке записаны 
матрицы Ак в представлении (1.5), т. е. изученные спектральные 
свойства операторов указанного класса инварианты относительно пе- 
рестановок матриц А к в (1.5).
Ер евансхий государственный университет Поступила 21.VII.1981

Տ. Ն. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ. Որոշ ղասի դիֆերենցիալ օպերատորների սպեկտրի մասին 
ք ամփոփումի

Աշխատանքում առանձնացված է դիֆերենցիալ օպերատորների մի դաս> որոնց համար 
տրված են ինքնահամա լուծության և սպեկտրի դիսկրետության պայմաններ։ Հետազոտված է 
(—հատվածում ընկած, իի սեփական արժեքների թվի ֆունկցիայի ասիմպտոտիկ
վարքը, երբ X-♦ ՕՕ» Բերված են պայմաններ, երբ դրական և բացասական սեփական արժեք­
ների բաշխման ֆունկցիաները ունեն համարժեք ասիմպտոտիկաներ։
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Т. N. HARUTIUNIAN. On the epectrum of a elate of differential 
operatore (lumnury)

The paper de։cribes a class of differential operators, for which conditions of self- 
adjointness and discreteness of spectrum are found. The asymptotic (X ֊► co) behaviour 
of function Af(—X, X) (the number of eigenvalues in (—X, X)) is considered. Conditions 
are stated which ensure that the asymptotic behaviour of distribution functions of 
positive and negative eigenvalues are asymptotically equivalent.
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А. А. ВАГАРШАКЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

В настоящей статье рассматривается линейная система из двух 
уравнений первого порядка

= ии«х + ацИу 4֊ 6ци + 6ц® + си
И) 

— и, = ая«х 4՜ anvy -f- btlu 4֊ bnv 4՜ c։

относительно неизвестных функций а(х, у), v(x, у), —оо<^х<^со, 
0<^у<^оо. Предположим, что все коэффициенты системы (1) равно՜ 
мерно ограничены, измеримы и, кроме этого

Ou>։>0, 4ai։a։i — (аи 4՜ и«)1 > 8 > 0, (2)
где 8 — некоторая константа. Простыми вычислениями можно показать 
(см. [2]), что каждая система вида (1), коэффициенты которой удов­
летворяют условиям (2), может быть записана в следующей комплек­
сной форме:

w_= pa՛/ -f- 8ш_ 4՜ aw 4՜ 4՜ Т> z = х 4՜ ЦТ» (3)

где p(z),--՛, t(z) — комплексные измеримые функции, удовлетворяю­
щие неравенству вида

IpWI4-|»U|<4<1,
а функции а, £, к равномерно ограничены.

Мы будем исследовать следующую задачу. Пусть Е— некоторое 
множество, лежащее на действительной оси. Требуется найти условия 
на множество Е, при которых два непрерывных вплоть до границы 
решения уравнения (3), совпадающие на множестве Е, тождественно 
равны.

Заметим, что в случае, когда все коэффициенты уравнения (3) 
равны нулю, мы приходим к теореме единственности для аналитиче­
ских функций. Хорошо известно, что в этом случае для единствен­
ности необходима и достаточна положительность лебеговой меры мно­
жества Е. Как мы увидим ниже таков же ответ в том случае, когда 
|i =s & = 0 (см. [6|, стр. 158).

В настоящей статье исследуется общий случай приведенной за­
дачи единственности решений уравнений (3). Получено условие на 
множество Е, зависящее от числа к, обеспечивающее единственность.

1°. В настоящей статье мы существенно будем опираться на сле- 
ующую теорему Л. Берса и Л. Ниренберга [1] (см. [2]). Пусть w (z)
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является решением равномерно эллиптического (|р| + |&| 1) урав­
нения (3) в верхней полуплоскости. Тогда ш (г) допускает представ­
ление

ш(х) = е,(,)/(Х(х)) + 50(ж),

где 5 (г) и 50(*) непрерывны при 1тг^>0 и вещественны при 1т г = 0; 
Е = у (г) определяет гомеоморфизм замкнутой верхней полуплоскости 
на себя и является решением уравнения Бельтрами

X; = (4)

где |ц|<А<1, а функция / (?) аналитична при 1т Е > 0.
Если 1=0, то теорема справедлива при 5о = О. Если р = 0 = 0, 

то теорема справедлива при Х(г)=я.
Из последнего замечания сразу следует, что в случае ц=& = 0 

для единственности необходимо и достататочно, чтобы лебегова мера 
Е была больше нуля.

Для исследования единственности в общем случае нам понадо­
бятся некоторые результаты о квазиконформных отображениях. Пусть 
Е = X (г) — гомеоморфизм замкнутой верхней полуплоскости на себя, 
удовлетворяющий уравнению (4). Обозначим через Л (/) функцию

Л(0 = /-(0» — 00
Известно (см. [3], стр. 
ствам 

1 
М 

где

62), что функция h(t) удовлетворяет неравен-

< Л(х-Н) —А(х) < 
"А(х)-Л(х-0՜" ’

1+4 , (2 л—1) (1+4) \8
1—к _ / _ 1-4 ’ \

п I * е 1. (6)
10 л-11 - —

\1 + е /
Пусть Л (/) — монотонная функция, удовлетворяющая неравенствам 
(5). Тогда (см. [3), стр. 69) ^существует гомеоморфное отображение 
верхней полуплоскости на себя такое, что для него удовлетворяется 

уравнение (4), где |ц(г)|<-------------
ЛР 4֊ 1

Приведем некоторые обозначения, которые будут применяться в 
дальнейшем. Через Д мы обозначим интервал на действительной оси, 
а длину Д через |Д|. Пусть Ес (—со, оо) — некоторое множество. 
Рассмотрим все покрытия Е счетным набором интервалов [Лу)“_։ и 
положим 

где infimum берется по всем покрытиям Е, а 0<^а<^1 (см. [4]).
Следующая лемма в несколько иной форме содержится в ‘работе 

автора [5].
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Лемма. Пусть К (х) — возрастающая функция, удовлетво­
ряющая неравенствам (5), а Нл — мера Стильтьеса, порожденная 
этой функцией. Если для замкнутого множества Е существует 
интервал △ такой, что

М,(Ь\Е)<4-'М.(Ь),

где 2’ = • то }*А (Е)>0.
М

Доказательство. Докажем некоторые неравенства для фуик-- 
ции Л (.«), которые непосредственно следуют из (5). Пусть х и 8 — по" 
ложительные числа, причем 8 < х. Тогда

А (х + 8) — А (х) •< М(А (х) — А (х — о)).
Так как А (0) А (х — 8), то

А (х + 8) - А(х) <Л/(А (х) - А (0)).

Если 3 8 х, то
А (х + о) — А (х — о) М(к (х — 8) — А (х — 3 8))

ИЛИ

к (0) < к (х ֊ з г> < <м
^(М+1)*А(х)-(2М+1)А(ж+8)

М*
'М'к (х) - (2 Л/+1) (Л(х+8) ֊ А (х)) 

--------------------М’----------------------------

Таким образом, при 38<^х имеет место неравенство
Л/5А (х+8) - А (х) < ֊^— (А (х) ֊ А (0)).

2 м + 1

В общем случае, если для некоторого натурального и имеет место не­
равенство (2я—1) 8 < х, то

А (х+8) - А (х)< т (А (х) ֊ А (0)). (7)
(Л7֊|֊1) — Л?*

Действительно, пусть (2я — 1)8<х и 1^А<^п. Из неравенства (5)’ 
где вместо х написано х 4֊ 6 — 2* 8, а вместо /, 2* 8, следует

А (х4-8) - А (х4-8-2*8) < М(А (х+8֊2*8) - А (х+8-2‘+> 8)).

Поэтому
А(х+8-2‘+18)< 1-((Л/+1)А(х+8-2*8)֊А(х + 8)). (8)

М

Последовательно применяя неравенство (8) для к — п— !,•••, 1 по­
лучим

А (0) < А (х4-8-2я8) < -1 ((Л/+1) Л (х-|-8-2я-։8) - А (х+8))< 
М

< ֊ (֊■ (М+1) А (х+8-2«֊։ 8) - А (х+8)) - А (х +8)} = 
м \ м /
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= -^-Лл/+1)1Л(х+3-2я-’8)-(2^+1)А(х+5)')<--
м* \ /

Полученное неравенство легко переписать в форме (7). Аналогичны­
ми рассуждениями можно доказать, что если (2"—1) 5 х, то

Л(8)֊Л(0)< Мп
(Л/+1)я — мл

(Л(х+8) ֊ Л(х)). (9)

Пусть Дх и Д։ — два интервала, которые не пересекаются 
общую граничную точку. Из полученных нами неравенств 
следует, что

и имеют
(7) и (9)

Мл
(М+1)--М«‘ц(Л։)’ (10)

если (2"—1) |ДХ| < |Л,|. В частности, неравенство (10) имеет место при
1^1 + |А*1п— • » где [а] — целая часть числа а. Поэтому

'М+Г
. м .

Нл (А>)_________
1ог,1М±Н.п

1411 )

- 1

Далее имеем
|б, и 6.1 

։м

2’\ |Д,1

Следова тельно

М+1 
м

I |б,|

ММ Д։). (11)

Рассмотрим множество Д\£. Из условия леммы следует, что суще­
ствует семейство интервалов {Ду}”=1, которые покрывают Д\2Г и 
имеет место неравен ство

Не теряя общности можно считать, что 1, 2,• • •• Через
ду обозначим интервал наибольшей длины, содержащийся в Д\Д7. За­
метим, что |Д|<2(|Д;|+ |Л/|). Из неравенства (11) следует
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Н (Д £)< V ил (Ду) < 2’ 2 (—^'Ц֊ ил (Д, и ДД <

г-* ;-։''|д>и Д>1 '
<4’ (у |Ау|’)|Д|-и*(д). 

\-1 /
Отсюда получим

( 1-4’ |Д| ֊° (£ |Ду|’1 | к (Д\£) < 4’ |Д|- ( £ |Ду/’ ) ил (£).
\ \/-1 )) V-։

Следовательно, Ил (£) > 0, так как в противном случае 'ил (Д\Е) = О 
и поэтому Нл(Д)=0. Лемма доказана.

2°. В этом параграфе мы докажем теорему о единственности 
решения уравнения эллиптического типа.

Теорема. Пусть ш։(а) и (я)—непрерывные функции в замк­
нутой верхней полуплоскости, удовлетворяющие уравнению

w- = Owj 4֊ aw + ₽w +1, Im = >0, 

где и(^)>՜"« 7 (г)— комплексные измеримые функции, удовлетво­
ряющие неравенству вида

|р(г)| + |»(гК*<1,
где k = const, а а, р, 7 — равномерно ограниченные функции. Пусть 
Ес: (—со, со)—заткнутое множество, для которого существует 
такой интервал Д, что

M,(A\£)<-U. (Д), 
4

где 2° =-------> а М=М(к) определяется формулой (6). Тогда если
М

ш1(г) = ш։(х) при л^Е, то =
Д о ка з а т е л ь с т в о. Заметим, что ш (г) = — ш։ удовлетво­

ряет уравнению

ы- = ии>։ + 4՜ 4՜ Рт

и обращается в нуль на множестве Е. В силу теоремы Л. Берса и 
Л. Ниренберга, приведенной в начале настоящей статьи, w (г) допу­
скает представление

Следовательно, аналитическая в верхней полуплоскости функция об­
ращается в нуль на множестве Т = {Е; существует г£Е такое, что 
Х('г) = Е). В силу леммы Е имеет положительную лабегову меру. По­
этому /(Е)&0 или ги(г)^0. Теорема доказана.

Пользуясь случаем приношу благодарность В. П. Хавину за 
обсуждение результатов статьи.

Институт математики Поступила 25.III.1981
АН Армянской ССР и 17.VII.1981
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Ա. Ա. ՎԱ/ԼԱՐՇԱԿՑԱՆ. էլիպսական տիպի հաւիսսա։ ումների լուծումների միակության 
մասին (ամփոփում)

Այս հողվածում հետազոտվում են հետևյալ հավասարումների

&- = 4՜ ճայ ՜ք“ 4՜ 4՜ Ն 2 >

{ածումների միակության եզրային թազմություններթ, որտեղ |թ (ր)| -ի [3 (է) | < հ <Լ 1, իսկ 
ՇԼ, քԼ սահմանափակ ֆունկցիաներ ենւՍտացված է թվից կախված պայման £Օ(—Ո,Օօ) 
բազմության վրա, որը ապահովում է լուծման միակությունը։ >

A. A. VAGARSHAKIAN. On uniquenet* of the tolution of the 
equation* of elliptic type (summary)

In this paper the boundary sets af solution uniqueness for the equation

w-= 4՜ Ош- + o-w -{- Pw 4֊ 7i Im z^> 0,
are considered, where |(* (։)| + |8 («)| < к < 1 and ։, 3, 7 are bounded functions.

A condition depending on к on the sot E C (— 00, 00), which ^provides the 
uniqueness of solution is found.
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И. А. ДЖВАРШЕЙШВИЛИ

О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОГО КЛАССА 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В БИЦИЛИНДРЕ

§ 1. Предварительные сведения

Через С будем обозначать пространство комплексных чисел/ 
R — пространство действительных чисел. Пусть

С։=СхС= |Д=(г1։ х։); х/£С, /=1, 2), К*=[г=(г1։ г*); п£Я, ։=1, 2].
Л РС

£/2=(Д=(х1։ х։):х^С, |х;<гу, г,СИ, / = 1, 2, г = (гх, г,)|, 

7?= {ш= (ш1։ ш։): юу£С, |ш,| = гр г^Ъ, /=1, 2, г= (гх, г,)], 

и2=и2ъ Т2=Т2, 1-=(1, 1), 

(“) = [2 тс]~։ <^х, 

где и>; = е/։^, / = 1, 2-
Если г=(гх, г։)^К и 2=(гх, г։)£С։, то гД=(гхг1, г։г։).
Ядром Пуассона Рд(Д, «о), г] = Г}в*1 и ю/=е/’’Л

у = 1, 2, называется произведение
Р«(Д, ш)=РЛ(гх, 8х-<Рх)-РЛ(г։, «!֊?.)>

здесь 7?=(/?1։ /?։), 0 <г/<С Р/> / = 1> 2» а
^.֊г2

Ря^г)> ?у)=՜^ —— — — ։
Ху —2X7 0003(6^—Гу 

— обычное ядро Пуассона.
Заметим, что

Р(Д, ш)>0, уР(Д, ш)</т։(о») = 1. 

7'
Треугольной окрестностью точки Д=(г1е,'Г/, г։е(Х/) относительно 
назовем множество

2(Д, р, е)=д(г1е,х«։ Р1, еохдне'՛-, Р։, е։), 

где Р = (Р1, Р։), 0 =(81։ б»), а множество

Д(ге", Р1,е1)=|г = ге'Ч/ве,“+Ч,+։), 

0<.<р1<соз^-е1,|Ф|<^е1, б^(о. 1)}.

541-5
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Символом 2= (гхе'-> мы обозначим стремление
2 к I таким образом, что

2_ < —£1<х, Х>1 
X 1 — г։

и будем называть Х-пределом.
Обозначим через Ь двумерный сегмент. Ь будем называть Х-ре- 

гулярным (X > 1 — данное число), если отношение длины его непарал­
лельных сторон находится между 1/1 и X.

Пусть функция Г определена в области £/*. Функция Р имеет в 
точке Л Х-некасательный предел, если найдутся числа О = (91։ 6,) и 
р = (р։, р։) такие, что существует предел

Нт
г-а(«. Р. I) 
г—

Скажем, что аналитическая функция / в СР принадлежит классу Нр, 
р^>0, если интеграл

г։е'«-)|^т։(ш)

ограничен для гг<1» Функция /, аналитическая в СР, принад­
лежит классу Ы, если

У1п+|/(г1вя‘, г։е/։,)| (<“)

Г"
ограничен для г։<1, г։<^1.

В 1934 г. Зигмунд ([9], [3], стр. 476) установил, что для ограни­
ченной аналитической функции /, определенной в СР, справедлива 
теорема типа Фату, то есть в этом случае у / существуют почти 
всюду на Т* некасательные пределы.

Им же ([Ю], [3], стр. 476) в 1949 году было дано обобщение 
предыдущего результата в следующем направлении: если /—аналити. 
ческая функция в СР принадлежит классу Нр, то / имеет почти всюду 
на Т1 некасательные пределы. Далее в 1950 году Кальдероном ([11], 
[3], стр. 478) был установлен следующий результат: если функция и 
бигармонична и если для каждой точки из множества Ес.Т* сущест­
вует треугольная окрестность, в которой и ограничена, то и имеет 
предел по некасательным путям почти всюду на Е. К для функции 
класса М существование уже Х-некасательных пределов установили 
Кальдерон и Зигмунд ([12], [3], стр 483) также в 1950 году. С другой 
стороны, существуют примеры аналитических в СР функций, у которых 
почти всюду на Т* существуют Х-некасательные пределы, а сама 
функция не принадлежит классу №

Поэтому представляет интерес расширение классов Нр и ТУ с 
сохранением основного свойства функций данных классов, существо­
вание почти всюду некасательных и Х-некасательных пределов. Вве­
дем следующйе определения.
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Определение 1. Скажем, что аналитическая в U* функция 
/ принадлежит классу G№ (U։), если почти для каждой точки 
ш = (в'Х։, е'х*) £ Г* существуют: последовательность

r* = (ru, г»), 4< \~г/ — <1, Л = 1Г^,; = 1, 2, 0<гЛ<...

■ ■■rjk<^ • • •< 1, Itai r/k = 1, / = 1, 2

и числа М =//(/, х), С = С (/) такие, что

(а) Нт ,-—■(* Г I/ (Г։* е'*’ Ги е‘₽)15 = Н (чо),

где (х։, х»)^£, £ — 1-регулярный двумерный сегмент;

(в) [ Г I/ (п* п* е»)|» </«</₽< -------- ------------ ֊, *=Г^ » > 0.
33 (1— п*)(1-г»)

Г»

Определение 2. Скажем, что аналитическая в 1У* функция 
/ принадлежит классу СП (£/*), если почти для каждой точки 

ш = (е,Ж|, е/х>) £ Та существуют: последовательность

г* = (г», Г2»), 4 < 1Г-—1~<1» /=1> 2. к = °<^> < • ՛
3 1 — 0*

• • •< о*<- • • < 1, Нт о* = 1, ] = 1, 2

и числа А = А (а>, /), С = С (/) такие, что

(а') Нт -3֊ [ Г 1п+ I/ (Г|* е/“> г-* е$)1 <1а^=А (ш)<со, 
ин» £13 3

£

где (х1։ х։) С £> — к-регулярный двумерный сегмент;

(в') Г [ 1п+ (/ (и* е/в, ги е'₽)| <*։</₽ <  -------------------- ֊ , £=1,.°° •
33 (1— п*)(1— ги)

т>

§ 2. Существование угловых граничных значении

Прежде чем перейти к изложению основного результата этого 
параграфа сформулируем следующую лемму.

Лемма 2.2. Пусть дана двойная последовательность

— Г1к), к — 1, оо, 0<гд<-••<!,/=1, 2,, I

— < -—< 1, у = 1, 2, к = 1, со и г;» 1 1 при к -> гп.
3 1 — о*

Далее 2 (/?*, р*, 9) — треугольная окрестность относительно

где Р* = (?։*> Рм) « Р/* = (1֊ О*)» У=1,2> £ = 1, со ^.^.—.фикеир о- 
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ванное число из (0,1). Тогда существует треугольная окрестность 
S (1, р0, %) точки 1 —(1,1) относительно Тг такая, что

20(1, Ро> 0о) = и 0).

Основной целью этого параграфа является доказательство сле­
дующей теоремы.

Теорема 2.2. Пусть /—аналитическая функция в 1Р. Если 
в каждой точке Т1 и паез2 £"^>0 (где тезя Е — плоская
мера Лебега) выполнены условия (а') и (в՜) определения 2, то почти 
всюду на множестве Е функция / имеет некасательный к-предел.

Доказательство. В силу того, что функция 1п+ |/| субгармо­
ническая (см. [1|, стр. 44) и в силу одного неравенства из [1], стр. 44
имеем

1п+ |/ (Z)! < Pr (Z, ш) 1п+ |/ (/?«։)! dm2 (о»), (2.3)
г*

где Д = (гх еи, г2 е'у), Р = (Р1, Р2) к 2- Пусть в точке
шк = (е'т, в'՛*') выполнено условие (а') определения 2. Тогда для любо­
го е^>0 существует число П = И (е) такое, что при к> И и для 
IП|<1/ЛЛ= ■»։ (П —двумерный Л-регулярный сегмент и |П| — площадь 
этого сегмента, причем (ч>, Ф) £ П) имеем

֊]( 1«-|/(<•»«'-, 
1 1Г

Г2к е'3)| < А (о>0) 4- а. (2-4)

Введем функцию Ф (рх е'Х|, р։ е'х>) ■= 1п* |/ (пк е'Х|, /)ц е'х«)|, при Р/=гд 

/ = 1, 2, Л =1. <» и (х1։ х։)^П„ где П, = [<р —т),/р 4֊ т); Ь—% ՛!» 4֊ 

— двумерный сегмент, а в остальных точках Ф (г1։ г։) =0. Пусть те­
перь число /V выбрано так, что для точки Д=(гх е‘х, г։ е'у) из (2.3) 
при к> И имеем Г1<^п* и /?* = (п», г«). Используя выше
введенную функцию Ф, разобьем в выражении (2.3) интеграл 
интеграла. Получим

на два

J ■Ptf* (£ ш) Ф (Я*, “») dm2 (ш) 4-

(2.5)

Как следует из неравенства (26) леммы 5 (см. [2], стр. 94) 
венства (2.4), имеем

sup 1 (Z) < С (А (ш0) 4- а),

и нера-

(2.6)

при этом sup берется по Z= (гх е'х, г։ е<у) £ 2 (Rk ш0, р, 8) и -у-< 

\ 1 "Спричем k^>N, 8 = (ei։ 8։), 8/(0,1) фиксировано, а кон­
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станта С не зависит от в, к и точки ш0. Пусть р* = (ри, ри) = (1 — 
—г։*,,1 —ги). Заметим, что для ^=(г։ е'х, г։ е‘>) £ 2 {R* ш0, р*, 6) имеем

. । . ри з։п 6, . ■ 11 Рг* эш 6.12 |х-?1 < —------------Н- = *1*. 1? 1у-ф|< —- -----------Нг = «24,
гц— ри сое «. гт* — ри сое о։

где ։ио==(е/*> в^)» ® = (®1» &։) и Р*=(р։*> ри). Я* = (г։*, ги). Так как 
Нт х/*=0, /=1, 2, то для 1= 1/7У существует такой номер По^> И, 
А -• «*
что при А > No будем иметь

и,у)б(т--|, *+-*-, ♦+-!)• (2-7)

Пусть ч> С Т։\ПТ|. Тогда в силу (2.7) для 2£ 2 (Л?* <»0, р*, 6) и 
имеем

РК, (4 ш) < С (п* ~ , - (2։8)

где С > 0 и не зависит от 4 и 7.
Так как функция / удовлетворяет условию (в')> то из (2.8) для 

2^2 (/?* ш0, Рь е) имеем

| (Z)|< С ———— < С —р1* ра* У--------= С*)-4 ,у ^(l-ruXl-ru) (l-m)(l-ru) (2.9)

где С не зависит от к и Z. Следовательно, из соотношений (2.5) 
(2.6) и (2.9) для Z«=(r1e,x, г։ е/у) 2 (7?*'<u0,pi, 6) = 2* справедливо 
неравенство

sup 1п+ |/ (2)1 < С1։ (2.10)
z&k

где С, не зависит от Л и —- -—— <^Х. Теперь в силу леммы 2.1,
). 1— гя

существует треугольная окрестность точки о>0 = (eZf, е'*), 20=2(<о,

Ро» ®о) такая, что 20cz U 2*. 
/с—1

Отсюда и из (2.10) непосредственно получаем sup 1п+ |/ (Z)| < С 
или sup I/(Z)Ker, где sup берется по Z — (г։ е,х, г։ е'у) £ 20 и

1 1 Tj \— < ------ - <С а константа С может зависеть только от точки ш0.
К 1-г։

Следовательно, на основании теоремы (4.13) из [3], стр. 478 заклю­
чаем, что функция / имеет почти всюду на Е некасательные ).-преде- 
лы, и теорема доказана.

Следствие 2.11. Пусть f приналлежит классу GH (U*), тогда 
почти всюду на Т* у функции f существуют некасательные ՝!--пре- 
делы.

Замечание 2.12. Утверждения типа (2.2) и (2.11) справедливы 
и для функций класса GH1 {IP).

В связи с полученными результатами возникают следующие воп­
росы:
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I) Если отбросить условие (а'), (а) определения 2 (1), останется 
ди верным следствие 2.11?

II) Если условие (в'), (в) заменить на условие

|| 1п+ |/ е“, т е»)|

для любой (г*}, В, V > о, остается ли верным следствие 2.11?
В [4] были построены функции, которые дают отрицательный 

ответ на поставленные вопросы (I) и (II) для одномерного случая* 
Пусть этими функциями являются (г) и /ц (г). Тогда на поставлен" 
ные вопросы (I) и (II) дадут отрицательный ответ функции

Л (2)=/| («1)/1 (г։), /п (Д) = Д։ (*х) 6։ (*»),

где = (я1։ я») € Ц*-
Следующая теорема представляет обобщение теоремы 1.5.1. из 

[5] на случай двух переменных.
Теорема 2.13. Пусть функция / (Е) аналитична в Ц1 и для 

каждой точки ш = (е'х‘, е'х’) £ Е, ЕсТ\ тез» Е՝^>\Ъсуществуют-. по­
следовательность г к =» г к (<“) = (и*, г։»)» 0 < г}\ < • • • г^к <С" ‘ 1.

— -—СЕ+1 <1 у = 1, 2, Л = 1, оо Пт г/* = I
3 1 - г,к

и число С такие, что

(!) Ит -7- Г Г I/ (и* е,и, гы е/₽)|* </асф = О,
|£Ш

Ь — двумерный ^-регулярный сегмент,

(И) Г Г|/(7՜'* в'*» е'₽)1։ **₽ <ТЛ-------- &=1; со ,
7 3 (1—Г1*)(1—г։*)Л

тогда { (2)= 0 для г £ иг.

§ 3. Обобщение теоремы Хинчина и Островского 
на случай бицилиндра

В этом параграфе мы докажем теорему, аналогичную теореме 
Хинчина и Островского, для класса ОТУ ((/*).

Теорема 3.1. Пусть дана последовательность (/Л) функций, 
аналитических в бицилиндре 1Р и удовлетворяющих условиям-.

I. Для почти каждой точки ш =(е'֊г’, е‘х«) £ Т* существуют’, 
последовательность Г1 = Гк(«։, /) = (ги, т), не зависящая от п, 
причем

® *-֊ ГЛ "С ’ ‘ 1» — --- ------^*+1 <^1, 7=1, 2, ^=1, °° >
3 1 — г>*

Г/* = 1, и константа С (также не зависящая от п) такие, 

что
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(а) 11т ֊77 (* I 1п+ |/я (п> е'։, щ е1?)1 гЬс® < А (со)оо,
|Х|-0 |л.| J ,] Д

п = 1, 001 Ь — ^-регулярный двумерный сегмент и (хх, х։)££.

(в) Г С 1п+ |/л (и* е“, Г2к е'?)( < -------- —-------- »
Л.) (1— и*)(1— Пк)

к = 1, ос, п =1, оо .

2. Последовательность {/„} равномерно сходится в точках мно­
жества Ес Т\ тезлЕ^>0.

Тогда последовательность (/л| равномерно сходится внутри 
11* к функции класса СП (Ц1).

Доказательство. Пусть Гц (£)=} (ЕЕ), Е =(Е1, Л։), |Л /|<Ч, 
= 1, 2 и 2:=(гх е'։, г։ е‘?) £ 1Р. Тогд а в силу одного неравенства из 
1], стр. 39 имеем

1п+ (2)| < С Р (Е, ш) 1п+ |Г/? (и»)| </тп» (®) <

֊------- ----------- -  [ 1п+ |ЛД (ш)| атг (®).
(1 — гх)(1 — г։) .) 

Л
(3.2)

Пусть в точке ®х £ Т* выполняется условие (а) теоремы. Заменим Е 
в неравенстве (3.2) на г*, где г* взято из условия теоремы, причем 
пусть г]к-\ <^г/<^.г/1‘, } — 2- Тогда из (3.2) и условия (в) теоремы
имеем

К( * )1 Г1)(1_Г։)(1—Ги)(1—гы) (3.3)

Обозначим №=ГкЕ и № = (рх еь, р։ е1?). Тогда

гук-1 г/к> } = 1> 2 и 1 ~ '’/к-, > 1 ~ Р/ > 1 ~ г 1к> 7 = 1» 2՛

В силу ограничений, наложенных теоремой на последовательность гкг
имеем 

!—?./< С (1— г/4-1).

Из (3.3) и (3.4; имеем

ь+ I/ (ЮК с
(1֊Р1)։(1֊Р։)2

(3.4}

(3.5)

где ^=(рхеи, р։ е(?). Применим неравенство (3.5) к функциям /Л (Е), 
2 £ С3, получи м

|/.(2)1<*хр(1_Г1)С_Г1),. (3.6)

где Е=(г1е1'1, г։ е'՛1). Из оценки (3.6) следует, что последователь­
ность функций (/Л) равномерно ограничена внутри СР. Допустим, что 
последовательность (/Л) не сходится в П*. Тогда из нее можно выде­
лить две подпоследовательности {Д'] и {/„•}, к •= 1, °о , сходящиеся в
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U* к различным аналитическим функциям. Следовательно, разность 
(Z)—/д. (2)-> ® (2). С другой стороны, в силу условия теоре­

мы Д, (ш)—/д- (ш) —» 0 на множестве £cz Т*, mes։ Е^>0. Кроме того

так как
1п+ |<р* (2)1 = 1п֊4/я;(2)֊Л; (-?)!<

<1п+ (2)1 + In’ |/„- (2)1 4֊ 1п 2,

то
lina 77- f f ln+ |<p/ (л* e'*, riK e/f*)| da-cfy <

, < lina ту f ( In ’ |/„՛ (л* e'*, ra* e'J)| did’? -f-
UH |L| J J ' 
k~~ L

4- lim -77 Г f ln+ \fn- (л* e'*, rn e'3)| rfarffl 4֊ ]n 2,

*■* “ L

гле L — Х-регулярный двумерный сегмент и w, £ L. В силу условия 
теоремы каждый из пределов ограничен числом А (ш։), то есть

lim -^֊ f [1п+ |<рг (и* ef։, л* е'₽); <fad$ < 2 А (ш։) 4֊ 1п 2. (3.7)
1£|~° |ь| J J

L

Аналогично показывается, что

f Г 1п+ |<р, (л* e'“, rik е'₽)| <&</₽ < --------- ------------  • (3.8)
JJ (1—л*)(1—г»)
7«

Из (3.7), (3.8) и теоремы Фату ([6], стр. 133) заключаем, что f£GA(4/։). 
В силу теоремы 2.12 заключаем, что у функции <р почти всюду на Т* 
существуют некасательные /.-пределы, и <р (ш) = 0, когда ш £ Е, Ес. Г2, 
mes։ Е >0. Пользуясь теперь замечанием из [3], стр. 483 заключаем, 
что <р (2) = 0. Значит, последовательность (/,։j сходится всюду в U3 и 
равномерно внутри LP. Теорема доказана.

§ 4. Характеристические свойства граничных значений 
функций классов GN (LP) и GH1, (U2)

В этом параграфе охарактеризуем измеримые функции двух пе­
ременных, которые могут быть предельными значениями функций клас­
са С1У(и։) или СН6(и*), о>0.

Теорема 4.1. Необходимым и достаточным условием для 
того, чтобы измеримая функция <р (ш), определенная на Т։, почти 
всюду на Т3 совпадала с некасательным 1-пределом /(ш) некото­
рой функции / (2) класса СИ ((У3), является существование по­
следовательности многочленов [РЛ} таких, что

1. (Рп (ш)} почти всюду на Т2 сходится к (ш),
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2. почти для каждой точки и>£ Та существуют Тк=^Тк (ш) =

= (л*, л*). 0< г/1 < г/։ < • • • < п*< • • • •< 1, -֊ <С -—<С 1» /= 
___  3 1— гу*

= 1, 2, к—1, оо, Нт гу*=1 и константа С такие, что 
к--

(а) Нт Нт I— I С 1п+ |РЛ (л* е/։, ла е/?)| </ад/₽ I = М (ш)<՜ со,
■/։-<» | £| Л I

где L — г-регулярный двумерный сегмент и

(б) 11Ш Г Г 1п+ |Р„ (ла е'*, л* e'ß)| dW₽< —-------- ------------- •
. (1—Л*)(1—Л*)

■ г»
Доказательство. Докажем сначала необходимость. Пусть 

/(ш), —некасательные Х-пределы’функции / класса GJV^U*), тогда
для почти каждой точки о> = («'•% e/J’) существуют: последователь­
ность г* = г* (ш)'=(п*, Л*)» 0<гу1< • • • <гу*< • • • <1, удовлетво­
ряющая условиям теоремы и константы С = С (f) и М (■«), такие что

Hm у- I I 1п+ |/(л* е1', гц e,f։)| dad$ = M (u>)< со, (4.2)

д

где L — /-регулярный сегмент и (хх, ха)££

Г Г In - |/(л* е'«, Л* е'₽)|Л4<--------- ---------- . • (4.3)
JJ (1— л*)(1 — Ги)

т*
Пусть jp*), p* = (pj*, pi*) — последовательность такая, что 0<j։yi < • • •

•' ՛ <СРД ’ ՛ '<С ^֊1 <С ~Х>1, X—фиксированное число,
1 — Р2*

у=1, 2, k. = 1, со и р;*—» 1 при к-* со. Рассмотрим последователь՜ 
ность функций

Ъ(2)=/(рл2). (4.4)

Функция /л (2) аналитична для 26 и*. Причем Ц3 является областью 
Рунге (см. [7], стр. 28). Поэтому для е„^>0, еп —>0 при и-» со, най­
дется многочлен Рп (2) такой, что

1Л (Д)-РЛ (Д)| <ел, 26 и2, п= 1, со. (4.5)
л

Так как / (рл ш) -♦ / (<о) почти для всех ш, то последовательность Рп («) 
почти для всех ш £ Т2 сходится к / (ш). Пусть теперь для точки 
ш = (е/-Г1, е'л) имеет место условие (4.2). Рассмотрим выражение

У У ^։* Г2*е/₽)1^в^ =

~ Г77 С С 1°+ е/в’ г“ (г** е*а> Г2* е<₽)1 +
1^° Н 3 3
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։'*, rj*e,?)| ctecfß -С Нов е'*, г» е*)- (4.6)

— / (п* «'*» r2* e'ß)l rfarfP + lim ГТГ С С ïn+ \f (rik 
1/12° Kl J J

Ит (4.4) и (4.5) следует, что

е'։, ru e19) dadß 4֊ In 2.

lira — Г fln+ |P„ (n* e1*, ru el?)—f (n* ei։, r2* e'*)| </arfß<^en C, (4.7) 
i^’KlJ J

где L—к-регулярный сегмент и (xu xt)(-L. Далее в силу (4.2), (4.6) 
и (4.7) имеем

lim 777 f f 1п+ \Рп (ru е‘‘, ru е/?)| dad$<Z А (•») 4֊ ея С 4֊ 1п 2, 
ш J J

а поэтому
lim lim ֊ f fln+ |РЯ (ru в'*, ru e^)| rfajp < A (®)4֊ln 2.
— j£?K|JJ

Аналогично показывается, что

lim f f ln+ |P„ (ru e'«, ru e»)| <fcrfß< ---------֊--------
"■*" JJ (1—n*)(l—ru)r։

Достаточность немедленно следует из теоремы 3.1.
Для функций класса G/P (1Р) имеет место следующая
Теорема 4.8. Необходимым и достаточным условиием для 

того, чтобы измеримая функция ф (ш), определенная на множестве 
E, ЕсР, mes։ Е^>0, почти всюду на Е совпадала с некасатель­
ными ^-пределами /(ш) некоторой функции класса f ^GH* (U*), 
является существование последовательности многочленов {Р„} 
таких, что

1. {Р„ (®)) почти всюду на Т* сходится к <?(“>),.
2. почти для каждой точки о» £ Т* существуют г* — г* (®) =

= (и*, Г2*), 0<гд<- • • < г,*<- • •<!, < 77—<1> /=1» 2> =
____  3 1 — rjt

=1, оо, lim г/*=1 и константа С такие, что

(a) lim lim 7-f [ |РЯ (n* e1*, ru e։₽)|’ dzd^ — А (ш) < oo, 
я— WW |L| JJ

где L — 'К-регулярный двумерный сегмент и

(б) lim Г С Рп (п* e1’, ru е'₽)|։ dv.db •<-------------—---------- •
n՜"“ J J (1—՝П*)(1—ги)

т»
Основные результаты этой работы были анонсированы в статье [8]. 
Вычжсдвтелъны! центр
АН Грувжнсво« ССР Поступала 10.XI.19t0 .
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է1. Ա. ՋՎԱՐՇԵԻՇՎԻԼԻ. Բիդլանսւմ անալիտիկ ֆունկցիաների մի դասի եզրային £■*— 
կսւթյունների մասին (ամփոփում)

Աշխատանք пи! մտցվաէ են երկդլանում որոշված անալիտիկ GN (Ս1) ե GH^ (Մ 

ֆունկցիաները, որոնք էապես ընդհանրացնում են N A , 3 >0 դասերը։ 8 ույը է տրված, ) 
որ նշված ֆունկցիաները դրեթե ամենուրեք ունեն անկյունային սահմանային արժեքներ։

I. A* JVARSHEISHVILl. On boundary properties of a clast of analytic 
functions tn bicylinder (summary)

The classes GN {IP) and GH^ (IP) are introduced, which generalize classes N 
and H\ й > 0 for functions from these classes the existence of angular boundary 
condition is established.
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