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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաչվի առնել հետևյալ կանոնները'

/. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գռամ եքենագրված , երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեյ 
համապատասխան լեզվով։

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում .էշի ձախ մասում։

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
Համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությանը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու­
մով։

Տ. Հսղվաձի վերյսւմ անհրամեչտ է 1չԼ1 այն հիմնարկի յրիվ անսլնը, սրտեղ կտտար- 
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետ, կ սասրաղրի հսղվաձը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը,
11. Հեղինակներին ս լղար կվաս! է անվճար նրանց հսղվաձի 25 առանձնատիպեր,

եմրաղրսւթյան հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24ր, Գիտությունների ակաղեմիայի Տե­
ղեկագիր, սերիա »Մաթեմատիկա».
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Л. К. БАБАДЖАНЯНЦ, П. Б. 1ИГОЯН

ОЦЕНКА ГОЛОМОРФНЫХ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается система из п обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка. Правые части линейны по параметру и 
являются алгебраическими полиномами по неизвестным с голоморфны­
ми по аргументу коэффициентами. Предлагаются оценки области го­
ломорфности локального решения по аргументу и оценки остаточных 
членов соответствующих тейлоровских разложений. Доказательство 
их основано на сведении нелинейной дифференциальной системы ко­
нечной размерности к счетной линейной дифференциальной системе.

1°. Обозначения. Символика и обозначения, используемые 
ниже, мало отличаются от стандартных. Здесь приводится небольшой 
их список. В неясных случаях следует обратиться к работам [1, 2].

def
Для введения обозначений используется символ = . Символы Z, 

R, С обозначают множества целых, вещественных и комплексных чи- 
det

сел соответственно. Если i i„)£Zn, то |/| = 44" "4՜ in-Если
def l„ def

X = (x1։• • - , хя) £ С", то X‘ = хГ■ • • xn , |/| = max |(xj,• • - , |x„|}. Если 
def def

m, n^Z, to [m : n] = \jZ\ m С/ C n|. Если m, n^Z, to Cn= nl / 
def

/(ml (n—m)l, если n m > 0 и Cn= 1 в остальных случаях. Если 
def ш« def

т0^>т1։ то £ ап = 0, ат = 1. Если / — функция аргумента i, 
т—т0 т=т0
def dcH

то o'0 f /dt° = f. Если С, P 6 [0, -+-- °°), то Vp (') = {/ Ç С| И-х| <
Кроме векторов и матриц конечной размерности используются 

бесконечные векторы и матрицы ('бесконечно число компонент). Рас­
сматриваются только матрицы с конечными строками и столбцами 
(каждые строка и столбец содержат конечное число ненулевых эле­
ментов). Для бесконечных векторов и матриц используются формаль­
ные понятия суммы, произведения на число, произведения матриц и 
т. п., определяемые как в конечномерном случае— через соответству • 
ющие понятия для их компонент (см. [1], 5. б, с. 22—24).

2Э. Введение. Рассмотрим систему
4+1

dxj/dt= 2 2 (а}И4-еа’ИИ‘, (i)
m-i <e/n(m)

def
где Х~ (х1։ • • - , хя); у £ [1 :n]; t, г £ С; ££ [0: + то),

def
Л (m) = {г = (4, • • •, 4) Ç Zn\ г\ > 0, • • •, 4 > 0; |/| = т},
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aj. [,-] _ комплекснозначные функции аргумента /. Ее решение рас­
смотрим как функцию X=X(t, t0, Хо, s) аргументов t, t0, s £ С;

def
Xo = (x10, • • •, Xno) t Сп» удовлетворяющую начальному условию

X (^o> ^o> Л>. £) = -^o- (2)

Относительно коэффициентов [z] в системе (1) предположим, 
что они удовлетворяют неравенствам

|rf' a] [i]/dtlь=/. < <? (/) л/; [z], / = 0, 1, • • •, (3>

где М] [/] >0 — постоянные, а функция <р такова, что ряд

s <'<?(/)//։ (4)
Z-0

имеет ненулевой радиус сходимости. Сказанное есть не что иное, как 
специальным образом представленное предположение о голоморфности 
коэффициентов a) [/] в точке t = f0.

При сделанных предположениях ставится задача: оценить область 
голоморфности решения X (7, /0, Хо, е) по (Z, е) и остаточные члены 
его тейлоровских разложений по t и по в.

Решение ее дается теоремой 1 в п. 3°. Для доказательства ис­
пользуется метод сведения уравнений (1) к счетной линейной диф­
ференциальной системе, примененный в работах [1, 2] (см., например, 
предложение 4 из [2]). Этот метод позволяет получать простые оцен­
ки для производных решения X по I и а произвольного порядка.

В п. 4° вместо уравнений (1) рассматриваются уравнения (29), 
отличающиеся от (1) наличием свободных членов, и, как следствие 
теоремы 1, доказывается теорема 2, содержащая аналогичные, но бо­
лее сильные при малых |^Г0|, Iе] результаты. В п. 5° показывается, что 
проверка условий теорем 1, 2 не представляет- затруднений.

3’. Первая теорема о голоморфном решении. При 
7 € (0, 4՜ °°) введем обозначение

def
s(?) = max шах У f У ACRJ'T՜1. (5)

В условиях теорем 1, 2 используется уравнение

o=S (?(/)./(£аз)')/П (6)
z=o

относительно о. Для понимания этих условий полезно иметь в виду 
следующий результат.

Лемма 1. Пусть R£(0, 4֊ ос]—радиус сходимости ряда (4) 
и s > 0. Тогда уравнение (6) имеет единственное на промежутке 
(О, 4՜ со) решение а, а величина

def
0 = 0 ($) = as (7) 
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есть возрастающая функция от s£(0, 4֊ со), удовлетворяющая 
условиям

Н (s)> (RA)֊’ , lim В (s) = (RA)՜1 . 
J—+ 0

Теорема 1. Пусть а£(0, + со), выполнены условия (3), вели՜ 
def

чины s = s (|Х0|) и Н вычисляются по формулам (5), (7) и исполь- 
def

зуется обозначение r0 — (L (14- a) 0)՜1 . Тогда решение X (t, tQ, 
Хо, в) задачи (1), (2) является голоморфной no (t, е) функцией в 
области Nr. (t0) X Va (0) и удовлетворяет там неравенствам

\Х (t, t0, Хо, 0) - 2 Хы (t - toy /IV с ко |JT0| (|f - f0|/r0)"+1, (8) 
1—0

|А (6 /о. Ао, е) - 2 Xtl в‘ / /1 |<К |*0| |e/a|*v*։ (|f ֊ fe| / г0)л'+։, (9)
/~0 .

def def
где Кя = (1—|f —/о|/го)-’/4» К = Коаго/(я г0 — [в (/ — f0)|),

def
ХЫ = (dlX(t, t0, Xo, 0)/dtl

(10) def
X,i = (d'X (t, t0, Xo, e)/d&l),=o.

Замечание. Из леммы 1 следует, что
lim lim r0 = R. 
«>• з-о ՝«-♦о

Доказательство. Шаг 1. Следуя [1, 2] сведем систему (1) 
к счетной линейной системе. Для этого введем счетное множество 

def •»
переменных х [г] = X1 при U In (т). Условимся полагать 

т—1
def

a} [z] = 0, если хотя бы одна из компонент мультйиндекса i отрица­
тельна или |z|>£. Тогда введенные переменные x[k] (k=kv-• кп)) 
удовлетворяют следующим уравнениям ([1], стр. 14):

dx[k]/dt = 2 2 (a’[fc; z]4-ea’[fc; фх [*֊Н]. (И)
m=0 1&{т)

где 
«с def я

k £ U In (m), а’ [Л; z] = 2 kj a] [z1։ • • •, z/ +1, • • •, z\], v = 1, 2, 
m= z-։

def , .
J(zn)=-. (z = (z1։-.., zn)6Z'’|z1>-l,---,fa>-l; |z|=zn). (12)

def
Множества Zm = Iх [z]|, z‘£/я (zn)) упорядочим слева направо в 

порядке Zi, /։,•••, элементы каждого из этих множеств упорядочим 
так, чтобы из z'1=i1,՛”, ij — kj, zy+iследовало, что z'n],
предшествует х[&р•••, Ля], и обозначим все введенные переменные 
слева направо символами хх, xit • • •. Первые п из этих переменных 
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совпадают с неизвестными х։,•••» хп системы (1). Вектор-функция 
def

х= (хх, х։, •••) удовлетворяет уравнению
dx/dt = (A-՝ + £Аа) х, (13)

где Аь А։ — бесконечные матрицы с конечными строками и столб­
цами.

Будем рассматривать х как функцию х (t, t0, х0, s) четырех ар- 
dcf . 2 г з .гументов t, /0. х0 = (х։о,• • •, хяо> хю, х)0-хи>։‘ ’> х"0> Хю,•••), е, удов­

летворяющую начальному условию х (t0, tg, хо> Ч—х0.
Шаг 2. Согласно теореме Коши—Пуанкаре каждая из компонент 

xj решения X задачи (1), (2) голоморфна по (/, е) в окрестности точ­
ки (/0, 0) и может быть представлена там степенным рядом по е, 
t —10. С другой стороны, все компоненты xj вектора х есть произве“ 
дения степеней компонент х1։•••» хп вектора X. Поэтому величину х 
можно представить в виде

х (/, tg, ХО, е) - х' (t, tg, Хд) s', (14)
r^O 

где
X°(tg, tg, Хд) = х0, x' (tg, tg, Хд) = 0, Г=1, 2, • • •. (15)

dcf
Для удобства положим х' — 0, если г < 0. Подставляя (14) в 

(13) и приравнивая коэффициенты при гг получаем

dxr /dt = Ах х' + А2 х,-։, г=0, !,-••. (16)

Искомые оценки (8), (9) будут получены из представления (14). 
Для этого при помощи (16) мы оценим величины xr (t, tg, д0) (шаги 
3-9).

Шаг 3. При r>0, I 0 символом х'}р обозначим р-ую компонен- 
^def

ту вектора хд = (d‘ xr\dl')i-t.. Из формул .(16), (15) несложно вы­
вести, что х'' = 0 при 1<г. Поэтому в некоторой окрестности точки 
tg истинно представление

x'{t, tg, хо)=2 x'0‘(t-tg)> /l\, r=0, I,---. (17)
Z-л

Шаг 4. Введем ряд обозначений. Символом у'1 обозначим вектор 
rl rlс компонентами уцр -■= |хор|, р = 1, 2,• • •. Если А — матрица, а х — век- 

тор, то символом (Ах)р обозначим р-ую компоненту Ах.
Пусть {«}[/]}, {а* [/]} — как-то упорядоченные наборы из коэффи­

циентов системы (1). Из формулы (12) видно, что каждая величина 
я [А:, /] есть линейная форма с целочисленными неотрицательными 
коэффициентами от величин а) [г], то есть таковой является каждый 
элемент матриц А, = А, (|a)[/jl). Поэтому получаем равенства

А,о =[<f։'A,/</r)z_/, = A,(((rf» а;ИХЛ").'~4))» w =0, I,-.-. (18)
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Из формул (18), (3) следует, что если у — вектор с неотрица­
тельными вещественными компонентами, то

1(А‘’>у)р|<«р(и>)(В,у)р, ш = 0, 1,..., (19)

где В.= А, (|Л/у [/]|).
Шаг 5. Дифференцируя при (.>1 формулу (16) I—1 раз, пола­

гая затем I = 10 и учитывая (15) при г, 1^-1, г^О получаем:

V—г—1

Учитывая (19) приходим к неравенствам

СГ֊։т(/֊1֊«)(вх^Ч+ 2 С7_Л(/-1-«)(В։^-՛.^.
V—г V- г —1

(20) 
при 1^г, / > 1, г^ъО.

Шаг 6. Вычислим величину (В, у™)Р. В начале доказательства 
введя счетное множество переменных х [г] и вектор х=(х1։ х։, •••) 
мы определили тем самым взаимно-однозначное отображение множе­
ства мультииндексов /=(г‘1,•••, ։‘и) на множество натуральных чисел 
р —порядковых номеров компонент вектора х. Символами { (р) и р (г) 
будем обозначать значения г и р при этом отображении. Если у—век­
тор с компонентами у„ уа>‘ • то символом у [г (р)] или просто у [г] 
будем обозначать величину ур.

Из формул (11), (12) следует, что при к (р)=(к1,- • •, кп); * -1, 2; 
V > г 0 истинны равенства

(В.С),=22 2 0 + 1,---,(21)
/л=0 (т)

Шаг 7. Лемма 2. При любых целых 1^-г^0 истинны не­
равенства

у'01[к]<П(1, к) ф(г, /) |Х0Р*։, (22)
։де

аеН՜1
П (/,*)= П (1*1 + ^)> НО 1а(т), 

ц-1 т=1

а ф— любая вещественнозначная функция аргументов г, I, удов­
летворяющая условиям

ф (0, 0) = 1, ф (— 1, I) = 0, (/ > г > 0),

Ф (г, /)> з (|Ло[) ( 2 ? (а) ф (г, / — 1 — и) £_“/п! + 
՝ и— о

I—л .
+ 2 <?(«) Ф (г-1, 1-1 - и) £-“/а!) ((г, /) =#(0, 0)). (23)

и=0 '
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Доказательство. Из равенства (21) получаем, что при лю­
бых />г = 0, !,•••» если уг0‘ удовлетворяет (22) и к—к (р) —к1։ ■ ■ ■ 
• • •, кя), то

(В, уг0')р < 5 (|Л0|) Ф (г, /) П (/+1, к) |Ло|1*>. (24)

Очевидно удовлетворяет неравенству (22). Пусть ему удов­
летворяет величина р°:’ при о = 0, •••, /—1. Тогда из неравенств 
(20), (24) и оценки

С’_, П (о + 1, к)/П (I, к) <£’+»֊' /(1-1- о)! 

получаем

У0'/՛ < (2 СГ-1‘? (/—1—(0, о) б (|Л'0|) П («4-1, к)/П (I, к)\ X

X п (/, к) игор (0, 0 п (/, к) руи, 

то есть у°‘ также удовлетворяет неравенству (22). Таким образом 
неравенство (22) доказано по индукции при г=0; / = 0, !,•••. Анало­
гично оно доказывается при г = / =1, 2,• - -, а затем в предположении, 
что ^>0 и это неравенство истинно при г — g; 1 — 8, 4-1,--՛, тем
же способом доказывается, что оно истинно при г = # 4~1; / = #+1, 
8 + 2.* • ՛•

Шаг 8. Для получения оценок величин у'о1 [£] из неравенства (22) 
осталось найти функцию 4, удовлетворяющую условиям (23). Индук­
цией можно показать, что в качестве таковой подходит функция

ф (г, I) = С' 9', (25)

где 9 определяется формулой (7).
Шаг 9. Неравенство

С; (1 4-а)՜'<а-' . (26)

при я>0; 0 < г < / следует из биномиальной формулы (14֊л)' = 
= • • ՛+ СГ! аг 4— •.

Пользуясь (22) при |£| = 1, (25) и (26) замечаем, что при любых 
р £ [1: и] и 4-1 > г > О истинны неравенства

/И

2 <(#-/о),//1| < |Л1»-г(К-#о1/го)у+։х 
/=Л'+1

М-ЛГ—1 |_։

х 2 1((14-а)к-^|9)'/Л] П(1 + н£). (27)
/-Ч) л=0

Полагая М 4֊ 1 = г и устремляя М к 4֊ °° из (17), (27) получаем 
(см. (34) в [21), что при р£[1:п]; г = 0, величины
хр (^> ^о> хо) голоморфны по I и удовлетворяют неравенствам

I*; (6 Го. х0)| < Ко |Л’0| (|* ֊ /0|/(г0 а))'. (28)

Таким же способом при г — 0 получаем неравенства
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Хр (*. *о. -Го)—2 хео‘р(1 — 10)‘ /П
1-о

<ад| (|<—/0|/г0)?У+1,

совпадающие с (8) с точностью до обозначений.
Шаг 10. Применяя (28) для оценки правой части равенства 

(см. (14))

I I "
Хр (/, /о. "о- £) — 2 хгр (/, /0, х0) 8' = 2 хгр (#, <0, х0) чг

г-0 . г^П+Х

завершаем доказательство теоремы.
4°. Вторая теорема о голоморфном решении. Перей­

дем к рассмотрению системы

= 2 Ь1к хк 4- V 2 6] И Х‘ +
4-1 ' т—2 /£/„ (т)

Д+1
+е 2 2 /С|1:п]; 4/хп+։/Л = 0 (29)

т=1

при обозначениях, аналогичных (1). Предположим, что хЛ+1 С С; — 
фиксированные постоянные, величины [։], Ь-ь— голоморфные функ­
ции аргумента /, а решение X удовлетворяет условию (2).

Задача (29), (2) есть частный случай задачи (1), (2). С другой 
стороны, если подставить постоянную хя+х в первые п уравнений (29), 
то получится система более общая, чем (1) (в (1) отсутствуют сво­
бодные члены хЛ+1 Ь,\ я+1 (0).

Величина г0 в теореме 1 тем больше, чем меньше $ (|Х0|). В свою 
очередь, з (|А^)| монотонно убывает вместе с |А70|, причем з (|Л(09 —• 0 
при |Х0|—>0 только в том случае, если в системе (1) отсутствуют 
линейные члены. Поэтому займемся сведением системы (29) к системе 
без линейных членов в невозмущенной части (остальные линейные чле­
ны можно, вообще говоря, сделать малыми за счет в) с тем, чтобы 
применив к ней теорему 1 получить для задачи (29), (2) более силь­
ный при малых |Х0|, |е| результат—теорему 2.

Введем в рассмотрение (л+1) X (л 4֊ 1)— матрицу 6/ такую, что 
ее компоненты голоморфны в некоторой области £> а С, причем (9 £ £> 
и. удовлетворяют условиям:

(и1) при любых №£Сп+1 истинны неравенства
1 • . ЛеГ • ‘ •

|(/о ՛ ЙП С где и*, и* £ R — постоянные, Но. = Н՜1 Ь-./,;
(и2) система относительно 1Г = (ш1,---, шл+9, в которую пере­

ходит (29) при замене
(X, хл!1) = (/'1Г, (30)

имеет вид 
д+1 д+1 * -

</1Г/Л=2 2 + 2 <։}[<] 1Г, (31)
/п«*2 /6/я+։('П) т-1 <6Дг. + 10п)

։ *............. ■ <...& . - . АС«.»..* С )
причем а’;[ч голоморфны по £ прц
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Эти условия выполнены, если и — фундаментальная матрица 
системы (29) при * = е = 0, голоморфная в области £\:э

Из (2) следует, что удовлетворяет условию

1Г(/0, /0. ур0։ «)- 1ГО = мт* (Хо, х„. >). (32)

Теорема 2. Пусть и удовлетворяет условиям («1), (»2) и 
не зависит от е. Пусть а (-(0, + оо) и выполнены условия (3) 
относительно коэффициентов а< [/] системы (31). Пусть величи- 

на определяется формулой (32), величины 5 = 5 (| 11^д(), Н—фор 
бе»

мулами (5), (7) (в (5) п следует заменить на п + 1), а г0=(Ь (1 + 
+ а) 8)՜1 . Пусть, наконец, область О удовлетворяет условию 
О = V,, (,0).

Тогда решение X (I, /0, Хо, е) системы (29) голоморфно по е) 
в области Vг, (/д) X V. (0) и удовлетворяет там неравенству (8) 
при И =4) и неравенству (9) при любом И, если в них заменить 
К® на Но = и* и* Кд |(%0, хл+г)1/1Хо\>

Доказательство. Применяя теорему 1 к задаче (31), (32) 
получаем, что ее решение 1Г голоморфно по (/, е) в области УГ,(^О)Х 
X Й» (0) и удовлетворяет там неравенствам

|Г(6/0. *о, 0)֊ 1Г0|<К0|1Г01к-;0|Хг0, (33)

I V (I, /0, (Го, в)- 2 в' XIII < К 11Г0| е/а|"<1 Щ-1о) /г0|^, (34)
I 1-0 '

где использованы обозначения, аналогичные (10). Так как матрица П 
голоморфна в ¥г, (/0), то из (39) следует, что решение X {I, /0, „Уд, е) 
голоморфно по ((, в) (#0) XV« (0). Используя (39), (и 1), (32) из 
неравенств (33), (34) получаем доказываемые.

5°. О проверке условий теорем. Покажем, что проверка 
условий теорем 1, 2 достаточно проста.

(а) О вы ։ислеяии <р (/), М‘։ [(] в условиях (3). Если все а) [г] в (1) 
постоянны, то можно положить

<Р(Э) = 1, <?(/) = 9, 1 = 1, 2,..., М’ [/]=;а;[(]|. ' (35)

В случае переменных а) [/| лучшэ всего получить <р (/), М} [/]» 
опираясь на конкретный вид а) [г]. Если это сделать не удается, то в 
предположении, что все а) [г] голоморфны в круге Vг (/0), можно ис­
пользовать неравенства Коши

1<*' И/Л1 к-/. < /I Р՜' шах |а’. [։]|, р <՜ г, 

то есть положить
•р (/) = Л р՜' , М} [։] = шах I, а) Щ|. (36)

(в) О вычислении з, а. Вычисление з = з ('А^)) по формуле (5) не 
представляет затруднений. Если а) (։] постоянны, то из (35), (6), (7) 
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следует, что я=1, В = տ = տ (|Ло|). В случае переменных а} [г] из 
(36), (6), (7) следует, что я =1+ (p£s)-։ , Н = s + 1/(р£).
Ленинградский государственный университет

им. А. А. Жданова Поступила 5.1.1981

I,. Ч. 1։Ա0 ԱՋ ԱՆՅԱՆՑ, Ф. Հ. ԱՃՈՑԱՆ. Սովորական դիֆերենցիալ հավասարումների հո­
լս մոր ֆ լուծումների դնահատումց (ամփոփում)

Դիտարկվում կ աոաջին կարգի Ո սովորական դիֆֆերենցիալ հավասարումների համա­
կա րգրւ Աջ մասերը գծային են ըստ պարամետրի և հանդիսանում են հանրահաշվական պոլի- 
նոմնևր անհայտներից, որոնց գործակիցները հո լոմորֆ են արգումենտից։ Առաջարկվում են 
գնաՀատականներ ըստ արգումենտի ու պարամետրի լոկալ լուծումների հոլոմորֆութ յան տի­
րույթի ւամար և համապատասխան գնահատականներ թեյլորային վերլուծության մնացորդա­
յին անդամների համարւ Դրանց ապացույցները հիմնվում է վերջավոր թվով ոչ գծային դի­
ֆերենցիալ հավասարումների համակա րգի հաշվելի թվով գծային դիֆերենցիալ հավասարում­
ների համակարգի րերման վրա։

Լ. К. ВАВ \DZANJANZ, P. B. MGOJAN. The estimation of the golomophic 
solution of ordinary differential equations (summary)

The article deals with a system of n ordinary differential equations of the first 
order with the right-hand sides linear with respect to a parameter e and polynomial 
with respect to all dependent variables. The coefficients of the polynomials are go- 
lomorphic functions of the independent variable t.

The purpose of this paper is to give estimates of the (f, &)-region where the 
local solution is golomorphic as well as to estimate the remainders terms of the 
corresponding Taylor formulae.
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Г. В. МИКАЕЛЯН

О СУЩЕСТВОВАНИИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ В КРУГЕ 
ФУНКЦИИ С ЗАДАННЫМИ а-КОЭФФИЦИЕНТАМИ

ФУРЬЕ

1, Пусть 2= |г*|Г и Р=(?*}Г—последовательности комплек­
сных чисел , причем г**/=0 и г* -* °° при к — оо.

Следуя работе [1] Л. А. Рубеля и Б. А. Тейлора величины

c0(r;2:?)= S 
Ид!«'

1о? ֊֊ > 
1*л|

с* (г; 2 :?)=֊֊ r‘ + 1 V ---
2k 1*Ո1 с г

с_* (г; г-. Р) = с* (г; 2: ?) (4 = 1,2,..),
где г^>0, назовем коэффициентами Фурье, ассоциированными с после­
довательностью 2.

В той же работе [1] было доказано, что если для любого г£ 
6(0,+«)

2 |сл (г; 2: Р)|2< + оо,

то существует единственная целая функция / (г) со следующими свой­
ствами:

1°. /(0) = 1, последовательность нулей /(г) совпадает с 2.
2°. Последовательность коэффициентов Фурье функции log |/ (re'°)| 

(г > 0) совпадает с (с* (г; 2: р)|, 4 = 0, ±1, ±2,---.
З9. В окрестности точки z = 0 справедливо разложение

Jog / (z) = const + 2 Р* z*.
к— 1

2. Пусть D՜* (—1 < а -|- <х>) — интегро-дифференциальный one 
ратор в смысле Римана-Лиувилля, т. е.

О-/ (х) = ֊^— Г (х— «)'֊’ / «) dt (0< а < + оо), 
1 Vх) J о

D»/(x)s/(x),

= Y {£>֊П+’>/(х)} (֊ 1< а<0), их
где Г (а)—гамма-функция Эйлера.
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В работе [3] была доказана следующая
Лемма. Пусть функция /(г)(/(0) 0) с последователь­

ностью нулей Z = {гя}Г аналитична в круге |а| R +°о).
Если в окрестности точки г — 0 

а
1о£/(г)=У}

*-о
то для любого г£(0, R) и ։£ (—1, 4- со) справедливо представле՜ 
ние

г֊'£>-1ог|/(ге'в)/ = 2 с<’Цг, /) е'*1’,

где с^> (г,/ ) определяются по формулам
1

4” (>֊./>= г֊.,1 г-. 2 1' + хт֊—; Ьг |/ (0)1,
Г(1 + а)|ап^г , 3 х Г(Ц-а)

>*■»1 
т

с? (г, — —(1 + к)- Р* Г*+----- ------- х
* 7 2 Г (1 -|֊Л+а) 2Г (1 + а)

1 _ 1
X 2 I (~՜՜) Г (1—х)’х*՜1 е/х-|- (— 1 Г(1—х)’х_*“*с?х1

кд! кл»

с(_Ч (г. /) = с<;՛ (г, /) (к =1, 2, • • •).
Отметим, что когда а=0 и /(0) = 1, то 

К 
с?’(г;/)=с*(г; 2: ?)(& = 0, ±1, ±2,---).

3. Теперь допустим, что 2= {?*)“ и (3 = 1^*1“ — последователь­
ности комплексных чисел, причем 0 < |х>1 и при фиксиро
ванном а^(—1, + со) выполняется условие

30

2 (1- |гл|)«+« < + со. (1)
*=1

Определение. Для любого г£(0, 1] и а £ (—1, оо) вели 
чины

с'«) (г; 2-. ?) = -1- -Г <1+*) гк +
-֊ ■ 2 Г(1 + Л + а)



T4 D Кл»։мчл • a tl

(2)

с% (г; 2= СЮ (г; 2: р) (Л=1, 2, • • •), 

назовем ^-коэффициентами Фурье, ассоциированными с последова­
тельностью Z.

Заметим, что при г=1 а-коэффициенты Фурье определяются как 
суммы рядов, которые сходятся ввиду условия (1).

Если для последовательности 2= |г*| условие (1) выполнено, то 
бесконечное произведение Бляшке—Джрбашяна (см. [2|, гл. IX), где

W, (z; Е) = £։Г(Ц-«)Г(1 + *)

м Г
х / Е՜* ( '1—*)’ X*՜1 г/х — Е* I (1— хУ х՜ * - 1 а'х I г* (3)

и 1=1

сходится в круге |г|<1 и представляет там аналитическую функцию, 
обращающуюся в нуль только на последовательности 2. В, (г) совпа 
дает с функцией Бляшке при а = 0.

Теорема. Пусть {с'։։) (г)} = {с^ (г; 2՝. Р)}, Л = 0, +1, ±2, ••• 
•• — последовательность а,-коэффициентов Фурье, ассоциирован­
ная с последовательностью 7, и пусть для некоторого а £ (— 1, 
+ °°)

2 1«£’(1)1*< + =°- (4)

Тогда существует единственная аналитическая в круге |z| 1
функция f (z) со следующими свойствами՝.

1°. / (0) = 1, последовательность нулей / (z) совпадает с Z.
2°. Последовательности коэффициентов Фурье функций 

log |/(ге'*)1 « г~л D— log I/ (rezft)| (0 г I) совпадают соответст­
венно с {с(й0) = [с* (г))+х и (с*1 (г))<

3е. В окрестности точки z = 0 справедливо разложение

Ья/(г) = сопб1+2 Р* =*. (5)
♦-1

Доказательство. Ввиду условия (4) ряд

2 <-)(1)е^
■■ —

по теореме Рисса-Фишера является рядом Фурье некоторой функции
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<Ме'?КМ- *,«]•
Для ։£(—1, + со) введем в рассмотрение следующие функции:

( 2 16« (w; z) = Г (1+ a) 1֊-----VTТ7Г-1 ■ (6)
А1՜ )

Q, (z) = expl -Д— 1 5« (w; z) Ф, (w) , (7)
12՜։ J w J

|wl=l

f(z) = B.(z) Q.(z). (8)
Функция / (z) аналитична в круге |z|^l и последовательность ее 

нулей совпадает с Z.
Поскольку 

п ( Г (Ц-а) f . . . dw 1(0) = exp —-------- Ф« (w)---- =
I 2՜* J w J | w|—1

oo i
= exp [Г (1+ a) c<0«> (1)J = П exp [ f (1—dx

I J x 
|‘Л|

и по (2) и (3)

В. (°) = П ехР 
я—1

то
/(0) = 5a(0)Qa(0) = l.

Докажем теперь, что последовательность чисел

с» (г, /) = log |/ (ге/9)| е~1кй df), k
1

°0, ±1, ±2,.-.

и (с*(г))13 совпадают.
Для этого, по лемме пункта 2, достаточно показать, что в ок­

рестности нуля справедливо представление (5).
Из (2) и (3) будем иметь

ОО
log В. (z) = 2 log fl---- —1Г. (г; z„) j =

n=1L k z„/ J
Г(1+а + *)

Г(1 + а)Г(1+ k)

z„* J (1—x)’ xk~'dx — J(l—x)* x“*-J dx | j z*

° 1»я1
(l«l <!*։!)•
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Поэтому
= 2 г*՜1, при |г|<|г1|, 19)

где

иу=- х*֊1 с/х X
Л֊=1

X (1
1*л |

Далее из (6) и (7) получим

(Ю)

|шр=1

Г,(2+а)

— о« (»; г) -----=
Ог V)

Ф1 (ш) с/то

«> '
(И)

Вычислим последний интеграл в (11):

г (2+а) Г Г (2 Ха) “ Г(«+2+/п)
£оГ(а+1)Г(т+1)

рх՛֊ I I ]
\ IV /

х | 2я = 2 г*֊1 (И <1, А:>0). (12)

1«| -1

Поскольку

то из (11) и (12) следует, что

3 и,4«^՛ (М <1), (13)

где
^=2 С(«> (1) НИ-= к ₽* + 

Г (к)

(14)
Замечая, что £/£•>+ = к ?*, из (9), (10), (13), (14) получим,

что в окрестности точки х = 0 имеет место разложение
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f(*) _ в: (г) &(г) 
f(z) B.(z) Q,(z)

CD

= 2 к 8* ?֊• ■
>—1

Тот факт, что последовательность коэффициентов Фурье функ- 
пии r~'D ’ log I/ (relb) I совпадает c {cf) (r)}t^ (0 < г < 1) следует из 
леммы.

Докажем единственность построенной нами функции. Допустим 
противное, то есть что существуют функции Д (z), /2 (z), Д (0) = 
— /2 f0) = l, с нулями и с коэффициентами Фурье

С* (г, Д) =■ Ск (г, fi) = Ск (г) (0< r< 1).

Тогда для аналитической в круге |z| 1 функции

ск{г, ?)=0 (к = 0, ±1, ±2,---)> 
/։ (г)

и поэтому )<р (z)|^l (|z|<^l). Так как <р(0) = 1, то

? (г)= 1. т.е.Д(г) ^Д(г).

Теорема полностью доказана. 
Теперь приведем пример, который демонстрирует целесообраз­

ность введения я-коэффициентов Фурье.
Пусть для г„£(0,1) и я=1 условие (1) выполнено и 

1 I
-(£ + 1) -֊* С(1-х)х‘֊։Лт + 2 [(1-*)х-*-'Ле1 + 2

я՜' 1*я/ 1*л1

(к=1,2,

Тогда _ к

са)(1;Д:Р)=_А_ (к=1, 2,-). 
к 4-1

Если условие (1) при я = 0 также выполнено, то вычисление по­
казывает, что

с(0)(1; £{}) = □_£ (гя_2*)4-1 (* = 2, 3,...), 
к -1 п-1

а если (1) не выполнено, то просто с(йП) (1; Д:₽) = оо.
Таким образом, условие (4) при я =1 выполняется, а при я=0 

не выполняется.
В заключение приношу свою благодарность М. М. Джрбашяну 

за постановку задачи и руководство.

Ереванский государственный 
университет .a 2.VII.1981

Ч&.ХП.1981
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Դ. Վ. ՄհՔԱՅևԼՅԱՆ. Տսւրյհի տրված րք^րծակիցնԼրով շրդանում անալիտիկ ֆունկցիայի 
գոյության մասին (ամփոփում)

Հողվածում լուծվում է խնղիր Ֆոլրյեի տրված ^-գործակիցների (֊ 1 <Ա< \-ՕՕ) հաք Ար­
ևակայությունն ունեցող միավոր շրյանոլմ անւպիտիկ ֆունկցիայի կաոուցման մասին։ ц=0 
ղեպցոլմ ստացվում են Ֆոլրյեի սովորական գործակիցները։ Լուծ ումր Լաւղես հենվում է Ռու- 
րել-Բ-եյլորի մի թեորեմի և Բլյայկե-Տ րրաշյանի արտաղրյափ վրա,

G. V. MIKAELIAN. Exigence of a function analytic tn the duk 
having preecrlbed a-Fourter coefficient (summary)

In the paper an analytic in the disk function with given sequence of ։-Fou- 
rier coefficients (— 1 < a<. + <») is constructed. When ։ 0 we obtain the ordinary
Fourier coefficients. The solution is based on the theorem of Rubel Taylor and 
Blaschke—Djrbashian products.
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М. А. МКРТЧЯН, А. И. ЮЖАКОВ

МНОГОГРАННИК НЬЮТОНА И РЯДЫ ЛОРАНА 
РАЦИОНАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ п. ПЕРЕМЕННЫХ

Как известно, функция, голоморфная в п-круговой области простран­
ства С", разлагается в этой области в кратный ряд Лорана. Коэффициен­
ты ряда Лорана выражаются интегралом (см. [1], стр. 41) и не всегда 
могут быть вычислены эффективно. В работах [2—5] ( см. также [6], 

20,21), посвященных применению кратного логарифмического вычета 
к неявным функциям и системам алгебраических уравнений, рассмотрены 
некоторые случаи, когда вычет рациональной функции (коэффициент при 
х,՜1...^1 соответствующего ряда Лорана) выражается рационально через 
коэффициенты числителя и знаменателя.

В настоящей заметке исследуется вопрос о существовании различных 
разложений Лорана рациональной функции п. переменных и вычислении 
их коэффициентов. Оказывается этот вопрос можно связать с понятием 
многогранника Ньютона многочлена. Показано (теоремы 1, 2), что каж­
дой вершине многогранника Ньютона многочлена С? соответствует П-кру- 
говая область с центром в начале координат, в которой рациональная

Рфункция — разлагается в ряд Лорана, причем коэффициенты ряда выра­

жаются рационально через коэффициенты многочленов Р, ($. Заметим, 
что случаи, встречающиеся в [2—5], охватываются теоремой 1. Как и в 
[2—5] выписываются явные формулы ((1.4), (1.5)). Полученные резуль­
таты позволяют оценить снизу размерность группы гомологий 
//„ (Ся\{?: ф (?)= 0} ) числом вершин многогранника Ньютона, не ле­
жащих на координатных плоскостях (теорема 3, следствие 1).

§ 1. Обозначения. Основные результаты

Обозначим М, 2, R, С, соответственно, множества натуральных (вклю­
чая 0), целых, вещественных, комплексных чисел. Если М — произволь­
ное множество, то Л/я= |х — (х1։՛ • •, хп): х/ £М]. Нп = {г,‘ = х*1- • ■ х*՞ : 
:х£Сл, а £ множество мономов от п переменных.

Определение 1. Линейное отношение порядка на множестве 
Ня назовем мультипликативным, если из условия г* х3 следует 
х*.՜1՜*1 ։- х?+|Х для любого Здесь « +- £ =(71 + Р1,- • •, а.п 4֊ ря).

Определение 2. Многогранником Ньютона многочлена

(?(х) = У. а. г* (1-1)
а

называется выпуклая оболочка в Кп множества {а £ аа^0}. Много­
гранник Ньютона многочлена обозначим Л/(О).
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Предложение 1. Пусть для члена ар z3 многочлена (1.1) на 
остове Г? = С": Ы = , 1*л !=?••<I выполняется неравенство

|арх»|>|я(«), (1-2)
где g (г) = Q (д) — a? z> . Тогда коэффициенты ряда Лорана 

f(z)=% cax' (1.3)
a£Z"

р (г) 
рациональной функции / (г) = ~ (Р произвольный многочлен)

в окрестности Гр выражаются абсолютно сходящимся рядом
00

с«=2 ( —1)* SR
*=о

Р(г)
ар ' * yap z? I (1.4)

՝ де ЗХ — линейный функционал, ставящий в соответствие многочлену Ло­
рана его свободный член.

Формулу (1.4) можно также записать в виде

*-°а*+' П la>+ M*+1)-1]I

(fi+ - и «/• + (*+1Х₽1+. •+ ₽") -Л

..^«л+^ + ЧЗл- г֊-0

Теорема 1. Пусть а? я9—старший член многочлена (1.1) 
при некотором мультипликативном отношении порядка г- в Н„. 
Тогда

а) существуют числа ря, р/>0 такие, что на остове 
Гр=(г: |г/|=Р/> /=1* •••» п| выпокнягтся неравенство (1.2);

б) в ряде (1.4) для каждого а лишь конечное число членов от­
лично от нуля, т. е. коэффициенты ряда Лорана' рациональной

4 Р Гфункции }= — в окрестности 1з выражаются рационально че­

рез коэффициенты многочленов Р и ().
Выбор радиусов р/ остова Гр описан в § 2 при доказательстве 

теоремы 1.
ОТ ч

Замечание 1.Если /=Р1\Л —старший член мно­

гочлена ]=!,•• ., щ для некоторого мультипликативного отноше-
Л

ния порядка в Ня, то, очевидно, а?г^ = Р| а^д9^՛^ является старшим 
/=։

• т
членом многочлена (?= |~| для этого 'отношения порядка. В этом 

/-։
случае коэффициенты с։ ряда Лорана функции / в окрестности Гр 
можно вычислять как по формуле (1.4), так и по формуле
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*1.
РП (-1Л

<։?(Л г'
(1.5)

где (г) = С; (г)—а,(/) гЗ<У). При этом в ряде (1.5) также для каж­
дого а содержится лишь конечное число членов отличных от нуля.

Замечание 2. В работах [2—5] для формул типа (1.5) в каждом 
случае даются конкретные оценки числа слагаемых, отличных от нуля. 
Эти оценки неявно опираются на некоторые частные случаи мультипли­
кативной упорядоченности.

Замечание 3. Из формулы (1.4) следует, что если в «старшем» 
члене аз г3 показатель Р/=0, то ряд Лорана (1.3) функции / в ок­
рестности Г? не содержит отрицательных степеней переменной г;.

Теорема 2. Член ар г3 многочлена является старшим при неко­
тором мультипликативном отношении порядка тогда и только тогда, когда 
точка Р является вершиной многогранника Ньютона.

Таким образом, каждой вершине многогранника Ньютона знамена­
теля рациональной функции соответствует свое лорановское разложение 
этой функции. При этом коэффициенты рядов Лорана выражаются рацио­
нально через коэффициенты числителя и знаменателя.

Остов 1՝з становится п-мерным циклом в Ся\{г: <2 (я) = 0), если 
на нем ввести некоторую ориентацию.

Обозначим М ((2 ) — множество вершин многогранника Ньютона, в? 
лежащих на координатных плоскостях.

Теорема 3. Циклы Г», р £ М (О гомологически независимы 
в СЛ |х: <2(я) = 0|. Цикл Г,э~0 в Ся\{г: <2(я)=0), если хотя бы 
для одного / £ {1, • ■ - , л} Р; = 0.

Отсюда следует, что циклы Гз, Р£Л/(<2) образуют базис неко­
торой подгруппы группы Нл (СЛ\|я: <2 (г)=0|).

Следствие 1. Размерность группы гомологий Нп (Ся^\{(2(2) =0} ) 
не меньше мощности множества М (С), т. е. числа вершин многогранника 
Ньютона многочлена 0 (г), не лежащих в координатных плоскостях.

§ 2. Доказательства. Вспомогательные утверждения

Доказательство предложения 1. Из неравенства (1.2) сле- 

дует, что функция 1 = ~д голоморфна в окрестности 1^и, следовательно, 

разлагается там в ряд Лорана (1.3) с коэффициентами (см. [1], стр. 41).

где 7 = (1..... 1).
В силу (1.2) ряд геометрической прогрессии

р(*) - У (—1)4 Р (*) (г (г) У
^+/<2(г) Йо аз
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равномерно и абсолютно сходится на 1 д. Подставляя его в (2.1), получим

или (1.4), поскольку I г* бг = (21Ч)п, если — • • • — гп = 1, и

՛ г" бг = 0, если “ 2я, <* =# (— 1»’ • ՛• —1)- 
'3

Доказательство теоремы 2. Пусть точка Р - (Р։,--рл) 
является вершиной многогранника Ньютона М (О') многочлена (1.1). 
Так как ТУ (О) — выпуклый, то существует опорная гиперплоскость 
Ь = {х £ R՞: ՝11х1 ------- 1- ՝1-п хп = </} такая, что /V ((?) п £ = |р|. Можно
предполагать, что точки х^^(О'), х=/=$ удовлетворяют неравенству 
;гхг + • • • + '/.„Хп «£ Тогда для членов иа'^а-^ многочлена (1.1)
имеет место неравенство

Ч51! + • • • + ^Я «я <С + • • • + 'яРя. (2.2)

Введем на Нп отношение порядка следующим образом. Бу­
дем полагать а3 >- я’, если существует индекс у £ !1,---, п) такой, 
что <։։-|- • • • + = + • • • -г ,1?1 для >=] + !»•••» л и >15(1 + ՛ • •
----------------------------- Очевидно это отношение порядка являет­
ся мультипликативным и для него в силу наравенства (2.2) а,;Р яв­
ляется старшим членом многочлена О (г).

Обратно, пусть а?а? является старшим членом многочлена (1.1) 
при некотором мультипликативном отношении- порядка >- в Ня. Пред­
положим, что Р не является вершиной R ((2). Так как многогранник 
ТУ (<2) выпуклый, а его вершины а01,՛ ■ •, а(*> имеют целочисленные 
координаты, то найдутся неотрицательные рациональные числа д1։ - • • 
• ■ д* такие, что ^4------ V = 1 и а«1’ -)----- 4֊ д» = р. Умно­
жая эти равенства на общий знаменатель з чисел д։, получим
равенства

Р1аП)4------- 1֊ р„ а(4> = $р, рх4----- -|֊р* = £| (2.3)

где /?!»•••. р* — неотрицательные целые числа. Так как а,зг? — стар­
ший член многочлена (? при данном отношении порядка, то г3 >- ,
/ = !» ••> Л- Отсюда и из (2.3), учитывая мультипликативность 
имеем

2зЗ = гР^-\ >_ гД.«(0(-чр»

Противоречие.
При доказательстве теоремы 1 нами будет использоваться теорема 2 

и следующая
Л е мм а. Если для любых двух элементов ։ = ат ),

? (?!>■■"> Рт) множества Е с Nmt т 2, су шествуют индексы
такие, что а/> р/, а. > р.,, гп.’> множество Е ко­

нечно.
Доказательство проведем индукцией по т. Пусть т = 2. Так 

как в любом подмножестве чисел из R есть наименьшее число, то найдутся
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» = (л1> — (’’и» ги) 6 Е такие, что /х < а1, ч։ < а, для любого
а = (։Х1 тя)^Е. Тогда согласно условию леммы \ 
для любого г £ Е, т. е. Е конечно.

Предположим теперь, что лемма верна для т—1, т>2 и дока­
жем ее для т. Фиксируем произвольный элемент >. ՝1.т)^Е,

>п М
Из условия леммы следует, что Е = и и Ец, где Е1} — {а.£Е: а/=у}.

Но по предположению индукции Е/ конечно. Значит Е также конечно.
Доказательство теоремы 1. а). По теореме 2 р является 

вершиной многограника Ньютона И' О) многочлена (1.1). Возьмем
р։ = /*',•••, р„=?я, где • • •, — коэффициенты уравнения опорной
гиперплоскости к Л՜ ((?) в точке Р, <>0. В силу неравенства (2.2) 
при ( достаточно большом (С'^о) на остове Гр = {г£Ся: |г/|=р/>/'=!,•• •

п} будет выполняться неравенство

|а,^|= |а4?1’1+”+’"’п< —|азгМ=—1азИХ։?1+’”+Хя?я> 
т т

где о /= р, т — число членов многочлена g {г), и, следовательно, не­
равенство (1.2).

б). Ввиду линейности функционала ЭХ достаточно рассмотреть 
т

случай, когда Р (г)=ги. Пусть ^(г)=2 а га(/). Тогда &-й член 
/-1

ряда (1.4) можно представить в виде

£ (— 1)* Д^р-'' Д,(% А:! у, , 2,(т) *„ ,
*|+-"+*т=» д? ) \ г՝1 / _

где т—число членов многочлена g (г).
Согласно определению функционала ЯХ значение

9Х [«>֊>- (г*(1’-?)4‘ • • • (?(я)-> )*т] 0

тогда и только тогда, когда

^֊3֊« (^<։)֊ ?)»,...(^֊З)4™ =2о.-=1. (2>4)

Множество Е наборов (к1г•••,кт), определяемых условием (2.4)’ 
удовлетворяет условиям леммы. Действительно, если (р1։•••, рп) £ Е, 

Рт)=^(к1,- • •, к„.) С Е, то из (2.4) следует, что

(г«и>-3)*<-/>.. ..(г«։/я)-3)*т-Рт==1. (2.5)

С другой стороны, так как аз Р — старший член многочлена 
(1.1), то -< 1, у = 1,..., т. Таким образом, (2.5) возможно лишь 
тогда, когда к:—р:^>0 и — р/<^0 для некоторых ։, } £ т).
По лемме Е конечно, следовательно множество \к = • • -[-кт: (кг, ■ • ■

■ ‘конечно.
Из теорем 1, 2 вытекает
Предложение 2. Если Р — вершина многогранника Ньютона 

многочлена (2, то
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(2.6)

При этом в последней сумме лишь конечное число слагаемых отлично от 
нуля.

Предложение 3. Для любых а, Р £ М (С/) интеграл

1 Г а,г'՜'^ I если « = р
^(2^3 ОС*) = I 0. если а =/= р. . (2։7>

Доказательство. Согласно определению М (О) из х М (Q) 
следует а/1. / = 1> • • •» я». Положим в (2 6) Р (г) = а, г9՜', тогда 
члены ряда (2.6) можно представить в вид

з ֊4гпгг?£-“ (֊֊у- •<«>

*1+". + *т”* Аг։Ь'֊ Кт- 0,1 \ Д’* ' \ д3 /

Так как р — вершина /V ((2), то по теореме 2 а> д9 является стар­
шим членом многочлена О для некоторого мультипликативного отноше­
ния порядка >- . Тогда д3 >■- д’ , / — ],• • •, т , 2՛ >■ г", если ։^= 
Следовательно

если а = ?, а кг = • • • = кт — к =0 и равно 0, если а =^= р, либо а — '1 
но кх+ • • • -г к„, — к > 0. Отсюда и из (2.8) и (2.6) вытекает (2.7),

Доказательство теоремы 3. Докажем, что циклы Гз 
Р£Л/(О), гомологически независимы. Допустим противное, что суще­
ствуют числа \з, Р£Л/((?) не все равные нулю, для которых цикл 
Г = 2'3 Г? ~0 в С"\(д: <2(д) = 0|. Пусть >.«=£0. Так как форма 

36.И (О
ш, = Оад’՜1 </д/<2(д) голоморфна и замкнута в С'1 \ [д : С(д) = 0], то по 
теореме Стокса (см. [1]) |и>«=0. С другой стороны, из предложе­

ния 3 следует, что

1 и» = V К (* ш = л =£0.
I а р 1 а а '

?? 3€М(<?) Л
г г?

Противоречие.
Пусть теперь р—вершина М(О) и Р; = 0. На остове Гр выпол­

няется неравенство (1.2). Так как ард3 не зависит от д/, то по прин­
ципу максимума при фиксированных {|д*| = р*)» £=^=у, неравенство 
(1.2) выполняется при всех Следовательно, В= |д:|д*|=
= Р*> к^=], |г/| Р;} с: С"\ {д:(2(д) = 0|. Но при соответствующей՝ 
ориентации Г₽ и В цикл Г₽ =дВ. Таким образом, Г3~0 в С'՛ \ |д: 
:<Э(*) = 0}........................
Институт физики СО АН СССР Поступила 27.IV.1981
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IZ. Ա. ՍՊք՚ՏԶՅՍ-Ն, Ա. Պ. ՅՈՒԺԱԱՈՎ. Նյուտոնի թացմանիոտբ և Ո փոփոխականի ռացիո­
նալ ֆունկցիայի Լորանի շարքն гр (ամփոփում )

Քննարկվում Լ Ո փոփոխականի ոացիոնայ ֆունկցիայի տարրեր Լորանի շարքերի գոյու­
թյան և նրանց գործակիցների հաշվման հարցերը։

Այս խնզրի մասնակի յուծումր կապված Լ Չ (յ) — ճ ՇՂ X* բազմանգամի ի/ {())Նյոլյսոնի 

բազմանիստի հասկացության հետ (|օ ԶՈ X Շ9 փ 0] ) բազմության ուոոլցիկ թաղանթը ք^Ո-ոլմխ 
ճոլյց Լ տրվում (թեորեմներ 1, 2), որ նյուտոնի բազմանիստի յ ոլրա բան չյոլբ գագա­

թին համապատասխանում Լ ո-շրշանային տիրույթ, որում ոացիոեայ ֆունկցիան վեր-
յոլծվոլմ Լ Լորանի յարբի, րնզ որում շարքի գործակիցները արտահայտվում են թ ե (^ 
բազմանգամների գործակիցներով սա ցիոնա յորևնւ

M. A. MKRTCHIAN, A. P. JUZAKOV. The Newton polytope and the Laurent 
series of rational functions of n variables (summary)

The questions of existence of Laurent series and of calculating the coefficients 
of these series are considered. ■ ՛

It Is shown (theorems 1. 2) that to each vertex of the Newton polytope of a 
polynomial a (x) corresponds an n-circular domain. Where the rational function P'Q 
can be expanded to Laurent series. The coefficients of this series are expressed 
rationally by coefficients of polynomials P and Q.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Ս՜աթհմատիկա XVII, № 2, 1982 Математика

Р. М, МЕГРАБЯН

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ РИМАНА 
О БЕЗУСЛОВНОЙ СХОДИМОСТИ ЧИСЛОВЫХ 

РЯДОВ

Для ряда хп из линейного пространства X через Л/(^х„) бу­
дем обозначать множество тех х £ X, для каждого из которых суще-СЬ 
ствует перестановка '(7)=п/ натурального ряда такая, что 2 x^(/>=x. 

/-։
Через s обозначается линейное пространство числовых последо­

вательностей с топологией, эквивалентной покоординатной сходимости, 
а через Г—линейное пространство вещественных функций на [0,1] с 
топологией, эквивалентной сходимости всюду на [0,1].

Одна из эквивалентных в R1 формулировок теоремы Римана 
выглядит так: для безусловной сходимости ряда У ая необходимо и 
достаточно, чтобы Мап) состояло из одного элемента (кратко: 
card М = 1).

Известно, что эта формулировка сохраняет силу и для рядов из 
Rk (см. [1], [2], а также [4]).

Б. С. Кашин показал (см. [4]), что подобное утверждение для 
пространства Т неверно, более того он построил пример ряда

00

2 Л (х), (1)
1

состоящего из непрерывных функций, для которого cardAf (S/,) = 1 
(точнее М (2 /„) = (0}; сходимость в смысле 7) и при этом выпол­
няется условие

ОО

21Л(х)|=оо ух€[0,1]. (2)
1

В настоящей заметке, упрощая метод Б. С. Кашина, мы доказы­
ваем справедливость такого утверждения:

Теорема 1. Существует ряд Slfn (х), fn£C [0, 1], удовлет­
воряющий условиям:

а) S/л сходится к нулю равномерно на [0,1]. 
. ОО

б) если для какой-нибудь перестановки з ряд V /з (л) схо- 
л֊-1

дится всюду на [0,1], то обязательно к нулю для всех х, причем 
равномерно на [0,1],

В) S 1/л (х)| = оо ух С [0,1].*

'' В примере Б. С. Кашина /д (х) -» 0 неравномерно на [0,1].
я
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Далее мы показываем, что для пространства s, которое занимает 
в известном смысле промежуточное положение между R* и Т, ситуа­
ция такова же, как и в /?*.

Те орема 2. Для ряда Ух/, х' £ s, безусловная сходимость 
эквивалентна условию card М х/) = 1.

В связи с этой теоремой уместно отметить следующее утверж­
дение, принадлежащее Р. И. Овсепяну: если X—бесконечномерное 
банахово пространство (в нормированной или слабой топологии) или 

х = L» (х, 2, р), 0 < р <1, dim Lp (х, 2, р) = оэ
1)

о

(р — произвольная мера) или X — L° (X, 2, р) и р имеет неатомичную 
• асть, то в X существует ряд У х,, для которого card М =1, однако 
он не является безусловно сходящимся.

Доказательство теоремы 1. Обозначим через А множе­
ство числовых последовательнее те й o = (ai, о։, •••), где и, =1 или 0

Л

И пусть Па = 2 Щ .

Для 7 С (0,1) введем обозначение В=5-1={а^Д: уп].
п

Пусть С = (х = 0, а։, аг, • • • ; (а։, а։, • • •) 6 В].
Легко проверить, что С— замкнутое подмножество отрезка [0,1], 

поэтому £)==|Ы С, вир С]\Сявляется открытым множеством. Пусть 
(“/, Р/) / = 1, 2, • • • — составляющие интервалы множества /7.

Положим ^4—, где х = 0, а։, а։,- - (; С <fi.t (х) =

1=1, 2, --, 
?<(-<) х^С

Р/ — ai 
i

Покажем,

?/(’/) «/

4>/(inf С) 0-^x-Clnf С
<pi (sup С) supC<x<l 
отрезок прямой, соединяющий 
(?/. Ч>/ (?/))•

что для ряда ~fi выполняются

точки (?', ft (ij)) и

все утверждения тео-
ремы I. Сначала установим несколько простых утверждений.

1. Если для а£А выполняется неравенство Пт — ^>0, то 
П

N
Доказательство. V

Na

1

1
N

2. Для любых положительных чисел р и е существует N=^(£, г) 
такое, что для любого а £ А, удовлетворяющего условию

(3)
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и для V п > /V па/п<^$. В частности, если а/=0, то пи/п<^
< е ул.

Доказательство. Возьмем /V настолько большим, что 
₽/р /У<^е. Тогда для уа £ А, удовлетворяющего условию (3), имеем 

Па — п» Р1--- .Л— 77— \6 при л > /V.
п ]' п |/ л ’/л

Очевидно, что ряд У <р/ (х) сходится к нулю равномерно на С и 
что <р/ непрерывны на С, но тогда в силу определения функций // 
они сами непрерывны на [0,1], и ряд (1) сходится к нулю равномерно 

на [0,1]. Далее, поскольку У, |'р/(х)| = со ух £ С, то условие (2) вы­

полнено.
Пусть з—взаимнооднозначное отображение множества натураль­

ных чисел на себя и хо=О, 1 1 ! £С. Назовем член ф»(/), (х0),у< N
сокращающийся в выражении

Ф» (О (*о) Ч +՜ Ф« (Л) (*о)> (4)
если— «0(/) (х0) £ {<ра(о (х0), /=!,■••, 7V], в противном случае назовем 
его несокращающимся.

Обозначим через (a1, N, з), (a՜, N, з) сумму положительных, 
соответственно отрицательных, несокращающихся членов в выражении 
(4).

3. Если Пт (а+, Л/, о) = 11т (а՜, /V, а) = 0, тоУ «р» цу (х)

сходится к нулю равномерно на С.
Доказательство. Утверждение является следствием очевид՜ 

ного неравенства

(а֊, Л/, з) < 2 ф.(о(х) /V, з) у /V, у х £ С.
։

4. Если Hin (а+, N, a)=ßl^>0 (или 11m (а-, N, з) = 8։<^0), то 
/777

существует точка х £ С, в которой ряд 2ф»(ц(х) расходится.
СО

Доказательство. Если расходится ряд V <р3 щ (х0), то х =х0.
1

Предположим ®j(/)(x0)=p. Пусть 7 £(0,1). Для 
1

(2 — 7 \0, ] выберем п0 в соответствии с пунктом 2. На 

берем ^настолько большим, чтобы (а+, N'*, з)>Ро/2* и 
= !,•••, 2- п»_1 сокращается в выражении

Г в

Ф’О) (*о)Ч------ F ФВ(А^(хо)-

ß = 1 и sC 

к-ом шаге 

<Р/(«о)> ։ =

1% = min [1, ß։)
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Из {?»выбираем произвольным образом такое количество 
положительных несокращающихся членов, что их сумма 5* удовлетво­
ряет неравенству

?о/2 < < 1. (5)
Теперь выберем натуральные числа Мк и л* так, чтобы числа 

<Р։(,)(хо)> ,= !■•••> М/с сокращались в выражении

?,(!) (*оН------ Ь ?=(Л'*) (х0),

{<Ра(О(х0)}‘՝21 С {<р/ (х0)},="։* И П,>2 л*-1. (6)

Ясно, что выбранные согласно (5) положительные несокращающиеся 
члены на к-ом шаге принадлежат множеству

{?/(*о)КХ*_։. • (7)

Положим аА = (а{', а|, ■ • • ) £ А, где а*=1 тогда и только 
тогда, если (х0) присутствует в сумме ։*. Из (7) следует

а‘ = 0 у /-С л*-։ и V

Из (5) и определения ак имеем для любого

Но тогда в силу пункта 2 имеем

֊■ <* У", V*, 
откуда 

ло* 
---- для ул > пк, У к. л*---------------- ¥ •

Пусть а = (1, 1, !,-••) —У ак (здесь имеется в виду покоординатная 
1

сумма и разность).
Из (8) следует, что а С А. Покажем, что а $ В.

В самом деле, при л <л0 имеем—= 1. Если же лт֊1’\П<хлт, п
то в силу (6), (9), (10) получим

> 1 — (2֊(т֊2). _|_ 2 -(т ֊3) . ___ _|_ П«ш~1 । П»т
^2 Л/л—1 П

(ОО »
2е + 1 = 1 -3- е>ъ

1 /
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откуда следует, что а£5(=Вт).
Пусть 7=0, аш.-.. (где а=(ар а, - )). Из конструкции а 

следует 
л* л*
2 Я*»։/) (*)=^ ?»։/) (-«о) _ 5* V 

1 I
_ л*

У, фз(/) (*)=£ ?з(*)(хо) V к> 
1 1 

откуда вытекает 
Л’*

Лт 2 ? ’։П = Р'
__ "ь
1։™ 2<р,(<) (х) <.р-?0!2, к •*> 1

ж
а это влечет расходимость ряда^ фз(0(х) и 4-й пункт доказан. 

1
Из пунктов 3 и 4 следует, что для любой перестановки возмож­

ны 2 случая:
а) сходится к нулю равномерно на С, следовательно

РЯД 2/.<0(х) сходится к нулю равномерно на [0,1],
б) 5 (I) (х) расходится в некоторой точке множества С, но

тогда в этой же точке расходится и ряд 2£/а(/)(х).
Теорема 1 доказана.
Покажем еще, что рассматриваемые в теореме функции можно 

брать из класса Си.
Пусть £։*<«>, е*> 0. Пусть £ С" и Ц/^ —/։1Ь < «»• Далее 

выбираем так, чтобы [(Л\ 4՜ /„)— (/3 4֊ /։՝Р. <[ег. Отсюда сле­
дует, что ЛЛ — /г1|„ <г3 4- гг. Затем берем ?3 £ С" таким, чтобы. 
II 3 3 IIII 2 — Е Л < Еа- Но тогда ||Г3 — /3^ < г, 4 а3 и т. д. Ясно, что 
ос .
У —/лй- <[ ос. Нетрудно проверить, что ряд V Еп искомый. 

1
Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся некоторые обо­

значения и вспомогательные утверждения.
Если у = (у1, у*, - • •) — элемент из $ или у = (у1,• • •, у”) — эле 

мент из R"1 и к <[ т, то обозначим (у)к — (у1, - • •, ук) £ R11.
Аналогично, если Е — подмножество 5 или R՞', то обозначим 

(£)* = {(у)‘: у СЕ}.
Для ряда ОО 

2 (П)

с элементами из з множество М = М (2 х/ ) определяется как и ра­
нее. Далее обозначим Мк = {х £ /?*}; существует перестановка т та­
кая, что ^т(хг)* = х. Положим еще
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(т, п) = {т, т + 1,- ■ •. л}, 
- (л։, л) (л։), ' (/л + 1),- • •, х (л)].

Лемма 1. (Е. Штейниц, см. [1], а также [3], [5]). Для любого 
натурального числа к существует число В* такое, что для любой ко­
нечной системы • •, хд. элементов из R*, удовлетворящей условию 
И
£х/=0, существует перестановка ~ множества (1, 2,•••, И} та- 
1

1/Л п
У. Х||<В*тах Цх/|], 1 < т < Л'.
—' [ 1</<Л

Мы будем пользоваться следующими двумя очевидными след 
ствиями этой леммы.

Следствие 1. Для любой конечной системы х1։• • •, хд, эле­
ментов из R11 существует перестановка ~ множества {!,••■, ТУ) 
такая, что

| у, XI | < В*-тах |х,|+ ВА| у х/| V »»€(1» ЛО.

Следствие 2. (см. [3], лемма 1). Пусть х/£ R* I = 1, 2,• • • и 
(х/Ц—♦ 0. Если подпоследовательность натуральных чисел (лт}“_1

пт
удовлетворяет условию у х/ -♦ х в то существует переста- 

г-Г т
новка т такая, что для любого

т, т; (пт—1 + 1» пт) -» ~ (лт_1 4֊ 1, лш) и У х/ = х.
1 ’ л

Лемма 2. Для произвольного ряда
У XI XI С 5 

верно:
1°. При фиксированном к, если М4+1=^=0, то М" = (Мк+1)к.
2՜՝. Если у £ Я и для любого к=1, 2, • ■ • (у)к £ ЛР, то у £ М.
3°. Если М 0, то М* = {М)к для всех к = 1, 2, • ■ •.
Доказательство леммы 2.
1". Пусть а и р — такие перестановки, что

= ак лу 2?(х,)* = (6\-.-, Ьк), (12)

где а1, - -, а*+’) €Л*+’։ (Ь1,---,
Обозначим А =(а1,• • •, а*), В=(61,• • •, 6').
Мы должны доказать, что существует такая перестановка т, что

(Х| )* = В (13)

и ряд У, х^+1 сходится, где х^+։ — к + 1-я координата вектора 
X/ я.
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Допустим противное, т. е. что при всех перестановках удов 
летворяющих условию (13), ряд Ут х*+։ расходится. Но поскольку в 
силу (12) Кг/)‘ '|| -» О, то по следствию 2 получим, что для всех пе­

рестановок т, удовлетворяющих (13), должны выполняться условия
т

2, х/ + ’ ■+■ То ИЛИ 5 х)՜1 1 -*   ОО,
। 1 т т

(14)

Более того, если перестановка т такая, что для некоторой подпосле­
довательности натуральных чисел выполняется условие
. • т

2 (15)
11՜ т»«=։

ТО

лт л,„
2 х*+։ ֊' + СО или 2 х‘+։ — — ОО. (16)
/-Г т /-Г т

Таким образом, в силу (12), перестановка ? также удовлетворяет 
условию (14). Не ограничивая общность можно считать, что

2з *?+։ = + °°- (17)

Покажем, что тогда для всякой ։ ерестановки удовлетворяющей 
условию (3), должно выполняться равенство

2 .^+1 = +«,. (18)
/~։°

Действительно, в противном случае из (14) получим, что

Далее положим т0 = 0 и по индукции определим на р-ом шаге
натуральные числа пр и тр так, чтобы выполнялись условия

а (1, 7Пр-1)с р (1, ПР)= а (1, тр), (19)

(20)
Р

"—В

(21)

Теперь определим перестановку т

т: (тр֊1 + 1, пр) •--- > ₽ (1, пр) \ а (1, тр-\) V Р>
т: (пр + 1, тР) •—* а (1, тр)\Р (1, пр) V Р- 

Из (20), (21) и определения т вытекает, что

1 X
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Но это противоречит (15) и (16). Итак, утверждение (18) справед 
ливо.

Очевидно, что подобным образом можно показать, что если хотя 
бы для одной перестановки т с условиями (15) и (16) имеем

(22)

то этот же знак будет реализовываться для всех перестановок с 
условиями (15), (16).

А теперь построим перестановку т с условием (15), но для ко­
торой не выполняется (22). Этим противоречием будет завершено до­
казательство пункта 1° леммы 2.

Так как по теореме П. Леви-Штейница Мк — плоское множество 
и А, В^Мк, то найдется такая перестановка я, что

%'(х,У=А+2-(В֊А}. (23)
1

Положим п0 = 0, /По =0, то = 0.
Определим по индукции на р-ом шаге натуральные числа пр, 

тр, тр так, что
* (1. т'р_{) с о (1, пр) с ? (1, тр) с а (1, т'р), (24)

' 1
3։(х,)*-(Л + 2(В֊Л)) <—, (25)
(=1 Р

(26)

(27)

<С помощью (24) можно определить перестановку т так, что для лю­
бого р — 1, 2, • • •

т: (пр-у 4- тр_х — тР-\ + 1, пр) - - з (пр֊1 + 1, лр)\[а(1, т^_։)\, 

Х₽(1, тр-1)],
т: (пр +1, пр 4- тр — тр) -֊- а (1, тпр)\ Р (1, тр).

Из (23), (25—27) и определения т вытекает, что
307-3
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пР +тр~тР лр тр тр
V (х/)л=тУ (х/)*—у (х/)*— 5.т РI «■! /■=! /“1

'р ■'-"'р- тР "р тр

и

р

Но это находится в противоречии с (15) 
Утверждение 1’ леммы 2 доказано,

(22).

2°. Пусть у и для любого к = 1, 2, ••• существует 
новка т* такая, что 2-:4 (х/)*+։ = (уУ*1.

Положим п0 = 0. Определим по индукции на к-ом шаге 
так, что

переста-

ЧИСЛО Пк

"*-։ (1, пк ։) с ■։* (1. п*), (28)

2т (.?/)*+' ֊(у)*+* 7^-՛ к*а*+ч< 

х- Чкл 1 (к + 1) Вк 1
V I > пк- (29)

Обозначим 2* = х*(1, п*)\т*_1 (1, п*_1). 
Из (28) и (29) следует

кВ, + (к - 1) Вк
(30)

Из следствия 1 и из (29), (30) вытекает существование 
становки т такой, что

пере-

»*

пк

= тах Кх/)*! • В„ + ) 2 (XI )* й • Вк< В„ (~-
>^к ''€*’* II \кВц

для любого т, Пк—1 т < пь.
При р > к из (29) и того, что если х£$, 

лучаем

_(Х1у В,=

1___
(к-1)Вк

ТО ||(х)*Ц -< Цх)/’ ’г, ПО

£.(^у+՝֊(р)р+1 |=

и

1

1

1 ։

3
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Отсюда вытекает сходимость ряда У (х/ )4 и £_ (х/ )к=(у)* (У &)• 
Т' 1

Следовательно 2- xi = y и у £ М. Утверждение 2° леммы 2 
доказано.

3. Включение (М/с: Мк у և очевидно.
Зафиксируем i и докажем, что М‘. Пусть (у1, • • •,

Поскольку М—непустое множество, то, очевидно, что таковы же все 
М“ и тогда в силу 1՜ существует такое ум, что (у1, •••. у1, у1՜1) Հլ 

^М1'. Аналогично рассуждая и дальше, мы получим бесконечный 
вектор у = (у1,- ■ ■, у1,- • •), удовлетворяющий условиям (у)к £ М* у к и, 
следовательно, по пункту 2՞ у £ М, а потому (у)' ^{М}‘.

Доказательство теоремы 2.
Пусть card М(Ух<) = 1. В силу пункта Зэ леммы 2 имеем для 

любого к, cardM* = l и тогда по теореме П. Леви--Е. Штейница 

ряд V (х< )к безусловно сходится в Rk, а значит и покоординатно.
I 1

Отсюда сразу следует безусловная сходимость ряда v xi в s. Обрат­
ная часть утверждения теоремы 2 очевидна.

За м е ч а н и е. Лемма 2 доставляет нам другое доказательство 
теоремы С. Л. Троянски (см. [5]), которая утверждает, что для услов­
но сходящегося ряда У х/ в s его множество сумм М является сме՜ 
щенным подпространством.

В самом деле, если х, у и z—произвольная точка, лежащая 
на прямой, проходящей через х и у, то ясно, что {х)к^Мк, (у)к£.Мк 
и так как Мк—смещенное подпространство (теорема П. Леви — Е. 
Штейница), то (z)k£Mk. Поскольку это справедливо для каждого на­
турального к, то в силу пункта 2° леммы 2 имеем z(-M.

В заключение автор выражаат свою благодарность Р. И. Овсе- 
пяну за постановку задач и руководство в процессе их решения.
Ереванский государственный

университет Поступила 25.1.1981
и 15.V.1981

Ռ. Մ. lft)2PltR3U.b. Ռիմանի թվային շարքերի ւոեղաւիոիյելիության վերաբերյալ թեորեմի 
լւերյեա՜ րացման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացուցվում է, որ անվերջ թվային հաջորդականությունների $

էությունում card
00

տ: 33> Ջ Xu(«> = x
Я=1

— լ պայմանից հետևում Ւ

շարքի տեղափոխե լիությունը, իսկ ֆունկցիոնալ շարքերի համար ուժեղացվում է Բ.

տարա­
ւք

2 х„
Л=1
Ս. Կա֊

շինի րացասական օրինակը։

R. M. MEHRABIAN. On a generalization of Rleman't theorem about 
unconditional convergence of number terles (summary)

It is shown in the space » of infinite sequences of numbers the condition card 

։x£»:3s, 2 xu(n) = x) 1 implies unconditional convergence of the series 2X„. 
n=J I
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It is shown also that this is not the case in the space C([0,l] (generalization of the 
theorem of B. S. Kashin).
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В. М. МАРТИРОСЯН

О ЗАМЫКАНИИ, МИНИМАЛЬНОСТИ И БАЗИСНОСТИ 
СИСТЕМ ФУНКЦИЙ ТИПА МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА

НА СИСТЕМЕ ЛУЧЕЙ

Введение

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов полноты, 
описания замыкания, минимальности и базисности определенных систем 
функций, порожденных целой функцией типа Миттаг-Леффлера Е? (а; р), 
где

(*;  р)= 2 —п\ <р>°> —00 < н< + °°)-
л-0 Г (pH----- )

\ р /
1при этом рассмотрения ведутся в пространствах 1л,«, (Г)= А։ (Г; |С|" 
Л|)(֊1<ш<1) функций, определенных на конечной системе лучей Г, 
исходящих из начала координат.

Приведем краткий обзор связа иных с данным исследованием 
работ.

1° (а). Пусть )>•*] “ (Не Х*2>0) —п роизвольная последовательность 
комплексных чисел (среди которых могут быть и повторяющиеся) из 
правой полуплоскости. Следуя М. М. Джрбашяну [1], обозначим 5*  
кратность появления числа X*  на отрезке {^}*.  Теорема Мюнца Саса 
о полноте системы экспонент в наиболее общем виде может быть 
сформулирована следующим образом [1—3].

Теорема. Для полноты в (0, 4֊гс) системы функций 
|е֊,<гХ х5*՜ 1 необходимо и достаточно условие

М. М. Джрбашяном было получено существенное обобщение это­
го результата; им был установлен критерий полноты систем функций, 
порожденных целой функцией типа Миттаг-Леффлера Е( (г; н) [3]. 
Чтобы сформулировать соответствующий результат, введем обозна­
чения.

Обозначим через Аг ш (0, 4՜ со)(—1 < ш < 1) гильбертово про՜ 
ртранство измеримых на (0, 4֊ со) функций с конечной нормой

№?,«(о, г -) = [ I/ (*)1 2 < + °°.
р
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Пусть, далее, (X*j®  (|arg >*|  к/(2«)> 1/2 < а*С  + °°) — последователь

* Всюду в этой работе под я* подразумевается та ветвь этой функции, кото­
рая на полуоси (0, 4՜ ос) принимает положительные значения.

ность комплексных чисел, а s*  > 1—кратность появления числа 'л на 
отрезке {Ху)*.  С этой последовательностью можно ассоциировать си­
стему функций {со*  (х; X*)} “ из Li, (0, 4֊ со), положив

ш*  (*;  М = (—)•*  х; р) х**՜ 1 (к — 1, 2, - • •),

а. 1 + « + р
р= ------------- I |1 = --------------------------- •

2а—1 2р
Теорема (М. М. Джрбашян); Для полноты в 1.2, «(О, 4՜°°) 

системы функций |т*  (х; )>«))*  необходимо и достаточно условие

Если учесть-что Ex(z; l)=exp(z), то при ш=0, а=1 (р=|1=1), 
эта теорема переходит в теорему Мюнца-Саса в обобщенной форму­
лировке.

(б) В связи с теоремой Мюнца-Саса в работе Л. Шварца [4] 
были выявлены характеристические свойства функций, принадлежащих 
замыканию системы [е~А х|Г в метриках Lp (0, + со), р>1, или 
С [0, 4֊ со], в предположении, что X  вещественны, | » и ряд

*
*

2 1/Х*  сходится. Но следует отметить, что эти свойства не дают 
собственно внутренней характеризации замыкания системы [е *Х)Г в 
случае ее неполноты.

Впервые в работе М. М. Джрбашяна [1] (см. также [2]) было 
дано полное внутреннее описание замыкания системы (е 4х'4 |Г 
(Re X*  > 0) в случае ее неполноты в (0, этот результат содер­
жит в себе, в частности, результат работы [4] в принципиально важ­
ном случае р = 2.

В работе С. А. Акопяна и И. О. Хачатряна [5] было дано пол- , 
ное внутреннее описание замыкания системы (х; X*)) ”, в случае ее 
неполноты в Li, ш (0, + <»).

(в) Другие обобщения сформулированных выше теорем Мюнца- 
Саса и М. М. Джрбашяна были получены в работах [6 — 10]. В них 
были рассмотрены вопросы замыкания и базисности систем функций 
вида z՛'  '1 и -1)( —X  z; u) z'4 _1)” в различных прост­* *
ранствах функций, определенных на системе двух лучей, исходящих 
из точки z = 0.

В работе [11] был установлен критерий полноты на конечной 
системе лучей систем функций типа Миттаг-Леффлера. Чтобы сфор­
мулировать этот результат введем обозначения.

Пусть 7V]>2 — целое и Л>, ш (Г) (—1 <[ ш 1)—пространство 
функций /, измеримых на системе лучей Г, где

Г= U {С: ArgC = M. 0<&։< л=1 ^<2-
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гпах i< п < N

и имеющих конечную норму

|лг<-н.
Пусть, далее

7՜} "Ср (®^+։ = #1 + 2«), 
®я 1

и при фиксированном л(1<^л-<А) {>4Л)}Г_։ — последовательность 
комплексных чисел из угловой области $л + */(2р)<  Аг£>.< &я.ц—*/(2р),  
а 5^я)— кратность появления числа ).^я> на отрезке Полагая
Р = (1 + «։ -г р)/(2р), рассмотрим систему функций

(а <")-։) __ з'.»>֊։
Е\ 0(*Л)х; р) г (*=»1,  2,--; 1<л< /V). (1)

Теорема (А. Е. Аветисян, С. А. Акопян, И. О. Хачатрян). 
Для полноты в 2.2, т (Г) системы функции (1) необходимо и доста­
точно, чтобы одновременно выполнялись условия

2(1+ |Х<’я’ря)֊1 Re [е'’1« XVT = + оо, 
4-1

Ъл =֊ ~ (Оп + &Л+1), «/?» = &Л+!— 8л — к/р (1< п < N).

Следует отметить, что при доказательстве этой теоремы авторы 
пользуются классическим методом сведения задачи полноты к теореме 
единственности в определенном классе голоморфных функций, что, в 
свою очередь, сводит задачу к обращению интегрального преобразо­
вания М. М. Джрбашяна на системе лучей.

2?. В данной работе рассматриваются более общие чем (1) систе­
мы. Эти системы определяются следующим образом.

Пусть

Рл
8л+1—8л

(1<л<М

и “_։ — последовательность комплексных чисел из угловой об­
ласти »л+^/(2рл)<Аг?к<ал+1—я/(2рл), а з^л)— кратность появления 
числа kJ") на отрезке Полагая ря = (1 + ш + рл)/(2рл), рас­
смотрим систему функций

( 54Л՝՜1 ) ту Лл,-։
Е\л (4п) а; Рл) z k (Л = 1, 2,--.; 1<л<А). (2)

Для этой системы устанавливаются критерии полноты, минимальности 
и базисности (в ее замыкании) в метрике £2. ш (Г). В случае неполно­
ты такой системы дается пол ное внутреннее описание ее замыкания, 
а в случае минимальности строится биортогональная с ней система 
ф ункций.



1
"120 В. M. Мартиросян

При установлении этих результатов мы основываемся на том, 
что Li, ю (Г) представимо в виде прямой суммы пространств Н™ [Д;] 
'(1-^n-^/V) функций F, голоморфных в угловой области

Д*  = [z: &л+1 < Arg z < + 2«> 0 < |z| < 4- оо}

я имеющих конечную норму
ip’ W/2

. .. = sup U l/7 (re/?)|։ гт dr <4-00.
I m ort+i<f < °П+2к у ’

Пользуясь этим фактом, мы сводим задачи замыкания, минимальности 
я базисности системы (2) в метрике Li. «> (Г) к соответствующим из­
вестным результатам [10] для системы 

в метрике [Д'].

Введем следующие обозначения:

(а) Пусть N^-2 — целое и

ö,v+J=»i + 2-.
Для значений п =!,•••, N обозначим через

ДЛ = {z: Ол < Arg z < &n+i, 0 < |z|< 4՜ °о}, 
Д’ = [z: 0„+j < Arg z< 0Я 4-2*.  О <|z|< 4- со) 

взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной 
плоскости С.

Пусть параметры рЛ определяются из условий

Обозначим через А (рЛ) угловую область

А (Рд) = |г: йл + г— <Argz<l>n41—-^-, 0 < |z|< 4֊ ool 
I 2рл 2рл I

и положим

„_*>«  + &Я4-1 * л « * . , АМ^л------------ - -------------- ------- "<1+1 — "я —   (л — !,•••, /V).
2 Ря рл

Очевидно, что “/ß„ — это раствор угловой области А (ря). Ясно также, 
что Д (рЛ) является подобластью области ДЛ и луч [ге,Т|Л: г > 0) явля­
ется общей биссектрисой этих угловых областей.

Обозначим также через
А (Рл)= ja: —&л+1+ ~— <՜ Arg — 0л----- —, 0 <'|с| < 4՜00 | >

I 2рл 2рл I
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Д*  <*' Я) = I я — ®3— < Arg z < — 1>я+։+ —— + 2"> о<|г| < 4֊ »1 т
I 2рл 2₽я J

взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной 

плоскости С. Очевидно, что Д (ря) и Д (ря) симметричны относительно 

вещественной оси. Через дД*  (ря) обозначим границу Д*  (ря), пробе­
гаемую в положительном относительно этой области направлении.

N
Далее, обозначим через Г = U ГоЛ систему N лучей Г»Л (л = л~1

= !,•••, А), исходящих из точки г, = 0, где
Г»л = [С։ Arg С = 0 < Г,|< + со).

Эта система лучей Г разбивает плоскость С на непеэесекающиеся 
угловые области Дп П) и является границей их объединения,

(б) Для дальнейшего изложения нам необходимо Также опреде­
лить некоторые классы функций.

Полагая, что —1 w 1, обозначим через Li, (Г) гильбертово 
пространство измеримых на Г функций f с конечной нормой 

кт },/2= 

г

Пусть далее
А = {z: '/. < Arg z < z., О < |z|< 4- ос}, 0 < * — Z < 2гс

— произвольная угловая область на комплексной плоскости С. Обо­
значим через [Д] класс функций F, голоморфных в Д и таких, что

1 +,“. [ Г П/2
“’“P.li l^՝(reZ?)l3 <4-°°. (3)

о
Такие классы функций, голоморфных в угловых областях, впервые 
были введены и исследованы М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном 
[12] (см. также [13], гл. VII). Они являются естественными обобще­
ниями на произвольные угловые области известного класса 77։ в по­
луплоскости (см., напр., [14]), и для них имеют место аналоги ряда 
важных свойств класса Ht. В частности, справедлива следующая тео­
рема (см. [13], теорему 7.5).

Теорема А. Если / £Н™ [Д], то
1 . Почти всюду на границе д& области Д существуют угло­

вые граничные значения F (С) функции F, причем
( 1՝ 1 ’ЛJ iF от и- и <+” (4)

«Д • ‘ •
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и справедливы равенства 
+ -

11ш Г |Г(ге'х) — (ге'*)| 2 г“ <1г = Ъ, 
т*х+<и  о

+ «*
Иго Г И («'*)-  Р (ге'*)| а г“ бг - 0;

т-»֊о и 
о

2°. Имеет место интегральная формула

1 Г Г (О ({Г= I Р (О> пРи * € А 
2я/3 С —г ՝ I 0, прил£С\Д, 

ад
где направление на дЬ. совпадает с направлением положительного 
обхода области Д.

В силу утверждения Г этой теоремы в /ф”) [Д] можно ввести 
скалярное произведение

о= р(С) ё7Т|С!п'|^|; Л Об/А“” [а). (5)

дд

При этом [Д] со скалярным произведением (5) является гиль­
бертовым пространством и

(см. [15], теорему 2).
(в) Между пространством кг, ш (Г) и пространствами Н^‘1 [Д'](п= 

= !,•••, /V) имеется прямая связь.
Во-первых, каждую функцию Рп^Н^ [Д’] можно рассматривать 

как элемент пространства Ьг. » (Г). Действительно, в силу теоремы А 
функция Рп однозначно определяется своими граничными значениями 
Р„ (О, С£<?Д’; и поскольку дб'п с: Г, то Г „ полностью определяется за­
данием ее значений на Г. А из неравенств (3) и (4) следует, что 
Рп £/-2, ш (Г)» причем в силу (6) имеем

< гл «■ < |-д. ।. (6')

При этом заметим, что мы можем рассматривать сужение Рп на Г, 
■так как Г с: Д*  и с*Д  * .

С другой стороны, если рассмотреть функцию

/ю=2 молег,
л=1

где /■ я 6 .М ։ [Д«], то /££2,« (Г). Оказывается, что "это представление 
характерно для пространства £։, а (Г). Именно, имеет место

Теорема В. Каждая функция / » (Г) единственным об­
разом представима в виде
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/о = 2 гл(с),сег, 
я=1

где ЛлбМ ’[Дд]. При этом

А- .V՛“ я" ““у ,|ГяЦ-’ [г]1 ’ (7)

где /4,„>0, Д., >0 — константы, не зависящие от /. (см. [16], тео­
рему 1).

Замечание. В этой теореме на <?Д*  мы рассматриваем угло­
вые граничные значения функции Ря [А*].  Это замечание отно­
сится также к утверждениям 3'՜' теорем 1 и 2.

(г) Для удобства читателя мы здесь напомним также известные 
(см., напр., [17]) определения базисных и минимальных систем.

Система |А*)Г  элементов гильбертова пространства Н называет­
ся его базисом, если каждый элемент А £ Н единственным образом 
разлагается в сходящийся по метрике Н ряд

А= V, Ск (А) А», 
к ։

где с*  (А)—комплексные коэффициенты. Базис (А*{Г  называется бази­
сом Рисса Н, если выполняются неравенства

а 2 |с*  (А) |» <И3 < Д 2 |с*  (А)|։, уЛ € Н, 
*—I *=։

где а >0 и Д^>0 — не зависящие от Л константы. Нетрудно прове­
рить, что система {А*} ” будет базисом Рисса пространства Н в том 
и только в том случае, когда существует ограниченный обратимый 
линейный оператор А: Н -- Н и такой, что (ДА*| “ является орто­
нормальным базисом Н.

Далее, система {Аь}“ называется минимальной в Н, если ни один 
ее член нельзя приблизить линейными комбинациями остальных. Мини­
мальность системы [А*) “ необходима и достаточна для существования 
биортогональной с ней системы, т. е. такой системы {А*} “ с Н, что

(Ль Л;,)=Р’ * = (А, тп=1, 2,-.•»).
10, л: т,

Напомним также, что если |А*)Г —базис Н, то [А*) “—минимальная 
система.

Формулировки результатов

1 . Пусть для данного п (1 < п < АГ) А„ = Р4Л,)£,։ — произволь­
ная последовательность комплексных чисел из угловой области А (рЛ), 
среди которых могут быть числа произвольной конечной или даже 
бесконечной кратности.
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Для произвольного целого у > 1 обозначим через 5<Л) кратность 
появления числа ).(Л> на отрезке |Х**'Я=Р  а чеРез Р(/1)— кратность по­
явления числа ).։՞) во всей последовательности А„ =

Очевидно, что
1 < з<Л> < ֊< + со (у = 1, 2, ■ ■ ՛).

„Легко видеть также, что если сходится ряд

2 (1 + р4я)|г?Л)՜1 Ке [е/Т|я 4я)]Эя, (8)
*=1

-то число р^л> конечно при любом Л>-1.
Введем в рассмотрение систему функций типа Миттаг-Леффлера

Е 22 ։ *̂ я) (С)? Л > 1, 1 < п < /VI, положив

Мя»-г) ---- 4я>-1
Е1л>(Ц = е1 (^я>С;рл)С (&>1; 1<п<М- (9)

Из асимптотических свойств целой функции типа Миттаг-Леффлера. 
ч(см. [13], лемму 3.4) следует, что՛ функции системы (9) принадлежат 
пространству А2, ш (Г), т. е. Ес^Е», • (Г).

Обозначим через Из, » (Е) замыкание (т. е. замкнутую линейную 
•оболочку) системы (9) в метрике 1л, ■» (Г). Очевидно, что Из, (Е) 
является замкнутым подпространством пространства Аг, ш (Г), и пол­
нота системы (9) в Аз, ш (Г) означает равенство И։, <» (Е) = Аз, „ (Г) .

2 (а). В этой работе мы устанавливаем следующий критерий пол­
ноты в 1а,(Г) системы (9).

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны
1°. Система Е полна в Аг, ш (Г);
2՜’. Одновременно расходятся вялы ■

£ (1 + |)-1я> |2Дя)-1 Ке (е'Т1я Х^7)^ = + оо (1 < п < /V); (10)

3°. Класс Из,... (Е) совпадает с множеством функций кото­
рые единственным образом представимы в виде

н
<(У = 5 М*  :ч)<М0Л, С 6 Г, (11)

л=1 —

-где (р„)].
Отметим, что эквивалентность утверждений Г' и 2° этой теоре­

мы в специальных частных случаях были установлены ранее в дру­
гих работах: в случае Л/=2 и рх= р։ — в работе автора [7], в случае 
7У=2 и Рх^Рз՛—в работе А. Е. Аветисяна [9], и в случае зУ =4= 2, но 
р1== ... = Рлг —в совместной работе А. Е. Аветисяна, С. А. Акопяна 
я И. О. Хачатряна [11].

( б) В силу теоремы 1, если хотя бы при одном п (1 < п < Л) 
ряд (8) сходится, то система (9) не полна в Аг, и (Г), и, следователь­
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но, порожденное ею замкнутое подпространство 1Л,ш (£) не совпадает 
с £2, <, (Г). Чтобы описать это подпространство, введем еще один 
класс функций. Для этого сначала отметим, что если ряд (8) при 
данном л сходится, то бесконечное произведение

В- '  П ֊(е^ХУ7)՞* *
1 (>я' 2=1 (ет‘я г)3' 4- (е'1։« Хр))3„ ’*

11-^^)^ .
1-(е,’>՞ Х*" 7)23"

сходится абсолютно и равномерно внутри угловой области Д (ря)и оп­
ределяет там аналитическую функцию В~ (г), которая обладает

4 <РЯ՝ 
следующими свойствами:

1) |5~ (г)|<1, при к£Д(р„);
д 1РЯ՝

2) функция В~ обращается в нуль лишь в точках последо- 
4 <₽л>

вательности (ХМ) Г-1» при этом точка г = Ху} является для нее нулем 
кратности р^ (см. [3]).

При условии сходимости ряда (8) обозначим через

М““’[Д*  (Ря); Л„1 

класс функций <р, удовлетворяющих следующим условиям:

1)т€М՜“’ [Д*(р я)];

2) существует мероморфная в Д (ря) функция с возможными 
полюсами в точках последовательности {Х£"> }^։ и такая, что

4(ря)

б) угловые граничные значения <р изнутри Д  (ря) и угловые 

граничные значения ф  изнутри Д (ря) совпадают почти всюду на об­

щей границе д Ь  (ря) областей А  (ря) и А (р„).

*

*

* *

Грубо говоря, А/՝՜“’[А*  (ря); Ля]—это класс тех функций <р из 
Нз7шУ [А*  (ря)], которые в определенном смысле допускают мероморф­

ное продолжение <р*  в область А (ря), с возможными полюсами в точ­
ках последовательности {Х^|,}^_1; и это продолжение, будучи умноже­

но на В~ , принадлежит [Д (ря)].
4 (РЯ)
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Следует здесь же отметить, что класс Н\ [Л*  (р„); Л„| совпа­
дает с замыканием в метрике М [Д*  (рп); Лл] системы простейших 

_ .(л) ____ лк 
рациональных дробей________ ) /*--■>  (см> ($] или [15]).

Сформулируем теперь теорему,в которой дается полное внутрен­
нее описание замыкания системы (9), в случае ее неполноты в £2.... (Г).

Теорема 2. Если хотя бы при одном п (1 п < Л) ряд (81 
сходится, то класс Иг, » (Е) совпадает с множеством функций {, 
единственным образом представимых в вид։

И (•

/(0 = 2 ^яг.п сег,
п 1 — 

$ А’(РЛ>

(12)

2 (С;
биортогональную

где |д*(рл],  если при данном п ряд (8) расходится, и

Тлб-Мг՜”’(А*  (ря); лл], если при данном п ряд (8) сходится.
3. Теперь сформулируем критерий минимальности системы (9).
Теорема 3. Система (9) минимальна в £г, (Г) тогда и толь­

ко тогда, когда одновременно сходятся ряды

2 (1 + |Х1"’|2?Л)-։ Ее (е^ >^)?я < + ^ (1 < л < /V). (13)
к-1

В случае, когда выполняются условия (13), мы построим систему 
функций

/Г) ^2.-.(Г) (Л = 1,2, --; 1<п<Л0, (14)
с системой (9) в смысле

(С; >ТГТ)|С!"'|Л|=-! 1։ К°ГДа * = Р И Г = "; ՛ (15)
| 0, когда к=£ р или г т= л;

к, р = 1, 2, • • •; 1 -С л, г -С №)•
Наконец, положим

},<«> (ш) = {|4л‘Г [ Г4Я,|։-₽Л Ее (Л/К)’՛"] * 

(Л=1, 2,- -; 1<л <А0,

и сформулируем следующий критерий базисности системы (9).
Теорема 4. Если одновременно выполняются условия 

йЦ п
1-1

(е'’1я4я,)‘’Л- (Л(Л) )₽л

вир

>0(1<л<А9, (16)

+ со (1 < л < Д'), (17)



О замыкании систем 127

то система (/* л; (<՛>) Ек" (С): к > 1, 1 л 14\ является базисом Рис- 
са пространства՛ Иг, *(£).

Если же хотя бы одно из 2 14 условий (16) и (17) нарушает­
ся, то система Е ни при каной расстановке членов не является 
базисом пространства Иг. ДЕ).

Таким образом, если выполняются условия (16) и (17), то любая 
функция /, принадлежащая пространству Иг. (Е) (т. е. замыканию в 
метрике/г.(Г) системы (9)) единственным образом разлагается в ряд

-
/С) = 2 I <">(/) Р4»)(ш) Е(")(С)|, (18)

*—1 л=1

который безусловно сходится к / в метрике Аг. (Г). Но легко ви­
деть, что из условий (16) следует также сходимость рядов (8) при 
всех л (1<п ^.14), т. е. (13). А в этом случае, как уже было отме­
чено, мы построим систему 12 (С; л^) : 4>-1, 1<п,-<7У}, удовлетво­
ряющую соотношениям биортогональности (15). Следовательно, коэф­
фициенты ряда (18) эффективно восстанавливаются по формулам

<Т (7(02 (0^11’1“ И (^>1: 1<п<л/).
4 (ш).) г

Доказательства теорем 1—4

При установлении сформулированных здесь теорем 1—4 вопро­
сы замыкания, минимальности и базисности системы (9) в метрике 
Аг. »(Г) мы сводим к соответствующим вопросам для систем

£<'*>  (') = Е^Л)~’) (С; Ия) г (£ = 1,2,...) • (19) ‘

в метрике А/ги,[Дл] (1 л С /V). Поэтому обозначим? также через

14и) (£1Л); Д„՛)

замыкание в метрике М<“’рл] системы функций Е(л,= (Е* Л)(С)|*1=1  
(1 Сл 14). Отметим при этом, что из асимптотических свойств це­
лой функции типа . Миттаг-Аеффлера (см. [13], лемму 3.4) следует 
включение Е(л) с Нз“’ [△„].

Доказательства теорем 1 и 2. Пусть (0/}Г — некоторая 
лоследовательность линейных комбинаций элементов системы Е:

я т{.п
С/=2 2 а^Е^ (/=1,2,...). 

п=1 *-1

Так как система Е распадается на № подсистем Е(л), то каждое О./ 
представимо в виде 

лг
<2/ = 2 0/.« (/=1. (20)

л—1
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. £<") где <2у, п — линейная комбинация элементов подсистемы с :
тЛ "

(Ъ.п = 1, а*.  / •
*~1

При этом (<2Л „17 I сЯГ’[^|], поскольку функции системы £(л) при­
надлежат классу ^“’[Д»].

Пусть, далее, /-г,«, (Г). По теореме В справедливо представ­
ление вида

/=£Г„, Гл6НГ[Д»].

Л^1

Отсюда и из (20) получаем

. /֊<?/ = 2 (?՛- =

Л к»!

причем очевидно, что —(2). п ^Н1 Ч^л] (1л /V). Следователь­
но, справедливы неравенства

Л„, тах [ Ц^п — 0). «О . .. I <1!/— 
1<л<л- 4 Тдл|

(21) 
тах ЦГЯ—О/.л|| |, / = 1, 2,----.

1<л<л ,у2 [ М

Отсюда, во-первых, следует, что каждую функцию £2.«, (Г) 
можно аппроксимировать в метрике £г, ш (Г) линейными комбинациями 
элементов системы Е тогда и только тогда, когда для всех п (1-^л </У) 
каждую функцию Гп^_ //^[Дл] можно аппроксимировать в метрике 
/7^"’’[Д^] линейными комбинациями элементов системы Е(п\ Иначе го­
воря, система Е полна в £2, □. (Г) тогда и только - тогда, когда для 
всех л (1 < п < ^У) система £(Л) полна в Нг[Л„]; и поскольку систе­
ма £(л) полна в /^“^[Д^] в том и только в том случае, когда расхо­
дится ряд (8) (см. [10], теорему 1), то эквивалентность утверждений 
1° и 2° теоремы 1 доказана.

С другой стороны, из неравенств (21) вытекает, что последователь­
ность {С?;}“ сходится по метрике £2| ю (Г)-к функции / тогда и только 
тогда, когда при каждом л (1 ֊< л < ТУ) последовательность компонент 
(О/, л)” сходится в топологии [Д„] к соответствующей компоненте 
Еп функции /. Таким образом, класс Иг, ш (Е) совпадает с множеством 
функцией/, представимых в виде

м
/=% Ея, (Е™; Ы (22)

Л=1

причем в силу теоремы В такое представление единственно. Отсюда 
уже следует утверждение теоремы 2, так как класс (Е(я); Д’) сов­
падает с множеством функций /я, представимых в виде
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Я, (С)- у £₽я(С/;М?л(ПЛ, 

(ря)

где "'[А*  (ря)], если при данном п ряд (8) расходится, и ։ря£

4 #2՜ [А*  Ы; Ая], если при данном п ряд (8) сходится (см. [10],
теоремы 1 и 2). Очевидно, что из этих рассуждений следует также 
импликация 2 >3° в теореме 1. Чтобы' завершить доказательство
теоремы 1 нам осталось установить импликацию 3 —> 1э (напомним, 
что эквивалентность утверждений 2° и 3° уже доказана). Но эта им­
пликация следует из теоремы В и того факта, что при каждом п (1-С 

класс [Д'] совпадает с множеством функций Г„, пред­
ставимых в виде

ГЯ(С)= у £₽я(^; Ил) ?л(0Л,

ЙА’(РЯ)

где [А*  (ря)] (см. [13], теорему 7.7, или [10], теорему 1).
Таким образом, теоремы 1 и 2 полностью доказаны.
Доказательство теоремы 3. Предположим, что при не­

котором п= п0 (1<по<АО ряд (8) расходится. Тогда система £<л») 
(т. е. система (19) при л = п0) не минимальна в метрике [Д’Д (см. 
[10], теорему 3). Иначе говоря, существует элемент системы £(Я։>, ко­
торый можно приблизить в метрике [А’°] линейными комбинация­
ми остальных элементов этой- системы. В силу неравенств (6՜) этот 
же элемент можно приблизить линейными комбинациями остальных 
элементов системы £(я,) уже в метрике £2,(Г). Поскольку £(Л։) яв­
ляется подсистемой системы Е, то отсюда уже вытекаел՝, что в дан­
ном случае система Е не минимальна в £2. <» (Г). Таким образом, вы­
полнение условий (13) необходимо для минимальности в £2. Ф (Г) си­
стемы Е.

Обратно, предположим, что условия (13) выполняются. Построим 
систему функций (14), биортогональную с системой Е в смысле (15). 
Отсюда уже будет следовать минимальность системы Е в £2,<„ (Г).

При условии

2(1 + >4Л)|2₽Я )-։ Ие (е‘т'я ХГ)?Я < + оо 
4=1

в работе [10] была построена система функций

(23) 

биортогональная с системой (19) в следующем смысле:
(С) 2' (С; >£>)Л=Р’ к,~^Рг (24)

I 0, к + р,

307-4
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Исходя из систем (23), построим нашу систему (14). Для 
к(к֊1, 2,--) и п(1<п4Л) положим

значений

֊Хх1-
2 (С; >4՞))= — е_",я+1^»’я (С; 4л>) ’' 1 <>в+1’

2к/
о, С€Г\{Гояигвя+։}.

В силу такого определения, очевидно, будем иметь

С другой стороны, из 
2 (С; классу Аг, „(Г).

[;^.2РЯ(Г- >* ’)*.  при г^„,

0, при Г\^ДЯ.

(23) вытекает принадлежность

(25)

функции

Теперь убедимся в соотношениях биортогональности (15). Для 
этого, воспользовавшись (25), напишем равенство

[(С) 2 С; А?’) |СГ М’,| = у-. Г 4° (С) 2 Р*„  С; л?>)
и 2 кг J
г *՝ л

(26)

и рассмотрим три возможных случая: 1) п = г, к = р; 2) п==г, к^= р; 
3) п =/= г.

В первых двух случаях ввиду (24) и (26) будем иметь:

У ЕрГ) (С) 2 С; #5 |СГ|Л| =

(1 л (27)
= ( 1, при Л = г и к=р, (^р=1> 2> . ; 1< я։ г </у)

I 0, при п = г и к=/= р,
Рассмотрим теперь случай п г= г.
В этом случае имеем включение ДясД,, и поскольку Ер\^) С 

е мш)[д;], то
£/’(€) ^Мв,[Дя]. (28)

Имеем также
М_<и,[Дл1- (29)

Из (28) и (29) следует, что
֊֊. [#’(О 2,;я(С; >^)Л = 0(п^г; к, р = 1, 2,- • •),
2 кг I

о^я
(см. [15], лемму 2). Отсюда на основании (26) получаем

У 4Г) (Ц 2 (С; РГ 1Л| = 0 (п г; к, р = 1,2, • •.). 

г
Эти равенства вместе с (27) дают (15). Теорема 3 доказана.
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Доказательство теоремы 4. Сначала напомним, что, как 
было установлено в процессе доказательства теорем 2 и 3, каждая 
функция Иг, <„ (Л) представима в виде 

л-
/“ 2^«, И^(£(л), АД (2?/)

п—1

При этом имеют место неравенства (см. теорему В)

֊ 2|Е.^.,14.). (7՜)

Теперь предположим, что условия (16) и (17) выполняются. Тог­
да при каждом п(1«Гл-СЛ0 система Р-*  (ш) £* Л) (*)]£-։  является ба­
зисом Рисса пространства И£'")(/:(л); Ад) (см. [10], теорему 5). Иначе 
говоря, каждая функция Еп£, ИУ՝0^'0; Д„) единственным образом раз­
лагается в ряд

Л,С) = 2 сЗД Р^СЧ Йя,(0). (30)

безусловно сходящийся к по метрике Н» ’[Дп], причем выполняют­
ся неравенства

а 2 1сГ,(^)|2<Г4я(.)г4.1 -.Д2 |С1'”(ЛЛ)|2,
*-1 2 1 л1 *-1

где а ^>0 и Л > 0 не зависят от Г„.
Отсюда на основании (22') и (7х) заключаем, что каждая функция 

/С Иг, ш (^.разлагается в безусловно сходящийся по метрике £г, «.(Г) ряд 
лг

/(С) = 2 2 (31)
<1=1 *=1

где
с1Л>(/) = <4п)(Гп) (Л = 1, 2, 1<п<Л0

и при этом ՝
л2 .V - Л' -

а-~2 21^ч/г<в<и<^^2 2 №>(/)!’- • 
™ л—1 *—1 л=1 *=1

Наконец, поскольку из (16) рледует (13), то система Е мини­
мальна в о, (Г). Значит разложение функции Иг, ш (Е) в ряд ви­
да (31) единственно.

Таким образом, при условиях (16) и (17) система р^Л) (ш) Е$ (ч)> 
4=1, 2,• • •; 1 <п /V) является базисом Рисса пространства И?, &(£).

Обратно, предположим, что система Е при некоторой расстанов­
ке членов является базисом пространства Иг, ш(£). Обозначим эту 
расстановку через о.

Из базисности системы Е вытекает, что она минимальна в 
£г,«. (Г) и, следовательно, выполняются условия (13). Ввиду этого 
каждая система (1 -С я СМ) минимальна в [Д’] (см. [10], тео 
рему 3).

Убедимся теперь, что при каждом по(1<По<ЛО система £՝(Л,) 
является базисом пространства И!2ш) (Е(Л,>; Д*  ) при расстановке а ее 
членов.
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Пусть £„„6 (£,(л,); Д’։). Поскольку А՜1՞1’ является подсистемой
системы Е и имеют место неравенства (6'), то Еп, принадлежит замы­
канию в метрике А։,« (Г) системы Е1֊п,}, и, в частности,/>,(: Иг, ,.,(£). 
Следовательно, разлагается в ряд

п -
Ал. (О =(’) £ £ с<"> (Ря.) Е™ С), (32)

Л֊1 *—1

.сходящийся к Еп, по метрике А?, щ (Г). Значок (я) означает, что чле­
ны ряда расставлены в порядке я.

Однако из минимальности системы Е следует, что коэффициен­
ты с[Л) (Еп,) ряда (32) определяются из формул

(Р».) = у Р.. (՝) “ (г>; ф) 14- 1<Л| (*>1;  < ^)- (33)

г
Но поскдльку Еп, принадлежит замыканию в метрике Аз,... (Г) системы 
£1Л’), то некоторая последовательность |Р/}Г линейных комбинаций 
элементов системы Е^ сходится к Еп, в метрике Аг, и (Г). Ввиду (15) 
будем иметь

У Л (0 2 (С; Ц^) |:г |<Л| = о (/ > 1, к > 1, п =# По) 

г
и устремив здесь у-»-}-°°> на основании (33) получим

с(«) (£*)  = 0 (к = 1, 2,- • •; п п0. 1 < Ю-

Следовательно, каждая функция Иշ0,, (£(л,); ДЯ։) разлагается в ряд

(О = (о) 2 с1Л։) (Гя.) Е^ (С), (32')
*-!

сходящийся к Еп. по метрике Аг. о, (Г). Ввиду неравенств (6') этот ряд 
сходится к Ел, и по метрике Лб”'։[Дя,] и поскольку система £(Л’> мини- 
мальна в //^’’[Дл,], то разложение Еп, в ряд вида (32') единственно. 
Иначе говоря, система £(Л։) при расстановке я является базисом про­
странства (£՝Л,); Дл,). Следовательно, при каждом п ( 1 < л •< /V) 
выполняются условия

Ы (е^^Л-Се^^

эир |р1я)| < +<»
*>1

(см. [10], теорему 5). Отсюда'вытекают условия (16) и (17). Теорема 
доказана.

Пользуясь случаем, приношу глубокую благодарность академику 
ДН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за внимание к работе.
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 26.VI.1980
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Վ. Մ. ՄԱՕՏհՐՈՍՑԱՆ. ճաոագայթ&երի եամակարգի վրա 1քիտա։|-էեֆլերի տիպի սիստեմ­
ների փակույթի, մի&իմալուրյաէ ու քապիսության մասին (ամփոփում)

ներկա աշխատանքում ստացվել են ճառագայթների համակարգի վրա Միտա գ-Լեֆլե րի 
տիպի սիստեմների լրիվության, մին իմ ա լութ շան ու րագիսության հա յտանիշնե րր ։ Այդպիսի 
սիստեմի ոլ շիիվ լինեշու դեպքում տրվել է նրա փակույթի քիակատար ներքին նկարագրոլ- 
թյունր, իսկ մինիմ ալոլթյան դեպքում կառուցվել է նրա հետ րիորթոգոնալ սիստեմյո

V. M. MARTIROSIAN. On the cloture, minimality and basienets of eyeteme 
of Mittag-Leff 1er type on a tyetem of ray։ (summary)

In the paper criteria of fullness, minimality and basisness on the system of 
rays are established for function systems of Mittag-Leffler type. In case the system 
is not full, a description of its closure is given, and in case of minimality the bior- 
thogonal system is constructed.
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А. С. ЗИЛЬБЕРГЛЕЙТ, Ю. И. КОПИЛЕВИЧ

О СПЕКТРЕ ПОЛИНОМИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРНОГО 
ПУЧКА

Г. В гильбертовом пространстве Н над полем комплексных чи­
сел С рассмотрим полиномиальный операторный пучок степени п [1,2]

£(>.) = /-£ /.'Лу, (1.1)
7=1

где 1—единичный оператор, А) £ R (//),/=1, 2,---, п —ограниченные 
операторы в Н, л—произвольное комплексное число. Число /П£С 
называется характеоистическим числом пучка £ (>.), если задача

£(/о)и = О

нетривиально разрешима в Н. Одним из основных результатов тео­
рии операторных пучков является тот факт, что если все операторы 
Л/ вполне непрерывны, (Н), /=1, 2,•••, п- то спектр пучка
£ (л) состоит из нормальных характеристических чисел*  [2]. Цель на­
стоящей работы заключается в установлении более слабых требова­
ний к операторам А/, сохраняющих приведенный результат. Именно, 
справедливо следующее утверждение:

* В спектр пучка может входить, кроме того, точка К = ос, не являющаяся ха­
рактеристическим числом (см. далее п. 2°).

Теорема 1. Пусть для некоторого к, 1 к п, существует 
натуральное т такое, что Ак^вх, и, кроме того для
]={=к. Тогда множество характеристических чисел пучка £ (') (1.1) 
состоит из изолированных точек конечной алгебраической крат­
ности*.

Этот результат в известном смысле точен: если хотя бы два из 
входящих в (1.1) операторов А; не вполне непрерывны, но имеют 
вполне непрерывные итерации, то спектр пучка может „испортиться". 
В самом деле, рассмотрим следующий пример. Пусть — орто­
базис в //.Зададим квадратичный пучок (1.1), п =2, с операторами Аг 
и А2, действующими по правилам

^14’21-1 = 0.

Ък ~ ®2;*-1  = Ъ*>

аА, Ьк+ 0; к = 1, 2, • • •,

где (аА) и {6А} — произвольные комплексные числовые последователь­
ности, не стремящиеся к нулю при к—» ». Ясно, что А1։ А2^аК, но

укажем, что А1А2=/=А2А1. Остается заметить, что
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рассматриваемый пучок имеет последовательность характеристических 
чисел >к ~ («*  &*) -1/3» которым соответствуют собственные векторы

-г Выбирая (аА|, (6А| так, что Нт (аА Ьк) = И՜3. Н^С,4-»-
получаем, что — точка сгущения спектра пучка; полагая же ак=Ьк=\, 
к — 1, 2, •••> видим, что л =1 — характеристическое число бесконеч­
ной кратности.

Имеет место, однако
Теорема 2. Пусть операторы А), ] = 1, 2,•••, л, попарно 

коммутируют и имеют вполне непрерывные итерации, то есть 
найдутся натуральные т1 такие, что ] = 2>’,։> п-
Тогда множество характеристических чисел пучка (1-1) со­
стоит из изолированных точек конечной алгебраической крат­
ности*-

Доказательства теорем 1 и 2 приведены в пп. 4° и 5° соответ­
ственно; пп. 2 и 3’ содержат необходимые предварительные резуль­
таты.

Отметим, что квадратичные операторные пучки с непрерывным 
спектром изучались в работе [3].

2°. Как известно [1, 2] пучку (1.1) может быть сопоставлен ассо-
Л 

циированный оператор 5, действующий в прямой сумме Нп= Н п 
1=1

копий пространства И с элементами (и1։ ц։, •••, ип], и^Н, ]—1, 2, ••• 
• • ■, п, которые можно рассматривать как векторы размерности л. Опе­
ратор 5 задается матрицей [4] вида

А? • • • >4л—1 Лл

(
I о ••• о 0 \
о / •••0 0 (2.1)

: : : : /
о о • •• I о

причем всякому его собственному числу р отвечает характеристиче­
ское число — р՜1 пучка £(>), и обратно.

Очевидно, что при Д; £/?(/?), у = 1, 2,•••, л, но, не­
зависимо от свойств операторов А/, 5^՜ (Нп). Далее мы покажем,
однако, что в условиях сформулированных теорем некоторая итера­
ция оператора 5 оказывается вполне непрерывным оператором в 
Нп, и, следовательно, весь ненулевой спектр 5Г состоит из нормаль­
ных собственных чисел. Тогда и ненулевой спектр оператора 5 со­
стоит из нормальных собственных чисел (см. [2], стр. 327), и, значит, 
имеют место доказываемые утверждения.

3°. Разобьем оператор 5 на два слагаемых
5 = 5* + 5; (3.1)
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где
О 0 ... Л*  ••• 0 0
I 0 ••• 0 ... О О 
О / ... О ••• О О (3.2)

О 0 0 I О
А2 Ая - •• Ам-1 0 Ам• • • Ап
О 0... О 0 0 ... о

О О... О О 0 ... о
Отнесем п X п — матрицы М, И, Р вида

к классам М*,  в*,  Р*,  соответственно. Следующие утверждения могут 
быть проверены непосредственно.

Лемма 1. Пусть М, М£ М*,  /V, /V £ в*,  Р, Р^Рм- Тогда М М £ 
6М», /УЛ^в*,  РР = 0.

Лемма 2. Пусть М^Мк, Р^Рк- Тогда МП=ЙМ=0, 
МР=РП=0; РМ^Рм, ПР^Рм.

Заметим теперь, что матрицу (3.2) можно представить следую­
щим образом:

5к = Мм + Пк+ Рм, (3.4)
причем Рм^Рк՝-

00-0 Л*  0 о х

(
/0—0 0 \ / 0 0..-0 о \
0? 0 , м=1 о /0" ° 0 •

о 6---7 о у \ 6 и-- / о/
о о

(
О 0\ 
О 0-.-0 / \

0 °---° 0 о

6 б-..о о /

Нетрудно установить равенства
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Д* 0 ••• О О
(о л*-- о о \

• • : ■ | = с11аг|Л4,»--, л*]։ (35)

ОО А» О /
О О •••О Ак

= 1^к<п, М = О. (З.б)
Из представления (3.4) и лемм 1 и 2 вытекает
Лемма 3. Для любою натурального р

52 = М + Л2 + 2 М Рк Мрк~' 
а—О

Отсюда с учетом (3.6) следует
Лемма 4. Для всякого натурального р~>п— к

= Мрк + 2՛Л^՜1 РкМ* к. (3.7)
9=р—я I к

Наконец, справедлива
Лемма 5. Пусть для некоторого натурального т оператор. 

Ак‘ вполне непрерывен, Ак ^ах(Н). Тогда 5к1'+п * °я (77՞).
Доказательство. В силу (3.5) и условия леммы Мкк~ 

= сВа£ (Ак,-• • , Ак] вполне непрерывен. Следовательно, Мк (Нп) 
для Р тк. Положим теперь в (3.7) р = тк п — к, тогда в каждое 
слагаемое правой части (3.7) входит вполне непрерывный множитель 
Мк, Р тк. Лемма 5 доказана.

4°. Доказательство теоремы 1. По условию оператор 5*  
(3.3) вполне непрерывен. Поэтому, возводя равенство (3.1) в степень 
тк + п — к, получаем

$тк+п—к _  $тк+п—к । у»

где Г^в00 (77л). Далее, условие леммы 5 выполняется, следователь­
но, 5Г* +П՜*  £ ая> (Нп), а, значит, и оператор 5т*+л՜* вполне непре­
рывен в Нп. Как было указано в п. 2'՜, отсюда следует утверждение 
теоремы 1.

5°. Доказательство теоремы 2. Представим ассоциирован­
ный с пучком (1.1) оператор 5 в виде

5=7 + А, (5.1)

где •

О 0 • • • 0 0 . 4^ .
I I 0--0 о \ /о о-• • о \

•/ = 1 0 7-- 0 0 5 Л = | |- <5-2)
\ : : : ) \ О О--- 0 /

х 0 0---7 О7 х 7
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Заметим, что 
р{ / 0

I /О-ОО 
= I о /••■о о

' 6 О--.о I 

]р=^, (5.4)
Кроме того

/ Л? ЛГ’ Л։...Л?-’ А„ \ 
Л’= о О ... О | (5.5)

\ 6 6 ... 6 /
и из (5.3), (5.5) имеем 

р
/ ЛГ։ л,+։ ЛГ1 ЛР+2...ЛГ*  Ап 0...0 \

Л*//’=| 0 0 ••• 0 О--О ]• (5.6)

\ 6 0 ... о О-.-О /
Возводя (5.1) в некоторую натуральную степень г, получаем, что

5Г есть сумма однородных одночленов степени г вида

ПЛ'///, (5.7)
/==1 

причем

3 (<7; +;»/) = п Р.Х г, 1<д/+р Р1<г—1, /=1, 2, . . ., 5-1. (5.8) 
/-1
В силу (5.4) можно считать р{ < п — 1, / = !,•■•, з, и поэтому

2 ~ 1)- . (5.9)
/=1

Ясно, что все одночлены (5.7) для которых хотя бы одно из чисел 
г = 1,2,..., з, больше (см. условие теоремы 2), являются, вви­

ду (5.5), вполне непрерывными операторами. Поэтому далее рассмат­
риваем лишь одночлены, в которых < тх + 1, г = 1, 2,-*-,  з. Для 
таких одночленов

Г = 2 (<?/ + р>) < 2 (л + тх), 
/=1 /=-1

то есть
з>-^------ (5.10)

п + ггп
Из (5.9) и (5.10) получаем оценку снизу для суммы показателей д,.:

2^>71֊֊—1-)•
"1 х п + т։ /
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Заметим теперь, что всякий одночлен (5.7) представляет собой, сог­
ласно (5.6), матрицу-строку, каждый ненулевой элемент которой, 
вследствие коммутативности операторов Лу,/= 1, 2,• • •, и, имеет вид

причем О; 0 и
Л?Л?--Л?,

ո ձ .

1 к ։ '

ո — 1
п -+■ /л։.

Поэтому для достаточно больших г среди чисел «у, j — 1, 2,---, п, 
заведомо найдется такое, которое превосходит соответствующее т/. 
Именно, достаточно, чтобы

֊ т, J- п г п —------ -тахт/.
т1 4- 1 ։</<»

При этом все одночлены (5.7) оказываются вполне непрерывными, и,
значит, S' Теорема 2 доказана.
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I

Հայտն ի է, որ եթե բազմանդամս,յին փունէ կազմող օպերատորները լիովին ան ընդ! ատ 
են, յսպա նրա սպեկտրը կազմված է նորմալ խարակտերիստիկ թվերից։ Աշխատանքում ցույց կ 
տրվում, որ այդ արդյունքը տեղի ունի ավելի թույլ պայմանների դեպքում, ա) եթե յ փեշի 

օպերատորներից մեկը լիովին անընդհատ շԼ, սակայն ունի ւՒոլԼ№ անընդհատ իտե-
րացիա, ր) եթե նշված պայմանին բավարարում են բոլոր օպերատորները և նրանք զույդ 
աո զույդ տեղափոխելի են, Բերվում է օրինակ, որը ցույց է տալիս, որ ա) ւզայմանը որոշ 
իմաստով սշզրիտ էւ

A. S. SILBERGLEIT, Yu. I. KOP1LEVICH. On the spectrum of polynomial 
operator pencil (summary)

Л

The spectrum of polynomial pencil Z(>.) = 1 — if A J is known to consist of 
>֊=։

normal eigenvalues when it's operators are compact. The validity of this result is 
demonstrated under two sets of weaker conditions, namely a) when one of the opera­
tors of the pencil, А/ is not compact bul has a compact iteration Л” and b) when 
the previous condition is satisfied by all the operators Aj, j = !,•••, n and AjAk — 
— AkAj. An example is presented which proves the condition a) to be in some sence 
exact.
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Э. К. ДИЛАНЯН

ОБ ОДНОМ ПРИЛОЖЕНИИ ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ М. М. ДЖРБАШЯНА

1- Первоначально в работе [1], а затем в монографии [2] 
М. М. Джрбашяном была построена теория гармонического анализа в 
<собст®енно комплексной плоскости, а именно, на конечной системе 
лучей, исходящих из точки г = 0. Основой для этого послужили за­
мечательные асимтотические свойства целой функции типа Миттаг- 
Леффлера

£Р(г; ц)=₽ — - *—ггу (Р>О, Р6С).

Эта теория послужила основой для установления общих теорем 
типа теорем Вкяера-Пэли —о параметрическом представлении широ­
ких классов как целых функций произвольного порядка и нормально­
го типа, так и для классов функций, аналитических в угловых обла­
стях (см., напр., (2]).

Поскольку в данной работе существенно опираемся на один 
•из #)гих результатов, приведем здеее его формулировку.

Я^-ть -у <Я<-|- ОО,

£ (»; 0)=|«; |аг£г|<-^. О .< 
2-։

— угловая область на конечной комплексной плоскости С. Обозначим 
через границу угловой области Д(а; 0), а через £2.—«,(£»)(—1 
< ш 1) — класс функций .^(^)» измеримых на 4? и удовлетворяю­
щих условию

Следующая теорема была установлена М. М. Джрбашяном и 
А. Е. Аветисяном [3] (см. также [2], стр. 431) и является существен­
ным обобщением теоремы Винера-Пэли о параметрическом представ.-- 
дении класса Нг в полуплоскости,

Теорема А. Пусть

- <Լ « \ + со, — 1 < ш < 1, р ------  ։
2 2 а—1 ■

1 _ 1,1 1 + “> + р•= — •+   и р =----- —■ •7 а р 2р
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Г. Класс //s[a; ш] функций F(z), голоморфных в угловой обла­
сти А (а; 0) удовлетворяющих условию

sup J I |F(re/?)|’ г"'dr I <+°о> 
lvl<rJ </ J

■овпадает с множеством функций, допускающих предь+пЬвление 
и да

f(z) = 7L [£f (-*; 0), eiy
2«z j

£т
де И(£)— произвольная функция из класса L<i, _„,(Л7).

2՞. Если F(z)£H2\z՛, w], то справедлива формула

Lt(z; F)S-L fEt (z5; |i) V(5; F) dt = F(z); (2)
2 кг J

£T
z £ △ (a; 0),

де И(c; F} также принадлежит классу Z^, —и почти всюду 
на (0; + °°) определяется формулами

-tl— 'т(2 ~ И) л +Р _ 1

И(е 1 Е) = г1*(|t՜” -------------------  — е-------- 1 х
р d֊ J +itО 

т/ —
Xf(e ’7*) Г4 Л. (3)

3°. Формула

l^(re\ /■) =
-»•-я1 dL___— г<*
2 крг dr

£р (re'T с; |*-j- 1) И(5; /•) rf; = F(re^)

(4)

справедлива для всех г при |ф|<^— и почти для всех г при 
2

тс<р = ± — •
2а

Замечание. Отметим, что когда р> » в представлении

(1) функция И(;) ££о. _л„(£т) не определяется единственным образом, 
она определяется иэ условия

А_ГИ!)е/с==2_Г£(к_<)(л; (5)
2к/3 ; — г 2кг‘3 с — л

0) 0А<т;О)
■гбДСвО)

(см. теоремы 7.6 и 7.9 монографии [2], стр. 419, 446). Ниже приво­
дим одну лемму и теорему, которые нами будут использованы в 
дальнейшем.
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Лемма А. (см. [4], лемму 1). Пусть /(; Z.;, —... (Г (*)), ։де Г (') - 
луч, исходящий из начала координат: Г (v) — \reh", 0г + °°i« 
причем Г (v) пробегается в направлении возрастания г. Тогда 
функция

P(z)=±,\!^ </;;^С\Г(,),
2^/ J « — z 

гс»)
аналитична в области С\ Г (v) и удовлетворяет неравенству

+ -
( С Р*2sup <1 |/(re'?),։ r՜" rfrl < ft.. 1/1», »<?֊.•> + 2s | J 

о
где Вг. ,о^(0; Ч- со) не зависит от /. Более того, функция /' почти 
всюду на Г (v) имеет угловые граничные значения Б{~ 1 (:) и В11)(։), 

(v), соответственно слева и справа от луча Г (v), причем 
H^(reh) r֊^^Lt (0, + со) и

f (;)=Л<֊) (1)-Л+> (;) п.в. на Г (>). (6)

Пусть А (я; v)—угловая область на плоскости С, определяемая таким 
образом:

arg z v, при а = + ос.

//г.«, [Д («; *)] — класс голоморфных в Д (а; V) <^а < + ос функ­

ций Б, для которых
4֊ -е

Ик , (Д (а; ,)! = 5иР { ( И (ге,’)1։г'"с/г1 2< + оо. (7)

Справедлива следующая теорема (см. [11], теорему 7.5).
Теорема В. Если Б (г) Н1. [А (я; со)], то
Iе. Почти всюду на (я; ч) функция Т имеет некасательные 

значения Б (;), причем

Икс. .1 д («; ») 1= |В (;)|։ ]5|”| сГ;| Р* < + ос

дД («; ») I
и справедливы равенства

lim I jF (re1*) — Б(re 
’-։±й '1

)|» r" dr = Q.

2°. Имеет место интегральная формула

J_ Г I при г€л(а; v);
J ;—Z ( 0, при г(;С\Д(а; v),

дД(։; ,)
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гле дЬ. (я; у) пробегается в положительном относительно А (я; ֊<) 
направлении.

2. М. М. Джрбашяном были также введены весьма общие классы 
функций, определенных на конечной системе лучей и угловых обла­
стей, имеющих общую вершину—начало координат (см. [1], а также 
[2], гл. VII). Им же были даны параметрические представления этих 
классов. В данной работе мы дадим другие параметрические пред­
ставления таких классов. В частности, нами будет получена также 
одна теорема единственности, которая иным способом была установ­
лена А. Е. Аветисяном [5]. Чтобы определить эти классы функций, 
введем обозначения.

Предположим, что совокупности чисел

{**)•'՛; о< \ < *8 < ■ • • < < 2к,

-у<а*< + оо (к ~ 1,- • Л) (А>1), (8)

таковы, что всевозможные пересечения А (։*,•'**,) П А (а*,; ^*,) (.к^к^) 
замкнутых множеств {Л (я*; содержат лишь единственную точ­
ку—начало координат.

Легко заметить, что это условие эквивалентно следующей це­
почке неравенств:

а+2-**>4Г-- + — (*=!»•••. ^), (9)
2 \а* “*।1 /

гДе \у+։ = Л± и =
В принятых условиях на плоскости С рассмотрим, далее, точеч­

ное множество
л֊ '

М к>- • •> • ■> “л՛! 1*5 а| = и А (я*; л),А—1

компонентами которого служат лучи, исходящие из начала координат 
(если среди чисел а* имеются равные + ос), и угловые области с вер­
шиной в той же точке г = 0 (если среди чисел имеются отличные от

Условимся через А (я4; V;) обозначать множества точек угла 

А (։*; у*) или пустое множество, если соответственно ИАИ 

»4 = + эт-
Если хотя бы одно из чисел {а* отлично от 4֊ со, то откры­

тое множество
к —

М (у; а] ~ С А (а*; у*) Ъ-1

содержит совокупность всех внутренних точек множества М [у; я}. 
Обозначим через
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, при — <«* < 4՜ °°>

{?;? = ■*<■}, при я* = 4- оо (к = 1,
л' .Е* {v; а} =U е*.л®։

•, N),

Условимся говорить, что функция Р(г) принадлежит классу 
Нг'' ՛ л՝[ а։,- • •, а.у; ш] = Н\‘^ (я; ш] ( — 1 <^ш 1), если она определе­
на на множестве М[у; а| и удовлетворяет условию

А) при ч> £Е” |у, я|

/л (?) = у|/г(ге/’')|։г" (1г -С -<4л< + со» 

ь
где Ар не зависит от ?. В том случае, когда множество М (у; ®! не 
пусто, функция К(г) должна удовлетворять также дополнительному 
условию

в каж-Б) F(z) голоморфна на каждой компоненте М (у; а}, т. е.
дой угловой области Д (а*; у*) такой, что

Обозначим через 

1 / (Ю)

1л •п
4-2г, л = 1,.-., N,

1 .
2

и
к / 1
2

« / 1
4

1
®ч вл + 1

1

где
= У1 + 2- И V+i = ’v 
является биссектрисой угловой

\v+i
Легко заметить, что области
Лл = С\Ая, где

Дл = | z; *л + — <arg z<yn+j — ’ (п =1»,։֊> ^0»
I Д ал 2яяИ)

irа------ раствором этого угла.
Рл

Теперь уже мы можем сформулировать и доказать следующую 
теорему о параметрическом представлении класса ш].

Теорема 1. Пусть — параметры (у*}1՝ и (я*]։л оп­
ределены по (8) и удовлетворяют условию (9),

, Р* 1 _  1 , 1 , _1+Ш + Р*/|,_1 ДАР* о о 1 ’ » — й "4՜ ’ Р’л — п. (** 1»’ ՛'> ■'’)>2?* —1 1к Р* р* 2Р*
где Р* и о* определены по (10). Имеют место следующие утверж­
дения-.

1°. Класс Нг} [я; ш] совпадает с множеством функций, допу­
скающих представление вида
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/(») = 2 —|Х(*5; М (11)
к-г 2 "и

^(1к- ֊ «*)
г^М{г, а},

где к* (;) — произвольные функции из класса 1^1, _а(дЬ(^к‘, —3*)), 
(£ = 1,..., ,У).

2“. Если Е(г)£НР\у, ш], то справедлива формула
Л' 1՜ Р*'А1г ,1 >•Г(ге'*) = 2 4777^* <12>

дл(-ц: -4*)

где И*(«; Е) — функции из класса 1л, _ Ш(<?А (74; —3$)) и почти всю­
ду на (0; + со) определяются формулами

\ -2 р* /

(13)

Х^(е^ ‘>Р*\1Л*)Л (£ = !,•••, ЛО.

При этом формула (12) справедлива для всех г£ (0, 4" °°)> если 
*т тс

ф—М^То՜ и почти для всех г£ (0, 4֊ со), если <р — 3* ± —— 
2 р* 2 р*-

(А = 1,---, /V).

Если М |м; а) не пусто, то справедлива такж'г формула 
ы ! р

М* р*)^(5; (14)
*_]2 ,֊г~ 

бд Ст*։ -**)

, Л/(*; а).
Доказательство 2°. Пусть Р (г) £ Н[ч) [а; ш]. Если а*= 4՜ О'3» 

то по определению класса /4’’[а; <»]Г(ге'’*)^2,_в(Г(^)). А если 
а* < 4՜ °°։ то существуют некасательные граничные значения 
Е^к+ - в (^ = 1|,,֊1 ЛО (см. теорему В).

Воспользуемся теперь некоторыми рассуждениями из работы [6].
Рассмотрим следующие множества индексов 

/№ (п, если а„ < 4- то) 
и

JN = {n, если ая = -|-оо).

Ясно, что при этом УнУ/н — {п|Г и J^П֊/^= 0. Кроме того, 
307 -5
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[ и Г(ЧЯ)) и ( и Л(ая; М) = М\% а). 
"е7Г

Если к £ Уд՛« то обозначим

Ф1±’(г) = X ( ; л-,
2 "г 3 с — г 
г(՛** У

■г£С\Г (чк ± ~’ 
\ 2 «л/

а если к £ то полохим

чг*(2) = ֊^ С СШ-,/?, 2ес\г(^). 
2*1 J ; — г

Г(ч?

(15}

(16)

Пусть Ч^-5 и Ч^+) — некасательные граничные значения 1Р* (г) на 
Г (**) соответственно слева и справа от этого луча. Если взять

<рН)(г)= |Фл(г); хСС\Г(**) 
I Ф(*+) (2); геГ(ъ),

?*"’ (*)={ Ф*(г); ^С\Г (V*) 
’IV (г); ^еГ(у»),

то по лемме А имеет место следующее равенство:

2 [<?№)֊ ^+)(г)]=^(Д *еу Г(М.

Имея ввиду это и теорему В мохем написать, что

2 [[Ф^ (*)֊ ф^ > (*)] + 2 . [<?!-> (г)-<р<+) (я)] =Г(г) (17)
*&0У

а}'
Полохим

С(+)(2)=1 ф1±)С=)>если 
( «4*? (г), если к^

Легко заметить, что Рк (г) £ Н2, _ю [Д Р*; 6*)]. Тогда из (17) заклю­
чаем, что имеет место равенство

/"(^=2 ^(г), г^М{»;а}, (18)

где Рк (г) 6 М, и [Д (₽*; Вл)] (к = 1,-• -, Л)-

Рассмотрим функции Рк (х) = Рк (хе/6* ). Легко проверить, что 

Рк (г) £ [р*; <о]. По формуле (4) теоремы А имеет место представ­
ление
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Л* (ге/т)= —--------— г’**1* \ Е?к (ге'? ;; р* + 1) И* (;; Г) <1\ (19)
2«р*г аг ՛

£т*

2р*
где У к (?; £)—функции из класса £2, _ш (£тл)(& = !,•••» ТУ). В этой 
формуле заменим ге/? через ге/? е-( * — ге‘ Тогда получим

r’-W* d Г
Fk (ге"') = -------- -г- r^k Etk (е՜“* е* rv, и* + 1) У к (?; F}d\. (20)

2՜?* i dr J
Ltk

Если заменить тут е-/"4 ;~c, то получим

rx-tk‘k* d Г
Fk (re‘?)=------------ — r^k Etk (re" 5; p* + 1) Ук (;; /) &,2тлк i dr J

1 »k ,T*: -«*>

k = i,---, n)> 
\ 2 pt /

где уже Ук (с; F) £ 4>. _ш (дД (т*; —8*)).
Имея в виду (20) и (18) окончательно получится представление 

(12). В силу (19) и формулы (3) теоремы А, получим обращение (13). 
Утверждение 2° доказано. Остальные утверждения теоремы доказы­
ваются аналогично. Теорема доказана.

Следует отметить, что при pt^> —------- (к — 1.---, N) пред-
2р* — 1

ставление вида (11) не определяется единственным образом по функ­
ции F(z). Это видно из доказательства теоремы и из замечания, при-

8 
веденного после теоремы Л. Если для. данного индекса к р*> ——— , 

2Р*֊1
то в представлении (19) функция Fk (г) в области Д (^й; о„) не пред­
ставляется единственным способом. Значит для единственности пред­
ставления (11) необходимо нарушение этого условия для всех к. А 
еще точнее, числа {y.t}jv и {а»);՝' должны быть таковы, чтобы для лю­
бого п кроме условий (9) имели место и следующие условия:

а) все числа конечны;

б) V/i+i — v„----------тг(~~--------—՝) = const (n = l,---, N). (21)

Постоянную в (21) обозначим — •
Р

Имея в виду вышесказанное, можно условие (21) принять как 
необходимое и достаточное условие единственности представления 
(11). Именно справедлива следующая

Теорема 2. Пусть параметры {ъ)Г и [а*)։՝ определены по 
(8)» удовлетворяют условиям (9), (22), (3*)Г и (?*}Г определены по 
(Ю),
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|1= 1±.р + <1, А = А +А; Л = И; 
2р 7* р Р*

и пусть Г (г) — произвольная функция из М’։[а» “]• При ртих Ус՜ 
ловиях Г(г) единственным образом можно представить в виде

р ы=2 Л и) и; (?) я, (22)
"1 2 «о 

г(-‘*+й)

а},

где И^(։) —функции из £2, —8*4-^-^ (1с = 1,-• •, ТУ).

Имеет место и формула обращения

14 (е к ' ֊) = ' р ('л ~։) е 2 ' Т* Л <1 Г е'Л֊1 . ,
। X.р с!г И

. и
/( «*+=-) ,"'т(2 тТ՜*՜4*)

X Г(е Т* ) ?*-’ Л — ֊’(։1՜” - ---------------------  у
Р

X - - ------ -— г (е (23)
аг 3 — Но

Доказательство. Пусть Г(г) ^Н-г'^а; ։о]. Прежде чем убе­
диться в единственности представления (22), докажем единственность 
представления 118)

4-1

где А(г)е//։[Л(Р*; 8*)] (к ■■=!,■■■, И).
Пусть

(г) 4՜ 7ч (г) 4՜ • • ‘4- Рд’ (г) = 0 п.в. на М {у; х).
Отсюда, в частности, можем написать

л'
Л (*) = ֊£ / л (г). (24)

п-2

Так как /4 (г) (гН?,. [Д (^х, 6։)], то в силу теоремы В имеем

А_ 1՞ ^А)<Г; = 0, г ед* (?։; г։), (25)
2~г 3 с— г

ал* (₽„• ։,)

где △* (₽г; 81) = С\Д(₽1; 8,).
лг

С другой стороны, Д* (Ри 8։)с П △ (₽*; о*) и Л £ Нг и [Д (ръ- ?*)]. 
*-2

Значит сужение каждой функции Е/,(к =2,- ■ И) на область Д* (Рх; 8Х)
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принадлежит классу Нг. ™,[Д* (р^; 8Л. Следовательно /гУ+---+/х^ 
£ Нг.... [Д* (?։; $1)] и по теореме В

1 Г -(Г։(;)+••• +Гл-(5)1 ,►ад) —-------
оа’ (&:*,)

֊2 ^(а); 81).
л-г

Из этого на основании (24) и (25) получаем, что ^ (;)= 0 почти всю­
ду на <?Д (р։; 8։) к ^Д* (р։; 8Х). В области Д (Зх; 8Х) Ех представима ин­
тегралом Коши по своим значениям на границе дХ (рх; ох), Значит 
Е՝ (г) = 0 при =. £ Д (Р։; 8։). Из этого тождества, включения М [*; а] с 
сД(Рх; 8։), окончательно получаем, что /?1(г)-0 на М )■*; я|. Анало­
гично можно доказать, что Еп(г) = 0 (п~2,-'։, Н) почти всюду на 
М (м; ։|. Отсюда следует единственность представления (18). Так как 
Е(г)(; Нг1 [г; ш], то в силу теоремы 1 имеет место представление 
{11), где И*(;)^£.2,_п,(с»Д(т*; —о*)). Поскольку

ал ь,—м = г (-г* -)■ иг (- 8* ֊ .
X 2 7*/ X 27*/ 

то обозначая
и» и* (5)1

И1.֊’ (?) = И* (5)1

получим сужение И* соответственно на Г (—о» + —---- ) и на
\ 2 7*/

Г ( — 8*-----— ) . Леркр заметить, что при условии (22) область
X 2 7*/

Д (7*; — 6*) обращается в плоскость с разрезом, х границей которой 
служит дважды пробегаемый луч Г ( — 8* + —— ) = Г ( — 8* — —— .

X 27*/ X 27*/
Обозначим Р* (;)— Р*~>(5)— И*г)(5); 5£г/ — 8* + ՜—У 

X 27*/
Отсюда и из (11) получим представление (22).

Отметим, что наряду с (И) имеет место представление (14), где 
И, (5; Е) определяются по формуле (13). Аналогично (?) опреде­

ляем и (5; Л). По теореме 7.8 (см. [1], стр. 446)
Г Г д (7*; 8*). (26)

Л ? — г л. 1 — г
1т*: -։*) (т*»֊ —г*)

Л' / ц \
Покажем, что («)= (?5 Р) почти всюду на Г= II Г (—8й-|--— )■

х 21* /
В силу

(7*; — 8*)=- Г (— 8| + -—иг ( — 8* — ֊— »
X 27*/ X 27*/

а также (26) и определения (5) и У’к (5; Г), заключаем, что
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Отсюда по известным теоремам о граничных свойствах аналитических 
функций заключаем, что Р'1(£) = Р*(В; Г) почти всюду на

г(-8*+тг-)= М- 
\ 2-Тк/

Отсюда и из единственности суммы (18) вытекает, что представ­
ление (22) единственно.

Имея в виду обозначение И* и формулу (13) теоремы 1, полу­
чим обращение (23). Теорема доказана.

Отметим, что эта теорема другим способом была установлена в 
работе А. Е. Аветисяна [5].
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է. Կ. ԴԻԼԱՆՅԱՆ. Մ. 1Г. Ջրթաշյանի ինտերյրայ ձևափոխությունների տեսության մի կիրա­
ռության մասին (ամփոփում)

Աջխա տանթում դիտարկված են անկյունային տիրույթներից և ճաոադա յթնե րից րաղկա- 
ցած րազմոլթյոլնների վրա որոշված Մ, Մ. Ջրբաշյանի դասերի ինտեգրալ ներկայացման հար­
ցեր/ Ելնելով Մ. Մ. մէրրաշյանի կողմից զարգացված հարմոնիկ անալիզի տեսությունից, 
ստացվել են այդ դասերի նոր ինտեգրալ ներկայացումներ/ Ապացուցված է նաև միակության 
մի թեորեմ, որը նախկինում այլ եղանակով ստացվել Ւ Ա. Ե. Ավետիսյանի կողմից!

Е- K. DILANIAN. An application of the M- M. Djrbaehlan Integral 
traritformatlons theory (summary)

The paper considers integral representations of M. M. Djrbashlan classes of 
functions on systems of rays and angular domains. Basing upon M. M. Djrbashian's 
harmonic analysis, new integral representations of these classes are given. A unique­
ness theorem which was earlier established by A. E. Avetisian in a different way is 
proved.
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