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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությանը խնդրում 4 այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա. 

կեյ Հայկական ՍՍՀ դիտությունների ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա *Մ աթ ե մ ա տ ի կ աո ամ
սագրում, հաշվի ւսոնեյ հետևյալ կանոնները

/. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամսլյը 
(այսինքն' սշ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած կշ)ւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացաոիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր,

2. Հոգվածները պետք է ներկայացվեն գռամ եքենադրված , երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով!

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով՛

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությանը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, .գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությանը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
Համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում., տեքստի համապա
տասխան տեղում՛

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով։

9. Հոդվածի վերշոլ.! անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունք, որանդ կատար- 
ված է տվյալ աշխատանքը!

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը,
11. Հեղինակներին ուղարկվում ք անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր.

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ, Գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկաս,
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ՄաբԼմաաիկա XVI, № 6, 1981 Математика

А. В. БАХШЕЦЯН

ОБ U (в)-МНОЖЕСТВАХ ПОЛНОЙ МЕРЫ ДЛЯ 
СИСТЕМЫ УОЛША

Для ортонормированной на [а, 6] системы (։рл)7=о подмножество 
£<z[a, 6] называется 67-множеством, если из условия

У| ся Ья (х) = 0 для любого х £ Ес (1)
/т«^0

<£' = [а, 6] \£) следует, что ся = 0 при всех п.
Хорошо известий (см. [1J, [2]), что для тригонометрической сис

темы и системы Уолша любое счетное подмножество отрезка ортого
нальности является 67-множеством и не всякое подмножество нулевой 
меры является таковым, а в силу принципа локализации ни одно под
множество положительной меры не является 67-множеством для этих 
систем.

Определение. Для ея | О подмножество £с[а, 6] называет
ся U (&)-множеством для ортонормированной на [а, 6] системы 
(<Рл}7 о՝ если ИЭ условий

с„ = О (8л) (2)
и (1) следует, что сл=0 при всех п*.

* Если же в атом определении условие (2) заменить на {сЛ) £ 1Р (при фик
сированном р >1), то получим определенно (/^-множеств (в »то* связи см. рабо
ты [3]—[6]).

А. Зигмундом было показано (см. [7], стр. 549—551), что для 
любой последовательности s„ j 0 существует подмножество Е с [0,2*]  
(р£^>0), являющееся 6/ (в)-множеством для тригонометрической систе
мы и был поставлен вопрос о существовании U (в)-множеств меры 2я.

Положительный ответ на этот вопрос дается в работах Ж. —П. 
Кахана и И. Кацнельсона (см. [8]). Аналог теоремы А. Зигмунда для 
системы Уолша-Пэли был установлен В. Шапиро (см. [9]).

В данной работе устанавливается аналог теоремы Ж.—П. Кахана 
и И. Кацнельсона для системы Уолша (при любом порядке внутри 
„пачек“).

Рассмотрим ряд по системе Уолша—Пэли (w/(x))zL0:

2 сЛ w„ (х). (3)
ч л—о

Частичные суммы этого ряда обозначим через Sm (х):
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ж—1 
5Я (х)=2 Сл»л (х).

Мы докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Для любой последовательности (в/ }“_0 (е( > О, 

Ит в, = 0) существует множество А меры нуль такое, что если 
коэффициенты ряда (3) удовлетворяют условию (2) и для како
го-либо счетного множества X

Нт 5։*(х)  = 0 на А\Х, (4>

Заметам, что существуют равномерно ограниченные полные ортонормиро- 
ванные системы непрерывных функций с //-множествами, имеющими счетное допол
нение (см. [5]).

то сп = 0 для всех п.
При доказательстве теоремы 1 наряду с другими соображениями 

мы будем пользоваться некоторыми элементами техники, восходящей 
к работам А. Райхмана и Н. К. Бари (см. [7], стр. 547—551), кото
рые применялись ранее в подобных ситуациях в работах [8], [9] (см. 
также [Ю]).

С другой стороны справедлива
Теорема 2. Для любой монотонной последовательности

[вя}Г0 (ел =0» У 6л = + 00 ) ' Л*Л=и  \ Л ' {.А л ' /
л«=0 '

и для любого счетного множества՛ Г с [0,1] существует ненулевая 
последовательность {с,}“^, удовлетворяющая условию (2) и та
кая, что для любого х^/-

2 Сл шя (х) = 0*.  
л=0

В связи с этой теоремой отметим, что если брать по одной 
функции из каждой „пачки“, то для полученной подсистемы суще
ствует (/-множество со счетным дополнением, а вообще любая орто- 
нормированная на [а, 6] система [<рЛ}։ удовлетворяющая условию 

ь .
йга у 1ч>л (х)| бх0, содержит подсистему, имеющую (/-множество с 

а
дополнением нулевой меры (см. [11]).

При доказательстве теоремы 1 мы можем предположить, что для 
любого к

е2» = в2*+։  = ' ‘ •=Е։*+1_ ։ = а*.  (5)

В противном случае мы могли бы последовательность (в/.) заменить 
на (в'), где = тах в. при 2*<։<2* +։.
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Далее мы будем считать фиксированным последовательность {•«}, 
удовлетворяющую условию (5).

Обозначим
В, = [<6(0,1): г, (0=11 (5 = 0,1,..-), 

где (гЛ (<))—система Радемахера.
Пусть, далее, числа такие, что

(*“%••-5 /п=1, 2,...), (6)

причем потребуем, чтобы последовательность 1*1^1."  ? при каждом фик
сированном т была строго возрастающей. Заметим также, что

Пт п£я) = оо при любом I. (7)
т-*««

Рассмотрим множества
ж+р - -

ит, р^= Л В Др = II ит, р г Д = Л Др,
к-е * т-1 р-0

£/«= П Вл(Я1), В= и ит (т = 1, 2,. . .; р = 0, !,.••). Л—0 к т=1

В силу (6) и определения множеств В։ имеем

т. р=------ - ------  , Мр —-—> Н Д = 0.Р 2«»+р + 1 ’ г Р 2Р + 1 ’ г

Очевидно также, что Вс Д. Зафиксируем некоторое счетное 
множество Хс [0,1]. 1

Мы докажем,՝ что множество А удовлетворяет требованиям тео
ремы 1. Но прежде чем перейти к доказательству теоремы 1, уста
новим следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Если коэффициенты ряда (3) удовлетворяют ус
ловию (2) и

а) Пт 5։  (х) = 0 на В\Х,*

б) |5։  (г)| < С на В'\Х при любом к, 

то сп=0 для всех п.

*

Лемма 2. Если коэффициенты ряда (3) удовлетворяют ус
ловию (2) и для некоторого р > 0

Вт 5^ (х) = 0 на ДР\Х

то сп = 0 для всех п.

До'казательство леммы 1. Зафиксируем произвольное 
6^>0. Пусть для некоторого М
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|с.|<Ж (п = 0, 1, (8)
. 2М Зафиксируем также т^> ——

Каждую двоично-иррациональную точку отрезка [0,1] можно един
ственным образом представить в виде суммы ряда

х‘ = 0 или Ь (9)
/-Ю х

Определим отображение Т множества У двоично-иррациональных

точек [0,1] в ит следующим образом: Тх—^ где 
1=0

0, при I = п[т> 

‘ Х1-к, при пЗД < I < п<т),

Л = 0, («։[?]*=  — 1). Легко проверить, что Тх^ит и отображе
ние Т взаимно-однозначно.

Пусть
’/(х) = |№/(Гх), при хбУ

10, при х£[0, 1]\у,
/=0,1,

Нетрудно показать, что для любого ( ш/(х) почти всюду совпа
дает с некоторой функцией системы Уолша. Действительно, пусть 
/=2'«4-2'՛-|-----1-2''. Тогдаприх£/

ш / (х) — а/ ( Тх) = пк (Тх).

Но если х имеет вид (9), то

(Т . = [ 1. при 2=п<*>
Х Ц— 1)Ж'-*=П-*  (х), при п^։<£<л^»>,

А = 0, !»•••, Отсюда также получаем, что «п (х) = ш0 (х) п.в. толь
ко тогда, когда либо / — 0, либо г имеет вид 

л<т) 4я”
2 ’ + 2 к' + ... + 2 . (10)

Рассмотрим последовательность

։*-։  ~
(х) = 52* (Тх) — сп ш„ (х),

л-0
к = 0, I,- -. Из условий леммы 1 имеем, что п.в. на [0,1]
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Иш ер*  (х)=0 и |ф*  (х)| < С для любого к.

Отсюда следует, что

О = lim С ?*  (х) dx = lim V с„ Г wn (х) dx = c0 4֊ V (V с,)։ (Ц) 
*” 0J **“ 0J *=о  Л

где внутренняя сумма берется по всем л, для которых [log։n]=n^"> 
и которые имеют вид (10). Но количество таких л равно 2*.  Следо
вательно, в силу (6), (8) и (11), имеем

lcl<f ü’M«...,« —2 i = 
™ *-о  2 m

В силу произвольности 3, отсюда заключаем, что со==О.
Пусть теперь Лд >1. Рассмотрим последовательность

S2k(x)=w„, (х) S2k (х) (Л = 0,1,-- •). (12)

Очевидно при Ä:^>[Iog։n0] S2» (х)—есть полином по системе Уолша 
вида

~ ։*֊։-
S։*(*)  = 2 сЛ шя (х),

где

Ся = Сл+л,. (13)

(Напомним, что операция 4֊ определяется следующим образом:
л+ т = 1, если шЛ (х) wm (х) = wi (х)).

Пусть [log, л]>[log, л0]. Тогда [log։ (л+ л0)] = [Iog։ л] и

|с<: ։ = 2*.  2‘+1,-’-, 2* +։-1) = {а: ։=2*,  2*4-1,- 2*+ ։—1) (14)
при к > [log, л].

Из (12), (5) и (14) следует, что ряд 2 сп wn (х) также удовлет- 
л=0

воряет условиям леммы 1 и, следовательно, в силу доказанного выше

со=О. Но из (13) следует, что сп,— с0. Итак сп = 0 для любого л. 
Лемма 1 доказана.

Доказательство леммы 2. Зафиксируем произвольное 
тп^>1. Докажем, что 52* (х)=0 на Um,p для любого к.

Нетрудно заметить, что характеристическая функция множества 
Uт, р всюду, за исключением некоторых двоично-рациональных точек, 
совпадает с функцией
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где 5 = 2 ֊1 и
ЗЫ=1. . С15)

г-0

Отсюда получаем, что для к^>п^р 

з ։*  -։
к (х) 52к (х)=2 7/ сп тп+, (х)= 

1-Л п-0
3 2*-։ 3*֊1

= 2 !< 2 Сп +1 шя (х) = 2 ая шя (х), 
/—О л-0 л—0

5
где аЛ = 2 7/ся-и. Но в силу (15) имеем 

/—о
шах |ая|< шах |с„| при Л>п ‘̂+). 

։*<«<։»+։ 2*<«<2*+։ '

и, так как 
։* —1

Вт 2 ая шя (х)==0 на [0,1]"х X, 
к՜* “ я—0

то получаем (см. [10], а также [12]), что ая=0 для любого и. От
сюда имеем, что для любых к и х £ [0,1]

Х(х)5։* (х) = 0.

Но при х^ит,р X (х) $2*  (х) = 3^ (х).
Итак, $2*(х)=0  на Ар при всех к^֊0. А это значит, что ряд 

(3) удовлетворяет условиям леммы 1. Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Обозначим

Л(=(«6[0,1],-Пй |5.*(0|>1|.

Множество М можно представить в виде ^ = ^0U Р, где — множе
ство типа С։, а Р—некоторое, не более чем счетное множество дво
ично-рациональных точек. Далее, допустим, что

Л1 = Ло\АГ«/=0. (16)
(Заметим, что также есть множество типа Со). Так как ^сА‘ = 

«•
= и о Аер, то (см. [7], стр. 548) существуют р>0 и двоичный интер

вал Дс[0,1] /т. е. интервал вида такие, что
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А ПЛГ։ с ДПЛ‘. (17)
Из (7) имеем, что Ар — всюду плотное открытое множество. 

Следовательно, для любой точки х£ДП-<4р существует двоичный ин՜ 
тервал Дг такой, что

х^АхСЛпЛ,. (18)

Очевидно, существует полином (разложение характеристической функ՜ 
ции интервала Д.г по системе Уолша)

= при 
1 | 0, при

где 21?/1=1.
Рассуждениями, аналогичными приводимым при доказательстве 

леммы 2, получаем, чго для достаточно больших к
\ ։* —։

<р (() 52* (А)= 2 ап и>п (/),
л=0

где коэффициенты ап также удовлетворяют условию (2). С другой 
стороны, так как, в силу (17) и (18), пересечение множеств 
supp <р (() = Дх и 7V не более чем счетно, то имеем

всюду, за исключением некоторого счетного множества. Отсюда, по тео
реме В. А. Скворцова (см [13], теорему 4), получаем, что У, an Wn,(t) 
есть ряд Фурье некоторой ограниченной функции. Следовательно, 
последовательность [ф (0 $"2* (01 равномерно ограничена и в силу лем 
мы 1 ф (() S,*  (t)=0 для любого к. Но при Дх <р (f) S2* (()=S2* (f). 
Итак, мы получили, что при всех к S„*  (х) = 0 на ДГ|Л,.

Аналогично, рассматривая последовательность {՛!> (х) S2* (х)}, где 
1» (*) —полином по системе Уолша, равный единице на Д и нулю на 
Дг, и используя лемму 2, получим, что при всех к

S2* (х) =0 на А.

Но это противоречит условию (16). Следовательно N с X\J Р.
Итак, мы получили, что 11m |S2* (х)|<С 1 всюду, за исключением 

счетного множества. Из той же теоремы В. А. Скворцова вытекает, 
что (3) есть ряд Фурье ограниченной функции. Отсюда по лемме 1 
получаем, что ся=0 при любом п. Теорема 1 полностью доказана.

3 а м еч а н и е. Из доказательства видно, что утверждение 
теоремы остается в силе при любом порядке системы Уолша 
внутри „пачек".
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Выше мы заметили, что каждая двоично-иррациональная 
отрезка [0,1] единственным образом представляется в виде • ели 
же х—двоично-рациональна т. е. имеет вид x==q7^ ’ ТО ЭТ° пРед 

ставление не однозначно. Точнее, в этом случае

x=V Х1 = у > <19>
Zj Qi+i Zj oi+i
1—о z i—o л

где начиная с некоторого номера х/=0, а х/ = 1- Далее, из опреде-
к

ления системы Уолша—Пэли имеем, что при п = 2 п/ 2 (щ = 0 или 
1-0

1) для двоично-иррациональных точек х

шя(х) = (-1Г° 
а для двоично-рациональных х

S "1 х\ S я‘ xi

w„ (х + 0)= (-1)'“° , wn (х-0)= (-1)' ’°
и

(х) = ~ [<»« (х + 0) 4- шя (х — 0)]

(wn (0) = wn (О 4֊ 0), Wn (l) = w„ (1—0)), 

где последовательности [xi], [х’(] и [x'J определяются из равенств 
(9) и (19).

Следуя работе [10], мы вместо точек отрезка [0,1] будем рас
сматривать соответствующие им двоичные последовательности.

Для двоичных последовательностей х = (х0, х1։•••) и у = (у0, 
у1г - •) определим сложение +: x-f- #=(х04-у0, хх4֊ ylt-• •).

Тем самым, множество X двоичных последовательностей можно 
рассматривать как векторное пространство над конечным полем 
Z2 — (0,1) классов вычетов по mod 2.

Из сказанного выше видно, что для доказательства теоремы 2 
достаточно установить следующее утверждение.

Теорема 2'. Пусть (e;|z“_0 — произвольная монотонно стре- 
ев

мящаяся к нулю последовательность, причем V 6^ = 4֊ оо. Тогда 
1-0

для любой счетной последовательности векторов {x(m)} “ _0 (х(т։ £ X, 
m = существует ненулевая последовательность [сп)п%,
удовлетворяющая условию (2) и такая, что для любого т
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S Ся (-!)<"• ^=0, 
л«=0

։де

<л, х<«’> = л0 хо') +л։ хН'Ч------ hn*„  xl?, кп = [log, л],

2 Л/ 2'= л.
/—О
При доказательстве теоремы 2' мы можем предположить, что 

последовательность (x(m)Jm-o удовлетворяет следующим соотношениям:
х(<п) х(п) ПрИ т Л. г(0) _ о (=(0,0, ■ • •))

при тл=2'*  + 2Z,+ ՛ • • + 2Z* (4 <4< ‘ ՛' "С *՛*)>
х<т'= х(1'.) _j_ х^ч 4-... 4- х<г'« . (20)

В противном сАучае мы могли бы втого достичь добавлением но
вых векторов и, быть может, их перенумерованием.

Нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 3. Пусть последовательность (В'Ь1*0  удовлетворяет 

условиям теоремы 2', а 1у(т)}т—о— произвольный, набор линейно не
зависимых векторов из X. Тогда для любых 8т (8т =0 или 1, 
т = 0,1,---, I)

2 е( = + со,

где 2 = {։: <J, ^(т)> = 8«, т = 0,1,- • ■, I}.

Лемма 4. Пусть (е.]“_0 удовлетворяет условиям теоремы 2', 
а {х(т)}т=о — соотношениям (20). Тогда для любых к, п, р (2*  р< 

2к+։) и для любых р>0 и а существуют п и коэффициенты 
ы(^=п, л+1,-՛-, Л) такие, что

|с/|<в/ (21)
(г=л, л -ь 1,- • -, Л);

2
0, при 0<s<^2։+։, s^p
а, при з = р (22)

и

max 
n<m<N I

(23)

Доказательство леммы 3. Пусть г0 такое, что у^= 1. Су
ществование /0 вытекает из линейной независимости Мы мо
жем предположить, что = 0 для любого т 1. Действительно, в 
противном случае мы могли бы вместо векторов (ш = 0,1,՛ • •, I)
взять
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ут=ут, у<->=
д(т), если = 0 
^{0)+ У1я1)> если Я/.л։=1

(т = 1,2, •••, Л» » вместо 8т (т = 0,1,՛ • •) числа
~ * Г 18т ПрИ = °
°0 б0» ----- I » I > (М) _ 1

I ։0+ 5т при у}. = 1
(т = 1, 2, • • •> /)•

Аналогичным образом можем предположить, что существуют чи
сла 4, /'»,•••, п такие, что для любого к >-1

= 1 и у^ =0 при т>к + 1.

Пусть р = шах ։*.  Докажем, что для любого п существует д £ 2 та- 
»<*</

кое, что 
л2>’+1<д<(л-|-1) 2* +։. (24)

Действительно. Выберем д/££։ так, чтобы число /=л2р+։ д/ 2(/ удов
летворяло равенству < ։, •

Далее, если числа д/(։ = /, I— !,•••, &+1) уже выбраны, то вы
берем д*С^  так> чтобы число

/= л 2"+1 + д/ 2"+ д/-։ 2‘‘֊’ + • • • + д*2'*

удовлетворяло равенству < I, у^ > = 8*.
Легко проверить, что в силу выбора чисел ։*  (£=0,1, •••, I) и р число

д = п2р+Ч֊£ д*2'*  
А-0

принадлежит 2 и удовлетворяет (24). А отсюда, используя монотон
ность последовательности (в/ | и расходимость ряда 2 в/ легко полу
чить утверждение леммы 3. Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 4. Очевидно, не нарушая общно
сти, можно предположить, что а 0. Обозначим

f т=0,1, - -, к — 1 
I xf֊^, т = к.

Из соотношений (20) следует, что вектора у(т> (тп = 0,1, • • •, к) 
линейно независимы.

Пусть у(0-С j <^2* +1) имеет вид:

/ = 2 8^2". (25)
т—0

Положим 2у = [։՛: <i, y<n> >=8(7), m = 0,l,...։ £).,
Далее, для конечных подмножеств натуральных чисел 2 и 2' 

будем писать 2^2 , если шах 2}«^ min 2՜}. Зафиксируем 
целое г^>'а/р.
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Применяя лемму 3, мы можем последовательно строить конечные 
подмножества

и найти коэффициенты 
/ г ։*+*—! \

с/ (|с/|-< •/, I £ и I) О1 ) X у-о 7 /
со следующими свойствами:

Й'с2у (/ = 1, 2,-., г; / = 2*+։ — 1); (26)

с.^>0, при II 2', и а<^0, при и (27)
։ о</<2*  ։*</<։*+*

(/ = 1,2,..., г):

для любых I и у

Положим Ы = шах 1 ։ ) и с< = 0 при

__  г ։*+*-!
п <։ < ТУ, ։ £ и II 2',./-1 у-о 1

Покажем, что коэффициенты с/ (։ = я, л + !,.••, ДО) удовлетворяют 
требованиям леммы 4. Действительно, условие (21) очевидно. Дока
жем (22). При 5 = 0 имеем

2 с,(֊1)<^(п;>=2с< = 2 
1—п 1—п

Но в силу (27) и (28) имеем при любом
2*+։_։

2 2^ = 0.
7-0 Убву

Пусть 1 и х^։ имеет вид

хи) = ----- |2 д(т<։ ’ (тх< ОТ, < • • • Ж/, < 4).
Тогда

ТУ г ։*+1
Зс։(-1)<‘.^’> = 2 2 2 + •••+ < л

2*+*-։
2 2- «'• 

1ея‘

I

Но в силу (26)
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ГД8 *т\  2>' ' ֊ /,) определяются из равенства (25). Отсюда, учи

1л = М-Ц, р = 2/->-|-1, р=—, а=-V С/(-1)</.^)> 
/ /-0

(1 = 0,1,..., 2'֊’ —1).

После этого очевидно будем иметь, что для любого 5<^27

4+1
2С/(-1)<։.гМ> = 0. (31)

тывая (28) и (27), получаем для любого I

։*֊։  «{Р+•••+
2 2 с, — 3 (- 1) 1 ՛՛ • (29)

1&1} Г

Но легко проверить, что последняя сумма равна 2*  при тп։ = к (т. е. 
при 5=р) и нулю при т1 к. Аналогично можно получить, что для 
любого I

а*+1-1  0, при з^р
3 Е «(֊։)« *>>-  А прв։ = р (30)

/-։*  /е«; Г

Этим доказывается соотношение (22). Из (29) и (30) получаем 
также, что

шах
" । 2к -։ _Х с/(_!)</,ж(,» = £С/ = _1<р.

• /֊° /6а) Г

Итак, лемма 4 полностью доказана.
Из зтой леммы легко получить утверждение теоремы 2'. Дей

ствительно, возьмем с0 = в0. Предположим, что коэффициенты ся, 
л = 0,1,--՛, л/ (/>1» л։ = 0) уже выбраны так, что для любого /<л/ 
имеет место (21) и

•>
2 с/(-1)<' ^)>=0, при 0<5<2>֊’.
1—0

Найдем числа (М лу = Ао <АХ<-■ •<^_։ = Лу+1 и коэф
фициенты {с/, последовательно применяя лемму 4 при к=/—1,
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Продолжая таким образом построение, получим последователь 
ность которая в силу (23) и (31) будет удовлетворять требо
ваниям теоремы. Теорема 2' доказана.

Автор выражает искреннюю благодарность Р. И. Овсепяну, под 
руководством которого выполнена данная работа.
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(ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցված է, пр Ուոլշի սիստեմի համար գոյություն ունեն լրիվ չափի 
Ս{է)—բազմություններ (թեորեմ!) և որ այդպիսի րազմություննե րր չեն կարող ունենալ հաչ- 
4*/ А լրացում (թեորեմ 2)ւ

А. V. BAKHSHE'/ZIAN. On th, (/(s)-lets of full measure for Walsh system 
(summary)

The existence of U(s)-sets of full measure for Walsh system is proved (theo
rem 1). It is shown that such sets cannot have countable complements (theorem 2).
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В. М. МАНУКЯН
ОСОБЕННОСТЬ КАРЛЕМАНА ДЛЯ ФУНКЦИЙ, 

НЕПРЕРЫВНЫХ ХОТЯ БЫ В ОДНОЙ ТОЧКЕ

Пусть ('рл (х)) —полная ортонормальная система (ПОНС) в 
Р [0,1] н / (х) £ £* [0,1]. Тогда коэффициенты Фурье функции /(х) по 
системе {фя(х)] удовлетворяют условию

2 Сл<°°-

Карлеман впервые установил (см. [1], стр. 311) существование непре
рывной функции, коэффициенты Фурье которой по тригонометриче
ской системе удовлетворяют условию

2 [ся|р = со при всех Р<2. (1)
л=1

В связи с этим возникло следующее определение ([2], стр. 270, 
[3], стр. 5):

Функция /(х) обладает особенностью Карлемана относительно 
1

системы [<ря (х)), если коэффициенты Фурье сп = / (х) <рп (х) с1х
о

удовлетворяют условию (1). В работе [4] А. М. Олевский установил, 
что для любой ортонормированной полной системы {?„ (х)] суще
ствует непрерывная функция, обладающая особенностью Карлемана 
относительно этой системы. Им же в работе [5] построена ПОНС, 
относительно которой каждая непрерывная функция (кроме тождест
венного нуля) обладает особенностью Карлемана.

В настоящей работе построена полная ортонормальная система 
функций в Ц1 [0,1], для которой каждая функция / (х) [0,1] (/ё^О),
непрерывная хотя бы в одной точке отрезка [0,1], обладает особен
ностью Карлемана.

При построении этой системы существенно используются идеи 
А. М. Олевского, разработанные в работе [5].

Теорема 1. Существует ПОНС функций, [уп (х)], определен
ных на [0,1], такая, что каждая функция [0,1] (/^-0),
непрерыенся хсгг.я бы в одной точке отрезка [0,1], обладает осо
бенностью Карлемана относительно {®, (х)}.

Основная лемма. Пусть |фя(х)) — ПОНС на [0,1] ч функ. 
ции Чп (х) можно представить в виде <?я (х)= /„ (х) + *я (х), п = 1,2,- • • 
з Ле/„ (х) и *я (х) удовлетворяют следующим условиям:
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I /я (х) непрерывны на [0,1] п =1, 2,՛*-, 
•а

и 2 |/я (х)|’ равномерно сходится на [0, а) при любом 
л *■!
0 < а 1 и любом <7 >2,

пт / ч [ *я 0, если х £ е' пIII . Уя(х)=] г " л= 1, 2,--,
( 0, если х£ея

IV для любого натурального числа 5 и произвольной последо
вательности {։'։}, л = 1, 2, • ••, з (где гл принимает значе- 

т ,
имя 1 или 2), множество Г) ел" в любом интервале отрез- 

л=1

ка [0,1] имеет положительную меру*,

V 2 *»<«>, 

л-1 
ч __

тогда каждая функция / (х)££2[0,1] (/соО), непрерывная хотя бы 
в одной точке отрезка [0,1] обладает особенностью Карлемана 
относительно [<ря (х)).

Доказательство. Возьмем произвольную функцию /(х)£ 
£2? [0,1] (/отО), которая не обладает особенностью Карлемана отно
сительно системы |<ря (х)) и покажем, что / (х) разрывна в любой точ
ке отрезка [0,1]. Так как / (х) не обладает особенностью Карлемана, 

то существует р<^2 такое, что 2 |ся|р <С°°, где сп = (/, <ря). Поль- 
п=1

зуясь неравенством Гёльдера из условий I и II получим, что ряд 
от
2 Сп {л (х) сходится к некоторой функции Ф (х), непрерывной на 
л=1

[0,1), поскольку сходимость осуществляется равномерно внутри [0,1) 
(то есть на любом интервале [0, а), где 0<^а<^1). Учитывая также

ОО

равномерную сходимость ряда2 сп уя (х) на [0.1] убедимся, что ряд 
Я=1

2 сн <ря (х) равномерно сходится внутри [0,1). Обозначим сумму это- 
я—1

ОО

го ряда через § (х). Ясно, что § от / и g (х) = Ф (х)+ 2 ся *я (х) на 
я=1

[0,1). Так как /сйО, то существует хотя бы одно л0 такое, что Сл.^0. 
Покажем, что в произвольном интервале Да[0,1] существуют множе-

ства положительной меры X' и X" такие, что |я (х') — £ (*')]?> Я|>_~

• Нетрудно убедиться в существовании системы мноаеств (вЛ) (л > 1, I — 1 
или 2), обладающих свойством IV.
1282—2
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для произвольных х'^Х' и хГ^Х". Этим мы докажем существенный 
разрыв функции g (х), а значит и /(х) в любой точке [0,1].

Так как Ф (х) непрерывна в интервале Д, то можно выбрать та
кой интервал Д'сД, что для произвольных хх £ Д , xtfД

|Ф («J-Ф (-.)!< (2)

Выберем /У>п0 такое, что

2 с„ у, (х) I < ■ для любого х С Д' (3)
'я-W+l ।

(N I \ , / N Г\ . .<
П «я ) » X" = Д П ( П еяп ] , где га — in если 

«х! / \я-1 /
п֊£п0, /„,= 1, in =2. Из IV условия леммы следует, что mes X' > 0, 
mes Х">0.

Воспользовавшись Ш-им условием леммы, определением мно
жеств X' и X”, неравенствами (2) и (3) для произвольных х' £ X' и 
x'Ç^X", получим

|?(х')֊^(х")|=|Ф(х')֊Ф(х’)+ ScaVa(x')-2 с (х") + 
л—1 л—1

w - /V
+ 2 Ся*я(х')- 2 Сп V„(x")|> 2с v„ (х')—2 с„ (х") —

я—N+l n—N+l я-l Ях1

— |Ф (х')-Ф(х")|- I 2 Сп чп (х') I — I 2 сп чп (х") 
1я-л+։ । I я=х+։

Тем самым лемма доказана.
Для доказательства теоремы осталось построить полную орто

нормальную систему, которая удовлетворяет условиям основной леммы.
В дальнейгпем через Д-З мы будем обозначать норму J-|U«[o,i|.
Лемма 1. Пусть заданы ОНС (х), (х),---, <р„ (х), g (х) и

функция (x)J< 1, определенные на [0,1], тогда для произвольного 
в>0 существует функция ?„+1 (х) =/ (х)-|-*Т (х) такая, что f (х) 
непрерывна на [0,1], |/(х)— g (х)||< е, 0<v<e м система {<pi(x)}«J 
ортонормирована в L* [0,1], причем, если g (х) непрерывна на неко
тором [а, 6]с[0,1], а <fi (х) (l^r^n) ограничены на том ясе от
резке, то f (х) моясно выбрать так, чтобы \f (х)— g (х)| всюду 
на [а, 6].

Доказательство. Можно ограничиться случаем s<^l.
Обозначим через J= ja/;} единичную матрицу размера п и через 

(У) —матрицу, полученную из J выкидыванием ее г-ой строчки и
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1-ого столбца. Так как детерминант матрицы является непрерывной 
функцией ее элементов, то можно выбрать такое 0<^о<^1, что для 
произвольной квадратной матрицы О (размера п) из условия

|</1/— а/у| <8 г = 1, 2, • • •, п, у = 1, 2, • • •, п (4)

будет следовать, что |<1е4 I) —1|< —-»

|с!е1 тп1} (£>)| < ֊ ։։=1, 2,• • •, и, / = 1, 2, • • •, п,

1<1е1 <-֊-• (5)

Выберем

8!==—-— и «։ = ——— • (6)
21 п 2 (и +2)

Возьмем непрерывные функции ф/(х), ։ = 1, 2, • • •, и. и 8 (х) так 
чтобы они удовлетворяли соотношениям

Цф1 (х) — ф/ (х)Ц < е։, I = ], 2, • • •, П,

1# (*)—#(х)11<е։-
п

Взяв функцию о (х) = 2 а/ ф1 (х), где ац (1 ֊< ։ -С л) пока не опре- 
1—1

делены, будем искать значения втих коэффициентов так, чтобы функ
ция Ф (х)= 8 (х) + а (х) 4֊ е» I (х) была ортогональна всем ф1 (х), / =1, 
2,• • •, л. Для определения этих коэффициентов получим следующую 
систему линейных уравнений:

Л _
2 О1(?1» 7=1. (8)
1-1

где бу = —(я + чт, фу). Покажем, что матрица О этой системы удов
летворяет условию (4).

|</0 — щу| =К?1, ?у) — (®1, фу)|< Ы ■ И?' — Ф/ Ке8< 8-

Из этого следует, что можно воспользоваться условием (5) и система 
(8) имеет решение. Кроме того, из определения чисел 61 (1-^г -<л) и 
условия (7)

\1>11 = 1(£> ф|) + в» (т, <р1 )|< Юг - 8, Ф1 )1+|(Я> Ъ )1+е։ |(Ъ )1 <

|?11+В1М1т1|<2«1< (9)
л х
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Воспользовавшись формулой Крамера и условиями (5) и (9), по
лучим

|д |= ldet </d֊<2 |det dy| < 2 2 |6z| - |det mt, (£>)|<ev (10)
|det D| i_|

n
Таким образом, для функции о (x) = ^ai ?/ (*) из (10), (7) и (6) 

/-1
имеем

1’ (х)|<2 |а/1- Ь (х)[ <nh max J?/ (х)|<лв։ (1 |-e։)<2nel. (И)

Для ф (x)=g (х) + <j (х) + е2 7 (х) имеем из (7), (11) и (6)

h (*)։> k (*)i—и (*)•—е» h Wil >1 -е» -2я ei —е» >
>1-------2пе1>1—Зпв1=1 —-у • (12)

п -J-z /

Обозначим р = —7— и рассмотрим функцию ?я и (х) = Р ՛]» (х) = 
h wJ

=/ (х) + и (х), где / (х) = (х) 4- Рз (х) и у — р е։. Очевидно, что
функция /(х) непрерывна, <рл+։ (х) ортогональна всем ?/(х) (1<7<п), 

3<P»+։ (х)|=1. Осталось проверить, что If (х)—Я(*)[<в и 0<у<е.

Для этого оценим р. В (12) уже получено —=|р (х)Г>1----— ,
Р 7

аналогично из (7) и (11) можно получить

у= И» (х)Кк WI+ Ь (хХ + е։|т (x)J<l+3n е։<14֊—(13) 

то есть
7 7— <₽<—, Ц-РК^. (14)

Тогда из условий (7), (11), (14) и (6) следует, что

II/ (*) ~g to» = IIP? (х)+ Р» (х)- g (хЖ|Р7(х)+?а (x)-g(x)J+^(x)—

-g (x)l< |1 - Pl- k (*)• + P h (x)3 -F 4< ~ (1 + e։) 4- ֊2— X
7 — e 7 — e

c
X 2ne1 4----—<ZB-

3
Легко также видеть, что У = Рг2<^8- Таким образом, первая часть лем
мы доказана.

Если же функция g (х) непрерывна на некотором отрезке [а, 6] с: 
<=[0,1], а ?;(х) (1<։<л) ограничены на [а, 6], то обозначив через 
ЗР>0 верхнюю грань функций g (х) и ?/(х)(1^г^л) на этом отрезке, 
возьмем
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0<^։։<^ппп
21п 6пЛ/ + 4п

(15)

и выберем функции (х) (1 < ։ < п) и % (х) так, чтобы они допол
нительно условию (7) удовлетворяли также следующим соотношениям:

Я (х) — 8 (*) на отрезке [а, 6],

|ф|.(х)| -С М (1 <։ <^п) на отрезке [а ,6]. (16)

Повторяя предыдущую конструкцию, найдем функцию ?,+| (х) =
8

=/(х) 4՜ (х). Воспользовавшись тем, что вх-^ ■ и е<1,
бп М 4՜ 4п

аналогично (14) получим

<К₽<3-֊^и|1-(1|<֊՛ (17)
■V» «Эд*д лгУд

Тогда на отрезке [а, 6] из (16), (10) и (17) следует

/(х) — £ (х)|=|3^ (х)4֊ Вз(х) — ? (х)|<|1— Р|-ЛГ 4՜ ₽3|а,|-|<Р/(х)| <
. /—I

<И _р|. м+ пКМ< — .М+п-3-^֊ • ■ е ■ - ■ Л/<е.
2М ЗМ опМ 4֊ 4п

Лемма 1 доказана.
Повторяя конструкцию, данную в предыдущей лемме соответ

ствующее число раз, легко получить следующую лемму.
Лемма 2. Пусть заданы ОНО, (х), <р։ (х), • • •, фя (х), (х), • • ч
?т (х) и функции |1У(хЖ1, 7 = 1> 2» •■■>"։, определенные на 

отрезке [0,1], тогда для произвольного е>0 существуют функции 
fn+j(x)=fյ(x) + '^յ^յ(֊x) (1</</п) такие, что /Дх) (1< 7 </п) не
прерывны на [0,1], V) (х)—Я/(хМ*Се Ц-С/^т), 0<^<4 и систе
ма {<р/(х)"+^ ортонормирована в кл [0,1]. Если же gj (х) (1С/-Ст) 

непрерывны на некотором [а, 6]с[0,1], а (х) (1-^7<п) ограничены 
на том же отрезке, (х) можно выбрать так, что |/, (х) — 
-^(х)|<в (1<Ут) на отрезке [а, 6].

Замечание 1. Если взять 7/ (х) = 0, ] = 1, 2,• • •, т, то 
*Рп и (х) £ С [0,1] (1 </ < т) и |?я+/ (х)—£ / (х)| <е.

Лемма 3. Если в к* [0,1] заданы՝.
1° ортонормальная система ограниченных функций {?/(х)}]_1։
2’ функции (х)Ц<1, / = 1, 2,---, то для произвольных в >0 

и функции т (х)££։ [0,1] существуют՝, натуральное число т, функ
ции ?а+/(х), /=1, 2, "՝,т, многочлен Р (х), составленный из функ
ций (х) (1 и 4՜ т) такие, что

I {»/ (х)}ЦГ ОНС в Р [0,1],
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п ?л+у (х) = (х) +• М/ (х), у =1, 2- • •» тп, где!) (х) непрерыв
ны на отрезке [0,1], а числа чյ^>0,

Ш 2 1Л (*)!’ <е на °. —пРи любом
<7 >2 + Л 

п

IV з >;<«.

V |Р(х)-г(х)|< в.

Доказательство. Можно ограничиться случаем е<1. Пусть 
,(х) = ,* (х) + т**(х), (18)

где т* (х)—полином по функциям {ср/(х)}"=1, а ■։** (х) ортогональна 
всем этим функциям. Систему [ф/ (х))<*=։ дополним функциями ф։ (х), 
Ф։(х), ••• до ортонормальной полной в 2? [0,1] системы. Разложим 
т** (х) в ряд по этому базису и возьмем достаточно много членов 

этого разложения так, чтобы полученный полином <2 (х) = а,Ф/ (х) 
/— 1 

удовлетворял соотношению 
_ £ 

ВС(х)֊х** (х)Ц< — . (19)

К системе функций <рх (х),- ••,?« (х), Фх (х),- • •, Ф։,(х) применим преды
дущую лемму, взяв в ней соответствующий у/ (х) = 0, /=1, 2,•••, 
Получим ортонормальную систему функций (х),•••, ։рп (х), рх (х), •• 
•••,Дл(х), в которой функции р/(х) (1< ։< 1г) [непрерывны на [0,1] 
(см. замечание 1) и

Цр/ (х) — (х)1| < —, 1=1, 2,- • •, /1, 
4 а/х (20)

. л - '՝где а == шах |а/|. Взяв <2 (х) = 5] а/р;(х), получим из (19) и (20)

ГС (х)-т** (х)|<Ю(х)-(?(х)8+1С (х)-т** (х)|< £1а11-1р1(х) ֊

-ф/(х)Н--^<4- (21)
4 2

Можно было, воспользовавшись результатом Г. С. Шапиро [6] 
сразу же дополнить систему (<р/ (х)!^ до полной ортонормальной 
системы непрерывными функциями, но для полноты изложения мы 
предпочли обратиться к замечанию 1.

Так как функции р/(х) (1֊С/</1) непрерывны на [0,1], то су
ществует число R >1 такое, что

|р/ (х)|</?, ։=1, 2,-.., (22 )
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Выберем натуральные числа к, t и число М таким образом

М = 8ZJ R', —Ц- <s, t >2 (nk + n log։ M), Zx+4 = 2' • (23)
2* 1

Обозначим
m = Zx + lt. (24)

В пространстве Ь* ———, 1 обозначим через Н ортогональ- 
I л 4-1 ]

ное дополнение линейного подпространства £, натянутого на функции 
<Р1 (х),-• •, (х), Р1 (х),-• *, р:г(х). Взяв произвольный ортонормаль
ный базис в Н выберем первые I* функции этого базиса и продолжим 
эти функции на [0,1], полагая их значения на I 0, —-— I равными

I п +1 ]
нулю. Получим ортонормальную систему функций <Рх(х), •••, <рп (х), 

функции 

функций 

которая

причем все

. К системе

Л(Х|,---, Pl, (X), ptl+HX),-’-, Pm (X) В 

pi (х) (1 <։<m) (24) непрерывны на о, —
[р/| (х)}“ ։ применим ортонормальную матрицу Уолша Л/, 
определяется следующим способом:

(25)

(Такое применение ортонормальных матриц с целью получения ПОНС

функций (х)}, для которых ряд 2 |<рЛ (х)|2+։ равномерно сходит- 
л-1

ся при любом в > 0 было предложено А. М. Олевским в работе [5]).
В полученной таким образом ортонормальной системе функций 

®։(х),---, <?л(х), (*),••■, (х), все £/(х) (1 < I < т) непрерывны

на 0, —-— . Заметим, что линейное пространство, натянутое на 
I п 4-1 |

(#/(х))£,1 содержит в себе линейное пространство, натятутое на 
{Р|(*Мь.г Из этого следует существование таких чисел с/ (1<7 -С т), 
что

т 
= 2с/^/(х).

Кроме того, так как р/,+»(х)=0 (1< г-</։) на 

отрезке из (24), (25), (23) и (22) получим

1# (*)1=^ 2 аи р] (х) | в | 2 аЧ Р) (х)

(26)

0, ------- , то на этомл 4-1 J
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/ ։» \1^ / / 1 \»\։ч l,Rx(|>WI') <('*(^г)) <27’

На отрезке [ 0, —— 1, при 2 4՜ — < <7 < 3, вспомнив, что R > 1, из
L п 4-1 J п

(27) и (23) получим

- 19 R' R R* М
3 1;< «ГС m-V- < -г— < 3

'-՛ 2> 2։

1 _  в
(л*+ л log, М) 16

2

(28)

Лемму 2 применим к системе <рх (х), • • ?л (х), gl (х), - • ■, gm (х) 
и функциям Т;(х),/=1, 2,։։՛, т, заданным в условии 2“ доказывае
мой леммы, вспомнив, что все функции gյ (х) (1 < / ֊С т) непрерывны

на отрезке О, п
Гн . Получим ОНС {<fi (x)};2։m, где

?л+/ (х) = fj (х) + V; 7/ (х), /=1, 2,- • - , т, (29)

fj (х) (1 ■< j < т) непрерывны на отрезке [0,1],

IfjM-gjM^֊, 0<v,•<֊?֊, / = 1, 2,...,m, (30)
4/nc 4mc

где с = 1 4֊ max |az1 (26),

\Ь (х) — gj (х)| <  ----- , / = 1, 2, - • т, на отрезке [ 0, ——1 ■ (31)
4тис [ п +1 ]

Построенная таким образом система функций (х)]^՞1, многочлен

Р (х) = т* (х ) 4֊ 2 ci 7>я+/ (х) (32)
/—1

удовлетворяют всем условиям леммы. Проверим выполнение условия
Ш. На отрезке I 0, —2- I при 2+— <ç<3 из (31), (28) и извест- 

L п 4-1 J п
ного неравенства |а 4֊ 6|? < 2’ (|а|’ 4֊ |6’|) получим

S\fi (x)l’ < 2 gj (х)4- —— | < 2? У \tij (х)|’ -f- 2ч m ( —— V <
y—i j=i ^тс I \ 4mc /

А из того, что 6 1 следует выполнение этого

бом д > 2 4- Проверим IV условие. Из (30)

<33)

неравенства при лю- 

следует сразу, что
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Проверим выполнение условия V. Последовательно используя 
условия (32), (18), (29), (26), (21) и (30), получим

!/> (х)- (х)Н I X* (х) + 2 с, Тя+/ (х)-х* (х)֊ т** (Х)| <
I 1-1 Ч

<[ 2 С1 <рян I (X) ֊ О (х)| + 1(2 (х) - .** (х)|< 2 |с/1-1/1 (х) ֊ # (х)| +
* «-Х-1 I /—1

2 |ci I-Vih (х)"+ <тс- —------F тс- ------(֊ -^- = е.
, . 2 4тс 4тс 2

Лемма 3 доказана.
Построение системы, удовлетворяющей условиям основной лем

мы, уже очевидно. Возьмем счетное, всюду плотное в-/.3 [0,1] множе
ство функций ■։* (х), последовательность положительных чисел еА та-

ких, что 2 функции
а—1

если х £ е{ 
если х £ е;,

0 = 1, 2, - )

где множества {е])~ и (е^)“ удовлетворяют IV условию основной 
леммы. Построение системы {®я (х)} осуществим последовательно, 
пачками.

Возьмем ®х (х) = —. Предположим, что после к-ого ша- 
IT1 (х) I

га выбраны первые па функций <fi (х) (1 С ։'С п*), которые состав
ляют ОНС и ограничены, опишем &-|-1-ый шаг. К имеющимся уже па 
функциям ®/ (х) (1 < i■< nit) и функциям 7„t+i (х) 0 > 1) применим 
предыдущую лемму, взяв в=в*, х (х) = т* (х). Обозначим (x) = v/1i(x). 
Так как в результате применения леммы 3 вновь полученные функции 

Ф/ (х) (п> + Ь-С iС паи) ограничены (следует из ограниченности функ
ций 7/(х)((>-1), то ОНС [<pi (х))"/^’ можно тем же способом допол
нить новой пачкой функций и т. д. Система, удовлетворяющая условиям 
основной леммы, построена. Ее полнота следует из условия V леммы 3 
и того, что множество функций {т* (х))” всюду плотно в L* [0,1]. 
Проверим для построенной таким образом системы функций (<ря (х)( 
выполнение II условия основной леммы (остальные свойства этой сис
темы непосредственно следуют из леммы 3). Возьмем произвольные

՝ it 1
0<^а<^1, 7^>2 и выберем к0 так, чтобы ---- — > а и </> 2 Ч-------,

п*.+1 ПА,
тогда воспользовавшись III условием леммы 3 получим на [0, а)

- - я*+1

2 1Л(х)|’ = 2 2 |/1(х)Г<2 8*.
/=»Лдв+1 k=-k9 +!
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Замечание 2. Воспользовавшись замечанием А. М. Олевского 
(см. [5], теорема 5) можно, слегка изменив предыдущую конструкцию, 
получить аналогичный результат и для особенностей типа Вейля. 
Именно, справедлива

Теорема 2. Для произвольной последовательности ш (и) -♦ со 
существует полная ортонормальная система (?я (х)] такая, что 
коэффициенты Фурье любой, функции /(х)££8 [0,1] (/соО), непре
рывной хотя бы в одной точке отрезка [0,1], удовлетворяют ус
ловию

2 С*®(п) = оо. 
я—1

В заключение автор выражает благодарность Ф. Г. Арутюняну 
за постановку задачи и ценные советы.
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Վ. Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ. Կարլեմանի եցակիօւթյունբ զոնե մեկ կետում անբնդնասւ ֆունկցիա
ների համար (ամփոփում)

bPl {?«(*)} -F օրթսնորմավորված քրիվ սիստեմ է ճ’ [0, 1J -ում, ապա, ինչպես
eo

հայտնի է, կամայական /(x) £ Լ2 [0, 1] ֆունկցիայի Ֆոլրյեի գործակիցների համար շԼ^ՕՕւ 
/>=■1

M
*#* 2 °0» /’"/«/’ P <2 համար, ապա ասում են, որ ք (x) ֆունկցիան ունի Կար֊

Ո-1
քեմանի եզակիություն (?n(x)} որթոնորմավորված քրիվ սիստեմում,

Տվյսդ աշխատանքում ]£’[0, 1] ֊ում կառուցված է օրթսնորմավորված ֆունկցիաների քրիվ 
սիստեմ, ըստ որի £’[0, 1] ֊ի կամայական ֆունկցիա, որն անընդհատ է [0,1] հատվածի դոնե 
մեկ կետում ( ք֊/jO), ունի Կարյեմանի եզակիություն ըստ այդ սիստեմի,

V. M. MANUKIAN. The Carleman slngularltg քզր at least at one point 
continuous functions (summary)

K IfnWI “ «“ orthonormal complete system in the £’[0,1], then, for the
•a

Fourier coefficients of the arbitrary function / (x)££’[0, 1] we have 2 c8< oo.
/1=1

But if we have

2 |cflp’=co for all թ<Լ2, 
«-1

then, the function f (x) is said to have the Carleman singularity in the orthonormal 
complete system.

In this paper a complete system of functions orthogonal in the I? [0, 1] is 
constructed, with respect to which, any function from £’ [0, 1] (/co 0), which it 
continuous at least at one point of the segment [0,1], has the Carleman singularity 
with respect to this system.
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Ш. А. ГРИГОРЯН, В. М. МАРТИРОСЯН

О ЗАМЫКАНИИ, МИНИМАЛЬНОСТИ И БАЗИСНОСТИ 
НЕКОТОРЫХ ОБЩИХ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ

1 (а) В давней работе М. М. Джрбашяна и А. Б. Нерсесяна [1] 
впервые был предложен метод построения биортогональных систем» 
порожденных аналитическими санкциями с кратными нулями.

В дальнейшем этот метод был существенно усовершенствован и 
нашел новые важные применения в ряде различных по своей природе 
задач анализа, в том числе и в работах других авторов. Подробные 
литературные ссылки (до 1973 года) по этому поводу приведены в 
работе [2].

Этот метод получил также эффективные применения при реше
нии родственных задач интерполяции и базисности, им, в частности, 
были установлены критерии базисности неполных систем простейших 
рациональных дробей (вообще говоря, с кратными полюсами) в их за
мыканиях в метрике Нр в полуплоскости и в круге [3—б].

(б) В работе М. М. Джрбашяна [7] впервые были рассмотрены 
системы рациональных функций вида {г*(г)=(з*—1)! (1—).*я)-5*}Г 
(Р֊»| <1, 8 к— кратность появления числа л* на отрезке {)ч, >•։, •••, X*}) и 
была предложена схема построения биортогональной с (г* (я)]!“ систе
мы функций {2* (я)} Г (см. также [3, 8]).

Заметка Ю. Ф. Коробейника [9] посвящена рассмотрению более 
общих систем вида ]А* (я)=/,*-1) (Хл я)}”, которые получаются из 
системы (г* (г)}“ путем изоморфного отображения пространства № в 
круге на себя. Воспользовавшись известным критерием базисности не
полной в Н* системы (г* (я)]“ (см. [10—12]) и доказав, что в случае 
полноты в Н* эта система не является базисом (кроме случая г*(я) = 
= я*), автор указанной заметки получает критерий базисности систе
мы {Л* (я)}Г.

В той же заметке [9], по существу путем повторения предложен
ной М. М. Джрбашяном схемы построения системы (2* (я)}“, биорто
гональной с [г* (я))“ (см [3, 7, 8]), приводится построение системы 
функционалов {Я*)Г, биортогональной с (/.< (я)}“.

Впрочем, как станет очевидно из данной заметки, как в случае 
полуплоскости, так и в случае круга, систему даже функций, а не 
только функционалов, биортогональную с {А* (я)}“, можно сразу по
лучить из системы М. М. Джрбашяна (2* (я)]“ путем изоморфного 
отображения соответствующих пространств.
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(в) М. М. Джрбашяном впервые были рассмотрены также системы 
рациональных дробей вида [г* (х) = (։*֊ 1)1 (2 —X*) **)*-։ (1т X* > О, 
з* — кратность появления числа X* на отрезке |Х1, X,, •••, ХА)) (см. [2, 
8]), и были построены биортогональные с ними системы {2* («)}“. Им 
же в работах [4, 5] было дано полное внутреннее описание замыка
ния в метрике пространства Нр (1 < р < 4՜ оо) в полуплоскости 
1пя2^>0 системы (г* (г)}“ и установлен критерий базисности в своем 
замыкании такой системы.

Данная заметка посвящена системам функций, получаемых и» 
системы (г/, (г))Г путем изоморфного отображения пространства 
на себя. Полученные таким образом системы записываются в виде

Ч'А-(г) = Ф(л՝-1)(г֊-Х»), Л = 1,2,..., 
где 

|-оо

Ф (я)= ֊4֊ ей< £ (/) Л, 1ш г О, 

о
а # (1) и 1/# (/) — из класса Ь-*. (0, + °°)-

На основании отмеченных выше результатов М. М. Джрбашяна 
для системы {г* («)}“, в данной заметке получены критерии полноты, 
минимальности и базисности в метрике Н2 системы {^*(х)}“; в слу
чае неполноты такой системы дано полное внутреннее описание ее 
замыкания, а в случае минимальности построена биортогональная с 
ней система.

В качестве приложения получены соответствующие результаты 
для конкретных систем функций, порожденных определенными специ
альными функциями.

2 (а) Обозначим через Н2. известное пространство функций / (г), 
голоморфных в полуплоскости б<+) = {з; 1т х>0] и имеющих конечную 
норму

+- I/։
11/1 = эир 1 [ |/(х-Ь гу)|2 г/х I < 4֊ ОО.

0<у< + -^ )
— «а

Пространство в полуплоскости С1 = {г; 1т г 0} определяется 
аналогичным образом.

Лемма 1. Если а (1) > 0 — измеримая на (0, 4֊ со) функция и 
ее преобразование Лапласа

’ /(г) = У е'г'а(1)^, 2еС(+). (1)

о

сходится в полуплоскости С(+) и определяет функцию / (х) £ Н2 » 
то а (б) £ 1^ (0, 4֊ со).
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Доказательство. Из (1) при Im z ~ 1 имеем 
+ -

/(x + f)=J dt, — оо<х<+ <2)

О
Положив здесь х = 0 и учитывая, что <։(/).> О, получим е ' а (/) £ 
ед(о,+оо). .

С другой стороны, по теореме Винера — Пэли для j (z) справед
ливо представление вида

f (z) = J е'" i (t) dt, z e G<+), T (0 € 4 (0, + »)• 

о

В частности
I +-

f (x-H‘) = f [e՜1 7 (/)] eut dt, — со x<^ + а։, (О')

о
причем ясно, что е_/ 7 (t) (0, -f- со).

Из (2) и (2՜) на основании теоремы единственности преобразо
вания Фурье ((13), стр. 37) следует «(0=7 (О» откуда а (t) 
(0, + оо).

(б) Пусть /(z)£//’. По теореме Винера—Пэли существует 
функция ? (0 £ L։ (0, + со), единственным образом определяемая по 
f(z) и такая, что

/ (z) = J е‘г1 <р (0 dt, z£ G<+>. (3)

о
Полагая, что g (t) — измеримая на (0, -f- со) функция, определим 

в //։ оператор Ag по формуле
+ -

Ag [/1 = J ? (0 g (0 dt. (4)

9
Лемма 2. Оператор Ag является автоморфизмом* в fl2 

тогда и только тогда, когда g, g՜՜1 (zL~ (0, + со).
Доказательство. Предположим, что Ак—автоморфизм в Н2_. 

Тогда из (4) ясно, что g (t) конечна почти всюду на (0, 4֊ со), так что 
без ограничения общности можем считать g всюду конечной функцией.

Пусть ф (t)£ Lt (0, -f- со) произвольна. Очевидно, что и функция 
(0 = |Ф (<)| ехр (—i arg g (f)| (0, + со). Следовательно, опреде-

т. е. Ag является ограниченным обратимым линейным оператором, отобра
жающим н\ на н\ .
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ленная по формуле (3) функция / (г) принадлежит Н*+. силу наше
го предположения относительно Ае этому же классу принадлежит и 
функция

+ -
Л[Я=У «"'«(О 

о
где а (<) = |ф 0)| (01> и по лемме 1 а (0 £ £, (0, 4֊ оо).

Таким образом, для любой функции ф (/) £ £։ (0, оо) будем 
иметь, что |ф (01* 1^ (01*6^1 (0> + °°)- Следовательно, и для любой 
функции 7 0) £ £х (0, + со) произведение 7 (?) (01*С Ц. (0. 4- °°), от
куда по одной известной теореме ([14], стр. 20) (/)]*, а вместе с
ней и g (<) существенно ограничены на (0, + со). Принадлежность 

g-^ = — к £« (0, 4֊ со) вытекает из уже доказанного и равенства 
£

л/=лг_։.
Достаточность условий g, 1 (0, 4-оо) для автоморфности

оператора Ая очевидна.
3. Для дальнейшего изложения введем ряд обозначений.
Пусть |Ь;|”—последовательность комплексных чисел из полу

плоскости в sյ к р; — кратности появления числа Ху на 
отрезке {Х*|{ и во всей последовательности {>.*}” соответственно.

Отметим, что сходимость ряда

2 (1+ 1М։)-։ Ь X* 
*=1 ■

обеспечивает сходимость произведения Бляшке с нулями

В |Ч
л-։

х — X* ।

х — X*
X*. X* =

|1+ хЗ
14- Л '

(5>

точкахв

Следуя М. М. Джрбашяну [4, 5], при условии сходимости ряда 
(5) обозначим через Н^± {X*} класс функций /(г), определенных вне 
точек вещественной оси и удовлетворяющих условиям: 1) / (г) =/^

х6<7(+’; 2) /(х)=/_(х) = 5(х)/.(х), А(з)С/Лг
3) почти для всех х£(—'х, + «։)

Вт / (х 4- ։у) =/+ (х) =/-(х) = Вт / (х 4֊ ։у). 
у~+0 у- —о

' Далее, с последовательностью (X*)“ ассоциируем систему про
стейших рациональных дробей {г» (х))”, положив

Г* (х)= (8* - 1)! (х-Х*)՜'* (к> 1).

Известно [4, 5], что если ряд (5) расходится, то система {гк(2)}1 
не минимальна в Н^. При условии же сходимости ряда (5) в работе
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[8] была построена система {2* (х)}Г, биортогональная с {г* О)): на 
вещественной оси в смысле

Эта система определяется так:

2*(г)=
Д (г) 

(**-1)1

р*-**
I

/-•

Л] О*)

а) (М = -уР О->■*/* I 
(М В (г) 1*-Ч

(к> 1, / >0).

4. Пусть теперь (0, + °°) и (0. + °°)>
Рассмотрим функцию

+ -
Ф (х)= — Г е1** у (О Л, б’{+)

о
и порожденную этой функцией и последовательностью (>•*)” систему 
функций {ЧГ* (г)}Г» положив

^(г)=Ф^-։>(г ֊з,*), гес(+)

Нетрудно проверить, что

^[г*] = ЧГ*(г) (Л>1), (7)

и поскольку в силу леммы 2 Ае — автоморфизм в , то на основа" 
нии установленных М. М. Джрбашяном [4, 5] результатов для системы 
О* (*)}”» Для системы (’Р*(г)|1в получаем следующие теоремы.

Теорема 1. Для полноты Н\ системы (՝₽’* (г))Г необходима 
и достаточна, расходимость ряда (5).

Теорема 2. Если ряд (5) сходится, то замыкание в метри
ке Н\ системы (Ф՜* (г)}“ совпадает с множеством функций Ф՝ (г), 
допускающих представление вида

+ ~
Ф(г)=—С Ф (0 АГ (0 Л.

г J 
и

где <р (?)— преобразование Фурье функции /(г)^№ (л*),

<Р (0 = 1-1-т[-֊1֊ (' е֊‘^/(х)бх 
I 2«г J

Теорема 3. Если последовательность О*}” удовлетворяет 
условиям
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։пГ П |?—=Н> О, Sun {/>*} < + со, (8)
/-1 *_։1 —>к *>•

*к+*У
1 

։*“г . 
то система {(1т /֊*) ’Г* (*)}” является базисом Рисса в своем
замыкании в метрике И?.

Если же хотя бы одно из условий (8) нарушено, то система 
(Т* (г))” ни при какой расстановке членов не является базисом 
своего замыкания в метрике Н\.

Наконец, займемся вопросом минимальности системы (ЧТ* (г)) Г.
Сначала отметим, что поскольку в случае расходимости ряда (5) 

система (г* (*)}” не минимальна в Н2+, то при том же условии сис
тема (ЧГ*(?)]“ также не минимальна в Н2 и, следовательно, не имеет 
биортогонального дополнения.

Пусть теперь ряд (5) сходится. Покажем как можно с помощью 
системы (2* (г)|Г М. М. Джрбашяна построить систему функций, 
биортогональную с {Ч<‘4 (г)}“. Для этого сначала заметим, что 
(2* (г)]։вс: (см. [4, 5]). Следовательно, по теореме Винера—Пэли 
существует последовательность функций (Х* (0)” с Ь» (0, •+■ со) таких, 
что

+ -
2* (г) = у е1г( 1к (0 Л, л е С7<+> (Л>1), (9)

о

причем
I

1-Ьт — Г е-"'2*(х) +ОО) (10)
»-+- 2« 3 10, #£ (—со, 0).

—а

Определим систему функций Iад* (л))“ с: Н+, положив

«“*(*)=“ г6</+). (П)
2«< и ?(0 и

Теорема 4. Системы функций {Чг*(г)}Г и {ш*(^)>" биортого
на льны на вещественной оси в смысле

Доказательство. Положив
1 —/Хи/

<Р*(О=(Й) е (А:> 1)» ' С (0. + 00 )
1281-3
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нетрудно проверить, что

М«) = - (13)
։ ) 

о
Отсюда и из (7) будем также иметь

Ф՜* (г) = X (>'ъ (0 8 (/) л, х£С(+> (к > 1). (14)
/ и

о
Из (13) и (9) в силу обобщенного равенства Парсеваля (см. [13], 
стр. 41) можем написать

----- — С Гк (х) 2, (х) <1х= { (/) (0 (15) 
2я/1 Л-- о

а из (14) и (И)

Г ¥* (х) ш, (х) Лг = у <₽* (О X, (О Л. (16)

—- о
Следовательно, учитывая также (6), из (15) и (16) получим (12).

5. В заключение приведем примеры конкретных систем [Ф՝* (г))“, 
порождаемых последовательностью [1*|Г.

Пусть # (/) = 2г (14- е~‘ )“’ , тогда

Ф (г) = V •
\ 2 / \ 2 /

где 4' (х) =Г' (х)/Г (г)—логарифмическая производная гамма функции 
Эйлера (см. [15], стр. 401, формулу 9.179). Следовательно, в качестве 
системы {Ф* (х)}” можно взять

/ 1 V*՜1 (чм.) = у ]
(17)

Пусть теперь £ (/) =г ехр (—а е_/) (гг > 0), тогда Ф (х) = 
= а1г 7 (—г‘х; а), где 7 (—г'х, а)—неполная гамма-функция:

а
I V— г'х; а) = у и՜1*՜1 е՜“ с/и 

о

(см. [15], стр. 403, формула 9.193). В этом случае система ’ [Ч » (х)|.в 
имеет вид

а
(х) = у и֊"֊> е՜“ (֊ г 1п гг)"*֊։ <1и (к > 1). (18)

о
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Таким образом, для систем (17) и (18) справедливы все утверж
дения теорем 1—4.

Наконец, отметим, что можно привести и другие примеры кон
кретных систем {^*(«)|", для которых справедливы утверждения 
теорем 1—4 (см., напр., [15], формулы 9.90; 9.101; 9.129; 9.153; 9.183; 
9.195).
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 2.11.1981

Շ. Հ. ԳՐԻԳՈՐ ՅԱՆ, Վ. Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍ ՅԱՆ. Ֆունկցիաների որոշ ընղհանուր սիստեմների 
ւիակության, մինիմալության ու ըազիսության մասին (ամփոփում)

t

Այխա տան քոլմ ստացվել են ֆունկցիաների որոշ ընդհանուր սիստեմների փակության, 
մինիմ ա լոլթյան ու րա դի и ության հա յտան իշնե րը I Այդպիսի սիստեմի ոչ. լրիվության դեպքում 
տրվել Ւ նրա ւիակույթի լիակատար ներքին նկարադիրը, իսկ մինիմալոլթյան դեպքում կա֊ 
ոոլցվել է նրա հետ րիօրթոդոնալ սիստեմը։

Որպես կիրառութ յուն ստացվել են համապատասխան արդյունքներ ֆունկցիաների կոնկրետ 
սիստեմների համար, որոնք ծնվում են որոշակի հատուկ ֆունկցիաներով։

Sh. H. GRIGORIAN, V. M. MARTIROSSIAN. On the cloeedneeu, minimality 
and baetctty of certain general eyeteme of function* (summary)

In the present paper the criteria for closedness, minimality and basicity for 
ceritain general systems of functions are established. la the case where such a system 
;s not closed, the full inner description of its closure is given, and where such a 
system is minima), its biorthogonal system is constructed.

Corresponding results for concrete systems of functions are also obtained.
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В. А. ОГАНЯН

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ 

ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

В работе [1] в односвязной ограниченной области Е рассмотре
но линейное уравнение второго порядка эллиптического типа

— + + X (х, у)д~ + У (х, у)—֊ + 7 (х, у) и (х, у) = О, (А)
дх' дуа дх ду

где X, У, 7—целые действительные функции своих аргументов. До
казано, что всякое действительное решение этого уравнения можно 
представить в виде

и (х> у) =Ке [а (г, г) Ф (с) + С ? (г, г, /) Ф (/) Л], (В) 

где а, р — целые функции своих аргументов, Ф (я) аналитична в Е.
Используя представление (В), В. Б. Хведелидзе [2] изучил зада

чу Дирихле с разрывными граничными условиями для уравнения (А), 
где граничная функция из класса Ьр (Г, р), р^> 1, р (/)—неотрицательная 
весовая функция.

Задача Пуанкаре для системы уравнений вида (А) с разрывны
ми граничными условиями исследована в работе [3]. Эта задача при
водится к системе сингулярных интегральных уравнений с разрывны
ми правыми частями.

Задача Дирихле для уравнения Лапласа в классе функций, имею* 
щих особенность на границе области, исследована в работе [7]. В ра՜ 
боте [6] рассмотрена задача Дирихле для эллиптических систем вто
рого порядка в верхней полуплоскости, когда граничная функция имеет 
слабую особенность на границе области.

В настоящей работе рассматривается задача Дирихле для эллип 
тических систем дифференциальных уравнений второго порядка с по 
стоянными коэффициентами в верхней полуплоскости, когда гранич
ная функция имеет особенность в конечном числе точек, причем осо
бенность необязательно слабая.

Пусть £)—верхняя полуплоскость у'^-0, а Г — ее граница.
Рассмотрим в области О эллиптическую систему

л^+22?-^- + с^=о, 
дх' дхду ду'

(1>
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где А, В, С — действительные постоянные квадратные матрицы п-го 
порядка, п(х, i/) = {ui(x, у), и։ (х, !/)»•••» “я (х, у)) — дважды непре
рывно дифференцируемая искомая вектор-функция.

Напомним, что система (1) называется эллиптической, если 
det С^О и характеристическое уравнение

det (А + 2В). + О.։) =• О 

не имеет действительных корней.
Пусть Хр х։,хр — конечные точки границы Г, Zp Zp--- Z,— 

целые, a Z*+i, Zj+j,Ip—нецелые числа. Обозначим через Мп (хх, х։, 
•••> хр\ Z1։ Zp---, Ip) класс действительных вектор-функций и (х, у), 
непрерывных всюду в 23, кроме, быть может, граничных точек Хр х։, 
•“,Хр, около которых функции удовлетворяют неравенствам

const

const Л = 5 +1, s-f-2,- • -, р, 

а в окрестности бесконечности ограничены, z — x\-iy. Обозначим че
рез Nr (хр х։,• • •, хр; lv la,՝-‘,lp) класс действительных функций 
f (х), непрерывных всюду на Г, кроме, быть может, точек, х]։ Хр---
—, Хр, около которых функции удовлетворяют неравенствам 

const
|х֊х*|'*

к = 1, 2, ••• Р,

а в окрестности бесконечности ограничены.
Ставится задача: найти в области О регулярное решение систе

мы (1), принадлежащее классу Мп (х։, Хр---, хр; /1։ Zp,•••, Z^,) и удов
летворяющее граничному условию

и (х, 0) =/(х), х =#Хр Хр• ■ хр, (2)
где / (х) — заданная вектор-функция из класса М֊ (хи Хр • • •, хр՝, Ц

Рассмотрим случай, когда характеристическое уравнение систе
мы (1) имеет только простые корни. Обозначим через кр кр • • •, к„ 
корни характеристического уравнения с положительными мнимыми 
частями, тогда общее решение системы (1) дается формулой [4]

П
“ (х, у) = Яе 2 а/ (х + к; у), (3)

где «/(/ = 1, 2,■••,п)—ненулевое решение системы
(А + 25 ку -]- Скр ау=0,

а (х + ^ у) (/ = 1, 2, —, п)—произвольные аналитические функции 
относительно х + )./ у.
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Доказана следующая
Теорема. Если векторы ։։, линейно независимы,

то при любом / (х) из класса М- (хь х։, ■ • •, хр; 1Т, 1Я,- • •, 1Р), задача 
(1), (2) имеет решение в классе Мо (х1։ х», • • •, хр; 11г 1։,- • • , 1Р), а со- 

р 
ответствующая однородная задача имеет п • £ [/*] линейно не- 

4=1
зависимых решений, где [/*]—целая часть 1к(к = 1, 2, • ••,/>).

Докажем теорему в частном случае, когда р = 1, хх =0. Обозна
чим 1г = I, [/]= т, I — т = т.

Пусть / (х) £ М֊ (0; /) и равна нулю вне некоторого интервала 
НЛ

Из системы •

1П / (<) Л 
гт (/ — г)

учитывая линейную независимость векторов 04, а։, • • •, ая, находим 
₽

/х / 1 (’ *т I (0 л \ .. _ о .?>(*)= 7; (— —-------- г) (/=1, 2. л),
\1Ч ,) гт (£ — г) /

где ц—разя строка матрицы, которая является обратной той матри
це столбцами которой служат векторы <4, а2,•••, аЛ.

Докажем, что функция

х о 41 X1 \ ...и (х, у)=Ие V аП/ ( — ) (4)

является решением задачи (1), (2).

Очевидно, что и (х, у) удовлетворяет системе (1). Остается по

казать, что и (х, у) стремится к / (х0) (х0=/= 0) при х -► х0, у -* + 0. 
и (х, у) представим в виде

й(х, у)=Ке{4 [^/(ОХ

(5>

Пользуясь тождеством
= 1 Д. 1 4- ' Д- Д- <т-1, 

гт(,_г)-—г +7 + 7+֊'-+֊^՜

первое слагаемое правой части формулы (5) перепишем в виде
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Р
’ (т / (/) Л

цг-1 гт (I — г) (6)
|х-| 2|1-хв|<Ь21

Как известно (см. [5])

Нт
1 — Я, 
у>о

( — я И.1
(7)

Так как
Нт /кв — • — 

я. X я* «։
|Л| 
2

Хо я/
(8)1

<д / (О л О,
ц_х.|>!£! ■е'п (* “ *) Лд 

2

(9)
то из (7), (8), (9) получаем

Нт (Ие 1
я- X, \ 14 | г>п (г — г)
у >0 '

Теперь покажем, что второе слагаемое выражения (5) стремится к 
нулю при а-»х0, у^>0. Для оценки этого слагаемого достаточно оце
нить следующее выражание:

1 1 1 /т/(0 Л.

Легко проверить, что
} (*» У) = Л1 (х, у) + Кх (х, у),

где

К1 (*» У) = — X

(< —ху) (<—г)

(Ю)
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Kt {х, у) =

Г у {(z? + z?~l z-----+ zc)[tmf (0—х”/(х0)] —
J (f — zf) (t — z)

-(<-'+ ••• + Q[<m+1 /(0 -x?+7(xd)])^ 
(t — zj) — z)

(ii>

В силу теоремы о вычетах Кг (х, у)=0. Для оценки К2 (х, у) 
заметим, что существуют постоянные 5х^>0, В։^>0 такие, что

Д|г/֊Л<к-/|<В։1ху-<|. (12)
С другой стороны, по непрерывности / (х) в точке х = х0 для 

V® > 0 30 > О такое, что

к" / (0 — х^ / (х0)| < е, |;т+։/ (0 — х™+։/ (х0)|< е

лишь только — х0|<^о. Кг (х, у) разобьем на три части:
-Г® — о Р

^«(х, у)= у + у + у =л + л+л. (1з>

—Р Хе—6
Первое и третье слагаемые правой части выражения (13) ограничены 
без сомножителя у, следовательно стремятся к нулю при у]-* 4֊ 0, 
Второе слагаемое оценивается так: 

х,+։
|/։| e'const С ■ <е- const.

Таким образом, мы показали, что и (х, у) -» / (х)(х =Н= 0) при (х, 
У)~*(х, 0), у>0.

Осталось показать, что и (х, у) Мо (0; I). и (х, у) представим 
в следующем виде:

; («, 9)-Ке ( Г Ке (4 Г +
\ (/—г) / \лг 3 / — х /

2 2
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- 2 и* (х- д)-
*-1

Учитывая, что в окрестности нуля /(х) удовлетворяет неравенству 

получаем
|/(х)-х'| const

(15)

если [Z] 4= Iconst

const , 1------- In —,
И' |z|

(17)
[/]=/,
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-։ •—Н"֊1)](Ху -֊ /) у г ! (() м

Ц? <|/|<2|г|

сог^

(19)

у<|/|<։|։|

Л

4

сопз1 „ Г И1՜7 у<И 
|2|т Н 3 |/ _ 2|8
121 У“‘Ш>2|г| И 21

сопз! . 1
(20)

[/]=/.
и

Из (14) —(20) следует, что и (х, у)^Мц (О, I), когда / (х) равняется 
нулю вне интервала (—₽, Р).

Пусть теперь / (х)—любая функция из класса М՝ (0, I). Предста
вим ее в виде

гт.т гу)(<—г)

И • |х'|՞1 * * * * *՜1 У ■ и|т // (01 (1± „ СОП31

сопз!
г 1_. £

|«7 (х, 0)1 < 2 «У ■! Ь -тХ 
7Т, 1 «։

Г |>74- • • • + 2ст-г (г/՜1 + • • • + г,Л֊1)](?7 ~ 0 0 / (*/ <#)
3 г™ гт (г — г/) (^— г) / t

|/1>» |։| 7
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/ (х) = / (х) а (х) +/ (х)(1-а (х)),
где я (х)—непрерывная функция на всей оси и такая, что

1,

О,

4-М 
\ 2 2.

х€(-?> ₽)•
(23)

Согласно вышедоказанному задача (1), (2) с граничной функ
цией / (х) я (х) имеет решение в классе Мо (0; О-

В работе [6] показано, что решение задачи (1), (2) с граничной 
функцией / (х)(1—а (х)) ограничено. Итак, при любом / (х) £ М՜ (0, /) 
задача (1), (2) в классе Мо (0, I) имеет решение.

Заметим, что задача (1)։<(2) в более узком классе может и не 
иметь решения. В случае п = 1 это показано в работе [7].

Первая часть теоремы доказана. Перейдем к доказательству 
второй части.

Пусть и* (х, у)—решение задачи
л^+2з/А+с^=о]

дхл дхду дуг ( )
и (х, 0)=0 (х=/=0) , >

удовлетворяющее следующим условиям: непрерывна и имеет непре
рывные частные производные в замкнутой полуплоскости у 0, кро
ме, быть может, точки (0, 0), в окрестности которой выполняются не
равенства

с ди* (х и) ди* (х, у)а в окрестности бесконечности-----11——— ограничены.
дх ду

Так как и* (х, у)— решение (*), то оно дается формулой

И*(х, у) =Ие 2 Л] ф, (х + (^>0), (25)

где функции фу(х-|-X; у) (/ = 1, 2,---, п) аналитические относительно 
х + >֊/ У в верхней полуплоскости.

Составим аналитическую функцию
Н (г) = ях фх (х) + ог <Ь2 (г) + • • • + яЛ фЛ (г), 1ш г > 0. (26

Очевидно, что
и* (х, 0) = Не Н (г)|^х =0, х =£ 0.

Следовательно, Н (г) можно аналитически продолжить в нижнюю по
луплоскость о следующему закону:

~ . [ Н{:) 1т г 0X (г) = < ——
I 1т г <5 0.

Имеем, я^ (г) я։ф։ (г) + •••-(- я„фЛ (х)= К (х), 1т г 0. Обозначим 
^(х)={ф1(х), ф«(г), фл(г)), м через матрицу, столбцами кото
рой являются векторы яг, я։, • • •, яЛ։ тогда
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4T(z) = V*(z), (28)

1—Re (=! ф; (zx) + а։ ф; (z։) + • • • + ая ф; (z„)), 
ОХ

(29)
—-fe ff)- = Re (*Л ф; (гх) + ф; (*«)+•••+«„ ).л ф; (Zn)),

Оу
или

^(Х.у) =-1(а^(^4-...+ аяф;(гя) +ах ф^Н-• •+аЛ фД*.)), 
Ох 2

(30) 

ди*{*՝у) - 4 с«л ♦; (*i)+• • •+«аф;ы+^чф1£)+ • • • ду 2

-----НЛ Ъ ф’ (*«)).
Так как (см. [8])

det /“i “։՛' ’ Лп ___ ^) ¥= О,
xXj«! Х։а։ ХЛаЛ ах Xg а։ • • • Хя ая /

то из (30) и (31) следует, что фх (zj, ՝Ъ'2 (;»),-••, ФЛ («л) линейно 
ди* (х, у) ди* (х, у)ражаются через ---------- — и ----------—, значит удовлетворяют

дх ду
равенствам

1Ф) (*)| < ^֊. при 0 < |z| < 1, Im z > 0 (/ = 1, 2, • • •, п), 
|z|'+։

а в окрестности бесконечности ф^ (z)(/ = l, 2,•••, п) ограничены., 
Значит

1Ф, (*)1 < (тТГ’ 0<|z|<l, Imz>0 
|z|'

const • |z| в окрестное® z — <x>, Im z^>0.

Из (26), (27), (28) и (33) следует, что ф; (z) аналитически продолжа
ются в нижнюю полуплоскость и удовлетворяют соотношениям (33).

Следовательно, они представляются в виде

ф7(д) = 6</)г+а^/,1։+ + ; = 1, 2,..., Л), (34)

где а{^ — постоянные (k = 0, 1, 2,-*-, т, /=1, 2,---, п).
, Тогда

Л ( \
и* (-с, у) = Re J] b^zj + а»' Н------- 1------- 1- — ) , (35)

/-։ \ z/ zi J
Так как решение и* (х, у) ограничено в окрестности бесконеч 

ности, то из (35) получим, что полином

вы-

не-

(32)

(33)
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Р{х, у)=Ке2 (36)

ограничен, т. е Р (х, у) = 0.
Учитывая (36) и то, что и* (х, 0) = 0 (х=/“0), из (35) получаем

« /п<1> а(Л \И*(х,У) = Ке2ау('^-+... + ^-) (35*)
/_։ \*1 г/ 7

И

Ее 2 а, а™ = 0 (к = 1, 2,- • •, я). (37)
/-1

Обозначим через ау=27у+гОу, 4՜ ։ (/=!» 2>,։,»л)»
(р=1, 2,-•тп), где ■[/и 0՜-—п-мерные векторы, а и действи. 
тельные числа.

Запишем (37) в координатной форме, получим систему п-т ли
нейных однородных уравнений

В 3=0, (38)
где

։=(₽‘л ^>, • • •, ₽">, ₽<л н(л • • •• ₽й’> е. • • •

₽£>, |4Л))-

Ранг матрицы В равен тп-п, число -неизвестных — 1т-п, следователь
но (38) имеет г=1т-п—тп-п линейно независимых решений, которые 
обозначим через

рй) (*=1. (39)
Подставляя эти решения в (35*), получаем

< (х, 9) = Ее 2 ау ( ֊44 + ֊^ + . • • + (Л = 1, 2,. •г) (40) 
у-1 X *7 *5 г7 /

решений сдгсрсдной задачи (*), где = р{^ 4՜ ։ И;7*»

(/=1, 2,- • ■, л; 1 = 1, 2,- • ■, т; к = 1, 2,• • •, г).
Покажем, что и‘к (х, у) (к — 1, 2,---,г) линейно независимы.

• . г
Допустим обратное, тсгда дЛ։, Л»,Ьг такие, что 2 =]= 0 и

Л-]

и (х> у)= и> (*’ 4՜ А։ и, (Х։ у)֊,֊. • Ьг иг (х, у) =0 (41)
или

Ке 2«,(^ + ^ + ---4-М = 0; . (42)
/-1
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где с/.* = Ах + А։ -----\-Ь, а^г (/=1, 2,- • •> п, к =1, 2,- • ■, т).
Очевидно, что один из cj.it отличен от нуля, в противном слу

чае получили бы, что 31։ о»,•••, линейно зависимы.
Из (42) следует, что

ди(х,у)=:П ди{х,у) _п 
дх ~ ’ ду —U-

Как уже показано выше, производные функций ЛИНеЙ-
^У Zj

ди (х, у) ди (х, у)но выражаются через ---- -------- и ------------- , следовательно

С-± +^ + ---+^ = const 0=1, 2,..., и),
X/ Zj ZJ

что невозможно. Линейная независимость и[ (х, у), (к = 1, 2,•••, г 
доказана.

Покажем, что любое решение однородной задачи (*) и** (х, у)
имеет вид

и** (г, у) = сх nJ (х, у) 4- с։ nJ (х, у) ------ 1- сг иг (х, у). С*)
Так как п** (х, у) ограничена в полуплоскости у^> — (А>0), то 

2
все ее производные ограничены в полуплоскости у^- А (см. [9]).

Составим функцию

а>л (х, у) — и** (х, у 4- А) — о/, (х, у), 

где

«Л (х, у) = О1Л (х, у) + игл (х, у),

, Ч П ( 1 г" «** (6 А)(1—а(0) л )
«1Л (х, ^)=Ие 3^ Ьу — ------ *-- ---------------------1 (43)

I )

1 г" ։т и** к) а (*) <11 1 (44)
к/ 3 —ху) )’

—во л

формулой (23).
(х, у) (?о։л (х, ^)' »   ограничены, а 
дх---------ду |

любом фиксированном А 0 в окрест

ности х = 0 удовлетворяют неравенствам

1 

а (/) — функция, определенная

Легко проверить, что 

диы (х, у) dvin (х, у) ---- ----- — и ----- *----— при
дх ду
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душ (х, у)1 [дуу, (х, у) < сопз! , 
дх Г| ду "М-+։

а в окрестности бесконечности ограничены.
Очевидно, что «л (х, 0)=и**(х, Л).
«м (х, у) является решением однородной задачи, а ее производ

ные при фиксированном А > 0 удовлетворяют неравенствам

(хне)! дшл(х, у)! _с_ в окрестности 2=0,
дх | ду I |г|",+։

а в окрестности бесконечности ограничены.
Следовательно, она имеет вид

«*л (х, у)=сх (А) и, (х, у) + с։ (Л)^з (х, уН----- Ьсг (Л) (х, у). (45)

Из линейной независимости ,(х, у), (х, у), •••> и* (х, у) следует
существование таких точек (хх, ух), (х։, У։)>""» (хг, у г), что

(и* (хх. У1)’ • • ы‘ (хг, Уг) \ 
..................................-/0. (46)

“1 (Хг, Уг)- ■ иг(хг, У г))

Так как Вт ол (х, у) = 0 (что следует из (43), (44)) и Нт и**Х
Л-+4-0 А ■♦+0

Х(х, у 4֊ А) = и* (х, у), то, используя (45) и (46), получаем, что сДА) 
(/ = 1, 2, • • •, г) имеют предел при А -* + 0.

Таким образом, в (45) можно перейти к “пределу при А — + 0, 
получим

и** (х, у) = < «;(х, у)4- с* и*։(х, у)Ч------ Н < иг (х, у).
Теорема доказана.
Общий случай доказывается аналогично.
В заключение выражаю глубокую благодарность моему научному 

руководителю профессору Н. Е. Товмасяну за постановку задачи и 
постоянное внимание при ее выполнении.
Ереванский государственный

. университет Поступила 26.П.1981

Վ. Հ. ՕՀԱՆՅԱՆ. Խզւէոզ հզրայքւն պայմաններով ւյ|ւֆերեն<յ]ւալ հավասարումներ]) էյֆպաա- 
կան նամակարզի համար Գիրիխլեի խնդիրր (ամփոփում)

(х1' хр‘< 1р) ղասում դիտարկվում է 

А֊ +շՋ дпл д»и
дхду дуг (1)

(2)

= 0

եզրային խնդիրը, որտեղ

և. և
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Ցույց է տրված, որ (1 յ համակարգի համար որոշակի պայմանի առկայության դեպքում 
(1), (2) խնդիրը ունի լուծում է

Գտնված է համապատասխան համասեռ խնդրի գծորեն անկախ լուծումների թիվը*

V. H. 0HAN1AN. The Dirichlet problem for the elliptic system 
of differential equation» with discontinuous boundary conditions (summary)

A boundary problem

дх2 дхду
+ C—=0

u(x, V) = J (x), x=f=xlt x„--, Xp
is considered in this class, MD (x։, x3,---, xp; l3, l3,---, lp) where 

f(x)£Nv[x3, xp, lv Ip)

(1)

(2)

Under a certain condition, tjie problem (1), (2) for this system is shown to have a 
solution.

The number of the solutions of the corresponding homogeneous linear indepen
dent problems is found.
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Մաթեմատիկա XVI, № 6, 1981 Математика

Г. В. МИКАЕЛЯН

О РОСТЕ ПРОИЗВЕДЕНИЙ БЛЯШКЕ-ДЖРБАШЯНА

§0. Введение

0.1. Пусть {х*}” (0<^|г*|<^1) — последовательность комплексных
ОО

чисел, причем 2 (1— |г*|) + оо. Рассмотрим произведение Бляшке
*֊։

Л. А. Рубель и Г. Р. Маклейн решили следующую задачу, поставлен
ную А. Зигмундом.

Какой должна быть последовательность (д*)Г, чтобы интеграл

/(г) =֊ [ [bg 15 (ге«)П։ (0<г<1)
2к J о

был ограниченным при г ֊♦ 1 — 0?
В работах [1], [2], [3], [4] Рубеля, Тейлора и Маклейна важную 

роль играет следующая лемма, которая по существу восходит к дав
ним работам Ф. и Р. Неванлинна [5] и [б], а в явном виде формулы 
этой леммы впервые встречаются в статьях Н. И. Ахиезера [7] и 
М. Л. Картрайта [8].

Лемма. Пусть функция f (z)(f (0)^=0) с последовательностью 
нулей z= (дл)” аналитична в круге |г|< R < 4֊ оо и в окрестности 
z = 0 имеет место разложение

log/(z)=2pt г*.

Тогда при

log |/ (ге'8)| = с* (г, /) еил,

Me с* (г, /) определяются по формулам

Со (г, /) = log I/ (0)|4- 2 log
|гя|
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с_* (г, П = ск (г, /) (к = \, 2, - ).
В работе [4] установлены следующие результаты.
Теорема I. Для тою чтобы. 1 (г) была ограничена необходи

мо и достаточно, чтобы была ограничена / (г), где

Теорема II. Пусть п (г)—количество чисел zn в круге |z| 
Если ,

п{г)=о(-1=г\, г-1-0, (0.1)
\Г1 —г/

то I (г) ограничена.
Теорема III. Допустим, что числа zn лежат на конечном 

числе лучей, выходящих из начала координат. Тогда, если функ
ция /(г) ограничена, то условие (0.1) выполнено.

Следствие. Существуют произведения Бляшке с положи
тельными нулями, для которых 1(г) не ограничена.

Они доказали также, что если числа zn лежат на конечном чис
ле лучей, выходящих из начала координат и / (г) ограничена, то спра
ведливо неравенство

sup J (г) > [п (г)- п (з)]» [п ((s/r)։) ֊ 2« (s«) +u ((rs)«)], (0.2)
0<r<J

где s<r и

*-i k
Далее было показано, что существует последовательность (z*)“ 

которая лежит на бесконечном числе лучей, выходящих из начала 
координат, так что I (г) —> 0 при г -* 1 — 0, но условие (0.1) не вы
полнено.

0.2. Пусть Г (z)—гамма-функция Эйлера.
Если последовательность комплексных чисел {z4}“ (0<Jz«| 1)

при фиксированном <։£(—1, + °°) удовлетворяет условию

V (1- |z*|)’+‘ < + «,
' *—1

то бесконечное произведение Бляшке—Джрбашяна

Вл (z) = fl (1 ֊ ֊} е՜ , (0-3)
*=1
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где
“ Г (!+« + &), х 

Д Г(1+«)Г(1+Л)

|Е| г
X | Е՜* ( (1— х)в х*՜1 dx — ?* Г (1—х)’ х՜*՜1 </х (|х|<О> 1’ЬО) (0-4)

|£|
сходится в круге |г|<1 и представляет там аналитическую функцию, 
обращающуюся в нуль только на последовательности {-г*}”. Ва (г) сов
падает с функцией Бляшке В (г) при а = 0.

Известно также, что функция Ва (г) обладает следующим свой
ством:

2«
Игл, у [£>- 1ог |В.(ге'°)|] = 0, (0.5)

о
где £)-в (—1<^а<^-(-со) интегро-дифференциальный оператор в смыс
ле Римана—Лиувилля, т. е.

О-/(х)=-2-{(х-1у-у(։)^; 0<а<4-аэ, (0.6)
г (а) 3

D°f(x)=f(x),
D-/(xH/{D-(H')/(x)}j -1<а<0. 

dx

(0.7)

(0.8)

Эти и другие результаты М. М. Джрбашяна по теории факториза
ции мероморфных в круге |а|<^1 функций изложены в гл. IX его мо
нографии (см. [9]).

Настоящая работа посвящена решению следующей задачи: какой 
должна быть последовательность {г*}Г, чтобы интегралы 

log |5« (ге'8)|]։ </8, -1 а < 4՜ °° (0.9)

были ограничены при г -»• 1 — 0.
0.3. В § 1 статьи, имеющем вводный] характер, приводятся^ ос 

новные формулы, необходимые для решения задачи. Здесь установле
ны явные формулы для коэффициентов Фурье функции г՜“ D~* log 
I/ (re'8)! (— 1 < а < -J- со).

В § 2 с помощью формул, установленных, в § 1, доказываются 
теоремы об ограниченности интегралов 1п (г). Получено необходимое 
и достаточное условие для ограниченности /« (г) (теорема 2.1). Затем 
доказываются более простые признаки ограниченности /« (г), связан
ные с порядком роста функции п (г). Взамен (0.1) мы получаем сле
дующее условие:
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п(г) = °[—^֊т], '-1՜0֊ 

(1-гГ2

В конце параграфа отмечаются случаи, при которых Л (г) 
— < а —1 ] не ограничены, и дается оценка для разности п (г)—
2 /

Приношу свою благодарность М. М. Джрбашяну за постановку 
задачи и руководство.

§ 1. Основные формулы

Пусть Д={г»)Г (0<Ы </?, 0<^-<4-аэ) — произвольная по
следовательность комплексных чисел, причем Пт х* = R и

0<к։|<Ы<?-. (1.1)
Для фиксированного значения параметра а (—1<^®<^4՜ °°) вве

дем следующие обозначения:

Л, (г, Д) = ֊ М, (1.2)

5, (г; к-. 2) =----- ]
Г (1+ а + к) 1*,1

1*л1

У (г; к: г) = ---- ----- VП1+«)^
о

I (1—х)։ х՜*՜1 бх 
1*л1

(1.3)

(1.4)

(0<->< R, Л—1, 2,.. ).
Докажем лемму.

Лемма 1.1. Пусть функция / (г)(^ (0) =/= 0, °о) с последователь
ностями нулей. Д(/)={г*}Г и полюсов 1^(/) = {ш*5Г мероморфна 
в R (0 < R + со). Если в Окрестности точки д = 0

И /(г) =2 Р*Л (1.5)
4=0

то для любого г£(0, R) и а£(—1, + ср) справедливо представ
лен иё
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г֊» D֊* log |/ ге">)| = 2 с‘;> (г, /) е'*8, (1 -6)
А——

где D~* (—1<^а*\ + со) — оператор Римана-Лиувилля, а коэффи
циенты [cj^ (г, /)] определяются из следующих формул-.

(г, /) = г j log |/ (0)1 4֊ Л« (г, Z)—N. (г, W), (1.7)

<?> (и Æ- ֊ гТпЙ Р‘ '* + V ts- <« h z> ~ s-(г: k- - 
1 Ц”! Я I ®/.

_ у [5; (г; k-.Z)— 5* (г; k-. W)\ (i = l, 2,-..), (1.8)

с(1(г,/) = с<;' (r.f) (Æ=l, 2, -.). (1.9)

Доказательство. По лемме § 0, если положить
ï«

С* (г, /)= ֊ Г log I/ (z-e^)l е֊'и </!> (1.10)
2тг J

9
(£ = 0, ±1, ±2,. . .)»

то справедливы формулы
Со (г, /) = log 1/ (0)1 + No (г, Z)- No (г, W), (1.11)

с* (г, f) = -U г* + А гЧ 50 (г; k։ Z)-So (г; к: W)] - 
Лв £»

-l.[S;(r-,k-.Z)-S’(rik-.W)] (к=1, 2,-..), (1.12)

c-t (г, /)= с* (г, /) (к = 1, 2,■■■).' (1.13)
Следовательно, в силу (1.6)

c^(r,f)=r-^D^c0(r,f), (1.14)

^4r,f) = r֊a D-^ck(r,f) (Æ = l, 2,-..), (1.15)

<£’ (r, f)= c? (r, f) (к = 1,2, ..). (1.16)
Установим справедливость следующих равенств:

г֊« £>֊“ No (г, Z) = N' (г, Z), (1.17)

г֊’ £>֊’ [г* 50 (г; к: г)-5’ (г; к- г)] = г* 5, (г; к : Д) - 5, (г; к : 2) 
(1-18) 

(к = 1, 2,...). .
При а = 0 они очевидны ввиду тождества (0.7).
Рассмотрим сначала случай, когда 0<а<4֊оо. Положив для 
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л (г) = 2 1, 
Hal*' 

будем иметь
r-D-N0(r, Z) = r-D- 2 log -L-= 

l'n«' |zn|

= r — £>-' ( log dn (x) = p՜՜՜՜ j j J (r—t)՝ 1 log -֊ dn (x)l df =
7 о 0

log •— dt\ dn (x) = 
x J

= ---------- 1 < I---------- dt} dn (х) = 1Уа (г, 2).Г(1+а)֊]и I I
о *

Для доказательства (1.18) положим гЛ = |гЛ]е " и

п (г, &) = 2 1(0 < г < /?, 0 < 2«).

агкял“0

Тогда будем иметь
‘‘ 5. (О к: £)- 5; «; к: 2} ֊ ±.2, [(£)* - (*)*] -

= — 2 У|(О<«<г, ^ = 1, 2,...).
к >гп\<‘ 1 \|гл| / \ I / ]

Те числа гп> которые находятся в круге |я|-Сг, лежат на конеч
ном числе лучей, выходящих из начала координат. Пусть для данного 
г £ (0,/?) — число этих лучей равно тУ (г). Тогда при фиксированном г и 
при любом г будем иметь

*՜՛ т-1 !*«։<< 
•гк«„=»т

/ t \» _ /|ж„|\‘ ]
W G) J

где |<>т} = (»'")» но ПРИ ^։*/=е. Полученную формулу мож
но записать и так:

■1 JV(r)
So (/; kz Z)- З; (С к: Z)=- V е V [/±У _/ыу I, (1.19) 

LW к tj 1

«гр " т

поскольку вторая сумма в (1.19) равна нулю при М (() < т -СДО (г). 
Далее, при О -С х г 1 справедливо следующее равенство:
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Л =

(1— /)* /*-’ Л, (1.20)

поскольку

ах' 1 Л,2 
а

х* | (г—1)а~' 1~*<М =

Из (1.19) и (1.20), веспользовавшись тождеством 
1 Е

Е

/(1+ - [ (1՜ (1-21)
1 (I + к а) J о 

получим
г- О- 1г* 5. (г; к֊. Г) - .5; (г; к-. 2)] =

-/в’ * гп
>. ».) « =е

о о

Л-(Г)

Л с/п (х, 0т) =

к
(1-°- “’՛ л+(з J (1—#)вгА-։л 

1'а1

(*=1> 2, --).

Теперь покажем справедливость формул (1.17) и (1.18) в случае, 
когда—1 <С а 0.

По определению

г-֊£>֊“^(г, 7)=^ --£>֊(՛+*) (г, 2).

Поскольку 1 + а 0, то
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г- о- н. (г. М -
О X

= Г~"— С [ Л <1п (х) = М. (г, 7),

О х

и формула (1.17) установлена.
Далее имеем

г- О- (г* 3.<г; к-. 7.} -з; (г; к-. 2)] -

— £֊<։+«> 1Г* .$0 (г; к: 7) - $ (г; к-. 7)] 
<1г

Г(24-а)</г
(г л +

_ " (г)
Г(1+»)£,

~‘6т» I 
е

о
(г- 0* /*"* Л1+

Поскольку при любом а £ (— 1, + °°)

г֊« г* = Г-С1 + г* 
Г(1+А + а)

(к=0, 1, 2, - ), (1-22)

то из (1.14)—(1.18) и (1.22) следуют формулы (1.7), (1.8) и (1.9) 
леммы.

В специальном случае, когда а = 0 и функция /(х) целая, дока
занная лемма переходит в лемму § 0.

!
§ 2. Теоремы об ограниченности 

интегралов /„ (г)

2.1. Пусть последовательность комплексных чисел {х*}” (0 
<Ы<1). пронумерованных в порядке (1.1), удовлетворяет условию
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2 (1-Ы)1 (2.1)

где а£(—1, 4֊ со)— фиксированное число. 
Обозначим

'»)!]«</» (0<г<1), (2.2)
о

где В. (г) — функция Бляшке—Джрбашяна, О՜' ( — 1 < + со) как и
выше]— оператор Римана-Лиувилля.

Докажем теорему.
Теорема 2.1. Для того чтобы интеграл Л (г) (0<^г 1

был ограничен необходимо и достаточно, чтобы была ограничена 
функция /. (г) (0 < г < 1), где

—к
(1 — х)' х՜*՜1 2 Лс -

1 Г (1 + &)
2 Г (!+* + «)

1։л|

(2.3)
кЯ|

«*1

1

Замечание. Отметим, что, когда а = 0, то 

и мы получаем теорему 1 введения.
Доказательство теоремы. Согласно лемме 1.1. справед

ливо представление

1ог |В.(ге«)| =
к.

,м (2-4)
где

—-т1ог15.(0)| + —1—
!+“) г (14-а)

1

Лс,

1

(2-5)

2Г(1+а)
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։ _ ։
X S IT՜У 1(1—х)*х*—։ dx+ Г(1—х)* х֊*֊1 dx 1 (2.6)

,, Т', А*» / J х r ' J J/Ж(|1 i^ni . Kj|

(*=i, 2,-••), 

с(_*) (г) =7f)_FT (Л = 1, 2, • • •) (2.7)

и Р* определяются из разложения

log В« (г) =2 Р* zk (2.8)
*-0

в окрестности Z =0.՛
Найдем числа Р*. Из (0.3) и (0.4) имеем

1**1 1
х j**" J (i—х)* *"՜’ dx~z՞ Jn— *)*х՜՞՜’rfx]*"} 

о l>*|
Ввиду сходимости ряда (2.1) имеем также

Г-1 j х (1 + “) I«1I Г-i
։**։

Следовательно

log Ba (z) = const + 22
л=1

I . rq+a + n) 
nz" Г(Ц֊а)Г(1+л)

X

If*1 ։
zfn j (1 — х)։хл-։ dx— zl |*(1— x)’x-*-J Jxj|z/I(|z|<|z1|). (2.9) 

о \*k |
Далее, меняя порядок суммирования в (2.9), с учетом равенства 

(1.21) получаем
log Ва (z) = const — 2 а+ nL- X

„_i Г (1 + а) 1 (1+ п)
1 1

X 2 [ z*՞ f (1—х)а х"՜’rfx+z“ (* (1-Х)«x—i dx 11 zn (|z Ctal"

I»* I lrti
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Поэтому для коэффициентов разложения (2.8) находим

₽* = Г(1+<х-Ь4)
Г (1+ а) г (1+ к)

(1 -х)“х֊*֊‘ дх
(2.10)

Подставляя значения ₽* в (2.6), приходим к формуле
(4 = 1, 2,---)

(2.11

В силу (0.5) с^“> (г) ֊»0 при г -* 1 — 0. Далее по формуле Пар- 
севаля, из (2.4) и (2.11) после перегруппировки сумм в (2.11) получим 
утверждение теоремы.

2.2. Обозначим
1*я1 
г 1
У (1-х)“ х*֊։ dx + 3 у(1-х)«х-*֊։ Лх - 

**«1

^(г)=4г‘+“

1
— ~2п У (1— х)“ х՜*՜1 <1х 

'».I

И;)(г)=4г*+“

Легко видеть, что

(4=1, 2,--.), (2-12)

1 I
У (1— х)“х*~։ dx-\гzn у(1—х)“х-»-’(/х 1

|։»> 1^1

(4=1,2,...). (2.13)

1. ю< (4-> ю]"+ ЮР + |ИЧ юп. (2.14)
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Для получения более простых признаков ограниченности интегра
лов /« (г) нам понадобятся следующие леммы, которые в специаль
ном случае а = 0 были установлены в отмеченной выше работе [4] 
Рубеля и Маклейна.

Лемма 2.1. Пусть п (г)—количество чисел гл в круге |г| -Сг. 
Если при г —♦ 1 — О

то для любого Р ^> <։ Н——

(2.15>2 (1 — Ы)?<+ °°.

(2.16)

Доказательство. (2.15) и (2.16) следуют из очевидного не
равенства

х)? бп (х) =

₽֊«֊?

(1֊г)
а
2՜ 

бх

где са может
Лемма

зависеть только от а.

2.2. Для того чтобы при---- — а 4- со имели

п (г) = О при г —► 1 — О, (2.17)

о

о

1

о

необходимо и достаточно выполнение следующего условия՝.

(2.18)

Доказательство проводим следуя Рубелю и Маклейну.
Необходимость. Если функция п (г) имеет порядок (2.17), то
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С) — 

1

(1— О’+* <1п (*)= — (1- г)1+* П (/•)+ (1+°) 
Г 

1
< (1 + а) у (1— 0' л (О Л < с, /1 — Г, г -* 1 — о. 

Г
Достаточность. Если выполнено условие (1.18), то при

г' = —— имеем также 
2

У (1— 0н * (() < Са /1 — Г при л — 1 — 0.

Г
Отсюда интегрированием по частям получим

1 7-
св > , (1 — г')н* Л (/) — (1—г) Л (г) 4-

V 1 — Г
՛ Г ~~ ■■ 4 •

+ ^^У(1-0*лЮл>1/}-=7 (1-г')։ л(Н- 

г

Обозначая (1 — г) п(г)=р(г), будем иметь

Убедимся, что кт ^зир р (/) 4՜ со. В самом деле, в противном

случае для некоторой последовательности г„-> 1—0 р (гя)> р (<) при 
и Р (гЛ) ֊> + ОО.

Далее
"2՜ гртг) Р (г«)+ ~2 [р(г,)- р (г)] >

что приводит нас к противоречию, так как а >------
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Мы будем опираться также на следующую лемму (см. [4]).
Лемма 2.3. Если

то при г — 1 — О
и(1)-2и (г)+н(г») = О(1-г).

2.3. Докажем теорему.
Теорема 2.2. Если

1 г ֊> 1 — О,

то при условии 0 а < со имеем

зир А (г) <4֊ оо. 0<г<1
Доказательство. Справедливы следующие оценки:

ДО 01
1*я|

</х — х)։ х՜*՜’ </х (2.19>
К

(к-1, 2,---).
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Из (2.19) интегрированием по частям получаем

(Л=1, 2, - ).
'Следовательно

1՜ (1-г2*)8-
к* 1—г кг

= с«

и согласно лемме 2.3
- ИГ (г»

4=1 к*

1«
(2.20)

Теперь оценим функцию 
равенства:

(г). Справедливы следующие не-

(*), (2.21)

1

1

6

п (/) Л |

так как при 0< а + оо и
I

( (1 -х)« х*֊1 ах < — (!—/)“ (1֊ «*)
I

я
I
(1-х)“ X֊*֊’ </х < 4՜ (’*-0* а՜“ - 1). 

к

(к=1, 2,-..).

Обозначив ех=— и заметив, что

I * — {к_ зЬ кх
Г՜1 — £ вЬ х (/:>!)

.монотонно возрастающая функция от х, из (2.21) получим 
1

| И;> (г)| < 2г*֊> (’(1)- 0« Лп (0 <
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1 — г2* I* 1—г2*
<2 ֊—— а-о1-<мо =2X 1 — г* J 1—гг 

I
X [ -(1֊ г)։+* п (г)+ (1+ а) С (1 - ty п (О с. I ՜'3*.

I J V1 — гг 

(* = 1, 2, - ).
Следовательно, имеем также 

։ир2^< + га. (2.22)
' ։<r<1 "1

Из (2.20), (2.22) и из неравенства (2.14) следует утверждение 
теоремы. 4

Теорема 2.3. Допустим, что числа zn лежат на конечном 
числе лучей, выходящих из начала координат. Тогда, если при 
данном <։£ ----—, -|- о° A sup А (г) < + оо, то при г-*1 — 0

\ 2 / 0<г<1

п(г) = оГ---- .
1(1 ֊г) J

Доказательство. Без нарушения общности будем считать, 
что zn £ [0,1]. Тогда

1.1 <

Поскольку функции (г) и (г) неотрицательные, то /« (г) ог
раничена сверху лишь при

- [Ц-’ (г)]2 . “sup 2 ----------< + оо и sup 2
0<г<1 ks 0<r<J f-1л—I

Но так как при любом «£(—1, -|- оэ) 
1

[W
Л»

f*֊‘ (*=1, 2, - ).

то
, ։

Р;) (Г)==^*+«Г
1

x</n(/)>7^-af(i֊0’+“rfn(f) (Л=1, 2,...).

1281-5
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Отсюда видно, что если при фиксированном ( —1» + °°) ®оиР/“ ^л)<՝ 

<4-оо, то 

г

что равносильно условию 
1

^(1—014'<М0 О.г-*1- 0. (2.23)

г

Теперь, если я £ ---- —, 4՜ 00 утверждение теоремы сле

дует ия леммы 2.2.
Пусть —1 <я<---- — и аир /« (г) ֊1՜ при предположениях

теоремы 2.3 относительно гп. Тогда (2.23) имеет место и поэтому при 
г- 1 — 0

Р+“ <1п (/) < Св ]/1 —

1
2я

Поскольку по теореме 2.3 имеем

п (г) ֊С------—---- при г—» 1—0.
«Р+г-

(1֊г)
Таким образом, мы получили необходимые условия для ограни.

ченности Л (г) при — 1<а<--- —. Например, если р = —, то не-
2 2

обходимое условие будет таким:

п (г) = О при г -֊ 1-0.

Следствие. При я£(—1, 4՜ °°) существуют функции В, (г) 
с положительными нулями, для которых интегралы /а(г)(0<У<1) 
не ограничены.

Замечание. Если взять лишь один фактор произведения Вх (г) 
Аа (г; Е) = (1 ֊ ֊) * (|г|<1, |;| < 1),
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то нетрудно убедиться в том, что

lim
г-.1-0

[Z)՜* log |Л։ (ге‘:’ ; ;)|]2 = 0 (— !<«< + œ),

в то время как существуют бесконечные произведения, для которых- 
/„ (г) (—1 < 4- °о) не ограничена.

Теорема 2.4. Если числа гп лежат на конечном числе лучейг
выходящих из начала координат и если выполнено одно из еле-՜ 
дующих двух условий:

(2.24)՛

(б) существует подпоследовательность целых чисел [mt| (т*^> 
^>£), таких, что

lim 1 1-Ы
V mjt — k 1 lz»>*l + 00 > (2.25>

то при — — функция Л (г) не ограничена.

Доказательство. Если функция /в (г) —1<^с 

раничена, то имеет место (2.23), а оттуда находим

1 \
2/ ог՜

n r ֊► 1 - 0,

1 a
c«/ï^7>(l-r)B J(l֊f) dn (0>(l-r)‘j (1-0 dn (0 > 

r r
Г

>֊ (l֊r)J-

Таким образом

/1-1-г \ -в-Г-n(r) <c։(!-r) , r-1-0 (2.26)

и поскольку — a---- — >0, то первая часть теоремы вытекает из (2.26)^

При условии (б) из (2.23), при достаточно больших k^kg по
лучаем

Г(7П* -Л)(1-< 2 (l֊M)ï+։<c։/ÏHH’| . 
л—*+։

Отсюда в силу (2.25) имеем . .

Г+“
(1 lZm*l ) Ca> кд,
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1 -------

1 и_ «пчто невозможно, так как — + а < и.

Теорема доказана.
Пусть числа гп лежат на конечном числе лучей, выходящих из 

начала координат. Тогда при 0<Х + °° и 0<^<г имеем
£. С

Ф =г*+« у | /֊* |(1 - ху х*֊։ Лх + У(1-х)’ х-*-։ </х -
О I 1

1

—у (1— х)я х՜*՜’ <1х с!п (0 > 

/
г 

г '
11___ __  -3* Г С* 1 __ г2* Г> Г(г-0’ *к (<)> V —— 0’ </п (О-
к г 3 к г- 0

0 ։

(к=1, 2,- •), 
так как

(1— х)։ > (1 — х0)’ при х <х0< 1,
(1 — х)։ < (1—х0)а при х0<х<1.

Следовательно, при 0 4.' а 4- го 

sup<։Ja(r)>yy(r-O’rfnU)y и ^Ау)-2И(5«)+„((„)»)]. (2.27)

Л

При а = 0 (2.27) совпадает с неравенством (0.2 .
Из (2.27) вытекает, что для любых s < г' < г 1 справедливо 

неравенство
sup Л (г) > (г — г՛՛)2’ [п (г')~ п («)]’ X 0<г<1

Г // s \ 1X иП—J 1 —2и (s’) + и ((rs)a) (0-С а < + оо),

которое дает оценку для п (г')— п ($). 
Ереванский государственный

университет Поступила 6.V.1981

Գ. Վ. ՄԻՔԱՅԵԼՅԱՆ. Օլյաշկե-Ջրթաշյանի արտադրյալների անի մասին (ամփոփում)

Հոդվածը նվիրված է հետևյալ հարցին։ Ենթադրենք, որ {x ft)J° (0 <|xA| <1) կոմպլեցւ 
թվերի հաջորդականությունը բավարարում է

>](1֊М1 + а< + оэ
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պայմանին , որտեղ Т ' (— ], 00) ֆիքսաժ թիվ է։ Ինչպիսի"ն պետք է №ի {Zjt ) * -£, որպեսզի

Як
J[D-։log|B«(re'։)|H6 (0<ր

ինտեզրայը մնս. սահմանափակէ որտեղ 3^ (ր) ֊ր թ լյաշկե ֊Ջ րբ աշյան ի արտադրյալն է, Ւսձ 

Օ~* (— 1 < ։ < 4֊ օօ) Ռիման-Լիոլվիլի օպերատորը։
Սկզբում բերվում է I* (ր)~ի սահմանափակության անհրաժեշտ և րավարար պայմանը։ իսկ 

այնուհետև հաստատվում են սահմանափակության ավելի պարզ պայմաններ։

G. V. MIKAELIAN. On the growth of Blatchke-Jrbathlan product։ (summary)

The subject of the paper is th e following queition. Let (zA)“ (0 < jzjJ < I) be 
a sequence of complex numbers, such that

where (—1, + oo) is a fixed number.
Let Ba (z) be a function of Blaschke-Jrbashian and D~* (—1< a < + oo)—operator 

of Riemann-Liouville. What are the sequences {zt)“ for which the following integral

/« (r)= ~ f [D-log|B. (re'e)|]srf9 (0<r<l)
2r J 

о
is bounded?

At first the necessary and sufficient condition for boundedness of la (r) is 
given and then the simpler conditions of boundedness are established.
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լուծումը Մ, Մ. Զրբաշյանի բիօրթոգոնալիզացիայի մեթոդի կիրառումով . 5է 339Վ. Մ. Մարաիրոսյան. Միտագ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների փա կութ յան, մինիմա- 
լոլթյան ու բագիսության մասին անկյունային տիրույթներում . . . 2, 85է. Պ. Մեփքսեթյան. ^"իրիխլեի խնդիրը երկրորդ կարգի թույլ կապակցված էւիպտա- 
կան դիֆերենցիալ հավասարումների համար սահմանափակ տիրույթներում 4, 253Գ. Վ. Միքայելյան. Բլյաշկե-Զրրաշյանի արտադրյալների աճի մասին . . . 6, 478
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(►. Լ. Շահթաղյան. Դիրիխլեի խնդիրը կիսսւտաբարությունում անվերջ թվով անկախ 
լիոփոխականներով բարձր կարգի կյիպտական տիպի օպերատորների համար 2, ISO

I,. Ա. Շահին յան. Մ արցինկևիչին և Հիգմունդին պատկանող մի թեորեմի մասին . 1, 54է. Ա. Շահի նյ ան. Հաարի ջարրերով -\-ՕՀ֊ի ներկայացման մասին C (1) գումար
ման եղանակով ,.,.»••••••• 9> 366Ֆ. Ա. Շամոյսւս. Փակ իդեալները անալիտիկ և մինչև եզրը ողորկ ֆունկցիաների 
հան րա հաշիվներ ում . . . , . . . . • « • 3, 173Ա. է. Ջրթաջյան. Կշոային անհավասարություններ Լիթլվուդ-Պ ե չիի տիպի օպերա
տորների և Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլտիպլիկատորների համար . 3, 202

II. Ս. ՍԼկտ. Մերոմորֆ ֆունկցիաների աճը Մ, Մ. Ջրրաշյանի բնութագրիչներում. /. 4, 293Ս. Ս. Սեկւո. Մերոմորֆ ֆունկցիաների աճը Մ. Մ. Զրբաշյանի բնութագրիչներում. II. 5, 385Ա. Ա. Վաղարշակյան. եդրի մոտ աճող անալիտիկ ֆունկցիաների միակության մասին 1, 3•Լ. Ս. ։1փւլենսկյ։. Բերնշտեյնի տիպի օպերատորներով մոտարկման մասին . « 2, 103Վ. Z. ՕՏանյան. եւգվող եզրային պայմաններով դիֆերենցիալ հավասարումների 
էչիպտական հսլմակարդի համար ^“իրիխլեի խնդիրը . . . . . 6, 465
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