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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնեք հետև յայ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մ ամ ույը 
(այսինքն' ոչ ավեչի բան տեքստի 24 մեքենագրած էք)։

Մեկ տպագրական մամու/ը գերազանցող ծավայով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական .կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեղուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' *երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում', ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է* հեղինակը, գրքի անունը,, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։ է

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում, հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերա՛պահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու­
մով։

9, Հ ձգվածի վերջում ՀսնհրպժԼշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի' 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ, Գիտությունների ակադեմիայի Տե­
ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՀ ԳԻՏՈՒ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթհմաաիկա XVI, .V։ 5, 1981 Математика

В. М. МАРТИРОСЯНЭФФЕКТИВНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КРАТНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В Н- ПРИМЕНЕНИЕМ МЕТОДА БИОРТОГОНАЛИЗАЦИИ М. М. ДЖРБАШЯНА §0. Введение0.1. М. М. Джрбашяном [1] была поставлена следующая общая задача кратной интерполяции.Пусть (а*)Г(0<|а*|<1) и (т»)Г—произвольные комплексные числа и 5/^-1 (/ = 1, 2, •••)—кратность появления числа а, на от­резке {а*}].Выявить критерии для {«*)Г и обеспечивающие существо­вание функций / (г) из класса Нр (0<^р < + °о) Харди, удовлетво­ряющие интерполяционным условиям/1«»֊>>(а4) = 1* (£ = 1,2,...), (0.1)
и построить аппарат для эффективного представления решений такого рода.В том специальном случае, когда (а»)Г— суть различные точки круга |е|<3 и, таким образом, з/ = 1 (1 4՜ °°)> эта задача сво­дится к интерполяционной задаче/(**)=!*(* =1, 2.-") (0.2)с простыми узлами (а*)“.Критерии существования решения задачи (0.2) в классе Н“ огра­ниченных в круге |г|<^1 функций, либо в классах Нр (1 -С Р < + 00) были установлены в работах У. Хеймана [2], Д. Ньюмана [3], Л. Кар­лесона [4], Г. Шапиро и А. Шилдса [5] (см. [6], а также [7], где при­ведены подробные литературные указания).В работе В. Кабайла [8] было получено эффективное решение задачи (0.1) в классах Нр (0 <^р 1).В случае, когда различные точки последовательности {а*}“ появ­ляются двукратно, либо с одинаковой кратностью, в классе Н2 за" дача была рассмотрена в работах [9], [10] и [11], но вновь лишь в 
постановке существования ее решения.Следует отметить, что эти работы, посвященные задаче (0.2), значительно опираются на тонкие результаты теории гильбертовых пространств. В частности, работа Чальмерса [И], в которой, хотя и далеко не в наилучшей формулировке, дан полный ответ на вопрос о существовании решения интерполяционной задачи в классе Н3, су-



340 В. М. Мартиросянщественно опирается на известные результаты Н.К. Бари [ ] о ба зисах в гильбертовых пространствах, а также на двусторонние оценки Шура собственных чисел для произведений эрмитово-положительных матриц.0.2. В работе М. М. Джрбашяна [1] был предложен новый ана­литический метод для полного и эффективного решения общей интер­поляционной задачи (0.1) в классе Ня. Этот метод основан на по­строении специальных систем аналитических в круге |х| 1 функций{г*(ж)|Г и [2* (г)}”, биортогональных на окружности |з| — 1, ассо­циированных с последовательностью {«4)1°։ подчиненной условию Бляшке
со2 (1-1«*|)<+°°- (0։3)

Отметим, что система {2‘ (г)}Г является несколько модифициро­ванным вариантом построенной в работе М. М. Джрбашяна [13] систе­мы |2* (г)}Г, также биортогональной с {г* (а)}“ на окружности |х|=1.Для последовательностей {а*}“, удовлетворяющих обобщенному условию равномерной разделимости 1п£
4> 1 1п'лг—V-! ։ -«/•» ву , ак

>0 (0.4)
и условию ограниченности кратностейзир {$1} <Г + со (0.5)

4>1применением систем {г* (г)}” и {2^ (я)}Г М. М. Джрбашяном [1] бы­ло установлено совпадение пространства последовательностей
|(/,*"։,(«;))г^7е&.Т ■ ՛с пространством последовательностей комплексных чисел 7={‘(*}Г т а ких, что

СО (1 ֊ Ы’)210-1,411т*1* < + «■4—1При этом было установлено, что эти же условия (0.4) и (0.5) доста­точны для эффективного построения решения задачи (0.1) в виде суммы ряда
ОО/и) = 31*2И»), (о.б)4-1сходящегося в метрике Н2.В работе [1] была также выявлена полная внутренняя характе­ристика того подпространства Н2 [а*) пространства Н։> в котором за­дача (0.1) имеет единственное решение, причем это решение задается () .6).



Эффективное решение задачи интерполяции 3410.3. С целью проверить возможности своего метода биортогона­лизации в применении к задаче кратной интерполяции, М. М. Джрба- шяном было предложено рассмотреть задачу (0.1) в классах Нр в круге, в полуплоскости и в угловых областях (в этом случае (а*)Г — это последовательность точек из круга, полуплоскости или угловой области соответственно).Следует здесь же отметить, что задачу (0.1) для различных об­ластей нельзя свести одну к другой путем конформной пересадки, в частности, ввиду наличия кратностей.В цикле работ М. М. Джрбашяна [1, 14, 15], Ф. А. Шамояна [16], Г. М. Айрапетяна [17—19], А. М. Джрбашяна [20], Ш. А. Гри­горян [21] и автора [22—24] применением этого метода было получе­но полное решение задачи (0.1) в классах Нр в указанных областях. При этом было дано эффективное построение решений этой задачи, записываемых в виде рядов по системам [2* (я))“ М. М. Джрбашяна или по системам, являющимся их модификациями.В этой связи следует особо выделить случай 1<р<-|-со. В этом случае при условии равномерной разделимости (для соответ­ствующей области) последовательности {«*}“ и при условии ограничен­ности кратностей (0.5) была дана полная внутренняя характеристика тех подпространств пространств Нр в соответствующих областях, в которых решение задачи (0.1) существует, единственно и эффектив­ным образом строится. Более того, в этом случае было также уста­новлено, что если хотя бы одно из условий равномерной разделимо­сти или ограниченности кратностей нарушается, то пространство по­следовательностей
не совпадает ни с каким идеальным банаховым пространством после­довательностей (т. е. таким пространством I, что из [а*}Г£ I и |6*[-С < |а*|, к >1, следует {б*]“ £/).0.4. Данная работа посвящена эффективному решению интерпо­ляционной задачи (0.1) в классе Н“ ограниченных аналитических в круге |я| 1 функций, при условии ограниченности кратностей (0.5) ипри обобщенном условии равномерной разделимости (0.4).На вопрос о существовании решения этой задачи впервые был дан полный ответ в работе А. М. Джрбашяна [20]. Там было уста­новлено, что если последовательность {«*}“ удовлетворяет условию (0.5), то для совпадения классов последовательностей[((1- №)'*■’ /**-։) («*))£-! :/ен-] = Гнеобходимо и достаточно, чтобы выполнялось также условие (0.4) ((” — это пространство ограниченных последовательностей комплекс­ных чисел).



342________________________________ В. М. МартиросянЭффективное построение решения интерполяционной задачи (0.2) в № в случае простых узлов (а*|? (т. е. з* = 1, 1) получено не­давно американским математиком П. Джонсом (устное сообщение).Применением метода биортогонализации М. М. Джрбашяна в данной работе построена система ограниченных аналитических в кру­ге |г|<^1 функций {2* (х)}“, вновь биортогональных на окружности |х| = 1 с той же системой рациональных дробей, введенных М. М. Джрба- шяном (1 — а* 2) * ассоциированных с последовательностью («*1”, подчиненной условию Бляшке (0.3).Следует отметить, что при построении системы {2* («)}Г мы раз­лагаем в ряд Тейлора не функцию
как это делается в работе М. М. Джрбашяна [13], а функциюх* (г) =ш* (г) (1— а* г)Рк Г (г; а*)
(В (г) — это произведение Бляшке, определяемое по формуле (1.2), р* — кратность появления числа а* во всей последовательности [я/]“, /*՝(г; а*) определяется по формулам (1.6)—(1.7)). Такого рода прием применялся в теории полиномов Фабера и их обобщений [25].В леммах 1 и 3 устанавливаются важные интерполяционные свой­ства функций 2« (г) и сумм вида

Кт (*) = 2* (г),*-1аналогичные свойствам функций 2* (г), 2* (г) и соответствующих им сумм [13], [1].В лемме 2 устанавливается биортогональность на окружности|х| = 1 систем (г*(я)]Г и {2* (г)}“.В леммах 4 и 5 приводятся некоторые известные из работ [6] и [1] оценки, необходимые нам для дальнейшего изложения.При условиях (0.4) и (0.5) в леммах б и 7 путем дальнейшего обобщения надлежащим способом их работ [1], [15] устанавливаются важные оценки для коэффициентов, участвующих в представлениях функций 2* (х).Основным результатом данной статьи является теорема 1. В ней устанавливается, что если последовательность подчинена уело. 



Эффективное решение задачи интерполяции 343виям (0.4) и (0.5), а {7*}” 6 1“— произвольная последовательность, то ряд /(«) = £ (1-|«*|։)1-Л*7»а*(я) ՛ *—1сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга |х| < 1 и определяет функцию / £ Н“, удовлетворяющую следующим интерпо­ляционным данным: р(1 - |«*|։Г‘՜' Л՜” («*) =7* (к = 1, 2»...).Заметим, что можно также получить оценку модуля функции / (х). Но поскольку вта оценка, как и все известные до сих пор оцен­ки интерполирующей функции, не является точной, мы ее не приводим-
§ 1. Необходимые леммы1.1. (а) Пусть (а*)Г (0< |**|< 1) —произвольная последователь­ность комплексных чисел из единичного круга 0 = {х:|х|<1}.Для произвольного целого у ^-1 обозначим через з/ кратность появления числа а/ на отрезке («*)/, а через р/— кратность появле­ния числа Л} во всей последовательности Очевидно, что1 < з/ р> <4-оо (у > 1).Легко также видеть, что если 'последовательность (ад)" удовлетво­ряет условию Бляшке 2 (1—1=*1) < + °°>Д-1 (1-1)то ч исло р, конечно при любом целом у>1.Напомним, что при втом условии бесконечное произведениеад = П ֊^֊|*_։ 1 ~ а* * I3*1 (1-2)

сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и опре­деляет там ограниченную по модулю единицей аналитическую функ­цию В (г), обращающуюся в нуль лишь в точках последовательности {«*)“. При втом точка с = а* является для В (г) нулем кратности р*.Наряду с произведением Бляшке (1.2) введем в рассмотрение также функции
1— вд х 1ад1Ч/ * лкОчевидно, что Вк (х) аналитична и ограничена при |х| < 1 и не обра щается в нуль в точке х = вд.

Вк (х) = П -аиЛ-



344 В. М. МартиросянОтметим также, что как функция В (я), так и функции Вк (г) определены лишь при условии Бляшке (1.1). Поскольку эти функции необходимы для наших дальнейших целей, то ниже будем предпола­гать, что последовательность {а*}Г° удовлетворяет этому условию.(б ) Наряду с {»*)։” будем рассматривать последовательность {яя}Г попарно различных точек этой последовательности.Ввиду нашего предположения относительно |а*|”, последователь­ность {яя)Г также будет удовлетворять условию Бляшкез (1-М<+*. (1-1')
«—1В силу этого члены последовательности {яя}|°° можем считать распо­ложенными в порядке неубывания модулей. Таким образомя», =# г«., =£ п։; (1.4)кя.1 <кл,|. п1<п։. (1.5)< Рассмотрим функцииЛ.(я)=ехр(֊£ (1-|я/) (п=1, 2,..). (1.6)I I >П 1—яу * )Поскольку из условия (1.1') вытекает абсолютная и равномерная схо­димость рядов

Чп (я) = 2 А- |г|<1 (п =1, 2, • • •)/>я ՝. 1— Я} гвнутри Э и так какR« ((1 -1+й. | - !;,*!■). 0I 1—г/ я 1 |1—г1 я[’Н<1(/ = 1, 2,...),то функции 7гя(я)(п = 1, 2,--) аналитичны и ограничены в единич­ном круге и не обращаются там в нуль.Положим
г. I \ г ! ч/1—1«*1’\** +1г (я; а*) = (я) ( -—!=— ) , при а* = я„. (1.7)\1— а* я/Отметим, что ■~? (*! а*Э 53 /■՝ (я; а*,)» если а*, = а*,.1. 2. (а). Из определений (1.3) и (1.7) функций Вк (г) и Г‘ (г; а*) вытекает, что произведение Вк (г) Е (я; а*) аналитично в единичном круге и не обращается в нуль в некоторой окрестности точки я = а*. Поэтому для любого целого к > 1, положив

’ (1-8) 



Эффективное решение задачи интерполяции 345можем утверждать, что в достаточно малой окрестности точки г = а։ »та функция разлагается в степенной ряд
Ч (х) - 2 а, (ак)(х — а*)’, |ж—а*| < у, (1.9)

V -Огде “’<“*) = 4------ г! (0<>< + ос;Л>1). (1.10)м! бг | Вк (х) г (г; ак) ]*—*Введем, наконец, в рассмотрение полиномы
рк-‘к

Чк(х)= а.(а*)(з-а*)’ (£=1,2,...) (1.11)>-ои последовательность {2* (а)}Г аналитических и ограниченных в единичном круге О функций, положив
^к(х) = (х — акУк 1 дк (г) _ (5* - 1)1 (г) ~

(5*-1)1
(к=1, 2,...).Лемма 1. Функции системы |Й* (я)}® обладают следую­

щими интерполяционными свойствами:2?'՜” («;)-=։*,/ =Н’ Лри = 2,...). (1.13)I 0, при к^=Доказательство. Сначала заметим, что из (1.11) и (1.9) следует равенство
д* (х)=т*(г) —(з —а*)'’*՜'5*՜1՜1 2 6х(а*)(з —а*)։, |г — а*] < т;, 

х=0где 6х(а*) = ах+р^-^+1 (а*) (х^-0). Отсюда на основании (1.8) и оп­ределения (1.12) функций 2* (я) заключаем, что в достаточно малой окрестности точки г = а* справедливо представлениео . . (г — а*/*՜1 Вк (г) Г (г; ак) р “ .... .2 *(*) = —------- ----------------- ֊.------- --------- («-«*) ‘3 6х (а*)(я-а*)\(з* —1)1 (з* — 1)!
(1.14)

1х — а*| < -ц.Так как в точке з=»а4 функция (г —а*)р* р*> ։*, то из (1.14) следуют равенства имеет нуль кратности
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2?*-։>(а») = 1 (Л = 1, 2. ' ).Если <։/ = «*, но j=f=k, то sj^st, и из (1.14) 2* > ։)(а?)=.О.Наконец, если <։/#=«*, то из (1.12) вытекает, что 2* (z) вместе с функцией Вц (г) имеет в точке z~ я/ нуль кратности pi^nt. Сле­довательно S*/՜1' (<։;)= 0, при <։/¥=<։*> и лемма доказана.б) Следуя М. М. Джрбашяну [13], с нашей последовательностью {а*}“ будем ассоциировать также систему рациональных функций {г* (я)}”, положивr“(^)= ‘ <*=1><1Л5) (1 — а* z) *Лемма 2. Системы функций.{г* Wh- И {2* (ж))Г 
биортогоналъны на единичной окружности |z| == 1 в смысле 

2к  2»

— f (9 2* (9 |cä| = ± f 7“(9 2* (9 |Л| =2п J 2пJо о[1, ПРИ &=у, у= 1։ (1.16)10, при k #= у,Доказательство. Поскольку функция 2* (г) аналитична и ограничена в D, то она представима интегралом Коши
2я~2* (*) = — Г |Л|, |z| < 1. (1.17)хк J 1 — kz оЗаметив теперь, что ( 1 ) f (s/ —1)1 С''՜’՜) -------

(sj— 1)-кратным; дифференцированием интеграла (1.17) по параметру 
z, мы получим

• -I{■£b"£*(z)L. = (С)'7(9 I*1 (Л к=1, 2,...).
1 оПереписав вти равенства в виде
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2«2^֊”(а/)=± [77(С)2а(9|<Л| (А,/=1, 2,-..), 

2г. з она основании леммы 1 получаем (1.16), и лемма доказана.Лемма 3. Пусть (т*)” (1 •< т < + со) — произвольная ко­
нечная последовательность комплексных чисел. Тогда регулярная 
и ограниченная в круге В функция*-.(*)= 2 (1.19)

*—։
удовлетворяет следующим интерполяционным условиям:

/?^-։) («/) = и (К/ < т). (1.20)Доказательство. Функция /?т (г) в круге О допускает пред­ставление
2г.

ы<1-2к и 1— С г оОтсюда в силу (1.18), (1.19) и соотношений биортогональности (1.16) получим
2։/?^֊'’(ау)=± С/гт (С) 7770 1<Л1= 2* о

т

= 21*

т. е. равенства (1.20).Замечание. Эту лемму можно было доказать и непосредствен­ным применением леммы 1. Лемму 2 мы привели с целью показать, что система (2д(С)]” является результатом эффективной биортогона- лнзации системы рациональных функций {г* (С))“.1.3. (а) Последовательность комплексных чисел {в*}” (0-С |а*|<1) условимся относить к классу Д (3), если при некотором 3 (0<^'о<^1) она удовлетворяет условию
«у*«»Отметим здесь же, что в этом случае последовательность {<**}“ УД°Й" летворяет также условию Бляшке (1.1), обеспечивающему существо­вание определенных выше функций Вь (я) и Р (я; а»).



348 В. М. МартиросянОтметим также, что если числа последовательности {®*}1 попар но различны, то условие (1.21) принимает видinf*>1 l!-։ 1֊»л 
j-mи известно под названием условие равномерной разделимости по­следовательности |«*)“.Выше мы условились под (*«)“ понимать последовательность всех отличных друг от друга чисел последовательности {<։*/! . По- этому свойство (1.21) можно записать также в виде

п+к

inf, (п **։ |Л-1 «Л ---- 2» Чп1— Zn Zk
(1.2Г)

где — кратность появления чисел гг. в0 всей последовательности {«*)“> причем очевидно, чтоsup {/>*} = sup (<7л).*>1 л>1Заметим теперь, что если {<։*}“£ д (3), то для {гя}Г мы будем иметь
к>1 (1-22)

Это означает, что если {<։*}“ £ Д (3), то и подавно (*я)Г £ Д (с). Но если предполагать, чтоsup {/>*) = sup {</„) = Р < 4- со, 
к>1 Л>1 (1.23)то справедливо и обратное утверждение, поскольку в этом случае

Пл-1 1֊Zk 
п+к

II— гя 2к /
(*>1).

Поскольку равномерно разделимые последовательности, как из­вестно, существуют (см. [6], стр. 289—290), то предыдущие замеча­ния подтверждают, что класс Д (о) содержит последовательности, удевлетворяющие условию (1.23). Но более того, воспользовавшись известным примером равномерно разделенной последовательности (см. [6], стр. 289 290), легко можно убедиться в том, что класс Д (8) со­держит последовательности, для которых sup (pi} = °o. Из сказанно­го, в частности, следует, что условия (1.23) и (1.21) независимы.Ради удобства дальнейшего изложения приведем еще следующее определение.



Эффективное решение задачи интерполяции 349Последовательность {«*] Г условимся относить к классу Д (3; Р), если {։*}“ £ Д ($) и выполняется условие
SUp {/»*} = + ОО.

*>։ (1.24)Наконец, через Д обозначим класс последовательностей (а*) “ таких, что при некотором 8 (0 < о 1) и некотором натуральном Р выпол­няется {*»}Г 6 Д (3;Таким образом, тогда и только тогда, когда одновре­менно выполняются условия
SUP [р*1 <4-00. 
*>։

(1.25)
(1.26)б) Приведем теперь формулировки двух известных результатов в предположении, что [»*)“ 6 д ($)•Лемма 4. ([6], стр. 287). Если последовательность {гя}Г удов­

летворяет условию (1.22), то

£ <1+21о1 (п=1, 2,...). (1.27)|1 —8Прежде чем сформулировать следующий результат, введем в рассмотрение последовательность функцийДз(х)=—(^1, 2,...), (1.28)
Ек{г) — г о.)

*^лкЛемма 5. [1] Если последовательность {։*}“ удовлетворяет 
условию (1.21), то справедливы неравенства(1- 1а*|։)' |Д^> (а*)1 < С, (3) (0 < s < + се; 1 < к < + со), (1.29) 
где С, (3) — положительные постоянные, зависящие исключительно 
от sui.1.4 (а). Наряду с последовательностью {Д* (г)}“ функций, опре­деленных по формуле (1.28), введем в рассмотрение также функцииФ “*)= 77^—7 (^ = 1. 2»' • •) (1-30)

F (д; а*)и заметим, что ввиду определения (1.8) функций (д) можем напи­сать ■с* (ж) = А* (ж) Ф (ж; ак).(к=1, 2,.- ). (1.31)Отметим также, что в силу (1.6), (1.7) и (1.30) справедливы равен­ства



350 В. М. МартиросянФ («; .,)_(Ь^-)’* " ехр 12 <*>։>. (1-32)\1 —|а*|։ / ։ />" 1 — Я) г)

таь {*«}։“ — последовательность попарно различных чисел последова­тельности [»*}“, расположенная в порядке неубывания модулей. До­кажем лемму.Лемма 6. Если (а*}Г (8) (т. е. имеет место (1.21)), то
справедливы неравенства(1 - 1а*|։)г |ф('> (а*; а*)|< Мг (8)(р* + 1) (1.33)(0 <Г < 4- со, 1-<Л<С + °°)>
где ЛЬ (о) — положительные постоянные, зависящие исключитель­
но от г и 8.Д о ха за т ел ьств о. Проверим сначала справедливость нера­венств (1.33) при г = 0.Пусть а* = хя> где {я«}“ — определенная по {«*}“ последователь­ность.Учитывая, чтоКе {(1-Ы։) 1 + 7/ М = (1 — |г/|8)(1—|х/ ХЯ|»)1— 21 Яп> |1— 2] 2л\*на основании (1.32) можем написать:

1 )>п |1 — г/ хлГ 1
(1-34)Однако |2/|>-|я„| при />-п, значит1-|Г/ж,|։<2 (1-1^1*) (л>и),откуда заключаем, чтоV (1-?хЛ(1-|7;хд|») />л ll — zյzn'|i

<г2 <2А+2,.Г1),
;>я |1— :}гп\2 \ 8/ причем последняя оценка получена на основании неравенства (1.27).Отсюда и из (1.34) следует|Ф (а*; «*)1<ехр (14-21ог—М (£ = 1, 2,-• •),

I \
(1.35)т. е. неравенства (1.33) при г — 0.Применим теперь полную индукцию. Предположим, что неравен­ства (1.33) справедливы при 0^г֊<т, т. е.(1— 14’/ |Ф(Г) (։*; <4)1 < (р< + 1) -'И. (8) (1 < г <т; к>1), (1.35)где Мг (о) 0 зависят только от г и 8. Докажем Справедливость не­равенства (1.33) при г = V + 1. С этой целью заметим сначала, что 



Эффективное решение задачи интерполяции 351взяв логарифмическую производную функции Ф (х; а*), приходим к тождествуФ' (я; ад) = ф (х; а*){ ֊ +2 £ (* = 1, 2,• • •).I 1— а* г у>я(1—хух)8 ) (1.37)Положив1 V (г; лк) = - + 2 £ С1՜ 1^1*) Ч , (1.38)1—лк г (1—хух)8будем иметьа.)= - (И+ !)"■! (■.)■*■ + 2 У (1֊ЫЧ(>п+1)1 <;>)"•>■ „ 39.
Следовательно, если учесть также, что а* = хя, можем написать |^я”(ад; а*)|<

т! (и +1) +2 ( + ։)| 2 . 1- к,Г------/0 \ . (։,40)и-Ы1)—1 |1֊г,г>|-+։ \1<4< + <» )Однако |1֊х у хя| > 1 - |ху 1 |хя| > 1 - |хя| > (1- |хя|8),откуда заключаем, что1-М8 < 2т . 1 -М8 .|1 - ху хя|»»+’ (1—|хя|։)(" |1-г} хя|8Подставив эти неравенства в (1.40), получаем|Ч?(я։’ (а*; а*)| <( (р* + 1)т! 2”+՝ (т+1)1 у (1—|х/|8И1—|хя[8)1 , 1(1֊Ы8)п։+։ (1 - |хя|8Г+։ у>я |1-гугя18 ГЕсли теперь вспомним, что ад = хя и воспользуемся неравенствами (1.27), то из (1.41) заключаем, что|ф‘(п») (а*; а*)| С<Ь* + 1) т!+2^Ц/п+1)!(1+21ог֊-В 1I \ 8 /](1—Ы8)"*4՜1 \К*<+°°/(1.42)Вернемся теперь к формуле (1.37). Из этой формулы и из (1.38) следует, чтоф' (х; ад) = Ф (х; а*) Ф (х; аА) (Л = 1, 2, - • •).Продифференцировав обе части этого тождества V раз по х, получим
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ф(*+։) (х; а*)=2 С' Ф(,) (х; а*) (*; «*),
/■-ооткуда заключаем, что|ф(’+» (а*; а*)|< 2 С, |Ф(,) (а*; «*)| 1Чг(՝-'> («*; “*)!•

Воспользовавшись теперь предложением индукции (1.36) и неравен­ствами (1.42), можем написать
|ф(’+1' (а*; а*)1 <

2 с:м(8)в,+1֊л(8) 1
(!֊!«№

(*~ 1. 2,...),
причем постоянная М+։(8) = 2 С'.Мг (8)В,_,(8)

г=0зависит исключительно от V + 1 и 8, поскольку таковыми являются
М, (8)(0 < г <л), в силу предположения индукции, а5,_, (8) = (у — г)1 + 2’-'+’ (V - г + 1)1(1 +2 1ог 4 \ 8Таким образом, неравенства (1.33) справедливы также для г=у-|-1, и лемма доказана.б) Теперь дадим оценки коэффициентов разложения (1.9) в пред­положении, что последовательность {а^|“£д.Лемма 7. Если при некоторых Р (1 Р + оо) и 8(0<^ <6<1) последовательность {а*}” удовлетворяет условиям (1.21) 
и (1.24), то для коэффициентов разложения (1.9):т*«=2 а, («*)(«—»*)’> I« — «»К1!, »—о
справедливы неравенства|а, (аА)|<а(8; Р)(1֊|а*|«)֊’(0 V ■< р*; 1 к < 4- со), (1.43)где а (8; Р) положительная постоянная, зависящая исключи­
тельно от % и Р.Доказательство. В силу (1.31) можем написать тождествох*’ (*) = 2 С; № (г) ф(’->) (г; а*) (V =0,-1, 2, • • •),



Эффективное решение задачи интерполяции 353откуда на основании оценок (1.29) и (1.33) заключаем, что
H4 (“*)l< (È с՛ +1)м՝-՛ (3)

Ij—o(О < ■» < + оо; 1<Л< + со). (1.44)Учитывая еще, чтоа, (а*) = 4՜ т1’’ (а*) (0 < * < + а>; 1< Л < 4֊ оо),
ввиду условия зир {/»*) = Р<^ 4- оо, из (1.44) получаем неравенства.(1.43), и лемма доказана.§ 2. Основная теоремаПерейдем теперь к доказательству основного результата данной работы.Теорема 1. Пусть {«*)“£ Д, т. е. выполняются условия (1.25) и (1.26).

Если {с*}Г£/-—произвольная последовательность комплекс­
ных чисел, то ряд

f{z)= £(1_|а4>)։-‘‘ ckQk(z), |х|<1, (2.1)*=!
сходится абсолютно и равномерно внутри единичною круга и оп­
ределяет функцию f^H-, удовлетворяющую следующим интер~ 
поляционным данным՝.՛ ! _ jy*-i /'Н) (а>) = сд (*= 1, 2>... ). (2.2)Доказательство: Сначала отметим, что ввиду условия . {«*)“€△ эта последовательность удовлетворяет условиям (1.21) и ՛ (1.24) при некоторых 8 (0<^ 8 < 1) и Р(1< Р’С + °°).Далее, ввиду определения (1.12) функции 2* (z) и определе­ния (1.6)—(1.7) функции F(z; а*) можем написать12* Wl < * *S* I* (“*)> - а*Г+,‘՜’ • (2-3>(34—1)1 \|1—atzl )Однако

Pk -1 Pk~ sk2 la, (a*)| |z — ajtl’+'t-1 =\|1—4kz\ )

ТГ» * r>.



С другой стороны, если |z| <С 1, то
(I-M)"-' f-i-V*—" - (1-М)’"*-1 <՝ >*•' \|1—a*z|/ \|1— «*г1/^/kJîdÇ.Y*-- \ 1—|а*| /(1—|a*|’)’+J*-I <2₽(1-|а*.»)’+'‘“։ •Отсюда и из (2.4) следует, что

<2^3* |a, (a*)|(l-|a*l։)’+,A՜1- ,-оЕсли еще учесть оценки (1.43), то будем иметь■1 1« \Рк՜' Pk~SkS |a>(«*)lîz-«»r+J*~1< .|1—a*zl/<Р2ра(8; Р)(1-1М։)'*՜’ (*=1. 2,--).Из этих оценок на основании (2.3) имеем1(1-№)1-,>с4а4(г)|<(8; Р)|{с4п<в1/к^Ул (г)|, И<1(Л=1, 2,...), (2.5)I \1—«* г/ |где А (8; Р) — положительная постоянная, зависящая исключительно от 8 и Р, а 1(с*)П»=5ир Цс*11<+«. а>1Теперь напомним, что через (хя)։° мы обозначили последователь­ность попарно различных чисел последовательности {“л}Г- Отсюда, во-первых, следует, что1-М» 1-|гя|8|1—а*ж| |1—Z„z| (* = 1, 2,- - ). (2.6)С другой стороны, в силу условия (1.24) число гп появляется в по­следовательности [в*| “ не более, чем Р раз.Из сказанного на основании (2.5) заключаем, что ряд (2.1) ма­жорируется рядом



Эффективное решение задачи интерполяции 3552 РА (5; Р) ЫПХ1֊?'’’ У Fn (z)_ 1 I *л ** /я—1 I

|х|<1. (2.7)
Весьма простое доказательство сходимости ряда<Р Ю = 2 (Тл (я), |г| <1, (2.8)

я-1 к1-*- г )было предложено недавно в работе [26]. Ради удобства читателя мы воспроизведем здесь это доказательство.Пусть аг. О, 
- к•$=£ а„ < + °°> & = 2 ап. я»1 л=1Поскольку аЛ^е°я—1, то положив 5о=О, можем написать2 ап ехр — 2 а„ ^е-5 2 ап е5'1՜’ < л-1 )>п ) л-1< е~л 2 (е՞՞ - 1) е5՞֊1 = в" 5 2 (в5"- в5—։)= е֊5 (е5-1) < 1. (2.9) л=1 Л“1Заметим теперь, что при |г| < 1X1-X У |<Ие I (1 -ы*) = (1-1^|,)(1-1^|«)1\1— гп г / I I 1—*Л г ' |1— гп ж|։откуда на основании (1.6) и (2.9) заключаем, что ряд (2.8) сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и определяет функ­цию ф £ Н".Из приведенных выше рассуждений на основании (2.5) и (2.7) следует, что ряд (2.1) сходится абсолютно и равномерно внутри еди­ничного круга и определяет функциюНаконец, равенства (2.2) вытекают из леммы 3, и теорема дока­зана. Отметим, что когда члены последовательности (а*)“ попарно различны (т. е. s* =1, 1) и расположены в порядке возрастаниямодулей, тогда и (zn)” совпадают. В этом случае из теоремы 1, в частности, получаем следующее утверждение.Теорема 1'. Пусть {г„)Г—последовательность попарно раз­

личных чисел, расположенная в порядке неубывания модулей и 
удовлетворяющая условию (1.22).

Если положить

Gr. (г)=(2-^-я|’ У exp I- 2 (1- |г,|’) („ > 1), (2.10)\1—zn z / I j>n 1 — Z)Z>

то для любой последовательности (с*}Г £ Z” ряд
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/(г)= 2Ся_АЫ__^1±1- (2.11)
^л(гя) Сп (~л)

сходится абсолютно и равномерно внутри единичного круга и 
определяет функцию удовлетворяющую следующим интер­
поляционным данным՝.

!^п) = ся(п=1, 2, --).Это утверждение доказано в совместной работе С. А. Виногра­дова, Е. А. Горина и С. В. Хрущева [26]. Еще раньше Петером Джонсом было доказано такое же утверждение, с той лишь разницей, что в ряде (2.11) вместо функций СЛ(г) он рассматривал функции$.(*)=(֊ЬП’ехр{՜ 3 (1-Ю— Ч — глх/ 1>п 1—хуг>Автор признателен профессору В. П. Хавину за это сообщение.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 19.У.1981

Վ. 1Г. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Н" «թոսում՛ բազմապատիկ ինաերպոլյալյիոն խնդրի էֆեկտիվ լուծումը Մ. Մ. Ջրբաշյանի բիօրթոզոնալիզացիայի մեթոդի կիրաոումով (ամփոփում)

Ս. Մ. ւէրրաշյանի րիօրթոդոնա լիզացիա յի մեթոդի կիրառումով ներկա աշխատանքում 
կառուցվում է ֆունկցիաների որոշակի մի սիստեմ և այդ ֆունկցիաների միջոցով էֆեկտիվորեն 
կառուցվում են միավոր շրջանում հոլոմորֆ ու սահմանափակ ֆունկցիաների դասում սահմա­
նափակ պստիկություններով ինտերպոլյացիոն խնդրի լոլծումներրւ Այդ խնդրի լուծումների 
գոյության վերաբերյալ հարցին վերջնական պատասխանը աոաջին անգամ տրվել է Ա. Մ. 
Ջրբաշյանի կողմից [20] t

Տվյալ աշխատանքը հանդիսանում Հ Մ, Մ. Ջրբաշյանի կողմից սկսած և իր սլ իր աշա- 
կեր տների կողմից շարունակված հետազոտությունների շրջանակի- շարունակությունը կոմպլեքս 

հարթության տարբեր տիրույթների դասերում բազմապատիկ ինտերպոլյացիոն խնդրի էֆեկտիվ 
լուծման վերաբերյալ։

V. M. MARTIROSIAN. Effective eolation of the elmaltaneoae interpolation 
problem in H~ by the blorthogonalieatlon method of M- M. Djrbaehlan (summary)

Using the biorthogonalisation method of M. M. Djrbashian a certain system of 
functions is constructed, which provides solutions for the simultaneous interpolation 
problem in H . Earlier [20] A. M. Djrbashian gave the answer to tho question of 
existence of solutions for this problem.
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МАКСИМАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ ОБОБЩЕННЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

О՞. Пусть В — банахова алгебра и А — замкнутая подалгебра 
алгебры В. Говорят, что А является максимальной подалгеброй алгеб­
ры В, если каждая замкнутая подалгебра алгебры В, содержащая ал­
гебру А, • совпадает либо с А, либо с В. В случае, когда А — равно­
мерная алгебра на некотором компакте X и В = С (X), алгебру А на­
зывают максимальной.

Примером максимальной алгебры может служить алгебра, полу­
ченная с помощью реализации диск-алгебры на окружность (теорема 
Вермера).

Этот результат дал толчок появлению работ о максимальных 
подалгебрах банаховых алгебр. Диапазон исследований, посвященных 
этой тематике, можно проследить, например, по работам К. Гофмана и 
И. Зингера [3], Ф. Р. Бонсола [4], Е. А. Горина [5], Е. А. Горина и 
В. М. Золотаревского [6], Е. М. Чирки [7], Р. Блюменталя [8], 
П. Паепа [9] и др.

В данной заметке также рассматриваются вопросы максималь­
ности, в частности, обобщается следующий результат: если R (К) — 
равномерная алгебра на К, порожденная рациональными функциями и 
Р (К) — равномерная алгебра на К, порожденная полиномами, то в 
случае, когда К—круговое кольцо, Р(К) является максимальной под­
алгеброй в R (К).

1°. Пусть С— компактная абелева группа, группой характеров 
которой является некоторая подгруппа Г аддитивной группы веще­
ственных чисел R. Рассмотрим компакт Х= СУ[1/2, 1]—прямое про­
изведение группы С на отрезок [1/2, 1]. Каждому а£Г поставим в 
соответствие непрерывную на X функцию <ра : X г) = а (#)■> *,
gXr£X. Полученное семейство функций обозначим через Ф. Очевид­
но, на Ф можно задать групповую структуру так, что отображение 
“®а есть изоморфизм группы Г на группу Ф.

Пусть А и В — равномерные алгебры на X, порожденные функ­
циями из Фо= {?а £ Ф, а^-0) и Ф соответственно.

Данная работа посвящена изучению этих алгебр. В частности» 
доказывается, что А является максимальной подалгеброй алгебры В, 
т. е. любая замкнутая подалгебра алгебры В, содержащая А, совпа­
дает либо с А, либо с В.

Интерес, возникший к этим алгебрам, объясняется тем, что в 
случае, когда С—единичная окружность, а Г = 2, алгебра А со։ па-
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дает с Р (К) — равномерной алгеброй на компакте К={*£С; 
1/2 |г| С 1 }, порожденной полиномами, а В совпадает с R (К)— 
равномерной алгеброй нг. л, порожденной рациональными функциями 
с полюсами вне К.

В дальнейшем для любого замкнутого множества РсХ через 
Ар будем обозначать равномерное замыкание сужения алгебры А на 
множество Р, а через (7-, будем обозначать слой (7 X {«), 1/2-<а<:1.

Лемма 1. Для равномерной, алгебры А выполняются следую­
щие условия:

а) пространство максимальных идеалов Мд алгебры А полу­
чается из прямого произведения (7Х[0, 1] путем отождествления 
в точку слоя [0) ;

б) граница Шилова ЭА алгебры А—есть компакт (7։;
в) алгебра Аоа является максимальной алгеброй Дирихле, 

1/2 < а < 1.
Доказательство. Для доказательства леммы укажем другой 

метод построения алгебры А, отличный от вышеуказанного.
Пусть £> — равномерная алгебра на С, порожденная характерами 

из Гп = {« £ Г, а > 0}. Пространство максимальных идеалов Мо алгеб­
ры О с точностью до гомеоморфизма совпадает с Мд, и гельфандов- 
ское представление алгебры А на Мл есть в точности гельфандовское 
представление алгебры О на это же пространство. Поэтому равно­
мерная алгебра А получается из сужения гельфандовского представ­

ления О алгебры Р на множество X с Мд, т. е. Ох = А. Для Од 
условия а), б) и в) верны (см. [1], стр. 219—226), следовательно, эти 
условия верны и для алгебры А. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть х0 £ X. Тогда найдется такая замкнутая 
окрестность И с: X точки х0, что:

а) А у = Ву\
б) Мду = V.

_ Доказательство, а). Пусть <р £ Фо, и — замкнутая поли­
номиально выпуклая окрестность точки <р (х0) и И={х£Х, ?(х)£ №}. 
Заметим, что поскольку <?(хо)=/=О, можно предположить, что О^՜^. 
Тогда, применив теорему Мергеляна и теорему 5.1 из [1], стр. 23, 
получим £ Ау1 . Полугруппа Го = |«£Г, а^>0) задает полный ар­
химедов порядок на Г. Поэтому Фо архимедово упорядочивает Ф, а 
так как А~р, получим Ау для любого ’®Г£Ф. Следователь­
но, А у ~ Ву.

Условие 6) немедленно следует из построения множества И н 
леммы 1, а). Лемма доказана.

Лемма 3. Для алгебры В справедливы следующие утверж­
дения:

а) пространство максимальных идеалов Мв алгебры В сов» 
падает с X;
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б) граница Шилова дВ алгебры В есть обьединение множеств 
С։ и 01/։;

в) Вол = С (0„) для любого а £ [1/2, 1];
г) равномерное замыкание Яе° В сужения Ие В на дВ является 

гиперплоскостью в Ся (дВ)—пространстве всех непрерывных ве­
щественнозначных функций на дВ.

Доказательство. Справедливость условий а), б) и в) немед֊ 
ленно следует из построения алгебры В и леммы 1. Докажем усло­
вие г).

Рассмотрим на дВ функцию

10; х с О]/։.
Пусть К — круговое кольцо в С1 с центром в начале координат. 

Тогда линейная оболочка Ые R (К) и функции 1о£|2| плотна в (^В), 
где <?/?—граница Шилова алгебры R (А) (см. [1], стр. 159). Восполь­
зовавшись втим фактом, покажем, что линейная оболочка R0 В и ф 
плотна в Ся (дВ). Действительно, из только что указанного утвер­
ждения следует, что для любого <р£Ф функции вида

фО _ (Ке т; *€ сг а=10;
( 0; С1/2 (Ке<р; х^Сур

принадлежат замыканию линейной оболочки Ие0 В и функции ф. А по­
скольку Ао1 — алгебра Дирихле, / = 1, 1/2 (лемма 1), то линейная 
оболочка функций <р° и «р0, <р£Ф, плотна в Ся (дВ). Покажем, что ф 
не принадлежит Ие0 В. В противном случае нашлась бы функция 

для которой |Ие / — ф|<^ 1/4. Поскольку ф|о, = 1, ф|о, = 0, в 
комплексной плоскости найдутся два полиномиально выпуклых непе. 
ресекающихся множества 7^ и таких, что /(б1)с:/‘1 а / (Сур) с 
Теперь, применив теорему Ока-Вейля, получим, что функцию, равную 
О на и 1 на можно приблизить полиномамй на множестве II /-։. 
А это означает, что существует функция ё^Вдв, равная Она б։и 1 
на 01/2. Но по условию в) данной леммы это означает, что Вдв=С(дВ). 
Пришли к противоре чию с условием а). Следовательно, Ие° В — ги­
перплоскость в Ся(дВ). Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть такая, что /1о, = 0. Тогда /=0.
Доказательство. Мера р0, заданная на Ох и Сур, и0 с, ֊°, Р0|с ։ = 

== °> гДе 0 нормированная мера Хаара группы О, ор тогональна к 
алгебре В, так как для любого £ Ф, ^'ф//|*в==0. Предположим, что 

существует такая, что /|о, = 0, /(о)/2 0. Тогда из условия г)
леммы 3 следует

где
/■В= (?еС(С1и Ся); ^ = 0),.

/ = [хСС^иб։; /(л) = 0).
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Поскольку f]oll2 ?= 0, то • найдется открытое множество U в 
Gi/2 и положительная функция V^f-B, равная 1 на U. Тогда

J £^>0-
X и

Пришли к противоречию.
Ле мм а >4. Пусть / £В. Прелположим, что для некоторого а, 

1/2 ^а^.1, /1ол принадлежит Аол. Тогда f^A.
Доказательство. Пусть р— такая регулярная борелевская 

мера на 'X, что supp н = Gt U G«, ц0։ = з, j*|o = — з, где з — нормиро­
ванная мера Хаара группы G. Мера р ортогональна к В, следова­
тельно и к Л. А поскольку мера 7= —р|о является представляющей 
мерой некоторого мультипликативного функционала алгебры А (так 

как для всех ?£Ф0\{1)) и/|Оа^Ло.» то для любого g£A
х

Рассмотрим теперь меру у0 = р|о, которая является также пред­
ставляющей мерой алгебры А. Так как 70— 1 ортогональна к В, то 
для всех &£А имеем

Ао։ —максимальная алгебра и Сг—граница Шилова алгебры Л.следова’ 
тельно,/|о։£Ло,- Теперь, применив следствие леммы 3, получим /£Л. 
Лемма доказана.

Воспользовавшись леммами 1—4 докажем следующую теорему.
- Теорема 1. Алгебра А является максимальной подалгеброй 

алгебры В.
Доказательство. Пусть О—равномерная алгебра на X, по­

рожденная функциями из Л и некоторой функцией g£.B. Покажем, 
что О совпадает либо с Л, либо с В. Рассмотрим непрерывное ото. 
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бражение я; Мо -* Мл՝, я (т) (#) = т (/), g£A и покажем, что 
к-1 (X) = X. Пусть т^Мо такое, что п(т)Сбг Поскольку каждая 
точка множества есть обобщенная точка пика для А (лемма 1), а, 
следовательно, и для /?, то носитель представляющей меры функ­
ционала т совпадает с я (т). Поэтому т = я (т). Таким образом.

Пусть <р£Ф0 и ят—отображение из Мо в С; ят (т) = т (<р) ■ При 
таком отображении образом X будет круговое кольцо вида К = |г£С;) 
р<|я|-<1]. Пусть теперь т^Мо такое, что я (лц) £Х\дВ. Не теряя 
общности можно предположить, что Р<^ (л։0Х 1. Тогда множество

jz^Ä՜; |arg z| “С будет замкнутой окрестностью точки ят (т։). 

Рассмотрим два замкнутых в Мв множества:

Ух={т£Мо-, к,(т)6 И 
к

У,= [т£Х; ят(т)6И).

Из леммы 2 следует, что алгебра Л,={/։я; } есть замкну­
тая подалгебра алгебры А 1=?Оу, и, кроме того, для любого 8^^А1 
найдется такое ^։£Л։, что —£։)|и=0. Граница Шоке алгебры Аг, 
в силу теоремы Росси о локальном принципе максимума модуля, со­
держится в к֊1 (дУ), где дУ—топологическая граница У.

Пусть р—представляющая мера Йенсена для т0 алгебры Аг, 
сосредоточенная на дАг. Тогда мера V

у(Е)= [ х,-։ <6*>
3 г

где Х։-1 — характеристическая функция множества я՜1 (£), сосредото-

чена на д У и является представляющей мерой для точки я? (;п0) £ ։п 1 У 
равномерной алгебры Р(дУ), порожденной полиномами на дУ. Ал­
гебра Р(д У)—максимальная подалгебра в С(дУ) и поэтому * (/•) }>»0, 
где /; = |г£ У; |г|=1). Если теперь т0 =/= я (тп0), то из вышесказанно­
го следует, что найдется 8^.АХ такое, что = 0, (#)=/= О,
«(т0) ($) = 0. Тогда, поскольку ц —мера Йенсена

ГIog|m0(g)|< J bg |g| </р- + j log |g| dy-. 

։,-1W

Первый интеграл равен — со, так как я֊» (Г)С У,. Отсюда тпо(2) = О. 
Пришли к противоречию. Таким образом, если т^Мо такое, что 
я (гп^Х^Оцг, то т = п (т). Наконец, если Мо = Х и все функции 
из Ф обратимы в Д то Д совпадает с В. Если же то грани­
ца Шилова сужения гельфандовского представления, алгебры О на мно­
жество Р =«Мо\ X совпадает с Но алгебра /4о։/2 максимальна в 
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С (С|/г) (лемма 1), поэтому ^а112 = •<4о12- Теперь, применив лемму 4, 
получим, что О совпадает с А. Теорема доказана.

Теорема 2. Равномерная алгебра Ваз является максималь­
ной подалгеброй алгебры С (дВ).

Доказательство. Для каждого <р£Ф рассмотрим две функции

_ Г«р иа Сх о = 1° на °г 
, ° ! О на | <р на Сщ.

Очевидно, <р0 + «° = ф|<?я •
Функции ф°, ф0, Я» £ Ф образуют ортогональный базис в 2? (|но1)> 

где |*о—мера, используемая в доказательстве следствия 1. Каждую 
функцию /£2Л (|Ро1) можно формально представить в виде ряда

2 « (фо) Фо + 2 Р (ф°) ?°.

а (?о) •= р?о |н0|. Р (ф°) = у/т° б |р01.

Отметим, что функция /^С(дВ) принадлежит Вав тогда и только 
тогда, когда а (®0) = ₽ (®°) для всех <р £ Ф. Этот факт объясняется тем, 
что любую функцию из Вав можно аппроксимировать линейными ком 
бинациями функций из Ф. Обратно, если для некоторой функции

С (дВ), « (<р0) = Р (ф0) для всех Т € Ф» то формальный ряд функции 
/ имеет вид

2 «(<ро) ?о + 2 Р (<р°) ?° = 2»(фо) ?!«•
Поэтому с помощью сумм подобных средним Чезаро можно построить 
последовательность из линейных комбинаций функций из Ф, которая 
равномерно на дВ сходится к /.

Теперь покажем, что Вав — максимальная алгебра.
Пусть-/6 С (бВ) не принадлежит Вав- Это означает, что найдет­

ся такое ф £ Ф, что а (<р0) ¥= Р (ф°). Не теряя общности можно предпо­
ложить, что

_ (1 на С,, 0 ( 0 на С,
Фп = < ®ц = 1 •

I 0 на Сц2 11 на Сгр
Тогда

(*/</ Ио = У^3- /<*0 "= а (<Ро)—Р (<Ро) =/= °-

х о, о 1/2

Это означает, что мера р0 не ортогональна к /, хотя ортогональна к 
алгебре Вав- И поскольку Но вещественна, то по лемме 3 г) линейные 
комбинации функций из Яе Вав и функции Яе / плотны в Ср (дВ). 
Поэтому равномерная алгебра О = [Вав, /]> порожденная функциями 
из Вав и функцией /, является алгеброй Дирихле на дВ, и следова­
тельно, существует такая функция 8^0, что |Яе #— 1|<^1/4 на Сг и

|Ке#1 < — на С1/2- Это означает, что найдутся 
4

два полиноминально
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выпуклых непересекающихся множества Fv и Г' г комплексной плоско­
сти, для которых

g (GJ с g (Gw) с Ft.
Применив, как при доказательстве леммы 3, теорему Ока-Вейля, по­
лучим, что существует функция из D, равная 0 на и 1 на G\p. А 
так как Вав и Bq, — С (GJ, Bq1/2 = С (G1/2), то D= С (дВ). Тео­
рема доказана.

2°. Как следствие из теорем 1 и 2 укажем два утверждения для 
почти-периодических функций, определенных в некоторой полосе комп­
лексной плоскости.

Пусть z = х + iy — комплексная переменная. Множество всех г, 
для которых х = х0, будем называть прямой линией.

Множество всех г, для которых х принадлежит отрезку [а; 6], 
будем называть полосой.

Пусть Г° — аддитивная подгруппа группы вещественных чисел R 
и [0, я]— некоторая полоса в комплексной плоскости. Обозначим че­
рез Во множество всех тех равномерно почти-периодических на [0, я] и 
аналитических в int [0, я] функций, у которых показатели экспонент в 
ряду Дирихле принадлежат Г°, и через Ао—все те функции из Во, у 
которых показатели экспонент ряда Дирихле принадлежат Г+= {х£ 
£ Г»; х> 0).

Множества Ао и Во являются банаховыми алгебрами в sup норме. 
Нетрудно проверить, что алгебры Ао и Во реализуются на множестве 
вида Х= G°X[l/2, 1], где G°—есть группа характеров к группе Г° и, 
кроме того, при этой реализации алгебры Ао и Во перейдут в алгеб­
ры А и В, построенные в п. 1°.

Иными словами, существует изоморфизм между алгебрами вида 
Ао и Во и алгебрами вида А и В. Доказательство этого факта сле­
дует из [2].

Поэтому верны следующие два утверждения.
Теорема 3. Пусть функция f^BQ не принадлежит Ао.’, Тогда 

любую функцию g<zB0 можно равномерно по всей полосе [0, я] при- 
близить полиномами от f с коэффициентами из Ао.

Обозначим через Со все те равномерно почти-периодические 
комплекснозначные функции на прямых х—0 и х — я, у которых по­
казатели экспонент ряда Дирихле принадлежат Г°.

Теорема 4. Пусть функция f^Cü не продолжается анали­
тически в полосу [0, я]. Тогда любую функцию g£C0 можно равно՝ 
мерно по прямым х =0, х = я приблизить полиномами от / с 
коэффициентами из Во.

Вычислительные центр
Госплана Арняиско» ССР Поступила 25.111.1980
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Ս. Ա. ԳՐէ՚ԳՈՐՅԱՆ. Աթելյան կոմպակա իւմթի բնութագրերից ծնված մաքսիմալ նանրա- 
նաջիվներ (ամփոփում)

Հոդվածում հետազոտվում են արելյան կոմպակտ խմբերի բնութագրերից ծնված հատուկ 
հավասարաչափ հանրահաչիվների հատկությունները! Ստացված հանրահաշիվները հանդիսա­
նում են դասական' X (X) 4 ₽ (10 հանրահաչիվների ընդհանրացումը կոմպլեքս Շ1 հտր֊ 
թութ յան X չրչանային օղակում է

S. A. GRIGORIAN. Maximal algebra* generated by charactere 
of compact abelian group (summary)

The properties of special uniform algebras generated by characters of abelian 
compact groups are investigated. The obtained algebras are generalizations of the- 
classic R (K) and P (K) algebras in the circle ring of C1 complex plane.
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Л. А. ШАГИНЯН

О СУММИРУЕМОСТИ К + оо РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ 
ХААРА МЕТОДОМ (С, 1)

Введение

Известно (см. [1]), что существуют ряды по подсистемам триго­
нометрической системы и системы Уолша, которые суммируются к 
4֊ оо почти свюду (п. в.) любым методом (С, а^>0) и коэффициенты 
которых принадлежат 6+։ для любого е > 0.

В настоящей статье рассматривается вопрос о существовании 
рядов по подсистемам системы Хаара с аналогичными свойствами.

Интерес этого вопроса обусловлен тем, что ряды по системе 
Хаара не могут суммироваться к + оо никаким методом (С, а> — 1) 
на множествах положительной меры (см. [2], [3]) и, кроме того, систе 
ма Хаара не обладает тем свойством тригонометрической системы и 
системы Уолша, на котором основывается конструкция работы [1].

В связи с этим отметим, что для системы Хаара вопрос оказал­
ся сравнительно сложным и решение удалось получить лишь для ме­
тода (С, 1).

Пусть {А*(0}4^=о—система функций Хаара (см. стр. 367), а 
5 [0,1] — совокупность всех измеримых функций, определенных п. в. 
на [0,1], которые могут принимать и бесконечные значения определен­
ных знаков на множествах положительной мерщ.

Имеет место
Теорема 1. Существует ряд

(А1<А։< -), (1)
/-։

обладающий следующими свойствами:
1 . для каждой функции /£.$[0,1] существует ряд

V ац (/) (Ал<£/,< •• ), (2)

который суммируется к / (<) и. в. на [0,1] методом (С, 1),

2 . ряд V (0|'2+* сходится равномерно на [0,1] для любо- 
/-1

ю «>0,
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3°. последовательность (АД имеет плотность нуль.
Как следствие получаем
Теорема 2. Сущест-^-т ряд по некоторой подсистеме си­

стемы Хаара, удовлетворяющий 2° условию теоремы 1, который 
суммируется к 4֊ оо п. в. на [0,1] методом (С, 1).

Отметим, что для конечных измеримых функций существование 
универсальных рядов по системе *Хаара относительно частичных ря­
дов в смысле сходимости п. в.; ранее было установлено в работе [4].

Отметим также, что утверждения теорем 1 и 2, вообще говоря, 
перестают быть верными при перестановках системы {hkj (/)}• Точ­
нее, любую подсистему можно переставить таким образом, чтобы ря~ 
ды по втой переставленной системе не смогли суммироваться к 
+ °° (—оо) методами (С, а>0) на множествах положительной меры.

В дальнейшем мы воспользуемся двумя утверждениями о рядах 
по системе Хаара (см. [5]), которые объединим в следующей теореме.

Теорема А. 1) Если нижний предел частичных сумм ряда 
2 ~ 2 Ок Л* (/) отличен от — со на множес тве Е, то ряд 2 схо­
дится к конечной функции п. в. на Е. 2) Для тою чтобы ряд 2 
сходился п. в. на множестве Е, необходимо и достаточно, чтобы 
ряд S |сц А* (/)|։ сходился п. в. на Е.

§ 2. Необходимые леммы

Функций системы Хаара — (А/ (О)Г-о определяются следующим 
образом: А0(<)э1 при ?6[0, 1]. Далее, для любого натурального 
т 0 положим

~т (А) == {(/), А2т+։ ({), •••, А2<п+1_։

и систему функций (А) назовем т-ой пачкой Хаара. Теперь, по 
определению имеем 

+ 4-1 (0:

/2՞ , (-—֊,
\ 2я*

о,

2я»
1-1
2 я'

А-1/2 
2/п

- — L2т )’

Z \ 
2я» /

(3)

при 1^к и к, /£[1, 2т], а в точках разрыва А2т+А (0 определяется 
как среднее арифметическое значений, которые она имеет в приле­
гающих к этой точке интервалах. Вместе с тем

A,».+*(0) = /2« , Aae,+Jt(l)=-/2'».
Для любого натурального т 0 положим 

/
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я/п (△)— {A2zn, А2т + 1_|}։

(ъ_ 1 ъ \1^՜’ 2^)’ ПрИ 2<"]‘

Системы интервалов кт (Д), т>0 назовем соответствующими 
пачками интервалов Хаара, а совокупность интервалов всех пачек 
будем обозначать через'(Д|.

Лемма 1. Для любых действительных чисел е £ (О, 1) и г, и 
для любых натуральных чисел п и Ц существует полином

= с,

обладающий следующими свойствами՝.

1.1 *!>7V;
1.2 kj+i-kj>2\ /£[1, g-lj;

1-3 3 |с/Л*; (/)[’+• <в, f£[0, 1J;
/֊■։

1.4 mes {<: | Q (/)— г|^-в} <Çe.
Доказательство. Рассмотрим ряд

' ^п+ /2"-1 (О»

где тк выбрано таким, чтобы

г«.« > м, —• 
Ут1

и вместе с тем

S ֊
n-т, т

< В.

(4)

(5)

(6)
1

2
Положим

j(m-l) я 
U

/-1
△2тл +у2я_2, т 1

и

Ел = п и 
/—ï т ssl

Пусть

t =
2- 22л

(О 
23л

разложение произвольной точки I £[0,1] по основанию 2". Ясно, что 
тог*а и только тогда, когда в разложении (7) бесконечное час-
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ло цифр ш (0 принимают значение 2л —1. Пусть для t Еп таковыми 
являются цифры ш (/) с индексами mY (f)< пц (t)<• • •.

Обозначим через Л (к, г) количество индексов т, Тогда,
согласно известной теореме Ьореля о .нормальных" числах (см., на­
пример, [6], стр. 35), будем иметь

щд _ _։
... к 2"

для п. в. /£[(), 1]. Отсюда непосредственно получаем
mes Ея = 1 (9)

для любого натурального п. Более того

SjA“՜1՜™ <10>
,_1 ™Лч

для п. в. t £ [0,1].
Рассмотрим ряд

2V"-։) п _ 1

2 2 ֊֊ • ֊5^7 (Öl’. (11)
m-m, l-l т Z

В произвольной точке t£En ряд (11) будет иметь вид

2 —’ Хх т,(0
следовательно, согласно (9) и (10), ряд (11) расходится почти в каж­
дой точке отрезка [0,1]. Отсюда, согласно теореме А получаем, что 
ряд

s~Sc/4(f).
i-i

полученный из ряда (4) раскрытием внутренных сумм, расходится 
п. в. на [0,1]. Следовательно, будем иметь (см. теорему А)

Нт 5/(#, 2) = -|гаэ п. в. на [0,1] (12)
и

Нт ({, 2) =— со п. в. на [0,1], (13)
I

где £/(£, 2) есть Лая частичная сумма ряда 2.
Пусть, теперь, Е* — множество полной меры, которое не содер՜ 

жит двоичнорациональных точек и на котором имеют место одновре՜ 
менно (12) и (13). Тогда в каждой точке Е* частичные суммы ряда 
2 будут колебаться между + сс и — <хз. Следовательно, в силу того» 
(что слагаемые ряда 2 по абсолютной величине не превосходят е (см* 
5)), для каждой тэч:<4 Е* найдется некоторая последовательность 
{гц (О)” такая, что 
1144-3
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\տու11)(է, Տ)—г|<в

для всех ։>■ 1.
Обозначим через ДЛ/ (<) наибольший интервал Хаара, который со­

держит точку ք и на котором Տպ (/) (է, Զ) постоянна.
Ясно, что совокупность

1Հ, |01Г>(€£*
является покрытием множества Е* в смысле Витали, следовательно, 
согласно теореме Витали (см., например, [7], стр. 82), существует ко* 
вечное число интервалов

Д’ , Д* ,• • •, Д’ , (14)

обладающих следующими свойствами:

1. Д^ пд; = 0; *=/= р; *> р€[1. «];

2- 31дУ>1-е; (15)
1

3. |5% (է Ջ)- г| < 8, ք С ձԼ. * € [1. 4 (16)

Теперь составим полином Չ (է) при помощи членов ряда Զ таким об­
разом: с յ հէյ (է) входит как слагаемое в Չ (£) в том и только в том 
случае, когда интервал Д*у строго содержит в себе какой-либо интер­
вал из системы (14). Очевидно, что Չ(է) =•■ Տո^ (է, Զ) при 7^Д’^ для 

каждого [1, з]. Отсюда, учитывая (4), (5), (6), (15) и (16), сразу 
получаем, что Չ (է) есть искомый полином, удовлетворяющий утверж­
дениям леммы 1Ղ

Лемма 2. (основная). Для произвольных действительных чи­
сел в (=(0,1) и г, и для произвольных натуральных чисел пи М 
существует полином вида

который обладает следующими свойствами՝.

Р (0 = 2 а7 (0 (Р1О։<---)» 
7-1

*) Отметим, что два основных элемента приведенного построения, по-видж- 
мому, впервые встречаются соответственно в работах [8] и [9].

2.1
2.2

Рх>^;
Р/+։ — Ру > 2я, /С [1, р — 1];

2.3 Տ |вуЛру (<)!’+•< в, է Հ [0,1];
У-։
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2.4 /

2.5

mes [/: |Р (#) — r| a] = mes F "С 6!

шах —У У а/Лц, (О I < |г|+в, t^F.
’6П.Р1 V —։ |

Я
Доказательство. Пусть <2(0 = 2 с/Л*, (f)—полином, удов-

I = 1
, g

летворяющий условиям 1.1—1.4 леммы 1 для —-, г, п, N и hkq {t)^nq{h).
£•

Возьмем какое-либо натуральное число п0, которое удовлетворяет сле­
дующему неравенству:

n0^>max {n?4֊l, п}. (17)
Более точно п0 будет определено в дальнейшем. Рассмотрим пачки 
интервалов Хаара—(Д)}т=1 и для каждого т > 1 из пачки 
ктя, Р) выделим интервалы

{дт՞. , }«("-։)"’. (18)
2 +J2n’—1 1 ' '

Далее, для каждого т>1 из системы (18) выделим подсистему ин­
тервалов

ia;-’ (19)

следующим образом: Д՞’= Д2«. ri р если же системы (19) уже выбраны 
для т=1, 2,--՛, s—1, то {Ауя,)/Х1 — те интервалы из системы (18) при 
т=$, которые не пересекаются с уже выбранными. Очевидно, что

- Jm 1 2(т-1)я,
и и д?я«= и и 

m=l J=l 1 т—\ J-l J ’

(так как интервалы Хаара или не пересекаются, или один 
ся в другом).

Отсюда, в силу (9), имеем
- Jm
2 2 |д;-я’1=1. 

m=l J-l

Теперь выберем гщ так, чтобы.
т, Jm
2 2 1*7*1 м֊֊- 

m-l j-l 2

Отметим, что согласно построению, интервалы системы
[;(Д7-Я«)Лп1 * ‘ J ' у=1 Ш=1

попарно не пересекаются и кроме того (в силу (17))
я’ ».] [Ду,'-«. ] 2"։

содержит-

^О)

(21)

(22)
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когда или т' т", или т' = т" и у где [А] — индекс интервала 
Д.

Для каждого Ая|֊я« = (ая,֊"«, ?" "•) из системы (21) положим

<27- (О=О.«.. (<) - 2с, л„ Л ' ^2). 
7 /-։ хру / '

(23)

где

({ — ал,'л՛ \ 
а=-=—^-=-г)=0, если ргП‘Пв_Л!П*Пл^ /

Последний является полиномом по системе Хаара, так как (2 (<) удов­
летворяет условию 1.1 и, следовательно, не содержит, как слагаемое, 
функцию Ло (<). Теперь для каждого т > 1 определим полином

2<ял,—л—1 „ 1т
0.(0= 2 су») А։т.Ло->+лл_։ (О + 2 (/), (24)

у-1 /-։ 7

где 4ж,= 0, уф, 2'" '-֊»֊1].
Заметим, что в силу (17) и (22) полиномы (2т, (0 и (2т, (#) не имеют 
общих слагаемых, когда тх т2. Более того, если то индекс
произвольного слагаемого полинома <2т, (0 превосходит индекс про­
извольного слагаемого полинома (^т, (0 более, чем на 2я. Отсюда сра­
зу следует, что полином

р (0 = 12 Оп (0 = 2 а У . (#) (25)
'П=1 / — 1

удовлетворяет утверждению 2.2. Утверждения 2.1 и 2.3 непосред­
ственно следуют ^соответственно из условий 1.1 и 1.3, которым 
удовлетворяет полином <2(£). Остается убедиться в справедливости 
2.4 и 2.5.

Пусть 
( 8 11-1^ Ь*՝** 10*1/1.г|> _ , 
I 2 у

гч /*• (гл ч /п. т
г= и и ^7п° и [од] - и и аГ- • 

/в1 I /п=1 _/=1

Поскольку полином <2՞՞* (/) получается из полинома Q(t) сжатием на
® /интервал Дя,я», следовательно, в силу 1.4 (для будем иметь

g
mes G” n՝ < — 1ДЯ’’'1'|

7 2 7
для произвольного интервала △у1՜'1«. Из неравенств (20) и (26) полу­
чаем mes F -Се. Отсюда сразу следует, что

mes (f ; |Р (t) — r| > е) < е,

(26)
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так как интервалы системы (21) попарно не пересекаются, а слагае­
мые полинома (2у1Л։ (£) равны нулю вне интервала Д"|Л“ . 2.4 доказано.

Далее, для полинома

<2(0=2 <А(0
1-1 

положим '
< I

<2= шах гаах У.С; Л*, (/), 
/₽П. «) *е[о. М ^1

и пусть (2*-»-количество отличных от тождественного нуля слагаемых 
полинома (2(0- Если теперь (О^ГС = [0,1] — Г, то/0£Д^!' я" при неко­
торых / и т', 1-С//<$у‘т' и 1-^т'^т0. Если

/ 0 — 2 а} Ьу.] (<)
>-։

— Лая частичная сумма полинома Р Ц), то в силу (22), (24) и (25), в 
точке будем иметь

Sl (Р, #0) = 0, когда 1 < г < <2* 2 А + 2 2т я’-л-1, (27)
ш=1

(Р, (оМОг (<о)> когда О* 2 /„,+ 2 2“ "‘֊ »֊’<։■< 
т—1 Ш—-1

/71 д ЛТд

<<2‘2Л+2 2т--»-։ = р
т=1 т-1

(28)

(р есть количество слагаемых полинома Р (/), см. (25)). Согласно (27) 
имеем

т'—1 т'
(Р, /о) = О, когда ^<(2* 2 /«+2 2'"”.-«-’. 

т —I т —1
(29)

Если же у удовлетворяет неравенству

<2* 2Л+ 22'п л-֊'1-1<у < 0*2 7« + 2 2'" Л«֊Л֊։, 
т=1 т—1 т= т—1

то исходя из (18), (19), (27), (28) и учитывая (23) получаем

— 2 5/ (Р, <0) <-2 |5,(Р, (0)1< 
1—1 * /—1

< <5С' -А՛ < . О- <2*2”՛------- ---  27?-?*,՛ ■ (30)

Пусть теперь п0, кроме неравенства (17), удовлетворяет также
неравенств у

00*
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Тогда, учитывая (29) и (30), получаем

|—2 $ (А «о) 
I V । * /—1

при
т'

Наконец, в случае, когда V удовлетворяет неравенству

м=(г^ л+2 2Я, Я։-

исходя из (28) и (31) будем иметь (/0 €
1 ’ 1 м р

м 1

м 1 р
<֊(Н + е)+— 2 (|г|+в) = И+«.

У У 1-М+1

Учитывая, что <0 — произвольная точка множества Гс, получаем, что 
полином Р (б) удовлетворяет утверждению 2.5 леммы 2. Лемма дока­
зана.

Из леммы 2 легко следует

Лемма 3. Для произвольной ступенчатой функции Р (б), оп­
ределенной на отрезке [0,1], для любого е£(0,1) и для любых на­
туральных чисел п и М существует полином:

Р а)=2 су л*7 (0 - ^к,)

и множество Са[0,1(, обладающие следующими свойствами:
3.1

3.2 *у+։-Ь>2",/€[1, р-1];

3-3 2 1суЛ*/(<)1’+,<в, #^[0,1];
У-1

3.4 тез (7^-1 — в;
3.5 |Р(«)-Г(01<«,

3,6 Л I 2 (#)1 <^+е’
1 ' I ։—։ у—1 •
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Доказательство. Ясно, что не нарушая общности, лемму 
можно доказать в случае, когда интервалы постоянства функции Р (/) 
являются интервалами Хаара. Пусть Р(Г) имеет вид

х
= (0, (32)

1—1.
где фд (/) — характеристическая функция интервала Д, Д|ъ€ {△}» ։£[1, Ч 
и вместе с тем

Н1<Р։<-* ’Ох. (33)
(В точках разрыва функция ? (/) может быть неопределенной или же 
принимать какие угодно значения).

С помощью леммы 2 определим полиномы
Р1

₽<(/)= 2 
/-։ 1

։==1, 2,•••, X, удовлетворяющие следующим условиям:

3.7 > ЛГ;

3.8 £[1, Ч;

3.9 *у>։ - л<')>2", /£[1. Р1 -1]. [1. Ч;

3.10

3.11

3.12

' ' е
2 (0|։+- < - /е [0,1], 1-6[1, Ч;
1-1 1 *՝

тах 
теп. р/1

шее б/ = тез (<: |Р/ (/)— п| > е} е, ։ £ [1, X];

[1,4-

Теперь положив
^ = ^,. ₽и/). ։€[1, X],

составим выражение
х р‘ / * ֊Ор. \^(^0 = 2 2су>Алу)(—

>.1 у-1 1 ՝ Ри-~ген/ /

где

“н/
= 0, если #£

Имеем

Р(Г,/)=2 с/Л*у(0>

так как k^>N'^■Q и £ {△}, ։’6[1, Ч-
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Легко усмотреть, что Р (Г, /) удовлетворяет утверждениям 
леммы 3. Действительно, 3.1—3.3 сразу следуют из 3.7, (32) и 3.8— 
3.10. Далее, на каждом интервале Др, полином /’(/', 0 получен из 
полинома Р/(0 при помощи сжатия последнего на интервал Дир по­
этому, если обозначим через С< образ множества С/ при отображе-

нии отрезка (0,1) на интервал Др., при помощи функции р—■ 

из 3.11 будет следовать, что

то

и вместе с тем на множестве — СТ/ будем иметь

\Р(Р, 0-^(0!- Л

Положим

* — «14 

pH «р/, (35)

О = [0,1] - и с;.

Тогда из (34) следует
1 X

тез 6 = 1 — 2 тез 6* >1— 2 е 1^н1 = 1—®» 
1-1 1—1

а из (35) получаем
1Р(г, о-гак», ^с.

Для завершения доказательства леммы 3 остается убедиться в спра՜ 
ведливости утверждения 3.6. Последнее сразу следует из 3.12, если 
учесть, что интервалы ДИ/ попарно не пересекаются и вместе с тем 

Р(Г, <) = А / «рч \
\Р|4 «14 /

на каждом интервале ДИр Лемма доказана.

3. Доказательство теоремы 1

Пусть Г = {р1 (<)}£։ — последовательность всевозможных сту­
пенчатых функций, интервалы постоянства которых являются интер­
валами Хаара и которые принимают рациональные значения.

Зафиксируем какую-либо последовательность положительных чи­
сел (е() /=։, удовлетворяющих условию

2 е, < 1. (36)
4-1

Теперь при помощи леммы 3 последовательно построим полиномы
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Pi
Р(Р1гГ)=2 cÿhy (О,

i = 1, 2,•••> удовлетворяющие следующим условиям:

4.1 А#, - А$'> > 2', j € [1, р i - 1], i > 1;
4.2 AW-A^-^2', г>2; л

Р1
4.3 2 |с<а А*(/)(0|’+,/ <*/,«£ [0,1], />1;

/-։ - j

4.4 mes Gi = mes |f : |P (Fi, t)— Fi (f)| -C -i} 1— ei ;

4.5 - max
Æli. P/l

72 2ŸM> 
y l-l/=J '

<|M0l + «b t^Ci..

Если в ряде

2/чл.о
l=-l

раскроем внутренние суммы, то в силу 4.1 и 4.2 получим ряд вида

2 с;А*у(О (Ах <ка <••.), (37)
/-։

причем из (36) и 4.3 сразу следует, что ряд

2|сАу(0р+‘ (38)
>-։

сходится равномерно на отрезке [0,1] для любого е£(0,1).
Убедимся, что последовательность {А/}“ имеет плотность нуль, 

а именно 4
ТйГ Нш՝ А <п + т) - А (д) = о. (39)

т

При фиксированном т из 4.1 и 4.2 непосредственно следует, что на 
любом отрезке [п, п՝4- т] при достаточно большом п может содер­
жаться только одно число вида А/, следовательно

|7^- А (д тп) — А (п) _  1
— <։-»- т т

Отсюда непосредственно получаем (39). Остается убедиться, что ряд 
(37) удовлетворяет первому утверждению теоремы.

Пусть /(0€‘5[0>1]> причем • ■ • •

£={f:|fO)|<+oo},
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£+= {/:/«) 

£•-=(/:/«)=- со).

Определим последовательность натуральных чисел и
следовательность функций |Д (О)Г следующим образом. Положим

/1(0 =
/(0, t^E, 
+1> tQE+, 
-1, t^E֊, 

и исходя из С^свойства Лузина, найдем функцию Рц (0 £ Г, такую, 
чтобы

тез [<: |^,-(<) — Д (01 > ех) < “г
Если числа ■ • • < 41-1 и функции Д (0»֊' '> (0 Уже опре­
делены, то /Л(0 и (п определяются следующим образом: положим

Л(0 =
/,_«(/)-/>(ЛЯ_։, 0, t£E, 

+ l,t^E-,

и снова воспользовавшись С-свойством Лузина, найдем функцию 
Fin (0 такую, чтобы in > in-i и вместе с тем

mes {f: |Г/Я (0~/» (01>е«1 <вл-
Итак, существуют последовательности [г'л}Г и {/л (0"» которые 

удовлетворяют следующим условиям:

P(Flt, t) = 0.
Составим ряд *

1) 4<4< ■ ■ ■ in <. ■ • • > (40)

2) /а (0 =
fn-i(t)-P(Fla_vt), tQE 

+1. t ^E+, 
-1, t^E-,

(41)

3) mes {/: |^Л (f)—Д (/)] > ея] < ч„ (42)
для любого п > 1, причем предполагается, что /oW^/W и

Зр(^Л. 0- (43)
л=»1

Если в ряде (43) раскроем внутренние суммы, то в силу (40), 4.1 и 
4.2 получим некоторый подряд

(44)

ряда (37). Убедимся, что ряд (44) суммируется методом (С, 1) к / (/) 
п. в. на отрезке [0,1].

Положим
Я. = {<:|Г,я(0-Д«)|)<вЛ}. (45)
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Из соотношений (36), 4.4 и (42) непосредственно следует, что

mes£=mes L* Г) (С/яП//лЛ^), (46)
л» ОД №1»

mes Е+ = mes U fl (Gin П Hn Л E+), (47)
я*1 л—я

mes£’~ = mesU П (GiK П H„ П E~) (48)

Положим.qs = 2 ptn> qo = Po=0 и пусть v£[<jrJ։ g,+։). Тогда 
л—1

a, (t) — (С, 1)-средние ряда (44) в произвольной точке f£[0, 1] мож­
но представить в виде

, » ։ , •-» «х+i i
•ЛО—J-2у 2 2 2 +

* 1-1 p-1 ’ X-0 l-?x +1 p=l

<-?X

, , I—q3

+ ֊ 2 3 p(F'Л- 0 + 2 сУ,+։,^+1) (0 =

1 5-1 X q 5— 1P,A+1 I

-t2 p<fi- o+tS S 2<'*+’’*л«>(')+
* X-0 Л-1 V X=0 Z=1 j

+ ֊ O-gO 0+ -32 (49)
v Я-1 v 1=1 7-1 1

Положим

T’W-StS ро+11’(Я..')+ —2₽(Л..'). (50)
X-0 V л-I V Л-1

1 5-lP<X+l I

?.(?) = -3 2 2 еУ»«> ЛЛ+.Ч0+
* X-0 l-l 7-1

+ -3 3 сУл+1)А*('5+1’(0. (51)
V 1-1 7=1
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Рассмотрим бесконечную матрицу В’.хЦ (* — индекс строк, >- ин­
декс столбцов), где

--Р'мр И[0, S-U.

1 , ч .
----  0 — Ч։)> Х = 3>

V

0, к > S

при *€[«7*1 7а+։)-
Для каждого фиксированного X имеем

Нт а,х — Нт — р/х+։ = 0.

Вместе с тем

2 — Р'х+։+—О՜ <7*) = — |з + ч4 = 4՜ {<7*+*—<7*)«=1.

Кроме того, очевидно, что а,х > 0 для всех V и X. Таким образом, мат­
рица является вполне регулярной матрицей. Следовательно, со­
гласно известной теореме (см., например, [10], стр. 75) будем иметь, 
что любой сходящийся к конечной или бесконечной сумме ряд сумми­
руется матрицей [а^ к той же сумме. Отсюда, так как з, (О=Т» (0 + 
+ Р, (£)• то для того, чтобы доказать суммируемость ряда (44) мето­
дом (С, 1) к / (7) п. в. на отрезке [0.1], достаточно убедиться, что

2 P{Fi„, - (52)
л=1

п. в. на [0,1] и, вместе с тем

lim Р, (7)—0 п. в. на Е, (53)

IP- (0l -С const п. в. на E+UE~. (54)
Пусть t0—произвольная точка множества

U П (Gi П Нп П Е), (55)
т-1 л-т

тогда существует т0 такое, что

46 П (G/„n/4n£). (56)

Так как t0£E, следовательно, в силу (41) имеем

l/(4)-S P(Fin, tQ)\ = \fx (f0) - 2 p \Fln, f0)| = 
n-=I Л-1
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= 1А М ֊ 2 Р <Яя» *о)1 = • • • = 1А-М - 2 Р (Ял, /0)| = 
л—2 п—т —1

- 1/т М- Р (Р1т, /0)|< 1Л» М-Р1т (<о)1 + 1/=/т(А)-Р (^т, /0)|.

Если теперь т > та, то воспользовавшись соотношениями 4.4, (45) и 
(56) получаем

|/Ю—2 Р(Р‘П> и1<2ет. 
л«1

Следовательно, (52) имеет место в произвольной точке множества
(55) и в силу. (46) почти в каждой точке множества Е.

Пусть теперь /0— произвольная точка множества

и П (в1яПНяПЕ+). (57)
т—1 с-я

Тогда
/0€ П (С/яП НлП£+) (58)

Я=/По

для некоторого тп0>{1. Так как ^£Е+, следовательно, воспользовав­
шись соотношениями (36), 4.4, (41) и (42), при т^> т0 получаем

т —1 /и
2 Р (Г/., 10)> 2 р (к п. 'о) + 2 [Г,я а0) - ам]> 
л-1 л-1 л=то

т>—1 /л /л /По—1
> 2 Р(Г‘п>'*о) + 2 [АОо) — — 2 в, > 2 Р (Ъп, *<>) + 

л-1 л=т, л—т, п-1
т т,—1

+ (1 — еп)—1 >тп —тп0 ~ 2+ 2 ••••
л->л>, л—1

Отсюда сразу следует, что (52) имеет место в произвольной точке 
множества (57) и в силу (47) почти в каждой точке множества Е+.

Доказательство справедливости (52) п. в. на Е~ проводится ана­
логично. Убедимся в справедливости (53). Пусть /0 удовлетворяет со­
отношению (56). Тогда (52) имеет место в точке £0 и |/ (/0)| < + 00 • 
Отсюда, в силу (36), (42) и 4.4, сразу получаем

21^Л ('о)К +

Для произвольного е > 0 зафиксируем п0 > т0> такое, чтобы

2 1^/л «о)1 < в (59)
л-ле 

я вместе с тем

2 ея < в. (60)
л—/и
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Пусть теперь з>л0 и 9*+0- Тогда воспользовавшись 4.5 бу­
дем иметь

|Р» (/о)1 < ֊ [з 3'2 с?+1’ А*ух+։>(/о)| +

2 2 с"х+1Ч<'х+1>«0) +

+ ֊ (>-*)| — 2 2 с?+։) Л.(/х+։>(/0) 
* I ■* 9* /=|

1 я,—1Р/Х+1 I | 1 а—1
<֊ Е Е 2 - I + ֊ Е л,., пл,., Ы1+■»..)+

X-0 /—1 7—1 I Х=я,

+ уО֊?։) ||Г,,+1 (/о)1 т 8,+11- (61)

Отсюда, учитывая (59) и (60), получаем

'« .я։-1Р/Х+։ I а
1Р’^1<-֊ 2 2 2-+ 21^х+։ 1Х-0 1-1 Х-я,

(6х)1+

1 + 2е.

Х-0
Так как первое слагаемое последнего выражения стремится к ну­

лю, когда V — оо, а в — произвольное, следовательно (53) имеет место 
в каждой точке множества (55) и в силу (46) почти в каждой точке 
множества Е.

Если же /0 принадлежит множеству (57), то имеет место (58), а 
также неравенство (61), где з > т0 и м £ [да, да+1). Следовательно, 
учитывая (36), (41) и (45), будем иметь

+֊•(’֊».) И+։•«.! < V ХА»'+ V(’- + 2=

= —Ч +

для достаточно больших V.
Отсюда, в силу (47), получаем, что (54) имеет место п. в. на 

■£+- Случай множества Е рассматривается аналогичным образом.
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Таким образом, имеют место соотношения (52) — (54). Теорема 1 
доказана.

Армянский государственный 
педагогический институт им. X. Абовяна Поступила 9.Х.1980

Լ. Ա. ՇԱ2ԻՆՅԱՆ. Հաարի շարքնրով-ւ֊օօ-ի ներկայացման մասին (С, 1) գումարման 
եղանակով (ամփոփում)

Հա յան ի է, Ոք Հաարի լրիվ սիստեմով լարքերը լեն կարող հանրագումարվել-^օօ-ի և ոլ 
մի (օ, — 1) գումարման եղանակով գրական լափ ունեցող բազմությունների վրա!

Ներկա աշխատանքի հիմնական արդյունքը հետևյալն է' գոյություն ունի

Ջ **,(*) (Հ<Կ<--)
I -1

լարք, որը (0, 1) եղանակով հանրադումարվում կ -ք՜ՕՕ՜^ համարյա ամենուրեք (0,1)-ի վրա, 
ընդ որում քշ֊ն կարելի է կառուցել այնպիսին, որ {£յ) հաջորդականությունը ունենա 
0 խտություն, իսկ Ոլ-երը ձգտեն 0-ի թույլատրելիին մոտ արագությամբ.

L. A. SHAHINIAlN. On the summation to + oc of Haar* terlee^by the (C, 7) method 
(summary)

It is known that Haar’s series

2 “AW 

4-0

cannot be summated to -f- oo by any methods (C, a > — 1) on the sets of positive 
measure. •

In this paper we ha,ve constructed

S~2ajX4/(x) &<*,<•••)
l~ 1

such, that Q is (C, 1) summable to -f- oo a. a. on the (0,1) and af -*■ 0 with the rate 
that is near to admissible.
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РОСТ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ В ХАРАКТЕРИСТИКАХ 
М. М. ДЖРБАШЯНА. II

А. (г, а, ք) =

В 1-ой части этой статьи ([!]) была сделана попытка построения 
аналога классической теории распределения значений с использованием 
характеристик М. М. Джрбашяна, введенных им в [2] и получивших 
дальнейшее развитие в [3].

В данной статье исследуются свойства величин ш-отклонений ме­
роморфных функций / (ж).

Понятие и։-отклонения мероморфной функции от числа а опреде­
ляется так:

(а, /) = Нт и (Г> а> П , 

(г, П 
где

шах 1п+ {|/ (ж) — а|}-։ , а =# со 
|*|-г
шах 1п+ |/ (ж)|, а = оо.
Ь|-г

Множество
2и (/) =(а:₽ш(а, /) > 0}

называется множеством положительных ш-откловений.
Основные результаты работы:
Теорема 3. Если ш (х)£2„ такова, что при любом фикси­

рованном * > 1

77— ш (0 / \1пп —— = а(у)<оо, (!)
Г-- ш (к/) '

то для любой, мероморфной функции } (ж) с конечным нижним 
^-порядком множество положительных ^-отклонений 2Ш (/) имеет 
емкость нуль.

Теорема 4. Существуют множество С, имеющее мощность 
континуума и целая функция £ (ж), нижний ^-порядок которой 
равен нулю, такие, что для любого а £ С рш (а, у) = °о.

Вначале получим формулу для представления 1пш |/ (ж)| меро. 
морфной функции / (ж) в секторе и с ее помощью докажем теорему 3. 
Формула представления 1пи I/ (ж)] в секторе выводится аналогично 
случаю представления 1п |/ (ж)| в секторе и доказательство приводи­
мых фактов см. [4], стр. 41. 
1144—4
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Пусть / (г)—мероморфная при г=£°о функция и <//? — (г: |г|<Л, 
|агг г| <®]> 0<«<«, Р>1. Сделаем замену С = г2х = ре'е, х=к (2а)՜1. 
Тогда в секторе £>/? = (С: |С|<Р2х = Р1, |аг? С| < к} определится меро­
морфная функция Р (С) = / (С^՜*) =/ (л).

Пусть V — любое число: 0<и<^Р։ и В Оц рассмотрим

Q (v, С) = In
P’-vC P։(v + KI) ।

Pi(«-Q
P’ + viq | (2-1)

Заметим, что Q (v, С) 0. Одновременно ясно, что

in [|Я?-t£) (/?? + « KD՜1 ]<0.

Таким образом
(2.2)

Пусть {с*} — объединенная последовательность нулей и полюсов 
Функции /(г) в замкнутом секторе dR и pt-Ck их образы в С- 
плоскости.

Многосвязную область Br (б) строим как и в случае ч> (x)sl и 
применяем к вей формулу Грина с функциями

P=In.|F(C)|; Q = Q(v, С).

Для функции Q(u, С) имеем

dQ (v> Ql = 2и (/?!—у)_____ 1 + cos 6_______
дп |;« R, вч R-l -f- v Р? 4֊ Vя — 2Rxv cos 0

{<?Q( v, C)/dn}c_pe±f<=0,

AQ (v, P e«) = (PJ - у') у (R\ - P’) [p (y 4- p)« (R\ + vp)»]-» .

По теореме 2 [2] функция P = P (Ч) гармонична, т. e. при ZEBr (e) 
ДР (С) = 0. Имеем

In» |F(pe‘։)|
(P2-va) v(P?-p») 

P («+p)։ (Pi +«p)։
p<yprf0 =

= 2 { f ln»|/(Q|^-ds- f Q(v,Q 

‘֊•‘»Л..) an
din» |F (C)| ,1
----------- 1----------- ds(

On I

+ f In» |F (Q| ds- f

J di J
и®. •) l {v. ■)

J In» |F(P։e'։)|2v &~v ----- 1 + cos 6

In, |F (Q| 
dn

v։ — 2vRt cos 6
P։d6. (2.3)

Пусть C £ I (pi,, e) и pi, совпадает с нулем либо с полюсом функ­
ции F(Q, тогда
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In IF(С)| = X* In |: ֊ Рк\ + In |<F* (Q|,

где X* равно порядку корня рь, либо порядку полюса, взятому со зна­
ком минус, а (Q ¥=0 при C^R(p*, в). Полагая С = р*4-«е,։, по­
лучим

|Ц’ = Р։ = 1р*|а + в* 2 + 2 |р*| в COS (6 — а*).

2 в + 2 |pt| cos (8 — ak)________
2 /|р2| + в2 + 2 |рА| в֊ cos (9—а»)

По определению функции Р получаем

Р = <» (р) X* 1п в — in |Г(т е'»)| ш' (t) d'- + щ (Q, 

0
где и/, (Q — гармоническая функция. Тогда

дР дР , . X*.
— ——=“>(?)----- 1- X* In в-w' (р)
On ов в

ди* («) 
де

-In |Г(ре“)| ш'(?)
2е + 2 Ip^l cos (9 — аА)________

2 КЫ*+е* 4-2 |р*| В cos (9 — а*)

Слагаемое дщ (е.)/дг ограничено, а второе и четвертое слагаемые 
еле умножения на в становятся несущественными. Поэтому

по-

lim f Q (у, Q------- - ------- 1 ds = 2к X* <o (|p*|) Q (v, pk).
•-o J On

l (P*. *)

Если p* = v, to

Имеем далее

-Г гч0»1п-|Г(0Ь 
hm | 'Q(v, Q------ ;—±-^-ds = oo.
«-o J on

I (V. •)

lim f In« |f (QI ds=0,
•—° J On

Hpk..)

lim f lnM |F (Q| C) ds = - 2k In«, |F (v)|.
•-։ J dn

i (v,«)

Переходя к пределу при в->0 в соотношении (2.3), с учетом послед­
них выражений получим

(/?;-*»)(/?»-р») 
(v+p)’(/?? + vP)։

vrfp</9 =

=2vR- In. 1F(/?X e'։)| 7?x — v______ 1 + cos 9
_|_ v R2 4- v2 — 2v Rx cos 9 +
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4՜ 2« 2 A* Q (v, pt) ш (|р*|)— 2« 1пш |F(v)|, (2-4)
{'*)

где суммирование в правой части проводится по всем нулям и полю­
сам /*’(€) с учетом их кратности, а Д*=1, если ръ—полюс и Д*= 1, 
если pk—корень F (С).

Перейдем в z-плоскость. Пусть v — r2*, тогда F(v)=-f(r). Соот­
ношение (2.4) принимает вид

О —а

Г -------- (Æïx — r2x) (1 4- cos2x j>)------------
+ к J JI(/?։x + r2x)(/?^ + Hx-2/?Jx^cos2x<p)

—а

4՜ 2 Д* Q (rîx, cj։) Ш (|с*!’х). (2-5)
Iе*}

Теперь докажем теорему.
Теорема 2.1. Пусть f (z)— мероморфная npu.z=F^ функция՝, 

0<а<к, 0<9<2к, /?>1— произвольные фиксированные числа. 
Тогда для каждого г, 0< г R, справедливо соотношение

R ' жх-1
In-1/ (ге'»)| = (2х)’ г- П A Ç 1Пш |/ (f е‘ <•+,) )| d J .J"՜ dt +

J [ 2к J J (rx + r )
0 —a

+ 2 Д* <d (|c*|’x) in |C;^ + (R, r, 0, a), (2.6)
{«*} |r" —cjx|

где Д* = 1, если et — полюс и Л* = — 1, если et— корень; для каж­
дого r <ZR имеет место оценка

\K{R, r, 9, a)|<20x(r//?)2x(7L (Æ, /)+C) ^(Æ^-^)֊։. (2.7)

Доказательство. Применим формулу (2.5) к функции Д(л) =
—f (ze‘°) (® — фиксировано) с учетом соотношения (2.2). Тогда

R a
К (R, г, 9, а)=-(2х)« г2х Г (А (*! |у е<0О))| j 1 R*X +

J 12« J J(Æ<x4 Г2'^)3
О а

42х f 1Пш I/ (R е‘ )| ____ 1+_соа 2х ? _____  -
к Jb Ri'+r3* Rix+ru-2R2x r3x cos 2 x<f> T‘

С учетом того, что
«

—J|1п. '/(<e‘(«+f) ) : - та 7) ~ Д 1\<2 (/?> /)+С)>
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получим 
R

|лг (/?. г, е, «|<(2х)^х'2 (£, (*, /) + С)р։х-։ л +

4֊ 4хЯгх г^-2 [к 4- - г2')]-։ (Г. (г, /) + С) <

<(г//?)’'20х (г.(/г, /)+С) ,

что и завершает доказательство теоремы 2.1. 
Так как
1п [(г^+ |с*И{||л'— с^}֊1 > 1п[(г^+ |с*|։П(к’х + №х|}֊։ ],

,то заменяя 2 в (2.6) на сумму лишь по одним полюсам (для корней 
Iе*}

Д1С~—1), и переходя в (2.6) к положительным частям, получим 

л
1п* И(гв‘։)| <2х)։ '։г |{֊У 1п»+ I/ & (,+т))1 </?} Л +

• -<

+ 2 1п ֊֊֊. “ (I ЫЧ+|* (Л, г, 6, а)|, (2.8)
{**} (ггг-|А*1 I

7?>1, 0<^г<^К, (6*}—последовательность полюсов функции / (г), 
лежащих в секторе с!ц и занумерованных с учетом их кратности.

Положим для произвольной мероморфной при г со функции /(х 

шах 1п + (|/ (г)—а|]-։ если а со 
Ь|-г , 

• шах 1п+ |/ (г)|, если а = со.
, |։1-г

Тогда формула (2.8) принимает вид 
R֊

(г, /)<(2х)« г։х С та Л +

. О

+ 2,<(№)Ь,С՜1՜'^ +Кх-(-^],\т.(кК,/) + О, (2.9) 
{о*} |Г2Х— 61|''-Г| \ К /

где £»> (г,/)= Д» (г, со, /), г-^-Кк՜1, 1<&-С2—фиксированное чис­
ло. Оценка (2.9) справедлива при любом фиксированном х >0,5.

Введем понятие величины ш-отклонения мероморфной функции 
/ (г) относительно числа а

р. (а. /) = Иш ■ (2.Ю)
^Гв(г,/)

Множество 2о(/)=[а: (а, /)^>0) будем называть множеством
положительных ш-отклонений мероморфной функции / (г).

Д.(Г, а,/) =
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Доказательство теоремы 3. Для установления этого 
факта будем пользоваться оценкой (2.9), примененной к функции 
{//(г) — а)}՜1 . Имеем для каждого а (1<&<2, х>0,5)

Г7х + 16*1^ г/г < V 
|ггж—|6*12х| г ' 4х ;**!<₽

£. (г, а, Л < (2х>- г- у +

+ 2 ш (|6*|^) 1п г2ж+|6*|2г + ух _^1_( г„ (£/?,/) + С),

(2.11)

где Ьк — а-точки / (г), а г^.Кк՜1 . Известна лемма ((5], стр. 35).
Лемма 2.1. Пусть ф (х) —неубывающая функция, определен­

ная при х>х0 >0, и такая, что <р (х0)>2 и Ип։ ф (х) = со. Тогда 
X-* —

для каждого существует последовательность {хя}, хя =
— х„(м)/оо (х^хо), такая, что при х„ < х < хл 4֊ 1п՜’ ф (х„)

ф(.с)< Уф(хя). (2.12)

Пусть ф (у) = Та (еу, /) и {։/„}—последовательность, для которой 
выполняется соотношение (2.12) для функции ф (у). Для каждого фик* 
сированного п^>п0 положим в выражении (2.11)

R = ехр (|м + 0,5 1п~’ <р (у„)), к = ехр (З՜11п՜’ <? (уя)], (2.13)

а г будем считать принадлежащим сегменту [г։, га], где гх = ехр уя> 
г» = ехр {у„ + б՜1 1п՜’ ф (лгл)}. Тогда оценка (2.11) дает

+ 2 ш (М2*) I 1п —+Ю (Ги (Л/?, /)+ С) •
“ц Л |гг'֊1Мгг1 г 1пЛ(Лг'-1)

п
Оцени- <2Л4)

2 НМ-) С1П ^±1^'-^, 
1&*1<Л 3 |рх —|6а|»х| г

предварительно заметив, что

Тогда

Г 1п г^Ч-|6^ бг Г 5^ + 1
] |Г2Х _ |6а|2ж| Г 3 П 52Х _ ! 5 4х
г, о

«»(|6*1^)2 - (1*4) =
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R R
= — С ш ({) с1п (#, а) — — [® (/?) п (R, а) + С л (I, а) <1 (— <о (/)).

4х Л 4х Л
о о

Для /с^>1 справедливо
R R
Со/ (т) = <о (R) — 1 (kR) — 1 = к у «о' (к*) <Л.

о о

Пусть для “ (х) £ 2- справедливо

11т’-^- = а(у)<оо (у>1), 
Ш (у/)

т. е. для I > /0
И (0 < С (у) <0 (у<), 

где с (у)< оо — постоянная.
Тогда

R
7֊ 2 ® [с (к) Ш (№) п(Я,а) + (*п (/, а) </ (—ш (&))<
4х 4x1. Л

R

а> 0+-А-[ *<*'• “• Л</(-“(*'»]<
4х 1п к 1п к Л Л

о

< «•(4х)֊1 с (к) 1п֊։ к Я. (1Л, а, П, (2Л5)

так как п (х, а) •^1п~1 к!У (кх, а, Г).
Пусть К—произвольный компакт из круга К (0; 0,5)=[а: |а|<0,5} 

и р—равновесная мера Робена для К. Проинтегрируем неравенство 
(2.14) по мере р и по компакту К. В силу соотношений (1.5) леммы 
1.1, (1.15) леммы 1.2, (1.24) ([1]) и (2.15), оценка (2.14) дает

- (г, а, /) (а) | — < С (К) 2х 1п -^ +

+т¥т Р- а՝ п (“> + Л (ъ-Г м /) -ьс) <
4х 1п к Л 1п к к™ —1 \ R /

к

< Сх 1п (л։ гГ1 ) + с (нО (х 1п А)֊։ ( Та (№, /) + С) ф

+ /Г1п֊։ к-^(ки-1)֊։ (г,/?֊* У* (Т.иЛ,П 4- С), (2.16)

•где 14—фиксириванно и больше 1.

Действительно, М. а, < (сх (р-х)/(|*1 — 1)) Ги (14 kR, < 

<(С1(։*1)/(|*1— !)) Н1“+1 П = с ((4) Та (1Л, П, в силу справед­
ливости (1) (см. лемму 1.1 в [1]), конечности К» и
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^и-1

(<2х4-г,х)։
1 1

2х &

Выберем любое м > 1 и положим в неравенстве (2.16) при фиксиро­
ванном п^>пд, х = 1п3’ <р (^Л). Тогда для п > п0 = п0 (*, /) (см. равен­
ства (2.13))

(г։Л-‘ У* = ехр {—2х (3 1п’ <р (уп))~1 } = ехр {-2-3֊’ 1п” Т (уя))< 

<36 1п՜4’ <р (уп) < 1; Ги (кЯ, /)< Та {ехр [ул + 1п֊’ ? Ы] )֊ = 

= <Р (у» + Ь՜’ ф (ул)); &2х = ехр {2х (3 1п’ ф (уг.))՜’ } >

> ехр {0,5 1п2* ф (уя)} > б՜* 1п4’ Ф (уя) > 2.

В силу последних соотношений оценка (2.16) принимает вид

й (г, а, /) с/н («) I — <Сх 1п— 4֊ 1п’ ф (Уп) VX
I г Г1 х

X 1^" + "|~ 1 / Ч I + К 1п՜’’ V (У*) Ф (у» ■+ 1п՜’ ч (£«)) <
I 1п’ ф (у„) ]

< Сх 1п՜’ <Р (у,)+ *Р (уп) 1п-3’ <р (у„) 4-

+ с (и) X՜1 V? (ул) 1п’ ф (у„) < С (1п2’ Ф (уп) 4- ф (у») 1п՜2’ ф (ул}.

Отсюда, аналогично случаю ш (х)=1, имеем, что существует г£[г1։ г։] 
такое, что

£«, (г, а, /) </|л (я)<С Гш (г, /) 1п՜’ Тш (г, /) (2,17)

(см. [4], стр. 87).
Оценка (2.17) выполняется на каждом сегменте [г1։ г։], где 

{Г1 = Г1 (Л)} 00 и [г։ = гя (п)| ? оо при п — со, следовательно

Нт
Г*«« (г> о, /) (а) = 0,

и по лемме Фату

(я, /) с/|» (я) = 0.

Отсюда обычным образом следует, что множество 2Ш (/) имеет 
емкость нуль. Теорема 3 доказана.

Введем целую функцию Ео (г)

£0(х)=|^1(г)х֊։,
{ ехр (24-е«) 4-ф, (г) *֊’ , г Ав, (2-18)
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где Чг/ (я), ։ = 1, 2» аналитические функции в соответствующих обла* 
стях; для каждого я: |я| >■ 1 в соответствующих областях определения 
|Ф’/ (я)| < К, ։=1, 2. Рассмотрим систему полуполос Ап = {х — х +ф: 
х > 0, (2п — 1) к < у < (2 п + 1) «}, где п = 0; ± 1, ± 2; ± 3, • • •, и по՜ 
ложим £„ (я) = £0 (я — 2к։п) (подробнее см. [4], гл. 3).

Пусть |6я]л-։ (бчТ^О)—произвольная ограниченная последова­
тельность различных комплексных чисел. Положим 60 = 1, Ь-Я=ЬЯ. 

'Справедлива лемма ([4], стр. 81).
Лемма 2.2. Функция

8 (я) = ехр (— я — е*) 2 Ья Е„ (я) 
• я—«

является целой функцией, для которой при г^> г0 Т (г, ^)<2ег г ~*л 
и при г^>г0 (п), п=1, 2, 3, • • ■, £ (г, Ь„, 8) 0,5 ег.

Доказательство теоремы 4. Покажем, что для функции 
2 (я), определяемой в лемме 2.2, при ш (х) = е՜ (х-1։ х-0>6£ Х« = 0. 
С учетом того, что

Г«, (г, #) <®(г) Т (г, + У К (х)1 Т (х> И) Л<® (г) Т (г, 8),

1

получаем Г® (г, %) 2ег-1 , откуда

Х._иш кЫг!-«к = о. 
7~- 1п г

Из представления функции Ея (я) получаем

I. (г, Ът, — шах 1п+ {|я (ге'*"1)— Ьт|}-։ >
г!-г

> тах [ ш (г) 1п (ге'>п) — 6т|)՜1 + Си (х)| 1п —-—
|։1 J |^(те от|

Оценим

^*1«։' (т) 1п 

1

--------Та------------- </''•
|я(хе 6т|

|?(хе'«Я.)_1Ьт| (2.19)

1
I? (■'е'՛'”)—6т|

1
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На каждом участке интегрирования каждой точке луча г =е т 
ставится в соответствие точка горизонтальной прямой х =2£я/, к=1, 

2,•••, т—1. Обе точки находятся на пересечении прямых х=е т и 
х = 2£я/, Л=1, 2, •••, т—1 с окружностью

|х| = г, Г± < , < , 4=1, 2,. •Ш-1,
т т

При достаточно больших г секущая, соединяющая эти две точки, бу­
дет стремиться к касательной, проведенной из точки луча *=е т.

Тогда вводим новую переменную

х гк г (£4-1) _ 1
а = ----- - » —• < т <; —-—:—, к = 1, 2, • • •, m —1.

cos 8m т т

Эта переменная будет определять точки прямой х=2£^г, к=Т, 2,.-- 
•••, т — 1, а оценка в этих точках известна.
Тогда (2.19) примет вид

Ье 1

r(* +1)
« '«•

f In 1
J I# (u cos 8m e‘>l

m '°։ »m 

r (*+'■)

XH(“cos 8m)| cos du + O(l) j a cos •_ e m e

m cos tm

1
и cos 8« L 2 и cos 8m ]

X[V*+1-/T]+ 0(1) =e ]/7^ГЧ/тГ-1)4- 0(1)= 

= e/T(l-m-»'5)4-O(l).
Отсюда получаем, что

₽- (Ьт, g) = lira (г> Ьт 8} = оо. (2.20)

K{r,g)

Из формулировки леммы 2.2 видно, что при всех тех ш (?-) £2ос, 
для которых нижний w-порядок конечен, справедливо (2.20).

Покажем теперь, что функция g (z), о которой говорится в усло­
виях теоремы 4, является функцией, определяемой леммой 2.2 со спе­
циальными

Опишем процесс выбора {Ь*}. Пусть

в (п) = ехр, (2п), п = 1, 2, З,---.
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Рассмотрим следующее множество действительных чисел С:
! а : а=1 +2 Та ехр [ — 0(п)] | • (2.21)

՝ я-1

где принимает независимо два значения 0 и 1, причем для каждого 
а 1 встречается бесконечное число раз. Множество С имеет мощность 
континуума (доказательство см. в [4]).

Запишем теперь каждое натуральное число п в двоичной системе

Я (Л)
п = 2 1*2*՜’ (Т*=0,1), (2.22)

*-։
при атом д (л) определяется однозначно, как наибольший индекс, для 
которого Т,(Ж) =1. Между множеством натуральных чисел (2.22) и 
множеством

»(")
6и = 1+ 2 1*ехр[-в(Л)1, Л=1, 2, 3,-.., (2.23)

*-|

утанавливается взаимно-однозначное соответствие.
Пусть 60з1 и Ь-я = Ьп- С помощью последовательности {М„2 - 

составим целую функцию § (г) как и в лемме 2.2. Эта функция удов­
летворяет условиям леммы 2.2. Прежде всего для каждого Ья вида 
(2.23) ри (Ьп, со. Но и для каждого а £ С, где множество С оп­
ределено соотношением (2.21), также справедливо рш (а, #)= оо. (До­
казательство последнего факта проводится аналогично доказательству 
соответствующего факта при о.՝(х)=1).
Теорема 4 доказана.

Автор выражает благодарность проф. Петренко Виктору Павло­
вичу за постановку задачи.
Харьковски* государственны* университет 
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Ս. Ս. ՍԵԿՏ. Մերոմորֆ ֆունկցիաների անը Մ. Մ. Ջրբաշյանի բնութագրիչներում. II (ամ­
փոփում)

Հողվածում ապացուցվում է դրական ^-շեղումների բազմության բացառիկությունը 
<0 (x) Զ ՕՕ -ի համար աստիճանային աճի դեպքում։ Բերվում է ՏՀ^) ամբողջ ֆունկցիայի 
օրինակ, որի համար դրական to'-շեղումների բազմությանը ունի կոնտինոլումի հզորություն/

Տ. Տ. SECT. Growth of meromorphic function in M. M. Djrbathian 
characteristics. II (summary)

In the paper exclusitiveness of the set of positive «»-deviations is established, 
'where u»(x)£2oo has power growth. An example of entire g (z) function is given, for 
which the set of positive «»-deviations has the power of the continuum.
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Л. Ш. АГАБАБЯН, А. Б. НЕРСЕСЯН

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ОДНОГО МОДЕЛЬНОГО 
СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Введение

Слабо гиперболические (вырождающиеся гиперболические) уравне­
ния обладают рядом специфических особенностей, проявляющихся при 
постановке и изучении классических задач (см., например, [1]). Наибо­
лее исследованной является задача Коши, причем случай вырождения 
внутри области сравнительно мало исследован (см. [1] — [5], а также об­
зор в [6] ).

В случае одномерного строго гиперболического уравнения второго по­
рядка хорошо известен целый ряд корректно поставленных задач и естест­
венно поставить вопрос об изучении аналогичных задач для слабо гипер­
болических уравнений.

Одним из первых исследований в этой области были работы Геллер- 
стедта ([7], [8]), который впервые показал, что устойчивость задачи 
Коши для уравнения

ин — & (О к(х,’ t) м.гх = aux + but + си+ f (1

(X (0) = 0, X (t) 0 при t > 0, K (x, t) > e = const ^>0)

с гладкими коэффициентами и с начальными данными на линии парабо- 
личности t = 0 зависит от коэффициента a(t, х) и может быть нарушена. 
Он же изучал, в ходе исследования задачи Трикоми, задачу Гурса для 
уравнения (1) с данными на характеристиках, пересекающихся на оси х в 
точке, где задана особенность решения.

Задача Гурса исследовалась в дальнейшем рядом авторов, но при 
ином расположении характеристик с начальными данными. В частности, 
некоторые результаты по этой задаче следуют из работ Т. В. Чекмарева 
[9], [10] по системам второго порядка. В. Н. Враговым [11] изучена за­
дача Гурса с линией вырождения на оси симметрии области. Этот же слу­
чай изучал Т. Ш. Кальменов [12], который в другой работе [13] иссле­
довал задачу Гурса для интересного со многих точек зрения, (см. также 

[18], [19]), модельного уравнения (1) (при X (t) ~ t, К(х, t) =1 
а = const, b = c=f = Q). В работе Б. А, Бубнова [14] также содер­
жатся интересные условия корректности задач Гурса и Дарбу для 
уравнения fl).
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Отметим особо работу А. М. Нахушева [15], где изучена задача Дар- 
бу для уравнения (1) и получены общие критерии существования априор­
ных оценок, причем естественность полученных условий подтверждена при­
мерами (см. также [13] и [16]).

Смешанные задачи для уравнения (1) изучались в работе Р. Г. Айра­
петяна [17] (см. также [6]).

Как правило, для корректности упомянутых задач необходимо нало­
жить на младшие коэффициенты уравнения (1) определенные ограниче­
ния. В то же время при некоторых «аномальных» значениях коэффициен­
тов та или иная задача перестает быть хорошо поставленной, в то время 
как малые возмущения этих коэффициентов меняют ситуацию (см., напри­
мер, [13], [18], [19]). Как правило, такие явления удается обнаружить и 
изучить на примерах модельных уравнений. Подавляющее большинство 
этих модельных уравнений относится к случаю X (<)=<“, а = const и 
сводится, в конечном счете, к известному уравнению Эйлера—Дарбу 

[1], [«])•
В предлагаемой работе вводится и изучается класс модельных урав­

нений с произвольно заданной «скоростью вырождения». Эти уравнения 
оказываются «аномальными» по отношению к определенным классическим 
задачам, в то время как некоторые другие задачи оказываются для него 
хорошо поставленными.

Iе. Основные соотношения. Пусть функция X(t)>0 не­
прерывно дифференцируема при f>0, X (0) > 0. Рассмотрим в полу­
плоскости уравнение

a«-X«(0u«=^(/) + ?^l\Uj։. (2)

При X (0) = 0 уравнение (2) гиперболо-параболическое и именно этот 
случай представляет для нас основной интерес. Существенным (см. 
также п. 5 ) является то обстоятельство, что в характеристических 

обозначениях д± = —- ± X (/)— уравнение (2) записывается в виде

д+ [։д-и — и] = д+ | Р д_ | =-- 0, <>0. (2')

Обозначим (см. рис. 1) через О криволинейный треугольник, ограни­
ченный характеристиками ОВ и АВ уравнения (2) и отрезком (0, 1) оси х.

Рис. 1.
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Семейства характеристик уравнения (2) задаются уравнениями
t

х == ± <р (0 + const, где ® (О == J Ь (О dt. 

о
Через ф՜’ обозначим обратную к 7 функцию и пусть М (х, у) — про֊ 
извольная точка из D.

Уравнения характеристик MS, MR (см. рис. 1) в координатах 
В, т соответственно имеют вид ; = х + <р (т) — (t) и 5 = х — у (t) 4՜ 
4֊ ? (0> а координаты точек R и S легко подсчитываются: R (х 4՜ 
+ ? (0. 0),

5 ^х-Уи)4-1> ?_։ (l+vU)֊*)) f (х> 0 D 

Обозначив
и (х, #)|лв = н (1 — q> (<), 0 = * (0> и (х, 0) = р (х), (3)

получим, что (см. (2')) в точке М (х, /)

\ ՝ 2 /
-1 /1 +ф (0֊х

2

В предположении t д_ и -» 0 (t-* 0) получим

Соотношение (5) является ключевым и именно оно предопределяет «ано­
мальность» оператора (2х). Действительно, из него следует, что значения 
любого решения и уравнения (1) на линии параболичности О А (при лю­
бом расположении А на положительной полуоси ОХ однозначно опреде­
ляются значениями и на характеристике ОВ. И наоборот: коль скоро мы 
знаем значения и на отрезке О А, значения на характеристике АВ содер­
жатся в семействе решений дифференциального уравнения первого поряд­
ка с сингулярностью в коэффициенте.

Нашей целью является анализ влияния этого явления на постановки 
и свойства основных классических задач.

В дальнейшем основной является следующая
Лемма. Пусть

• " т
2^-<*<4-00 (7>0).

т 
о

Т огда для любого дважды непрерывно дифференцируемого о О решения 
и уравнения (2) справедливо соотношение
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ц(х, о = *(?-’ (ф(О+«))-ф՜1 («(*'(f-։ («))+<Чх + ф «))+<•2('• •),

■*' (ф՜1 (ф С04■«)) ——- + л)

(6)

, 1—x—ф (0։де v определено в (3), х (x) -— ut\x, 0), а = ---------- -------- > а функция

2 обладает следующими свойствами:

12 (t, а)| const, lim 2 (t, «) = 0, 
«>0, t—о

11m 2 (/, а) =—/ (0). (7)
/>0, а-0

Доказательство. Через Я1 обозначим точку из О, лежащую на 
характеристике МЯ, координаты которой равны (х + ф(<)— Ф (е), е) 
(в^>0— достаточно мало). Интегрируя соотношение (4) по характери­
стике МКи получим

и (*» 0 _ у(ф՜՛ (?(0+а)) _ Г (ф՜1 (ф Н-*-«)) т_։ ф + ау

Ю Ъ , и (х + ф (0 ~ Ф (в), в) _ *(?-* (ф(в)+«))
Мф՜1 (ф (')+«)) 1 « в

Переходя к пределу при е->֊0, получим соотношение (6), где

2(6«) =
t

Г ( / (ф֊1 (ф(т)+я))ГФ՜1 (?(т)4-а)Х(<р (?) 4- <х))-?Х (?)
И I х (?-։ (Ф (?) + а))

Ф՜1 («) (ф՜1 («)) 

т»
rf?. (8)

Подынтегральное выражение в (8) при т-*0 имеет порядок —~у и’

следовательно, по условию леммы, интеграл сходится при фиксированных 
и а и, как нетрудно видеть, равномерно ограничен. Соотношение

2 (6 а) -* 0, I -»֊ 0, (а =/= 0) также легко усматривается из (8). С дру­
гой стороны, имеем

2 _ f“1 (а)т՜1 («’

о
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= -j- fa»՜* (®) (т՜1 <*))“ *' (*“։ (*) + ®)) »_| (* (#) + “)1 +

, [ у՜1 (у СО + «) (у՜1 (<Р N + g)) К (t)
J X (г1 (f (*) + «)) 
о

и, следовательно, при t > 0 и а —* 0
t

2 (t, а) = — / (0 + J (х) </■'=—'»' (0), 
о

что и завершает доказательство леммы.
2°. Задачи Ко ши, Дарбу и Кош и—Д арбу. Во всех изу­

чаемых в этом и следующем параграфе задачах ищется дважды непрерыв­
но дифференцируемое в D решение уравнения (2).

Задача I (Задача Коши)

н1ол = «*(*)» UtloA = х («)> 0 < х < 1. (9)

Решение дается непосредственно формулой (6), где v (см. (5)) — решение 
задачи

//(0-Л0 = -н(1-2ф(0).
v(O) = p(l), У(0) = х(1). (10)

Уравнение в (10) имеет особенность при t = 0 и, по существу, эквивалент­
но уравнению

у"(0 = 2нЧ1-2ф(0) — «

поэтому задача (10) имеет единственное решение 
t _

V (0 = 2 Г (t-x) р' (1 -27 (т)) + * (1)+и (1). (11)
J *о

Таким образом, задача I имеет единственное решение, определяемое фор­
мулами (6), (9), (11).

Заметим, что корректность задачи I следует из известных результа­
тов (см., например, [2]), однако полученная здесь формула фактически 
характеризует точную «потерю гладкости»: необходимо требование суще­
ствования и суммируемости р/(х) и V (х).

Задача II (Задача Дарбу I)

и1ол = н(х), 0<х<1, и|дв = *(0> (12)

Из формулы (6) непосредственно следует, что решение неединственно 
(определяется с точностью до произвольной функции т (х 4֊ ф(0), а не- 
1144-5
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обходимыми и достаточными условиями существования решения являются 
соотношение (5) и условия согласования p(1)=v(0), v/(1)=t(1).

Задача III (Задача Дарбу I)

ц|ол = Н(х), 0< х<1, u|0B==v* (<)• (13)

Для определения значения v (/) в формуле (6) воспользуемся уравне-

нием (10) при условии v . В окрестности

точки t = ? 1 этоуравнение с гладкими коэффициентами и при

t > 0 мы получим

(14)

откуда следует, что v (/) -» р (1), + 0.
Функция т (х) определяется подстановкой в (6) х = у (f):

Легко видеть, что »*' (0) = т (0). Таким образом, при выполнении ес­
тественного условия согласования р (0) = V* (0) задача III обладает 
единственным решением, задаваемым формулами (6), (14), (15).

Задача IV (Задача Коши—Дарбу или задача Дарбу II)

“|лв = v (0, В/|ох = * (х). • (16)

Решение существует и единственно при условии согласования t(1)=v'(0) 
и задается непосредственно формулой (6).

3°. Задача Гуре а. Задача V.

«|ов“’•(«), и’АВ = М0. (17)

По сути дела, при t 0 мы решаем задачу Гурса для строго гиперболи­
ческого уравнения и исследование этой задачи сводится к изучению пове­
дения решения и при t—»-0. Из (6), (10) для определения т(х) получим 
уравнение

v. (f)== v ^-1 -?֊> (у - <? (f) V' (0 +

+ fß('>֊-f(0)+<’(2?W). (18)



О задачах для гиперболического уравнения 403

Отсюда т(х) определяется при х > 0. Для существования решения 
требуемой гладкости необходимо и достаточно выполнение следующих 
условий согласования:

v* (0) - v <р֊1 (у)) +?-* (֊֊) >' (ф՜1 (у)) = °՛ (19)

Задача VI (см. рис. 1).

и|ос — а1 (0» и|ов — °։ (0՛ (20)

Решение ищется в характеристическом четырехугольнике ОВЕС. Если 
предположить, что решение существует, то, так же, как и в 1° (точка N на 
рис. 1 имеет координаты (х, t)), получим (20 = х+ф(О): •

I
J* [ф-Чф(г)-₽)о;(ф-Ч?(0-₽))-01(ф-։(ф(0-?))]^- + 

у-։ (₽>

+ [ф-։№)]-։ «.(?-’(?))՛ (21)
Выясним теперь, при каких условиях функция и, задаваемая этой форму­
лой, удовлетворяет граничным условиям (20).

Не представляет труда убедиться, что при х -» ф (t) (£ > 0) и (х 
f) “* °s (0» т. е. второе из условий (20) всегда выполнено при t > 0. 
Если же х—*•— ф (/) (т. е. Р—>0), то интеграл в (21) становится не­
собственным. Проведя регуляризацию интеграла справа в (21) 
(в точке t =0) и сделав замену переменной z = ф՜1 (q> (т)— Р), получим

и (х, 0 = ах (ф՜1 (ф (0 - Р)) -f-f [ф՜1 (Р)]՜1 [з։ (ф-‘ (₽)) — ох (0)] — 
у-1 (т «)-₽) п

-ф-1 (ф (0 - р)«; (ф-1 (ф (О- Р)) 4 Г -.77^, РХ dz- <22>
о

Отсюда следует, что (2Р = х + ф (f))

lim и (х, t) = ох (f) +1 ]с’ (0)- nJ (0)] + lim [Г> (р)]֊> [о, (Р)-а։ (р)]. (23) 
3 - о ₽-»о
Таким образом, необходимыми и достаточными условиями существования 
решения задачи VI являются следующие:

’ •_ - »i(0) = o։(0), ч',(0) = а;(0). (24

4°. Некоторые замечания. 1. Результаты предыдущих парагра­
фов выявили ряд особенностей уравнения (2). Так, при выполнении опре­
деленных условий согласования задачи I, III—VI оказались хорошо по­
ставленными, а задача II разрешима лишь при выполнении основного уело- 
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вия (5) и притом неоднозначно. Однако и задачи V, VI существенно отли­
чаются от классических. Отметим, например, необычное условие согласо­
вания (19), а также то обстоятельство, что второе из условий (24) не яв­
ляется следствием повышенных требований к гладкости и, ибо, как вто сле­
дует из соотношения (23), при нарушении его сколь-нибудь разумного ре­
шения задачи VI не существует.

Аналогичное явление отмечено А. М. Нахушевым [20].
2. Остановимся вкратце на неизученных в п.п. 2, 3 классических за­

дачах для уравнения (2).
Прежде всего отметим, что не представляет труда изучить задачу 

Коши для уравнения (2) при 0^1^Т с данными на линии 1 = Т. Не­
сложные, но несколько громоздкие выкладки показывают, что при выпол- 

т 
Г Ь (т)нении условия 1 —-—«/'<^4՜ со задача эта корректна вплоть до линии

и
параболичности I = 0. Эффект «потери гладкости» здесь такой же, как и 
в задаче I (см.также [3], [4]).

Что же касается задачи Коши—Дарбу

и/|ол (•*)» и ов ~ ^)»

то ее исследование упирается (см. (6)) в решение определенного инте­
грального уравнения относительно функции V (0, пока нами не исследо­
ванного. Аналогичные трудности возникают и при изучении смешанных 
задач (например, задачи и[0£. = а (0, п|ол = р- (х)).

3. Рассмотрим теперь задачу Трикоми для уравнения, эллиптического 
при I < 0 и имеющего вид (2) при £ > 0 (как обычно, речь идет о непре­
рывно дифференцируемом решении).

Сначала рассмотрим задачу с заданным и на кривой ОВ в области 
гиперболичности. Из формулы (6) следует, что, как и в классических слу­
чаях, на отрезке ОА приходим к интегральному уравнению для определе­
ния р. (х) (или т (х)). Однако, как и выше (см. п. 2), уравнение это имеет 
ряд специфических особенностей и пока нами не изучено.

Совершенно иной характер имеет задача Трикоми с заданным и в об­
ласти гиперболичности на характеристике АВ. Именно, задача эта три­
виально разрешима на основе формулы (6). Действительно, из форму­
лы (5) следует, что ц (х) = и (х, 0) (0 х 1) известно. Переходя те­
перь в область эллиптичности, решаем задачу Дирихле (предполагая, что 
она однозначно разрешима в классе непрерывно дифференцируемых при 
‘ 0 функций). Наконец, используя значение т(х) = и, (х, — 0), выпи­
сываем решение (6) при / > 0. Таким образом, задача эта хорошо постав­
лена. Очевидно, что такой же является и соответствующая задача Франк­
ля (см. [1]).

1 аким образом, в данном случае мы сталкиваемся с явлением, отме­
ченным впервые в работе [20] А. М. Нахушева, а именно: неединствен- 
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иость решения задачи Дарбу в области гиперболичности не влияет на кор­
ректность задачи Трикоми (см. также работу А. Т. Джунисова [21]).

4. Из (2х) следует, что оператор (2) является композицией одномер­
ных дифференциальных операторов, действующих по характеристикам, 
причем один из них имеет сингулярные коэффициенты. Именно это об­
стоятельство и предопределяет «аномальный» характер уравнения (2).

Действительно, внимательный анализ уравнений, изученных в [13] 
показывает (см. также [18], [19]), что аналогичные ситуации в случае 

и ЛГ=1 в уравнении (1) реализуются именно тогда, когда 
уравнение (1) сводится к виду I. (. £_ и = 0 где L+ и L- — дифферен­
циальные операторы (необязательно первого порядка) по характе­
ристикам.

В случае произвольного вырождения ранее обращалось внимание на 
уравнение d+ и = 0 (d± = dt ± X (t, х) дл). Даже этот простейший 
случай представляет определенный интерес с точки зрения задач 
п.п. 2°, 3° и п.п. 2, 3 данного параграфа. В частности, как это урав­
нение, так и уравнение (2) интересны с точки зрения ветвления сингуляр­
ностей при переходе через линию параболичности (если принять X (—О = 
=Х(0). Соответствующий анализ не представляет сложности (ср. с [18]. 
[19]).

5. В заключение отметим, что выбор уравнения (2) в качестве объек­
та изучения продиктован, во-первых, соображениями простоты его вида 
(отсутствуют коэффициенты при ut и и, а коэффициент при и։ зависит 

только от О, а во-вторых, тем, что это уравнение не сводится заменой пе­
ременной или заменой неизвестной функции к изученным ранее (исключе­
ние составляет разве что случай X (/) = ta, когда уравнение (2) сводится 
к уравнению Эйлера—Дарбу).

г
Г X (х)Нарушение условия I —֊— d~ 4- °о (особенно если не требо- 
J х — и

вать непрерывности X (f) в нуле) также приводит к интересным эффек­
там, отличным, вообще говоря, от изученных выше.

Отметим также, что и при наличии в уравнении (1) младших коэффи­
циентов, при определенных их значениях, можно записать его в аналогич­
ном (2') виде д+а(<?_р и). С другой стороны, уже в виде (2') 
можно считать Х = Х (f, х) и тогда при К (/, х) ^>0, (t 0)‘ 
X (0, х) = 0, анализ задач I — VI упирается в вполне преодолимые 
-технические трудности. Укажем здесь интересный случай, когда в (2՜) 
X(f, £1)>0,Х(#, £։)>0(£1u£ï=(0, 1), £։=#0, Х(<, х)>0, х>0). В 
атом случае аналог основного соотношения (5) выполняется только на 
множестве £։ отрезка (0,1).
Ереванский государственный 
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Լ С. ԱՂԱ₽Ա₽8ԱՆ, Լ. Р. ՆԵՐՍԻԱՅԱՆ. Մի մայթային ршд հիպերթպական հավասար­

ման Տամար որոշ խնդիրների մասին (ամփոփում)
Հողվածում հետազոտվում են

ս„ - к* (0 Uxx = (к' (0 4- —է J «я

թսլյլ հիպերբոլական հավասարման Կոշու, Գուրոայի, Կոշի-Գուրսայի և Դարրուի խնդիրներ,,. 
Նշված են այդ խնդիրների կոռեկտության պայմաններ', Վերյ-ւէվաէ են նաև այդ հավասար- 

ման այլ հատկությունները»

L. Տհ. AGABABIAN, A. B. NERSESIAN. Some problems for one model 
weekly hyperbolic equation (summary)

In the present paper the character of solvability of some boundary valua 
problems for the model degenerating hyperbolic equation

ин-’1(0«„=(к/^ + ^71) * * * * * * 5)их« MO)>o

1. А. В. Бицадае. Некоторые классы уравнений в частных производных, «Наука», М., 
1981.

2. А. Б. Нерсесян. Задача Коши для одномерного гиперболического уравнения произ­
вольного порядка с данными на линии вырождения, Днф. уравнения, IV, № '), 
1968, 1658—1662.

3. О. А. Олейник. О гиперболических уравнениях второго порядка, вырождающихся
внутри области и на ее границе, УМН, 1, 1969, 229—230.

4. К. А. Ягджян. Условия корректности задачи Коши для нестрого гиперболических
уравнений, УМН, 36, Хе 4, 1981.

5. В. Я. Иврий, В. М. Петков. Необходимые условия корректности задачи Коши для 
нестрого гиперболических уравнений, УМН, XXIX, -1974, 3—70.

6. М. М. Смирнов. Вырождающиеся аллнптические и гиперболические уравнения 
«Наука», М., 1966.

7. Gelleretedt. Sur un problème aux limites pour l'equation y**zxx 

Mat., Ast och Fysik, 25 A, № 10, 1935,
8. Gelleretedt. Sur une equation lineare aux derivees partielles de type mixte, 

Arkiv Mat., Ast. och Fysik, 25 A, № 29, 1937.
9. T. В. Чекмарев. Решение систем дифференциальных уравнений смешанного типа в 

области гиперболичности, Изв. Высших уч. зав., № 5, 1967, 108—119.
10. Т. В. Чекмарев. Задача Коши, Гурса и Коши—Гурса для вырождающихся систем 

уравнений, Изв. Высших уч. зав., № 12, 1969, 99—111.
11. В. Н. Врагов. О задаче Гурса и Дарбу для одного класса гиперболических уравне­

ний, Днф. уравнения, 8, № 1, 1972, 7—16.
12. Т. Ш. Кальменов. О характеристической задаче Коши для одного класса вырож­

дающихся гиперболических уравнений, Днф. уравнения, 9, № 1, 1973, 49—58.
13. Т. Ш. Кальменов. Критерий единственности решения. задачи Дарбу для одного 

вырождающегося гиперболического уравнения, Днф. уравнения, 7, № 1 1971 
178—181.

is considered.

Л ИТЕРАТУРА

= 0, Arlciv



О задачах для гиперболического уравнения 407

14. Б. А. Бубнов. Задача Гурса и Дарбу для одного класса гиперболических уравнений. 
Сиб. матеи. журнал, XIX, № 2, 1978, 461—645.

15. А. М. Нахуиив. О задаче Дарбу для вырождающихся гиперболических уравнении, 
Диф. уравнения, 7, № 1, 1971, 49—56.

16. М. Мередов. Об однозначной разрешимости задачи Дарбу для одной вырождаю­
щейся системы, Диф. уравнения, 10, № 1, 1974, 89—99.

17. Р. Г. Айрапетян. Смешанная задача для гиперболических уравнений второго поряд­
ка. Изв. АН Арм. ССР, «Математика», ХП, № 1, 1977, 32—45.

18. Allnhac. Branching of singularities for a class of hyperbolic operators, 
Indiana Univ. Math. J., 1978, 1027—1037.

19. K. Taniguchi and Y. Toxakl. A hyperbolic equation with double characteristics 
which has a solution with branching singularities. Math. Japonica, 25, № 3, 
1980, 279-300.

20. A. M. Нахушев. О задаче Дарбу для гиперболических уравнений, ДАН СССР, 195, 
№ 4, 1970, 776—779.

21. А. Т. Джунисов. О единственности решения задачи Трикоми для одного уравнения 
смешанного типа с сильным нехарактеристическим вырождением, Диф. уравнения. 
15к№ 1, 1979. 168—170.



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա XVI, X։ 5, 1981 Математика

Г. А. БАРСЕГЯН

ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

В работах по теории распределения значений мероморфных функ­
ций получение окончательных результатов зачастую упирается в оцен­
ки логарифмических производных (см. [1])*.  Значительное число работ 
посвящено оценкам интеграла (х = ге/?)

* Мы полагаем известными основные определения и 'результаты теории рае- 
пределеяия значений.

2*
то' (ге1*) 
ш (ге1*)

бу,

где то (х) — мероморфная в |х| < R 00 функция, г <Հ R.
В ряде работ [2]—[5] для мероморфной в |х|< со функции то (х)

приводятся оценки величин

|Х|=Г

то' (ге'у) 
то (ге(,։)

то'(ге<т)
то (те'’)

-)

ժք,

где Д (г, а) = А (г, а, то) = {х: |х| = г, |то (х) — а| Հ 1},

Д (г, со) = Д (г, со, то) = (х: |х| = г, |то (х)| > 1).

Однако до сих пор оценки логарифмических производных фигу­
рировали как вспомогательные технические средства.

Теорема 1. Пусть ш (г)—мероморфная в |х|< со функция ко­
нечного нижнего порядка X, а, £ С (у ■= 1, 2, • ••, д— конечный, на­
бор попарно различных комплексных зчачений. Тогда существует 
такая абсолютная постоянная К<сс>, что на некоторой неогра­
ниченной последовательности значений г выполняется неравенство 

2՛ 

»— 1
ձ (г, о,)

то' (ге1*) 
то (ге1*) — а.

Ժ? <*(Х+1)  Т (г), (1)

де Т (г) — неванлинновская характеристика.
Из теоремы 1 вытекает следующее следствие, аналогичное соот­

ношению дефектов Р. Неванлинны.
Следствие 1. Для мероморфной в |х| со функции конечного 

нижнего порядка X множество значений а, в которых



Исключительные значения мероморфных функций 409

В (а) = О(а, ш)=Ит ( г [ I ֊ ”'£****  I </<р/Т(гЛ>0, 
г-֊ \ и I» (ге?) — а I /

(Д г, а)

не более чем счетно и имеет место неравенство

3 Э (<х) с АГО-Ы). (2)
(а)

Выявление этого свойства логарифмических производных тем бо­
лее интересно, что имеют место следующие соотношения: если меро­
морфная в |я|<^ со функция та (г) имеет по крайней мере два исклю­
чительных значения в смысле В. П. Петренко (т. е. существуют зна­
чения и а2, для которых ₽ (а1) >0 ?(а8Е>0, где

₽ (а) = ? (а, ш) « Нт Нпах 1п+— 
г-*- |ад (я)—а| /

то для любого а £ С и г справедливы неравенства

тп (г, а) г= — С 1п---------■< шах 1п+------------------------- 4-------, -С
2« 3 |ш(ге/’>)—а| /*!—»• ]ш (я) — а|

Д (г, а)

д (г, а)

1
|ш (ге/<р)— а|

</ф 4֊ О (1), г -*• со,

<? . 1 
— 1п------------------- -
<?ф |и> (ге1*)— а|

и/ (ге1*)
[и (ге,|р) — а </ф.

(3)

(4)

Так что, если Ег—множество дефектных в смысле Р. Неванлинны 
значений, Ег — множество исключительных значений в смысле 
В. П. Петренко, Ел—множество „исключительных“ значений а, для 
которых В (а) > 0, то из неравенств (3) и (4) следует, что имеют ме­
сто включения

Е1сЕяс Е»

если количество элементов Ея^> 1.
Кроме того, из теоремы 1 и неравенств (3) и (4) вытекает част­

ный случай одного результата В. П. Петренко [6]: если мероморф­
ная в |я| < оо функция имеет конечный низший порядок X и для двух 
значений аг, аг, Р (а^>0 и Р (а8) > 0, то

2 ₽ (а) (Х + 1), 
(а)

где К — абсолютная постоянная.
Известно (см. [5], теорема 2.3.1), что для любого!^>1/2 сущес­

твует целая функция /(я) нижнего порядка X, для которой ₽
Отсюда следует, что зависимость от X, устанавливаемая неравенством 
(2), асимптотически точная при Х-* со.

Можно следующим образом уточнить следствие 1.
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Теорема 2. Пусть го (а)—мероморфная в |г| < 00 функция 
конечного нижнего порядка X и заданы комплексные значения Ьц 
] = } и с/.^П, к1л=1, 2,•••,*<'>, причем значения Ь, отлич­
ны друг от друга и при одном и том же / отличны друг от дру­

га значения с,, *(Л. Тогда

27 2‘"’ О (сА Л « (г)- Ь,г)<Кр. + 1). (5)

>-։*(/)-։

Отсюда стандартным образом вытекают соотношения:

2 2 Р(с ,У1, Ш (г) — 6/г)< АГ()֊+1),

272։<У' [6 (с. го (г)- Ь, .г)уг- < К (М֊1), 

у-։ *(/>-։

из которых при / = 1, 6г = 0 вытекают упомянутый выше результат 
В. П. Петренко и известный результат В. Фукса о 2 81/։ (а) (см. [2]). 

!<։)
Теорема 3. Пусть го (г) — мероморфная в |г| < оо функция, 

а, £С, *’=’1, 2,•••> у таковы, что аг^а/ при г =£/. Тогда сущес­
твуют. такие абсолютные постоянные К < со и С £(0,1), что 
неравенство

(б)

выполняется на некотором множестве Е значений г, имеющем 
нижнюю логарифмическую плотность С (здесь

Л(,)=±Г(7. 
о о 

— характеристика Л. Альфорса).
Далее, если существуют хотя бы два значения Ьг и Ья, для кото­

рых Р (61) >0, Р (6։К>0, то неравенство (6) можно заменить следую­
щим неравенством:

Г

I ] |П+ 1^4-0.1 * < К'А (7>
Для доказательства приведенных выше теорем установим предвари­
тельно две леммы.

Лемма 1. Пусть го (г) — мероморфная ’в |г|<£Л<оо функ­
ция, а, £С, * = 1, 2,-д, таковы, что аг^а^при Тогда для 
любых Г1 <£ г։ <£ R выполняется неравенство
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где h0 = h (ах, а։,•••,а?)= const<co,

—сферическая длина образа окружности |г| = г при отображении 
функцией то (г).

Неравенство (8) вытекает из следующих двух неравенств и ус­
ловий Коши-Римана:

д 
dtp arg (ш (ге1’)— а,)

г (Г, а,)

w (ге1*) 
dtp

— arg - w (re1’)

d<p + AXL (г) <

с/ф 4- htL (г). (9)

А (У. 'г. а,)

arg («* (г’е1’’) — а՝) rfr-C

Д (т, г„ г,, а,)

arg w (ге1?) 
dr

dr+ А, (L (ф, rx, r։) + 1)

d d . ..
— arg T~w (re1’) 
dr dr

dr+ ht(L(<p, rv r։)4-l), (10)

где
Äx Л3 <Z ht, ha, hi h (ах, a։, • • ■, aq)= const oo,

А (?. rlt rs, а) = Д (<p, r։, r։, a, w)=(z: arg z = f, rx < |z| < r։,

w (z) — а| <1},-А (ф, rx, rt, oo)= {z: arg z= <p, rx< |z|-<r։, |w (z)| >1)>

L (<p, rv rj)—сферическая длина образа отрезка (z: arg z=<p, rx-dz|֊C
■C rs| при отображении функцией w (z).

Оценка первого интеграла в (9) последним выражением в соот­
ношении (9) доказана в (7) (см. лемму 3). Оценка первого выражения 
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вторым и второго выражения третьим в соотношении (9) устанавли­
вается с помощью неравенства (13) из [7] в процессе доказатель­
ства леммы 3 из [7]. Неравенство (10) доказывается по схеме дока­
зательства неравенства (9).

Лемма 2. Пусть ш (г)—мероморфная в |г|<С00 функция» 
к — фиксированное число

(1<*<3/2), г։-(1 + *-~)гх.

Тогда при имеет место неравенство

(И)

где Ка—абсолютная постоянная*.
Доказательство. Обозначим через ат и Ьп соответственно 

нули и полюсы функции «/ (г) и воспользовавшись формулой Пуас- 
еона-Иенсена, имеем

(12)

Используя известное неравенство

- |г| е'»|։
</ф<1,

Грубый подсчет дает Ко^ 177 к. В дальнейшем через К обозначим абсолют­
ные постоянные, но обязательно одинаковые даже на протяжении одной цепочки не­

равенств. Оценка интеграла качественно сравнимая с неравенством 

(11) при Х> 1/2, И более точная при X -*• 0, приводится в работах [8], [9]. Доказа­
тельства этих оценок основаны на специальных представлениях функции Ь / (г) в 
секторе. Наши рассуждения, по-видимому, более элементарны.
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получим

71 2К Г 2/?г
] Я’ - г* {т (R, 0, ш') + т (R, со, и/)}

<4к
Rra

Л + гг
[2Г(/г, ш') + 0(1)1 [֊< 

3 R—г

<2я^ 1п*—։[27(К, ш') + 0(1)]<

к —1\/, , к — 1
2 4

1п 2 [27(R, ш')+ 0(1)]

<Л>Х[7(/?, ш')+ 0(1)1,

Покажем, что при |г01

(13)

1 1
г—«о г ~ Я։/г0

Рассмотрим три случая.

> ^֊ и |х— Rя|zo\ > К> откуда

г, ։» г,

------------- •--------^=՜ — 1 г</г</ф +
г—«о — /?7г0 I Г1 J

Г, о г,
г, г*

+ У Уг<Нч <К(га — г\).

'I О

(14)

(15)

Случай 2): |г0| > г^2 и р (г0) — расстояние от г0 до кольца гх < 
|х! С г» больше или равно га — г1. Из соображений симметрии имеем

Г, 2т 
П1 1 — ■ г</г</ф= 

г—г0 г — Ri/z0
г, о

Г, «
Г [ ----- у------------ Г^<?. (16)

.-V. л Л 1*о1 г — /?7|я0|
г, о

Поскольку при
Г1<|г|<г։}, — и ------ * — < —>

\г—20\ р (г0) \г — Л։/|г01 Р (*о)
то имеем
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я> (*)

(17)

/?»

куда получаем

2’
. 2 

?

ко!

1 1
* ֊ /?7к1

. . /?։-ко1։
гага <р = —;—;---

г։ «р (««)

1^о11 |х—/?7Ы (х0|

</։
[ —֊֊^<
4 з!п։в

“^Р («о)
2\
х) 2

Поскольку R — |г0| < р (г0) 4֊ 2 (г։ — < Зр (ж0)> из последнего нера­
венства имеем

г, »Л

*-Я7Ы 1-г01 « \ Г1/

Наконец, при
(18)

откуда

1

*-*7Ы
(19)

Окончательно, в случае 2) из неравенств (16)—(19) имеем

1_____
г — 7?7?О

Случай 3): |г0| >• г^2, р (г0) < гг — гх. В этом случае при

имеем |к ^712о11 > г։ — ги откуда вытекает неравенство
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1
г -

<ф</? +

< К (г։—гх). (20)

Как и при выводе неравенства (18), имеем

1
г<1г(1<? -С

1?о|а г а , _ г Га________ 2\ * .
|«о1 Г1 ’ \ Га — гх гс / 2

Так как здесь R — ко1֊’>3(г։—гх), |гоС>г1/2

г, «/։
С Г -----1—----------- гдга^ К {Га-гх).
и и 2— ко! г — л7|а0|

г,

(21)!

Как и при выводе неравенства (19) получим

1 г<1г<1у -С R (га— гх).

Теперь из соотношений (16), (20), (21) и последнего неравенства-
имеем

г, Ь։
У Ь—г — Я։/я0 

г, о

г(1г(19 К (гя — гх),

откуда для любого г0, (|г0| «^7?) следует справедливость (14). 
(/3 \ \Ях= (!+ — (& —1) \ г± } >

р 
/։<^(г8-гх) и(/г, 0, ш')<

Ку — к

<Кгх[Т(/гх, ш')+0(1)], 
Аналогично

. . Л<Кгх[Т(₽х, ш')+О(1)], со.

Суммируя оценки (12), (13), (22), (23), получим

(22)

(23)

(24)
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Используем теперь известное неравенство ([8], теорема 2.3, гл. III)

Т (г, »<»>) < (I 4- 1) Т (г, w)+ Q (г, то), (25)

где Q(г, w)— О (In г), г—если w (z) имеет конечный порядок и 
Q(r, то) = О( Т (г, w) 4- In г), если w (z) бесконечного порядка и 
г—* оо, пропуская, возможно, множество конечной меры.

Согласно теореме 1.3 (лемма о логарифмической производной) и 
теореме 2.3 главы III книги [10], для величины Q (г, то) имеет место 
оценка (с = const >1)

Q (г, то)=о [Т (cr, то)], г —» оо. (26)

Теперь из неравенств (24)—(26) получим при г больше некоторо­
го фиксированного г' оценку

J rdrd^ < wu"»«)» 

г, О

что и требовалось доказать.
Лемма 3 ([5], лемма 1.3.1). Если мероморфная в |г|<оо 

функция w (z) имеет конечный нижний порядок X, то для любого 
существует последовательность Rh = Rn (k)-* aot дЛЯ кото­

рой R„ Ro выполняется неравенство

Т (k Rn, то) <Ix+1 T(Rn, w). (27)

Лемма 4. Для мероморфной в |z| < со функции то (z) спра­
ведливы неравенства (r1։ rt, к определены в лемме 2)

j L (г, то) dr = о [r։ Т (krlt то)], г -» со, (2|)

J £(г, то') dr = o [rx Т (krlt ш)], г - оо.| (29)

В самом деле, используя неравенство Коши-Буяяковского, имеем
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= о (гх Т(кгх, т)), гх-> оо. (28')

Точно так же имеем неравенство

| £ (г, хи) 4г^Кгх [Т ^1+-г։, го' , 

применяя к правой части которого соотношения (25) и (26), получим 
(29).

Доказательство теоремы 1. Из неравенств (8), (10) н 
(28) вытекает (г>г,)

3 [ г [ I </?* < Кгх Т (кгх, «,).

* г, А (Г, •,)
՛•

Отсюда имеем, что для каждого гх найдется г' из сегмента гх -С 
г < га, при котором справедливо неравенство

V г' Г ' I Л ш)<Л'—Г(Аг։, ®).
& 3 и» (г е*’)—а, | г։— гх к—1

(30) 
Положим

14----- -— при Х>1,
, х+1

!
- 14---------- при Х<Г1.

к +2

Применив лемму 3 получим на некоторой последовательности гх=*га: 
при X 1

1 /1 \х+։-֊!—Т(ЛгЛ, <и)<(Х4֊1) (1-Н—Ц-) Т(гя, ш)</Г(Х4֊1) Г(га, ш), 
к—1 \ А 4-1 /

и точно так же при X 1

֊^— Т(кгп, ш)<К(Х4-1) Г(г„, №). 
к—1

С учетом последних неравенств из оценки (30) получим при X < ос 
(гЛ определяются как и г' в неравенстве (30)),

2 < [ 1! +1) Т{Гп՝г(г"’ ш)-
4 ш (гп е ) - а' I

4 <'«•
1144-6
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Теорема доказана.
Неравенство (6) теоремы 3 вытекает из неравенств (8), (28՜) к 

следующего предложения ([11], лемма 2): существуют абсолютные 
постоянные К<^ао и С £(0,1), такие, что неравенство

Ü о

выполняется на некотором множестве Е значений г, нижней логариф­
мической плотности (7.

Неравенство (7) вытекает из неравенств (3), (4) и (6).
Доказательство теоремы 2. Покажем сначала, что при 

с 1 справедливо соотношение (r։, r։, к—те же, что и в лемме 2, 
W = сш)

I f С | "'W М,-[ f IX
IJ J | «i (г)—a J J —са|

г» а (г, a. w) г, а 1г, са, W0

• X rdrdy | = o[t\T (krv w)], г — œ. (31)

К последнему легко прийти, заметив, что при z^D — à (г, са, w)\ 
\Д1/с (г, a, w) (где (г, a, w) = [z: |z|=r, |w (*) —а|<х]) выпол­
няется неравенство

|—| <с (1 +(|ü| + !)■) Jÿ!֊֊ < Л.-JyL- 

а| 1-Н«Т 1+|и»|

и, следовательно

откуда с учетом неравенства (28) леммы 4 получим соотношение (31). 
Установим теперь неравенство
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+ о (к г1։ »)], г—* оо. (32)

Неравенство достаточно доказать в случае, когда выполняются 
следующие соотношения: для любого /

,®1п, „ Iе/. *</)— с/. т(я1 > 2; ,пйп |6/, — М > 2.
*(Л+тС/) /»*/•

Чтобы убедиться в этом в случае произвольного набора значения 
бу, Су й(п, нужно, умножив эти значения на положительное, достаточно 
большое число с (получим тогда числа с бу и сСу удовлетворяю­

щие этим условиям), провести доказательство для функции № = ст и 
воспользоваться неравенством (31) и очевидным соотношением | Т (г, 
ш)— Т (г, 1^)| 1п с. -

Полагая выполненными эти условия и положив А!^>тах |бу|-Ь1, и* 

неравенств (3) и (10) имеем

г г оI т-аг? (ш (г)—я—Су 4(л)
,) Л 0г
Г» А (Г. Су, 4(Л» ® С») " Ь) X)

} г
+ 2 'I I ^(<Р» т (г)— Ь/ г) d^f <
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X С г I — аг? ш' (я) </?с/г +
и I д'

4 <г> Ч. *О)< « (։> ֊ »> ('■ Ьр ®')

+ 2 — ( £ (г, го (г)— Ьу г) <1г + к= Л+ У։ + Уз + /< + Л 4֊А. (33) 
гх Л

Оценим выражения /х — ув. В силу леммы 1

Поскольку, в силу условий, наложенных на значения Ь/, С),^ при 
г >^0. к^ к{/>, справедливы соотношения

Л (г, су 4(/), V) (г)— Ь)г) П Л (г, Су, *^> и (г)—Ь) г) = 0,

Д (г» с},. ь№> ш (г) — А/ *) П А (г, сл *(>,)» ш (։)— Ь։, г) = 0,

получаем

Так как при (г, и/)Хд (г> Ь), ш')

г агг (»' (г) — 6;) < (2+/?*) 
Ог 1 + |ю'(*)|1

то справедливо неравенство

ш') </г = о [гхГ(Аг1։ го)], г -* оо.

Для оценки у։ заметим, что
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д
Г ТгЛГ*

ш' — А/\____1 [(та՜— 6у)(т'—6/)]у _ (ш'та
та' / 2 | |ш'— 6/|։ |о>'|

(та'та'Ы |та'|а — |та՜— 6у|*| |ш',| |6/| I
|ш' — 6,1* |та'|։ |ю

При х£Д(г» с,։ л(Л> ш (2) — ՝՝՝՝&# (г> Ь,, »') выполняются соотно­
шения |«/—6у|>1, |»’| > 1. откуда следует, что для таких г суще­
ствует А, при котором справедливо

Из последних двух оценок и неравенства (29) вытекает

г, а>') Иг

Учитывая очевидное соотношение |Г(г, ш)— Г (г, та (г)— 6, г)|=» 
= о (Т (г, та)), г—»֊со, из неравенства (29) получаем

/։ = о [гг Т (кги ш)], г — со.

Подставляя полученные для оценки в неравенство (33), получим

(Л
Г агг (ш (а) — Ь, г— с, А(Л) < 

Ог

К

Л (г. су, *(»• » («)-*/ ։)

гИгИу 4- о [гх Т (кг\, ш)], г —> со.

Аналогично имеем

2 .х(Я

*(Л-1 с, д (Г, а, (г)-Ьу ։)

£ аг# (та (я) — 6,г— 

|<*Р

Г</г</<р 4֊ О [Г17’(^г1» «О], г —►

Из последних двух неравенств вытекает (32).
Используя неравенства (25), (26) и лемму 3 из неравенства (32) 

получим (см. вывод неравенства (1))

2 ]

*(/)-! д г)
ги (г)—Ь, г—С], к(П
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< К (к +1) г« та),

откуда вытекает оценка 5 теоремы 2. 
В заключение приношу благодарность Н. У. Аракеляну за цен­

ные обсуждения результатов.

Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 12.11.1981

Գ. Ա. ԲԱՐՍԵՂՅԱՆ. Մհրոմորֆ ֆիկցիաների լոգարիթմական ածանցյափ նե 
ցիացվտծ թացաւփկ արժեքները (ամփոփում)

Մերոմորֆ ֆունկցիաների տեսության բազմաթիվ վերնական արդյունքների ապացույց­
ները հանգում են լոգարիթմական ածանցյալի գնահատականներին, որոնք սովորաբար հան- 
դես են գալիս որպես օժանդակ տեխնիկական միջոցներ, Աշխատանքում ցույց է տրվում, որ 
հետևյալ ինտեգրալների համար

Wz(z) 
w (շ) — a 

ե Հր, а)

d<p,

որտեղ ձ (ր, Օէ) = ( *! |տ| = ր, |օ» (։) ---ճ| < 1), <»(։)-£ մերոմորֆ է վերջավոր հարթության

վրա, տեղի ունի Ռ. Նևանլիննայի երկրորդ հիմնական թեորեմի անալոգը, Այդ անալոգում 
նշված ինտեգրալները կատարում են նույն դերը, ինչ Որ նևան լինն յան մոտարկման ֆունկցիան 
երկրորդ հիմնական թեորեմում. Որպես հետևանք ստացվոլմ են Վ, Ֆուկսի և Վ, Պ. Պետրեն- 
կոյի որոշ հայտնի արդյունքների ընդհանրացումները.

</<p,

G. A. BARSEGHIAN. Exceptional value*, aitoclated with the logarithmic 
derivative* of meromorphic fanction* (summary)

The estimates of the logarithmic derivatives of meromorphic functions, which 
usually appear as auxiliary means, have become the basis for achieving many of the 
complete results.

In the paper it is shown that for the integrals of the form 

C w'(z) 

J w (z) — a 
a (r, a)

where Д (r, a) =■ {z:|z| = r, |m(z)— a)| ■< 1), w (z) is a meromorphic function in the 
finite plane, the analogues of R. Nevanlinna’s second theorem take place. In such 
analogues the above-mentioned integrals play the same role, as that of R. Nevanlin­
na’s approximation function does in the second fundamental theorem. Generalization 
of some famous results by W. Fuchs and V. P. Petrenko are obtained as corollaries.
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