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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ

սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 

(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ)։
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա

րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ սրոշմամբ։
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գոամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և սոսէ եր են լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

ճ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությանը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

6, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7» Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով,

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի ՚25 առանձնատիպեր։

Խմրագրսւթյան հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24ր։ Գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա XVI, № 3. 1981 Математика

Ф. А. ШАМОЯН

ЗАМКНУТЫЕ ИДЕАЛЫ В АЛГЕБРАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ГЛАДКИХ ВПЛОТЬ ДО ГРАНИЦЫ

Введение

1°. Пусть I) — открытый единичный круг на комплексной плос
кости, Г — его граница. Обозначим через А множество всех функций 
/, непрерывных в ОиГ и регулярных в £>. Символом Нр обозначим 
пространство Харди в круге.

Положим еще:

а) Վ») = {/: /<’> 6 А, (ք >,  3) = о (ш (3)), 3 ֊> 0},*

где ш 3)—модуль непрерывности Ря) в £), ш (3)—неубывающая 
функция, удовлетворяющая условию ш (0) == 0,

^-Л=0(ш(8)), (8- 0),

8Дм)=!/1- + sup_J
ii. лео । «>(1«! —Z8I)

6) Нр.} = {/: ЩиР =max 1 <p< 4֊«».
л+l

Легко видеть, что указанные пространства являются банаховыми 
алгебрами относительно поточечного умножения и сложения. Всюду в 
дальнейшем X ’будет обозначать одну из этих алгебр, причем ш 
удовлетворяет условию (*).

Для каждого f^X будем обозначать через G/, Ff соответствен
но внутреннюю и внешнюю части f так, j4to f=G/Ff, в свою оче
редь, Gf=Bf Sj, где В/ — произведение Бляшке, 5/ — сингулярная 
внутренняя функция (см. [1]). Множество нулей функции / в откры*  
том круге обозначим через Z (/), через ру обозначим неотрицатель՜ 
ную меру, определяющую 5/, supp р/ — замкнутое множество на Г’ 
на котором сосредоточена мера р/. Для любого f^X будем обозна
чать Ет (f) множество нулей функции / на Г кратности выше т.

Определение. Пусть G = BS—некоторая внутренняя функ՜ 
ция, Z—множество нулей произведения Бляшке, |а — сингулярная ме
ра, определяющая S. Пусть Еа, Ev •••, Еп— замкнутые множества, 
удовлетворяющие условиям
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Ео^зЕ^--- гз£п-э{зирр ни^пГ),
Е^Еп — изолированное множество. Будем обозначать через I (С, Ео>՛ • 
• • •, £Л) множество элементов / из X, обладающих свойствами: С де
лит С/ и Ет(1У^ Ет, т=0, 1, •••,. п. Заметим, что I—замкнутый 
идеал в X, из основного результата статьи следует, что идеалами 
] (С, Ео, Ег, •••» Еп) исчерпываются все замкнутые идеалы X. Спра
ведлива следующая

Теорема 1. Пусть Р^= |0) —замкнутый, идеал в X, Иг—наи
больший общий делитель внутренних частей функций из I

Ет(Г)= П Ет (/), т=0, 1,- • •, п. (ОЛУ
к/

Тогда՜
7=7(С/, £^ (7),-• £Л (7))՛.

Замечание 1. Методика, применяемая при доказательстве тео
ремы 1, восходит к работам А. Бёрлинга [2] и' У. Рудина [3], приме
нялась в статьях [4] — [7]. Суть этой методики состоит в следующем. 
Пусть /—идеал в X и Е—функционал, ортогональный 7, тогда пре
образования Коши функционала Г:

Е(։)=Е (ег), е1 (С) = |г| > 1

А
аналитично вне X (7) II Ей (7) и скорость роста |7?| при приближении 
к ^ (/) II (-^) можно оценить исходя от пространства X*.

Поэтому идеалу 7 принадлежат все функции из X, быстро убы
вающие вблизи множества -2՜ (7) и 2Г0 (7), так как

Г(/)=11т (’/(С)./'(гС)|Л|. 
г -1+ о

Остается доказать, что подобные функции плотны в 7.
Из результатов работы [7] непосредственно следует
Теорема 2. Пусть I, Х(1) = 0 —замкнутый идеалов'X, Р—орто- 

к
гоналъный идеалу 7 линейный функционал. Тогда функция Р (г) = 
=Е (в։),(|г|^>1) аналитична вне Ео (7) и при допускает сле
дующую оценку:

*Е ( )| сопз!
1 [р(г, £,о(/))]2('1+1) ’

где р (г, Ео (/)) — расстояние от точки г до множества Ео (7).
Таким образом, используя рассуждения, приведенные в работе 

[7], для доказательства теоремы 1 достаточно установить такую ап
проксимационную теорему.

Теорема 3. Пусть {^Х, тогда для любого фиксированного 
7У>п существует последовательность фк^Х со следующими свой
ствами:
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a) |fV’ W|< Cf [Р (г, Ея (/))]» <"֊'>, D, I = 0, 1, • • п, 

б) lim J?*  — Дх = О.

* Здесь, хак и в дальнейшем, Ск. в, будет обозначать положительное число՛, 
зависящее только от к, а, значение которого не существенно.

*-»+-
Замечание 2. Считаю необходимым отметить, что результаты 

этой статьи при «о (о)=3’, 0<։<^1 были анонсированы в [8]. Основ
ная теорема указанной работы была сформулирована в 1972 г. [в ра՜ 
боте [7]. В дальнейшем частные случаи этой работы, когда Л = =г 
= XfJJ, 0< 1, были значительно позже переоткрыты в работах [9]»

[Ю].
Замечание 3. Замкнутые идеалы алгебр А(я) и описаны в 

работах [5], [6].
Отметим, что хотя мы и используем аналог одной леммы (см- 

лемму 1.4) из [5], однако у нас аппроксимирующие функции строятся 
совершенно по другому, что позволяет дать более простое Гдоказа" 
тельство теоремы 3 в случае HpnJf} , чем это сделано в [6] для случая 
//? использованием гильбертовости Ну Кроме того, при п = 0 дока
зательство теоремы 3 сильно упрощается и нет надобности использо" 
вания функции Hi (см. лемму 1.3), а вместо этого ^достаточно заме 
тить, что /”-»f при р -*  l-f-0 в пространстве X. Более того, оценки 
Х<") приходится получать равномерно внутри круга, в то время как в 
случае А(я) достаточно это сделать на окружности. В § 2 мы будем 
использовать следующие теоремы Харди-Литтльвуда:

Теорема А. (см. [И], стр. 15).
Пусть f—2^-периодическая функция,

М (/)(х)= supp М- f |/ (01 dt \ , (0.2}
r>o \2r J /

X— r 
тогда

ЦУИ (/)J£p Ар Ц/Цдр, 1 p <Z + oo,

Ap—некоторое число, зависящее только от р.
Теорема Б. (см. [И], стр. 77).
Пусть f £ Нр, тогда

SUP I/ (re/Jjl 'С const М (/)(х), 0< г < 1

где М определяется из (0.2)Jno функции / (е1х).

§ 1. Доказательство теоремы 3 в случае алгебры

Пусть замкнутое множество на единичной окружности Г, 
1(е,։*, е<₽*)} “ — последовательность дополнительных интервалов мно
жества Е.
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Оп ре деление. Скажем, что Е—карлесоновское множество, 
.если

1) Е h log ֊ < 4- оо
к 1к

И о (£) = 0, где /*  = Р*  — «*,  А=1, 2,• • •,.

<з — линейная мера Лебега на окружности Г.
Пусть 8>0 и П— положительное число. Определим функцию 

Ла следующим образом:

Л։ (0=
log( 1 + ------- ) + log А + - ----- , «*<<<?*,

\ t— akJi \ t)
+ оо в остальных точках.

к~Л,

Следующая лемма доказана в [7].
Л.емма 1.1. Если Е— карлесоновское множество, то а

внешняя функция

I /V Г е.и4-т 1
Go (z) = exp -- А։

I it J e“—z J

удовлетворяет условиям

1. G$N> принадлежат классу А, при всех 5 >0 и jGJ- 1,

2. |G‘‘) (z)|< С г [p (z, E)]W֊k>, k = Q, I,---, TV,

3. lim Gi(z) = l, lira G(k> (z) = 0, k = Q,--- N, равномерно вне 
8-.0 8-0

множества E.

В дальнейшем при фиксированном f^X положим E — En(f). Вве
дем в также норму

К։-’ - SUP ( -7-,՜ MX «I [ • 
i*> zeo [ ш (1 — |z|) J

Лемма 1.2. Пусть f^A^ и En(f) — непустое множество, 
тогда существуют положительные числа и С։ такие, что',

■С -С Са |Длл) . (1-1)
со св Си

Доказательство. Очевидно, не ограничивая общности можно 
предполагать, что л = 0. Сначала докажем второе неравенство в (1.1). 
Имеем

f' (re'f) e‘f = 1 Г , . |0 (1 — г81 г sin (8|— ?) _
ir к J [1—2г cos (в — ?)+г։]։

- X
X

= А Г f (е‘ (»4-0) (.1 -r") sin f_ dt =
kJ [l-2rcosf+r։]։
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(1 — г2) |sin /| <я (/, t)

Инеем

(1.2)IU(1-H (1 _ г)»=щ(1~г)

nJ [1 — 2r cos /4-г*Р
—Ж

Используя выражение |1Д.(л), получаем

ИЛ.«» 
\f («'’)|<

(1 — г։)<о (Л t) tdt

Теперь оценим
2*+Ч։-г)

^2^1-г)

где М—такое положительное число, что 2ЛГ (1—г) к <^2^։ (1—г)»
Используя неравенство

10 (Л 0 < “ (6 2* +։ (1 - »■)) < 2* +։ <“ (/> 1- г) 
для

/6[2*  (1֊г), 2‘+1(1֊г)] 
получаем

։* +։(1-г)
Г ®(Л0 2‘+’«>(1-г) 2«)(1֊ г)

3 е 2^(1-г)2 2*(1֊г) ։
а*(1-г)

Значит

0-3)
\*=о  Д / 1 г I — г

Объединяя оценки (1.2), (1.3), получаем
ИУ£(О) < СОПБ^ |/|к(0). 

СО «О

Первое неравенство в (1.1) следует из следующей теоремы 
Б. Я. Геронимуса.

Теорема (см. [12]). Пусть У голоморфна А Д и удовлетворяет 
условию
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I/ (*)1  < ♦ (1-Н)> * € О, где ф (х) </х < + °°, 

ф (х) возрастает вместе с —, тогда первообразная

а

имеет в О модуль непрерывности с оценкой

ш (Г, 8) <созп! У'|< (0 Л. (1.4)

О

Действительно, чтобы получить левое неравенство в (1.1), по- 
ш (х) лложны ф (х) = -■■■■-, тогда из (1.4)

X

1С1-С.1

I/ (С1)-/ (С«)| < С|^(0) [ л < С\К(0) Ш (^-4,1) 
со I Г «

О

по условию (*).  Отсюда, учитывая, что / (։) = О, 1^Еа(/), получаем
<1.1). •

Пусть X, |/1— -С 1, а — дополнительный интервал мно
жества Е = Еп(]) на Г, которому принадлежит аг$х. Положим

Лемма 1.3. Пусть Ни (х)=[6’, (г)]*,  тогда справедлива оценка

|^">(х)|<С^ 8Чр(г’£)^ ;^г) Ё, т = 1,.-;п + \, (1.5)
г:։ [р (*,  £)]т՜*

где Сг — функция, построенная в лемме 1.1, р — расстояние от 
т очки х до множества Е.

До казательство. Сначала докажем, что

| Н, (х)| < 2к (р (г, £)]«, г^5. (1.6)

Пусть х—фиксированная точка из О, р (х, Е)=\г — е% е1т^Е. 
Не ограничивая общности можно предполагать, что точка е,л — конце- 
вая точка некоторого дополнительного интервала, поскольку множе
ство таких точек всюду плотно в Е. Положим
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/МО

Тогда легко видеть, что

|.ь (е/И| = ( ?—«*  \т( Р*~Т  1
\® — <։*  + 3/ \₽*  — ф + 8/ |е* ’ — е'“|։

при «*"С'Р<СР*»  е^к)— некоторый дополнительный интервал множе
ства Е. Следовательно

|4 (.<.), <±('.1')*.;^..
8‘ \ 2 7 2

Гак как ф принадлежит известному классу В. И. Смирнова (см. [13]) 
то ,по принципу максимума такая же оценка справедлива в О:

\Ш<֊,
в частности при С=х. Оценка (1.6) доказана. Оценку (1.5) докажем по 
индукции. Пусть т = 1. Сначала отметим, что если п^Ои «»
удовлетворяет условию (*),  то при некотором а^>0 (см. [14]). 
Поэтому

(1-7)

В то же время

ГМ, 
Далее

|Л| —֊֊|Л1 1? т֊֊
Р <1, Е) р (г, Е) .
К֊г|։ >Сг р(е>Е) (1 -8>

|Я: (я)|=28 |//8(я)| I ГДД-

=28 |Н։ (г)|; Г —л- + С л«_(^ , 
и (*֊*) ’. .)(*֊*) ’

ГИ, 1Г
где

г_{с.±€Л,!сн։+р(±>£)}.
Поэтому, учитывая оценку

1'7-^ |<Й|<С рР(^ Е) и (1.8), получаем 

— |*
12

|/г (я)| < С8 а (г), т. е. оценка (1.5) при т = 1 доказана.

(19 >
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Теперь предположим, что оценка (1.5) справедлива для 1 С к -С 
т — 1 и докажем ее справедливость для т.

Положим
= — Гл.

kJ t — г

Тогда
(z) = (exp (8 W. (z)))(m) = (31ГЙ (z) H, (z)Ym-". (1.9)

Используя формулу Лейбница, получим следующее неравенство:

]/#"> (z)l < С8 211(z)l |//<‘> (ж)|.

к -о
Поскольку мы предполагали справедливость оценки (1.5) при 1 ֊С к
•^.т— 1, то

«-» /Л 3' Гр (s, E)ls a1 iz) \|W<-> (,)| < Со 2 [ I (z)| ( 2 ) +

+ 3|В™ (z)||H.(z)|.
Но

|lFJ'"-*)(z)|<c/r  -ИИ + Г( )\<сг — а У---------
\J и—z|"-* +l J / [р (г, £)'"-*-։

В итоге получаем

1//Г» U)i с с{ 2l s 

4=1 1-1

8^>[p(z, £)]*«'*՛  (я) 
[p(z, £)]т-'՜1

. 8 а .(г) Ра (-) <с “ /3*  а*  (г) (г)\
[р (г, £)]»֊! Х^Д[р (г, £)]"-*  /

Лемма 1.4. Пусть ИЕ = | 2 (1—|г|Хр (-7-, Е и (Д-֊<1,
I \М /)

/€ЧЛ), £ = £■։(/)> тогда равномерно относительно г^ОЕ имеет ме
сто оценка

Ло։^—у՜”
՛/’*՛(')!= А—”,=°’’•-•"՛ (։։0> 

при р (г, Е) -> 0.
Доказательство. Пусть /—С/£/, где С/—внутренняя часть, 

? /7 — внешняя часть, функции /. Используя формулу Лейбница и тот 
факт, что |С^"9 (?|^ (1 М легко установить неравенство
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|/'-">(х)|<С (г)1-, т=1 
(1-|г|)։я

Выберем 0 < г < 1, тогда

181— ■ - '

(1.11)

Л") (?) = /М (Г2)_|_/(м+1)(гг)+ .. ■ +  ---------- (г—0«-«/։«+» (#) л (1.12)
(п—т)и

г*

Кроме того, учитывая оценку (1.11) и лемму 1.2, приходим к 
неравенству

1/->ЫК(о-о—■ " ({՛ 1~‘И) л ) • 
\(1—г)2я (п—тп)! 3 1—<1х| /

г

Но поскольку

-(М֊<14) < < 1^, прв и <!
։-< ։-<

ТО 
]

У™ (г)|<С ֊}֊ + [(1-0Л-я։-1 “(1-0 •
\(1—г)1 3 /

(1.13)

Так как ю удовлетворяет условию (*),  то

|(1—/)«-”-։и (1—/) Л-Сс (1—г)»֊"»« (1—г).

Отсюда получаем

1/"’ (*)!<-  С (’--֊^1+ (1֊ '■)я-т “(1 - о) • (1.14)

Пусть —положительное число, заметим, что если

1г _1—
Р(г,Е)
а (г)

>^-с (..£),

то оценка (1.10) — простое следствие того,

Поэтому будем предполагать, что ---- ------
Р (^. Е) 
а («) 

в неравенстве (1.14)

что /СЧЛ) и Е=Еа (/),.

С —-, р (г, Е), положим 
N

* Отметим, что на самом деле имеет место более точная оценка
л /ш (1 — О

V 1-*
при # 1 — 0
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/У1г ———
1_,-----------£)<i,

а (г)
*°ЦеНИМ I 1 Г1 1 1-'л|х|*1Л||<

Г

J 1 г 1 (1— r)(|f — *1«  (1 — г*  |zP)) ] .
<еХР]2к] * |/(f)| |f-z|«(|#-rz|« (1-г) I

Л (ж

Докажем, что
[ |е“-г|«(1-г«Ы» 1 > 2_.

,"e"/z 1 |е“ — rx|։ (1 — г) J 4

(1-15)

(1.16)

Выражение в скобках обозначим через J. Имеем

(1-г։ НО ( (1 - Н)’ + 4 |z| sin« (֊֊-?-Л

J ('. г, z) = --------- --------------Г֊------ -<
((1— Г |z|)« + 4г |z| sin*  \ (1 — г) 

где z= |z|e'’. 
Ясно, что

((l-H)«+|z||e'’֊e'‘|։).
Значит в*  + v*  > 1 и

/>Л(1+.) - “‘+"՜-------- <1+ »).—i__,
2՝ <։ + »)■+«,> 2 i + 2» + x

где х — и« + о*.  Теперь заметим, что функция ф (х)= —-—, а>0 воз ~ 
х+а

растает. Следовательно

•(1 + в) 1 =_1
2 2+2в 4
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Оценка (1.16) доказана. Из (1.16) получаем

|F(rz)|<exp (z, £j]'V/4' .

Используя тот факт, что П можно брать настолько большим, что вы-

N 1— — 1g 
4՜

и учитывая сноску на стр. 181, получаем (1.10).ф
Замечание. Лемма 4 для случая алгебры А(я>, когда z находит

ся на Г, доказана в работе [5]. Однако доказательство, приведенное 
здесь, показывает, что аналогичный результат верен равномерно в Di=*  
= {С£ £>: arg C£Z), (p(z,£)<!,) где/—дополнительный интервал множе
ства Е.

Лемма '1.5. Пусть и тогда имеет место

lim J/j—Д(Я) = 0. (1.17)с -♦ 0 ®
Доказательство. Используя лемму 1.2, достаточно дока

зать, что

lim sup||^^)(z)-/'’+«)(z)| --I՜'! 1-0»
s-o zeo l ю (1 — |z|) J

а для этого, учитывая формулу Лейбница и

lim sup ( I/1-+* ’(z) (1-Нг) (z)| 1 ~ , -1=0,
։-»о гео ( ш (1 — |z|) J

необходимо установить, что

lim sup j|/<"+1-'B)(z) Н[т' (z)| 1 j- =0, m=l, 2,- • n +1. (1.18)
»-.о гео l ш (1— |z|) |

Пусть E = En (/) и

'De= < z£D: 2 (1—|z|) <Cp ( —E (1.19)

Тогда
sup 
rfD

{(/(•+«-*»  (z) (z)|}<

< sup { } + sup ( 
z6Of zeDIDf I = .

Сначала докажем, что

lim Z? = 0. 
8-»0
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С этой целью заметим, что при z£D\De

р (г> е) < р , е\ + (1֊ И) < 3 П-И). (1-20)
\И /

Но поскольку f £ то для любого положительного е можно найти 
т) 0 такое, что

l/t/n) (*)1  <е (р (г, Е))а~т « (р (г. £))> т = °’ V- -, п

как только р (z, Е) т;.
Из (1.20)

|у(л + 1-т) (2)|<3ШЕ (1—|*|) m-lu>'(l —|г|).

Теперь, учитывая элементарную оценку

|/У<а'П) (z)l<(l-|z|)'n’

приходим к неравенству

sup A—J<

< 3m! S + sup { }.
p (». £)>,]

Но по лемме 1.1 последнее выражение стремится к нулю, когда 8—»0. 
Поэтому существует 80*>  0 такое, что Ц (Зтп! + 1) е, если 0<^8<^о0.

Теперь оценим 1\. Здесь мы используем леммы 1.3 и 1.4.
По лемме 1.4 для г^>0 существует ^^>0 такое, что

(1 \п—т , i \

a (z) / \ а (г) /
при z £ D£, р (z, Е) < г^.'֊

Тогда

/։<sud { } + sup { }. (1,21)
ЧОЕ ։£DE
f(z,E)>ii. р1*,Е)^тц

По лемме 1.1 первое слагаемое будет меньше е, если О<^8<^81 
Для оценки второго слагаемого достаточно предположить, что

1
1g

р (z, Е) 
ia (z) (1.22)

так как в противном случае нужно лишь повторить рассуждения, при
веденные при выводе оценки /2։.

В случае (1.22) имеем при р (х, Е) г\г,
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|/(a+l-m) (Z) Н^(г)\ 1-1*1  1
<.41-1*1)1

| \ я— т
1 —1*1  р (z, £) j

® (1 —1*1)  а (*)  /

i 1 \ т
lgp(z, E) S р*[р  (*.  £)У а*  (*)  \

а (z) / \ [р (z, E)]m՜4 /

Теперь, учитывая (1.22) и тот факт, что функция —-— монотон

но убывает, получаем С^е, как только 0 3 <^,81 ф
Доказательство теоремы. Пусть 7 > 0, 8>0, как и вы

ше положим
/«=/#։> /«. т=Л бт,

где Нь определяется как в лемме 1.3, а функция Ст по лемме 1.1. 
Согласно вышедоказанным леммам 1.1 и 1.5, функция /«, т при указан
ных 7 и о удовлетворяет всем условиям теоремы 3. Кроме того, по 
лемме 1.4

Л-»Ц*)=о  (-5—А<»р(*.  £)-*о.  (1.23)
\а (г) / Ха (г) )

г С; Ое

В силу леммы 1.5 для доказательства теоремы достаточно пока
зать, что

lim Л, т =/4 (1-24)
т-0

в пространстве >/я>, а доказательство (1.24) по существу повторяет 
доказательство леммы 1.5. Приведем его в общих чертах. Как и при 
.доказательстве леммы 1.5, достаточно установить, что

lim sup ||/V+1-'n) (*)  GT(m) (*)l  l՜1*1 I = 0, l<m<n+l. (1.25)
T-0 ։£Z5 [ 1 ш (1 — |г|) J

Аналогично, как и выше

sup { I < sup { } +sup [ ). (1.26)
z^pE *tD\D E
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Оценка sup { ] точно такая же. как для соответствующего резуль- 

тата из леммы 1.5. Поэтому получим оценку для первого слагаемого 
в (1.26). Учитывая лемму 1.3, легко установить неравенство

|Gv»> (*)!<  С (a (z)y, m = !»•••, nj+1, U-27)

где a(z)=f |rfd.

ir/z։ |/ — д|*  1

Пусть е^>0—положительное число, по (1.23) существует ^^>0 
такое, что

WMI <«(-֊■? т 10 (т^г)’ m=0’ ' ’n’ (1-28>
\a (z) / \a W /

как только z C De, p (z, £) <C
Положим

DE.^lz^DE-.piz, £)<-։}.
Тогда

Л*?,  {w <
def

< sup { } + sup | } = 7’ 4֊ 7j.
*&&Е, i) Z^E, 7)

Теперь, используя (1.28), имеем
|Дп+1-т)(2)| <Е (1_ к|)т-1ш (1_ до

при

—7“Г <1 — И» г € ч .
а (г)

В тоже время 1^|'п)(г)1<С;~~^ • Из этих оценок сразу сле

дует, что
.7*01  а. (1.29)

Аналогично легко заметить, что

С6 SUP \
^°Е, 1) I

1-Н
<о(1-И)

Остается учесть, что функция —монотонно убывает при t [0,1], 

поэтому
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/։\<е. (1.30)

Но согласно лемме 1.1

lim sup j 7i- l-f),-|/^+1-CT)U) G<",)(r)|l = 0.
т-о zeoiD£։ 4 I ш (1 — |z|) J

Следовательно, из (1.29) и (1.30) получаем утверждение теоремы, ф

§ 2. Доказательство теоремы 3 в случае алгебры Hp+Ï

1°. Пусть /6//£+։, обозначим через М (/(п+1>) (е/|?) максимальную 
функцию Харди-Литтльвуда от Ап+1) (е(’) (см. (0.2))А

Лемма 2.1. Пусть }^.Нрп+г и 1^ = (е'а, е|₽Х—дополнительный 
интервал множества Е=ЕП (/) на Г, [.которому ^принадлежит е1?. 
Тогда имеет место оценка

л+1-m

|у(т) (е'т)| -С const р (е% Е
(2.1)

Доказательство. Пусть П— положительное (число и

Р°гр(е^£^ £ (

\ а(е'*)  / > И Ке ’ *> ’

где р (е'т, Е) = |е,ч> — ега|, е,а £ Е. Тогда

1 ’ Г
/1») (е<?) =------------ (е'т С)'1՜'" /<я+0 (С) Л, т - 0, • • •, п.

(и— т)ие1а
Отсюда

г 1 ’1/(т,(е'’)1<7-^—[Р (еЧ £)]"+’-» — - | , (’ |/<»+։> (е")1 Л 
(и—т)! Це* ’—е‘“|.)

Но поскольку

|е'’— eZej
|y(«+U (е'<)| dt const Л/(ffn+1))(e/’),

то оценка (2.1) доказана в втом случае. Если же

а (е1’) <֊-р(е% Е).

то повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве леммы 1.4, 
получаем
2-606
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(е'’)| < const I ) sup |Л«+։> (ге'*)|.
'' ՝ 1 \ а (ет) / о<г<։

Остается применить теорему Б.
Лемма 2.2. Пусть и ~ тогда

=°- (2-2)
«-.О л+1

Доказательство. Для установления (2.2) достаточно дока
зать, что 

к
lira С(е^) (e'’)!" rf? = О, т = 1, 2, • • •, п 4֊ 1.
«-.О J ’ 

— X

С этой целью используем леммы 1.3 и 2.1, согласно которым

AOf—L-Y"
(е*)  .(е'»)| < CM (fl” ։>(е'*)  J Х

х 2 (**р\(0^аД(е'?))=см 
."Д рт *(е' т, £) /

у \ р(е%£)У
[а (е^)р(е^, £)]"«֊*  ’

Теперь, используя оценку

с
V ' Р(е'’> Е)

получаем

|Я(т) (е'?) Лл + 1-m) (е1Т)| СМ (/(я4 ։)) (е/т)2 3* (р (е.,։ £))4х
*-։

Для доказательства леммы остается применить теорему Лебега 
и лемму 1.1. ф

Д°казательство .теоремы. Положим снова /«<т=/4 
Исходя из лемм 1.1 и 2.2, достаточно доказать, что

lim /о,т=/б 7-0
з пространстве Н^+1, А.для этого достаточно заметить, что
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1Д.+1֊««) (е/.)|с с ( \ -Г М (f^)(e^), 
\ а (е •) )

и
|G^m) (е'*)|  <Со" (е'?), т = 1, 2, •••, п+1. 

Следовательно
|Дл+1-т) (е'») С('"Че/91<СЛ/(/<Л+1>)(е'9.

Остальное следует из теоремы А, леммы 1.1 и теоремы Лебега (см- 
[13])-

2“. Отметим, что имеет место аналог теоремы 1 для односвяз 
ных областей 2 с достаточно хорошей границей. В связи с известной 
теоремой П. Лакса остановимся только на случае, когда 2 = П+ = 
= {z: Im z 0}. Обозначим через Н+ класс аналитических в П+ функ՜ 
ций, для которых

+
= sup ( f |/ (х 4- )р*  dx \ <4-00

+ »о XJ /— «t 
и через

tfp. Я = {/. f^kHP W р.Л = тах
0<Д<л

Легко видеть, что при р^-1, Нр±п представляет банаховую ал- 
гебру относительно поточечного умножения. Рассмотрим в Нр^п опе
ратор

Тх (/)(ж) = eiuf (z), Х>0.

Нетрудно убедиться, что замкнутые идеалы алгебры Нр±п совпадают 
с инвариантными подпространствами этого оператора в Н^п.

Теорема 1*.  Пусть I — замкнутый идеал в Нр^п, l<j9<4-°°, 
тогда

т^О, 1,-..,п-1,

G/ делит G/},

где Gi, Ет (f) определяются как в § 1, только вместо Г нужно 
подставить R1-.

Особо следует отметить, что теорема 1*  не получается из тео
ремы 1 при помощи конформного отображения. В отличие от случая 
п= 0 пространства Нр в круге и Нр^ п в полуплоскости не „сравни
мы" при n > 1.

Пусть

Ргп (х) = 2 а*  х24, а*  > 0, (2.3)
к-0 

причем ain, а0 0.
Рассмотрим в пространстве

/ С \1/2
LPin <0’ + = Н ՛/ toi*̂ dr) < + °°>

о
оператор



190 Ф. А. Шамоян

6х(/)(х) =/(*->.),  Х>0. (2.4)

П. Лаксом в известной работе [16] была дана характеристика 
инвариантных подпространств этого оператора в пространстве Z.’ (0, 
_|_ со). Из теоремы 1*  легко вывести аналогичные описания в про
странствах /.։р2л(0, -Ь 00) Для внда (2-3). С этой целью заме
тим, что пространство L*p 2n (0, 4՜ °°) по теореме Пэли-Винера пере
водится на пространство Н^п,и каждое замкнутое инвариантное под
пространство оператора Sx—переходит в замкнутый идеал Ли:

4 ■
Ли сЯ* ’.՛ Ли = (®: где <р (z) = J е"*  ? (f) dt.

о

Следствие 2.1. Пусть М—нетривиальное замкнутое подпро
странство в I? (0, + 00), инвариантное относительно ձ\, л > 0. Тогда

Л/=(<р£# (0, 4֊ оо): а¥>а.и, £*(?)  = Ек (Ли), k = Q,-• •, п — 1,

GrM делит Ga },

где af = sup (а: <?(/)=0 почти всюду в aM = inf [а-p], G <р,
а . Հ ?е<и

GiM определяются как выше.
И в заключение отметим, что используя теоремы 1 и 1*  и учи

тывая результат С. В. Хрущева (см. [17]), легко получить следующую 
теорему.

Теорема 4. Каждый замкнутый идеал алгебры X является 
главным.
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F. A. SHAMOYAN. Closed ideals in the algebras of analytic functions 
with smooth boundary values (summary)

Let and Hp be the set of all analytic functions f which are n times

differentiable in the closed disc analytic in the interior £ Lip to respectively 
/ Hp. The article gives complete description of closed ideals in these algebras.
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Б. Т. БАТИКЯН

ТОЧЕЧНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
НА РАВНОМЕРНОЙ АЛГЕБРЕ

Одной из основных проблем теории равномерных алгебр являет
ся вопрос о наличии аналитической структуры в пространстве М (Д) 
комплексных■ гомоморфизмов данной равномерной алгебры А. Уже 
первые результаты в этом направлении показали, что решение вопро
са тесно связано с понятием точечного дифференцирования. Так, на
пример, известную теорему Вермера ([1], стр. 210) о вложении анали
тических дисков можно сформулировать следующим образом: '“если в 
некоторой точке <р из пространства М (Д) равномерной алгебры Ди
рихле А существует непрерывное точечное дифференцирование пер
вого порядка, то найдется такое непрерывное и взаимно-однозначное 
отображение т единичного круга Л в М (Д), что т (0) = ? и любая 
функция вида /от, где /СД, голоморфна в А (см. также [2]). Сог
ласно более общему результату Браудера [3] в -пространство М (А) 
равномерной алгебры А можно аналогичным образом вложить анали
тическое множество из Сл, если только линейное пространство всех 
(непрерывных и разрывных) точечных дифференцирований первого 
порядка в точке — п-мерно.

В настоящее время опубликовано большое количество работ, по
священных точечным дифференцированиям. Можно указать, в частно
сти, на [4], где в терминах аналитической емкости сформулирован 
критерий .существования точечного дифференцирования в алгебре 

(X), порожденной рациональными функциями с полюсами вне ком
пакта ХсС; [5], [6], в которых изучаются нелокальные точечные диф
ференцирования; [7], [8], посредством точечного дифференцирования 
описывающие подалгебры конечной коразмерности.

Точечные дифференцирования высших порядков естественно воз
никают при попытке продолжения дифференцирования первого порядка 
на алгебру Д с ее подалгебры конечной коразмерности. В настоящей 
работе изучаются подобного рода дифференцирования на равномерной 
алгебре, при этом для простоты мы ограничиваемся случаем диффе
ренцирования второго порядка. Большинство результатов работы бы
ло анонсировано в заметке [9].

Алгебраические свойства точечных дифференцирований высших 
порядков исследовались в [10], [11].

1°. В этом пункте мы напомним известные опредгления и зафик
сируем обозначения.
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Равномерная алгебра А на компактном пространстве X—это 
замкнутая подалгебра алгебры С (X) всех непрерывных комплексно
значных функций на X, содержащая постоянные и разделяющая точки 
X. Через М (Л) обозначается совокупность всех нетривиальных го
моморфизмов А в поле С комплексных чисел. (Комплексный гомо
морфизм автоматически непрерывен). Множество М (Л) является ком
пактным пространством в слабо* топологии, причем X гомеоморфно 
вкладывается в М (А), а любая функция f£A „аналитически" про
должается с X на все М (А).

Каждому гомоморфизму <f^M(A) соответствует такая положи
тельная регулярная борелевская мера р на X, что ф (/)=J f dp для 

любого / £ А. Мера р называется представляющей мерой для ф и, 
вообще говоря, определяется не единственным образом. Выпуклое 
множество всех представляющих ф положительных мер мы будем 
обозначать через (X).

Пусть ^—конечная комплексная регулярная борелевская мера на 
X, |v|—ее полная вариация. Тогда '*=/r|v|, где |/‘|=1 почти всюду по 
мере |v| на X. Через supp |v| обозначается носитель меры |ч|, т. е. до
полнение объединения тех открытых подмножеств UczX, для кото
рых |v| (U) — 0.

Поскольку равномерная алгебра А содержится в £” (|ч|) = 
= (L1 (М))*, то мы можем рассмотреть пространство Н~ (|v|) — слабо* 
замыкание А в L~ (|v|). ■ По определению ограниченная измеримая 
функция G принадлежит /7” (14), если для любой функции т £ L1 (|ч 
число J Gmd |v| является предельной точкой для множества

{ J fmd |v|, f£A j ■ 

x
Если (X), то H“ (р) суть банахова подалгебра L“ (р֊).

Ядро Jv гомоморфизма ф^ЛГ(Д) образует максимальный идеал 
в алгебре А. Для любых идеалов J, I алгебры А через IJ обозна
чается линейное пространство, порожденное попарными произведения
ми вида gf, где g£I, f^J.

Линейный непрерывный функционал <|»£Д* называется точечным 
дифференцированием первого порядка в точке ф£Л7(Д), если <|» (Д Д) = 
= Ф (А) ? (А) + Ф (Л) ? (А) Для любых Д, А € А- Для существования 
в точке ф нетривиального точечного дифференцирования первого по
рядка необходимо и достаточно, чтобы Д> =/= Другими словами, 
пространство 2 (Д, ®) всех точечных дифференцирований на А в точ
ке ? изоморфно фактор-пространству Д / Например, если хй£ X 
является точкой пика для А, то согласно факторизационной теореме 
Коэна [12] /*=/£, так что в точке пика не существует даже раз
рывных точечных дифференцирований.
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2°. Пусть А — равномерная алгебра на X. Функционал Ф£Л* 
называется точечным дифференцированием второго порядка в точке 
<р £ М (А) относительно <Ь € $ М» ф)» если

Ф (АА) = Ф (А) ф (4) + Ф (А) ф (А) + Ф (А) Ф (А) (1)

для всех А. А€-^-
Положим /т = П кег ф. Если дифференцирование Ф нетривиаль

но, то, очевидно,. Следующая теорема устанавливает до
статочность этого условия.

Теорема 1. Предположим, что гомоморфизм у^М(А) и 
дифференцирование (А, <р) таковы, что /? У?=А /£. Тогда в 
точке <р относительно '|» существует ненулевое точечное диффе
ренцирование второго порядка.

Доказательство. Согласно предположениям теоремы найдет
ся функционал Ф^Д*, удовлетворяющий условиям С 4֊ Дискет Ф и

Выберем функцию А€Л таким образом, чтобы ф(/0) = 1. 
Тогда произвольный элемент А можно записать в виде / ■= # -|- 
4՜ ф (/) А> где ё € кег ф. Поэтому Ф (/^) 0, и мы можем считать,
что Ф (/2) = 1. Наконец, заменив в случае необходимости функцию 
А на А+^о» гДе #о£4 и выбраны надлежащим образом, мож
но утверждать, что Ф (А) = 0-

Рассмотрим теперь произвольные элементы А = ёг “Ь Ф (4) А и 
А “ ёг 4֊ Ф (?։) А алгебры А. Тогда

А4 = (ёг — Ф (л))(#։ — Ф (?։)) + '>«) + ёг Ф (ёг) ~ Ф (ёг) Ф (ёг) +

1- Ф (А)(я»-ф (Ы) А+ Ф (А) ф (а) А + Ф (/«)(&—ф (ёг)) А +

+ Ф(А)ф(л)А + Ф(4)Ф(А)/г-

Отсюда сразу следует равенство (1).
Замечание. Аналогично можно доказать, что условие 7^ =£ 

-У= 7^4֊ У’ необходимо и достаточно для существования точечного диф
ференцирования третьего порядка.

Из определения (1) сразу следует, что точечное дифференциро
вание второго порядка анулирует все постоянные функции. Оказы
вается, аналогичное обстоятельство имеет место и для вещественных 
функций из А.

Теорема 2. Пусть Ф — точечное дифференцирование второго 
порядка на равномерной, алгебре А. Если функция ё^А принимает 
вещественные значения на X, то Ф (#)=0.

Доказательство. Замкнутое подмножество Е компакта^ на
зывается множеством антисимметрии алгебры А, если каждая функ
ция из А, принимающая вещественные значения на Е, постоянна на 
этом множестве. Теорема Шилова-Бишопа ([1], стр. 87) устанавли-



Точечные дифференцирования 195

вает, что компакт X разбивается на совокупность максимальных
множеств антисимметрии, и если непрерывная функция Л на каждом 
множестве Е„ совпадает с некоторым элементом алгебры А, то Л£Л.

Пусть функция 8^А принимает на X только вещественные 
значения. Тогда % постоянна на каждом множестве Е-,. В алгебре А 
выделим подалгебру В = {/^А: Ф (/) = ф (/) — °1 коразмерности 2. 
Согласно [13] каждое Е, служит максимальным множеством антисим
метрии и для алгебры В. Следовательно, по теореме Шилова-Бишо
па ц£В и, в частности, Ф (д) — 0.

В работе [14] доказано, что любое точечное дифференцирование 
первого порядка допускает интегральное представление, обобщающее 
классическую формулу Коши. Как показывает теорема 3 (см. также 
пример 1), для ^дифференцирований высших порядков возможность 
такого рода представления существенно зависит от нормы данного 
дифференцирования.

Т|е орема 3. Пусть А — равномерная алгебра на X, и Ф—то
чечное дифференцирование второго порядка в точке <р (А) от
носительно ®). Тогда следующие два условия эквива
лентны՝.

1) №=№
2) существует мера р £ (X) и функция (р), (|С|= 1

почти всюду на X по мере р) такие, что для всех

ф (/) =1ф| ре м ф (/) = ж у /ё» (2)
X X

Прежде чем доказывать теорему отметим, что норма любого 
функционала ф £ 2 (А, <р) совпадает с нормой его сужения на идеал 
_/т. Действительно, если бы существовала такая функция /£ А, что

? (/)т^=0 и 1Ф (/)1 > IФ1 7?0> то мы (рассуждая стандартным 
образом) могли бы рассмотреть функцию

6Л, и<1.
для которой |ф (§)| > ИУ?|.

Доказательство теоремы 3. Пусть ЦФ||=||ф|։. По теореме 
Рисса найдется, вообще говоря, комплексная мера ч на X, представ
ляющая функционал Ф и удовлетворяющая условию {Ф||=у е/|Ч. Вы- 

х
берем последовательность {#„) с _/9, |а„|| 1 таким образом, чтобы
Ф (Я") “* Ж> и пусть ([■*!), —слабо* точка прикоснове
ния последовательности (#л]. Ясно, что из последовательности (#л} 
можно извлечь такие подпоследовательности и чтобы

1 8пк§пт б՝) -» I 6։<Л при к, т-» со. Но по формуле (1)
х



1

Отсюда следует, что |^7|=1 почти всюду на X по мере |*|.
С2 ч

Рассмотрим на X положительную меру |* — , полная вариа

ция которой равна 1. Если / £ то

J /</(<= lim [ f gn,. gnm. ’</'»= Пт Ф (fgnk. g„m,)—0.

Последнее означает, что Таким образом, Ф (/) =
= Цф) для любого Остается доказать первое из ра-

х 
венств (2).

Представим функцию / в виде ./ = £ + ф (/) /о 4՜ * (/)» где g£lp= 
= ЛЛкегф, /о£Л и Ф(/о) = 1- Тогда

1) lim =0’
«7 IJill *7 MtM v. I • ®
X X X

поскольку ggn £ 4 J?;
2) Ж Ф (/) Г/oGrfl* = 4֊ \f0Gd*= "•-4г֊ Ф C/o ?я) = X

J iiio J ж ж
X X

X Hm ф ($я) = ф (/);

3) 1ф| ?(/) Jg</p =|ф| p (/) Jg rfp =|ф| <P (/) lim 1 gn dp = O, no- 
x x

скольку (X).

Итак, ф (f) = |ф| J/G для любого f^A.
X

Предположим теперь, что при некоторых (X) и G£ Н~ (р), 
1G| 1, справедливы равенства (2). Вновь рассмотрим последователь
ность {gn} с J?, на которой ф (gn) -* |ф|, и функцию / £//“(р),
являющуюся предельной для последовательности (<7Я) в смысле слабо* 
сходимости. Поскольку

0Ф1 /G rfp=lim lgnG rfp=lim ф (gn) =fij I 
J 
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то Р— С почти всюду по мере р. Выберем далее такую подпоследо՜ 
вательность %пк 8пт, чтобы

8пт ё2 — р72 ё2

X X

Следовательно, Ф (#я> £Я(П) С другой стороны, по формуле (1) 
Ф (?«* - ЬР-

Замечание. Пусть Фя— точечное дифференцирование п-го по
рядка в точке <р. т. е.

Фя(/։/1)=2 Ф*(А) Ф.-ЛА),
*=0

где Ф* > 1) — точечное дифференцирование порядка к, Фо= ?. Для 
того чтобы имело место представление вида

Ф*(/)=ОфЛ 0<Л<п,

необходимо и достаточно, чтобы ЦФЯ|= ЦФЛ'1-
3°. В этом пункте мы рассмотрим два примера. Первый из них 

иллюстрирует теорему 3 на алгебре голоморфных функций. Второй 
пример касается вопроса существования точечных дифференцирований 
высших порядков во .внутренней“ точке из М(Д)\АГ.

Пример 1. Пусть О — ограниченная 4односвязная область в С, 
совпадающая с внутренностью своего замыкания, и А (Д)—алгебра 
всех непрерывных на Д и голоморфных внутри Д функций. Каждой 
точке Х£Д можно сопоставить функционалы Гфх и Ф>_, определенные 
на А (Д) и являющиеся значениями производных (соответственно, 
первого и второго порядка) в .точке )•: <|»х (/) = /' (>•) и Фх (/) = 

Г (М— —-—, / £ А {р}. Очевидно, <|»х £ 2 (А (О), К), а Фх— точечное диф

ференцирование второго порядка относительно Ц»х. Спрашивается, 
всегда ли существует такая точка 1-о£0, для которой ЦФ>Л =|'1»лЛ2?

Прежде всего отметим, что А (Д) является равномерной алгеб
рой Дирихле на границе <?Д области Д. Поэтому: 1) каждая точка 
՝1- £ Д обладает единственной положительной представляющей мерой 
рх на дО-.Н” (р,)=Н“ (Д) ([1], стр. 200); 3) пространство 2 (Д(Д), >.) 
одномерно [2]; 4) все точки границы дО являются точками пика для 
А (Д).

Поскольку В^*|дко)== то Функция С £ Н~ (Д), фигурирую
щая в формулировке теоремы 3, есть не что иное, как функция Ри
мана, конформно отображающая Д на единичный круг и удовлетво
ряющая условиям: С(Х)=О, С (>») = |1’Ы>0. Рассмотрим теперь на А (О) 
функционал
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ф;: / -* Ьхр I /(? </!»>.,
5п

являющийся точечным дифференцированием второго порядка в точке
X относительно фх, причем ЛФ,|==1'?>՛!3 (см. теорему 3). Очевидно, 
фх _ ф‘|— дифференцирование первого порядка, и, в силу одномерно
сти пространства 2 (А (Е), '■)• Фх = Ф^ 4՜ сфх. Более того, поскольку

ф; (С) =4^ =Ы* С(Г) = О,
д/>

Другими словами, условия ЦФл|=Ц’;Г и G" G) = О эквивалентны, 
и теперь наш вопрос можно сформулировать в следующем виде. 
Пусть D— такая односвязная ограниченная область в С, что int (D)=D. 
Каждой точке сопоставим функцию Gx (z), конформно отобра
жающую D на единичный круг и удовлетворяющую условиям: G\ (>.)=0» 

Спрашивается, существует ли хотя бы одна точка ).0£D, 
для которой G^ (/.(,)= О? (Например, если область D есть круг, то 
непосредственно проверяется, что подобная точка единственна и сов 
падает с центром круга).

Предварительно докажем следующую простую лемму.
Лемма 1. Если '/■ стремится к dD,mo функция к ().)=|фх|[—er.-.
Доказательство. Предположим противное и выберем по

следовательность {).я|с:0 таким образом, чтобы: 1) л„ -> sCdD, 2) по
следовательность k Qn) была ограниченной и, в силу этого 3) рх, сла
бо* сходилась к функционалу ф £ А*. Поскольку ։'j,.n £ S (А (£>), ).л) , 
то, очевидно, ф - S (Л (D), ;). Но ; является точкой пика для А (£>), 
поэтому ф = 0, т. е. фхп (/) 0 для любого f£A (D), что невозможно.

Из леммы вытекает существование точки £ D, в которой функ-՜ 
ция к (>֊) = ЦфхЦ принимает минимальное значение. Если G,, (г) — ф унк 
ция Римана, соответствующая точке 'л0, то

Gx, (z)G^(z) к* (г) -- ------- ' •
(1֊G,, (z) Gz, (z))s

(Конечно, кг (z) есть не что иное, как функция Бергмана для области 
D). Имеем

-<ч(м<чм-о.
Таким образом, ||Ф>Л = |ф>, ||г и согласно теореме 3,

/' (>о)=с;. (М (’/Gz.rfux., f" = 2 (G; (Z0))2 f/G’, d^. 

dD
для всех f A (D).
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Замечание 1. Аналогичную задачу относительно конформных 
отображений можно сформулировать и для неограниченной области. 
Однако, если граница области содержит бесконечно удаленную точку, 
то подобной точки может не существовать. Типичный пример— по
луплоскость.

Замечание 2. Имея в виду интегральное представление точеч
ного дифференцирования более высокого (скажем, третьего) порядка, 
можно также поставить вопрос о существовании такой точки >0 £ £) и 
конформного отображения (7 области И на единичный круг, что 
(7(ко)=О, С'()-о)>О, С (>-о)= Сг" (>Ч1) = 0. Вообще говоря, даже для 
ограниченной области (например, для области, ограниченной отрезком 
[—1,1] вещественной оси и полуокружностью |г| = 1, 1т г > 0) такой 
точки может не существовать.

Если гомоморфизм ф равномерной алгебры А обладает единствен
ной представляющей мерой, и -пространство 2 (А, ф)—нетривиально, 
то в точке ® будут существовать точечные дифференцирования лю
бого порядка [2]. Ниже мы приводим пример равномерной алгебры В 
на компакте X, обладающей таким комплексным гомоморфизмом 
Фо £ М (2?)К .Л, что пространство 2 (В, ®0) одномерно, однако в ф0 не 
существуют точечные дифференцирования второго порядка и выше.

Пример 2. Пусть равномерная алгебра А19 реализованная на 
компакте К, и точка <?! £ Л/ (Д^ХУ՜ таковы, что 2 (Д։, ф1)=0. (Об
щая схема построения такого рода алгебр дана в [1], стр. 226).

Обозначим через Д единичный круг и рассмотрим совокупность 
непрерывных на ДХУ функций / (г, у), удовлетворяющих условиям

а) / (г, у0) £ А (А) при любом фиксированном у0 £ У;
б) У (0, у) и /'г (0, у) принадлежат Аг.

Множество В образует равномерную алгебру на ДХ У. причем М(В)= 
= ДХУи(0}ХЛ/(Л1) [6].

Положим фо = (О, Ф1)- Тогда функционал ф0 : У՜* ?1 (УДО, у))> оче- 
видно, принадлежит 2 (В, ф0).

Лемма 2. Относительно точечного дифференцирования 00 
в алгебре В не существует нетривиального точечного дифференци
рования второго порядка.

Доказательство. В соответствии с теоремой 1 нам доста
точно доказать, что если Ф — дифференцирование второго порядка в 
точке «0 относительно ф0, то Ф (У)=0 для любого / £ /X Ясно, что 
функцию / (г, у)£ можно представить в виде

У (*> У՝) = У1 (У՝) + г У» (у) + 22Я (у) + г3 А (г, у), 
где У1։ У։6Ур1С А» а функции § (у) и А (г0, у), вообще говоря, при՜ 
надлежат С (У).

Отображение х: £ -»Ф (г2#) является, очевидно, линейным непре
рывным функционалом на пространстве С (У). Предположим, что 
комплексная мера ч на У представляет х:
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а функция Г6£-(М), 
являющаяся слабо* точкой прикосновения С (У), такова, что |»| — rv. 
Пусть у0—произвольная точка из supp У- Выберем функцию fo^A1 
таким образом, чтобы /0 (,Уо)=1 и ?i Тогда

Г|4|* d М= Г/о Ä F <fr = lim ро/о gn </v = Iim Ф (z3 fofo gn)=Q, 

y у г
так как Ф (z3fofig*) = ф (4 ^7о = 0 согласно (1) и выбору
Однако интеграл J |/0|։ d |v| равен нулю только в том случае, когда 

|v| = 0, т. е. Ф = 0, поскольку Ф(/) = Ф(*М- Лемма доказана.
Замечание. Используя метод доказательства леммы 2, не

трудно показать, что любой функционал 2 (В, ?0) кратен %. Кро
ме того, легко убедиться, что на алгебре В в произвольной точке 
множества {0)Х У существуют дифференцирования любого порядка.

Институт математики 
АН Армянское ССР Поступила 5.1V.1980

₽. ₽■. ԲԱՏԻԵՅԱՆ. Երկրորդ կարդի կետային դիֆերենցումներ հավասարաչափ հանրա
հաշվի վրա (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում են բարձր կարգի կետային դիֆերենցումները անընդհատ և հոլոմորֆ 
ֆունկցիաների հանրահաշիվների վրաւ Մասնավորապես, ստացված է Կոշոլ կլասիկ բանա
ձևին համանման ինտեգրալ ներկայացման գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման.

B. T. BATIKIAN. Point derivations of order 2 on uniform algebra (summary)

In this note we study higher point derivations on algebras of continuous and 
holomorphic functions.
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А. Э. ДЖРБАШЯН

ВЕСОВЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ ТИПА 
ЛИТТЛЬВУДА-ПЭЛИ И ДЛЯ МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

1°. Пусть функция / аналитична в единичном круге В = {|г| < 1} 
и принадлежит классу Харди Нр, 0<р<^<х>. Отображение /—?(/): 

Տ(ք) (9) = (У 1Г ֊г) л- 
О

называется функцией Литтльвуда-Пэли.
Теорема Литтльвуда-Пэли ([1], гл. XIV). (1) Пусть }£НР, 

о</»<оо, / (е/։)— граничные значения функции /. Тогда

У у1/(е'։)?^. (1)
—к —к

(И) Если /(0) = 0, то
К к

У 1/'(е“Ж М < В,у ^(/)(0)</9. (2)
—X —X

Константы Ар и Вр зависят только от р.
В настоящей работе мы дадим обобщения на случай весовых 

пространств неравенств (1) и (2) для оператора и различных его 
вариантов. При этом мы рассматриваем эти операторы на простран
ствах гармонических функций, заданных в шарах В՞ пространства R՞ 
и в полупространствах Я^+։ = [(х, у): х £ R՞, д>0}. Все наши ре
зультаты верны в этом случае, кроме одного (который особо оговари
вается), когда приходится ограничиваться случаем аналитических в еди
ничном круге В или полуплоскости R* функций. Однако, для простоты 
изложения, все формулировки и доказательства приводятся в случае 
Я’, или В. В конце работы приводится применение этих результатов 
к мультипликаторам преобразований Фурье.

2а. Введем теперь необходимые определения и обозначения.
Определение. Пусть функция ш (х) неотрицательна и ло' 

кально интегрируема на Я1, ш принадлежит классу Макенхоупта 
Ар, 1 < р с со, если существует константа С>0 такая, что для лю
бого конечного интервала 7, 7 с R1



Весовые неравенства 203

1
(тН ю ах Х|7г[ш(х; <с, (А,)

I I

где |/| — лебегова длина интервала I.
т принадлежит классу Аи если

ш* (х) < Сю (х), (Ах)

где то*—максимальная функция Харди-Литтльвуда функции т (опре
деление см. ниже). Аналогично определяются классы А„ на окружно
сти Т = <Я).

Через Н^= Нр (Я2+, то (х) </х), обозначаем простран
ство всех гармонических в R2, функций, для которых 

а»
И£,шэ зиР [ I/ (х> «> (х) </х< оо. (3)

у > О и — ал

Если 1<^р<со и ю £ Ар, то этот класс можно отождествить с 
классом всех функций /, заданных на R1, для которых 

•г
У I/ (*)1р и» (х) </х<оо. (4)

— ••

Точнее, если выполняется (3), то для функции / существуют не 
тангенциальные граничные значения (также обозначаемые через /) 
для которых выполняется (4). Обратно, если / {’удовлетворяет (4), то 
существует гармоническое продолжение / на которое удовлетво
ряет условию (3). (См. об этом [2], [3]).

Классы Нрт в круге В определяются аналогично.
Через Г. (х) обозначаем конус в R! с вершиной в точке х £ R 

и раствором угла а 0
Г«(х) = {(6 у) ^։+:к-х|<а^].

Пусть, далее, В = и С» — разбиение круга О на диадические пря- 
к

моугольники 0«, некоторым образом занумерованные.
Введем теперь, следуя работам [4], [5], [6], нужные нам опера

торы. Каждый из них мы определяем либо для В, либо для одна
ко подразумеваем, что понятно их определение в другом случае.

Пусть / гармонична и принадлежит классу (в круге или по
луплоскости). Будем пользоваться следующими обозначениями:

• 1

о
3-606
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G, </)(•)-
i ։/»|y/(re'*)|* dV;(r) | r 2 < q,<Z °°r

5(/Xx>= И j* ’

J j (k (/> *)|։ dtds}’* x>1։’
0 --

/ f ] V<
gq, •(/)(e)= r1—r^lc^։p, ’ 2<9<°o>

о '

TKt Qrti\ — тот куб из разложения D = U Q», который содержит точку 

x=re/,^D.
Локально интегрируемой на R1 функции / сопоставляется макси

мальная функция Харди-Литтльвуда J*\ 
x+h

/*(x)=sup f |/ (у)| dy. 
A >0 Z/1 J 

Jb-A
Теорема A. (Muckenhoupt, [7], [3]). Пусть l<^p<oo. Hepa 

венство

J (/* (-^))p ™ (?) Лг < C JI/ (x)|' w (x) dx

имеет место тогда и только тогда, когда ш^Ар.
Теорема В (Gundy, Wheeden, [2]). Пусть 1<^р<^

со. Тогда, если w£Ap, то существуют константы Сг и Сг, завися
щие только от р и такие, что

Сг (/)(х) w (xydx^C,^ ш.

Заметим, что на самом деле имеет место более сильное утверж
дение, однако для наших целей достаточно ограничиться этим случаем..

Теорема С (МискепЬоир!, Wheeden, [8]). Пусть
2

°°> Р^>—• Если яг£Дд, то 
). 2

(g* (ОМУ w (х) dx < С If (х)|р w (х) dx.
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Теперь мы приведем несколько почти очевидных следствий из 
теорем А, В и С.

Предложение 1. а) Пусть 1<^р<^<ж> и /64 (Э). Тогда 
если т £ Ар, то

' X

(/)(0) « (в) *в<Ср/(е'։)р ш(9)Л9. (5)

г- —X

Ь) Если к тому же / нормирована условием /(0) = 0, то 
; х •

|/ (е«)|' ю (9) </9 <С [^0 (/)(9) п (9) </9. (6)

Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы 
В и из известного факта, что § (/)(9)-С СЗ (/)(9) (см. [9], стр. 108). 
Второе утверждение следует из первого и из неравенства (см. [9], 
стр. 102) 

X 

у/^гм^м р(0(/)(в) Л1)(ЛХв) я,

верного для достаточно „хороших“ функций / и Л. Здесь 
1

' £(1) (/)(0) = j J (1— г) /(re'*) 12 ■

о

Кроме того используется факт, что если w £ Ар, 1 <р<^оо, то 
_1_

w Р £АР՛, где р' = —-—(см., напр., [2], [3]). 
р—1

Предложение 2. Если Hpw (D), 1 < р оо, 2 g < оо и 
w £ Ар, то

X X

[ g'q (f)(0) W (0) ^0<С’У I/ (е'։Г W (9) </9. 

— х —X.

Доказательство. Случай <? = 2—это предложение 1 а). Рас 
смотрим случай q= оо. Имеем

g- (f)(6) = sup (1- г) |у/ (ге/։)| < С sup |/ (re'e)| < С/* (е'։), 
0<г<1 0<г<1

где первое неравенство следует из оценок ядра Пуассона, а второе— 
известный факт (см., напр., [9], стр. 77). Таким образом, по теореме А

։ х к

Г- (/)(0) (0) ^0<’С С(/* (е“))Р W (9) </9<СС |/(е'։)|₽ w (9) </9.
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Общее утверждение для любого д, 2-^.д-^.со, следует теперь 
из интерполяционных теорем типа Рисса—Торина. Самый подходящий 
для нас вариант этой теоремы содержится в [10].

3°. В этом пункте мы докажем весовые неравенства для опера
тора (7« (/). Начнем, однако, со вспомогательных оценок оператора 
л. • (/)•

Лемма 1. Для операторов 8* (Л ** 8ъ * (Л и 8* (Л = 82 (Л 
имеет место поточечная оценка почти всюду

8* (/)(х)<Ся*(/)(х).

Доказательство. Пусть (? — некоторый диадический прямо
угольник в R։., содержащий фиксированную точку г — (х, у). Тогда 

ясно, что у -С сКя! (О, Я)-<2у. Пусть > = (։, '/)— некоторая дру

гая точка в (?. Тогда, так как градиент гармонической функции есть 
гармонический вектор, будем иметь по формуле Пуассона

1

Отсюда, по неравенству Коши и иа того факта, что при С С <2 
имеем

—« (\- -0 +1» — 4< I*- 4 < I* — *14-а (7!՜ ՝у)
и

получим
1

I2—2—

Взяв sup в левой части по всем Q и проинтегрировав- по ме
ре ydy, получим

I У sup lv/ (Е)|2
J у о
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■ ' ■- ■ м

< С f С IV/ V, у)|։ . dtdy < С (g* (/)(х))>.
J J IX—f|2+y2
и —

Лемма 2. Для оператора g„, • (/) имеет место поточечная 
оценка почти всюду

Доказательство почти очевидно:

g-, *(/)(х) = sup sup y|v/(Q| <C sup sup |/(C)K
y>0 y>6 C6Q(x. y)

< c sup |/(Q|<C/*(x), 
cer. (x)

так как все прямоугольники Q<x,y) из диадического разбиений, содер
жащие точку (х, у), лежат в некотором фиксированном конусе Г« (х) 
с вершиной х е R.

Теорема 1. Пусть /£(R?), 1<р<^сом 2 -С у < °о( Тог* 
да если w £ Ар, то

I?».• (f)ip, w С|/|р, w.
Доказательство является простым следствием лемм 1 и 2 и 

теоремы С, а также уже упомянутой интерполяционной теоремы типа 
Рисса-Торина из [10].

Перейдем теперь к оценкам функции
I

б'« (/)(*)=[ IV/ (ге՞)!’ И- 

о
Относительно меры rfp, участвующей в определении этого оператора, 
будем предполагать, что для любого отрезка [о, 1], 0-^а<£1, имеет 
место неравенство

1
. pp(r)<C(l-a)< C(q)

о

Заметим, что из втого условия следует, что если (а, 6) — неко
торый интервал в [0,1] и если величины Ь—а и l-'-a соизмеримы, то

ь
Jrfp-(г)< С(6 — а)ч< 

а
Это обстоятельство будет использовано Вами при доказательстве 

теоремы 2 неоднократно.
Теорема 2. а) Если для любой функции (D) выпол

няется неравенство
J6« (/)jp. «< -С С Ч/Др, w,

то мера dp удовлетворяет условию С (q), 2-С у со.
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Ь) Если 2 -С Я — Р <С °°» И удовлетворяет условию С (р), а ве
ковая функция принадлежит классу Ар, то

.с) Если 2 < ?</><“> С (q), a w£ Ар, то

||G7 (/)*р, v С .

d) Если 1<^р<^Я> Я >2. (<?)> w^Aq,u если предположить
дополнительно, что f аналитична в D, то

Доказательство, а) Здесь мы можем просто сослаться на 
пункт i) теоремы 2 из [6].

Ь) Пусть .теперь р = ?>2 и D=U Qk — диадическое разбиение 

круга D. Обозначим через 8* длину стороны куба и через /*—основа 
яие Q*. Пусть также mw(/)=J w (6) </0. Тогда имеем 

/ 
к I

IGP (/)Вр. • = J W (8) rffl j IV/ (re")p dfx (r) =

-к 0

= J J lv/ (»■ert)p’ w (S) rfp. (r) rffl= £ J J| V/ (rert)f w (fl) rfp (r) <fi <

< 2 s^up Iv/(C)/ J J eo (fl) dp (r) C £ sup |y/ (C)|₽ f w (0) </6=

= c 2 su$ Iv/ (Qp 8^ mw (Ik), (7)

так как н удовлетворяет условию С (р).
С другой стороны, по теореме 1, если w^Ap, то

« I

Wp,. >ClgP. <„=['«» (б) rffl f(l-r)₽-‘sup |v/(C)|Pdr = 
J ;6<?„w

= 2 sup |v/(Q|p (1—г)*»՜1 w (0) d^dr = 
k

= 2 |V/(C)P JJ(l-r)P֊1 W (0) dbdr =

Qk

= C 2 sup |V/ (C)|₽ m„ (h). (8)
Сопоставив (7) и (8), получим требуемое утверждение.
с) Пусть теперь 2<?<р<оо и неотрицательная функция « (0) 

принадлежит классу L^-я (Т, «,֊»/₽֊» (0) </0), |т|<1. Тогда имевм
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« « 1
У/ = У <Р (6) С* (/)(©) Л-] ]\ (б) IV/ («'•)!» </и (/) м < 

-ж — хО
< 3 IV/ (01’ у | (г) т (0) М <

9*

< С 2 вир IV/ (01’ 6Х С Ф (6) <&' (9)
* ='«?* и

4
Но

8’ у ? (0) л= с(1-г)<-։ ? (0) ^г,

4 <4
поэтому можно продолжить неравенство (9). Получим

//< с У аир IV/ (С)|* (1—г)*~։ <р (0) с1Ыг =

<4
ж

= С у ? (0) . (/)(0) (6) ш֊’"(0) & <

— X

< С (/ У.. шт « т *)т (у (т «>։(»м

<<м- м . «си?...
Р֊Ч

где предпоследнее неравенство следует из теоремы I, если чо£Ар.-
Беря Бир по всем таким ®, получим

11^?(/)11р. «I С 1/Цр, о> »

если только ш £ Ар.
<3) Пусть, наконец, 1<р<^д, д>2 и функцйя/£//£ аналитич

на. Предположим также, что / не имеет нулей в I). Тогда найдется 
аналитическая в В функция ф, фб/У’ДВ) такая, что / = <рч1г>.- Стало

быть f = ~ ^Ч-Р1Р ф' и
Р

^(/)(6) = ^(?’/'’)(0 =

л 9~рч] — И? О՜«։'*) I Р 1?' (ге‘*) |••</|^ (г) | /<Г<
I Р .) Iо

<С(<р* (ел))’֊^ <3, (ч>)(0).

Имеем, далее, по неравенству Гельдера
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У с; (/Xе)т (е) с с'У (?*(0)’_р (?) (9) “(0) & <
К < Ч~Р

< с (У О’ (?)(9) ш (0) У'’ (У (ф* (9))* и (9) ’ <

<с։<№СМ։..-
в силу теоремы А и части Ь) настоящей теоремы, если то £ Ая. Но 
М;,» = \Лр. »’ следовательно

II С? (/)!₽. ® «>
если то £4«.

Если / имеет нули в В, то напишем /=/х 4՜/», |//|р.® < С!^,® и 
/< не имеет нулей в В, I = 1, 2.

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Теорема 2 верна и в гораздо более общей си

туации. Можно рассматривать меры р-, зависящие не только от ра
диуса, но также, как в [6], оТ аргумента. Однако мы ограничились 
этим случаем во избежание не относящихся к существу дела техниче
ских осложнений.

4°. В этом пункте мы приведем одно применение доказанных вы
ше теорем. Именно, мы можем дать обобщение известной теоремы 
Марцинкевича—Михлина—Хёрмандера о мультипликаторах преобразо
ваний Фурье в случае весовых пространств.

Пусть т — ограниченная измеримая функция на R". Назовем ее 
мультипликатором для (R՞, то (х) <1х), если

У |ГЖ/ (х)р то (х) 4х<С у |/ (х)|р то (х) ах,

R" R՞

где оператор Тт задается формулой

(ГжУГ (х) = /п(х)/(х),

а крышка означает преобразование Фурье (нужно только позаботить
ся, чтобы / принадлежала подходящему классу).

Множество всех мультипликаторов класса обозначим через 
М" (то).

Теорема 3. Пусть т£С* на дополнении к началу коорди

нат в R", к^> —---- целое. Пусть, далее

!(/-) т(х) < С |х|-Н, |а| < к, (10)
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для любою одночлена —֊ 1, а = (а1>-• ал), ------- 1- ал. Тог*
\Ох/

да если 1<р <. <ж,р>~ , w^ApflApt, то т^М՞ (w). 
к п

Доказательство. Обозначим F(х) = Tmf (х).
Тогда имеет место неравенство (см. [9], стр. 115)

Я։ч (^)W < Сg' (/)(х) (И )
. '2к \ 1

при ь= — 3> 1 ■ 
п

С одной стороны, по предложению 1,

С J gfa (0(х) w (*) rfx> J|F(x)|' w (x) dx =

R՞ R՞
= J |rm/(x)pw(x)Jx, 

R"
если w Ap.

С другой стороны, по теореме С, если w £ Арр, то
Л

J {g’x w (л) dx< С J If (x)j₽ w (x) dx.

R" R"
Сопоставив эти два неравенства, получим

J| Тт f (х)|₽ w (x) dx < C J If (x)|₽ w (x) dx,

R՞ Rn

если w^AptRAp, 1<j?<oo, p — • 
Г к

Теорема доказана.
Следствие 1. Предположение (10) можно заменить более сла

быми предположениями

|ти (х)| •< С, sup R2 ։։|՜՞ 
R>0

2 
dx С.

Доказательство следует из того, что неравенство (11) справед - 
ливо и для таких функций (см. об этом [9], стр. 115).

Следствие 2. Если т удовлетворяет условиям теоремы 3 или 
следствия 1 и т^МР(а) при некотором р~>1, то т принадлежит 
также Мч (<ш) при любом ч^>р. В частности, если ш £ А, то т^ЛР(то) 
при любом р^>1.

Доказательство сразу следует из теоремы 3 и из того факта, 
что если ю^Аг, г>1, то для всех з, $>г (см., напр., [2],
[3]).
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Замечание 2. В процессе написания этой работы нам стало 
известно, что результат, более сильный, чем теорема 3, получен в 
работе [II]՛ Однако наш способ доказательства существенно отли
чается от способа этой работы и результат получается значительно 
проще.

Примечание при корректуре. Недавно мы узнали, что 
несколько иное доказательство теоремы 3 имеется также в работе 
D. S. Kurtz “Littlewood-Paley and multiplier theorems on weighted Lp 
spaces“, Trans. Amer. Math. Soc.,259, № 1, 1980, 235 254.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 25.1.1981

Ա. I. ՋՐԲԱՇՏԱՆ. Կշռային աննավասարոտյուններ Լիպվոպ-Պելիի տիպի օպերատորների 
է Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլաիպփկաաորնևրի Տամար (ամփոփում)

Հոդվածում գտնված են տնհրածեշտ պայմաններ, որպեսզի Լիթլվոլզ-Պ ելիի տիպի ընդ
հանուր օպերատորները անընդհատ լինեն LP (w) կշռային տարածությոձներոսհ Պարզվում Հ, 
որ դրա համար բավարար է, որ W կշռային ֆոձկցիտն բավարարի Մաբենհոուպտի հայտնի 
Ар պայմանին։ Բերված են նպև կիրառություններ Ֆուրյեի ձևափոխությունների մուլտիպ/ի- 
կտտորների վերաբերյալ։

A- E. DJRBASHIAN. Weighted inequalities for Ltttlewood-Paley 
type operator* and Fourier multiplier* (summary)

There are found in the paper sufficient conditions for general Littlewood-Paley 
functions to be bounded in weighted classes IF (w). It turns out that it Jis sufficient 
that the weight function satisfy the well-known Muckenhoupt condition Ap.Appl- 
cations to Fourier multipliers are also given.

Հ. -«г
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В. В. АНДРИЕВСКИЙ, С. П. ГЕРМАН

ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
НА КВАЗИКОНФОРМНЫХ ДУГАХ

Вопрос приближения функций, непрерывных на ограниченных, 
жордановых дугах, является важным случаем более общей задачи 
описания приближения полиномами функций различных классов на 
произвольных континуумах комплексной плоскости.

В работах В. К. Дзядыка и его учеников (подробный обзор ра- 
бот см. [1]), Л. И. Колесник [2], И. А. Шевчука [3] и других, была 
получена оценка скорости полиномиального приближения на кусочно- 
гладких дугах, зависящая от положения точки г, в которой исследует
ся отклонение анпроксимационного полинома от заданной функции, 
как в терминах модуля непрерывности, так и модулей гладкости по
рядка к 1.

Другим важным случаем задачи приближения на континуумах 
является вопрос о приближении функций в областях комплексной 
плоскости. Идея привлечения понятия квазиконформности к этим воп
росам и ее методологическое обоснование принадлежит В. И. Белому 
[5], который впервые получил прямые теоремы теории приближения 
в областях, ограниченных, квазиконформными кривыми. Оценка ско
рости сходимости для равномерных модулей гладкости порядка к^>1, 
введенных П. М. Тамразовым [6, 7], была получена В. И. Белым и 
П. М. Тамразовым [8].

В работе В. В. Андриевского [4] получены прямые теоремы при
ближения для непрерывных функций, заданных на квазиконформных 
дугах с оценками, зависящими от модуля непрерывности аппроксими
руемой функции.

Настоящая работа продолжает изучение вопроса о скорости по
линомиальной аппроксимации на конечных квазиконформных дугах и 
устанавливает прямую теорему Приближения в терминах нормальной 
мажоранты к-го (к>1) модуля гладкости заданной функции.

§ 1. Основные определения н результаты

Пусть А — произвольная конечная жорданова дуга, 2 = С£—ее 
односвязное дополнение, ос £2. Рассмотрим функцию ш=Ф(г), кон
формно и однолистно отображающую 2 на 2,={«»: |ш£>1|, нормиро
ванную условиями •

ф (оо)= со, Пт — Ф (г) ^>0.
*-»- г
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Это отображение продолжимо до гомеоморфизма между компактифи
кациями S и 2' (см., например, [9], стр. 62—92), совпадающего с Ф 
в 2. Сохраним за ним это обозначение и обозначим через ф — обрат
ный гомеоморфизм.

Поскольку объектом нашего изучения являются непрерывные 
функции, заданные на квазиконформных конечных дугах, обозначим 
через С (L) класс таких функций и приведем один из геометрических 
критериев квазиконформной дуги (см. [10], с. 102—103): жорданова 
дуга L квазиконформна тогда и только тогда, когда для произволь
ных трек точек z1։ zs, расположенных на L в порядке возрастания 
индексов, справедливо соотношение

(1)
I

Здесь и в дальнейшем под символом А В (Д^>0, В^>0)мы будем 
понимать, что существует константа С^>0, не зависящая от Л и В 
и такая, что А < СВ.

Обозначим через и z։ концы квазиконформной дуги L и поло
жим Ф (z/ ) = wi, г'=1, 2.

2j = [w՝: |ш| 1; arg w1 arg w arg wsj;

2j = 2Z \ 2p

2/ = ф (2;), /=1,2.

Используя геометрический критерий (1), нетрудно проверить квази
конформность границ областей 2,, i = 1, 2. Как показано в [4], гра
ница областей 2,, 1 = 1, 2 также -является квазиконформной кривой.

Следуя [6], нормальной мажорантой будем называть всякую ко
нечную функцию н (8), заданную, положительную и неубывающую на 
0 < 8 < 50> Для которой при некоторых фиксированных s 1 и f > 0 
выполняется неравенство

Р (*8) <сЛИ(£), f>l.
Обозначим .через

Gt= {С:С62/; 1<|Ф(С)|<3], /=1, 2,
Gj = Gl и Gi,

.^1_ = к:СС2/;|Ф(С)| = 1+ J-l z=i։ 2> 
л I n J

p<i‘! £ (г) == inf |С — «|, z £ Z, f = 1, 2,

п

Р* L = max fp0) ։ W’ pt2) I (*)!• 
« 1+ л 1+ я
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В настоящей работе используются равномерные модули гладко
сти, введенные в [6] и обозначаемые, согласно [7], через ш*. л'. 4,4 (3)е 
Используя указанные определения и обозначения, сформулируем тео
рему, являющуюся основной в представленной работе.

Теорема 1. Пусть к—конечная квазиконформная дуга. Тог
да для любой / (я) £ С (£) существует алгебраический полином 
Рп (я), степени не выше п такой, что для всех имеет место 
неравенство

И(я)-Р„(я)|< И [р- ։ (я)], 
։+ Г

где р(3)— нормальная мажоранта для к-го модуля гладкости 
д', д, / (3) (к > 1, Л'—достаточно велико).

§ 2. Геометрические свойства квазиконформных дуг

Сделаем ряд замечаний, касающихся отображающих функций Ф 
и ф.

В силу описанной в [4] возможности представлять функцию Ф (я), 
рассматриваемую отдельно в 2Х и 2։, в виде следа некоторого квази
конформного отображения плоскости на себя и известных свойств 
квазиконформных отображений (см. [10], стр. 216) можно записать 
следующую оценку искажения площадей при отображении Ф:

mes А [mes Ф (Д)]“, (2)

где Лей—произвольное измеримое множество, Ф (Д)—его образ, а 
0<^а<^1— константа, зависящая только от L.

Тогда справедлива следующая
Лемма 1. Для произвольного 0 < u-C 1 имеет место нера

венство

f à (С, L) |<Л1 < м*. (3)

где d. (С, L) — расстояние от CÇ2 до кривой L, £i-t-B = {C:CÇ 2; 
ф(О|=1 ֊+• и}, 0 < а 1 зависит только от L.

Доказательство. Положим для краткости

A (v)=frf(C, L) |<Л|.
*l + t>

Убедимся сначала в справедливости следующего соотношения:

Д (и-/)хД (и); (4)
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Действительно, переходя на внешность единичного круга и учитывая 

соотношение |ф*(п>)|х ՝ Где d (Z, £) = Inf |С — z| из рабо-
|w| — 1

ты [4], будем иметь
Л(и)= J |ф* (w)|rf(’Mw)> £)|rfw|x-^- J [«/(ф(«>), £)]։|Л»|, 

|w|-l + « I® I- 1+u

A (и — 1)ж—— Г [«/(‘p (w), Z-)]s |</w|. (5)
u — t J 

1 w|-l+u-/

В соотношении (5) сделаем замену переменной т— т U w }^ак gM_ 
1+ и—t

ло установлено в работе [4], d(C, £)~|С—Сд|, где С/=ф [Ф (С)-|Ф (С)|՜՝ , 
а также то,что условия |С—— CJ и |w — wj X |w — w։| — экви
валентны (wx и ш։—образы точек и С։ при отображении Ф). Исполь
зуя эти факты, легко показать справедливость соотношения

d (ф (w), L) ~ d (ф (т), L), 
следовательно

А (и_Ох Г [</(ф (ш), £)]« 
и — г J |w|-֊I + и—t

Г [</(Ф(х),£)]«|л|хд(о), 
и — t 1 + и J

h|—1+а

что и утверждается в соотношении (4). Установим теперь справедли
вость оценки (3). Интегрируя соотношение (4) и учитывая то, что 
d (С, L) |С — Сд| и оценку (2), находим

откуда следует неравенство (3).
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§ 3. Усреднение функций, заданных на внешности 
конечной квазиконформной дуги

Пользуясь идеей свертки с ядром С. Н. Мергеляна (см. [11], 
стр. 43), опишем один из возможных способов усреднения функций, 
заданных на внешности произвольной конечной квазиконформной 
дуги L.

Рассмотрим сначала случай единичного круга.
Лемма 2. Пусть в 2'= {w:l-С |ш| оо} задана непрерывная 

функция/(w). Тогда для всякого натурального п существует 

функция fn(w) со следующими свойствами:

1) fn («О непрерывна в 2', причем 

/л(ш)=/(ш), если |w| = 1;
2) если I (w) = [cos ах (w), cosa։(«/)]—непрерывно меняющаяся

в 2' вектор-функция направлений, то функция непрерыв-
ol (ш)

на в 2'\/w:|w| = l Н—— I и имеет место следующее неравенство՝, 
п I

1

где ш£ 2'

dl(w) 8

•| = » + -n

(6)

n

— > если [w'>l-|——5 n n

3) для w, t J w: |w| = 1 4---- ՛
I п I

IA (w) — /ЙСОКп |w — Т| sup

(7)

(8)

т. е. /„ (w)£ Lip 1 «a<|w| = l+ —I • 
I n J

Доказательство. Зафиксируем натуральное число п и ука

жем метод построения функции /„(») = /л(/, ш). Для этого, как это 
было сделано в работе [4], воспользуемся идеей обобщенной свертки 
с помощью ядер С. Н. Мергеляна
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К (г) =
0<г С

Положим г = г (т, ш) == I* — И>|, w = и+ш, О = R (ш) определим как в 
г п, , , , , , 1 дКь (г)(7) . Тогда для т £ 2 , |ю| =/= 1 Н-- , —т определяется по формуле' ' п 01 (и)}

дКАг) . 
01 («,)

-1/[ —г;—ги /г— |Со5<ч(и>)+
(I \ о / ]

откуда, так же как и в работе [4], заключаем

ПЛ. т

£Ка(г)_ 

д1 (<ш)

дК, (г) 
д1 (ю)

—, 0<г< 
8’
О, г о,

С (* (г)
Л Л(®)

(9)

(Ю)

(И)

&>- = О,

В качестве искомой возьмем функцию

(ш) — и>|) Ш £ 2',

/л («») = ПЛ. т (12)
/(то), |ш| = 1.

Переходя в соотношении (12) к дифференцированию под знаком ин
теграла и пользуясь сооношениями (9) — (10) получим, следуя дока
зательству работы [4], оценку (6). Докажем теперь неравенство (8).
Пусть (еи| = |т| = 1-|------ Тогда имеем

п

пл. ։

ш|) — у у,/ (I) А։/2 (к— т|)

ПЛ. <

< вир 1/(0 • Г Г|АГ։/В (|^ — Ш|) —Кця (И — т!)!^.
։ < (<| <1 + 2. Л Л 

Л л

Остается установить справедливость неравенства
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(к — w'i) —^։/л (к — Ф |d0(^n |w — т|,

ПЛ. t
которое проверяется непосредственно, исходя из конкретного вида, 
входящих в него величин.

Рассмотрим теперь случай произвольной конечной дуги.
Лемма 3. Пусть Ь — конечная квазиконформная дуга, а/(9 

задана и непрерывна в конечной комплексной, плоскости. Тогда 
для всякого натурального п существует функция (9 со сле
дующими свойствами՝.

1) Гл (9 -звДвно и непрерывна в конечной комплексной плоско
сти, причем

ГпЮ=/ (9. если С6Й

2) функция /* (9> С = Е-р։"17 непрерывно дифференцируема по Е 
и по •»} в 2\£1+ 1_ и выполняются следующие условия:

Л
I ^(91 +1^(91 Z ” (|ф (с)| 1 + п)

I Я Г I Ъ П |С֊9| sup \f(r-)—f (z)|, (13)՛

где 9 — тело простого конца ’Ll = ф [Ф (9 • |Ф (91-։ ]> 
И(9={я:|Ф(С)֊Ф (а)|<ЧФ (С)]);

3) Zi(9€Lipl на Ll+L.
п

Доказательство. Искомую функцию построим, опираясь на. 

лемму 2. Пусть / (го) =/ [ф (од)], /»՝(«’)=/» (6 «0— функция, задан
ная формулой (12). Положим

/: (9 =
7 [ф(9]. =

/(9.

Свойство 1 очевидно. Неравенство (13) получается так же, как и
оценка

df„(z) \df,№ z 1Нг +Ьг 1/(9֊ fM

работы [4], путем применения соотношения (6), соотношения |ф' (ш)|^=֊
_ </[ф (го), L) 

• I w| —1
(см. [4]) и того факта, что

(9 . О) РМ») <?7Л(ш) 1 ■ .
д-г} [ дЦ (ш) д1п (ш) ] '

где го = Ф(С), С = 5-|-г% а (го) и (го) — направления, в которые 
перейдут, соответственно, направления
4-606
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{z:fm z = fm С] и [z:Re Re
Свойство 3) следует из утверждения 3) леммы 2.
Следствие. Если С С ext £1+ i_ Л int £3, то в силу соотношения

(13) будем иметь

<т
л I

л sup I/ 
гб Int L, . । О г —— 

-----------------------=м (и, /), 
d(L,Ll+t)

где d (L, L.. 1 ) = inf |z — С|.
*+ г С6А|Х £

Следовательно, в ext Ll+ i_ Hint частные производные функ" 
Л

цни f’n (Q непрерывны и равномерно ограничены при фиксированном 
числе п.

§ 4. Полиномиальная аппроксимация функций 
класса Lip 1

Для построения аппроксимационных полиномов, используемых в 
приближении функций класса С (£), будут использованы ядра 
Кг.т.г.л (С, г), введенные В. К. Дзядыком (см., например, [1], стр. 
429). Приведем две леммы, описывающие свойства этих ядер.

Лемма 4.

= гС£, (14)
4.

гЛе £3 = (С|Ф(С)|=3}.
Доказательство. Тождество (14) справедливо в силу того 

факта, что функция К1, т , я (С, г) при фиксированном г аналитична в 
2, а на бесконечности

Лемма 5. Пусть Ь—конечная квазиконформная дуга. Тогда 
существует натуральное число 1=1 (£) >2, при котором для всех 

и ^С](Г = 1, 2) справедливы соотношения

х £ (*)]"
— - Кг. г.„ (С, < |;_г1[|(:_Яг|+р(/)£(г-)р; (15)

I*. 1
Л')
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Эта лемма является частным случаем теоремы 5 работы [12].
Докажем теперь теорему единственности, которая понадобится 

нам для получения интегрального представления функций.
Теорема 2. Пусть в комплексной плоскости задана функция 

F (С), принадлежащая в ней классу Lip 1 и обращающаяся в нуль 
на конечной квазиконформной дуге L, тогда при всех z^L и на
туральных г, т, I, п имеет место равенство

^-=21 Ю (16)

где =)—многочленное ядро.
Д о к а з а т е л ь ст в о. Зафиксируем z£ L и натуральные числа, 

г, т, I, п и рассмотрим заданную в комплексной плоскости функцию

,,го=( НС) К}.,„<։,.); СÇ2. •
° I о, et/..

Возьмем произвольное число и^>0. В силу леммы 5, при С £ Li+u бу
дем иметь

gz (С) < d (С, L) SUP |Л* m. h „ (С, z)|< n‘ d (С, L), 
՝GLl+u

поскольку Р(,Л î (z)> -7- (7=1, 2).
։+ Г п8

Следовательно, учитывая лемму 1, получаем

J g, (О | < п* у d (С, L) '|Л| п». (17)

^l + U il t-u
Применим к функции gz (С) формулу Грина (см. [10], стр. 148)

J^(QdC-J ^(С)Л = 2/ (18)

(nt £> р ext £ц.ц

Переходя в (18) к пределу при и -* 0 и учитывая неравенство (17) и 
тот факт, что

= (г ). £ £ 2

получим равенство (16).
Следствие. Пусть в комплексной плоскости заданы функции

(С) и (С), принадлежащие классу Lip 1, значения которых совпа
дают на некоторой квазиконформной дуге L, тогда при всех z£L и 
натуральных г, т, I, п имеет место равенство
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-if/■’.гах;„.,..га«)*- НЯг1 ։)Л։- (։”
Действительно, для того, чтобы убедиться в справедливости равен
ства (19), достаточно применить теорему 2 к функции /։ (С).

Аналогично работе [4, стр. 16], с учетом следствия к лемме 3, 
доказывается

Лемма 6. Пусть функция f (z) £ С (L) удовлетворяет усло
вию Lip 1. Тогда при всех z^L справедливо интегральное представ
ление

(20)
2к, J — z к J J О (. (. — z

где функция f* (z) задана в конечной комплексной плоскости, при 
надлежит в ней классу Lip 1, а на L совпадает с функцией / (z).

Пусть / (С) и /‘(Q те же функции, что и в лемме 3. Обозначим 
через Рп (г, f, f'n) полином, строящийся по формуле

л ։«, л л)=5^ ] г. га . га *)л- 4 П՝ . га«> ■ 
I, о,

(21)
Согласно следствию к теореме 2, Рп (г, /, Д') = Рп (г, /), то 

есть не зависит от выбора продолжения /*.
В дальнейшем мы будем часто пользоваться этим фактом при 

оценке величины |/ (г) — Рп (г, /)|.
Лемма 7. Пусть на конечной квазиконформной дуге £ зада

на функция Р(Ч), которая представима в виде

/7(9=г(9 + А(0,
где функция § (С) непрерывна на Ь, а К (С) аналитична во всей 
конечной комплексной плоскости, тогда существует функция 
8* (С), непрерывная в конечной комплексной плоскости и такая, 
■что имеют место следующие соотношения:

г) = ~ Г [Л (9 + Я* (91 к?, а,.. (9 *) л -

о»
»(|Ф<01֊I + -)

~Л՜ —ЧлЛ(*')_*(Сг)|1 <24)



Полиномиальные приближения 223

։де
И' (')—|х: *££, |arg Ф («) — arZ Ф (9)1 < arc sin ‘

I |Ф (9|
Доказательство. Укажем сначала путь построения функции 

(9- Для этого положим £х (9 = # (9), С£2> а в качестве я* (С) = 
= С) возьмем функцию из леммы 3. Оценка следует из нера
венства (13).

Полагая в равенствах (20) и (21) /* (9 = #* (С) + А (9 и поль
зуясь леммой 6 приходим к соотношениям (22) и (23).

§ 5. Аппроксимация функций класса С (£) функциями 
класса Lip 1

Зафиксируем произвольное достаточно большое натуральное п. 
Разобьем дугу £ на отдельные участки следующим образом. Пусть 

и я։—концевые точки дуги £. Положим 9 = г1՛ В качестве 5Х возь
мем одну из точек пересечения окружности с центром в % и радиу
сом р'+ 1 (Ео) с кривой £. Этот процесс будем продолжать до тех пор, 

пока не построим точку Для которой |Ет—1 — ?։| X р’^ 1_(91-1 )
Л

и положим 5т = г։. Очевидно, что тп п. Через 7, обозначим часть
т

дуги £, лежащую между точками 9-։ и 4?. Таким образом, £= II 
я—։

Положим 4/? = |9— 9-||- На каждой дуге ч? с концами 9-1 и 9 
зафиксируем к точек (£^-2) 91=9-1» 9«»"'» удаленные друг

от друга на расстояние не меньшее, чем •

Через /„ (С) обозначим кусочно-полиномиальную функцию, пола
гая при С £

А (9 = Рчк (9 = £./(9.)ГЪ—~ (25)
4-1 ; + — 9'

В силу свойств конечных разностей (см. [6], стр. 44) имеем при С £ £:

/ (9 - (9=19 9ь • • •, !, 9- (26)
В соответствии с оценками, приведенными в [6], стр. 254, справедли
ва оценка

1(9 9ь • • •, 9« /• 91 < и* М + 4/ (9 т,)1, (27)

где щ(5)={*(8) ’ 8 I*՜1
՛, а I» (8) — нормальная мажоранта для к-го мо-

дуля ш*, лг, 4,/(°) (здесь А достаточно велико, — зависящее от
£. и к). Сопоставляя соотношения (26) и (27), приходим к неравенству
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1Л(о-/(о|< нр;+1_(0]- (28>
л

Пользуясь аддитивностью конечных разностей, находим
[С, ?<։>• • •» '«*» /л» -]=Р» ’«։>• • •» ’»*> /« ՝] 4՜ [՝> ։?։>• • •» /л — /, С],

то есть
1Р, е<։, • • •, «,*; /и, 91 < н* [</ (9 I,) + </,]. (29)

Лемма 8. Пусть г^ч. Тогда для функции и (9, 
мой равенством

Ч (9 = и (9 я, п) =/„ О - р,* (9, С £ Ь,

определяе-

справедливо следующее неравенство՛.

|и (9 — и («)!=]« (91 (30)

где
Доказательство. Так как

|и(9֊и(г)| = |[С, Л, С]|,
то нижняя часть соотношения (30) следует из оценки (29). Установим 
справедливость верхней части неравенства (30).

Не ограничивая общности, рассмотрим только случай, когда точ
ка С лежит на соседней к 1, дуге (например, когда С£т?-ц). Тогда на 
7?+1, как было замечено

|и (9| = |Р<ж* (9-Р,*(9|<М^)
и как нетрудно показать, пользуясь известной теоремой Бернштейна, 
см. [13], стр. 26, такое же неравенство будет выполняться для всех 
С6 И? = |С:|С — 69|-С2С-<1ч^г], где константа С^>1 выбрана так, чтобы

<н
7?+1 С н? = {9 |ч — Се/9+1}.

Установим предварительно следующую оценку:

(ф-^)!«֊^, с 6 и,.
“? + 1

Положим д1/, = о, тогда имеем при

1^+и 2.1 Г [Р^НО-Р,»®] -1 , и«
2« и Р֊92 Г^+1

Таким образом, если С у,-,-!, то 

|Р,+1*(9-- р?* (91 = ;[Р?+>* (9- р<* (91 ֊[Р?+и (?,)-Р,* &)1 =
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(Здесь под [$7, С] понимается отрезок, соединяющий и С), что и 
утверждается в оценке (30).

По функции fn ('■.) определим функцию Fn полагая при 
(<7 = 1, т)

/■-(0=2 f Л* <0*4֊ (*Л*(0*, (31)

где [Е/-1, Ъ], (< = 1, q—1)> [??-։» 0 отрезки, соединяющие выделенные 
точки.

Функция Fn (0 локально-аналитична в точках дуги L, за исклю
чением точек So,՛՛՛, с™, причем

~И$=/.(0» С€£х{5о,---, U). (32)
о.

Функция Fn (0 € Lip 1 на следовательно, для нее можно по
строить полином Рп (JFn, z) по формуле (21). Эти полиномы и будут 
использоваться нами в качестве аппроксимационных для функции / (z)

Лемма 9. Зафиксируем точку z£-f7(Q=l, т) и положим
/v(0 = C+A(0 + g(0,

։де
<7-1 Г р

C=C(z,/)=3 J А* (0*4- J А*(0*,

А(О= [ А*(0*»

а и (0 —функция, определенная в лемме 8. Построенная по § (С) 
в лемме 7 функция (0 удовлетворяет следующему соотно
шению՝.

dg* (О

На (К — z|), если С £ int Ll+ i_; |С — z£> р’ j_ (z), 
П ft

H* [р’+ ։_(«)!
—|С—z|, если int Z։+ £;

Pj+ 2 W’ 
ft

>*(K —г|) I f ] , если C£ext £J+ । , 
Lp 7; i(z)J n։+ —■

где константа A^>0 зависит только от L.

(34)
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Доказательство. Соотношение (34) получается путем при
менения неравенства (24) к функции g (С), определяемой равенством 
(33) и геометрическими соотношениями. Действительно, установим 
предварительно следующее соотношение. Пусть С |С —
<Pj+L<Q» тогда

(ад

Неравенство (35) следует из определения g (Q как интеграла от и (С). 
Рассмотрим теперь отдельные случаи расположения точки С в 2.

1) Пусть C£int£J+j_, |С — zfy р’ ։_ (z), тогда, учитывая (24), (30) 
Л Л

и (35), получим
|^| < Aw Ä ® - * (с* * к-

2) Пусть С 6 int 1_ , |С — z|<^ р‘ J_ (z), тогда, в силу (24), (30) 
Л Л

и (35) находим

1Я * 1 [₽i+ 1
Г-frfei15 <։) - *(WI< |C֊4 

Л

3) Пусть С £ ext Ll+ 1_. Тогда согласно (24), (30), (35) и нера- 
Л

Ilf;_ z\ тл
—--- —- , полученному в [4]:

Р՝։" £ (*) I

дС
11М)1֊1) sup 

|С — CzJ eev’K)

Р* (К—г|).

Приступим теперь к доказательству теоремы 1. Пусть / (г) £ 
€ С (£). В качестве аппроксимационного полинома возьмем полином 

Рп (Рп, г), определяемый соотношениями (21), (31) и (25). Осущес
твляя промежуточную аппроксимацию функции / (г) посредством ку
сочно-полиномиальной функции /я (г) (определяемой равенством (25)) 
будем иметь в силу (28), (23), (32) и леммы 9:

I/ (г)֊Л(/Л,г)|<р [р<Л L (z)] -к А Г |А (С)+г» (:)|՛—Ц - 

" * J .(’—л)՜
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где
Р[Р^£ (я)]

Р(Л “(х) |Г’-^՛ если К-*1<р(£1_ М»
* +й " (37)

еслил I г, , 1 ՝Л/յ л

ВеАИЧИНУ 

шения (15):

— /. т, Ո <С» г) можно оценить, используя соотно-

(С, г) <
[р™ լ (*)]"

|С-г|։[|С֊х1 + Р«^(я)Г ’ (38)

Контурный интеграл в соотношении (36) оценивается тривиально. 
Оценим теперь интеграл по (7։, используя соотношения (37) и (38). 
Пусть /=1, 2, положим 0/ = {С:|С—г|^ £ (г)| Г>2/. Тогда

У У Мет]^ 
°/Х°/

-Г[ЬН՜՜?՜ (С'*‘“1՛С [й'т]+К 4,Л НС —гг .и
в/

Р [Р(^ £ (г)] 
Л

Р£ 1>) 
Л

Х[р« «]-- • ( ( <֊ И?I -
о/\с>

как только т>[4-Н]+1.
Учитывая неравенства (36) и (39), получим утверждение теоре

мы 1.
В заключение авторы выражают глубокую признательность

В. И. Белому за постановку задачи.
Институт прикладной математики
и механики АН УССР, г. Донецк Поступила 30.XI.1979

Վ. Վ. ԱՆԴՐԻԵՎՍԿԻ, и. '4. ԳԵՐէքԱՆ. Բազմանղամային մոտարկումները քվազիկոնֆորմ 
աղեղների փրա (ամփոփում)

Կոնֆորմ ինվարիանտների մեթոդի միջոցով ապացուցված է մոտարկման ուղեղ թեորե
ման աղեղների վրա կարգի հարթ մոդուլների համար, որոնք կարող են լինել անուղղելի 
իրենց ամեն մի մասի վյրաւ
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V. V. ANDRIEVSKY, S. P. GERMAN. Polynomial approximation 
on the quaticonformal arc* (summary)

It is established the direct theorem of the approximation theory in terms of the 
modules of smoothness order k > I on the quasiconformal arcs.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОИ ССР

Մաթեմատիկա XVI, № 3. 1981 Математика

Г. К. ОГАНЕСЯН

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ ИЗ КЛАССА 5,

Введение

Изучение свойств рядов Дирихле

я«! 

показатели которых линейно независимы над полем рациональ
ных чисел, было начато Г. Бором в связи с изучением поведения 
С-функции Римана ([1], [2]). Пользуясь свойствами таких рядов, в 
теории С-функции удалось получить различные результаты об оцен
ках С (<։-{-Л) при / —• оо, В основном это были ^-результаты (от
рицание 0-результата), которые оказались бы точными, если бы уда
лось подтвердить гипотезу Римана ([2])- М. Кац и Р. Штейнгауз 
([3]) заметили, что свойства экспонент {еДя4Г}^.։ с независимыми по
казателями похожи на свойства независимых случайных величин. Ра
боты А. Винтнера, Ван Кампена, Р. Керчнера, Р. Хартмана ([4], [5]), 
где имеется обширная библиография, были посвящены доказательству 
существования, вопросам гладкости функций распределения

Нйе/(гг) =Дт т{х€[—Г, Г]; Ее/(х)<у|,

Т]; 1т/(х)<«,} 
* “* ш Д I

для боровских почти-периодических функций. В работах этих авторов 
были изучены также и многие другие вопросы теории рядов Дирих
ле. В настоящей работе будем рассматривать ряды вида

00 < Хд , Л>
. . £ а« е (1)

Л—1
где

7 - л<’) 1<8>... 7 — (г „ ... г »
'•л — \*п , АЛ < , лл )։ х — 1Х1։ х։, • • •, Ху),

<4 ;>=Х и
к—1

линейно независимы над полем рациональных чисел.
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§ 1 настоящей статьи посвящен формулировке основных теорем 
о пространствах Безиковича Вр функций /V переменных. В частности, 
доказывается, что для любой функции класса Вг существуют относи
тельные функции распределения

икс / (//)= нг яе/(^)= ։*т 1Г) т.л/ т (х€[ Л Лл; Ке/(х) <^), 
Г-»- Т«~ I )

1 - - (2)
Н1п./(у) = 1։т нг,1т/(у)=' Вт т {х£[—Г, Г]"; 1т/(.г) <у).

Существование пределов (2) дает возможность трактовать функ
ции класса В1 как случайные величины. Однако относительная мера

!А(<2)=^(2Т?т’<2п[՜7’’
не является а-аддитивной. Поэтому такая трактовка позволяет дока
зывать методами теории вероятностей лишь те теоремы, “которые 
фактически являются теоремами не о случайных величинах, а о функ
циях распределения.

В § 2 доказываются теоремы, на основе которых можно судить 
о свойствах коэффициентов ряда (1}, если только известна скорость 
убывания функции

1 ֊ Р/ (у) + И/ (֊ у), 
где р/ (у) означает одновременно и Рке /(у) и рп,, /(у).

§ 1. Независимость в пространствах Вг

Функция / (х) принадлежит классу Вр (р > 1), если /(х)££л 
([— Т 7’]*) для любого Т > 0, и для всякого е > 0 найдется тригоно- 

п ֊*■ -►
метрический полином Р (х)= 5] а* е։< х** х > такой, что

*-։
г “ ЮТЙ [ 1/(х)֊Р(хИ’

1 ) и
[ - т,

Норму функций /(х)^Вр определим формулой
м -» ___  11 Р — «11/0
= Мр/(х)= Нт —у - |/(х)|р </х .

т ■*“ I 1) V ]
[-7, ■F}N

Справедлива теорема о полноте пространства Вр, принадлежащая Бе
никовичу ([6]).

Если / (х)^Вр, то /(х)^В? при <^р՝_Поэтому класс В^ являет

ся самым широким. Для функции / (х) £ В^ положим

»»г.яе/(у) =-֊- 7п{хС[- Т, ТУ-, Ке/(х}<у},
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^.»/М—тЙС-Г, 7Р;

Каждая из функций Рт. Re/(y) и pr.jm/ü?) непрерывна справа.
Здесь же отметим, что для классов Вр функций одной перемен

ной результаты этого параграфа были установлены в работе Е. М. Ни
кишина ([7]). Перенесение этих՜ результатов на функции многих пере
менных требует определенных модификаций, что и проделано в этом 
параграфе.

Лемма 1. Для комплексных г равномерно по Л (А — лю
бое) существуют пределы

I- т, r\N

- '1 Z (г +’1*)'՞*
2 А (М*) • • • Jn,n (Ul Z) е 1 *-՛ \ 7 J

Л|, /л,.---, тп ֊ —* (3)
ж, kf>+... + m(,k<t”_O

И1’^)+...+тях<,л’и

Х։п р (z) = Hm. ֊-N J е* *“ dx = 

1-7. Т]"
Л

_ '2 ?*т*
2 CaJ 4- • • /шл (Н *) « *■’ • (4)՜

ЛХд, л • • •, ТП п •• —՛ ••
-.4։,+ -+тп4։,-0

-,\|1#’+;'.+я. х‘/’ =о

Здесь

— " /< .. Х> " 1Р(х)-2 а.е<։> =Х 1»*1'
»-1 Л-1

— произвольный полином Jk (s) — k-я функция Бесселя, ряды, 
представляющие XRe р (г) и Zim р (г), сходятся՛ равномерно при ]z|<L 
֊< А, T* = arg а*.

Д о к а з ательства. Имеем

Re Р (х)= 2 |а*| cos (XJJ) хг + — • + 
t-i

Im Р (х) = 2 |а*| соз[ -- - Х»> хх-----------XN _ .
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Воспользуемся формулой ([8])

e։t cos V _ im Л W е'“т- (5)

Равномерно по |г| •< А

/*(*) = О (6)

и следовательно, ряды (3) и (4) сходятся абсолютно и равномерно в 

круге Представляя е1х^еР(х) в виде произведения рядов, по
лучаем

1г |О*| со» (Х^*\г։4------нх» ^Y+?»)
1г |а*| сот (Х^х.+.-.+Х^’-Гд, +П)

п
/л։ (>.*, \ti4---4 Х^\гуу+рф).

/т (|а*| г) в

2 /«. (W z) • • • Jmn (]ал| Z) X
/Л|, /п>։**-, тл— —••

х ехр Iz (тк)+ 2 тк Х1+ —x'v) +s m* <p*l •
1 ՝1 ‘-1 7 *-։ t-i J

Отсюда следует

/Ль-”. тя - - •

x expMy2 m*)+1 s /n*x(*) X+ • • -+(s m* ?4)
1 \2*-> 1 V-l J J £1 )

Интегрируя, получаем

(2T)N f e‘zRePM dx= /«.(laj*) • (И-|«)Х

[-֊r, nN — ш
mi + • • • + nn кд =0

‘Si(r+’*),n* 2
Xe + ---

|m, X*!* +... + zn?1xJI1,| + ...
41Ж։хГ+...+ .в^1>0
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Здесь П' означает произведение, в котором 2 т*
*-1

Зафиксируем г > 0 и разобьем последнюю сумму на две части 
так, чтобы

12.1 = 2 У®. (|в1| *)• • • У-я (|а„| д)Х

|т,1 + "«+ |»«Л|>£ (•)
|ш, Х^’ + ---+Л1лХя։| + -.-

+1Ж|л|* ^+--*+тяХ^л \>0

0
2 1У-. (М zY--Jmn (ia«|z)|< -

Izn,!+•••+ Л1Л|- 4(i)
Jm, Xj ^ + *՛ + тл Хл \+*>-

4-lm, Xj + ••• + mn rn l 0

при всех 1г] < А. Теперь выберем Го (в) так, чтобы при всех]г| <Л и 
Т > Т9 (в) было

Окончательно получаем 

I—T, TjAT

при |е|-СЛ и Т> То.
Аналогично доказывается равномерная сходимость в (4).
Из оценки (6) следует равномерная сходимость в (3) и (4).
Следствие: Если показатели полинома независимы, то-

XRe р р (г) = Jo (|aj «)• • - /о (|an| z).

Лемма 2. Существуют пределы

HRe/ (у) “ lira Hr,Re/(ÿ), Нш / (ÿ) = Hm PT, Im/ (ÿ). T-. « Т — «
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Доказательство этой леммы можно провести в полной аналогии 
с доказательством для функции одной переменной классов Вр, кото
рое сделано в работе Е. М. Никишина ([7]).

Определение!. Последовательность '{/„ (х)1£-։ функций из 
Вг назовем независимой, если для любого конечного набора функ
ций /п„ /п„ ■••>/«* выполняются равенства

Хи* (/«,<-—+/„*» (0 = ֊ (О»

йга (/„,+• •4֊/я>)(/)==։ ՝/։т/я> <*) ' ' * 7-|т/л* (0 >

где

1-7. П*

1-7. Гр

Из этого определения следует, что функция распределения сум
мы Няе / (у) (или рчп» / (у)) является сверткой функций распределения 
слагаемых, т. е.

НЯе/ (у) = Нй։/Я| * Рйе/я, * •" * (у)

(под сверткой как обычно, понимается
•О и

(у) = У (у — 5) (0 = У14 (у—;) </рх (£)).

— — а*

Из леммы 1 следует, что |е‘ '«•■»>•“ является последователь
ностью независимых функций (в смысле данного выше определения), 

если показатели [Хя)“_։ линейно независимы над полем рациональных 

чисел. ((>֊«)Г-1 линейно независимы, если линейно независимы 
•■•.ЮТ-

Определение 2. Функция / (х) называется периодической 

с периодом Д = (Д1։ .. •, д„), если / (хх + Дх, х։ + Д։, • • •, хдг + М = 

{хг>‘' •> хл) для всякого х=(х1,- • хлг).

Пусть / (х) периодична с периодом Д = (Д1։- • Дл-). Если

- / л’ —
/(х) 6 X [0, А, ]), то / (х) € Вр и

\1="1
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1*пе/(у)=7—~~771 Iх 6 х I0’ Д'Ь Ке/(х) 
Дх • • • Д,у | '-։ )

Нш/(у) = -—^——/п|х£ X [О, Ад]; 1т/(х)<Д> 
I '-։ )

а для характеристических функций имеют место равенства

7.й։ , (0 =---- - ----  [ е“ Ие/«<1х,
Д1՛ • • Л

X 10, Д/ I*

'4т/ (0 = ֊----- Г е"1п> ’ 1х) *•
Дг-.-Длг^

■ Л«0'1"
Приведем еще один пример последовательности независимых 

функций. 
-* “♦>

Лемма 3. Пусть (х), /։ (х),-------периодические функции с
периодами

Дц Д»» • • • 5 /я (х) £ ( х [О, Д/] ) •
\/—։ /

Если последовательность

. АГ
1д I 1л'.’1' "■* п

независима над полем рациональных чисел, то /л (х) независима.

Доказательство. Для простоты будем считать (Л,(х))Д1 
действительными функциями. Положим

% (х1։ • • хлг) =/„ (АП) хх> • • - , Д<") хн).

Функции фп (х) имеют период 1 = (1, 1). То же самое можно

сказать о е,**Л{х>. Имеем

Х/и(г)-] е"/л^)£/х= у е/г+"<^х.

Далее

X (0. Д^!
*=.։

5-606
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Пусть т* (х1։ •••> ху) —прямоугольные Фейеровские средние ряда. 
Фурье функции ег (последовательность функций (е (11 лл’М} 
образует полную ортонормированную систему в пространстве ^([ОД]*) 
со столь большим номером, чтобы

I |т*(х) —е |Лс< (2я —1)2՞՜’ 
|оТ 1)"

Хорошо известно (см. [9]), что |т* (х)|-*С1-Заметим, что первый, член 

полинома т* (х) есть Г е* ^Лк <х) Ух. Из (7) получаем
I». ц"

С П’*6^-Х+Л<7>>՛ ՝ т^*-։ А"*

где |Л (Т, е)|< в. Легко видеть, что в силу линейной независимости

1. * Г г-1 /х \ ■* гтГ ‘^лкМт'Ш (2 ПИ ) П ) Лс = П I е Ух.
|-У, \ДЯА / *“։ [о, и«

Из этих соотношений следует, что для любого числа в^>0 найдется 
То (в) такое, что при всех Т То (в)

Лемма 3 доказана.

§ 2. Ряды экспонент с неаавнснмымн пои я яя тел ямп

В дальнейшем мы будем рассматривать только функции из В։։ 
Если / (х) Вл и действительна, то, переходя к пределу в равенстве

У* *6*г,/(у)г
[-г. П

г
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получим

Ик«
—- «в

Обоснование возможности перехода к пределу следует из՛ тео- 
ремы непрерывности ([10]).

Теорема непрерывности. Пусть Ф, (х)(— со<х<^ое)— по
следовательность функций распределения (т. е. Ф, (— оо)=0, ф, (сс)=1 
и Ф, (х) не убывает). Если

е‘а </Ф, (X)

при у —• ео сходятся к непрерывной функции Х(?), то существует 
функция распределения Ф (х) такая, что Ф, (*)-* Ф (х) в каждой точ-՜ 
ке непрерывности Ф (х).

Теорема непрерывности сохраняет силу и для случая, когда у 
изменяется непрерывно. Для формулировки нашей теоремы введем 
функции Н (у) и Н* (у). Пусть Н* (у) — положительная, непрерывная, 
строго возрастающая функция на [0, 4֊ оо). Функция Н* (у) опреде^ 
ляется соотношением Н (Н* (у))=у +1, или же = (у+1).
Предположим, что при некотором а^>1

^1. (8)
У

Справедлива

Теорема 1. Пусть А(х), /2(х),-------периодические с перио-
♦

дами А1։ Д։, • • • функции из Вл, для которых

М/п (х) (1 ։ (УУ)
ал ••• 

.V 
X 

*-1

Предположим, что независимы и

/„(х) </х = 0 (и =1,2, 

о, 4‘)]

/(*) = 2 /л(х).
Л" I

Пусть, далее
1֊1‘/(у)+|‘/ЬУ)-О(в-^»).

Тогда
(9}
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при любом е^>0. Здесь

а Iх/(у) означает одновременно и Ря«/Цг) м 11|п> < (и)-

Сперва докажем теорему в случае, когда функция / (х) действи
тельна.

. В дальнейшем нам понадобятся следующие две леммы, доказа
тельства которых приводятся в работе [11].

Лемма 4. Пусть функция / (х) ] довлетворяет условию (9) 
Если

’ 1-г. Т\^ 

т° ]•/./ (г)| < с е|։| .

Лемма 5. Пусть Н (б)—положительная, монотонно возра
стающая, непрерывная функция, которая при некотором а > О 
удовлетворяет условию (8).

Пусть {г*|Г— последовательность нулей функций

(*) = У «"* (у)

— м

с учетом их кратности.
Если

|Х/ (х)| -С с е^г>н «։|)։ 
то

“ 1
£։ЯЧИ)Ы1ог։+*|^1 < + °0՜ •

Доказательство теоремы 3. Зафиксируем произвольное 
число л.

Т огда

/<х) = /л (х) + (х), где (х) = 2 /„ (х). (10)
**Л

Пусть X/ (2) — характеристическая функция / (х), Хл(х) и ՝Х?я (г)—ха

рактеристические функции /я (х) и <ря (х) соответственно. Для всех 
действительных чисел г имеем

I7 £ — Х/ (г)1 < Ы /к (х)-/ (х)) • (П)
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Из независимости функций {/я (х)«1 и неравенства (11) для всех дей
ствительных чисел х имеем

X/ (х) = Х/(| (х)-Х^ (х).

Отсюда получаем равенство
*/(х)=ШШ (12)

По теореме единственности для аналитических функций, функцию 
X/ (х) можно продолжить на всю комплексную плоскость с помощью 
равенства (14). Для функции распределения имеет место равенство

Р/ (у) = н/я (у) * ^=„ (у)-

Из теоремы Леви-Райкова (см. [12], стр. 77) следует, что для функ

ций /„ (х) также справедливо соотношение (9). Из равенства (12) сле
дует, что все нули функции Х/я (г) являются нулями функции X, (г); 
В силу сказанного и из лемм 4 и 5 имеем

У, ------------- ----------------< + «>, (13)ЙН‘(|хЯй|)|хЯ4|1оя^*|хЯ4|

<«>ь=1 и«»!

где {х„4)Г— последовательность нулей функций с учетом их кратно
сти. Введем обозначение

_ 1 _ 1_
2 12

Р(у) = {Н'(У )}֊'-у .

Воспользовавшись условием (8), получим Р(у)-у~1 !• Отсюда сле
дует, что Р (у)—полуаддитивная функция (см. [13], стр. 105). Из (13) 
и (14) вытекает, что

Р<?■ М/ <н՝(МК11ов—1«.,|<

Тем самым теорема в случае, когда / (х)— действительная функцйя; до* 

казана. Пусть / (х)—комплексная функция. Положим

я;(у)=я* , или Нг (у) = Н *
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Функции Н' (у) и Я1 (у) удовлетворяют условиям теоремы. Следо- 
вательцо

$ н{ (15)

Здесь а° = тах (оя, %), где

, ,_____ 1
в/,= ]/д<1)... Д<л')

)/д(1)... д(лоа =

Из .неравенства (15) следует

7-1 Я*
<2Е — 

"“»Я*

о’.2։+«

0° 2‘+‘
оо.

Теорема доказана.

Если /я (х) = а„ е 
ремы 1 вытекает

(п > 1)» где Ря}Г независимы, то из тео-

Теорема 2. Пусть / (х) = 2аяе и (М“ независимы.

Если
1- Р/ (у) + ?г(-у)=О (е֊>"<’> ),

то
1

Я*

»Л« Н/ (у) означает одновременно и Ме/(у) и Нт/(г/).

1. пусть -------периодические с перио
дами Др д„... Функции из В։, для которых

(■')=’ 7(1) 1 А(ЛГ) [ А(х) с/х = 0 (и = 1, 2,-. 
“я • ' •ая я

И
X (0. А <*>]Ь_1 я ‘
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(1 ]- что 1— I независимы и
|Л-/1

Предположим,

/(*) = 2/«(*)•

Пусть
1 — Р/ (у) + Р/(—У) = О(е-у<)

при некотором д'>2, тогда

у 0? -•---------- г- < + °°£1 » , ։+• 1Я_1 1оу —
°я

для любого е>0. 
Следстви е 2. Пусть

/я (х) - 3 а„ е‘ < к" х > и ( ХЯ)Г 
п “1

независимы. Если

1 — Р/ (у) + Р/(—У) в 0(е՜*’)» 
то

2 и՛47 , .1.1 < + °°
'°г Ы

при любом е > 0.

Следствие 3. Пусть Д(х), /։(х),• • • — периодические с перио

дами Д1։ Д։---, Ад,--՛ функции из /?։, для которых
■* 1 - АГ ...М/п(х)=- ֊֊ —1Мх)|д.(Х[<), Д<Ч) = 0 (п=1,2,...).

Уд<։,...д?

Предположим, что независимы и

/(Х)=2/«(Х).
л—1

Пусть 

тогда
1 = Р/ (у) + И/ (- у) = О(е-'у),

Следствие 4. Пусть
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/(х) = շօ„Հ<։'՚Հ> и (Հհ՜
л—I

независимы. Если
1 — 1*/ (у) + Р/ (— У) ~ 

ТО

'°8 ւ«.ւ
В заключение выражаю благодарность моему научному руково

дителю, профессору Е. М. Никишину за постановку задачи и постоян
ное внимание к работе.
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ни. К. Маркса
л . Я՝*-”' •;

Գ. ։». ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. в2 դասի պարթեոօկան ֆունկցիաներով կազմված շարքերի մասին 
(ամփոփում)

ԴՒէ”4 (/*(01" -* ԲեԳՒ1է"։1ՒւՒ В1 4*“Ւ ֆիկցիաներ են, րնդ որում ք (ք)Հ, ունի 
~ JV
ձչ պարբերություն և քՀ-ի ինաեղրսպք У.(0, ձյ)-»Հ=Օ>

Օրոշ պայմաններ գնելով

/(3=2/*(0

ֆռնկցիայի խարակտերիստիկ ֆունկցիայի վրա, ապացուցվում է, որ

V ’*---- 7T\---------- 7TV < + 00 (Vе>0);2 Н*рЛ1ог>+*/2Л
l/di, (0; ձ*) 

= ՜՜ -
V Д*,г Д* î - • • ձ*, ,v

Այստեղ H* (yj ֊բ որոշակի պայմաններին րավարարող ղրական, մոնոտոն աճող ֆոլէկ- 
ցիա 4«

G. K. HOVHANNESIAN. On the teriet of periodic function։ from the clatt Bt 
(summary)

Let (/*(0)։ • b® the sequence of functions from the Besicowitch class B2, fk(t) is

periodic with period A* end the integral of ft (t) by (0, A*) equals 0.
Under some conditions on the characteristic function of. the function

/й=2 АЙ
it proves, that

CO (ye > 0), 1/h. (Q;

У՜ да.1 - A*. 2՛ • • Д*.

Here H*(y) Is a positive, monotonously growing function which satisfies some conditions_
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

В нашей работе [1] было допущено несколько опечаток и неточностей.

—-11) На стр. 339, 11-я строка сверху, в выражении С?2 ( cos =0 буква хлюп-

КП-
2) На стр. 344, в оценке V2A(z, у) в средней зоне |z|x |tf| должно быть

----------- -- Как видно из дальнейшего, это не влияет на доказательства последующих яе- 
к-у|Л

равенств.
3) На стр. 345—346, в оценке интеграла /, допущена неточность. На самом деле 

нужно различать два случая: а) |х| < 4 |х| и Ь) |х| > 41х|, где я = (х, f) £2 и х£82. 
Заметим, что всегда |х{ > |х|. Соответствующие интегралы обозначим через /2 и Jj- 
В первом случае будем иметь

/а < Д, f |уГ‘ / (у) dm.,-1 (у) = Cf* (х).
|У1<2|х|

Непосредственно, по неравенству Гёльдера проверяется, что

Г<(х) а(х) |х|* rfm,-i(x) < сС/(х) а (х)|х|* (х).

Э'_> ди

Второй же интеграл оценивается точно так, как ато было в нашей работе в оцен
ке J2.

В связи с вышесказанным в неравенствах (3) и (7) работы [1] правые стороны 
должны быть заменены на C(f*(x) + f (х)).

4) У нас некорректно сформулирована и доказана теорема 2. На самом деле извест
ная весовая максимальная теорема Б. Макенхоупта (см., напр., [2] ) верна и для любой 
липшицевой поверхности. Доказательство при этом не меняется. Применительно к на
шей ситуации конической области и весовой функции w(x) ■= а(х) [х[ » мы будем 
иметь:

Теорема 2. Пусть максимальная функция f* определена как в [1]. Тогда для 

любой функции f CLP (82, а (х) |х|а </тя_։ (х)), 1< р< оо, при выполнении условия

-(п- 1)с < а < (? — 1) р(п — 1)(р — с) 
будем иметь

J (/* (х)У а (х)|х|« An,.., (х) < С j |/(х)|' а (х) |х|« dmn-i (х).

В связи с этим в формулировке основной теоремы 1 первое из условий на показа
тель а надо заменить на условие (1).

А. Э. Джрбашян
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