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/սմրագրսւթյռւնը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կեյ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա սՄաթեմատիկա* ամ

սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամոլ/ը 

(այսինքն' ոշ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ)։
Մեկ տպագրական մամույը գերազանցող »ավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա

րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր։
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ և քննա դրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, դրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

8. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

?. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավսձք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզարանու-

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, սրտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանք հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ, Գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա 'Մաթեմատիկա.,
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР՜Աաթեմասփկւ XVI, № 2, 1981 Математика

Выпуск посвящается XXVI съезду КПСС

В. М. МАРТИРОСЯНО ЗАМЫКАНИИ, МИНИМАЛЬНОСТИ И БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ ТИПА МИТТ АГ-ЛЕФФЛЕРАВ УГЛОВЫХ ОБЛАСТЯХ
Введение1. (а) Известна следующая теорема Мюнца—Сасса в обобщенной формулировке [1, 2].Теорема (Мюнц—Сасс). Пусть {Х*|® (Йе >>*>0)— последо

вательность комплексных чисел и —кратность появления числа X* 
на отрезке {Ху}*. Для полноты в £։ (0, 4՜ со) системы {е՜*** х’*՜1}” 
необходимо и достаточно, чтобы

2 (1 + |Х*|։)-։ Йе X* = + со. 
*-։М. Л1. Джрбашяном {2] был исследован вопрос о полноте систем функций, порожденных целой функцией типа Миттаг—ЛеффлераОО
^=з г. 5 п р>0)’ 

я-0 Г (р+пр՜1)и был установлен критерий полноты этих систем. Чтобы сформулировать соответствующий результат, введем обозначения.Пусть а, р, ш и р — вещественные параметры и
ձ 
2

а
2а—1

(И < 1, р =-------
2рОбозначим через £2, а» (0, + со) гильбертово пространство измеримых на (0, 4֊ со) функций / с конечной нормойг (•* П/2

«, (о. + -) = Н I/ (х)|։ х" бх < 4֊ ос-о ‘Пусть, наконец, {>.*)Г / '|аг£ Х*1 — ) — последовательность комплекс-\ 2а /ных чисел, а —кратность появления числа X* на отрезке {Ху}*.Следующая теорема является обобщением вышеприведенной теоремы Мюнца—Сасса.Теорема (М. М. ,Д.ж р б а ш я н). Для полноты в £2, ш (0, 4՜ °°)
•системы функций ■



gg В. M. МартиросянmJ (х5 М = £}'*"”(֊ X* х; и) л'* -։ (Л = 1, 2,- • •) 
необходимо и достаточно условие

X2 (1+1>*|։')՜’ Re = +со,(6) В связи с теоремой Мюнца —Сасса Л. Шварц и А. Ф- Леонтьев рассмотрели вопрос описания .функций, принадлежащих замыканию системы {е՜**՜*}“, в случае ее 1-неполноты в С [0, 4֊ со] или Lp (О, 4՜ °°)> р > 1 [3, 4]. Однако в этих исследованиях не была дана собственно внутренняя характеристика замыкания системы {е х*’г}։ •М. М. Джрбашяном [1] было дано полное 'внутреннее описание замцкания системы |е՜’* ж xSi ֊I j“ (Re >֊*> 0) в”случае ее неполноты в £, (О, 4֊°о). В работе С. А. Акопяна и И. О. Хачатряна [5] этот результат был обобщен и было дано полное внутреннее описание замыкания системы (ш’ (х; ).*))’ в случае ее неполноты в Li, л (0, 4՜ ог')~(в) Другие обобщения теоремы Мюнца—Сасса были получены в работе М. М. Джрбашяна и автора [6]. Там был установлен критерий полноты системы |е֊х*2 г2*՜1)“ при среднеквадратичном приближении в угловых областях. В случае неполноты таких систем в [6] было дано полное внутреннее описание их замыканий.В совместной работе А. Е. Аветисяна, С. А. Акопяна и И. О. Хачатряна [7] был установлен критерий полноты систем՜ функций типа Миттаг—Лёффлера на конечной системе лучей, исходящих 'из точки z =0.2. В настоящей работе рассматриваются вопросы полноты, описания замыкания, минимальности ‘и базисности систем функций, порожденных целой функцией типа Миттаг—Леффлера*. Эти рассмотрения ведутся в пространствах голоморфных в угловых областях функций, которые определяются следующим образом.//<“) [Д (у; х)] (0 < х — у < 2п, —1 ш < 1) — это пространство функций F, голоморфных в угловой области Д (у; х) = [z: у Arg z<^ <. х). и таких, что +a = suP ] [ l/7(re'’1)|։ r“ </rl < -К“.' '!<?<’ I J J0- : ։Аналогично определяется пространство [û*(y; '■)] в угловой области Д*(у_; х) =С\Д (Ь. х).Такие пространства функций в угловых областях впервые были введены и исследованы М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном [10]. (см. также гл. VII монографии [11]). Ими же впервые было установ-
Результаты данной работы были частично опубликованы в заметках автора՛



О замыкании систем 87лено, что в том случае, когда Д (/_; x)={z: Re z^>0} (т. е. когда
7Г \ Т^( 0) Г a / '* *W I/ = — —, х=—), класс /12 △ (------- ; — 1 совпадает с известным2 2 [ \ 2 2/Jклассом Я, функций Ф, голоморфных в правой полуплоскости и удов՛' летворяющих условию

г Р 1sup I |ф(х + 7у)|* лД<4-ОО.0<дг< +- ( J JВ § 1 данной работы приводится ряд известных результатов от* носительно пространств [Д (/; х)].В § 2 рассматриваются вопросы полноты и описания замыканий систем функций типа Миттаг—Леффлера. Эти системы, определяются следующим образом. Полагая, что1 14-ш+р— <1------- О, —1 <С“ < 1, ---------- -г2 х — х 2рс последовательностью(МГ (z-b֊< Arg ).*<x-2L) •\ 2р 2р /ассоциируется система функцийо>; (z; h) = E^ ”։).(Х»г; и) z"*՜1 (Л=1, 2,- - ).В том же параграфе устанавливается, что расходимость рядаОО2 (i+M^Re [е'й*Р, (Г)'4-1
является необходимым и достаточным условием полноты в ['Д*(х> х/ системы (о)' (г; Х0)“. В случае неполноты этой системы в (х;‘х)].дается полное внутреннее описание ее замыкания.§ 3 посвящен вопросам минимальности и базисности систем՝ {<«* (ж; Х*))1". Устанавливается, что сходимость ряда (1) необходима и достаточна для минимальности системы И* (г; X*)]“. В случае минимальности такой системы строится биортогональная с ней си'стема.В заключение устанавливается следующий критерий базксности1 системы (ш* (г; X*))®.Пусть последовательность (Х<“>)® определяется следующим об* разом: Х1И) = (|Х*|- (|Х*|«֊₽ Re (^’>М₽)2х* )’/» (к = 1, 2, • • •)*Тогда, если выполняются условия



В. М. Мартиросян88 п |(^)'-^У-|>0. ,ир !,.)<+«.,>(«'■’> Л*Р+ (еМ.*)’ 1>.у|Х4то система [Ц*0 <•»' (д; )*)]Г является базисом Рисса своего замыкания в метрике [Д* (у՛, «)]• Если же хоть одно из этих условий нарушено, то система {<»? (я; >֊*)}“ ни при какой перестановке членов не является базисом своего замыкания (в той же метрике).При установлении результатов настоящей работы вопросы замыкания, минимальности и базисности системы [ш* (г; >.*)}” сводятся к соответствующим известным [12] результатам для определенных систем простейших рациональных дробей. Этот переход осуществляется с использованием преобразования типа Бореля, построенного М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном [10] (см. также гл. VII монографии
ЛП).

§ 1. Предварительные сведения и определения1 (а). Пусть 0<х —/<2к ид (х; ») — {« Х<Аг£ г < X, 0<|г|< + со], д* (х; *) = {։: *<Агг я<х + 2к, 0<|я|<-|-оо)-— взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной плоскости С.Полагая, что ш изменяется в пределах —1<и><^1, обозначим через [д (х; *)] класс функций Г, голоморфных в Д (у; х) и удовлетворяющих условию + *• гр 11/2ИК а = зир ( I И (ге/’)|։ г01 бг I < + со.х<т<»IJ )иАналогично, через [Д* (у; х)] обозначим класс функций Г, голоморфных в Д* (у; х) и таких, что+ -ар/2|Г (ге(’’)|։ г՝“ Фг <4-ос.]оЗаметим, что между классами [Д (х>х)] и //<“> [Д* (/, х)] нет никакого принципиального различия, поскольку [Д* (у; ■/)] = = /^“)[Д(х; х + 2к)] и класс Н'^ [Д* (у; х)] мы вводим для удобства.(б) Приведем некоторые свойства классов [Д (у; х)] (0< х —Х<^ < —1 <։»<!), необходимые для дальнейшего изложения.Справедлива следующая теорема (см. [11], теорему 7.5 или [12], теорему 1).Теорема А. Для любой функции [Д (у; х)] справедли
вы следующие утверждения:



О замыкании систем 891°. Почти всюду на границе д\ (у; х) угловой области Д (/.; х) 
функция Е имеет угловые граничные значения Г (С), причем

{г V/։
|/ЧС)1։1С|'|Л1 <+*>;ад (г։ »>2°. Имеет место интегральная формула1 Г Г(С)^_ |Г(г), г£А(х; х),2к/ 3 г, — г [ 0, д £ Д* (х; х),ад (*; ։)

где направление на (/; х) совпадает с направлением йвлежи- 
тельного обхода области Д (՛/.; х).В силу утверждения 1° этой теоремы в [Д (х; х)] можно ввй-' сти скалярное произведение* равенством

(ЛС)г,.= [ Г(С) С(Г)|С|»|< 

ада>»)где Г (С) и С (С) — граничные значения функций Е, [А (/; х)].Имеет место следующая теорема (см. [12 ], теорему 2).Теорема В. Справедливы утверждения՝.1°. [Д (/; х)] со скалярным произведением (Е, (7)г, ■ являет.-՜ 
с я гильбертовым пространством՝,2°. Нормы 00 и ИК» эквивалентны, именно, ֊ к. и < в л»м-’ ։д (к«)].Замечание. Поскольку [Д* (х; *)]//^[Д (х;]х+2Л)]> то ут-՜ верждения, аналогичные теоремам А и В, справедливы и для класса /^”)[д*(х; *)]*2. В работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна [10] (см. так" же гл. VII монографии [11]) для функций классаЯ։[а; ш]=//։ш)Г Д (- -АУ- <а< 4֊ со, -1 < ® < 1 [ \ 2а 2а/]\2было построено преобразование типа Бореля 67Р, р. (С; Е). Для этого прежде всего вводились два вспомогательных параметра р и ц, где
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(С; Г) = р («֊« 9* с֊1 / (ге֊'#) е ֊« Л-,о . • (2)
рассматриваемая в области Д^» — —; »+ —у (при этом рассматриваются те ветви функций (е~'8 С)м и (е-'*С)», которые на луче аг^С = ^ принимают положительные значения). О свойствах функции (С; А) справедлива следующая теорема (см. [111, теорему 7.6).Теорема С. Пусть

Г^Н, [а; «]Тогда справедливы следующие утверждения՝.1°. Для каждого значения & 6 (— —". —) функция (2) голоморф- \ 2а 2а /
ла в области Л (0——; 0+ —) ;I \ 2р 2р /2’. Существует функция Ср,р.(^; /"), голоморфная в области. / « « \ .1- 1.1Д {------- ; — ), где — =------ 1------ ,\ 21 2-Г/ I а р
Л такая, что для любого

^<С;Г) = Сг.Пг.; П, С6А Р֊֊! ‘Г+ \ 2р 2р /3°. Функция Ср, и (С; Т) принадлежит классу

Н։[ъ-<»]=^-»[ д/ «\ 2-г 2-Г/.1
и справедливо неравенство*

Юе. и (С; /)Ь. _» < Г'2.у— 1^, м-.Таким образом, преобразование типа Бореля Ср, я является ограниченным линейным оператором, отображающим
Из теорем 7.6, 7.7 и 7.9 монографии [11] легко следует обратимость этого оператора, а также аналитический вид обратного оператора. Именно, справедлива следующая

Этого неравенства нет в формулировав теоремы 7, 6 монографии [И]. Оно 
дголучено в процессе ее доказательства.



О замыкании систем

Теорема Д. Пусть — о. параметры< а<С՜!՜ °°1|1 и 7 определяются из условий.« 1 + и + Р 1 1 1р>------- , 1* =------------- -  , — =------ 1-----2а—1 2р 7 а р
Пцсть, далее, дб (------- ; —) —граница области Д (------ ,У \ 27 27/ к V 27’27/'
пробегаемая в положительном относительно этой области направ- 
лении. Тогда формулой£(«»)=— —С £Р (то;; »*) С (с) <Л, ш £ Д ( — У (ЗУ 2«։ J \ 2а 2а /

" (֊£= у
где Д(------, определяется ограниченный обрати-| \ 27.27 /]
мый линейный оператор, отображающий

причем Ср. р.(с; А) э С(■’,), &£Д^—X 2? 21/Следовательно, формулой (3) определяется оператор С՜^, об-՜ ратный к Ср, |1.3. Для удобства читателя мы здесь напомним также определения базисных и минимальных систем (см., например, [13]).Пусть (А*)“ — система элементов гильбертова пространства Н. Обозначим через (А*; Н) замыкание в топологии Н линейной оболочки системы {А*) Г.По определению, [Ал)Г является базисом (А*; Н), если любой элемент А£(А»; Н) единственным образом представим в виде суммы ряда А=2 с* (А) А*,*—1сходящегося в топологии Н. Здесь с* (А)— комплексные коэффициенты, единственным образом определяемые по элементам А.Система {А*}“ называется базисом Рисса пространства (А*; Н), если существует ограниченный обратимый линейный оператор А, отображающий (А*; Н) на (Л*; Н) и такой, что система {ДА*}“является ортонормированным базисом пространства (А«; Н).Далее, система {А*) Г называется минимальной в Н, если ни один ее член нельзя приблизить в топологии Н линейными комбинациями остальных членов. Минимальность системы {А*}“ необходима и достаточна для существования биортогональной с ней системы, т. е. такой системы ограниченных линейных функционалов (А*)“ а//*, что
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§ 2. Полнота и замыкание систем функций 
типа Миттаг—Леффлера1. Пусть вещественные параметры *■ и р удовлетворяют условию - -2 х Р-Очевидно, что тогда

/ к те \и угловая область является подобластью угловойобласти Д (у; х).Пусть, далее, ()>*)“— произвольная последовательность комплекс- 
„ с к f < К ~ \вых чисел из угловой области Д ( у------- ; х------- 1 ■\ 2р 2р /Для каждого целого /> 1 обозначим через sj кратность появления числа Ху на отрезке {Х*}{_։, а через pj — кратность появления числа X/ во всей последовательности Легко видеть, что1 < Sj^pj < + со (у > 1).С последовательностью |Х*}Г ассоциируем систему функций {“р (z; Х*)}Г, порожденную целой функцией типа Миттаг—Леффлера 

Ef (х; р)> положив
(z; X*) = £(р,А -° (>* г֊, р) zk (Л=1, 2,- • •),1 ^-1 1+то + р— 1 <w< 1, р = ----------- ■2рИз асимптотических свойств функции £р (z; р) (см. [11], лемму 3.4) следует, что (% (z; Х*))Г=М“’ [д* (■/.; •-')]■Наша ближайшая цель—установить критерий полноты в [А* (у; х)] системы {шр (z; Х*)}Г. Для этого нам нужно доказать одно утверждение, которое позволит установить связь между системой [<oj(Z-, ХА))Ги определенной системой простейших рациональных дробей. Прежде чем его формулировать, введем обозначения.Обозначим через
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угловую область, симметричную с областью А (х+~» х-----— ) отно\ 2р 2р /сительно вещественной оси, т. е.
Через
обозначим угловую область, дополнительную к угловой области дт. е. Д* = С\Д, где Д — замыкание области Д. Ясно, что области
~ , к «\Д* и Д’ ( х4----- ; *-------- ) симметричны относительно вещественной\ 2р 2р /оси. Очевидно также, что7 г՜ - л / I лд - {г: ^д(х+֊; *— — )’ \ 2р 2р /Д*=£:гед*(х+—; *֊֊>)• \ 2р 2р /Далее положим г» (9=-(8*-'3.1У (Л = 1, 2,-..).

Наконец, обозначим через Д границу области Д, пробегаемую՛ в положительном относительно этой области направлении.Полагая, как и раньше, 1 ж л 1 + ш4-р— <-------< Р> —1 < ш < 1, Р = —!-------- —»2 *-х 2р
Iдокажем лемму.Лемма 1. Справедливы следующие утверждения’.

Г’. Формулой.

£Р (Л; ^Д*(х;х),
2*։ з 

да _ .где определяется ограниченный обратимый линей'

ный оператор gf,l. , отображающий пространство /^-т) [Д’] на про-՛ 
странство [Д* (х; х)];2°. Оператор переводит систему {г* (С))Г в систему:[»; (^; Х*)}Г:



94 В. М. Мартиросян(С)] = «;(«; >4 (Л = 1, 2, -- ).Доказательство. Пусть— =2к —(ж-/) а.есть раствор угловой области А* (х> х)» а
— =2п —/ х— у---- — \I \ р /■— раствор угловой области Д*. Имеем, что параметры а, а», р, р и1 . л л а—а <Г 4- -^-1 1. р > ------- ,2 2а-1

7 удовлетворяют условиям1+«+р 1 11Р-------------- , — _------1----- .2р 7 «РСледовательно, по теореме Д формулой (3) определяется ограниченный обратимый линейный оператор отображающийЯ'֊")
{ге'։: г>0}

на Н™
■к -к \27’27/Пусть теперь биссектриса уг-ловой области Д* (/.; *). Очевидно, что равенством/(а)=Г(е֊“а) а £△♦(/; *),где к к 

гГ’27 , определяется изометрический изоморГ6ЯМ дфизм между //<“> [ Д (- —; —)\ 2а 2а / [Д* (/.; *•)]•вОчевидно также, что равенствоме-«^(г) = С (е»С), СеД*.где определяется изометрическийфизм’медду Д и Н'֊“) [А*].Следовательно, заменив в (3) /’(«,)= Г (е_р'я) на / (а)
изомор-
с(0=И

— С (е<։ С) на е՜“ g (С)=е",։ (е~/։$), а также а՛ на е_/։ а, получим,что формулой~ 2^7 ^ге~и ՝’ 8 е~п г € Д* (/; «),



■О замыкании систем 95определяется ограниченный обратимый линейный оператор, отображающий на [А* (/.; *.)]. Наконец, произведя в этом интеграле замену переменной е՜՜“ ; », получим утверждение 1” леммы.Чтобы получить утверждение 2° леммы, сначала заметим, что из асимптотических свойств функции ЕР (г; р) [см. [11], лемму 3.4) следует 
Е, (к г; е ^[А], когда г £ Д’ (/.; х) фиксировано. Следовательно, по теореме А справедливо интегральное представление(Хк; и) = -±_ [ £(> л, Л е Д. а с—х

ддПродифференцировав обе части этого равенства —1 раз по X и положив X — л*, получим утверждение 2° леммы.2. Теперь рассмотрим вопрос полноты в [Д* (у; х)] системы К (х; Х*)]Г.Пусть [ге'Т|: г > 0] — биссектриса Д ( х 4՜ —; х---- — ), т. е.\ ' 2р 2р /у (/ 4֊ а т./₽ == х — у — к'/р - раствор Д.Образуем ряд 2 (1+т-։ Ке (е'’«Х»)0. (4)
*=։В силу леммы 1 система (“՛*(«; Х*)|® полна в [Д* (у; х)] тогда и только тогда, когда система [г* (С)]Г полна в [Д*], что равносильно расходимости ряда (4) (см. [12]). Учитывая также лемму 1, получим такой результат.Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны:I0 (шр (г; М]“ полна в Н™ [А* (у; х)];2°. Ряд (4) расходится;3°. Замыкание в метрике [А* (у; *)] системы [ш‘(г; ХА))“ 

совпадает с классом функций единственным образом представи
мых в виде / (г) = X Г Ер (X; р) * (') Л, я 6 А* (у; х), , 2«։

йл

где ^/£-и)[Д*].Таким образом, если ряд (4) сходится, то система [ш* (в; Х*ЧГ не полна в /^ш) [Д* (х; »)], и замыкание этой системы есть некоторое собственное подпространство из" //2(м) [А* (у; х)]; чтобы его описать введем еще один класс функций.
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При условии сходимости ряда (4) обозначим через /Й՜”’[Д*; М класс функций 6/72՜“’ [△*] и таких, что * (9 В~ являетсяграничной функцией некоторой функции из Нг [Д], а
^«-2 »֊(^ ’ '€ ’ ( у

—сходящееся произведение типа Бляшке для угловой области Д [с нулями в точках £ = >֊*•Теорема 2. Если ряд (4) сходится, то замыкание в мет
рике Нр) [д* (х; х)] системы. {«>* (г; '•*)}” совпадает с классом функ
ций /, единственным образом представимых в виде/ (2) = ֊1֊ I’ £р (К; I») * (:) Л, Д* (х; *), (6)2«? иэГ
где ^С^2“в,[Д*; Ч.Доказательство. В силу леммы 1 замыкание в метрике 
Н(3“> [Д* (/; х)] системы {ш* (я; М)” совпадает с множеством функций /, представимых в виде (6), где g принадлежит замыканию в метрике /й-<и) [л*] системы {г* (С)}“. Но если ряд (4) ’сходится, то замыкание в метрике /^-"’[Д*] системы (г*(С))Г совпадает с классом //2(_։>[Д*; >֊*] (см. [12], теорему 7), откуда и следует утверждение теоремы.

§ 3. Минимальность и базнсность систем функций типа 
Миттаг—Леффлера

1 (а). Ввиду леммы 1 система {о/ (г; 1»)}Г минимальна в [Д* (X; х)] тогда и только тогда, когда система {г* (С)}“ минимальна в ЯГ’ [Д*]. А для этого необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд (4) (см. [12], § 2). Следовательно, справедлив ^следующий критерий минимальности* системы {«’ (я; ).*}“.Теорема 3. Система {“‘(я; минимальна в [Д* (х; х)] 
тогда и только тогда, когда сходится ряд (4).(б) Итак, если ряд (4) сходится, то система [ш’ (г; Х*)]Г имеет биортогональную систему. Займемся ее построением.Предварительно построим другую систему .{2* ($)}?, функции которой удовлетворяют следующим интерполяционным данным:



О замыкании систем 972^-։><7л)=Р* к==п՝ (к, л>1). (7)I 0, к =/=■ п,При этом мы будем следовать схеме, предложенной М. М. Джрбашя- ном (см., например, [14, 15]).Сначала заметим, что если ряд (4) сходится, то число р/ (т. е. кратность появления числа во всей последовательности {).*}?) ко-, нечно при любом у^-1.Пусть ряд (4) сходится. Тогда бесконечное произведение (5) сходятся абсолютно и равномерно внутри области А и определяет там ограниченную аналитическую функцию В, (С), ^обращающуюся в нуль ллишь в точках последовательности При этом для функции
__ '

В~ (С) точка С = является нулем кратности рк- 
к Очевидно, что функция*(г)- В_(Е) (8)

лрегулярна и отлична от нуля в некоторой окрестности точки Е =>-4 . Следовательно, при достаточно малом з^>0 справедливо разложение
т*(5) =2а,(/«)(5-М’, |М»|<е, (9)»-О

где • Л,(М=4֊4” (4(^=0, I, - ; Л=1, 2, • •).
Введем в рассмотрение полиномы

<7*(5)= 2а,МЕ-М’(Ы,2,.-), (10)* -о и функции
В~ (Е) <74 (Е) В~ (Е) "к֊ч а, (Т4)2, (п — ______ ________________________— л_______ V ____________________ • (П)(54 - 1)! (Е -М’* ’ +1 (34֊ 1)1 ^'о (< ֊ >•*) '*-4*֊’Так как функция В- (Е) аналитична и ограничена в области Див дточке Е = Х4 имеет нуль кратности р», то 2к (Е) аналитична и ограничена в той же области А. Более того, при |Е|-* 4- =о функция 2* (Е) имеет порядок О (|с|~։ ). Отсюда заключаем, что2*Ю€Лби)Й (*=1, 2,---).Об интерполяционных свойствах функций 24 (Е) справедливо следующее утверждение.



дд В. М. Мартиросян Лемма 2. Функции системы (2* (Е)]Г удовлетворяют интер
поляционным данным (7).Доказательство. Из (9) и (10) следует, что(Е) = ч (Е) - 2 а, (Г*) (Е - М”, |Е -Г*|<в,а в силу (8) имеем 5_.(Е)г*(Е) (Е-Г*)'*՜*(з* — 1)1 (Е —"Х*)₽*-’*+։ = (։* —1)!Из этих равенств и (11) получаем'(е — Х*/*՜1 В~ (Е) -2* (0=-7------- Ги ֊ “ -г—й, 2 ֊ >*У, 1« ֊ М< в- (12)(з* —1)1 (з» — 1)!;_оТеперь рассмотрим три единственно возможных случая: 1) к=гг, 2) Х*=ТЯ, но £¥= п; 3) 1*^Так как 5-(;) в точке Е=Л* имеет нуль кратности р* з», то из А(12) имеем 2£*֊։)(М=|1(*=1>Если А*=ЛЯ, но к =/= п, то з*У=зя, и из (12) получаем2*п“։) (ля)=0.Наконец, если Х*=^=>.я, то из (11) вытекает, что в точке Е=ХЯ функция 2* (Е) вместе с В- (Е) имеет нуль кратности ря зя.‘Следователь- но, в этом случае

2£"-։) &) = о.Лемма доказана.(в) Пусть, как и раньше,
(ге^: г> 0)

-1<ш<1, Ие=1 + М+Р. 2рПусть, далее, ~(х+»))֊ биссектриса угловой области Д (/; х), —= х—у—раствор той же области, а — =х— /---- —Т - • I Р—раствор угловой области Д .Легко видеть, что поворот комплексной плоскости на угол —17переводит А (х; х) в Д (———а поворот на угол т] переводит А \ 21 2т /. / к к \в д------- ; — 1 •\ 2а 2а )



О замыкании систем 99Нетрудно также проверить, что параметры а, ш, Р> Р и т удов֊летворяют условиям
оо. —12 ՝ ՝ а 14-ш-------- > Р>=-------  2а—1 г 2р 17 i- + -^ а р

где
Далее, очевидно, что равенством/G) = e'T‘F (е'Ч), НА,- . " 2а ’ 2а определяется изометрический изомор-физм между пространствамид —V 2а 2а и Я‘->[Д],а равенством А (z) = g х£А (/.; х),где 2? 2՜! —между пространствами

х —
//<֊“)

Если теперь [Д], то для каждого значения ф С (/4-----\ 2р
тс \ _—J образуем функцию

hf (z; /) = ? (е՜'’ г)ир z-' J /՛ о
а J ъ рассматривая ее в области Д( <р-----\ 2р

(13)
<р 4֊ . При этом рассматри-ваются те ветви функций (е~‘г х)р,₽ и (е՜1* х)р, которые при Arg z= ® принимают положительные значения.Учитывая приведенные выше замечания, на основании теорем С и Д получаем следующую лемму.Л'емма 3. Пусть [Д]. Тогда справедливы следующие

утверждения՝.1°. Для каждою значения 2?’ х—
IX \

—J функция (13)(тс) к \.?------- 5 ?4------I»2р 2р/2°՜ Существует функция Gf, и (х; /), принадлежащая классу(1Cх + ~I
2р

336-2

тсX-------2р
г*



100 В. М. Мартиросян  ____(х; /)=б„(г; /), (?֊,֊; ?+ ^֊) •

3°. Справедливо равенство/($) = _ -1- Е, («г; р) СР. и («; /) Л, ? € Д,
дд (7.: «)

где дб (х; х) — граница Д (Х! х), пробегаемая в положительном отно
сительно этой области направлении.(г) Теперь мы уже можем определить биортогональную с {«/(г; М)Г систему (2’ (г; >.*))*. Для этого вспомним, что [2» (;))?<=с/Уг^Д] и положим2*₽(г;М= Ср,,х(г; 2»)(*=1, 2, - ). (И)Ясно, что система (2' (г; >•*))“ определена лишь при условии сходи, мости ряда (4) (так как такова и система {2* (;)’п°°), и по лемме 32; (г՝, М е [Л (/3 *)] (Л-1, 2, - • • )•Теорема 4. Системы {“>’(г; >•*))* и (2^ (г; >■*)}“ биортого- 

налъны в следующем смысле:֊1֊ С ш;(г;кл)2;(г;л*)^ = Р’^=п’(^,п>1), (15)
2~г J I 0, к^=п,

ад* п. ж)

где дб* (/; х) — граница Д*(х; х), пробегаемая в положительном отно
сительно этой области направлении.Доказательство. Ввиду (14) и леммы 3 для любого к > 1 можем написать2* (;)= “А [ Ер (2’>‘ Н) 2р՝ (г; '>к) бг, ' £ Д.2кг J р

ад (г. »)Продифференцировав обе части этого равенства 5Я — 1 раз по ;, получим 2?« - ” (6) = [ х՝я («; IX) 2; (г; ).*) Иг, ? 6 Д,
ад (г.«>(при этом дифференцирование под знаком интеграла допустимо ввиду абсолютной и равномерной сходимости полученных после дифференцирования интегралов). Подставив в это равенство с =ХЯ и поменяв направление контура интегрирования, будем иметь

"’ГМ“ ֊7 У 4'” Л,
. ад а; ж)а это, в силу леммы 2, равносильно (15). Теорема доказана.



О замыкании систем 101Замечание. Отметим, не останавливаясь на подробностях, что воспользовавшись (14) и леммой 3, можно на основании соответствующих результатов из работы [12] для системы (2* (;})” описать замыкание в ‘метрике Нз՜"'|Д(7.; х)] системы (2р(г; )֊*!]” и получить критерий ее базисности в этом замыкании.2. В заключение установим критерий базисности системы [<ир(я; >■*))Г. С этой целью обозначим через р-*“,[“ последовательность положительных чисел, положив11“,= {|к*|“(|).*|1-|։Яе(е/’17*)э)2,‘_1}։;։ <* = 1» 2, - ). 
где

Тогда имеет место следующаяТеорема 5. Справедливы следующие утверждения՛. 1° Если выполняются условия

*>1 (еЧ)Р-(е'Ч)8(еЧ)Ч(Л/)1՛ >0, зир <+ (16УтТ П
/по система [?4“) шр (я; л*))Г является базисом Рисса своего замы
кания в метрике Н2(ш)[Д*(х; х)];2°. Если хоть одно из условий. (16) нарушается, то система {шр(;; )֊*)}{” ни при какой перестановке членов не является бази
сом своего замыкания в метрике [Д* (х; х)].Доказательство. При выполнении условий (16) система Р՝*’)Г4(С)}Г является базисом Рисса своего замыкания в метрике #1՜“’ [А*] (см. [12], теорему 11). Тогда, в виду леммы 1, система {(Ор(я; Х*)Х1И)]Г также является базисом Рисса своего замыкания в метрике /^ш)[Д*(х; *)!•Если же хоть одно из условий (16) нарушается, то система {г*(01Г ни при какой перестановке членов не является базисом своего замыкания в метрике //I՜“1 [А*] (см. [12], теорему 11). Снова воспользовавшись леммой 1, отсюда получаем утверждение 2° теоремы.Приношу глубокую благодарность академику АН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за постановку задач и внимание к работе.
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V. М. MARTÏROSIAN. On the clôture, mlnlmality and ba*l*ity of the *y*tem* 
of Mittag—Leffler type In angular domain* (summary)

The problem of closedness, mihimality, basisity and of describing the closure 
of a Systems of Mittag—Leffler type in angular domains are investigated.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մա[>Լմատ{ւկա XVI, № 2, 1981 Математика

В. С. ВИДЕНСКИЙ

О ПРИБЛИЖЕНИИ ОПЕРАТОРАМИ ТИПА БЕРНШТЕЙНА

1’. В заметках [1], [2] рассмотрено приближение функций 
/£С [0; 1] положительными операторами

Вп (/; х) = 2 ркп(х), (1.1)
*=0

где ркп — неотрицательные на [0; 1] рациональные дроби с данной 
матрицей полюсов (х/л);=|, х1п £ [0; 1], n £ N. С другой стороны,
в статье [3] при помощи производящей функции, которая встречается 
в теории вероятностей ([4], стр. 69), введены операторы вида (1.1), 
где ркп имеют более общую природу, но точки tkn выбираются рав 
ными к/n, как в классических многочленах Бернштейна.

Здесь объединяются оба подхода и указываются достаточные ус
ловия равномерной сходимости Вя/ к /, обобщающие результаты для 
многочленов Бернштейна и их аналогов, исследованных в работах 
[1] — [3]. В качестве примеров приводятся случаи, когда ркп — функции 
с вещественными алгебраическими или логарифмическими особенностя
ми, лежащими вне отрезка [0; 1].

2°. Введем обозначения, х£ [0; 1]; |/]| = sup|f (х)|; пусть Л/я£С[0, 1]; 
0<х<1

։ = 1, .•••,. n; n^N, причем 0 < htn (х) < 1, fltn (0) = 0, hi„ (1) = 1 и, 
кроме того, функция

?я (х) = — 2 Л։я(х) (2.1)
П 1=1

строго возрастает на [0; 1]. Точки ~кп определяются равенствами

?я(-4,) = ֊(^ = 0. 1. - -> п). (2.2)
71

Функции ркп определяются при помощи производящей функции (см. 
[3], [5])

Gn(t; х) = е т,< ’ П(А,Я (x)etln + 1 — Л/Я(х)) = 
/—1

e S Ркп <х) ехР [Тп (х*я) — ?я (*)] (2-3)
k-0

Таким образом, операторы (1.1) построены. Если, в частности, все 
Л/Я(х) = х, то <ря(х)=х, Чп=к/п, ркп(х)==СпХк(1 —x)n~t, и (1.1) 
совпадает с многочленом Бернштейна. Если для краткости положим
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Ф*л W = ?л “ *« (Х)’ (2'4)

5,„ (х) = 2 Ф*л (х) Р„л (х), (2-5)
A«“O 

то можем написать
Сл(с x)=3^tf. (2.6)

,.0 vI

Далее обозначим

Ш=2(’..-')ЧЫ. <27>
А—0

7л (*) = inf вл (У) — ?л W] (^ ~ х^՜՛* (2-8)
0<у<1

Интерес представляет случай, когда 7Л(х)^>0 в Р! И- При ?ЛЙ=* 
имеем 7л(х) = 1, но обычно не удается вычислить функцию 7я(х), а 
находится некоторая ее оценка снизу.

3°. Если в (2.3) положить t = 0, то получим

.%.-(*)=£ />*„(*) = !■ (3.1)
*-о

Благодаря (2.4) и (2.8), имеем
7« (х) (х*я - х)։ < Ф*Л (*). (3.2)

откуда следует неравенство

т2 (х) Dn (*) < st, „ (*)• (3.3)

Применяя известную схему Т. Поповичиу [6], получаем следую
щую теорему.

Теорема 1. Если 7„(х)>0 при 0<х<1 и f£C(0; 1], то

|ВЛ(/; х)-/(х)|<2ш(/; )<ОТОО)<2«>(/; T^WZS^I)), (3.4) 

где <о (/; о) — модуль непрерывности f.
Таким образом, В„/ сходится к / равномерно, если

лИтЬ7г(х)52, Л(х)|]=°. . (3.5}

Так как Вл (/; 0)=/(0) и В„ (/; !)=/(!), то оценивать разность 
(3.4) нужно только при 0<х<1. Благодаря (3.1), имеем

|Вл (/; х) -/(х)[ < 2 //(тДл) -/(х)\Ркп (х) <
А-0

л
< 3 ш (/5 Ь*Л - *1) Ркл (х). . (3.6)

*— о
Неравенство м (/; о) < ш (/; e) (1 + 8/е) дает



О приближении операторами 105

<•’ (/; I'*« ֊ *1) < » (Л кТГОУ) а + К» ֊ -I (*))• (3.7)
Подставляя (3.7) в (3.6) и замечая, что

2 (3.8)
«-0

получаем (3.4).
4°. Из равенств

5,л(х)=^°л(?; (4.1)
0t

находим
п

5j, л (х)=0; 5г, л (х) = n՜՜ hin (1 — hm),
/«xsl

5з. Л (х) = и "3 2 hin (1 - hm) (1-2 hm), (4.2)
1—1

5< Л (х) = 3 51. л (х) + п՜4 2 hm (1 - hm) (1-6 hm (1- hm)). 
i~=l

Заметим, между прочим, что формулы (4.2) для 5j, п и 52, Л лег
ко получаются из соображений теории вероятностей. Если считать, 
что независимые случайные величины В/Л (։ = !,•••, л) принимают два 
значения 1 и 0 с вероятностями hm и 1 — hm, то р՝п — вероятность 
того, что принимает значение k. Остается вычислить математи
ческое ожидание и дисперсию ЕЬл.

Так как 0 hm <1, то имеем оценку
5։.„(х)<(4л)֊։, (4.3)

к сожалению, не достаточно тонкую для некоторых дальнейших при
менений. Впрочем, в классическом случае, когда все hm (х) = х, нера
венство (4.3) точное, равенство достигается при х = 1/2. Очевидно, 
при л > 4 справедливы неравенства

|5з,л(х)|<л-15։.„(х)<(4п2)-1,
(4.4) 

54. л (х) < 52. я (х) (3 5г. л (х) + л֊։) < л֊’ п (х) < (4 л*)֊’.
Для функций f^C* [0; 1] при дополнительных предположениях, 

что ։ря € С3 [0; 1] и ®„(х)^>0 на [0; 1] можно получить формулу типа 
Вороновской [7]. Обозначим

L°(f; х)=/(х); £’(/; X) = [£’-’(/; х)Ж(х) (4.5)

и напишем формулу Тейлора в таком виде
2 1

/(п) = 2֊7^(/; х)Ь(»)֊Ф»(х)Г+ /?(«), 
,-о
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R (и) = А у £» (/; ։) [<₽л (и) — (01 ?л (0 Л. (4.6)

Разлагаем /(хкп) по формуле (4.6) и подставляем в (1.1); учитывая, 
что 51, я (х) = 0, получаем

ВЛ (/; х) —У(х)= 4՜ & х) - («) + 2 Ы Р>п (х). (4.7)
х *-о

Можно указать некоторую оценку второго слагаемого

21/г м Ркя (х)< ֊4 И'*/! 2 I0*- Н։ Ркя <*) <
*=о 2 *-0

< 4 /։ (х) п (х) < (8 и*»)-’ Щ УК. (4.8)
£

Следует, однако, иметь в виду, что £* / зависит от отношений 
(^ = 2»։'’> ■*)• Поэтому утверждать, что первое слагаемое в пра

вой части (4.7) является главным членом, можно только при специаль
ных допущениях относительно свойств <рЛ. В случае дробно-рациональ
ных операторов этот вопрос рассмотрен в [1] и [2]. Здесь мы остано
вимся на нем детально в случае операторов (1.1) с данной матрицей 
логарифмических особенностей.

5°. В качестве первого примера применения теоремы 1 приведем 
операторы, которые имеют фиксированные алгебраические особен
ности. Пусть (х/Л)"_։, («1Л)"_։, п £ И,—данные матрицы; Х1„£Я\[0;1], 
«1лС[0; 1]; ри, — расстояние от х/л до [0; 1]; гл = п։ах р՜1. Положим 

։<|<л
£74 / Х/л \ /Я
Лм(х)=х(---------- ) . (5.1)

\ X — Х1п /

(х)= — 2 (р։л |х - х/л|-։ )“'", . (5.2)
п 1=1

И
вл = 2 (р/л (1 + р/л)՜1 У"1 • (5.3)

1-1

В дальнейшем индекс п будем как правило опускать. Так как

Р1 <|х֊х,|< 1 + рь (5.4)
то
„ / Л՜1 ВЛ <е„ (Х) < 1. (5.5)
Покажем, что

0Л (х) < Тя (*). . (5.6)
где у* определено в (2.8). Действительно, если х։ < 0 и 0<х<^^<1, 
то
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hi (у) — hi (х) =(!+₽, )*' У (х -4- р< У —х (у + ?1 У' 
(х + ։>/)"' (у + ?'У

так как

Р/' (у —х) 
(х—Xl У

р*1 (у— х) 
(У-Х1У

(5.7)

(х +р)’>(1— — )р* + — (.V + р)’, 
\ у/ У

благодаря выпуклости функции (t hp)։- При х/>1 и 0 < х<^у <1 
из xi — х Xi — у непосредственно вытекает

(х/ — у) 1
?i‘ (у—х) .

(х/ — х)а/

Неравенство (5.6) следует из (5.7) и (5.8).
Используя формулу (4.2), докажем, что

nSa, п (х) < &„ (х).
Действительно, при х/<^0

(х + р)' < р* + х (1 -Ь р)",
так как

благо деря выпуклости функции U + p)։. При х/^>1 имеем

(5.8)

(5-9)

(5.10)

(5.11)

Так как 0 то (5.9) следует из (4.2), (5.10) и (5.11). Из (5.5)
и (5.9) вытекает основная оценка

6Л (х) 5։,я (х) < л՜1 6՜1 (х)< s„ 1 • (5.12)

Благодаря (5.6) и (5.12), теорема 1 приводит к следующему резуль
тату для оператора (1.1), построенного по функциям (5.1).

Теорема 2. Если /£С[0,1], то
|ВЯ(/; х.)֊/(х)|С2и>(/; б֊1*). (5.13)

Таким образом, для равномерной сходимости Вя f к / достаточ
но, чтобы

lim s« = oo. (5.14)Л -• ОО

Заметим, что если в (5.1) все ам = 0, то hin (х) =х, и мы по
лучаем классические многочлены Бернштейна. Случай, когда всеа։я = 1, 
т. е. когда все xin_ являются полюсами, рассмотрен в [1] и [2].
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Для операторов (1.1), построенных по функциям (5.1), при не
котором дополнительном предположении относительно (х/я) и (л1л) 
имеет место следующее обобщение теоремы Вороновской (см. [2]).

Теорема 3. Если У € С * [0; 1] и матрицы (х,„), («/„) таковы,
что

lim s« (14-г»)՜’ л-։/։ = °°. л
(5-15)

то
lim sH В„ (У; х)- У (х)—-- (У; *) 5։. я (х) = 0. (5.16)

п

В [2] указано также обобщение соответствующей теоремы Берн-
штейна [5] для случая, когда f^.Cm [0; 1], т > 3 и все ։/я = 1.

6°. Пусть (х/я), рь, гп имеют тот же смысл, что в п. 5°, а в ка
честве А/л выберем функции

Будем считать, что х/л<^0 при ։ = !,•• -,р, и 
4֊ !,•••, и. Положим

М*)= — (— 2 (1 - /«(х)) + 2. 
п \ I — v

(6.1)

что х/л 1 при i = р 4֊

Л ч

2А/(х)), '(6.2)
•• * UL * 1—р+1 /

°-= 2 ((14֊ Pi) In Л + ±У)՜'.’ - (6.3)
/=Д \ Р/ //

Мы докажем, что
п՜1 зя < 9„ (х), nSi. „ (х) < Чп (х) < ■(„ (х), (6.4)

откуда вытекает неравенство, аналогичное (5.12):
t’W&.iUXç’. (6.5)

Иэ (6.5) и теоремы 1 мы получаем для оператора (1.1), построенного 
по функциям (6.1), следующую теорему.

Теорема 4. Если /Ç С [0; 1], то 

|ВЯ (/; х) -/ (х)| < 2ш (У; <,֊'12 ). (6.6)

Следовательно, условие 
lira зд = оо (6.7)

достаточно для равномерной сходимости Bnf к J. 
Так как

1—А/(х) ,. h, (х) , ֊- — Л, (5 ։), ---------- (т), ),
1 —х х
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то для вывода первого из неравенств (6.4) достаточно заметить, что 

1п6- —У — ГпЛ-Ь—(6.8) 
\ XI /1 X р/ /

откуда, благодаря (5.4), следует, что

Неравенство я (х) < 0„ (х) очевидно, если учесть, что 0<А(я(х)<1, 
и формулу (4.2). Доказательство того, что бя (х)^]» (х), основано 
на неравенствах

у ։
1 ГЛ 1 Г 

у — х и < 4- р 1—х 3 / + р
X X

У •«
1 г Л1 1 г

у— х} 14-р—< х ] 14-р—#

справедливых при х, у £ ]0; 1[ и ?>0, из которых следует, что

(у) — (х) > 1—Л<(х) 1
у — х 1 — х

(6.10) 
му)-_*.(*)> *4*1 (,=,+1,•••,»).

у — х X

Итак, доказаны все неравенства (6.4), а значит доказана и теорема 4.
7°. Для операторов (1.1), построенных по функциям (6.1), спра

ведлива следующая теорема, подобная теореме 3.
Теорема 5. Если У£С*[0; 1] и матрица (х/я) такова, что

Ит оя (1 + гя)՜2 п~։/2= оо, (7.1)

то
11тоя|вя(/; х)-/(х)-у £։ (/; х) „ (х) | = 0. (7.2)

Для доказательства заметим, что из явных формул для <р’։*) следует 
неравенство

|ф?»(х)1<е-1)!г;֊’<р;(х). (7.3)

Если положить g,^ = 1/<$п и учесть, что g'n = — ®' g^, то можем на՜ 
писать

и оценить это выражение, используя (6.9) и (7.3):
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IL3 (/; х)|< А,, շ gn (х)(Гп+1) —. (7.4)
°л

где А/. ՝ = шах Аналогичное вычисление дает
1</<V

/ И \2

|£э (/; х)| < 4Лл з gn (х)(г„+1)։ ( — ) • (7.5)
, \°Л /

Применяя (7.5) для оценки интеграла (4.6), получаем

,|Л (т*)|֊< 2Д/, з (г„ + 1)Հ ֊Y *ï (х) խ- х|. (7.6)
\3Л /

Далее, если учесть (3.3), (4.4) и (6.4), то будем иметь

3 Ф* (х) Ւ* — х| />* (х) < ՀճՀ п (x)Dn (х) < п՜3'2. (7.7)
*-о

Предельное равенство (7.2) следует из (4.7), (7.1), (7.6) и (7.7).
Неравенства, подобные указанным в [2], приводят к обобщению 

теоремы 4 для случая, когда f£Cm [0; 1], 3.
Ленинградский государственный

педагогический институт
им. А. И. Герцена Поступила 11. IV. 1979

Վ. U. ՎԻԴԵՆՍԿԻ. է*երնշտեյնի տիպի օպերատորներով մոտարկման մասին (ամփոփ ում)

հյո ֆունկցիաներով տրված մատրիցայով (3.2) և (3.3) բանաձևերով որոշվում են 
(1-1) գծային օպերատորները! Ապացուցվում է բավական ընդհանուր (3.4) անհավասարու
թյունը։ Դիտարկվում են մասնավոր դեպքեր, երբ հյո ~ևրը որոշվում են (3.1) կամ (3.1) 
բանաձևերով։

i V. S. VIDENSKI, On approximation by Bernttein type operators (summary)

For a given matrix of fonctions (А/я) positive linear operators (1.1) are defined 
by formulas (2 2) and (2.3). A general unequality (3.4) is proved. Spécial cases where 
the hln functions are defined by (5.1) and (6.1) are considered.
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М. Ж. ГРИГОРЯН

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ 
ДВОЙНЫМИ РЯДАМИ

§1 . Введение

А. А. Талаляном были доказаны следующие теоремы, [(1], [2]).
Теорема I. Пусть (х))*°-։ —система функций, определен

ных на измеримом множестве Се[0, 1]; |б|*̂>0  и образующих нор
мированный базис в пространстве Ьр (б); р^>1. Тогда для любой 
измеримой функции /(х), определенной на множестве С, суще
ствует ряд

* Символ I G| обозначает меру Лебега множества G.

м> ; . «■։ л ■

* 2 а*  тч (х) (а*  — действительные числа), (1-1)
*=1 ֊ .

обладающий следующими свойствами։ '
1) если обозначить через А множество тех точек из С, где 

/ (х) конечна, то на множестве А ряд (1.1) асимптотически схо
дится к / (х) в лгетрике Тр, а на множестве И\А этот ряд 
сходится к { (х) по мере;

2) 1։т а» =0. ч. . .
• * - -

Теорема II. Если (х))*̂ ,1  — базис пространства Ер [0, 1]; 
р^>1, то для любой функции /(х)££’ [0, 1]; 0<^7<^1, существует 
ряд

£с*<р*(х),  (1.2)
А-1

который сходится к ] (х) в метрике Ь9 [0, 1]; 0 1, т. е.
1 ’ .

В 1977 году К. Гофман и Р. Зинк [3] опираясь на лемму 3 ра
боты [1] доказали следующую теорему.

Теорема III. Пусть {?*  (x))*°~i —базис во всех пространствах.

L” [0,1]; р > 1 и inf >0.

Тогда для любой измеримой функции F (х, у) существует ряд
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2 ал, J ф  (х) <р.։ (у), (1-3)*
*. J—։

обладающий следующими свойствами՛.
1) на множестве Е, где F (х, у) конечна ряд, (1.3) по Прингс- 

хейму асимптотически сходится к F (х, у) в метрике L. [0,1] X 
X [0,1], а на множестве [0,1]Х[0,1) ряд (1.3)'сходится к F (х, у) 
по мере,

2) lira а,  • = 0.*
4f, 5 ֊♦ *»

В этой же работе авторы поставили вопрос в возможности дока
зательства теоремы III при менее жестких условиях на систему 
■{?*  (х)}*°-։,  в частности, для полных ортонормированных систем.

В настоящей работе удается доказать еще более общий релуль- 
тат, т. е. получен полный аналог, теоремы А. А. Талаляна для дву
мерного случая. При этом здесь также применяется техника рабо
ты [1].

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть {«р*  (x))£~i — нормированный базис про

странства Lp (G); р > 1; |G|>0.
Тогда для любой измеримой функции F (х, у), определенной 

на множестве G X G, существует ряд

2 с*,  , ФЛ (х) Фз (у), (1,4)
*, з=1

обладающий следующими свойствами:
1) на множестве Е, где F(х, у) конечна, ряд (1.4) по Прингс- 

хейму асимптотически сходится к F (х, у) в метрике LP(GX G), 
р > 1, т. е. для любого s>0 существует множество Е,а.Е такое, 
■что

(п, т р

2 СЬ ф*  (х) ф, (у)- Г(х, у) =0; |£։|>|£|- е,

а на множестве Н\.Е(где H=G'XG), ряд (1.4) сходится к F(x,y) 
по мере,

2) lim Ck, j = 0.

Основываясь на лемме 2 работы [2] можно установить следую
щие теоремы.

Теорема 2. Пусть {ф*  (х)}»=ц — базис пространства Lp [0,1], 
р>1-

Тогда для любой функции f (х, у) £ £? [0,1] Х[0,1]; 0 < q <1 
существует двойной ряд

2 С*.  фл (х) (у),
*, з=1

(1.5)
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который по Прингсхейму сходится к / (х, у) 
X [0,1], 0<9<^1, т. е.

в метрике Ьч [0,1]Х

С*.  ։ <Р*  (х) % (у) ֊1 (х, У) бхбу — 0. (1.6>

Теорема 3. Пусть {?*  (х)}*-1 —базис пространства /Л [0,1], 
р>1.

Тогда существует ряд (1.5), у которого не все коэффициен
ты сь, л равны нулю и который по Прингсхейму сходится к нулю 
в метрике всех пространств Ьч [0,1]Х[0,1], 0<^д<Г 1, т. е.

я ‘
(х) 7, (у) г/х4у = 0 для всех д, 0 < д < 1.

(1.7)-

В дальнейшем через |ф*  (х)]*̂1  будем обозначать сопряженную к 
{?« (х)}“-1 систему функций.

Мы будем пользоваться следующим хорошо известным свойством 
базиса.

Если {<р*  (х)}“-1 — базис пространства 1/(0), р > 1, |Са*̂>0,  то 
для любой / (х)^1/ (б) имеет место неравенство 

где

1& (/)||4Р(0)= £ аа (/) ц (х) 
>=-1

(1.8)-•С Ср (О),
/ (О)

и Ср—абсолютная постоянная, зависящая только от р и от базиса՛ 
I?» (х))л“_ 1.

§ 2. Доказательства основных лемм

Лемма 1. Пусть даны прямоугольник Л= Т = [0,1]Х
X [0,1], натуральное число И, действительные числа 7=И=0; 0< 8 <^1 
и т?>0. Пусть, далее |(х)}*1։  — нормированный базис простран
ства 1/(0), р^>1, бс[0,1], |б|^>0, Н = б X б.

Тогда существуют лшожество е и функция § (х, у), обладают 
щие следующими свойствами՛.

\ , [ Т при (х, и)<Л\е . ,
I 0 вне Л

б) г(х, »)=А(х)-/։(г/), (х, у)£Т, где/г«>е^(А); / = 1. 2
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2 (Р-11

в) |5н.т[?Ь(«)<4-сГ8 " •1тНД1% /н, Л = 1, 2,. -,

г) 151, m ч. пРи min (л> m) < N>** в

гле
S„, rn [g ] = 2 al. о (g) • ?*  (х) <р4 (у); 

*. J-l
at. <j (g)= J J g (*>  У) Ф*  (*)  <[», (10 dxdy (2.1)

«
н cP — константа неравенства (1.8).

Доказательство леммы 1. Положим

( |T|W при х£Д։. / v _ f sign Г|Т|։/2 при у£д։
gi(x) = ( п * -> gt\y)~ п * ' IU-*)10 вне Ai I 0 вне Д։

Функция {ik(x)}*Li  и (<р*  (x))£-i продолжим до отрезка [0,1], полагая 
равными нулю вне множества G.

Применим лемму 1 работы [1] к функциям gi(t} i= 1, 2 |։ (<),•••
фл (0> рассматриваемым на Д/J r=l, 2. По этой лемме, где 

положено 
р-1

6в = ± И 8=71-0 ’ •[2-tf h|V’.|A|W.c,]֊i , 

**
где Ср—константа неравенства (1.8), можно определить^ограниченную 
функцию fi (t) и множество е/СД/(։=1, 2), обладающие свойствами: 

/«(0=g։’(0 при *Ге«; 1е'Ку1дИ; *=1» 2. (2.3)

Г 2 с| \fi (01* dt < (֊7^֊J lg< (01* dt; i =1,2, • (24)

4I 4<
I r I p՜'

!o(?l=|j fl (0 Ф*  (0л!<Ч-о P •[2--V-|fV ’■ |Д|։/2*-Ср]- ’; k^N. (2.5)

T ‘

Функции //(0; /=1, 2 продолжим до отрезка [0,1], полагая равными 
нулю вне Д;; /=1, 2.

Положим

g(x, у) = fi(i) fa(y) и е = е1ХД1и е։ХД։. (2.6)
Очевидно

•Si.m [g] = 5n (/J-Sa, (/,) n, m=l, 2---. (2.7)

Из (2.2), (2.3), (2.4), (2.6) следует, что функция g (х, у) и множество 
е удовлетворяют условиям а) и б) леммы 1. Неравенство в) вытека
ет из условий (1.8), (2.4), (2.6) и (2.7)



]<>։. (2.9)тах

I <8+ИДр(И$Лгх<л, т <Л/, 
՝СР (е)
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2 (Р-1)

Р- Л. [^»Р. (/Лр(О)- (4Жр(О)<с’-4.о р . Ц| - |Д|'/р.

(2.8)
Учитывая (1.8), (2.2), (2.4), (2.5) и (2.7) при пйп (и, т)^П получаем

5^>՝Л, т [^]1/Р (Н)~(АДр (О) ’ (А)®ДР го>

Л' 
сР • 11/< 17р *2  (а^! • ]?*/ д р (О)

*-։
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть [?л (х))”-1—нормированный базис простран

ства Ьр (С), Ос[0,1], |<։|^>0, р>1 и /(х, у) — произвольная сту
пенчатая функция, определенная на [0,1]Х[0,1].

Тогда для любого положительного числа е^>0. и натурального 
можно определить измеримое множество е^ и действительные 

числа {а*,  д)^4-ЛГ1 так, что выполняются условия:

1°. е0 с Н= О X С; |е0| < а,

20. I 2 а 4о  (х) <?(у)  — /(к, у) I <е,* * *
•*,  д—м I*

3°. |в*,а|<։,

|л, т
2 а*.  , ®4 (х) <р4 (у)

где е — произвольное измеримое подмножество множества Н\е0.
Доказательство леммы 2. Функции (х)]«_| и (<|»& (х),՞-! 

продолжим до отрезка [0,1], полагая равными нулю вне множества С. 
Пусть Д», к~1, 2,•••, V — прямоугольники постоянства функции 
/ (х, у) и / (х, у) —14 при (х, у) £ Д*.  Тогда

’ ( 1 при (х, у) С А*/(х, У) = 2 1* ֊/\ (х» у)« г-«е (х> | <2Л0)
4_1 I 0 вне Д4.

Без ограничения общности можно считать, что
_ 2 (р-1)

]тах[^Ы|А*Г/Р.е՜  Р ]<А. (2.Ц)

В формулировке леммы 1. полагая
Д = А1։ 1 = 1!, о=е, ■»] = £.2֊2, П = Пг, 

получаем функцию ^(х, у) и измеримое множество е1сД1 со следую- 
щими свойствами:

236-3
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(71 при (х, у)£ Ах'՝«!, |е։| < в |АХ|- 12)
81 х> У) | о вне

81 (х, у) =Л” (х) Л։) <УН где /}» (0 6 ЬР (0,1), г=1, 2, (2.13)

ПРИ т1п (л= «КД. (2Л4> '

_ 2 (р-1)

1^’«[л]М(«)<с’.4.в Р • |ъ1 • |Д111/р<е/2*>  п, т=1, 2--, (2.15) 

где
-Я։)тЫ = 2 вУ?*  а*?з = [ ( 81 (х, У) '?*  (х) 'Ь (у) dxdy.

», г —1 л,
(2.16)

Из базисности системы (х)}“_1 в £р (б) и из условия (2.13) 
следует

Нт |5<От Ы“ 81 (х, уИдр^ = 0. (2.17)
Л. /7А—вс

В силу (2.12) и (2.17) имеем
Л®. 11X41 (х’ (2-18)

Возьмем число настолько большим, 'чтобы выполнялись сле
дующие условия:

Н’^К6/2* ПРИ к> (2-19)’ *л  *
1^*,«  1^1]—7Г/А, (х, рЯдр:(я\<։) <«/2*  при п, т>^. (2.20)

Предположим, что определены функции g1(x, у),---, gц֊1 (х, у), 
числа Л^<7У»<? •' < и множества е^, •••, е*,-ь  где

81(г, у)=Ап(х)А'։(у); №. (О [0,1];/=1, 2, /=1,֊ • -, *>-1,
(2.21)

^.(х,у)=Р' ПР\(Х’У)^' /=1,2,..,Лв֊1. (2.22)
( 0 вне А/

Положим
4;--иЛ;4

Легко видеть, что число можно выбрать настолько боль
шим, чтобы выполнялись условия

IИ [ §81 {х’ (х) (д) = 1а"'|< 2^՜ ’

Ч-1

при /, 5 > Л^* о/ (2-23)
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где

a^j = Jj gi (х, у)֊Ь (х) ф/(у) dxdy= J Jg/(x, У) 'Ь (*)  Ф/ (у) dxdy> 

47пя о о
(2.24)

I 2 2 Tiz^U.ir)) (яч . ) n, m>N^. (2.25)

В формулировке леммы 1, полагая
Д = Л*.;  7=7*.  5 = е. 1 = в/2*» +։, N = Nk„ 

получаем функцию g>, (х, у) и измеримое множество е*,сД1,  со сле
дующими свойствами:

g*.  (х, у)=| (Х> У)де А‘Л^: |e*J< е |A*J,  (2.26)
( 0 вне А*,

g*.  (х. у) = /<* ’> (х) • Д*->  (у), где /!*• ’ (0 е [0,1], i =1, 2, (2.27)

։% [g<P(H> <в/2‘։+3 при min (и, т) < М„ (2.28)
»(Р-1)

ВД, ЬЛр(Л-> <4 с’ е ' .|Т*,|.|Д 4,|1/Р<А, т-1, 2 (2.29) 

где
-ЧН [£*.]  = 2 (х) (у); a(tf = С Cg>, (х, у) ф, (х)ф/ (у) dxdy.

/=։ V
(2.30) 

Ввиду того, что

Ы + п ֊1 [?*.]  - ^л.,п [?*.]֊  ад֊։ [я*.]  (2-31)

из (2.28) получаем

1ал* ‘ш I *\ e/2t,+1 при min (n, т) < 7V*,.  (2.32)

Таким образом, определяются функции gt(x, у),•••, g, (х, у) и числа 
• • • <Z N՝ такие, что для каждого kQ, ICfcj-C*  удовлетво՜ 

ряются условия (2.26) — (2.32). х
Положим

f(x, у) = 2#*(х,  у), е0= и е*,  (2.33)
4—1 *“*

а*,  д = J J ^(х, у) ф*  (х) ф, (у՝) dxdy, (2.34)

■S., m]/]=2 а», 4-<р*(х)ф л(^). (2.35)
к. Л=1
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Отсюда будем иметь

. = 2 <</■ - И - 2 te,J- (2-ЭД
1-1

Очевидно, что Jeol < е> т- е- Условие 1° выполнено.
Легко видеть, что .

11m 15Я, т [/] - Г(х, у) О. (2.37)
я, т - —

Ввиду того, что F(x, y)=f(x, у) при (х, у)£Н\е0, из (2.37) 
получаем

lim |Sn, «[•/■] /(х»i/)iliP(//\er) = 0. (2.38)
. я. т~-

Выберем натуральное число М настолько большим, чтобы

f (2-39>

*, ' '
Покажем, что числа (<։*,,)£.,_, v, удовлетворяют всем условиям лем
мы 2.

В силу (2.28), (2.33), (2.36) имеем i

|5Я, « [^Х.Р(Я) Е 11*$".  т (Я) Е/4 яри min (п, т) <СТУХ. (2.40) 
/-։

Ввиду того, что ,
j М . |

£ а*.  * ъ ~ f^x՝ я) < 
’ *,  г—Я,

■С м [Т7] /(х, у)|/.Р(//\,։) + |*5 Л>,_1։ Л1-1 [Одр (Я) 4՜

+ ^№-1, л 1^Т?др (Я) 4՜ 1^и. я,-11^1 кд (Я)» (2-41)

из (3.39) и (3.40) вытекает 
.и .
3 ар, , (х) * (у) —/(х, у) I, (яЧг>) < е. (2.42)

Таким образом, условие 2° леммы 2 доказано.
Проверим условия 3° и 4".
Для любых натуральных чисел к., з, < к, з<^ найдутся не

которые г и /, такие что

М < Л < М+։; ТУ; < $ < Л(/+1. /,/<*.  (2.43)
Из (2.36) получаем

|«*..|<|.2< ф +|«й>,1+| з «<?,

4-1

Согласно условию (2.23) первое слагаемое в правой части неравен- 
стга (2.44) не больше в/2,+1.

где g = min(z,/). (2.44)
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Из условий (2.29) и (2.31) легко следует, что
6/2. (2.45)

Согласно условию (2.31), ввиду того, что min {k, s) Nv+i • • •<^N?
получаем •

S <\1<е/2’+2+'--+е/2’+1< Е/2’+։- (2.46?
|-»+1 I

Итак, при к, будем иметь 
|а*.  4 < s/2* +1 + е/2 + е/2«+։ < в. (2.47/

Неравенство (2.47) для случая ппп (к, $) -С /V, доказываете# аналог 
гично. Если к, то неравенство следует из (2.23)՜.

Выполнение условия 3° доказано.
Теперь проверим условие 4° леммы 2.

Очевидно

2 ?*  (х) ф, (у) | < |5Л,т (еГ +
։ *.  д~ЛГ։ М <е)

4- ГИЬ1 (г) +|$Я, .V,-։ (е) + л/,-1 (<), (2.4$)

где ес//\е0.
Для любых натуральных чисел и, т, < п, т •< ТУ, найдутся՛ 

некоторые / и у, такие что

М < п< М-ц, ТУ/ < т < ТУу+1. (2.49)
Из (2.36) вытекает . ,

< | 2 ад֊2 I +
" <-1 *-։  ՛«>’(«)

+ |2 I , +|2 1*Х..(х, 8)| , . (150>

где ч = пйп (/, /).
Согласно условию (2.28), (2.29) и ввиду того, что нйп(л, М)<^.

<^ • • • получаем 5

|2 «'-[8.1 |£Р„1<1«’.[гЛ£р,.,'+ Ё |Л‘>.(Л,.><•/«• Р-5։>

'1 *=? ' к—$+1

Отсюда и из (2.10), (2.25), (2.49) и (2.50) получаем

(2-52>

Учитывая (2.48), (2.40), (2.49), (2.50) и (2.52) при п, т < М имеем

I 3 ал,Ъ(»)ъ(»)Ь(<)<-в + М11₽(»)« (2-53/



120 М. Ж. Григорян

Неравенство (2.53) при тах (л, л։)доказывается аналогично.
Лемма 2 доказана.
Из леммы 2 непосредственно следует
Лемма 3. Пусть (<р*(х))*_  1 — нормированный базис простран

ства П’(С), р>1, [0,1] |С|>0 и /(х, у) — произвольная почти
всюду конечная измеримая функция, определенная на С.

Тогда для любого положительного числа е^>0 и натурального 
Н можно определить измеримое множество е0 и действительные 
мисла (а*  л1«*«  что выполняются условия:

1. е0 с Н = С X С, |е0К 8»
2. |а.  ։|</։ /V < к, а М,*

Т» (։) Т. (у) ֊/(*,  < •>

4. I 2 ак, <?*  (х) <6 +1/1^ («>; Уес=П\ е0; П<п, т^М.

Лемма 4. Пусть {<рл (х)}л-1 — базис пространства £[01|, 1
/(х, у) €£[о.1| х [О.лДО<р < 1 и р0 — фиксированное число 0 < ра < р.

Тогда для всякого натурального П и положительного >0 су
ществует полином вида

Н (•-• У)= 2 с*  , <?*  (х) гз (у/, (2.55)
*. з—ы 

.который удовлетворяет условиям
1 I

я) I \Н (х, у)— / (х, у)|« бхбу < 7), р։< ч < р,
о о

У У I/ (х> р)|’ бхбу,Ро^ч ^р, к,

'Р) дх с‘) VI (х) <РУ (у) | бхбу < »1 + 

1 1 

+

00
Доказательство леммы 4. Возьмем ступенчатую функцию 

(х, у) таким образом, чтобы
I I

У У 1Я (х, у) - / (х, у)!» бхЛу- < т,/2, р0 < ч < р. (2.56)

о о ,
Пусть Д*  = Д<Ь1> X д^, 1 * — прямоугольники постоянства функ
ции г (х, У) И £ (х, у) = при (х> у) £ Д4
Положим

1



Представление функций рядами 121

«՛՛«= п*  г

Ясно, ЧТО ч.

8 (X, у)= 2 Л» (у) (2.58)
*-։

и
11 1 1
Гря(х, «/)|^х</у=2 У||Л։,(х)Л’,(у)1’^, (2.59)

о о *=]о о
Положим

1 1
а, = 1 4- зир [Г |Л‘> (х)|’ бх + [ |Л»> (у)Н бу 1 • (2.60)

р»<9 < р I J 3 ’ )
о о

В работе [2] для полных ортонормированных систем доказана 
лемма 2. Точно таким же образом доказывается следующая

Лемма 5. Пусть (<р*  (х))*=1  — базис пространства £г [0,1] 
т >֊1, / (х) £ Ц1 [0,1]; о<р<1 и Ро—фиксированное число, 0<р0<^р. 
Тогла аля всякого натурального П и положительного е^>0 суще-*  
ствует полином по системе {<рл (х)}^.1 вида

Н(х)=2 6*т*(х),  (2.61)

который удовлетворяет условиям
1

\Н (х) —/ (х)|? </х < Б, р0’< ч < Р, (2.62)
о ’

։ { 1
П 2 А*  ф*  (х) I с/х<е+ С |/(х)|’Же; ^<s<m, р0Кч (2.63) 

и I ।

Если М — заранее заданное натуральное число и е = т;.(4'* >аз)՜1 , то 
в силу леммы 5 существует полином

2 (2.64)

удовлетворяющий условиям

Л <17. [4*  .а,]՜1 1=1, 2, (2.65)2
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о
1, 2. (2.66)

Таким образом, для фиксированных 5 и /,!՝-> 5 V, ։ 1, д опреде
ляется полином по системе (<р*  ('))*-։  вида (2.64), удовлетворяющий
условиям (2.65) и (2.66), при этом, очевидно, можно взять 

= Л4-1, м = т, + 1. 1 < 5 < *■
Докажем, что полином

м ' » т‘
Н(х, д) = 2 с*.  ,?*(х)ъ(у)  = 2 2 (х)?Л (у),

*, *—։ *•*

(2.67)

(2.68)

где
М=тЧ и ск., = Ь^-Ь^, к, s — N, 7V+1---, М (2.69)

удовлетворяет требованиям леммы 4. 
Покажем, что

о о
2 c* z ?*  (х) Vily)— f™ (х)-Д’> (у)

*. l-Nt

я 
dxdg

< -rfbis — 1, 2, • • •, v; ра < q < р. (2.70)
В самом деле, пользуясь теоремой Фубини получаем

՛ "Ч ? (Ч т* 1а

Л = 2 ^Ч(х)-№(х) ^’ 2 (») dy +
о о

, (2.71)
<*х  • У 1Л։) (*)1*  dx, Ра^д^. р. 

о
4-f 2 «М-М у л—

Отсюда и из условий (2.60), (2.65) и (2.66) вытекает (2.70). Учиты
вая (2.56), (2.58), (2.68) и (2.70), получаем

с*.  i ‘f’i W ?, (у)-f(x, у) dxdy-^ti, р0 < g < р. (2.72)

Теперь проверим выполнение условия ?) леммы 4. Пусть к, 
■С М и числа г'о и /0, в силу (2.67), выбраны так, что

\+ 1 mi,+ v ^J.+ 1 С s -С mJt +J.

Обозначая п = min (/0, у0) из условий (2.69), (2.73) выводим,
(2.73)

что

с1,1 (х) <р, (у) dxdy =

/,

м

о о

Q

(2-74)
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1

шах

2 6(։,?/(х) </х- 
/֊л-/

2 4?1։ (»)■ -г 
I

о « о

Отсюда и из условий (2.60), (2.67) получаем
I

тп

=т(/2+ У(х, У|< 4х4у^, 7) 4֊| 

о о

4 у)\ч4х4у.
и о 

Лемма 4 доказана.

(2.75?

§ 3. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 1. Пусть Е (х, у) — измеримая 
функция, определенная на множестве Н = С X С.

Обозначим
4={(х, у)£Н, |Г(х, ։/))<+ °о|, В='\(х, у),Г(х, у)= + оо],

С= {(х, у); Г(х, у)= — 'х\. (3.1)
Положим

Г(х, у) при (х, у)£А
1 при (х, у)£В 

— 1 при (х, у) С С,
(3.2)

Для е = 1/23, 1 и функции 4 (х, у) согласно лемме 3 можно оп
ределить множество и действительные числа {ак которые
удовлетворяют условиям

|а*.  < 1/2»; 1 < к,1 $ < е1с Н, ^1 < 1/2», (3.3)

I л'։
2 а*.  5 <р*  (х) (у)

'4. т -։
(3.4)

о

б

А(*. у) =

| 2 ак. 1<р*  (х)<Ра (у) |/Р)(е)< 1/2։ + й/112(*)»  есН^; п, (3.5)

Предположим, что определены числа |а4 ,}^“։։.
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Положим 
лг<-1 

р (*,  у)֊ 2 а*.  з ®*  (х) ?з (у); (х,у))^А
*> »”> (3.6)

при (х, у) £ В 
при (х, у)£ С.

Для в = 1/2'**,  Л=М-։4֊ 1 и функции // (х, у) согласно лемме 3 мо
жем определить множество е/ и действительные числа {а*,  >

которые удовлетворяют условиям

е,с Н, |е,| < 2֊'֊* |а*.,|  <2՜*-*,  М-1 + 1 <*,  5 < М (3.7)

2 а*.  з ?*  (х) ч»з (у) — Щх, у)
к, 3-^_-+)1

(3.8)

2՞ а4,з«?*(х)?з(у)|  <2-‘-*  + 1Мр(<);
1 1М(*)

уесНхе/, М-1 + 1 <п, т< М. (3.9)

Продолжая вышеописанный процесс, можно определить действитель
ные числа [а*.  з}“*=1,  последовательность натуральных чисел (М и 
множества {е/}/1|, для которых выполняются условия (3.7), (3.8) и 
(3.9) для всех { (։=1, 2, 3, • • •).

Покажем, что на А двойной ряд

2 ак, ։Т*(х)  *։(у) (3.10)
*,з-1

до Прингсхейму асимптотически сходится к /• (х, у) в метрике Lp, р^-1. 
Пусть е^>0—произвольное положительное число. Положим

Л. = Л\ U eit где i0 — [log, е՜1] +1. (3.11)

Очевидно
Ас4\е/ при и |Л.|>|Д|—г. (3.12)

Числа п д т возьмем настолько большими, чтобы

. q = mln (i, j) > j0, (3.13)
где i и j определяются из условий

Ni <n<M+i; 7Vy< zn<A4+1. (3.14)
Из условий (3.6), (3.8), (3.9), (3.13) и (3.14) ввиду того, что

лгг
4+1 (х, у)= fq (х, у) — 2 а*.  , (х) (у), (3.15)

к, 3 —+ 1
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получаем

а*,  , Ф*  (х) <?. (у) — Г (х, у) I

• (1 1
.(*» у) € В, 2 о*. а ф* (х) ф, (у) > — Мо > |В| — 8/4.

1' д₽ (Л.)

II2 2 “*•»  71 (»)—у) I +
м-։ лг/_։+1 ։д^(Ла)

4֊ тах 
Яя<п’, т'<Л’ч +։

п', т*
2 а*,  в ф4 (х) фа (у) 

'У<+1 кл м*)

. й
Я 2 ?*  Фа-л (X, +2-’+|/?+։Рдя(л։)<3-2-’. (3.16)'

1лгв+։+։ 1д/’(Л»)

Отсюда следует, что

Нт | а*,  а ф* (х) фа (у) — Г(х, р)|£Р (Л։) = 0. (3.17)
Л,Ш -*СО  I |

и >, $ —1 ’’

Теперь докажем, что ряд (3.10) на множестве В (по Прингсхейму) 
сходится по мере к + ос. •

Возьмем г'о настолько большим, чтобы

е.[4 (2^ + 1)]֊’ .

Учитывая (3.6), (3.8) получаем

3 ] 2 а*.  Т Ф*  (х) фа (у) — ,1 <Шу < 2-4

Из (3.19) следует
”1

(х, у) £ВпН\ е1, 2

(3.18)

(3.19?

(3.20).

Отсюда учитывая неравенство (3.7), получаем

Г 1(х, у№, 2 ак. (х) фа (у)< 1/2 <2֊'^ +2-‘֊։<2֊' (1+2^)
' , 1-1 '

(3.21)

Пусть )И>0 и 1^>е2>0—произвольные положительные числа. 
Возьмем некоторое большое число М0^>0 такое, что

(3.22)
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Очевидно

В л |(х, у); 3 Як. з®*(х)<р,  (у}}< 
‘ ЛГ/.4-1

<0—4>)-т с, Ц Вп ) <х’ X ак->* { I луи

В силу (3.18), (3.21) и (3.23) будем иметь

I/| (х, у)£В, 2 а*, 4?к(х)®.(у)<(у-
11 лг/։ +։

(3.23)

(3.24)

Для любого у, у >4» сравнивая (3.22) и (3.24) получаем

(х, у)£В, За*,, |В|֊8/4.
I ։ к, •-! >

Зозьмем Уо2>*о  такое, что 
(у’о֊ 4) 1/2 - Мо> М + 2 (4/е)’/Р.

Из (3.25) и (3.26) для всех у > у0 имеет место неравенство

(3.25)

(3.26)

?*(х)?Ду)>Л/+2(4/г) 1//’| >|В| —е/2. (3.27<

Пусть п > т^> тогда для некоторых у и г имеем

Очевидно
М-С и М-ц, М) т Л/у+։,

п, т И)
3 а*.  ,’<р*  (х) <р, (у) = V а*,;,  <рк (х) (у) ֊1֊
* -1 -1

+ 2 3 а*.з  <Рк (х) ?4 (у), (3.28)
к-/^+1 в—Р/։+ 1

В силу (3.9), где ?'=у+;1, имеем 
п*, т* р
3 а*. к Ф* (х) ®, (у) йхду < (1 + 2-'՜1)1’ < 2р, 
^+1 I

/V, <п', 7п'<Л/ ,у+։. (3.29)
Из (3.7) и (3.29) вытекает

тах 
Л7<։,

Л Ч у ..
(х, у) £ В, 2 ак., ®* (х) я», (у) >—2 (4/в)’> 

П:+ 1 * ^1 ֊ е/2.

(3.30)



Представление функций рядами 127

Сравнивая условия (3.27) и (3.30), получаем

{(х, у^В; (3.31)

Аналогично доказывается, что ряд (3.10) на множестве С сходит
ся по мере к — со.

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть /’’(х, у) (0.1]х (одр 

0<р<1. Предположим, что определен полином вида
. т1

г1 (*>  у) = 2 ч, у к (*)  (у)- (3-32)
к. 5-1 

удовлетворяющий условию 
1 1

У у 1^(х, у) — 8' (х> у)|р dxdy < 2՜', (3.33)

Согласно лемме 4, в формулировке которой берется ЛГ=7т։/-Ь1, 
т) = 2_/_։, т} = 2՜2-1 и/(х, у)= у) —8‘(х> у), существует полином

"4+1
Я (х, у) = 2 Ск , <гк (х) О, (у),

к, з—т,+1
(3.34)

удовлетворяющий условиям
1 1
У 1^1+1 (х> у) — у)1р <* Х(*У  < 2֊/ “*»  

с о
где

&+1(х, у) = 81(х, у) 4- ЯДх, у),

(3.35)

(3.36)

п, т

к.
ск, зУк^^У) dxdy<2 ‘ 1

(3.37)
I 1

+ У У 1Е(х, у) — (х, у)\р (Шу, п, т<^т1+г

о о
По индукции можно определить последовательности полиномов 

(х, 1/)}^*1  и (х, у))Г-1, удовлетворяющих условиям (3.35), (3.36) 
и (3.37) для всех г(г = 1, 2, 3,•••).

Ряд

2 С4.
к. 5-1

сходится к /• (х, у) в метрике Ьр [о.ихю.Ц п° Прингсхейму.

(3.38)
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Действительно, пусть пч ту <1 Л1<^тпу+1 и <у=т1п (/,/')•

Тогда из (3.35) и (3.37) следует

УЛ 2 с*,  ,<?*(*)*  (у) — /’(х, у)| <!хду<

р
3 ?*  (х) ?5 (у) — Г(х, ^)| 4хду + (3.39)

■4֊ впах СП 2 Ск, з <р4 (х) Тз (у) 4/х</у<2-» 4֊ 2-’-։+2֊«. 
тд<п։. т'<тч+1^ |*,,_ т։ + 1

Ясно, что 2-»+2 —0, при л, т -» со.
Теорема 2 доказана.
Теперь докажем теорему 3. Возьмем последовательность {/>*],  

где 
0<р1< --<р*<р* +1< --, Ит р*=~1.  (3.40)

Согласно лемме 4, в формулировке которой берется у = 1/2, 7У=2, 
р = Рх и /(*>  »)=Фа (х) существует полином

/П1
М(*.  1Г)= 2 О1, з?։(х)?з(у), «(3.41)

I. з-а 
который удовлетворяет условию 

1 1
У 1М (х> !/) ~ Ф1 (*)  <Р1 (у) Г’ ^У < 1/2. (3.42)

о о
Предположим, что определены полиномы 

"/+։
Н1(х,у)= 2 а/. 1<ц(х) ®з (у), 0< ։</— 1, (3.43)

I. ։—ггц+1 

где
1 < Л1о<п։1<-• • <т; (3.44)

и имеет место неравенство 
։ * mյ

У 3 * *Р»  (х) Ф*  (у) — Ъ (*)  ?1 (у) < 2-У Р1 < ч < рр (3.45)

Согласно лемме 4, где положено р0=Р1, р = р]+и 1^=т) + 1, 
т<

1։ = 2 1 2 и / (х> у) — ?1(х)-?х (у) — 2 а/. зТ; (х)?з (у), существует
I, з -а

полином
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тУ'1
2 а/,а (х)«а (у),

I, ։*-т

который обладает свойствами:

/Яу+1 Г т }

2 а1.. Ъ (х) «а (у)֊ 2 а/. т?/(х) ®, (у)
1,з**т^\  ' /»л=2

X ։/х</#<2--' 2; р0^-Ч<'.р/+1>

(3.46)

(3.47)

9/ (*) (у) ' дхду<2֊^^тах
ллу<л, т < /Пу_|_|

2
а/, йх<1у. . (3.48)

я

Продолжая это построение, определяем двойной ряд

2 СИ, з ®/ (х) фг (у)
I, а=2

(3.49)

и последовательность натуральных чисел {/п;։7=1, для которых усло
вия (3.45) и (3.48) выполняются при всех у, у =2, 3,•••.

Покажем, что ряд (3.49) по Прингсхейму сходится к 44 (х) <рх (у) 
в любой метрике 0<д<1.

Пусть рх^д<^1—натуральные числа, л и т выберем настолько 
-большими, чтобы и т,- -С т < тпу-и, то ра^-д, где
А =ппп (։, у).

Тогда имеем

л, т
<Р1 (х) ®1 (у)— 2 а1։ ։ ф/ (х) Ф, (у) 

/։т-2

я
(1х<1у <

«•а 
*?1(х)?1(у)— 2 а/.*?։  

/, 5-1
<?* (у) dxdy +

+ тах
т^<п'в т' *^£4.1

’</х</р<2-*4-2- ‘֊'֊>0

(3.50)

и следовательно ряд 2 а, где С1,1 = 1, сг. т = —а։, а, I, 5 ^>2 
I. а—1

по Прингсхейму сходится к нулю одновременно во всех метриках
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Ь" [о,։ х (0,1)» о< д<С 1«

Теорема 3 доказана.
Замечание. Справедливы также ТУ-мерные аналоги доказан

ных теорем > 2.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну за поста

новку задач и внимание к работе.
Ереванский государственный 

университет Поступила 15.VUI.197»

Մ. ժ. ԳՐԻԳՈՐՅԱ.Ն. ЭшфЬф ֆունկցիաների ներկայացումր կրկնակի շարքերով (ամփոփում)

Դիտարկվում է 2 փոփոխականի լափե/ի ֆունկցիաների Տ (X) (ձք),
*, յ -1

ոցաէպ ր>^֊Ւ բազիսն I, կրկնակի շարքերով ասիմտոտիկ Մ, ր> 1
մետրիկայով ներկայացման հարցը։

Տրվում կ Դ. Գսֆմանի և Ռ. Զինկի հարցի դրական պատասխանը.

M. G- GRIGORIAN. Repretentatlon of meatarable fanctlont by doable ter let 
(summary)

The question of representation by double series aks (x) (у) (where
k, s »1

{f*(x)}£.j  is the basis in Lp) of two variable measurable functions asymptotically in 

the Lp, p > 1 metric is considered.
The affinnativeVnswer to a question of G. Goff man's and R. Zink's is given.
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Г. Р. ОГАНЕСЯН, К. А. ЯГДЖЯН

ЗАДАЧА КОШИ В КЛАССАХ ЖЕВРЕ
ДЛЯ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В настоящей работе приводятся достаточные условия коррект
ности в классах Жевре задачи Коши для псевдодифференциальных 
(п.д.) уравнений специального вида, к которым сводятся слабо гипер
болические дифференциальные уравнения. Такого рода условия для 
дифференциальных уравнений были получены ранее в работах [1], 
[2]. [3].

Использование алгебры п.д. операторов, действующих в шкале 
банаховых пространств Жевре ([4]) и получение энергетических оце
нок для п.д. операторов, образующих модуль над кольцом п.д. опера
торов нулевого порядка, позволяет в данной работе значительно уп
ростить доказательства и охватить более широкий класс уравнений.

Статья построена следующим образом. В § 1 формулируются ос
новные теоремы. В § 2 приводятся вспомогательные факты из теории 
п.д. операторов, действующих в классах Жевре, а также энергетиче
ские оценки для простейших гиперболических (эволюционных) опера
торов. Здесь же уточняется большинство определений и обозначений. 
В § 3 устанавливаются достаточные условия Ся-корректности задачи 
Коши, а в § 4 на их основе доказывается основная теорема о кор
ректности задачи Коши в классах Жевре (теорема 2 из § 1). В§5 
приводятся примеры.

§ 1. Постановка задачи и основные результаты

Обозначим через Нп (5/) пространство Соболева с нормой 
_ _ г г 11/2

р"нЛ|= 2 |£>’и|"= 2 |£)«и|’ </5/ . (1>
|։(<т |а|<л>и 1

здесь
И=К = |(х0, х), 0<х0<6 л€$ссЯ"),

А=|(х0, х)€ К *0 = Ф

Шкала гильбертовых пространств Жевре определяется как
С(ъ з) = {/(х), 1Л.;<оо1, <2>

где __
1Л=1Лт„=1Е(|а|1֊Тз«|£>:/|)։Р^ 7>1. 

Ж
Если 2 с/?, а X — линейное топологическое пространство, то 

Ст (2, X) — пространство т раз непрерывно дифференцируемых ото- 
236-4
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бражений 2 в X. Введем элементарные гиперболические операторы 
первого порядка

д1= — -- ----х> 2’՜ • » т՛
I 01

где Лу — п.д. операторы первого порядка с вещественными символа
ми ку(/, х, Е). Для единообразия дальнейших формул положим (?т+1=1.

С целью описания класса символов п.д. операторов введем 
функцию

А{х, о=А(?)+ А (*. 0. (3)
где А^С- (/?"), Д։£-С“(/?"Х /?я)- Если р, т>;0, 7 > 1, I, д^՞, то 
введем обозначение

Л/(Л, 7. Р» 01, д, 1) = №1 (Лп т, д) т^։(Д> 7> Р, т, д, I), (4) 
где

М(А, т> <?) “ ( <?>։’|-т |<?е А(«)1Ь
ЛГЯ(А„ 7, р,«п, д, /) = зир {р|'и|рГтО'’,""|х*^^И։ (х, Е)|Ь 

ж. 5. Р
<?>== (1-НМ’)1'’.

Класс символов Жевре 08 определяется как
О8(-(, р, т) = {А (х, 5), Ы(А, 7, р, т, д, /)< ос. для всех д, (5)

Соответствующий класс п.д. операторов обозначим через СО.
Класс символов 8т состоит из бесконечно дифференцируемых 

функций а (х, «) таких, что для любых мультииндексов 1а, и 
компакта К с R" справедлива оценка

а (х, ЕЯ <С., ₽, к <Е>"՜14. (6)

Пространства 08 и 8т являются линейными топологическими 
пространствами с топологией, индуцированной полунормами (4), (6). 
Монотонно убывающую функцию р (/) £ С ([0, со)) назовем масштаб
ной, если р (0) = 1, р и существуют положительные постоян
ные М, <1 такие, что

рОХе՜'-՛ (1 + М՜1- (7)
Если X} — шкала банаховых пространств, а р (/) — масштабная функ
ция, то /(/)^В{7՝, Х„ р, т] означает, что

зир 17и)Ьго<со,/(*КС'п[0, т], Х։Р1Т)), [0, #].
^6 |0| Т]

Настоящая работа посвящена изучению задачи Коши для п.д. 
оператора порядка т вида

т-Г.р+1
-Р=Т504- 2 2 (<4—<?./)•• ։(<?у_1—(?;) дт+]-р-• -дт -1 дт, (8)

р-1 )-2
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где
т-2

Ро = <>!<?։-.• дт + 2 Ьхрдр^--- (?т_1 дт + 6։,m֊j , (9)
р=О

a bjp, bip — п.д. операторы нулевого порядка.
Обозначим через 2R множество непрерывно дифференцируемых 

на [0, 7] вектор-функций H U) =(’<*i (*)> И» (0» ’ ' ’ > Н™-։ (0)> компонен
ты которых на полуинтервале (О, Т\ положительны вместе со своими 
производными:

Ну (0 >0, v'j (/) 0 при 0 <C.t -С T, j — 1, 2,- • - , m —1 (10)

(но могут обращаться в нуль при t = 4֊ 0), а также упорядочены в 
том смысле, что

£© <с feïïT' 2,-,m-2. (К).

Отметим, что если при ( = 4-0 слипаются г характеристических: 
корней оператора P (1 -С г m), то

1^ = ^=... =Ия|_г = 1.

Пусть существует вектор-функция такая, что
НГ* ДОА^-А^А^-А,).. .(Ai( ։ -At)eC(G0 (т, р, к)), (12)

к = 1, • • • , m — 1, 
и

нг* (0 П <х*+։ -W> х> $°’ х» ИтХ ÆAX°’ *==1’-’ •’ Л1~1” 7-1
(13>

что означает эллиптичность оператора

H** (0(^-*+։ ~ Aj)(A*+i — Aj)- • -(А*+։ — А*).
Введем операторы коммутирования ([, ] — коммутатор) 

adj(-) = [dj, •]. j = 1, 2,-• -, m.
(А) Пусть существуют неотрицательные постоянные сх, с2 

(cî + c2>0) и п.д. операторы нулевого порядка P*, P», р,

Р, Р*, Р* (6 X, Dx) е С (GO (1, Р, 0)), (14)

здесь £=cl-|-ctp/(0/!*(<)» И (0 = Hm-i (t) и такие, что справедли
вы операторные равенства

adit odi, • • • adi д_։ (d/À) = P* (âi M+ P*» 1 ‘
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<?«+։_, = ? 4֊ 2 в/, ••• <, <?Л • • ■ 1 < 4 < • • ■ < — Р- (16)

р = 1, 2, ■ • •, т — 2, 9=1, 2» —> т — р — 1.
Отметим, что если переписать эти равенства на языке символов (в 
частных случаях т — 2, 3 мы проделаем это в § 5), то в случае раз
личных характеристических корней они выполнены всегда, а в про
тивном случае эти равенства означают определенный характер слипа
ния характеристик.

Мы скажем, что младшие коэффициенты оператора Р удовлетво
ряют обобщенным условиям Э. Э. Леви, если

Ь1р, Г֊՞֊' Ь]РЦ, х, е)/лг(ое С(С5(Ъ р, 0)), (17)
р = 1, 2, --, т-1, /=2, 3,- •, р+1. •

Если выполнены условия (12), (14)—(17), где классы символов Жевре 
С (05) заменены более широкими классами С (5°), то справедлива

Теорема 1. Задачи Коши
Ри =/,(/, х)С Ут, (18)

<?5֊и(+0, ж)=0. к = 0, 1, — 1, (18')

при /£. С (РР (Бг))(д — достаточно большая постоянная, зависящая 
от оператора Р) имеет единственное решение и £ Нт (Ир), причем 
справедлива оценка

I

\Эт и, 5/|֊<с Ри, 5,1 Фс (19)
. о

для всех функций и^Н” (И).
Замечание. Теорема 1 остается справедливой, если вместо 

условий (16) потребовать выполнения условий (13).
Пусть

т-1 р+1
«(0=2 2 (о 16^Р (() ,

Р=1 )-1

2 (<>• (20)
Р-1 /=2

Если обобщенные условия Э. Э. Леви (17) не выполнены, но суще
ствуют положительные постоянные т), □, е, 1^-1 такие, что

6.Р, ^р/н;+т_г (0€С(С5(7, р, 0)), (22)

/ = 2»* • р+1, р=1» 2,• • •> т —1,
то в условиях (12), (14)—(16) справедлива
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Теорема 2. Для любого /^В(ь, С,, р, 0) задача Коши (18), 
(18') имеет единственное решение и£В(Т, С,, р ((), т), причем 
имеет место оценка (0< з'<^ з<^<7) 

. * /
2 И < >(/) < С (з, 5', 7) С Р։&р(-) </■ (23)
/-о У

для произвольных функции (С;).

§ 2. Псевдо дифференциальные операторы

Свойства алгебры п.д. операторов, действующих в классах Жев
ре, подробно описаны в работах многих авторов, поэтому мы приве
дем без доказательств важнейшие свойства, придерживаясь в основ
ном работы [4].

Приведем лемму о непрерывности п.д. операторов в шкале гиль
бертовых пространств Жевре.

Лемма 1 ([4]). Если А (х, 5) ^65 (7, р, 0) и С (7, 5), то 
имеет место, оценка

1А(Л, (24)
де постоянная с не зависит от А и з, з<^р, а

#=зир И (А, 7, р, 0, 0, I) 
|/|<» 

при некотором 1с.
Если же А (;)^ 5 ~>т, т > 0, 0 а <з' з < Ь <х>, то

ЦА (Ох) /Цг < с (з - з')-«т ИД, (25)
с постоянной с, не зависящей от з' и з.

Для символов, зависящих от параметра < £ [0, 3], справедливо
Предложение 1. ([4]). Пусть 7, р, р', т1г т։, 8, т, к, г, з 

— положительные числа,П^>1, р'<р. Если (при /=1, 2) Л/=?1У(#, х, 
0£С*([0, 8]» £>5(7, р, тпу)), то

А -г А2 £ Ск ([0, о], 05(7, р', тахОпр тп։))),

£>;^А(/, х, ?) СС*([О, 8], 05(7, ^-з)),

(АХА2)(1, х, 5)СС*([0, 3], 05(7, р', тх + ти։)),

2 4 (#А) ША^ С С‘([0, 8], 05(7, Р', /ПхЧ- тг~ т)). 
|р|<т-1 Р՛-

Предложение 2 ([4]). Пусть 8, р — положительные чис
ла, а полный символ ՝/֊(#, х, ;) оператора Л (^, х, П*) является ве
щественнозначной функцией, принадлежащей классу С°([0, 8], 
С5(7, р, 1)). Тогда для любой функции у (/) £ С1 ([0, 8], Ц) найдет
ся решение /(/) С1 ([0, 8], £2) задачи Коши
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Л «. х, Л) ]/ (6 х) =g (t, х), /(+ О, X) = 0, (26)

причем справедлива оценка

—1/(01 <с|/(01 + feWL (27)
dt

с постоянной с, не зависящей от f.

Если Dxg(zC([O, ч], Li) Аля всех а, то и D,f(zC[O, 8], £,) для 
всех а.

Предложение гЗ. (Неравенство Гординга). Пусть 
A£GO(d, р, 1), причем существует с^>0 такое, {что для любого 
и^Со (/?,>)

|Аир<с(|/։0г+|и|։)- • (28)
Тогда существует р0, 0 р0 р такое, что с некоторой постоян
ной сх имеет место неравенство

JAug < сх (ЦЛ< + ВО (29)
для u£G(d, s), O<s'<po.

Доказательство. Очевидно, что

|л< < 2 с 2 (S,։| |а|! ։|ЛЯ‘О + 2 с fuß. (30)
а

Поэтому достаточно рассмотреть ряд.
Обозначим через Л(%։ (х, ty-t^Dx А (х, £). Тогда

DxA(x, Dx)a = (2 0՜" (е/хЕ S БПЛ<т)(х, В)м(1)Л 
J ₽+т-. РФ 

и

А (х, Dx) D*u =(2 к)՜՞ ех' ։* А (х, Е) и (?) dt, 
повтому

[А, £>*]а= 2 Ли) (х, Dx) (Dßu). (31)
7/0

Следовательно

2(з|е| |a|rd И^Ч!2 =2Ии£+ 2 2 (S1*։ |а|Г4 |[Л, Z/J d)։. (32)

Последний член оценивается сверху через

2р,|нг‘'з едо’и|-^-՝)1; <зз>

Но для любой функции /

(Л(7)(х, Дх)/)-(т։)=Г(^_$)ТЛ(1;_^ 5)/(е)<Л, (34)
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и
12> (я +։+ItD

где

C1=^(A0,0)+ sup (p"l|/>|rd<B>-* Ьр<&>ГЛ(г, ou. 
in՜՜- " + 1

Тогда

Ит (х,Пх)Лэ<2с(сс1)։|А/1|=‘Кп 4֊ 1+ |т1)!М Р-2<Л+'1+W: 
т. e.

(35)

(36)

(37)|rfp-("J+։+lT»|A/|.

Из (33) и (37) выводим, что

-d S “Mwfe ^)D4â2<
₽+i-«Pnl J

T+0

SS S {|₽ird.s,₽1,P9'Au||i։X 
« Pi+T։*=« k+Ti-«

T>*o ï«+o

2 lull

Но

«1 IPI»h-PII <?
?!(a-p)! |a|! ’

(см., напр., [8]), поэтому продолжая (38) •

с3?՜ 2(Л + ։)S S 2 (IPJJ՜* sl?։l р* Au|)» x 
« 3i< «

_L / _ \1т*|я+։

-2(«+։) 
Р

2 (Л.+П

Для любого e>0 можно выбрать p0, s-<p0<^p так, чтобы
п ։ -2(л+П>/ s \2
2 с Р ( — )

т-« 2(л+1)
е.

Выбирая 2в<1 из (30),-(32), (40), (41) выводим необходимую 
ку (29).

(38)

(39)

(40)

(41) 

оцен-

а

s
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§ 3. Доказательство теоремы 1

Введем интегралы энергии

Еи==ь 2 5^р+2' ' "Ь
р =*0

+ 2 3<*+։"'"։(^1 — (<Ъ-«—д/) д^т-р--՝дт\, (42)
₽-։ 1-г

т—1 т- 1 Р + ։ , ,
Ей = 2 Г Р1др+2 • • • дт 0| + 3 2 ?ь ~т |р/-1 Л' д,+т-р ■■■дт14. (43)

р—о р"»2
Имеет место

Лемма 3.1. В условиях (12) и (А) справедлива оценка
I

Ц£и|5Р (о -С с (11^1 ■ ՛■■ “Ьр М + (Х)И ^и!1>р ։*>! (44)

для всех и^Ст (С1) удовлетворяющих начальным условиям

Доказательство. Очевидно, что достаточно оценить через 
правую часть (44), которую мы обозначим через } (/), каждое слагае
мое интеграла энергии. Имеем

I г (др+2* ՛ • (О -С I ---- ;—~ 1^Г ‘ пЬр (■։) -^ /(/).
.։ /»* ֊р о

Так как согласно (16) 
/֊«

(45)

■ ■ д/-1 (46)

(знак т означает, что оператор дк опущен), то имеем что

2^! ■•• <?*••• ^^41-•• ^яЦ-

+ Рг--^и |<сУ (47)
о

Протащив оператор д/, на свое место с учетом коммутационных 
ношений (15), получим оценку

к^՜՜2 ду • • дт п|^ (*) < } (I).

соот-

(48)
Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые интеграла энергии.

Лемма доказана.

<?«••• дт и| </■:.
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Если операторы р^՜’ (Л4+1 — Лх)... (Л4+։ — Л,) эллиптичны, т. е. 
для всех (/, х, ?)£ИгХЯя\0, к=1,—, т— I имеет место (13), то 
в силу неравенства Гординга (29) справедливы оценки

<?/+։• • • дт и||։ < с|| рд1։ (<?!—<);)• ■ • ((?/_) — д/) д]+\- • • дт 4.<+

+ 1^+։- • ■ дт 4,, у = 2, 3,- • т, (49)
поэтому справедлива

Лемма 3.2. В условиях (12)—(15) для всех и^С” (67), удов
летворяющих (18')» справедливо неравенство 

.«•
||£ (о < У с {д, дт и],, (-) + К (') |'£ «фр (Х)) </-. (50)

о

Отметим, что если выполнено первое из условий (17), то из 
очевидной оценки 

‘ . 1л т —-2 л х»
I 2 др^ч ■■■ дк и|.,р(-) <с I Ц£иц.,р(х)(Р (51)

о "-°֊ о
следует, что оценка (50) остается в силе, если выражение дг • • • дт и 
в правой части (50) заменить на Рои.

Если же условия (17) выполнены полностью, то справедлива 
оценка 

1 ։
А’(г)|ЁиЬр(х)</г, (52)

о о
из которой следует, что выражение • • дт и в правой части (50) 
можно заменить на Ри.

Полученные в леммах 3.1, 3.2 интегральные неравенства с неин* 
тегрируемым ядром К (т) можно обратить, используя обобщенную лем՜ 
му Гронуолла (см. лемму 2 [5]):

Лемма 3.3. В условиях лемм. 3.1, 3.2, соответственно, спра
ведливы оценки I 

< с (0 р—и (т)| Ро иЦр 1Х) <Л, .. (53)
п 

/
ЙЛр(0 < ср-и (0 у Р-Ж (т) (х) (53'>

и

для всех и£Ст (Ст), удовлетворяющих (18') и

Ей, Еи = ?м (I) о (1), { -♦ + 0, соответственно. (54)
Приведем теперь лемму, позволяющую сводить задачу Коши (18) 

(18') к новой с быстроубывающим к нулю при ^-»4֊0 свободным 
членом.
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Лемма 3.4. Пусть 7> 1. 5> р> 0, имеет место (к), и при 
некотором £^>0 выполнено (22). Тогда для любых а, Ь, г, 0<а<^ 

Ь < р, х > 0, существуют постоянные с, б такие, что для лю
бой масштабной функции р (0 и для любой функции /£ В [3, С (7, 
Ьв), р, 0] найдется функция V С В [3, О (7. 6։')» р, ш] такая, что 
и (0, х) = о»(0, х)г=...= <?7՜1 V (0, х) = 0 и

I
|Ро -/Ь (/) < сн'Со]* в'и Иям (55)

о
для всех а $х <^5^6 и 0 < / <С причем

/
|£ф,(/) <с (в, 5) у «•*МII/С=)| б֊.. (56}

о
Доказательство. Представим Р в виде

Р= Ро + (Р ֊ Л) = Ро + Рг (57)
и рассмотрим задачи Коши

Ро V* = /*-։» /о = !^~ — Рх (58)
<?{ и* (0, х) = 0, 1=0, т —1, к = 1, 2, • • •. (59)

Тогда, согласно лемме 3.3
И/*Ьр 1 «*)а> М) 

т /»+1

■^2 2 №и> ^у) д]+т-Р’ • • дт֊\ дт щ . (60)
я-1 /-»
Оценим теперь каждый член получившейся суммы. Очевидно, что

(61)

(62) 

(63}

(64)
У-т+2 г О

Применяя его к раз, получаем, что левая часть (64) мажорируется 
функцией

|6л>(0х—<)/)■ ••(£;-։ — di)dJ+m-.p-■ 
. t

Kc(s, Sx) Py-J (/) (0 J J/*- ihu» W

о
Здесь мы воспользовались тем, что

GO(t, Р, 0), 1, т],
Р/-։ (О (^1 dj)֊ • '(dj-\ — dj) £ Ct (GO(i, p, j — 1)), 

Поэтому неравенство (60) приводит к

m + l n
Ifi^'p (t) < c (s', sj 2 (pj-j J/k-iLp b) Л).
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/я 4-1 ' , т 4 1
с(з', з^---, «*) 2 Ру-ИЪ-1 (О( 2 I*/-։) И/ЬцР (*)<*'•

/—т+2—г 7-Я+2-Г '

Теперь выберем ( л/)* так, чтобы 51+1 — з, = 81— з։_,, зх=з и вспом
ним, что согласно условию р^+։ -< с [*,■> а к может быть выбрано 
сколь угодно большим.

Обозначим теперь через о сумму и, 4՜ ■и,+ • • • 4՜ и*. Нетрудно 
убедиться, что Ру—/равно —/* и поэтому удовлетворяет оценке (55). 
Теперь уже заметим, что норма любой из функций и/ оценивается 
через соответствующий интеграл нормы, поскольку у/ есть решение 
задачи Коши для уравнения Р</и) Следовательно, мы можем
оценить и V и получить желаемую оценку (56). Лемма доказана.

Покажем, что функция V, построенная при доказательстве лем
мы 3.4 такова, что разность а — у удовлетворяет условию (54).

Перепишем уравнение Ри=-{ в виде
Рп (и- V) = (Ро- Р) (и -«)+/- Ру. (65)

Оценивая первое слагаемое правой части (65) так же, как и при дока
зательстве оценок леммы 3.4, получим (з' я)

I
К рй— Р) (“ — «Ж'р (О < с (в, 5՜) у ЦЕ0 (и — и)и (-) (66)

о
Для второго слагаемого правой .части (65) справедливо неравенство 
(55), поэтому при ( -» 4֊ О

= (67)

Энергия ||Е0 (и — и)|։'р(о мажорируется левой ^частью (67) и мажори
рует с потерей гладкости энергию ^Е(и — и)||$р<о> откуда следует, что

8Е(ц — и)||,р со = н* (0 о (1) при / — + 0. (68)

Итак, к разности и — у применима лемма 3.3, поэтому справедлива 
оценка

Ц£(и — у)^р(1)-<срм({) ^-Л1(՝)4Р(и —(69) 

о
Из неравенства треугольника

ВЕиЦ -С ЦЕ (и — и)Й 4- ЦЕиЦ

и оценок (55), (69) получаем энергетическую оценку (з'<^з)
I

ЦЁи^'р (О < с (з, з') у ЦРи||։/, (т) </х. (70)

б
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Аналогично доказывается оценка
/

Р4>(/)< С (5, э') ^Ри^рИ) 4՜' ՛ (71}
О

Замечание 3.1. Для п.д. операторов класса С (£") справед
ливы аналоги всех утверждений, приведенных в § 2.

Поэтому, если в условиях леммы 3.1—3.4 классы символов (опе
раторов) Жевре (СО) заменить более широкими классами С (№) 
С(£°), то совершенно аналогично можно доказать справедливость оце
нок, полученных из (44), (50), (53), (54) заменой норм на 
А3-нормы |-|. Вместо оценок (55), (56) при этом мы получим оценки 
(с потерей гладкости д)

/
|р« - Л < (о 2 (55'>

1«1 < ч
I

С 2 (5б'>
‘'о 1-1 < ч

с постоянными с, д, зависящими от символа оператора Р, но не зави
сящими от и.

В этом случае будут справедливы также аналоги оценок (70), (71)1
<

|£^<сС 2 - (70')
о 1‘1-сч

I
Ы<с[* 2р;ри|л, (71}

«41-1 < ч
из которых следует единственность решения задачи Коши (18)— (18') 
а априорная оценка (19).

Доказательство теоремы существования 1 мы опускаем, т. к. оно 
получается с помощью оценки (19) стандартными рассуждениями (см., 
например, [9]).

§ 4. Доказательство теоремы 2

С помощью леммы 3.4 задачу (18), (18՜) сведем к новой со сво
бодным членом, который достаточно быстро стремится к нулю при 
{ —* 4֊ 0, точнее

Н-Л(7/€^(3, С„ р, 0). (72}
После этого рассмотрим последовательность задач Коши

Рч*п(1, х)=/я(б х), п = 0, 1,-.., (73)
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<#“4(4-0, х)=0, Л=0, 1,-.., т-1, п = 0, !,•••. (74)-
/,=/, /я+։э(Р0-Р)ея, п=0, 1,--.. (75)

Согласно теореме 1 и лемме 3.3 
/

|£ «4,, (0 < с Рм (0 у Р֊л (г) КР ֊ Л) еи-.|1р М . (76)

О

Поэтому, если через R обозначим оператор интегрирования по вре
мени, т. е.

г
£*+1 (₽)/ = | (<֊*)•₽ *=о, 1,-.

о

' т pH
|£ Ч, </) < с р" (/) л р֊л (т) 2 2 (д^-д^ ■ ■ ■ (^_։,- д}) х

Л , я-։ /֊а

Х^+„_р- - • дп вя_։|<си ри (О R- (?) (|р֊* £^,)). (77)

С другой стороны 

. ‘ т pH
НЕ е^р (|) < С рА1 р֊ и 2 2 Ру֊! |^р|,р (,),(։—Чт.։։-» X 

У р-1 /_2

՛ ։ . 1’ • .Л , т р+1
Х|^т+2-р-'- <?».еп_1||лр(,)<сри </т р-Л 2 2 Ру-1 ('5 — ЧТЧ-ЛХ

3 I р-1 у-2

X (|6у4՝։р (■։)՛£"+У-Р-1 (1) ЦЕ епГ։-1|.։, р

<С" р։ 2 2 Р/-1Ц6/р11(8'—5ро-л тТ^-ЧЛж+у-р^։ (1)| X
1 р-1 /=2 )

։
X у \\^тР р-л (т) </֊. (78)п

О

Если выбрать 5о=5, 81+1—51 = 51—51-1, Зт = з', Т©’

. л—* т Р1+ 1
<0 < сп рл։ (О Я? (РХ П £ 2 РУ1-1Х

՛ I -1 Р1- 1 1[=2
I

х (֊X Ет+}1-Р1-. (1) [ Р֊и (гуця,’р(։)^х 1> (79)"\П—к / А 1։
О
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где

со

Принимая во внимание (22), видим, что правая часть (79) не 
больше, чем

с" |*'И ■р (•) X
о

® ^<н+/{—Р1~։ (1) , (!)• (80)

С помощью теоремы о среднем 
метрическом легко показать, что это,

арифметическом и среднем гео- 
в свою очередь, не больше, чем

..и

о
с

о

'Г*

Т р-к

(л —А)!

т(։-яч(л-*)

(81)
к

И (л - £)!։ л о *
Пусть теперь к — целое, определяемое из условия

лк = к (л) = л —
[(Т-1)(/п-1)

|, [ ]—целая часть числа. (82)

Теперь уже с помощью основного условия (21) нетрудно показать, что 

ряд |£ е,| сходится и также, что имеет место (23). Для доказа-

тельства единственности достаточно заметить, что решение однород
ной задачи, как легко видеть, стремится к нулю при I -> +. 0 с нуж
ной скоростью и при некотором о 2> 0 оценивается через л-й член ря
да для всех # 8. Теорема доказана.

§5. Примеры

Пример 1. Рассмотрим дифференциальный оператор второго 
порядка

Л = Л» + Рп + ^м, (83)
— а>(/, х) дх. — а.1) (6 х) дХ1 дХ/,
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РЛ = ЬО х) х) £гу> Ло = с (/, х),
здесь и далее знаки сумм по повторяющимся индексам опускаются. 
Функции р-у (/, х, В}^_։ определяются из характеристического урав
нения

X1 — X (а/(6 х) Е;) — оу Ь =0, (84)
т. е.

Х։, 2 = 0/5/ + !^ (а/ а, + 4 ау) с/ ?> -

Вводя операторы = — А.., / = 1, 2, где Л? — п.д. операторы 
с символами X, (/, х, ?), соответственно, оператор- Р2 можно пред
ставить в виде

Р2 = д,д3 + Ь10дг + Ьп (<?1- дг) + (85)
Определив скобки Пуассона,

Р1. М = 2>4лх2(Л-х։(Пл<л),
/-։

=()-։-М/+|ха, Ч) 
и субсимвол

Й(К») х’ ') + уР22(Л^’ х> 5о> =

= 6О’о+ Ь) «7 + — [01-Н-1)/ + Ео (4+ )։)՝У) — (Ч^։)(7)1| (86)

для символов псевдодифференцияльных операторов 6։0, 6П, получаем 
следующие выражения:

= Ъа(1, х),
Ьл х, 5) = [2 (>-.֊ У)՜1 (2 рг2 + (<, (Ы + (4֊ *1) >^>). (87)

Условия (14)—(17) теоремы 1 упрощаются и имеют вид: существуют 
неотрицательные постоянные с1։ с2(с? 4-с^ >0) и функция и- (1) клас
са ПК такие, что

ьа, 610, №, ^/^(О^-Х,), Р^3)/К{\- (88).

К(О^С1+С։/(О/Н(О
(см. [6]).

Условия (14) — (16), (22), (21) теоремы 2 в этом случае имеют 
вид

ьи, ь1о, ^-6а/И', {<?1։ <?։)//Г(0(^-М€С(С5(1, р, 0)), (89)-

(1^Н|| (=0, (90)՝»-о ։.б 10. П (3 \ 3 | Н (•։) <т) / )
о ։,

Если, в частности, р=<", р3 = Р, «, ₽^+> 0 — Р > 1, то послед
нее условие означает, что
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т<2 + -?а2-т- (’։)а — р — 1
Это условие является необходимым и достаточным условием коррект
ности задачи Коши для оператора Р2 (см. [2], [3]).

Пример 2. Рассмотрим дифференциальный оператор третьего 
порядка

Р3 = $ 4- С/ОГ1 д-ч + с/у д{ Оч д-ч 4֊ с/у* дл1 дх, дхк 4֊

4- Ьо д2 4- Ь/ д։ дх/ 4- а*у дхк дч 4- 4՜ <1/ дх} 4- с (/, х). (92)
Пусть (Ху(/, х, ?))%., — корни уравнения

+ (с7 ер К* 4- (су* 4 е*) к 4- с//4 е, 4=о. <93)
Определив элементарные операторы {<?/] ? с помощью функций 
Хур, х, ?) обычным образом, перепишем оператор в факторизованном 
виде

Л = д3д3д3 4՜ Ь10д4- 6И (д3 — д3) д3 4-
+ 4։ (<?։ <?») (<^з ^1) + Ь33д3 4՜ (б*! д3) Ь13. (94)

Приведем формулы главных символов операторов ЬР) через ко
эффициенты оператора Р3.

4о= 4 (#, х), б„= [бу еу—Ьа (4 4֊ 4) — р'и — Р^— р'3] /(4—4),
(95)

4«— (а/у ?у + )֊1 Рад + 'а р5э + 4р’г 4՜ 6о44 "Ь ^։»4 0'1— 4) 1/(4—4) (4 — 4), 
Ьп=*,+ р«։ + ром +роц + Ьт _ }.։)(/)>

ьл = Сч- Ч)՜1 (</у ?у + чР°и + >^?з + М1 ֊ Ч*н-

Р123 "Ь Рч (Ч ^։)](у)+ (\— ^֊։)<л Ч (у։ + (95')

+ [(ч- ч) (>з- Ч)](Л + Ь33 (Ч- ч)<>’ (Ч- 4)0)1.
■где

Р։։8 = (л2/’4(у) ^з/)|"Ь Ч^Ч/сл ~

~ 4<о)(у)~ Ч'7’ 0*2(о 4 (у) + 4 гл Ч»))՛
Введем обозначение для скобки Якоби:

1ч> ч՛ 4) = {Ч» 41 + (ч> 41 + 14. 41-
Если Р — п.д. оператор с главным символом

г ({, X, ?)= [л1։ 4, 4/ /(>^4) ^С(5°), (96)
то из тождества
:0- Л։ = (Л1-Л։)-։ (А։-Л։) (4֊ -4) 4-^-Лз)-' (А, - Л։)($о- Л3) 
-следует, что найдутся п.д. операторы я1։ а„ R ■ класса С (1°) такие, 
что имеет место условие (16) теоремы 1, что в нашем частном слу
чае означает, что
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’ (97)
При этом условия (12), (14) теоремы 1 принимают вид

>:3=\ [ММЯ'АЯ (>,֊>•»)(/)]/С (5°), (98)
н

{^ > д'\ !^1» ^։)1 } С £'/50) (оо\
Л/-»(Х<֊>у) ’ Ря-М ’ (Ч֊М

Кх = сН сг ^/н, А:։ = с1 + с, Р-^/на, ։</, ։', 7=1, 2, 3.
Обобщенные условия Э. Э. Леви (17) имеют вид

^ю> Ьи, ^1я€С(*^), (ЮО)

Ьп (I, X, 1)/Ки (Ь^Ки Ьзг/К, £ С (5°). (101)
Отметим, что в условиях (101) символы Ьз։, Ьп, 6։։ можно заменить 
функциями Леви оператора Р3 (например, Ьзл заменить субсимволом 
Рз и т. д.).

Условия (12), (14), (16), (22), (21) теоремы 2 будут выполнены, 
если выполнены условия (98), (99), (96), (100) с заменой класса С (5°) 
на С (65(7, ₽» 0)) и функций К1։ К3 на Кл, а также если

^։- Ьп/Р՛, И2՜’ Ам/!*'. Р2՜* b3t/\L'£ С (GS (7, р, 0)), (102)

г>0, р (?) == р8 (£).
G t

lim max ( t3 Г[6։Jjp (т) rf'V Г | ֊’’I rf՜՝) =0, (103)
'-° /,6(0, »1 \ J ■ /\J | ji։ ||v(x) )

0 <i

6 t
lim max ( P~J ii||6։;|Lp t-.) d՛. ( t2՜1 fl—i d~ =0, y‘=l, 2
/-o 66[o. q\ J /\ J | 14 ve) /

о

(104)
и только один из символов b3i, 6И, bn не удовлетворяет условиям 
Э. Э. Леви (101).

Если, в частности, a, P£Z+, 2а — Р>-1 и

G֊.-MU> х, i) = r |М, р»=»р? = ^. ьл = г-2, bn = t^1, b3t = fi,
(105)

то условие (103) упрощается и означает, что

или

3 , к 2
2 ՛ 2 (2а— р-1)

?>2а —1-֊1+21. 
2(7-1)

(Юб)

(106')

236—5



148 Г. Р. Оганесян, К. А. Ягджян

Если

то условие (104) при у = 2 означает, что

а-р-1
(107)

Если же

то (104) имеет вид
6Я = <₽, ь։։

3(?+2) 
а—[3—2
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Գ. Ռ. 2ՈՎ2ԱՆՆԻՍՅԱՆ, Կ. Հ. ՅԱՂՋՅԱՆ. ’էոյու քսնդիրր ժևրհի դասերում պոևդ>դիֆե- 

րենդիալ օպերատորների Տամար (ամփոփում)

Ապացուցվում է Կոլոլ խնդրի կոռեկտությունը ւդսևդոդիֆերևնցիւպ հավասարումների հա
մար Օորոլևի տարածությունում, եթե րավարարվում են է. է. Լևիի ընդհանրացրած պայման

ները՛ Եթե այդ պայմանները խախտվում են, ապա նույն խնդրի կոռեկտությունը ապացուցվում 
է Ժևրեյի դասում, որի ցուցիչը կախված է Լևիի ֆունկցիայի զրոյի ձգտելու արագությունից։ 
Հոդվածում ուսումնասիրված պսևդոդիֆերենցիայ հավասարումների են բերվում թույլ հիպերբոլա
կան հավասարումները փոփոխական պատի կութ յամր։

G. R. HOVHANISIAN, К. H. YAGDJIAN. The Cauchff problem for peeudo- 
dlfferential equation* in the tcale of Gevrey space* (summary)

The paper deals with the Cauchy problem for pseudo-differential operator with 
characteristic roots of variable multiplicity. If the generalized Levi conditions are 
satisfied then the wall posedosss in the Gevrey space with the order depending on 
the symbol of operator is proved. '
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

С БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ НЕЗАВИСИМЫХ
ПЕРЕМЕННЫХ

В работе М. И. Ви шика и А. В. Марченко [1] исследована зада
ча Дирихле для эллиптических и параболических операторов второго 
порядка на специальном классе бесконечномерных многообразий с 
краем. Как выяснилось основную роль при изучении краевых задач на 
бесконечномерных многообразиях с краем играет, как и в конечномер
ном случае, изучение соответствующей задачи в полупространстве.

Настоящая статья является обобщением результатов работы [1] 
по разрешимости задачи Дирихле в полупространстве на случай не
которого класса эллиптических операторов порядка 2 т, т^>1, содер
жащих комплексный параметр. Построен двусторонний регуляризатор 
и доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи (в со
ответствующих функциональных пространствах) при достаточно боль
ших значениях входящего в оператор параметра.

1°. Введем некоторые обозначения, используемые в дальнейшем 
(подробнее см. в [ 1], [2]).

Н— вещественное гильбертово пространство /„ Нх, по определе
нию, — гильбертово пространство последовательностей {хк}н=\, для 
которых конечна норма

2 х1 °;2 •
*=1 '

где последовательность (а*)£я  задана, при этом а*̂>0  и

2 ’Г2 < + «>.

Л*  обозначает полупространство: Н[= [х £ Нх, хг 0}, Ны— под
пространство Нх элементов вида (ух, у^,-՝-,уы, О,---), ^—опера
тор ортогонального проектирования Нх на №.

2". В полупространстве Н+ рассмотрим оператор с символом 
Р (.г, А (х, В, X)) вида

Р(х, Д(х, В, X)) = 2 ау (х) [4 (х, В, Х)]Л х£Н+, (1)
/-֊О
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где
А (х, Х) = (Л1(х) В, ?)+>*,

(А (х) 5, ;)=$։+ ^ аи (х) В: В*,
I. к-1

/•—комплексный параметр, принадлежащий С+={Х£С, Ие X 0}. 
Матрица Ца;*!|  предполагается симметрической, а функции а;*  (х) бес
конечно дифференцируемы на Н{.

Коэффициенты а/(х), у = 0, !,•••, т предполагаются бесконечно 
дифференцируемыми и ограниченными на Н* , ат (х)=/*0,  х£//*.  Пусть 
выполнено условие эллиптичности: существует постоянная ; > 0 та
кая, что Vх € и В £ Я

I՜’ РР < 5? + 25 ап, (х) В/ В*  < I ЦВр, . (2)

/ - 41/2

где И= £ еп •

Все результаты статьи остаются в силе, если вместо А рас
смотреть символы более общего вида, а именно

А (х, В, Х)=/1о (В, /) -I- Аг (х, В),

где Ао (В, X) — (А,В, ;'4֊Х, А3 удовлетворяет условию эллиптичности 
(2), а

(Лх(х) В, В)>0, ух^ЯЛ

3’. Введем в рассмотрение классы символов.
Класс^^. Пусть Ао (В, X)—фиксированный символ, удовлет

воряющий условию (2) (в качестве Ао можно взять, например, символ 
бесконечномерного оператора Лапласа: — Л + X*.

Функция (? (х, В, X), определенная на Я, (х) X \Н (В)\О)Х С+ (/֊) 
бесконечно дифференцируема.

Пусть, далее (?(х, Вл, X) = (^(х, РУ В, X) —ограничение (2(х, В, X) 
на Ях (х) X {Яу\0} X С+.

Обозначим через

в (х, г", Х)= (}( X, в", X) = (2к)-л'/2у е‘ 0 (х, В‘\ X)

Пусть (Ну) — пространство, натянутое на вообще говоря обобщен
ные функции следующего вида:/(х77) = / (гл,‘)Х 3 где 'хУ։ =(0, • • •
• ■ •, 0, хлг.хь • • •, Х^, + 'х֊у-, + Я։=Л, 8 (х^)-

о-функция. Норму вводим таким образом:
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i/iZi = / («"՛) dzN‘՝

Предположим, что для любого целого неотрицательного N и 
у/'к£С+ соответствующее символу Q(x, Е*,  X) ядро

G"(x, х) ед (///).
Положим

|Q(x, Е, X)b = sup|G" (х, z", Х)|£|(^ 

и g+IPI . 
“ 2

IQ (х, Е, Х)|^= sup Ио (5. х) Dx Q (*•  '» >Ж. О)
в» р

где верхняя грань берется по всевозможным |в| <. %, |₽| <₽0, Re Х>о>0. 
Обозначим далее

III Q (х, Е, X) Ill _ 2 sup III Z> Q(x, E, X) ||| p. 
— |«|< s Rc X > a

Определение. Символ Q (x, E, X) принадлежит классу 2’՛ 3 , 
если при любых а, а0, 0О выполняются следующие условия:

1. ill Q (х, Е, Х)| III <<). <+« (4)

И у// ill Q (х^ Е, X) HI (»).< ч-оо,

2. lim III Q (x, E, X) ֊ Q (x*. • E, X) ||| Ю* = 0, (5)
W-*eo *

у/?, 0<Я< 4- OO.
Топология вводится следующим образом:
Последовательность символов {Q*  (х, Е, Х)}^р Qk £ сходится 

к нулю, если 
a) sup III Q*(x,  Е, X) |||<»)w <4-оо,

б) Um|||Qt(x, Е, X)|||W/? = O, уЛ, 0<Л<4-оо.

В связи с изучением краевой задачи (см. [1]), введем в рассмот
рение класс .

Обозначим Е = (ЕХ, Е')> Е' = (Е։, Е։,•••).
По определению, символ 5 (х, Е') (; '2^* 3, если выполнены условия 

(4), (5), при этом преобразование Фурье берется по (Е')7*՜^  (Ej, Е։, • • * 
•• •, Ед»), а под знаком нормы в (3) стоит дифференцирование по Е'.

4°. Введем в рассмотрение функциональные пространства, свя
занные с изучением краевой задачи.

Через Сф обозначим пространство бесконечно дифференцируе
мых финитных цилиндрических функций.
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Пространства С£' (/Д) и СЬ? (Н£).
По определению, функция С£-’ если С՛’ и для нее 

существует последовательность [/„}£.! цилиндрических функций, /п£Сф 
тгакая, что

I0.- аир < М + со, М—некоторая константа, (6)
Т. ИЛ-/М֊*0  уА’>0, (77

Л-»"
1где

№,>? =2 р*Л»,л»  о<я < оо, |«1<а
№. R = 8иР И С*)1»  0 < R < оо.И1</?

При выполнении условий (6), (7) последовательность /я £ СЬ3(Нг) 
будем считать сходящейся к /.

Функция / 6 СЬ1 (/Д’), по определению, если она является суже՜ 
1нием на функции пространства (/Д).

А
5°. Обозначим через Р оператор, порожденный символом (1). 

А
Теорема 1. Оператор Р допускает замыкание в СЬ°

Доказательство. Очевидно оператор Р определен на цилин՜ 
дрических функциях класса Сф (Н?) и отображает его в пространство 
С£° (7Д+).

Рассмотрим последовательность (ия)“_ь, ия £ Сф (Н\), стремя՜ 
щуюся к нулю в'С£° (/Д1՜), такую, что Рыя (х)—>/(х) также в С£° (/Д+)< 
Наша цель доказать, что /= 0 в Н\ •

Следуя схеме доказательства, проведенного в [2], построим глад
кое продолжение функций ия (х) на пространство Нг. Пусть 1ап есть՝ 
это продолжение, причем 1ип £ СРт (7Д), а //—продолжение функции- 
/£ СЬ° (Н\) на пространство /Д.

Имеем

1ип -*  0 в СЬ° (/Д) и Р 1ип —♦ I/ также в С£° (ЛД).

(Это очевидным образом следует из свойства ограниченности опера՜ 
гтора продолжения).

Построим последовательность (®я)"_1, «/.^^(ЛД), обладающую 
следующими свойствами:

?я 0 в Сь° (/Д) и Р<ря — // в С£° (д/х).
Докажем возможность построения такой последовательности.

Пусть (ея)я°1.1, ея^>0— последовательность, стремящаяся к нулю. 
Для каждой функции 1ип выберем «р,, £ Сф (/Д) так, чтобы выполни-' 
лись условия
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|D*  <оп — Dp /ил| < e„ f (9)!

где а = (в1, --, «я, 0,- ■•)— мультииндекс, |а| = У «<<2т, а 7>>0 — 
• 1—1

некоторые постоянные, удовлетворяющие условию
2 Т. <+«. (10)

Из ограниченности оператора продолжения вытекает, что ®я —* 0 в 
Л

С4°(М)« Далее, в силу линейности оператора Р можем записать

РЪ, = Р1ил +Р^п-1и„). <П)
Оценив

|Р(?л-/Ия)|<АгЛ(|>֊|2'"+ 2 Т«'|. 
\ |«| <2л> /

где К > 0 — некоторая постоянная.
Отсюда, переходя к пределу в (11), в силу (8) и (10) имеем 

Р<р„ - // в ОД0 (ДД).
Далее, из оценки

_ <Н >31 
2 

|Д0 ($,).) Я; д>. Р (х, А (X, 5, ).))|< СЙ֊’+2т

вытекает конечность нормы
||Р(Х, Л(Х, 5, ).))!{«)<-ь оо,

а также норм ||| Р(х, А (х, ;, /.)) ||| <’>*  для любого 0< /?<-(- оо и 5>0 
если положить у — 2т + в. Иными словами символ Д>$2?д,+։,։. Но, 

тогда, в силу теоремы 6.1 из [3], оператор Р допускает замыкание в 
СД° (ДД), при з ^>2 (тп-)-1) -{“в, то есть 1} = 0 в //1։ а отюда следует, 
что ее сужение на Н+ :/ (х) =0 в Теорема доказана.

6. Краевая задача. Для оператора Р в полупространстве 
рассмотрим задачу Дирихле:

Рп(х)=/(х), хб^, (12)

и 
<13> 

где /е CLP (//+).
Обозначим через 2R оператор, соответствующий краевой задаче 

(12), (13):

SR и (х) = 1Ри (х), х£Н?, ,/ = (>, 11.
I ՝ dx{ |х,-о ' ।
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Область определения замыкания оператора обозначим -эд. не-а
рез 2^ обозначим следующее множество:

= И“»՛|^=°-'-0՛ '

Построим регуляризатор задачи (12), (13).
Пусть Ро (х, 5, X) — главная часть символа Р, т. е.

Ро (х, Е, >)=ат (х) [А (х, Е, ))]", (14)
в а

Л (х, Е, X) = £ (х) [А (х, Е, ))У. (15)
/֊о

Поскольку ат(х)=/*0,  то не ограничивая общности, можно счи*  
т тать, что ат (х) =1.

* Можно доказать, что R не зависит от.конкретного выбора оператора: про՝-՝ 
-должения.

Представим символ Ро (х, Е, X) в виде:

' Л (х, Е, X) = (Ех 4֊ /5 (х, Е', X)” (Ех - /5 (х, Е', X))™, (16) 
где

(- \ 112
2 а/а Е; Е*  + X» •

Л к-2 /
Обозначим

Л±(х, Е, Х) = (Е1±»5(х, Е', X))".
По аналогии с конечномерным случаем правый и левый регуляризатор 
задачи (12), (13) будем искать в виде

Л/=Р+А (ф(хх)Л;։(х, Е, Х))8(»х) А(Нх1)Л21 (х, Е, X)//*,  (17)

где //—гладкое продолжение функции /£ СД° (//+) на Ни 1/£ СЬ° (Н^)г

0 (х։) — функция Хевисайда, а ф £ (R1), ф (хх)=1, при хх > — 
2’

ф(хх)=0, при хх ■<—з(в>0), Р+ —оператор сужения функции, за
данной на Нг, на полупространство /7/՜.

В силу теоремы 1.2 из [1] символы ՛!> (хх) А՜1 (х, Е, X) принад
лежат классу У (отличающемуся, по определению, от класса 

лишь тем, что эталонный оператор До зависит только от Е\ 
т. е. не зависит от Ех).

Естественно считать упомянутые символы продолженными нулем 
для |Х=(хх, х ) //], хх < е).

Л
Т е о р е м а 2. Оператор R, задаваемый формулой (17), ото- 

пространство СЬ2՞1 (///) в пространство С1?т (Н։+) П 21֊, ?бражает
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Предварительно Докажем лемму.
Лемма 1. Оператор Р+ ф (х^) А^՜1 0 (хг) отображает про

странство С1?т{Н1) в пространство С1?т (Н+) П 2^.
При доказательстве леммы нам понадобится результат, обоб

щающий теорему 3.2 из [3], на случай операторов высокого порядка.
Л

Теорема 3. Оператор О, порожденный символом О(*.  'К
д, продолжается с пространства С*  до непрерывного операто

ра, отображающего пространство СЬ*  в пространство С!. + (Н^, 
где в ■=։ + г

_ ([р] 4՜ 2/и, при р^>0
I 0, при р С О

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре
мы 3.2 из [3] и поэтому мы его опускаем.

Доказательство леммы 1 будет опираться также на теорему 1.2 
работы [1]. Приведем ее формулировку.

Теорема А. Если символ Р(х, Е')£ хр то символы

0 (х, Е, X) =---------- Р-(-г ; )--------------------
' С1±г5(х, Е', >))*  5' (х, Е', X)

принадлежат классу *,  *Ае  д — р — к— I — е, ,в^>0—
՛.— произвольное число. При этом справедлива оценка

Ио («'. <2 (*,  Е, >-)8о < М |Яе Х|—л, 0 < вх < в, Яе ).> а > 0.
Доказательство леммы. Рассмотрим последовательность 

функций [фл}“-ь ?л£Сф, сходящуюся в к функции /£ СЕ1т (Н^.
Обозначим через

»л (хл') = Р+ А+1 (х", Е", X) б®„ (М>п) (18)
{здесь мы опустили сомножитель ф (х^, поскольку перед ним стоит 
оператор Р+).

Докажем, что последовательность о.у сходится в С£2т (Н+). С 
этой целью-рассмотрим для уа, |а|<2т производную £)*  »лг:

2 С. ։. а. А ? ?я +
«։+!։'1 + 1«1 1 ’ ' ОХг

+ 2 С,֊.а- Р+£>։' А-' б (Х1) £>’’ <?„ (19)

/К ^‘0(в первой сумме производная - а понимается в смысле теории обоб-
ОХ['

щенных функций). Слагаемые первой суммы выражения (19) можно 
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вычислить следующим образом. Пусть ? (хх)— произвольная финитная 
бесконечно дифференцируемая функция: ® £ С'^ (RJ.

Тогда
. Г) Па*  S rv.-< В *?л»  ?> = < ■ „ . Д’ ®Л-О> = 

Oxi ՛ Oxi

= Д*'?„(0,  (х')"-։) (20)

Заметим, что символ Л~։ (хл, 5я, X) =($х + /5 (хл', (Е')"՜1, М)՜“ как 
функция от аналитически продолжается в полуплоскость 1га 5Х ^>0 и 
удовлетворяет условию гладкости, приведенному в [4], откуда сле
дует, что С(-’(/7,:) и, следовательно, СЕ1т 

д*՝Символы А~' (х'у, 5я, X), ՛ ՛;■■■ Л11 5՞, X), а также 55՝ Л՜1
0X1 ֊ ..11-

(хлг, 5я, X), уах т ~ 1 аналитичны и ограничены в полуплоскости 
1т Ех > 0» откуда следует (см. [4]). что ид£2° . Таким образом,

■ ш? *
установили, что «л։6 С1?П1 (//.*)  П 2° . 

ЯИ
Перейдем к доказательству сходимости («д|дг_1;
Поскольку функция А՜1 £ то для АЮ$ОГО Целого в>0

имеем в силу (5)
2 (Л;1 (хл, 5я, к) - Л-» (х, 5я, ).-))Ц0 - 0, (21)

|а|֊2т т

откуда, в частности, следует сходимость последовательности ид, то 
есть существование предела Пт ид (хл) в СА° (//+). 

ы -♦ ■»
Обозначим

Нт 1ц(х")=№(х). (22)
> . л.»..

Рассмотрим вначале вторую сумму выражения (19). Пусть
ОеГ у-, д

«<'?= 1 с,-, Р+£>’■ Л-'0 (хг) Д’-<р„. (23)
|а‘) + |а*1-4а (

Из (21) и того, что <р„ -»֊ / в С1?т (/Ух) непосредственно сле
дует, что

Нт =з 2 с«-,«- Р+Д’՜ Л֊’ (х, 5я, ).) 6Д’՞ ?я (24)

(предел понимается в смысле сходимости в С£° ибо у R 0,

Нт зир и*} ։— 2 Р+ Д’'Л՜1 (х, 5я, >•) 6Д։'?Л| =0,
։ '1«'1+1«ч-|«1 «о

где 5+ = {х € Н1։ хх>0, Н < R}.
Рассмотрим теперь первую сумму выражения (19), состоящую из 

слагаемых вида
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„(2) =p+d՝' Л;։ ZX ?л (0, (х')-’) (xj. (25)

Перепишем (25) следующим образом: 

д ,-«(«-£!) д (—£»■).
Vj?) = PJ £>"' Л֊> Ао ‘ Ао 2 D“' (0, (х')’֊։) (xj,

(2б>
Обозначим через 

def А (">— •
«‘.’■’((х')՞-1) = А />' (х')л-։).

Тогда (26) примет вид
А А “• ("“ V) *

<#)=/>+/ХЛ-и0 ^((х')՞-1) = Gn (27}

Докажем теперь, что оператор Ао отображает простран-
ство С/,7՞1՜1"՛1 (ЛД) в СЬ’ЧНг). Действительно, пусть е^е, тогда очевид- 

(т а՜՝)*  у»2*1-3
но, что символ Ао £ 2ц '"-у . Выбирая теперь ^^>0 настоль»

ко малым, чтобы 2вх<^1 и применяя теорему 3, получим

Ао : C£2'"-|’֊,(//1)֊*€L°  (МК

Отсюда выводим, что оператор Ао £)*'  отображает непрерыв
ным образом пространство СЛ2т в С£° (//г).

-(т֊ф)е

Символ /)“' А՜1 А представляет собой сумму, слагае
мые которой имеют вид

/’(х", (Г)-’Мо ((Пя-1> X)
07+73^*7  (V)-1, >֊)*  5՝՛ (х^, (Л')՞-«,/.)

= Qk,l(x^,i՚^,l)A0 , (28}
где

Qk. I (X'v, 5», X)

Ядра этих операторов

P(xN, (S՜)՞-1)
(Ex+VS)*  Sl

- («’•Л֊1) • 
х1«.(ж/)Я-1).= Q*.  ((^)Я՜1։ X).

представляют собой операторы типа поверхностного потенциала. До
кажем, что они обладают следующими свойствами:
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а
лЛ->

б) sup jG;v;(x'v, х1։ (г')'1-1
N. 4-м

с) sup С М-г со, \fxN, N, п.-

Докажем свойство а). С этой целью представим Q*. / Ао 
в виде

Qt, i Ло 5- Ло • (29У

Как следует из ՝_еммы 3.3 работы [3]

15- Ао Ис (30)

при е։ < (2т — |а"|) е.
Рассмотрим обратное преобразование Фурье по переменной ;г

функции Р(х\ (S')՞֊1)

Легко видеть (ср. [3]), что оно вычисляется по формуле

(Г)«-֊«, д) = F^Zl Р(х", (Г)"֊1)
& + /S)*  5'֊-

= G Z,*՜ 1 e-SZ> Р (xN, (S')"֊1) S-' + ,'(xV, (S')՞՜1. А), (31}

при а при Ск„1 = 0; Сх>0 — постоянная.
Заметим, что Р£ где |а'| 2т — 1.
__ \Представим ик,1 в виде

Gk,։=Cx zf՜1 e~Szi S~l+tl + p 5֊₽ P, 
где p^>4m— 2 4֊ e. Тогда легко получить, что

JS-P Ло < С։. (32)
Далее проводя оценку, аналогичную оценке 1.14 работы [1], получаем 

(33).

Из неравенств (30), (32) и (33) вытекает оценка для G‘̂  z:

1^ X < ^Г՜1 е-521 5֊,+ - +₽8о IS-р Pit X
-(-л1)-

XIS-/1, и<с..с,с, (34>
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при этом участвующие в неравенствах константы не зависят от /V и п. 
Свойство а) доказано.

Докажем теперь свойство б), а именно, покажем, что
sup ,(*'>  *х.  (z')՞՜1)- GNk\3 (х"+' , х„ (zV-’JlG - 0 (35)

при N, s —» °?.
Действительно, из теоремы А легко вывести, что символы 
-(-*?)*

Qk.t AQ , соответствующие ядрам Gkl, принадлежат классу
У ч^3, где q =2 |а'| — Л — р — (2m —1«'| + 1) е.

Далее, в силу свойства (5) определения класса * принад
лежащие им символы „слабо“ зависят от далеких переменных, откуда 
непосредственно следует (35). Свойство б) также установлено.

Докажем, наконец, свойство с). Из принадлежности символа

i Aq классу у следует, в частности, что
■ д1 - (™ - ^') • Г

ffl? ГйГQ*՛ 'А- . (,<"<+”■
откуда получаем, что

sup Г |z*  G" t (xN, xv (д')’-1)| d (z')'1՜’ < M։< 4- oo
<>։ J

я"՜1
для любых N, xN и п.

Из свойств а) и б) следует сходимость последовательности
в С1Р(НЛ). Объединяя это с (24) получим, что сходится в
CL2” (Щ) к о(л1 (х), т. е. lim tx.v (xN) = х/я) (х) в смысле сходимости 

Л'-**
в CL2n(H[). Таким образом, доказано, что v(n> (; 25֊. П CL?m (Н{).

Докажем, наконец, сходимость последовательности [гХя։)л1.1. Под” 
ставляя в (18), (23) и (25) х вместо x'v и пользуясь тем, что соответ
ствующие символы принадлежат классам 1 (с соответствующими р) 
замыканием легко получить, что lim vn (x) = w (х) (где предел пони- И-»"՝
мается в смысле сходимости в пространстве CLln (Н{). При этом 

сходимость последовательности {х’2,,}“_|, где vjn) = lira v£J, является 
следствием того, что условия а)—с) обеспечивают существование се
мейства мер р (х, х1։ dz՛), заданных на Н\ с равномерно ограничен
ной вариацией (по х') таких, что их проекции на R^n-i порождаются 
плотностями Gn (х, хх (У)՞՜1).

Воспользовавшись полнотой пространства CL2m (Н+) получаем, 
что w(x) = P+ А + ‘ (х, 5, >.) б (xj) / принадлежит пространству 
CL?m (Н+) П 2™. Лемма 1 доказана.*лЛ
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Следствие. В условиях леммы 1 справедливо следующее ут
верждение: оператор R, задаваемый формулой (17), непрерывным об
разом отображает пространство С£° ) в себя. .

Доказательство аналогична доказательству леммы 1. Следует 
рассмотреть последовательность /я 6 СС1т (Н\), сходящуюся к 
/ в СЬ (Нг՜) при п-» со. Тогда по лемме /?/п£СЕ1т(Н1՜'), совершая 
предельный переход, легко получить утверждение о том, что

Доказательство теоремы 2. Оператор продолжения I 
отображает пространство СЕгт(Нг) в СЬ2т{Н1):

I: СЕт (/#) т- С1?т (М). (36)

Далее, поскольку символ ЛЗ £ 25՜,'"՜“* *,՝  а ф £ Со“>(/?1), то в силу тео
ремы 3 ,

ф (Ж1)Л֊1 : С£2" (Ях) - СЬ2т (Ях) (37)

(здесь мы воспользовались тем, что р= — тп-|-е<^0).
Применяя лемму 1 имеем

Р+ ф (х։)л;։ 6: сь2т (Нг) - сь2т (М+) Л 2^. (38)

Из (36) — (38) следует, что оператор

Л: С1?т (//,+) ->С£2т (Я^) П 2°ж,

при этом R непрерывен в смысле топологии пространства СЬ1т (Н\). 
Теорема 2 доказана.

7е. В этом пункте будет сформулирован и доказан основной ре
зультат статьи.

Теорема 4. Пусть оператор Р с символом, задаваемым фор
мулой (1), удовлетворяет условию (2). Тогда при достаточно 
больших |₽е Х| оператор R, определяемый формулой (17), является 
двусторонним регуляризатором задачи (12), (13), то есть имеют 
место представления

операторы 7}

30? о R = Е + 7\, где

R о 30? = Е 4֊ Т։, где

1Г,1 *<111 1 С (Н+)

17’4 □ <11 *С (Я+)

(39)

(40)

г‘=1, 2 отображают 2$^ в себя.

При доказательстве теоремы будет существенно использована 
формула композиции псевдодифференциальных операторов с символа*  
ми, принадлежащими классам и оценка для остаточного члена.
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Приведем формулировку соответствующих теорем.
Теорема В. ([1], теорема 2.3). Пусть символы (^(х, Е, к), 

1 = 1, 2 принадлежат классам У^ где в достаточно велико. 
Тогда оператор (2=(21'> Ф? порождаемся символом О (х, Е, к), при
надлежащим классу Уд,г, где р ֊ р1-^- р3, при этом имеет место 
разложение

<2(х, е, ).)= з -^<Ге<2х(х,г’ 'ШЫ։,'• *)  + <?з(х, е. к) (41) 
|«1<г “«

и 0,6 2л.’ * ЛЛ.Я любого р3~> р3 + р3 — Г.
Замечание. Теорема остается справедливой и в том случае, 

когда = 5А, 0։ С 2а *>  а также при (?х £ ^а,\ 0։ = Е? + 5®.
Теорема С. ([1], теорема 2.4). Пусть (?։£25?,'(V,>->» 0»(х, Е',к) = 

= .9₽*(х,  Е', к). Если р = Р1+р» — г, то оператор С?։ (остаточный 
член в формуле (41) порождается мерой ]»(х, бс, к), при этом

֊Ь’

Уаг,р»(х, Л, к) = |ф։(х, Е, к)Ь<С|Век| (42)

(е 0 достаточно мало).
Доказательство теоремы 4. Доказательство теоремы в 

идейном отношении близко доказательству теоремы 3.2 работы [1]. 
Установим формулу (39) (представление (40) доказывается аналогич
но). Пусть вначале / £ С£2"‘ (Н\), тогда в силу теоремы 2 /?/^С£2т (///).

А А
Применим к R слева дифференциальный оператор Ро, определенный по 
символу (16).

Имеем

А° Р*  * (Ф (хх) ) е (хх)А (ф (хх) Л11) //=

= Рх (Д+оД _ А (ф (хх) Л;։) 9 (хх) А (ф (хх) Д2‘) //.

Воспользовавшись теоремой В и замечанием к ней, а также тем» 
что Д+'б2л.՞' \ можно записать

Р+(Д + оД_(ф(х1)Л7։.) = Р+(Д..4- 2 с-г, (43)

где символы С-г в соответствии с формулой композиции имеют вид

С֊1= 3 4$ро(х, 5, к)Р:д;։(х, Е, к). (44).
1^|=/ +т

Рассмотрим теперь операторы Р+ (Д _ 9 А Г1) и Р+ (С-г 5 А 2։),
։ = — т 4֊ 1,- • •, т.
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Имеем
P+(4_0 4Z։) = P+(£-i-f CL/ + CL(„+U (45)

/-1

(здесь мы воспользовались тем, что оператор А—— дифференциаль
ный по переменной хх), а символы

С-, = s д:л.(х, 5, }.)д:лт։,

C-(m + i) — символ остаточного члена. В силу теоремы А и приведен
ной там оценки, символы С— ' *'  ՝, причем справедливо неравен
ство

|С_։(х, 5. ))Ц <M|Reh| ՝7 + *’ / = 1’ 2'"' т + Ъ <46>

Операторы Р+ (C-t^A-), (i =— т 4֊ !,•••, т) разделим на две 
группы. В первую группу включим операторы с индексами т,
а во вторую — остальные. 

А
Заметим, что операторы C-i первой группы порождаются мера

ми, поскольку их символы C-i £ 2а>+'' ft=Sx։° (см. [1], теорема 2.2).
При этом справедлива оценка

_ т I g
||C_M-’t<C|Re).| 2 .♦ (47)

Операторы второй группы представим в виде 
/ - tt< »j—■ i 

Р+(С-,6А21) = Р+ (С-^А02 бл/ оЛ1*)  =

(48)
«I 4-J

х д 2 А 2 д
= Р+ (C-iAo ) 6А, оЛ2։, /= — т -j- 1,-• •, О, 

i-ч «,
* 2 2

где символ оператора Ад есть Ад (;', >•).
— «1 X — «д
2 2

Заметим, что С-. Ао £Цл.1" ՝и при ег>г C֊iA0 отку
да следует, что соответствующие операторы порождаются мерами, при 
этом справедлива оценка

_ |С-,Л„~Ь<С. <49>

В соответствии с формулой композиции (41) можем записать, что 
' *» *■ —1

 -^о А-‘= Ао A-՝ + Q_(m+J+i) +,+,„

Здесь и далее через С будут обозначаться различные константы.
236-6
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2 ('п+0+«1+*при этом символы Ао А- £ и при достаточно малых
в, > 0 имеем — (т + ։) + 8 + 8х < 0, если — т + 1 < ։ < 0. Следо-

«I—
вательно, операторы Ао А՜1 и С}֊ (т+1+г> также порождают
ся мерами, при этом имеют место оценки

■1— I т+1 |
И02 Л1։Ь<С|КеХ| 2 , (50)

֊^+ч
Ю— (т+/+։) +»+ч 1о С |Ке л| . (51)

Таким образом, оператор Ро о R/ представим в виде

• А>о/?/=Р+/ + Л/, (52)

при этом в силу неравенств (46), (47), (49) — (51) имеет место оценка

-т+։
(н/՜) <С|Ие1| 1/1с (/4*՜) » (53)

где е>0 достаточно мало, откуда следует, что при достаточно боль 
ших |ReM можно добиться того, чтобы Ц7'1 была достаточно

мала.
Для завершения доказательства теоремы обратимся к оценке one 

ратора Аор/.

Обозначим через Pj оператор, соответствующий символу 
Оу(х)ии, е, 1)Р:

р/х, в, X) = ay(x)(B?4֊S»)A /^=0, 1, .., m-1.
Рассмотрим композицию

Pj о Rf= PjoP*'  (ф (Х1) Л7։) е (х,)^ (ф (xj Л21) //= 
(54)

= aj (х) О Р+ (A'fm oAJJm А (ф (хх) Л7։)0 (х։) * (ф (Х1) A-՝)) If

(здесь мы воспользовались тем, что оператор А։ дифференциальный 
по переменной хх).

Для оператора Р+ (А'+тоА ’l"1 (ф (хх) ЛХ1)) имеем представление 
(в силу формулы композиции)

Р+(ЛГоЛ^тЛ (ф(х1)Л;1)) = Р+(Л^Л«~’+ 2 Q_,). (55)
/—-2У+Ш+1 
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где символы оператов 0.-1 имеют вид

<2_1 (х, ?, ).)= 2 ? х). (56)
1Ч-։+ч,-т а!

» *2-  -1
Запишем операторы Р+(Л-тА + о в Л 2՛ в виде
, .1___ 1 , ։ 1 _ • _ т-‘ , .

Р+(А-т А™ ЛА-') = Р-(А' 47‘А2 (5',Х)о9До 2 оЛТ1),
У = 0, !,•••, т — 1, 

при этом, как легко^видеть, операторы
. —4-2131 + /
А'^(А+՝А02 ) и Ло 2 о Ат1

порождаются мерами и имеют место оценки
-у

{А^А+։ Ао2 НоСО, (56'>

֊—+/
Ио 2 Лг’К С |₽е ХГ+'-Л 7 = 0, !,•••» т -1. (57>

Из оценок (5б')։ (57) следует, что

0 4 (я ։+) < с ։Ке )|'1+/՜'" НА (и ։+) ՛ (58)

/=0, !,•••, т —'1.
Далее, из неравенств (58) вытекает, что

1А 0 я Яс (я+) < С |Ие М-1 |/)с („ +). (59}

Представление (39) теперь следует из (52) и оценок (53), (59),
если обозначить полученный в результате оператор 'через 7\, а не- 

*
равенство |7\|с (//1+) 1 обеспечивается выбором достаточно боль
шого |Ке Х|.

Теорема полностью доказана.
Следствие. Оператор ЗХ гомеоморфно отображает На՜

пространство С£° (Н?) при достаточно больших |Ие Х|.
Доказательство. В силу представления и оценки (39) опе

ратор £’4-7’1 обратим, при этом обратный оператор (£"+Т^)՜1 предста
вим в виде ряда Неймана и

(Е + А)֊1 = С£° (Н?) -*  С£° (/УГ),

отображение непрерывно. Имеем

Ж ор=Е+
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Применим справа оператор (Е + 7\) 1 . Получим

ЭХ " {Е^Т^ = Е,

откуда следует, что оператор Е '< (Е + Л)՜' является правым обрат 
ным оператором к оператору ЭХ. Совершенно аналогично из (40) мож
но вывести, что существует также левый обратный оператор для ЭХ- 
Этим завершается доказательство утверждения.
Ереванский государственный университет,
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 25.XII.1980

Ռ. Լ. ՇՍԶԲԱՂՅԱՆ. Դիրիխլեի խնւյիրը կիսատարածությանամ անվեր; թվով անկախ 
փոփոխականներով թարձր կարցի էլիպաական տիպի օպերատորների համար (ամփոփում)

Հոդվածում ընդհանրացվում են Մ. Ի. Վիշիկի և Ա. Վ. Մարյենկոյի արդյունքները կիսա- 
տարաէությունում Դիրիխլեի խնդրի լուէման գոյության և միակության վերարերյալ րարձր 
կարգի էլիպտական տիպի օպերատորների համար։

Կառուցված է դիտարկվող խնդրի պարամետրիբսր համապատասխան ֆունկցիոնալ տա
րածություններում և ապացուցված է լուծման գոյությունն ու Ա իակութ յունր դիտարկվող օպե
րատորում մասնակցող պարամետրի բավականաչափ մեծ արմե բների դեպբոոմ։

R. L SHAKHBAG1AN. The Dirichlet problem In the half-space for the elliptic 
operators of higher order with infinite number of Independent variables (summary)

The paper deals with the solvability of the Dirichlet problem in the half 
space for a class of the elliptic operators of order 2 m, m >■ 1, which contain a 
complex parameter. The main theorems generalize the results of the paper hy Visik 
and Marchenko [1]. The bilateral regularization is constructed and unique solvability 
of the first boundary value problem in the appropriate functional spaces is proved 
for value of parameter large enough.
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