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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմրագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չսյետք է գերազանցի, մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած Էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվի 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանը 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար
•նշիում'' է' ՚ հնղթԾձ/կը, գրքի^անունը^^իատարակ'ման տ&կ 

տարեթ/քւԼը^ հո դվա ծնի րի հճ^աի նյէՀ»լւմ-Է' հեղին կ ‘ձավարը, տարեթիվը և էջերը։ Հ £ [ у. ‘Հ I
’ 'Օգտագործված գրական՛ությունը նքվո^ է

ս։ս1քփրև£յլ ս։եղում։ - ՀԼտ
’'6Հ^ք(էիադրության':^ւմՀս)նայյՀ՚^հ 

խություննիըը (օրիգինալի եկմսքյՏաՀ ;՝ Հ- Հռչակման
'-փաՀի ստա՛ցման 'սոէՌկյւտ համարվոս

8. Հոդվածի 
խմբագրությունը 
մ ո »Լ»

9. Հոդվածի

Հրատարակչությունը, հրատարակ- 
, փողվածի անունը, ամսագիրը,

՛ծերում, տեքստի համապա-

ֆԽէկի 'ւոԳմյ^ ՚.կ^ւարվա» ՜ժլ )1ե շատ զգալի փսփո- 
) թ ույ մս տրվում» Հ ՚

քլելու դեպքում, որպես հոգ
ացման օրը։

մերժ՛ման դեպ բում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու-

վերջում անհրաժեշտ 4 նշե։ այն հիմնարկի Լրիվ անունը, սրտեղ կատար-
ված է տւ[յւս{ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի
11, Հեղինակներին ուղարկվում է

հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։ 
անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»

Խմբագրության հասցեն՝ Երևան, Բարեկամության 24բ» Գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ՄաթեմաւոՒկա XV, № 6, 1980 Математика

В. А. МАРТИРОСЯН

О РОСТЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОЧЛЕНОВ, 
ОСУЩЕСТВЛЯЮЩИХ РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

1°. Пусть /Г—компакт комплексной плоскости С, А (£)—банахо
во пространство непрерывных дта Е и голоморфных в его внутренно
сти Е° комплексных функций с нормой !]/]| = вир |/| (Е).

В 1951 г. С. Н. Мергелян получил [1] исчерпывающее решение 
проблемы комплексной полиномиальной аппроксимации, доказав, что 
любая функция из А (Е) приближается равномерно на Е многочлена, 
ми тогда и только тогда, когда Е имеет связное дополнение С\ Е. В 
этой связи естественно рассмотреть следующую задачу: каким усло
виям должны удовлетворять компакт Е и последовательность поло
жительных чисел {ш*}ь=э, чтобы какова бы ни была функция (Е) 
для любого числа е 0 существовал бы такой многочлен р (г) = 

п
= У с* д*, что

|c*|<swft, k — 0, I,---. л?

Очевидно, что для разрешимости задачи необходимо, чтобы Е 
имело связное дополнение С\Е и 0^՜ Е°; кроме того при 0£Е аппро
ксимируемые функции должны быть равны нулю в точке нуль.

Первый общий результат по этой задаче получил С. Я. Ха- 
винсон. Он установил [2], что если компакт Е имеет связное дополне
ние С\Е, Е° = 0 и0(£, а последовательность положительных чисел 

удовлетворяет условию
lim -----= со. (2)

то любая функция f£.A (Е), /(0) = 0, допускает приближение вида 
(1); если же 0 является предельной точкой компакта Е и

lim ]/~Wk °°>

то существуют функции f^A(E), /(0) = 0, не допускающие такого 
приближения.

Затем Р. М. Тригуб показал [3], что приведенный результат о 
приближении справедлив также для более общего класса компактов: 
компакты, внутренность которых не может сгущаться к граничной
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точке нуль. Тем самым для этого важного класса компактов был най
ден точный рост мажорантной последовательности чисел

В настоящей заметке возможность приближения вида (1) изучает
ся для таких компактов, внутренность которых может сгущаться к 
граничной точке нуль. Оказывается, что в такой ситуации рост ма
жорантной последовательности зависит от метрических свойств внут
ренности компакта в окрестности нуля и уже, вообще говоря, не опре
деляется условием (2).

2°. Изложение полученных результатов начнем с рассмотрения 
такого случая, когда возможно „прерывистое“ сгущение внутренности 
компакта к его граничной точке нуль.

Теорема 1. Пусть компакт Е имеет связное дополнение 
С\£, 0^.дЕ и в любом круге [я : |г| г} существует охватываю
щая точку нуль кривая Жордана \с.С,\Е, а последовательность 
положительных чисел удовлетворяет условию

Пт. у/’ш = 30 ■

Тогда любая функция /(0) = 0, допускает приближение
вида (1).

Доказательство. Пусть комплексная борелевская мера р֊ 
удовлетворяет следующим неравенствам:

2 «и 2* брг | •< 1, п = 0, !,•••. 
*"0 5^

(3)

В силу критерия полноты с мажорантой системы функций
{г*}£.о (см. [4]) и теорем Рисса и Мергеляна, достаточно показать, 
что из (3) следуют соотношения

Рассмотрим

| г* =0, к = 1, 2,• • •.
ОЕ

голоморфную в С\£ функцию

(4>

В окрестности точки I = ос она разлагается в ряд Лорана

*=0 ОЕ

Так как из (3) имеем, в частности

[ гк £=0, 1,...-,
J
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то, в силу (2), функция (<) будет голоморфной при ^С\{0}. 
Поэтому, учитывая связность С\£, по теореме единственности по
лучим

0(0 = ^(0, /€С\£. (5)
При предположениях теоремы найдутся такие контуры к„, п = 

= 1, 2, • • •, что каждый контур 7„сС\£ и охватывает точку нуль, 
диаметры контуров стремятся к нулю при п ֊֊»֊ оо и если Сп—огра
ниченная область с границей у„, то ^+1 = Сл. Обозначим Еп=Е\(ЕП 
П О.); ясно, что £,,П(.£\ Еп) — 0, п=1, 2,---. Из определения Ох (0 

имеем
Г 2*^, = 2_Г ^ох(ол, А=1. п=1, 2, - -.

3 2*т/Д
ы 7л

Однако, 7л с: СХ/?, л = 1, 2,и поэтому, согласно (5)

С * . 1 Г .1 С с1^г
3 214 3 3 < — г
ЬЕ Тя дЕ

Отсюда, применяя теорему Фубини и интегральную формулу Коши, 
получим

У г* е/р-г
дЕ дЕ\^дЕп

и, следовательно, будем иметь

(*2*^=0, *.-=1, 2,...; п=1, 2,....

д4

Переходя к пределу под знаком интеграла при п — оо, что возможно 
по теореме Лебега, получим соотношения (4). Теорема доказана.

3°. Рассмотренному в теореме 1 случаю противоположен другой 
случай, когда возможно „непрерывное“ сгущение внутренности компакта 
к его граничной точке нуль. В этом случае рост мажорантной по
следовательности зависит от метрических свойств внутренности ком
пакта в окрестности нуля и уже не определяется условием (2). Чтобы 
привести соответствующий результат нам понадобятся две леммы.

Для компакта Е и точки t введем обозначение

ds (f) = min \z — fl.

Л eмма 1. Пусть дуга Жордана Г в полярной системе коор
динат г, 6 имеет уравнение 0 = tp (г), 0< г <.R, где функция <р (г) 
при имеет равномерно ограниченную производную. Тогда
для всех достаточно малых f"cT справедлива оценка
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dr (О > с Id |arg t — ® (|d)l, (6)
где постоянная С 0 не зависит от (.

Доказательство. Пусть |ч>/(г)|Л/(Л/^-1), при 
Оценку (6) докажем для всех ^Г, удовлетворяющих условию

UI -С ппп (Ä, и. 
12 2М \

Зафиксируем такое t и взяв z = ге,? (г) £ Г, рассмотрим функцию
/ (г) = R—«Is = Id* + — 2 Id r cos (arg t — т (г)), 0<> -С /?■ 

Оценим эту функцию снизу. Так как /(г) > (г — |d)2, 0< г << R, то 
обозначая

В другом случае, учитывая, что каждый корень г0 удовлетворяет 
соотношению

будем иметь
ЖХтяИ*. о<г<*, гё7. (7>Az

Для оценки функции при г £ I отметим, что из теоремы Лагран
жа о конечном приращении имеем

l?(r)-<p(ld)l<s, г kl. (8)
Рассмотрим два случая. Предположим сперва, что

+ 28 < |arg t —<? (ld)| < «.

Тогда из (8) будем иметь

-֊--]-։< |ar g i — о (г)| <« + i, г kl,

откуда, так как 0 «х. & \ —, получим

/(r)>ld։, г kl. (9>
Пусть теперь имеем

2 3<|argf-?(|d)|<-^- + 28. (10)
£

Для производной
/' (г)=2г—2 |/| cos (arg t — <р (г)) —2 |d r<f' (г) sin (arg t— s (r)), 0<r<£, 
имеются две возможности: она или имеет хотя бы один корень
г0 £ I, или не имеет ни одного такого корня. Ясно, что во втором 
случае будем иметь

0^ В
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_ 1*1 cos (arg t — ? (гр))
° 1 — И ъ' (г0) sin (arg t — ъ (r0))

простыми выкладками получим неравенство

/ (г0) > 1*1* sin2 (arg t — <р (r0)), f (го)=О, г0 £7.
Поэтому, так как из <8), (10) будем иметь

5 < |arg t— ? (r0'| < ֊ 4- 38,

то получим
/(гр) > И* sin8 г, f (г0)=о, Гр</.

Следовательно, (10) всегда влечет неравенство

/(')>֊№, r^I. . (П)’М՜

Остается отметить, что (7), (9), (11) приводят к оценке
/ (г) > Сг S’ |/|2, 0<г< R,

где постоянная Cj^>0 не зависит от t. Лемма доказана.
Формулировке другой леммы предпошлем (см. статью С. Е. Вар

шавского [5]) несколько определений.
Пусть кривые Г+ и Г_, расположенные в плоскости C = rei(), не 

имеют общих точек, кроме точки ’, = 0 и представляются в полярных 
координатах непрерывными функциями

б = ?+ (г), 0= (г), 0<г<^+ ЭС,
удовлетворяющими условиям:

--  ОО 6j <; (p_j. (г) 92 -5$ + со,
0< г «х 4֊ оэ.

0 < ч>+ (г) — т_ (г) < 2՜

Область Д, ограниченную кривою Г = Г\ 4՜ Г_ и содержащую область 
?- (/■) < ® <С ?+ (г)> 0 г + °°>

назовем простым углом Жордана. Величины

6 ('•) = ?+ ('•) — ?- (г) и р(г)=-֊- 1ч>+ (г)4-<?-(г)]

назовем раствором и биссектрисой, угла А соответственно. Скажем, 
что угол Жордана А в точке С= со имеет угол колебания границы? 
равный 1 и конечное вращение границы, если функции 9 (г) и 0 (г) 
при имеют непрерывные производные, причем

lim r6/(r)=0, lim г-У (г) = tg 7, |Т| < -J- 
г-~ 2 

и сходятся интегралы
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|</г 0' (г)|, |</гф' (г)|.
х ;!

Пусть дополнительно сходится интеграл

3 » (г)

Тогда из теоремы С. Е. Варшавского [5] легко следует, что если 
ш = а, (С) — функция, конформно отображающая угол Д на полуплос
кость Яе №>0, причем 1пп |ш (С)|=+°°, то существуют постоянные

Сх и С։ такие, что в угле Д при |С|> гх имеет место неравенство
С1о(|С|)<!ш(С)|<С>(|С|), (12)

где

Далее скажем, что угол Жордана Д в точке С = 0 имеет угол 
колебания границы, равный. 7 и конечное вращение границы, если 
функции 8 (г) и ф (г) при 0 < г -С имеют непрерывные производные, 
причем

Пт гО' (г) = 0, Нт гф' (г) = 1% 7, |т| < -£• 
г-»0 г-0 2

И сходятся интегралы

Jl^0/ (r)|, J 1<И' (г)|. 

и о

Ясно, что такой угол при отображении z — у- переходит в угол, 
•%

имеющий в точке z=co угол колебания границы, равный 7, и конеч
ное вращение границы.

Лемма 2. Пусть Д — простой угол Жордана, имеющий в точ
ке С = со конечное вращение границы и угол колебания границы, 

равный 7, |y| —, а 0(г) и ф W(04 г <Z + °°) — соответственно
2

раствор и биссектриса угла Д, причем

J >w
ri

U
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. Ilog,-----
ita ֊’ tr>

Тогда существует целая функция g (Z) ф const, которая равно 
мерно ограничена при -£С ՝чД и удовлетворяет условию

1^ log M(s) < тс>
з (2s)

где

а rfrL M(s)=max |£'(Q|. i •։ с

Доказывается эта лемма по следующей схеме (см. [1], стр. 96). 
Пусть Л*—содержащийся в Д угол, биссектриса которого՛ совпадает 
с биссектрисой угла Д, а раствор 6* (г) имеет вид

&*(Н=
8”։г3
6_Ч1)
8֊2

Этот угол сам удовлетворяет всем требованиям леммы относительно1 
угла Д и, кроме того, справедливо неравенство 

где С — постоянная,
(13)

»
[г/(г)]3 dr 
ri* (г)

Пусть го = го ('.)—функция, конформно отображающая՛ А* на пблу-՛ 
плоскость Ее ш^>0, причем Пт |го (С)| = + со, а — дополнитель- 
ная к Д* область. Обозначая

д; = £>* и (С; Г,| < Л) (R > 0), Г/г = ,

определим голоморфную в области 2)^ функцию
1 Г»«" (։) *(9= Л ֊7.՛

где контур Г\ обходится в таком направлении, при котором область՝ 
остается слева. Каждая функция gR՚ (С), осуществляет ана

литическое продолжение функции gR (С) из области в область ■ 
Таким образом, определяется целая функция g (С) — функция, суще
ствование которой утверждает лемма. Она равномерно ограничена, 
при ^С\Д, так как имеем оценку

Г,п-*’
q’ 
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где постоянная Сг не зависит от С, а из свойств последнего интеграла 
можно извлечь его равномерную ограниченность при С£С\Д. Для 
оценки роста функции # (С) достаточно заметить, с учетом (13), что 
она растет примерно как функция-е®(4, С£Д*, и для то (С) справедли
во неравенство вида (12) с заменой а (з) на а* (з).

4°. Приведенные леммы позволяют изучить рост мажорантной 
последовательности в случае, когда возможно „непрерывное* сгуще
ние внутренности компакта к его граничной точке нуль.

Теорема 2. Пусть 8—объединение не имеющих друг с другом 
общих точек, за исключением нуля, конечного числа секторов

= (г£ С : ?*, - (|г|) < агд г <<р*, + (|х|), |х|<^}, 4=1, 2,- • ■, п, 
причем:

а) каждая из функций ± (г)(0<г<Я), 4=1, 2,---, п, имеет 
при 0<^г<^Е равномерно ограниченную производную՝,

в) 0*(г)^>0 при 0 <г Е, 4=1, 2, •••, п, и удовлетворяются 
условия

11т —со, 4=1, 2, , п, (14)
г—0 । 1

1О£ ----

где
$4 (г)=?*+1, - (г) — <р*. + (г), к = 1, 2,- • •, л — 1, и

(г) = 9»։. - (г) — + (г).
Пусть компакт Е имеет связное дополнение С\£, Ъ^дЕ и в ок
рестности (х : )х|-С R) точки нуль Е(] (г: |х|— 5, а последова
тельность положительных чисел [ад*}“_о удовлетворяет условию

1ЙГ Иог4<------к
*- - 1о£ тах б* (0)

1<*<Л
(15)

где
е* (г) = ?*, + (г)— ?*, - (г). 4=1, 2, • • ■, л.

Тогда любая функция А (£՜), /(0)=0 допускает приближение 
вида (1).

Доказательство. Пусть комплексная борелевская мера р- 
удовлетворяет неравенством (3). Достаточно показать, что из (3) 
следуют соотношения (4). Введем для этого, как и при доказатель
стве теоремы 1, функции

6(0 = Г-^-, *€С\Е, 
и г 
ОЕ

<л(0=2 1-к-х [ ^С\{0}.

*-° $Е



О росте коэффициентов многочленов 427

Они удовлетворяют соотношению (5). Кроме того, так как из (3)
имеем, в частности

J* zk d?z 

д£ w*

то порядок р целой функции a (С) = Gi будет удовлетворять 

равенству

не-

j-r.—log & р < Inn ֊—-----
log wk

Рассмотрим содержащее S следующее множество:

(16)

5* = и s;,
*-1

где
s; = {zeС(UD-6* (И) <arg z <<?*, + (|z|)+6*(|z|), |z| </?} 

и
О* (г) = 777 rnin [0* (г)), 0<г<£.

42? ։<*<«
Ясно, что из (14) следует оценка 

0* (г) > Сх г\ 0 < г < R, (17)
где постоянные Сх>0 и а>1 не зависят от г.

Обозначая через М (s) = max |g (se'v)| и замечая, что 
0<f- 2* 

log a; (s) _ • « к , о
Л” logs “ 0*(О)4֊0-(О)~0* (0)’ ’ Л’

где 
я 

.. , I Г dr 1 а, (s) — exp < к I--------------------- I»
к I >[Mr)+<>*(r)]J 

1 
J

из (15), (16) в силу определения порядка целой функции получим 

lira =о, k=l, (18)

Далее, так как £0 {д: |г| -С £} — 5c:S*, то из леммы 1 легко сле
дует, что при достаточно малом г (0<^r<^R) для всех i D*, где

£>*=(С\5*)П{г:0<|«|<г}, 
имеет место оценка 

dE (о > с2 и е* (RD, 
где постоянная СгЗ>0 не зависит от t. Значит, с учетом (17), будем 
иметь
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где постоянная Сэ>0 не зависит от Л Но так как £)* сС\ Е и при 
1^С\Е имеем

У де постоянная (7« 0 не зависит от /, то получим оценку

«££>•, (19)

где постоянная СГ>0 не зависит от I.
Вспоминая соотношение (5) и обозначая через £> образ £)* при

отображении С = из (19) будем иметь

сел
Отсюда же, применяя в силу (18) к области С\£) п—раз теорему 
Фрагцена—Линделефа, получим

к(91 С6С\£>.
Следовательно, целая функция § (С) будет многочленом и поэтому 
начиная с некоторого номера будут справедливы соотношения (4). 
Остается заметить, что при любом натуральном Л’ система функций 
{1} и полна в А (£). Теорема доказана.

Замечание 1. Частный случай теоремы 2, когда компакт Е 
совпадает с сектором вида

{х£С:|агя с|<а, (0<а<2к),
получен другим подходом в работе [6].

Условие (15) теоремы 2 ограничивает снизу рост мажоранты в за
висимости от метрических свойств внутренности компакта аппрокси
мации в окрестности нуля. Покажем, что для рассматриваемого в 
теореме класса компактов это условие нельзя существенно ослабить.

Теорема 3. Пусть Д—простой угол. Жордана, имеющий в 
точке г=0 конечное вращение границы и угол колебания границы, 

равный 7, |т|< —, а 6 (г) и (г)(0^г < + го) — соответственно 

раствор и биссектриса угла Д, причем

Ит г 1ог------ го.
г-о 6 О’)

Пусть компакт Е совпадает с содержащейся в окрестности 
[г : |г| -С /?} (О^/?^^ точки нуль частью замкнутого угла Ь, 
а последовательность положительных чисел удовлетворяет
условию
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Ит >
*— 1о£ ТО*

(20)

Тогда существуют функции / £ А (£), / (0)=0, не допускающие 
приближения вида (1).

Доказательство. В силу критерия полноты с мажор<нтой 
{«>4}*_о системы функций {г*}“_о (см. [4]) и теорем Рисса и Ме^ге- 
ляна, достаточно указать такую комплексную борелевскую меру р, 
что

<1 (21)'

и

б?։ =Г= 0,

по какой-либо подпоследовательности натуральных чисел 
По лемме 2 построим целую функцию

*(9=3 **<* 
*-о

такую, что § равномерно ограничена при х£С\Д и

Й^՜ —г—< оо, (22}‘
0(25)

где

о (з)=ехр [ к Г-^—— бг , Ла (з) = тах (С)|.
I и го (г) К)<г

1_ 
б

Рассмотрим на борелевских подмножествах е С 6Е конечную меру г.
, , 1 С / 1 \ ,* № = ;гт £ — ) бг, 2^1 J \ г /

ел Г

где Г— граница Е с положительным направлением обхода. Проверим 
сперва, что

| г* </ъ=**+ъ к = 0, 1,- .. (23)

дЕ

Введем для этого контуры Ьг и 1Г (0 <_ г R): контур состоит из 
части контура Г, лежащей вне круга {д: |г| г}>. и части окружности
{я: |2| = г), лежащей в С\Е, а контур 1Г состоит из части Г, лежа „ 
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щей в круге {г: |г| < г}, и части (г:|г|=г), лежащей в СХ^Г, причем 
Ьг имеет положительное, а 1Г —отрицательное направление обхода.

Тогда имеем

-+ ~~р [ zk g ) dz= g*+i 4- ֊- ( zk g I —'j dz (о <r < /?)
2ki J \ z / 2~i J \ z J

'/■ lr

и так как 1,сС\А (0\г <£), а функция g (— ] равномерно ограни- 
\ z )

чена при z£C\A, то остается отметить, что при каждом фиксирован
ном £=0, !,■••, интеграл по 1Г стремится к нулю при г -» 0.

Далее, согласно (20) найдутся такие числа а и Ь, что
11ш 1!2£А>а>6>Е;Н±<2>.

*_«, log Wk “ log s

•Отсюда получим
Wk к = 1, 2,•••, (24)

где постоянная Cj 0 не зависит от к. Кроме того, учитывая (22), 
будем иметь

р— log М (s) lim —----— < <х>,
д— s»

откуда легко следует оценка для коэффициентов g
К

\gk\^Ctk <b, к=1, 2,..., (25)

где бСвхСа, постоянная С։ > 0 не зависит от к. Из (23), (24) 
(25) следует, очевидно, что в качестве искомой можно взять меру 
p=Cv, где постоянная. С>0 выбирается так, чтобы выполнялось 
(21). Теорема доказана.

Отметим, что если в дополнение к требованиям теоремы 3 ком
пакт £ расположен симметрично относительно действительной оси, 
(О (г) = 0, 0<Сг-С-£)» то условие (20) этой теоремы примет следую
щий вид:

lim > _L_ .. 
log w* 6(0)

Замечание 2. Для любого числа р, -^--СР/С00» существуют 

удовлетворяющий условиям теорем 2 и 3 компакт

£= (z^C:<f- (|z|) <argz<? + (z|), |z|</?)
И последовательность положительных чисел {w*)£_o такие, что
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1S = _S_ =
*- - log -Wk б (Oj

Р (б (г)==®т (г)-?- (г)), (26)

но существуют функции [^А(Е), /(0)=0, не допускающие прибли
жения вида (1).

Действительно, пусть

1 при р =֊ ,

arcsin при р = + оо.

Легко видеть, что для 
Рассмотрим функцию

Е справедливы все требования теорем 2 и 3.

g® = £Р(С) 1 .
при — <Р < ֊

при р = + 00,

где Ef (С) и Е (С) — известные функции Миттаг-Леффлера (см. [7] и 
[8], стр. 144). Из свойств функций cos С , Et (С) и Е (С) ^следует,

что g (С) будет целой функцией порядка р, причем g (— равно- 
\ Z /

мерно ограничена при Положим теперь

(2(fc + l))!_ 1
(* + 2)s (fc + 2)8 g*+։

\__Р____ / —
(Лг-|֊2)»

1
(*+2Г Ig*+J| ’

---------------- при
(Л + 2)2^+։

если gk+х ф О

Е = 2р ’

£(0

1при — < р

2
2

— Срч т ос, 
2

при
к. 4-1, если gk+i = О,

где gk, Л=О, 1, • • -, —тейлоровские коэффициенты для g (С) в ок
рестности точки нуль. Отсюда, так как порядок g (С) равен р, полу
чим (26). Существование функций /^Д(£), / (0) = 0, не допускаю
щих приближения вида (1), устанавливается как в теореме 3.
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Վ. Հ, ՄԱՐՏհՐՈՍՑԱՆ. Կոմպլեքս հարթության վրա նավասուրաչափ մոտավորություն իրա
գործող թագմանղամների գործակիցների անի մասին (ամփոփում)

Հողվածում ուսումնասիրվում կ տրված կոմպակտի վրա անընդհատ և նրա ներսում հոչո- 
մորֆ ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկող րազմանդամների գործակիցների ամր, երր 
դրո եգրային կետը կարող է չիոՆ֊ել մոտորկման կոմպակտի ներքին կետերի սահմանային կետ։

V. A. MARTIROSIAN. On the growth of coefficient* of polgnomialt, which 
realize uniform approximation In the complex plane (summary)

The paper considers the growth of coefficients of polynomials which uniform 
approximate the functions continuous on a compact and holomorphic in ifs interior. 
The case, when^ the interior of the compact can condense to its zero boundary point 
is investigated.
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С. А. ТЕРЗИЯН, Д. Т. ДОЧЕВСУЩЕСТВОВАНИЕ, ЕДИНСТВЕННОСТЬ И ОГРАНИЧЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙС ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО ВРЕМЕНИ
ВведениеРабота посвящена изучению смешанной задачи для параболических уравнений с запаздыванием по времени:

ди(х^) + Аи (х> _££и(Х։ г _х)=у(х> {)> о<х<г, о</<т,
д(

и (х, ;)=?(х, /), 0<х^/,

и (0, 0 « и (/, 0 == 0, — Т, (1)где
. / .» д ( . ди (х, 0\Аи(х, 0 = — — а (х, 0---- ------

Ох \ Ох /— сильно эллиптический оператор по х, а В — линейный ограниченный оператор в 2.® (0, I). Дифференциальные уравнения типа (1) при е =0 изучались Лионсом, в' его; монографии [1], методом Галеркина. При отсутствии запаздывания уравнения такого типа изучались в [2], если е достаточно мало. При наличии запаздывания уравнения такого типа встречаются в процессах автоматически управляемых печей; в [3] исследуется асимптотическая устойчивость решений уравнений типа (1).
§ 1. Обозначения, предположения и основные результатыРассмотрим смешанную задачу:

ди + Аи (х, ։)— е Ви (X, х) = / (х, <), о< X < I, о < * < Т, (1) 
Л

и (х, *) = <Р (х, #)» — * 0<х (2)и (0, /) = и(/, <)=0, — т (3)
где

Аи (х, /) = — д/дх (а (х, է) ди (х, 1)/дх)



434 С. А. Терзиян. Д. Т. Дочева (х, /) — непрерывная функция на Q — [0, Z]x X [О, , непрерывнодифференцируемая по х. Предполагаем, что билинейная форма
։

Л. / X Г / П ди dv JА (и, v)— а (х, t) — • — dx J Ox Ox
0удовлетворяет условиюA (u, u)^k |n|J, yfu^H£ (0, Z), k = const > 0։ (4)где Hl (0, Z) и H1 (0, Z) — обычные пространства Соболева, а через 1'11» I * Io* 1'1-։ • <'• бУДем обозначать нормы в Н' (0, Z), L3 (0, Z), 

Н~1 (0, /) и скалярное произведение между Н՜' (0, I) и Н'п (0, Z), являющееся обобщением скалярного произведения в L* (0, Z). Из (4) следует, что к а (х, 0 = С, (х, t) £ Q, С > 0.Предполагаем также, что
В : L* (0, Z) Z.« (0, Z) (5)— линейный ограниченный оператор.Через С/ в тексте будем обозначать положительные константы. Через и (Z) будем обозначать и (х, Z).Если и (Z), v (1)£Н' (0, Z), то А (м (Z), V (Z)) ==<Лц (Z), v (Z))>.Определение. Функция и (х, t) £ L3 (— х, Т; /7’ (0, Z)) называется слабым решением задачи (1), (2), (3), если для / (x, f)£Z?(O, 

Т; Н՜1 (0, /)) выполняется тождество(х)\ + A (u (Z), v (х)) —а <’2?и (t — х), v (х) > =
\ of /

= „(.<)>, v»(xKHJ(o, 0и начальное условие (2) в L3 (— х, 0; /7J (0, /)).Замечание. Если задана функция и £ L2 (0, Т-, H'Q (0, Z)), такая ,что - £ L3 (0, Т; Н՜1 (0, Z)), то функция и (Z): [0, Г1 —► (0, Z)
Otнепрерывна (после быть может, изменения на множестве меры нуль) и отображение и -* и (0)— сюръекция.Теорема 1. Если выполнены предположения (4), (5) и г — 

достаточно малая константа, то существует единственное сла
бое решение задачи (1), (2), (3).Доказательство, приводимое в § 2, основано на методе Галерки՜ на. Мы требуем малости г^>0 в связи с априорными оценками. В [2] также требуется малости е в связи с применением принципа сжатых отображений.Рассмотрим также вопрос о поведении слабого решения задачи (1), (2), (3) при Z ֊* 4֊ со и периодичность решения по Z.Для этого воспользуемся шаговым методом Проуза, рассмотренным в [1], гл. 4. Пусть/(х, Z)6L?OC (0, +«>; /7֊>(0, Z)) (6)



Существование решений смешанной задачи 435это значит, что V ?7>0, / (х, t) £ Z.2 (О, Г; Н~х (О, Z)) и
1 + -.sup [J (7)
tДля любого Т’>0 согласно теореме 1 найдется единственная функция и (t), являющаяся решением задачи (1), (2), (3). Так как Т — произвольное конечное число, то и £7.^(0, 4-со; Н(] (0, Z)).Теорема 2. Предположим, что выполнены условия (6), (7) и а > 0— достаточно малое число. Тогда существуют константы 

Сл и С3, такие что I« (#)|о С։, t - + оо, (8)
/ + •։sup / J |и (o)l’ ds : t S oj. < С3. . (9)
tВ [1] доказан аналогичный результат при е = 0 и вместо (7} предполагается, что ГН

Отметим, что при е = 0 если предположить, что
t+ssup j У I/ (а)|3_։ ds } < + оо 

• t
для произвольного з^>0, то будем иметь

• /+*sup I |u (з)|2 ds -|՜ t». [J J
tОтметим, что при наличии запаздывания — е^>0, с 0 при применении метода Проуза возникают технические трудности и весьма удобным оказывается выбор $=т, откуда следует ограниченность нормы |u (Z)|o, так что т в условии (7) связно с наличием запаздывания. Как следствие выводим результат о периодичности решений.Пусть/ (х, t), ZSO— периодическая функция по t с периодом Т 

и
f(x, t)^La (0, Г; Я-ЦО, /)). (10)Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 1 и (10). Тогда после, быть может, изменения на множестве меры нуль функции <р (х, t) существует решение и (х, /), являющееся Г-периодической функцией по t. 

1205-2



436 с. А. Терзиян, Д. Т. ДочепОтметим в качестве следствия и результат об ограниченности Грешения на всей оси.Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и функ
ция f (х, t), определенная на R такова, что(R; Я֊« (О, Z)),

/+■։sup { J |/(5)1։_։ rfo; z£R С4. 
t

Тогда существует такая функция и (/), что
и' (/) + Аи (/) — s Ви (t — х) = f (t), — оо <С o’, 

u^L- (R; L* (0, Z)), /+тsup | j |u (o)|J rfo; R | < C։. 
tОтметим также что утверждения теорем 1 и 2 остаются справедливыми и при наличии переменного запаздывания т (/), которое ограничено: t (f) ^0, т (/)—непрерывная функция.

§ 2. Доказательства основных результатовДоказательство теоремы 1. Воспользуемся методом Фае- до—Галеркина. Пусть wv „базис“ в /70' (О, Z). Определим .приближенное“ решение ип (f) нашей задачи:
< ит (0» »*> + А (ип (f), w*) — е <Bum (<— х), = </(f), Wk >

m ,И/n (Z) = 2 gjm (Z) Wj(x), k=l, 2,-• •» m, (11)
m

Um (Z) = (/), — x <0; (t) — aJm (t) wj - <t (x, t),/-1в L? (— x, 0; Hl0 (0, Z)). a.jm (t)— непрерывные функции на [—x, 0]. Общие результаты о линейных системах дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом гарантируют существование решения задачи (11) (см. [4]) на интервале [0, Априорные оценки показывают, что tm = Т. Умножим уравнение (11), отвечающее индексу к, на 
gkm (Z) и просуммируем по к. Тогда получим<um (Z)> Um (z) > + A (un (t), um (/)) — S <Bum (t— x), Um (t) > =

= </ (Z), Um (<)>> m — 1, 2,- • •,откуда ֊ 4 l“m (Z)lo2 + (Z)l? SS I/ (Z)|-1 |u,„ (Ok +z at
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+ еС։ (|ил «-т)|։4-|Ця (Ой),и после интегрирования от 0 до I:

\ит^п+2к\ |и,я (=)!?

Если ։|/2 — константа вложения (0, /) в А2 (О, I), то
1«т (О13+С,рит (3)1? </з За I? (0)13 + 

О

+ ИЬ (0, Г; «-։ (0, 0) “Ь£ |?|д, 0; Н՝о (0, /)) > (12)где е и о настолько малы, что С7 = 2к — 2 — 2ае Св > 0.В силу (12) имеем
ит ограничены в А” (— ", Т\ Ьг (0, /)), (13) 
ит ограничены в А2 (—т, Т; (0, /)).Следовательно, в силу линейности А, В и (13) мы можем выделить такую подпоследовательность и^, чтоЫц —»■ и в А“ (—т, Г; А2 (0, /))* слабо,Мц—»и в А2 (—т, Г; (0, /)) слабо,иц (Т) -» ? в А2 (0, /) слабо,

Аи^. -* Аи в А2 (0, Т; Н~1 (0, /)) слабо, 
(/ — ") —> Ви (< — ■։) в А” (0, Т՝. Ьг (0, /))*-слабо.Продолжим ит (<), Аит (<),••' на R нулем вне [0, У); соответствующие продолжения обозначим через ит (0, Аит.(1), • • •. Из (11) согласно формуле о дифференцировании свертки:+ <Лит (0 , »*> — е < Вит (I —т) , то*

= < / (0, ш*?> + (°)> 3 и — 0) — < Ит ( и* > 3 (< — Г).



438 С. А. Терзнян. Д. Т. ДочевТеперь мы можем перейти к пределу в (13) при т = |‘ и при фиксированном к, откуда выведем, что
— и (0 4- Аи (/) в Ви (/- < = /(0 + Ио 8 (0 - $8 (/ - Т). (14) б// Сужая (14) на [0, 7] мы получим, что^.) + ЛЦ(0-вВи(/֊г)=/ (/). 

асВ силу определения слабого решения мы выводим оценку
I1“ (012 + С7 [ |и (з)|? </з ё 1ц (?)12 4-

3

I 5+ (1/8) У И (<’)|1։ + а С. у |« (о)|§ Л. (15)
Так как задача линейна, в силу (15) с 5 = 0 следует, что слабое решение единственно. Теорема 1 доказана.Замечание. Отметим, что следуя этому доказательству мы можем установить следующий абстрактный результат.Пусть У—рефлексивное пространство Банаха, содержащееся в пространстве Гильберта Н, Нс V, причем вложение непрерывно и Н плотно в И. Отождествляя Н с его сопряженным и обозначая через У* сопряженное к У пространство мы таким образом можем отождествить Н с подпространством И*: Ус Нс К*.Теорема 1'. Пусть оператор А: V -* V* обладает следую

щими свойствами: А:У-* У* семинепрерывный, монотонный опе
ратор <^Ао, и & ЦоЦ2, ||/М* = с М> V« £ К

< Аух — Аи2, ух—у։ ^>^к IV!—»Л2, уо1։ о։ С И,
В: Н -* Н—линейный ограниченный оператор. Пусть заданы функ
ции (0, Т; У*), <р££2(— т, 0; У). Тогда если в достаточно 
мало, то существует единственная функция и^Ьг{—т, Г; У):

и' (0 4- Аи (I)—е.Ви(1—■։)=/(#)> « (О = ? (0> —Доказательство теоремы 2. Предположим, что выполне. ны условия (6), (7). Разобьем полупрямую [0, 4~°о) на интервалы д/ = [(/ — 1) ", М/ = °> 1, 2»-” и пусть Л//=зир ('|а(О1о: * € △/) " = |п(6')1о. Применим (15) для # = <;+։ и з = </, предполагая что 
М]+2 > Л/у:

|и(з)|’</а<(1/8) |/ (а)|^ Л4֊е Св (• |а (а)|‘ ба. (16)
Ч Ч Ч-^



Существование решений смешанной задачи 439В силу определения Mj и (16):
ЗС вС1« (3)|? Л Sd/3)^-1 + -֊s W-> + Mt).

v Of Cz»j
ОТак как // 2 — то существует с €[#/, //+;] такое։ что

1« (%)|2 < - • А • '^ + ֊ ^ + М}).
t о С- - С-Теперь применим (15) для /=>//+2 и s==;. ПолучимЛ//Ч-2 е (Mj֊i 4֊ Mj) 4֊ b0,где (17)

c,. 4։=֊^-+?S
■tC, xoC- оТак для последовательности Mj получаем:

Mj+2 max (Mj, s6x (Mj-i + Mj) 4֊ b0). Имеемmax (Mj+2, Mj+i) gmax (max (Mj+i, Mj), 2zbt max (Mj, Mj-\) 4՜ 60).Обозначим Kj-\ = max (Mj, Mj-\) и для последовательности (Aj) получим
ZCj+1 = max (Kj, 2e 6X Kj—14՜ b0).Методом математической индукции доказывается, что если в достаточно мало (2е61<^1/2), то последовательность (А;) ограничена. Тогда последовательность \М]} тоже ограничена и значит существует 

Са такое, что (8) выполнено. В силу (15)
С. Г |и (а)|? ^35 С8 4- 4- ае Св С |н (о)|? Л. (18)и ° м

I ։—хОбозначим
= | 1а (°)1? ао= -1֊/с։4- ~ , ах = •

и С7 \ о / С7В силу (18) получаем, что ^)аг ^յ-\а^. Методом математической индукции доказывается, что если в достаточно мало (ваг 1/2), то последовательность {/V/} ограничена, откуда следует, что существует С։ такое, что (9) выполнено.Отметим, что оценка (17) выполнена при $ £ [£/, (/4՜!) ’]• Если 5 €[(/4-1) -с, /у+г], то вместо (17) получается оценка вида Mj+շ^

Ь\ (М)-\ •(- М! 4՜ М}+\) 4՜ Ьд. Затем доказательство продолжается как прежде с небольшими изменениями.



440 С. А. Терзиян. Д. Т. ДочевОтметим также, что е в теореме 2 может оказатся меньше, чем в в теореме 1. Теорема 2 доказана.Доказательство следствия. Гак как А и В линейные операторы, то если иа и иа решения, соответствующие (/„ <р։) и (/„ 4>я)/ в силу (15):
к (0— (ОЙ — к (։) — "։ (01? = .1 <*> +

+ г Св ^к (я) — и» (я)|։ </з.

Если Л =/а =/> 5 = 0, 1= 7', то о|их ( Г) - и, ( Г)Й ֊ к (0) - и2 (0)13 < вС„ | |®х (а) - ®а (в)|։ л.
Пусть Фх (/) = ?։ (0 = Р (0 п. в. на [— -, 0] и <рх (0)^= ?։ (0). Тогда к (7)—Пз(7Э'о^к (0) — и» (0)|0. Обозначим через Т нерастягивающий оператор £2 (0, I) -> А2 (0, /), определенный на Я|(0, 0, такой что Ты (0) = и (Т). В силу (10) условия (6) и (7) выполнены. По теореме 2 степени ТЛ оператора Т ограничены. По теореме о неподвижной точке (см. [5]) оператор Т имеет неподвижную точку, обозначим ее через С. Пусть (/) = С, если I = 0 и (/) = ® (<), если— т^/<\0. Тогда решение и* (/), соответствующее / (?) и ?* (?) после, быть может, изменения на множестве меры нуль есть Т’-периодиче- ская функция.Доказательство теоремы 3. По теореме 2 для любого целого п существует и притом только одна функция ип (?) такая, что

и'п (?) + ДиЛ (?) — в В и„ (I — т) = / (?), — =о < I < со, ыл (?) = 0, —п — т < ? <— п,(К+; (0, /)),кпричем константа Сг такая же, как и в теореме 2 и
«+•։У|Ия (о)«Л5С։. (19)

Продолжим ил на R нулем при I — л — •։; теперь и„ (?) всюду будет означать продолженную функцию. Далее через 5 обозначим отображение8 г£?ос (R/, Я« (0, 0) £֊ (R/, £2 (0, г; Щ (0,1))), (8н (())&=и (Н-а).



Существование решений смешанной задачи 441Тогда (19) будем означать, что:функции 5ия £ (R,; А2 (О, Н[ (0, /))) принадлежат ограниченному множеству в этом пространстве при и —» со.Теперь мы можем так выделить подпоследовательность, обозначаемую опять через ип, чтобывИд — и
Ви„ (է—-.) — Ви (I— ~) в

Sun -'Su в
£” (R/; Ճ2 (0, /)) слабо* ,£“ (Rf; L2 (О, Z)) слабо* ,
L- (R,; L1 (0, т; /7’ (0, /))) слабо* ,Лил -» х в Л20С (R* > Н՜1 (0» 0) слабо.Последнее означает, что Аи„ -֊► х в £2 ($, I; Н՜1 (0, /)) слабо для всех конечных хи/.Теорема будет доказана, коль скоро проверим,, что Аи=7.. Следуя [1] мы доказываем это равенство. Так как рассуждения стандартные мы их опускаем.

Высший институт механизации 
и электрификации сельского хозяйства

Болгария
Поступила 1.VII. 1980

Ս. Ա. ^ԵՐ^ԻԱՆ, Դ. Տ. ԴՈ9.ԵՎ. Ըստ ժամանակի ուշացումով պարաթռլական հավասար
ման համար |սաոթ խնցրի լուծումների ցոյության, միակության և սահմանափակության մասին
( ամփոփում)

Հոդվածում դիտարկվում է հետևյալ խառը խնդիր

°Ա + Аи (х, 0 — е Ви (х, t—x)=f (х, է), 
dt 0<х < I, 0</ < Т,

и (х, /) = ч> (х, /), — т -С է •< 0, 0 < х ■< Z, и (0, /) = и (I, է) =0,
- X < է < 7՞, 

որտեղ

-4 = — /- (օ (X, /)) -^- — ն 
ԺX ՕՀ

հանդիսանում է ուժեղ էլիպտւսկան օպերատոր ըստ *~ի, 3: 1? (0, I) —» 2,յ (0, I) ----գծային
անընդհատ օպերատոր (ւ Գայյորկինի մեթոդով ապացուցվում է դիտարկվող խնդրի թույլ 
լուծման գոյությունը և միակությունը, ֊ինչպես նաև սահմ անափ ակություեըւ

S. A. TERSIAN, D. T. DOCHEV. Exlttence, untclty and boundednett of the 
101 at ton of a mixed problem for parabolic equation! with time delay (summary)

The mixed problem

Ou (x. /)——------F Au (x, t) —e.Bu(x, t— t) = f (x, t), 0<Zx<^l, 0 < t < T,u (x, /) = >? (x, /), — t < t < 0, 0 < x < I,
u (0, t) = u (Z, 0 = 0, -t < t < T,
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is considered where the operator

A= — — (a (x, t) 
Ox \ Ox/

is strongly elliptical with respect to x, B-: L2 (0, /) — L2 (0, Z) is a continuous linear 
operator. Using Galerkin method, the existence and uniqueness of the weak solution 
is proved. Then results on boundedness are obtained.
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В. Н. МАРКАРЯН

ДОБАВЛЕНИЕ МЛАДШИХ ЧЛЕНОВ, СОХРАНЯЮЩИХ 
ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ ОПЕРАТОРА

Введение

Пусть Rn—л-мерное эвклидово пространство точек [?),?. = («i,՜• ‘ 
• ••, ?„), Z+—л-мерное пространство мультииндексов а = (о^,• • •, ։л), 
где а/ (։ =!,•••, л)—неотрицательные целые числа.

Для ?£/?я, *>0  и положим ?։=^*  • с'Л,

i«i=S »/, ^ =(=#՛,•••, sA 1=1 = УзТ?’ 
Ы 1-1

21
D*  = D*՝  • • • Dnn, где Dk= —, к- = 1,- • •> п.

о?»
Определение 1. Многочлен Р (?) называется Х-однородным 

X£Rn порядка к, если Р(?՛ ?1։ ?n) = tk Р (?) для всех ?£Р„ и
f>0.

Определение 2. (см. [1], определение 3. 2. 1). Многочлен 
Р (5) сильнее многочлена Q (?) (Q<^P), если существует постоянная 
С > 0 такая, что

Q(?)<CP(0 (1)

где для данного многочлена R (?) функция Л. Хёрмандера R (?) оп
ределяется формулой

/?(0= S|£)‘P($)|«j • (2)

Определение 3 (см. [1], определение 3.3.1). Многочлен 
Р (?) доминирует над многочленом Q (?) (Q < < Р), если

sup —---- » 0 при t -* со, (3)

где для данного многочлена R (?)
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Определение 4 (см. [9], определение 0.1). Многочлен Р (?) 
мощнее многочлена <2 (6) ((2 Р)> если существует постоянная С^> 0
такая, что

|(2 (5)| < С (|Р (?)| +1) у И /?«. (4)
Пусть Р(?) = £ Ъ ։’» положим (Р)=[а, я££+,

(X, «)<т

РЯ(5) = 2 Е(Рт) ={?,?£ рот, Рт($ = 0].
(/., «)=Ш 

где

^Яп, п ь ^°|-

Определение 5. Характеристическим многогранником (х.м.) 
(многогранником Ньютона) данного многочлена Р(?)=2 7« 5*  назовем 

1
минимальный выпуклый многогранник ?Х = ЗХ (Р) в ЯЛ, содержащий 
все точки я£(Р).

Опр еделение 6. Число г = г (т),Рт) назовем /.-порядком ну
ля в точке т)/.-однородного многочлена Рт (?), если £•’ Рт (^)~ 0 при 
(X, ■*)  < г и для некоторого V £ Z+, (/., м) = г,

При этом будем считать по определению, что г (т/։ Рт) = 0, ес
ли Рт (7)) 0.

Пусть г (?, Рп)—Х-порядок нуля /--однородного многочлена Л.(0 
в точке ?. Положим

к —к (Рт) = зир г (?, Рт),
Ее։ (РО1)

В [2] доказана следующая теорема.
Теорема Б. Пин и. Для того чтобы многочлен Р (?) был ги- 

поэллиптическим, необходимо и достаточно, чтобы а) многочлен 
Р' (?) был гипоэллиптическим, б) |Р (?) — Р' (С)|/|?, Ц*  —► 0 при Ц?, Х(| -> 
— ос, где

Г п
К» 4=1/ Е М։°А. ао = пйп /ч>0. 

* , . 1</<лI
Из результатов работ [6] и [11] следует, что если К — любой 

п-мерный вектор с положительными компонентами и Р (?)—гипоэллип- 
тический многочлен, то существует число а = а (X, Р)> 0 такое, что 
неравенство

!?’}< С (|Р(?)|+1) у?6/?я, С=С0., Р), • (5)
имеет место для всех мультииндексов V таких, что м £ 9Х, ()., V) а. 
При этом, если ох > з, то либо для всех * £ Ей, (X, V) <; □, либо суще
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ствует мультиикдекс р £ Ж такой, что (>-, и) < и для этого мульти- 
индекса н неравенство (5) не может иметь места.

Таким образом, через данный гипоэллиптический многочлен У (?) 
и через вектор >■ единственным образом определяется число а = а ()., 
Р). С другой стороны, ясно, что неравенство типа (5) может иметь 
место для многочлена У5 (с) и мультииндекса V независимо от гипо
эллиптичности Р (с).

В настоящей заметке мы, в частности, устанавливаем критерий 
гипоэллиптичности многочленов в терминах оценок типа (5) и обобщаем 
теорему Б. Пини.

§ 1. Гипоэллиптичность и сравнение многочленов 
с постоянными коэффициентами

Определение 7. Многогранник Ж называется вполне пра
вильным (в.п.), если

а) Ж имеет вершины в начале координат и на всех осях коор
динат;

б) все координаты внешних нормалей (п—1)-мерных некоорди
натных граней х.м. Ж положительны.

Обозначим через Л множество единичных внешних нормалей 
(п—1)-мерных граней х.м. Ж.

Пусть имеем многочлен Р (?) = 2 Положим а

Р(0 = Р(0-2-Га 1«, 
а

где сумма распространяется по набору мультииндексов (а) = Ж*  та
ких, что (X, а) <С0 0՝» для любого X £ Л.

Так как (см. [12]) х.м. множества (Р) и {о} гипоэллиптического 
многочлена Р(?) является вполне правильным, то в дальнейшем, не 
умаляя общности, можно считать, что х.м. Ж (гипоэллиптического 
многочлена Р (?)) вполне правилен.

Теорема 1. Многочлены Р (?) и Р (?) гипоэллиптичны или не 
гипоэллиптичны одновременно.

Доказательство сводится к теореме 4.1.6 работы [1], если 
заметить, что для точек * £ Ж*  имеет место неравенство (5) для всех 

и, следовательно, Р (?) — Р (?) <£ Р (?).
Ниже рассматриваются многочлены с вещественными коэффи

циентами. Всегда будем считать, что >.£Л. ■
Определение 8. (п — 1)-мерная грань Ж?՜1 (1 = 1, 

х.м. Ж называется главной, если внешняя (относительно Ж) нормаль 
этой грани иМеет хотя бы одну положительную координату; Л-мерная 
грань Ж*  (: = !,•••, 1\!к, & = 0,• • •, и —1) х.м. называется главной, 
если среди (п—1)-мерных граней, пересечением которых образуется 
грань Ж?, существует хотя бы одна главная грань.
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Определение 9. Грань ЭХ*  (։ = 1, •••» /V», Л = 0, •••, п — 1) 
х.м. ЭХ многочлена Р (?) называется Р-регулярной, если подмногочлен

р>. * (Е) = £ ь Е» =/=о при е е р$,0» • 
«сЗХ*  •

Грани, не являющиеся Р-регулярными будем называть Р-нерегуляр- 
ными.

Пусть ЗХ — в.п. х.м. многочлена Р (Е), ЭХ*;  — некоторая главная 
Р-нерегулярная грань х.м. ЗХ. Обозначим через Л*«  множество еди
ничных внешних (относительно ЗХ) нормалей грани ЭХ)’.

Пусть X £ Л*»,  представим многочлен Р (Е) в виде
.их

где т0 (X) > (X) > • • • > тп.п, (X) > О,
Рто0.) (Е) = Р'. *.(Е)  ухел,ч

Введем следующие обозначения:
Е'..*.=£л..*. ) = (.г р/..*. (г։)==0},

= и 1 а), Рт, р.) 00 = 0} /=1, • • •, М.

Для Х£Л*.  и положим

№ = К о- Р^ы 00¥=о),

Мы будем пользоваться следующей теоремой (см. [4], теорема 2).
Теорема Г. Г. Казаряна. Пусть все главные грани в.п. 

х.м. многочлена Р (Е) кроме одной главной (п —1)-мерной грани 
ЭХ՞,՜1 Р-регулярны, а грань ЭХ^՜1 Р-нерегулярна, Х=(Х1, Хя)- 
внешняя нормаль этой грани. Тогда многочлен Р (Е) гипоэллипти- 
чен при одновременном выполнении следующих условий:

а) шах [тид (X) — (X, м)] < тг (X), 
/ •

в) для каждой точки П~1 существуют аналитические в 
функции г (г),' Е), Р (>), Е) и натуральное число к. (т;) такие, что 

в некоторой окрестности точки 7) многочлен Р1՝՛1,-1 (Е) представ
ляется в виде

р՛.. п-1 (Е) = [г (7)։ ]4 (.) р (Ч։ Е) > 0 « 0),
где

Р (^. + 0, Ог(^ ^^0 (€= 1, • ■п),



Добавление младших членов 447

с) Ря.1(а)(г/)>0 (<0)
В некотором смысле обратной к теореме 3.3.4 работы [1] являет

ся следующая
Теорема 2. Пусть Р (?) = Е ?’, <2 (?) = Е о, к. ^>т. (л, а) (X, а) т

Если для любого числа а£Рг многочлен Р (?)4-а (2 (?) гипоэллипти- 
чен, то <2 « Р.

Доказательство. Допустим обратное, а именно, что при вы
полнении условия теоремы, многочлен Р(?) не доминирует над мно
гочленом <2(?). Так как многочлен Р (?) гипоэллиптичен, то это озна
чает (см. [1], теорему 4.1.6 и замечание), что существуют последо
вательность |?*|,  I?1, Х|-» 00 ПРИ ։ м и число е 0 такие, что

|<2(ег)/ЛН1>®, 5=1, 2. •••• (6)
Поскольку к > т, то существует последовательность (т;4) такая, что 
для всех 5 = 1, ХЦ=|]?4, X) и при я -» =о

КМ/РДО-о. (7)
Из-за гипоэллиптичности многочлена Р (?), R (?) = |<2 (?)/Р (?)1 

является непрерывной функцией вне некоторого эллипсоида |?, 
В силу этого из (6) и (7) получаем, что для любого числа 8, такого, 

е
что — -С 8 е существует последовательность точек {т,| таких, что

Ьл» М и Р (",) ~ аля всех 5, для которых |?4, Так
как коэффициенты многочленов Р (?) и <2 (?) вещественны, то для 
бесконечного числа $ либо (2 (Т,)/Р (^) =8, либо (2(",)/Р ('։,)=—8. 
Взяв в первом случае а== —1/8, а во втором а =1/8, получаем, что 
для некоторой подпоследовательности {т։'}с: {-*),  Р (-'’) + а <2 (х4 )=0 
при Х|=|?4', Х| —*■  оо.

Это противоречит гипоэллиптичности многочлена Р (?) + а<2 (?) 
и доказывает теорему.

Определение 10 (см. [7], определение 7). Характеристиче
ской линией х.л. Х-однородного многочлена R (?) = Е в точке

(X, а)=т

1^РП, |Ь, Х|=1 назовем функцию 7֊ (т, R, 6) = т — 1о, 0<С 8 -$^1, где 
2 = / (т) — Х-порядок нуля многочлена R (?) в точке

Если т $ Е (Р), то по определению будем считать, что у. (", R, 
8) = т при всех 8 £ [0, 1].

О п р е деление 11. Характеристической линией х.л. многочлена 
.и

Р 0) = 2 Рт] (?), где Рш/?)—/-однородный многочлен порядка т;;/ =

= 0, !»•••> М, тп0 > тг , тм ^0 в точке х назовем функцию
X (т, Р> 8)=тах у. (', Рт ,, 8), 8 £ [0, 1].

Определение 12. Будем говорить, что Х-однородный много
член Ртц (?) является активным подмногочленом многочлена Р (?) в 
точке т £ Е (Рт>), если для некоторого числа
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гС [0,1], х (-> Ртк, з) = ’/(х, Р, «).
Обозначим через А (х) = А Р) множество тех индексов /, 0<

для которых Рту (5) является активным подмногочленом 
многочлена Р (?) в точке х.

Определение 13. Будем говорить, что многочлен Р (?) регу
лярен в точке х£Е (Рт.), если существует окрестность О (г) точек ? 
такая, что Рп1] (?) Рт. («)•> 0 для всех ?£О (х) и для всех /С А (х).

Всюду в дальнейшем будем считать, что 0 (?) и Р„, / (?), 
< М—Х-однородные многочлены для фиксированного X £ Л.

Лемма 1 (см. [4], лемму 2.1). Пусть п = 2, R (?)—Х-однород- 
ный многочлен, тогда R (?) представляется в виде

R («) = г (?) П (?! - х (г) ?4>А. )'<->, 
«€« (/?) 1

где I (х) — натуральные числа, ?■ (-)=/= 0 для х££ (Р), х (х1)^ х (х1) 
при х։=/=х։, х1, х։££ (Р), г (?) аналитическая в функция, г (?)=/=0 
при ? С Р|>0)- При этом функция х (х) принимает лишь конечное 
число различных значений.

Лемма 2. Пусть п = 2, (2т (?) и Рт1 (?) (։ =0, I,---, М) 
■^-однородные многочлены, удовлетворяющие следующим условия-, 

м
.1) х.м. многочлена Р (?) = 2 Рт1 (В) вполне правилен, 

/—о
2) многочлен Р (?) регулярен в каждой точке х££ (Рт.);
3) для каждой точки х£Е (Рт.) существует номер р, 

такой, что Рт] (х) ■/= 0, Рт, (^)=0 при и пц— Ц (х)<^т 
при гАе 1г(^)—^-порядок нуля в точке х многочлена Рт^)’,

4. 7А'-, 0-, 2) </. Ь, Р, 3) У’СЗ (Рт.); 8С[0,1].
Тогда существует число П такое, что

|3«(ЭД(|Р(;)1+1)<^у?6 Р։. (8)
Отметим, что из условий 1)—3) следует, что многочлен Р (?) 

типовллиптичен (см. [7], теорема 4).
Доказательство. Заметим, прежде всего, что в силу регу

лярности многочлена Р (?) в каждой точке х^Е (Рш.) имеем, что для 
н екоторой постоянной С 0 

м
1+|Р(?)|>С2 |Рту(?)| (9)

у-0
Пусть при выполнении условий леммы соотношение (8) нарушается. 
Тогда существует последовательность (?*}  такая, что при $-» оо

[?', - ъ, ?№?-, Х|^ х, х е 2 (Рл.), • 
|От(^)|/(|Р(?01+1)-><«. ' (10)

Из леммы 1 следует, что для некоторой постоянной Сх > 0
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м .«
1+1 P (Н1> С 2 \Рт, (î')i = С 2 5?, |РЖ/ (V/I?W)I> 

1=0 / = 0
м> 2 б, I?, /Г'՜ /w,
։=л

где h (х) — / -порядок нуля многочлена Рт1 (;) в точке t, О/ = 1 при 
։( U А (т), 0/ =0 —в остальных случаях.

Из представления многочлена Qm (;) по лемме 1 имеем для не
которой постоянной С2> 0

IQm (?')| < ад, Х|"֊'М I?' - X (T) (֊'Y’I'Ÿ (9.

Эти два соотношения вместе с условием 4) противоречат (10) и дока
зывают лемму.

м
Т е о р е м а 3. Если многочлены Р(5) = 2 Pmt (-) и Р(») + Q(S) од-

1=0
повременно гппоэллиптичны, Q(£) = У, 7»?“, то для любого числа (X, «)</п.
а € (0,1) существует число С—С (а) такое, что

|1+ |Р(В) + «QG)|>C(|P(0l + IQ(I)D vH*-  (И)

Доказательство. Очевидно, добавлением постоянной всегда 
можно добиться того, чтобы гипоэллиптический многочлен Р («) =f= 0 
при Rn.

Разобьем пространство Rn на следующие два подмножества:

A=U, |Q(î)/P(5)I>1},.D։ = /?b\D1.
Для произвольного числа N положим KN={t, ZÇRn, il;, X]-С Л}.

Если для некоторого числа 7V^>0, DxcKt\, то неравенство (11) 
доказывается просто. Если же множество не ограничено, то дока
жем, что существует число N такое, что для всех точек

ИАШ Q(5)/P(Q>1.

Предполагая обратное получим, что для некоторой последова
тельности (BJ); S* ■£ D1։ jç-, л|-»со; Q(E,)/P(S,)< — 1. Так как 
dq = ordQ т0, то, очевидно, существует стремящаяся к бесконеч
ности последовательность {т^{ такая, что Q(7ïJ)/P(7ïJ) —• 0.

Из этих двух соотношений следует существование последова
тельности (т*),  лЦ->оо такой, что Q (",)№('с*)  = ~1> т- е. Q(x,) + 
4-P(vr)=0, s = l, 2,։-։, что противоречит гипоэллиптичности много
члена Р(5) + (?(£)•

Пусть а£ (0, 1) — некоторое фиксированное число. Тогда по до
казанному существует число N такое, что для множества DJKn

|P(5) + aQG)l = |PC)| + a|QG)l>a(|P(0|+IQG)|). ■ (12)
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Для множества D3 имеем
|Р(5) + aQ(5)| = |P (5)111 + aQ(?)/P (;)|> |Р(?)| (1 -а) >

>^dP(OI + IQ(*)l).  (13)

• l + |/’(?)+Q-n(5)|>C(|P(5)l+Qm(5)|) (И)

Так как при выражение |Р(;)| 4՜ |Q(5)| ограничено, то из (12), 
(13) получаем требуемое неравенство (11).

Покажем на примерах, что в теореме 3 нельзя расширять область 
изменения числа а.

Пример 1. Пусть п = 2, п։>2, Р(5) = (51 — 5։)2т 4֊ 5J4- 
-|_^(m-2)։ Q (f) ~ g։ (">-!) -|- н Очевидно, при а =?0 неравенство 
(11) не имеет места, несмотря на то, что многочлены Р (?) и Р (?) 4*  
4֊Q(5) гипоэллиптичны.

П р и м е р 2. Пусть л=2, Р ($)=5® 5®4-5«4-Ц<, Q (5)=2 ?{ 4֊ « g».
Легко проверить гипоэллиптичность многочлена Р (?). Докажем, что 
многочлен Р (?) 4՜ Q (5) также гипоэллиптичен. Для этого покажем, что 
многочлен Р (?) + Q (5) удовлетворяет условиям теоремы Г. Г. Ка
заряна.

Многочлен Р(?) 4- Q (5) имеет только одну одномерную (P-j-Q)- 
нерегулярную грань 3KJ = {(0, 14); (8, 8)}. Покажем выполнение усло- 

/3 4 \вия а) указанной теоремы. ).= нормаль грани 3R], /и0=56/5,

ш1 = 54/5. Для точки е1 = (14, 0) имеем ()., е1) <^тг. Для любого 
•N £ Л’՛1 имеем т0— ()֊, v) < 56/5 — 3/5 = 53/5<54/5 = mv

Следовательно
а) max [m0 — (л, v)] mv

Выполнение условия в) теоремы следует из леммы 1. Для завер
шения доказательства гипоэллиптичности многочлена Р(?) 4՜ Q(5) по
кажем выполнение условия с) теоремы.

с) (Р + Q)„. (?) = ?? ?5 + Ц4 + 2 =? Ц1 = У (;} + ??)’ > о, 
(/’+QU(?)=???!’>0, У?елуо).

При а = 1 неравенство (11) для многочленов Р(?) и Q(?) не 
имеет места, что следует из того, что на последовательности 
V= (s3՛7*,  —s] при s -» оо

|Q(5') + P(HIAP(5‘)|.
л

Теорема 4. Пусть п = 2, многочлен Р(%) — ^Рпц^) гипоэл- 
/—и

липтичен, Qm (?)—однородный, многочлен порядка т<С_т0, при 
этом для некоторой постоянной С>0
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Если для каждой, точки ~^-(Рт,), т— Ц’) </.(•» 1)> гДе
= l (х, Qm) — I.-порядок нуля многочлена Qm (?) в точке то 

многочлен Р (;) 4֊ Qm (?) гипоэллиптичен.
Доказательство. Отметим особо, что здесь не требуется 

регулярности многочлена Р («).
Пусть наоборот, при выполнении условий теоремы многочлен 

Р (?) + Qm (?) не гипоэллиптичен, т. е. для некоторой последователь
ности !?*],  j;՛*,  л| — со существуют число г>0 и мультииндекса, |а| ф О 
такие, что

Р(?0 + <2т(?д) > с |Р(?*)1 + 1Оп (?•’)! - П6)
£>’(Р(?0 + <2т<?")) |£>՝Р(?®)1 + |£>’ (2,„ (*'))

Это соотношение противоречит (15) и доказывает теорему.
Следствие 1. Пусть и =2, мног.очлены Р (4) и Р (;) + (^т (?) 

•(/п<^тл0) одновременно гипоэллиптичны, тогда для любого числа а£ 
С [0,1] многочлен Р(?.)4-а Qm (;) также гипоэллиптичен.

Доказательство немедленно следует из теорем 3 и 4. 
1206-3

|Р <;■) + <?„ (?)| 2 .
ia-(PR-) + Q.(։'))l................................

Легко видеть, что тогда для некоторой подпоследовательности этой 
последовательности (которую также обозначим через (;J)) 4х-*х°
при s —* со, Х°(;Е (Рш,).

Представим, согласно лемме 1, многочлен (;) в виде
Qm (?) = Q°n (?) П (^-«(t) $*.)'( ’)

43 1<?т)

и покажем, что |Ц — х (х°) (Sj)x»/À*|  — со при s -» ос.

Предполагая обратное, имеем для любого v Ç Zf и для некото
рой подпоследовательности последовательности J;J| (которую также 
обозначим через {?*})

|D’ Qm (Е‘)| < С (£', /Г-'^) + 1),
1 + IP (?')| > С-1 р, ф

для некоторой постоянной С >0.
Эти соотношения, вместе с условием т — I (х°) < ՝/ (-°, P, 1) про

тиворечат (15).
Итак, для указанной последовательности {с՛®}

— х (х°) (;*) х"/'*|  -♦ оо при s — со.

Тогда легко видеть, что при |4^=0 и 5—* со

•|С?т (?П1/Р¥ Qm (?')! - °о.
Из условия (14) и гипоэллиптичности многочлена Р (;) получаем 

Лри 5 —• ОО
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ПримерЗ. Пусть п=2, Р (?) = (?։- ?«)‘ (?х.+ ?։)‘ +?? + Ц, <Л(?>= 
= (?!֊?»)*  (?г+ ?։)’• Легко показать, что многочлен Р (?) удовлетво
ряет условиям теоремы Г. Г. Казаряна и, следовательно, гипоэллип- 
тичен. Простые вычисления показывают, что 0,< Р и для некоторой 
постоянной С>0

* Это не умаляет общности, так как Х-однородный многочлен и Аг-Х однороден, 
для любого числа к > 0.

1 +1(?) + Р(?)1 > с (|Р(?)| + |(Л (?)|) у?£/?։. (17)
Тогда из теоремы 4 следует, что многочлен Р(?)֊Ь <Л(?) также гипо- 
эллиптичен. С другой стороны, если положим ф,(?)=2 (?х— ?։)։(:14֊?։)5, 
то оценка (17) не может иметь места и при этом многочлен Р(?) + 
+ О? (?) не будет гипоэллиптическим.

Теорема 5. Пусть п^-2. Многочлен Рк (?) доминирует над 
многочленом Рт (?) тогда и только тогда, когда Рт ՝ Рц и т<^к.

Доказательство. Пусть Рт < Рк (т < к), но Р*(?)  не доми
нирует над Рт (?). Тогда в силу леммы 5 работы [7] следует суще
ствование последовательности {?՛’) и числа е>0 таких, что при 

1?'| ֊» со
|Рт (?')/Р*  (?‘)1 > е, В, = \Рт (?)/Рк (8*)|  ֊*  «,

где
^(о=[1^о'Р‘-р*(«)1 ։Г/։-

_ 1__

Обозначим для каждого *8  = 1, 2,--՛, 6 = В» Зот՜1. Тогда при 
5-»ос имеем для последовательности 0, ?։) = (^։ ?*,•  • ■, ф ?„)

|Рш (^ ?')/Р*  (#’)! > е^՜*  - (18)՛

а (С>
0<г<* IX, »1—г

I*?  р- «*>1  • >

£(2т-1)/(Зт-1)

Откуда, считая, что т 1 ,—при 5—* оо имеем

Рж(СН
А (6х ?*)

(19)

Соотношения (18) и (19) вместе показывают, что Ря։<Р». Так как из
условия Рт^.Рь. следует, что Рт<^Рк,то это доказывает теорему.
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Теорема 6. Пусть п—2. Многочлен Р4 (?) сильнее многочле
на Рт (5) (соответственно, доминирует над многочленом Рт ($)) 
тогда и только тогда, когда для любого (Р*)

7. (~, рт, г)<у. (', Ри, З), о €[0Д] (20)
соответственно

7. ('. Рт, 0) < /. (х, Рк, 0), / (-., Рт, 3) < •/ (х, Рк, 3), 8 С [0, 1]. (21)
Доказательство немедленно следует из теоремы 5 и ре

зультатов работы [7].
л։

Следствие 2. Если многочлен Р (?) = 2 Рт] (?) гипоэллип-
>-о

тичен и Рт]<^Р для некоторого у; 0 у -С М, то для любого Х-одно- 
родного многочлена (^г (5), г < /пу такого, что (^г < Рту, многочлен 
Р (?) + Ог (?) также гипоэллиптичен и (^г Р.

Доказательство немедленно получается, если применить 
теорему 4.1.6 работы [1], теорему 1 работы [7] и теорему 5 настоя
щей заметки.

§ 2. Сравнение (X, Р)-многочленов

Определение 13. Функцию (2 (?) назовем (X, Р)-многочленом 
֊(;£РЯ; X, порядка бр, если

А) (2 (р։) = ^ (2(5) (>0,
Б) <2 (5₽)—многочлен от

Простым примером (X, Р)-многочлена, не являющегося обычным 
многочленом, является функция (2 (?) = 5Х 4֊ 5^ при Х = Р = (1, 3):

О п р ед е л е н и е 14. Будем говорить, что многочлен Р (5) = 
м

= 2 Рпц (5) (где Р,я/(5), ( = 0, !,••• М, Х-однородные многочлены) 
1=0

доминирует (соответственно, сильнее) над (X, Р)-многочленом <2 (5), 
если многочлен Р (5₽) доминирует (соответственно сильнее) над мно
гочленом (2 (5?).

Определение 15. Характеристической] линией (X, ^-много
члена (2(5) в точке т назовем х.л. многочлена (2 (5Р) в точке №.

Пусть многочлен Р (5) = У у» 5’, Х։ > 0 (/ —1, • • •, п) удов-
(1, а)<т, 

летворяет следующему условию:
С) для любого (Рт,), и для любого г£А (т) (определение 

А ('.) см. на странице 448) существует число 3 £ [0, 1] такое, что у (т, 
Рт,, 8) > х (Ь Р— Рт,, 8).

Пусть (2 (?) (X, Р)-многочлен. Положим

Е(Р)={(}, (2<Р}, £(Р)={(2; (2< Р}, Е(Р) = [а-,О^Р].
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Теорема 7. Пусть п—2, х.м. многочлена Р (?) в.л., многочлен 

Р (') удовлетворяет условию С) и Е(Ру=>Е (Р), тогда либо Р< Рт„ 
либо многочлен Р (5) гипоэллиптичен.

Доказательство. Рассмотрим следующие два возможных 
случая:

а) для некоторой точки (Рт,), /. ('> Р, 1)=0;
в) для всех •։££ (Рт.), X (ь Р, 1) 0.
В первом случае из определения х.м. многочлена Р (?) имеем, 

что для всех г = 0, !,• • •, М, / (т, Р, 1)=0. Это в силу леммы 1 озна
чает, что для всех / =0, 1, ••֊, М многочлены Рт։ (?) имеют вид

Рт, (?) = (^-х (■?)

Так как աՀ>ւոՀՀ>-- - ^>тм^-0, то отсюда и из теоремы 6 легко 
следует, что Р ՀԼ Рт,.-

Во втором случае, не умаляя общности, можно считать, что / (՜, 
Р, 1)>1 для всех т £ Е (Рт.)~ В этом случае мы докажем, что много
член Р(£) доминирует над (X, ^многочленом Չ(£)~ն. — * (՜) ч1"’, где 
₽ = (^М = ^Т-е.(2(?)=^֊х(ЦЧ

При переходе от В к Х-однородные многочлены Р^ (?) стано
вятся однородными, при этом, если Рт1 (?) = 0, то

Рт, «0) =--РРт1 (?₽) (Ц- ֊•/■ (г) &)’։'<'> .

Поскольку т0 тг }>• • • > т.н 0, то порядок однородного мно
гочлена Рт, (^О хотя бы Гна шш {)֊!, Х8| единиц больше поряд
ка однородных многочленов Рт/ (5₽) при » = !,•••, М.

Отсюда легко следует, что многочлен Р (;₽) доминирует над 
многочленом Չ(?թ), т. е. многочлен^ Р($)՜ доминирует над (X, թ)- 

многочленом Չ(?). Поскольку Е (Р)сЕ (Р), то из условия С) следует, 
что многочлен Р(?) регулярен в окрестности каждой точки т £ Е (Рт,). 
Пусть ?°£Е(Рт։). Тогда при всех г = 0, 1,-г многочлен Рт((')=0,.

-е» <₽т.)

доминирует над (X, °)-многочленом

г;, (О = (0 П (։,-х и
' 1 -е® Г₽т.)

где и (т), Х-порядок нуля многочлена Рт/ (?) в точке ■?.. Из следствия 
2 имеем, что многочлен Р (5) доминирует над (X, (3)-многочленом Рт( (?}

для любого ։; 0 Поскольку Е(Р)с.Е (Р), то существует пола-
жительное число С^>0 такое, что
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2 1Рт/ (?)|<С(|Р(?)|+1) 
мо

Так как Р’т1 ("°) =/= 0, ։ = 0, !,•••, г, то х.л. ('/., °)—многочлена
Г

Р՝ (5) — 2 (Р1Гц (-))’ в точке " не зависит от [0, 1]. Так как 
I о

многочлен Р (?) удовлетворяет условию С), то существует единствен-՜ 
ный номер у; 0 •.'] С М такой, что /-("°, Ртр 1)^>Х (т, Р — Рт], 1). 
Это значит, что пи—— Iу ('°) для любого г £ А (^я).

Для завершения доказательства нам остается показать, что 
//("°) = 0. Предполагая обратное, т. е. что // 0, получим
для последовательности V — а, и для некоторой постоянной՛
с։>о

1+2 (^)1>С157 М₽я։/
1-0

С другой стороны, так как 7. (-0, Рт/, 1) = ту — /у (т°) > 7. (т°, Ртр 1) 
для любого /£А (т°) и Рт/ (?4)=0, 5=1, 2, • • •, то Р (с*)/5 ХРт/ -»О 
при 5 —> ОО.

Это противоречие показывает, что = 0. Тогда ,тц— /<("0Х 
<Слт/> ։ = 0> !,•••» М, Так как т° £ Е (Рт.)—произвольная точ
ка, то для любой точки т££ (Рд,,) существует номер у; 0 ֊Су М та-՜ 
кой, что Рт? (")=/= 0 и гт — Ц (")’< для всех

г, О -С ։ -С М; 1՛ =/= у.

Последнее вместе с регулярностью многочлена Р (?) в каждой 
точке - £ Е (Рт0) показывают, что многочлен Р (?) гипоэллиптичен 
(см. теорему 4 работы [7]).

Этим теорема доказана.
Замечание. Легко видеть, что если многочлен Р (?)! гипоэл

липтичен, то Е (Р)с Е (Р).

§ 3. Сравнение и гнпоэллиптнчность многочленов 
с переменными коэффициентами при п=2

Пусть имеем многочлен Р (х, ?) = 2 7« (х) ?։, где 7„ (х) — вб- а-
щественные функции, определенные в области 2 пространства Рл.

Определение 16. Многочлен՜ Р (х, ?) имеет постоянную силу 
в 2, если для любых двух точек х, у £ 2 существует постоянная 

Сг,у>0 такая, что Р(х, ?)/Р (у, ?) ֊<Сх,у для любого ?£РЛ, где 

для данного многочлена R (х, ?), R (х, ?) = [£ |Л? R (х, ?)|։]։,а.
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В работе [8] при л =2 доказано, что ^-однородный многочлен 
(2т (х, ?) имеет постоянную силу в 2 тогда и только тогда, когда 
имеет место представление

Ст (х, 9 = О!;, (х, ;) д (։), 
где (х, £) ¥= 0 для любого х£ 2 и 5 £ /?£”, а

9(9 = п
'&■ (Qm (л Е))

Там же доказано, что если многочлен Qm (х, ;) имеет постоянную си
лу в 2, то £ (х, Qm) не зависит от точки х Ç 2:

£ (х, Qm) = £ (Qm).
Мы будем рассматривать многочлены вида 

м
Р (х> 9= 2 Рт, (х, 9, ПЬ>- • >т.И > О, 

1-0
где Рт, (х, ç)—À-однородный многочлен 0, /=1,-л) порядка 
.mi, I =■ О,---, М, где Рт, (х, ;) представляется в виде Р^։(х,;) Р(;)։ 
Рт (х, 9,^(9 являются (), Р)-многочленами и Р°т (х, ?) =£0 для всех 
х е*2,  îe/?r>.

Далее мы будем считать, что рассматриваемые многочлены удов
летворяют следующему условию:

С') для каждой пары точек (", х), где т Ç £ (Р), х£2 и для лю
бого у Ç А (х, т) существует число 8=8 (х)£[0, 1] такое, что

Z (х, Ъ Рту, 8) > ■/. (х, ", P — Pmj, 8).

Лемма 3. Пусть многочлен Р (х, ;) у довлетворяет условию 
С') и для всех точек т Ç £ (Р) функция Z (xi t, Р,$) не зависит от 

2.
Тогда, если многочлен РП[(х°, Е), является актив

ным подмногочленом многочлена Р (х°, ;) в точке t Ç £ (Р), где х°— 
некоторая точка из 2, то для любой точки х£2 многочлен 
Pmt (х, ;) является активным подмногочленом многочлена Р (х, ;) 
в точке т и при этом для всех xÇ2 множество чисел 8 Ç [0, 1]։ 
удовлетворяющих условию С) не зависит от х.

Д оказательство. Сначала заметим, что из условия С') и из 
определения х.л. следует, что если многочлен РОТ/ (х°, ;) является ак- 
-тивным подмногочленом многочлена Р(х°, î) в точке t, то существует 
отрезок [Ci, С2]с[0, 1] такой, что при 8Ç[C1։ CJ, 7֊ (х°, т, Pmp g)^> 
2>՝Х(х°, т, Р — Рт/։ 8). Пусть х1 £ 2 — произвольная, точка. Докажем, 
что многочлен Рт/ (х1, 5) является активным подмногочленом много
члена P (х1, £) в точке т. Так как по условию у (х, т, Р, 8) = Z (х°, т, 
Р> $)» 8£[0> 1], то существует многочлен PmJ (х, $), являю



Добавление младших членов 457

щийся активным подмногочленом многочлена Р (х1, ;) в точке х такой> 
что для некоторого числа 50€[С1։ Са] / (-* 1» ”. Ртр £0)=7(х0, "> Р’ 
го)=/(х°, т, %) И /. (х1, Ртр %)>/- (х1> ". Р— Ртр %). Из ЭТОГО 

следует существование отрезка [ С3, Са]с [С1։ С։] такого, что 7 (х1. 
х, Ртр 2) = 7. (хо, ", Рт1, о) при г £ [С3, С4], Но поскольку х.л. 
I-однородного многочлена определяетзя любым куском х.л. этого 
многочлена, то т/ — '/. (х1, Ртр 0) — 7 (х°, х, Р„ч, 0) — т1, а это 
означает, что РПц (х, Е) =? Рт} (х, Е), т. е. многочлен Рт1 (х1, ;) яв
ляется активным подмногочленом многочлена Р (х1, ;) в точке х. Так 
как число о0 £ [0, 1] можно брать произвольным, лишь бы оно удов
летворяло условию С')» то это доказывает лемму.

м
Лемма 4. Пусть многочлен Р (х, Е)= У, Рт, (х, 5), где т^՛^? 

1—0
т.н >0 имеет постоянную силу в 2, тогда функция 

7. (•*»  ". А О пРи х € х££ (Р)> С [0, 1] не зависит от точки х £ 2.
Доказательство. Пусть для точек х £ £ (Р), х°, х1 £ 2 и 

число о0 € [0> 1]
7. (Л ь А М>7 (х°, Ь Р, %)• (22)

Рассмотрим многочлены с постоянными коэффициентами Р (х1, Е) 
Р (х°, Е). Из определения х.л. следует существование последователь,- 
ности (Е*)  и чисел Со, С1։ Са^>0 таких, что для любого а £

I8*—*0)  ц‘֊ч

1+|Р(х\ ео| >с^е\ «.),
р? Р(а°, V)! < С2 R', •/рдх-.т.Р,

Эти оценки вместе с соотношением (22) противоречат тому, что мно
гочлен Р (х, Е) имеет постоянную силу в 2 и доказывают лемму.

Следствие 3. Пусть многочлен Р (х, Е) имеет постоянную сй> 
лу в 2 и удовлетворяет условию С’), тогда

Р (х, Е) = 2 Рг, (х, Е) р։ (;) 4- С (х, Е),

где Рг, (х, Е)=/»0 яри Е (Р), х£2 многочлен <2 (х, Е) не является 
активным подмногочленом многочлена Р (х, Е) ни для какой точки 
т £ £ (Р), а V = V (х) = и А (х, х) для любой точки х £ 2.

-^(р> 
м

Теорема 8. Если многочлен Р (х, 0=2 Рт1 (х, Е) удовлетво
ри

ряет условию С'), регулярен в каждой точке х £ £ (х, Рт.), Рт,(х, Е) 
имеет постоянную силу в Q и функция 7 (х, х, Р, о) не зависит 
от точки х £ 2, то многочлен Р (х, Е) имеет постоянную силу в 2.

Доказательств о. Пусть наоборот, при выполнении условий 
теоремы многочлен Р (х, Е) не имеет постоянной силы в 2. Это зна-
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чит, что существуют точки х°, 2 и последовательность {£*]  та
кие, что при з — со

Р(х‘, Ь3)1Р(х", Н֊*0.  (23)

Легко видеть, что для некоторой подпоследовательности этой 
последовательности (которую также обозначим через |?4)) существует 
точка т £ 2 (Р) такая, что Е'Ж’, л|хпри з-*  со. Учитывая регу
лярность многочлена Р (х, Е), получим для некоторой постоянной 
С>0

м
1+|Р (Л Е֊')1 > С 2 |Рт/ (х1, Е')|, |Р(х°, ?)| < 

/сзО
м

<2 \Рт1 (х°, Е')|.
(=0

Докажем, что для некоторой подпоследовательности {;։ } после
довательности {?•’), такой, что Ег —► со

14’ — * (т) (4’)хл1 — °°-

Пусть наоборот

14֊’Ф)(4);'/,'1<с<°° 5=1, 2,•••.

Тогда для некоторых постоянных С^>0 и С։>0 имеем

|Р(Л Е')| <сл?, цг(х*’гр՝ ”,

1 + |Р(х°, Е')|>С։|Е', ”.

Так как X (х1, Ъ 1)=*(х°,  Р, 1), то полученные соотношения 
противоречат (23).

Итак, при з'-*  со

В силу следствия 3 имеем, что

/ей

В силу леммы 9 работы [7] имеем, что при з'-*  со

И |(2(х°, Н1
2л((х\ Е,')Р/(П ’ |2Рп(х°, 5*')Р|(Г')|  "*  ՛

"Отсюда следует, что с некоторой постоянной Са0
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|Р(ЛГ)| ,с

Поскольку в точке " многочлены Р0^ (х°, ;) и Р^ (х1, ;) не обращают 
ся в нуль ни для какого индекса ։ £ К, то для каждого / £ V суще
ствует число £/^>0 такое, что

(х°, Н1/(1 +1^,Г)1) <В/, 5 = 1, 2,-•(24)

Так как А (В*  ) -> при ։'-• х для И, то (24) противоречит (23) 
и доказывает теорему.

Следствие 4. Если при условиях теоремы 8 еще потребовать, 
чтобы 7« (х) £ С” (2) для всех а£ (Р), то многочлен Р (х, В) будет 
формально гипоэллиптическим в 2 (см. [10]), если многочлен Р (х, ;) 
гипоэллиптичен хотя бы в одной точке х°£2.

Доказательство немедленно следует из теоремы 8 и 
теоремы 7.4.1 работы [1].
Ереванский научно-исследовательский 
институт математических машин Поступила 10.VIII.197J*

Վ. Ն. Ս*ԱՐԳԱՐՅԱՆ.  Օպերաաորի ճիպոէլյւպտիկությունը պաշտպանող կրտսեր անպամների 
qmtfiurnuf (՜ամփոփում)

Այս աշխատանթում դտնված են անհրաժեշտ և բաղարար պայմաններ Q ($) բազմանդամի' 
համար այնպիսի) որպեսզի P (;)-|-Q (») բազմանդամը լի^ի հիս{րէէ{իս1տի^է եթե հիպոէլիպ- 
-n է P («) բազմանդամը։ •

V. N. MARGAR1AN. Addition of junior term։ preserving hypoellipticity 
of an operator (summary)

When the polynomial P (?) -J- Q (;) is hypoelliptic if the polynomial P (;) is 
hypoelliptic. The paper gives an answer to this question stating some necessary as- 
well as some sufficient conditions.
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А. М. ДЖРБАШЯН, Г. В. МИКАЕЛЯН

ПОСТРОЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОДНОГО 
СЕМЕЙСТВА ФУНКЦИЙ ТИПА БЛЯШКЕ ДЛЯ 

ПОЛУПЛОСКОСТИ

Введение

1°. В своей давней работе [1] (см. также [2]) М. М. Джрбашяв 
открыл весьма общий класс формул типа Иенсена-Неванлинна, зави
сящих от непрерывного параметра а (0<^а<^-{-со) и совпадающих С 
классической формулой Иенсена-Неванлинна при а=0. Эти формулы, 
связывая значения мероморфной в единичном круге D = [г; |zK 1} 
функции f (z) с ее нулями (а.х) и полюсами (6,), как и в классическом 
случае порождали некие факторы — аналоги известных факторов 
Бляшке, зависящие от параметра а (0 < + со).

Факторы, введенные в работе [1], имеют вид

A(z;C)=fl-----ехр {-£/« (я; С)}, (1)‘
\ *•  /

где функция

U. (z; С) = Г -~-<)а Л—
J *
!:։•

։:i*
— У —Г-^-+ а + / J.Y С (1— А*  ft-i (2у

Й Г(1+а)Г(1 + пД U Г1 °
о

при любых а (0 а <-[-со) и D аналитична в единичном круге D.
Там же было установлено, что в единичном круге D, кроме от

резка Z(C) = {z; |C|<|z|<l, argz = arg С} фактор (г; С) допускает 
также представление

1
А. (г; С)=ехр | — С ——'' i (0<х< + ео). (3)՛

“'• (։’Т‘)

Далее, было доказано, что для сходимости бесконечного произ
ведения

(z)= П (*'>  0< а< + со (4)'

необходимо и достаточно, чтобы последовательность (zt)”c£) удов
летворяла условию
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V (I- |24|)1+< < + оо.
4=1

(5)

В частности, когда ։ -» 0, предел произведения (г) отличался 
от известной функции Бляшке лишь постоянным множителем

«о («)== со П - г — > Со՜ П 1**1-  (6)
4=1 1֊*4  2 24 *_ ։

На дальнейших результатах, полученных в работах [1] и [2], а 
также на родственных окончательных результатах (см. [3], гл. IX, а 
также [4]) М. М. Джрбашяна мы останавливаться не будем.

2°. В канонической факторизации функций класса Ир, а также 
функций ограниченного вида в полуплоскости = {г; 1т =>0} су
щественную роль играют две функции, нули [г«)Г которых лежат в 
(?+> и которые также принято называть функциями Бляшке:

п ы - п г֊=г «в п . р) 

4—12—24 1 + г*  4—11__ Д.

24

Первая из этих функций пепосредственно может быть получена 
из функции Бляшке для единичного круга О путем отображения его 
на полуплоскость С(+). Это бесконечное произведение сходится в том 
и только в том случае, если сходится ряд

1т гк
1 + №'

произведения достаточно выполнения

Л 1т —. < + оо 
4-1 **1

(а если точки последовательности [24]“ лежат вне некоторой 
окрестности начала координат, последнее условие будет также необ
ходимо). Это произведение в свое время было введено Р. Неванлин- 
ной, оно играет важную роль, например, в теории целых функций так 
называемого класса А (см. [5], гл. 5).

Заметим, что при отображении ш=2-1 (®4 = г^1), переводящим 
верхнюю полуплоскость в нижнюю — = 1тш<^0], произ
ведение В (г) принимает вид

В(И,)=П՛^^, •_ (9)

4-1 И» — Шк ♦
причем (014)“ с: и для сходимости последнего произведения в
С(՜ > достаточно выполнения условия

Л=1

Для сходимости второго 
условия

” 1т гк _ 
2; I—.12 —
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2 |Im ад*]  < -г °°- 
*=1

(10)

3'. На основании указанных выше фактов и в связи со специаль
ной аналогией, наблюдаемой между классическими теориями фактори
зации функций, мероморфных в круге и в полуплоскости, было есте
ственно попытаться построить аналог функции 54 (к) для полуплоско
сти Причем такой аналог, который сходился при «выполнении 
условия

2 |Im w*| ’+։< + со 
*-1

и в каком-то естественном смысле обладал свойствами, аналогичными 
свойствам функции 54 (z).

Указанная задача представлялась тем более естественной еще и 
потому, что первым из соавторов в работе [6] был построен полу- 
плоскостной аналог более совершенной, чем «а (z) функции типа Бляш
ке, введенной также М. М. Джрбашяном (см., например, [3], гл. IX).

Данное исследование проводится методами, разработанными впер
вые в работе [6]. Приводимые в настоящей статье результаты во 
многом аналогичны результатам этой работы. При этом, факторы 
построенного в статье произведения примечательны тем, что для це
лочисленных значений параметра а(—1<Са<С+°°) они, как и факто
ры (г), имеют структуру классических факторов Вейерштрасса.

4е. В настоящей статье, как и в работе [6], для достижения по
ставленной цели был применен подход, основанный по существу на 
правдоподобном рассуждении. Суть этого рассуждения заключается в 
следующем.

Как нетрудно заметить, факторы A*(z;  С) (0 а <-]-со), а так
же подынтегральные функции в их представлении (3) инвариантны от
носительно переменных г и С при вращении единичного круга D во
круг начала координат. Одновременно, относительно переменных w и 
Wk при параллельном вещественной оси перемещении полуплоскости 
С(_) инвариантны факторы произведения (9).

Запишем фактор произведения (9) в виде интегрсла с инвариант
ной относительно w и w*  при параллельном перемещении подын
тегральной функцией

2 Im
t \ _W — Wb ff 1 ,,, va0 (w; w*)  =-------= exp — -------- ------------- • (11)

w — wa ( J -t i (w — tot) J
0

Определим теперь искомые факторы по аналогии с представле- 
.нием (3) факторов Л։ (z; С) следующим образом:

2 Im

Oa(w; w*)  = exp<!— | ——----------- —4, — i< a< + ». (12)
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В приводимых ниже теоремах устанавливается, что предположе
ние (12) относительно вида искомых факторов не только правдопо
добно, но и вполне оправдано.

§ 1. Простейшие свойства функций a« (w; w*)

1.1. Пусть ш*  = и*  +любая фиксированная точка. За
пишем функцию (11) в виде

а0 (w; Wk) = exp {— ш0 (w; w*)},

% («»; «»*)=  I ———--------- •
J (w— w>) 
0

(1.1>

(1.1')

Легко видеть, что при этом

“о (Ш; wi,) = log [2 |v*|  + i (w - wt)j — log [z (w - w*)]=  (1.2)

. W — wk 
w — Wk

и, следовательно, мы имеем 
. . W --  V)!,а0 (иг, и1к) =------- •

10 --- Wk

Далее, в предположении, что а (— 1 < а < + со) произвольное, 
введем в рассмотрение также функции

ал (w; w*)  = exp {— (w; w*)},
2|»4I

(1.3)

<ua (w; Wk)= I 
о

т» ______
(w—w*)]1+։

d.3')

Легко видеть, что при а > 0 интегрированием по частям мы получим

t. e.

H-i (w— Wk)

d~
[t + г (w — fflt)]1+*

2|v*l(ш; Wk)=^-i (w; Wk)----- — ni . ,
a. L2 |u*|  + i(w — Wk

Таким образом, мы пришли к рекуррентной формуле

«>։ (ш; Wk)= “а—1 (w; Wk)-----— |
a L

2ivk
W — Wk

со. (1.4)

В случае, когда а = р^-1—целое числе, из этой формулы не
трудно получить представление
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о>р (то; то*)  = 1о£ —----- —

• Область С\[п» = пй4-<Л; 0<Л<Г+оо] содержит в себе нижнюю полу 
плоскость Отметим, однако, что аналитичность функции аа (то; »*) (—1 <»< 
< 4֊ оо) в не очевидна, так как все представлении (1.3), (1.3՛) подынтегральная 

■функция разветвляется на полупрямой [о» = п»4 + <Л; 0 < Л < 4՜ 00 ]> частично содер
жащейся в С(~).

Ш — ТО*

2/^*
ТУ — Шк

Отсюда и из (1.31) мы приходим к формуле

ар (то; то*)  = ■ш — Шк
т — Шк

ехр 2/у*
ТО — Юк

(1.5)

справедливой при любом р > 1 целом.
1.2. Из формул (1.1), (1.1՜) и (1.3), (КЗ'), как нетрудно убедить

ся, следует, что при любом а ( — 1<а<+ со) справедлива формула

а, (то; шк) = а0 (а»; то*)  ехр (то; то*) —п» (то; то*)].  (1.6)
На основании этой формулы доказывается следующая
Теорема "1.1." При $ любых Ха (— 1 *\  <։ < + °°) и то*  = ы*4՜  

-4֊ /и*  £ С1՜1 функция а։ (то; то*)  аналитична ’в разрезанной, плоско
сти С\{то=и*  +/А; 0 < Л 4՜ °°) $и имеет нуль, притом первою 
порядка, только в точке то*  £

Доказательство. При то £[то*;  то*]  (т. е. то нз принадле
жащем замкнутому отрезку, соединяющему точки то*  и то*)  из фор
мул (1.1), (1.1') и (1.3), (1.3') мы придем к разложению вида

ш« (то; то*) — ш0 (а)>‘ и,к) =

——Г-4—- ----Т-1- г (то— то*)  ] ]х+։(то—то*)

՛ т______г 1 <& =
т-Н՛ (то—то*)]  ]т4֊/(то— то*)

= /х(то; то*)  4- /։ (то; то*),  (1.7)
где последние два интервала сходятся, поскольку при т ֊» 4-со

“ , Г ■։ . 1 . то-то*— 1~ а I-----------------------1 = — 1а --------------- ---------
1x4-։ (то—то*)  ] < -г / (то — то*)

21”*|

т
Т-Ь I (то-то*)

Заметим, что подынтегральная функция в /2 1 аналитична в раз*  
резанной плоскости С\{то=и*  4՜/Л; 0-СА<4՜ °°}. Одновременно, в 
силу последнего соотношения этот интеграл равномерно сходится в 
той же области, и, таким образом, функция /2 (то; то*)  аналитична в 
разрезанной плоскости С\{то=и*4-г"А;  0-СА 4՜
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Далее, мы убедимся, что интеграл Д в разложении (1.7)— посто
янная, и в силу (1.6) и (1.7) теорема будет доказана.

Повторяя 'рассуждения, проведенные для 1г для интеграла Д 
нетрудно установить аналитичность функции Д(и»; ги») в разрезанной 
плоскости СХ{«>*  + /А; 0А < + со}. Одновременно, на полупрямой 
{ш = то* — /А; 0 < А <+ со} мы имеем

1.3. Для дальнейшего изложения важна следующая
Лемма 1.1. При любых а(—1 + со) и $£(—оо; 4֊ оо)

справедливо соотношение

1о?а«(ш; ? — /')) 2 ՛’ е1Ш1 -------------------------- --- ----------------------------
Ч’-Ю 1-{-։(ш — 5),+а (1-8)

Доказательство. В силу формул (1.3) и (1.3') заменой пере
менной т = 2т}х при т)^>0 мы получим представление

1о£ а« (ш; 5— гц) 21+«г։чч Г_______ (1— х)а</х______ _
‘ 3 [т( (1 + 2 х)+ т(ш-$)]1+а

Отсюда соотношение (1.8) леммы следует непосредственно.
На основании теоремы 1.1 и предыдущей леммы доказывается 

следующая основная
Теорема 1.2. Пусть последовательность точек 

при некотором а (—1 а < оо) удовлетворяет условию

2-|1тшл|1+в=2 |1,4’+«<+со.
*=։ *=1

Тогда бесконечное произведение

Аа («՛) = 2 а, (ш; ш*)

(1.9)

(1.Ю)

абсолютно и равномерно сходится вн}три полуплоскости и 
представляет аналитическую в функцию, обращающуюся в 
нуль лишь в точках последовательности {то*} “. Причем в каждой 
точке ш/£ (ш«)Г функция Аа (ш) имеет нуль кратности, равной 
кратности появления точки Ш] в последовательности (ш*)Г.

Доказательство. Пусть — какой-либо компакт и
ш^К. Тогда в силу соотношения (1.8) леммы 1 при г, -»֊ -|- 0 мы, оче
видно, имеем

ш£С~\
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QI4T

[log a, (w; 5 —/т;)| <О(т(։+«)-------  [min [w — ;|]՜’-*  4-о ('i'* ’) =
1 -г а _®6Л^

= 0(7/+«) 4-о (7,'+’). (1.11)

Из этой оценки следует, что ряд
ж •

2 [log а, (to; ш)|,  
*=!

*

кроме конечного числа своих первых членов (для которых
|v*|  min |Im и>| и, следовательно, возможно включение Wk^K), рав- 

w£*
номерно сходится на компакте ÆcG<_).

Аналитичность произведения (1.10) и утверждения теоремы отно- 
сительно его нулей следуют из его равномерной сходимости и утверж
дения теоремы 1.1. ,

Замечание. При |$|<Л/<^4-°° из соотношения (1.8) нетрудно 
вывести оценку, обратную (1.11). А именно, в этом случае при. 
т} —♦ ֊1՜ 0 справедлива оценка

oi+«
|log а« (to; ; — nj)| ^Сч1՜*՜«  ------- [max |w— +

1 + а
|'|<М

-j-O (т/+։) =Cj7)1 + « + О (т/+в)

(С и Сх — положительные постоянные), при помощи которой доказы
вается, что если

sup |u*|  = М+ ж> 
*>1

то условие (1.9) одновременно и необходимо для сходимости произ
ведения (1.10)

§ 2. Свойства функций log [ах (w; ш»)| и log \Аг (to)|, 
выраженные посредством оператора 

интегродифференцировання в смысле Г. Вейля

В этом параграфе мы к функциям log a, (to; to*)  и log Аа (w\ 
(—1<^а<^4"со) применим оператор IF՜« интегродифференцирования 
в смысле Вейля, а затем установим основные свойства функций

1Г՜« |аа (го; го*)|  и 1Г՜« \А„ (го)| (—1 <С« 4՜ °°)«
2.1. Определим оператор 5Г՜« интегродифференцирования в 

смысле Г. Вейля.
Пусть го = и +• гг? £ С—любая точка, и функция / (о>) определена 

почти всюду на полупрямой Г (го; со) = (ш; ш = го— /о; 0 <|о < 4՜ °°1- 
Формально мы считаем, что

1206—4
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v
IF- / (w) = ֊4֊ С (и- /)«֊’ f (и + it) dt =

* (a) _J

+ -

= р j э’—։/ (w —,0) О “С а *С 4՜ °°> (2-1)
и

В70 / (w)= / (w), (2.2)

HZ-/(«,) = JJZ-(p-) .(4— / (“ + ю)Ь (2-3) 
I ovp j

p—целое, 0< p— 1 a p 4֊ °o. Для дальнейшего изложения важ 
на следующая

Лемма 2.1. При любых а (— 1<а<^4-оо)и
1° интеграл W~*  log aa (w; w*)  сладится вне полупрямой, 

{w, w = wt-\- ih; 0 < A < 4՜ co} и пргдс тавляет аналитическую 
вне՜прямолинейного отрезка [w*;  ич] функцию.

2° при [wi; w,] справедливы представления

2 lO*l
IF՜’ log а, (w; w*)  = — ------ -------- f ~--------------> (2.4)

* V ' Г (1 4՜ a) J •c+Hw-w»)

HZ— log |a։ (w; tu*)|  = Re HZ՜’ log a, (w; w*)  =

= — 1 f (t — о + Vk) d-
Г (1 + a) J (t ֊ v + «*) ’ + (a ֊ u*) ։ ' 1 1

0

Доказательство. В силу формул (1.3), (1.3') и (2.2) в слу
чае а — 0 утверждения леммы очевидны. Для доказательства леммы 
в случае а=т^0 рассмотрим по отдельности случаи 0 < а <^ + оо и 
- 1<а<0.

Предварительно приведем одну формулу, которая нам понадо
бится в доказательстве леммы.

Пусть 0<<а<^-|-со, тогда, как нетрудно убедиться, при z =И= 
=/= — Л(0-<А<^-г со) справедлива формула

(2.в)
J (z + я)“+։ az

а) Пусть 0<5<-|- «>. Тогда в силу формул (1.3), (1.3'), (2.1) и 
(2.6) при ш У= ш  4֊ г’А (0 Л 4՜ °°) мы будем иметь*

lF_*logaa(w; «>*) = —



Построение семейства функций 469

Таким образом, справедлива формула (2.4).
б) Пусть —1<а<0. Тогда в силу формул (1.3), (1.3х), (2.3),.

(2.1) и (2.6) при w =/= wk +/А (0^СЛ<+ =») мы будем иметь

W~*  log а« (и + iv; w*)  = W~ log а« (а 4֊ iv; и>*)  = 
dv

2|о4| +-
__ 1 + я Г _։ ^ Г _________ °я d?________ __  

Г(1+я)3 J ['+ i(w — wk) +’12+в
и о

„ 2J°«'
- _ 1 Г T'dz .

r(l+“)J " + ։(w — Wk) 
О

Таким образом, при любых я(—1<^я< + со) и w =/= w*  + iff 
(0-#^А<^ + оо) нами доказана формула (2.4). Из анализа этой форму
лы становится очевидным утверждение 1° нашей леммы.

Что касается равенств (2.5), то левое равенство очевидно в силу 
определений (2.1) и (2.3) оператора W՜1, а правое непосредственно 
следует из формулы (2.4).

Следующая теорема устанавливает одно интегральное свойство 
функции IF՜“ log аа (w; w4).

Теорема 2.2. При любых а (—1<а<^4-со), Wk = ил + ivh£G^~ 
и v 0 справедлива оценка

+ «©
Л О1+«

|IF- log |а. (и + iv; wk)\\du<r. (2.7)
J г (2+а)
— a*

Доказательство. Из формул (1.3), (1.3՜) и (2.5) мы полу
чаем, что

J | W~*  log |ав (и + iv; w*)|  | du •«£ 

— co

+ ~ 2|v*|
1 f j Г Iх — w + v*|  T*<----------- | du I -----------------------------  </t =

r(l+«)J J ("—v+v*) ։+(u—u*) ։
-- 0
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1 2 Г ** • Г՞
=----------  Г ■։“ |т— «4՜ v*i  cfc | ,------------—--------------

г (1+а) J J (~--v+v*) 8-|-(h—UkY
о — *

_(С՜ , * _ . w.«_
r<H-«)\J I+x'/J Г(2+а) *

— - 0

2.2. В этом пункте мы будем полагать, что {«,} “= (и4-։и ։) “а 
■-С Gl~> — произвольная последовательность комплексных чисел, удов
летворяющая условию

* *

00 св

2 |Im w*| ’+« = 2 |о*|Ч- ’ <4-00 (2.8)
л-։ k=i •

при наперед заданном числе а (—1<^а<^4՜ °°)-
Через G<~> будем обозначать полуплоскость, лежащую ниже ве

щественной оси, удаленную от нее на расстояние |р|— 0<-։= [w; Im w<^ 
<р<^0). А через G(p_) будем обозначать соответствующую замкну, 
тую полуплоскость — G£_)={w; Im w-<p<^0}.

Заметим, что в силу условия (2.8) |и*|  -» 0 при к. -> 4՜ 00 и, 
следовательно, выбором числа N = N (р) 1 можно добиться того,
чтобы

w*̂G (՜։ при k^-N (р).

Далее, введем в рассмотрение функцию
NM

<p« (w)=log |Л« (w)| — 2 log |a« (w; w*)|=
*—i

00

= 2 log |a« (w; w*)|;  — l<a<’4-to. (2.9)
*-N(p)+l

Справедлива следующая
Лемма 2.2. При любом a (— 1 a 4՜ 00) ряд

00

2 ' log \а, (w; w*)|  (2.10)
ft-ЛГ (p)+l

абсолютно и равномерно сходится в замкнутой полуплоскости

Доказательство. Опираясь на формулу (2.5), учитывая, 
что при (р) мы имеем [и*«  |р|, при любых /V (р) и ш=и4г 
6 С'~) мы получаем неравенства

2lv I

|IF “log |a« (w; w*|| < |t — t> 4՜ t“ d* 
(■։—v4-v*)։4- (a—и*)։
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11%1 2 1^*|<֊^֊С -<-- -г (l-r«)J jot —v+"l г (1-т-а)(|р|—о) J 
о о

21+> м14՜*  
Г (2 + аХЫ ֊

где о = max |и*|.
*>,V(p)+l

Утверждение леммы очевидно в силу условия (2.8).
Для доказательства аналога теоремы 2.2 для произведения 

Л,(ш) (—1 + со) нам необходима также следующая
Лемма 2.3. При любых а (—1<^а< + со) и т интеграл 

У7՜՜“ •]»« (то) сходится, причем справедливо равенство
СК

(Г՜* ’Ь, (ш)= 2 1Г՜*  1о£ |а« (го; и»*)|.  (2-11)
*-лг(р)+։

Доказательство леммы основано на следующих двух неравен
ствах, справедливых при любых а (— 1*С а<С+ °°)> w= и 4՜ й’€6р-) и 
*>/V(p) + h

Ilog |а. (и + iv; w*)|  | < « (2.12)
(|v|—8)1 +

Id I о։+а
- log |аа («+«,; w*)|  < (1 + «) ֊ , g > (2.13)
(iv | (|w|— 8)2+

где 8 = max |v*|.
*>лг(р)+։'

Предварительно докажем эти два неравенства.
Поскольку при w = и + iv £ и к ~>N (р) + 1

Iх — v + Vk + i (u — uA)| > |՜ — v + v4| > |u — v*|  > [v|— |v*|  > |v| — S, 

воспользовавшись определением (1.3), (1.3’) функции a,(w; wk) мы 
будем иметь:

|log|a„ (w; w*)l|  <1 log a« (w; w*)l<

F“ к i >
J |x— V + ( и — Ui)|1 + ։ (M — o)1 + °J
и 0

Таким образом, оценка (2.12) доказана.
Для доказательства оценки (2.13) воспользуемся опять определе

нием (1.3), (1.3’) функции Иа (го; гик). Мы будем иметь
д 

dv
log |a։ (u + iv; wt)| — log a« (и + iv; w*)  

dv

[՝—v 4՜ Vk + г (и— и*)] ։+“
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2 1»*1<(1+.;Г ------ ---------- +
3 |" - »+ V. + > (и- и,)|"' (|»|- 8?«
о

Заметим, что в случае а = 0 лемма по существу уже доказана (см. 
лемму 2.2). Для доказательства же леммы при а 0 целесообразно 
рассмотреть в отдельности два случая — 0 а < -}- ֊° и — 1 < а <^0.

а) Пусть 0< а< + оо, тогда из оценки (2.13) следует, что при 
любом ш С Ср-> интеграл

If
/(«»)= 77-7 I S (у—О’՜1 |log |а. (и + it՛, w*)|  dt 

сходится.
Действительно, воспользовавшись условием (2.8) и оценкой 

(2.12), мы будем иметь

(у-0-1
(id-8)1+։

Отсюда, в силу теоремы Фубини, мы легко получаем требуемое 
утверждение.

а) Пусть —1<а<^0, тогда, воспользовавшись оценкой (2.13), 
мы получим сходимость интеграла

V
У(^)= аУ [ (у—0’ 3 I|а։ (и + Я; ш*)|  |

при любом ш А отсюда, как и в предыдущем случае а), сле
дует формула (2.11).

При помощи лемм 2.2 и 2.3 устанавливается интегральное свой
ство произведения (1.10).

Теорема 2.3. При выполнении условия (2.8) при любом о<^0 
справедлива оценка

+ *•  05
Г 2։+®117-’ 1ог |Д„ (в + го)| I би < к ֊4—2 1У*р-ь»;  (2.14)

г (2+а)£1

— 1 а + оо.
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Доказательство. В силу теоремы 1.2 и формул (2-9) и 
(2.11) при ս>£ճ(՜՜յ мы имеем

|.4։ (го)|=1Г՜’
УМ 

փ,(ա)+2 1о£ խ» (го; го*)|
*=1

= 2 1Г՜’ 1О£ |а» (го; го*)|  .

Далее, воспользовавшись оценкой (2.7), в силу условия (2.8), мы 
придем к утверждению нашей теоремы

“ +Г ’ 2։+в “
= 2 I ^՜° 1о£ |а. (и 4- IV, гол) | I մս О շ խ*| 1+։.

л—1 ս * (^+а/* —1
— •о
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Ա. Մ. ՋՐՐԱՇՅԱՆ, Գ. Վ. ՄԻՔԱՅԵԼՅԱՆ. Կիսահարթության նամա г ^լյաշկեյի տիպի ար
տադրյալների մի ընտանիքի կառուցումը և հիմնական հատկությունները (ամփոփում)

Հողվածում հեղինակակիցներից մեկի [6] աշխատանքում զարգացված մեթոդով 
Շ(~՜) — (այ 1ա էԾ<0] կիսահ ա բթության համար կառուցված է (Լ {—1<*  ճ<Հ-ք՜°°) անընդհատ 
պարամետրից կախված Ըլյաջկեյի տիպի արտադրյալների մի ընտանիք։

Սառուցված արտադրյալները հանդիսանում են Մ. Մ. Ջրբաշյանի կողմից [1] հայտնա
բերված շրջանի համար Բլյաշկեյի տիպի (շ) արտադրյալների անալոգները և զուգամի
տում ևն

շ |1ա ա*| ։+* < 4֊ օօ; խէ) (=. ճ(_) 
(

պայմանի բավարարման դեպքում։ Միաժամանակ, ըլ պարամետրի ամբողջ արժեքների համար 
կառուցված արտադրյալի արտադրիչները, ինչպես և -ի արտադրիչները ունեն Վե~
յերշտրասի դասական արտադրիչների կառուցվածք։
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A. M. JERBASHIAN, G. V. MIKAELIAN. Comtractlon and main properties 
of a family of Blatchke typo functioni for a half-plane (summary)

In the paper a family of Blaschke type functions for the half-plane G^՜*  — 
= (w; lmw<0] is constructed by the method developed in [6]. These functions 
depend on a continuous parameter «(— 1 < a "Z 4֊ oo) and converge if |

2|Im w.|։+«< 4֊ °=; (w*)  c (j^֊).

These Blaschke type functions are analogues of the functions s (z) introduced 
by M. M. Djrbashian [1] for the disk. In particular for the integer values of a both 
the factors in our paper and the factors of r.a (z) have the structure of classical 
Weierstrass factors.
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К. А. ЯГДЖЯН

О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ СЛАБО 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

д
Пусть X = (х0, х1։- • •, Хп) С Ял+։, х0 = О/= — г-—, я = («о, Й1։ - • • 

ОХ]
• • • , ։л)— мультииндекс и

Р(х, />)= У а,(х) £>’, (1)

а Р։ (х; 5) = У а« (х) ££ 7?л+1. Рассмотрим задачу Коши
1’1—1

Ри=1 в Ст = [0, 7] х Рп, (2)
^ои=8), /=0г’”> т — 1, £=0, х^Р". (3)

Будем считать, что ащ.о,-: о> = —1. Известно, что для корректности 
задачи Коши в очень слабом смысле необходимым условием является 
вещественность всех характеристических корней ;0 = X/ (х, Г) уравне
ния

Рт (х; ?о. «') = о, еч /?Л\0 (4)
{см. [1]). Если они различны, то выполнена £2-оценка, и наоборот. 
Поэтому, если мы потребуем всего лишь, чтобы для любых достаточ
но гладких правых частей / и начальных данных gյ задача Коши 
имела бы единственное классическое решение, то, вообще говоря, для 
подобной корректности необходимо будет накладывать некоторые 
условия на Р,։ (х; з т. В работах [2]—[5] были описаны доста
точные условия корректности задачи Коши для операторов, строго 
гиперболических при /^>0. Необходимость этих условий была доказа
на (см. [6]) только в предположении степенной скорости слипания ха
рактеристических корней Ху и их бесконечной гладкости. Это исклю
чало из рассмотрения, например, оператор

Р= — О] + А2 ехр (—2<~" ) + гВ/-Л“։-/ ехр (— 1~п ) Ох> (5)

А, В, п, I — постоянные. Задача (2),.(3) для (5) была изучена в рабо
те [7], где, в частности, доказано, что если А, 5 вещественны, а />0, 
то задача не корректна в указанном выше смысле. Если же /-<0, то за
дача корректна. Несмотря на то, что этот результат работы [7] нов и 
интересен, он, безусловно, носит характер отдельного примера и не от
вечает даже на вопрос, является ли корректной задача Коши для 
•оператора
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P=- — D2 -J- A3 exp (— 2tn ) D2 4- iB (— In O'*-՞՜1 exp (— t~n ) Dx, (6) 

не говоря уже об общем уравнении второго порядка.
Целью настоящей заметки является ответ на этот вопрос для 

довольно общих классов уравнений второго порядка. Оказывается что 
в этих классах достаточные условия, указанные А. Б. ^Нерсесяном в 
[2]—[5], являются также и необходимыми. Очевидно, что доказатель
ство этого сводится к описанию класса операторов, для которых зада
ча Коши не является корректно поставленной.

Мы не останавливаемся здесь на уравнении высокого порядка» 
хотя излагаемый метод позволяет сформулировать и доказать соответ 
ствующий результат.

§ 1. Формулировки теорем

Задачу (2), (3) будем называть С”-корректной, если выполнены 
следующие два условия:

(£) Для любых gj£.Co (Rn) и для /=0 существует решение 
и^С3 (Gr) задачи (2), (3);

(Ur) Для задачи (2), (3) скорость распространения конечна, т. е. 
существует конус зависимости Г.

Если задача С^-корректна, то с помощью теоремы о замкнутом 
графике легко устанавливается энергетическое неравенство: при /=0 
для любого компакта Kez Gt существует постоянная С, такая что

£ sup u| <С ( £ sup (7)
1 к К т-1 rKn'։ <■=<>}

|«1К С 
где Г/с есть объединение конусов зависимости всех точек К. 

Поскольку мы будем рассматривать операторы, строго гипербо
лические при ?>0, можно считать Т достаточно малым. Положим так
же, что уравнение записано в самосопряженном виде, т. е. а։ = 0, если 

= 1, 1а1 = 2-
Перейдем теперь к описанию класса операторов, для которых 

задача Коши не является корректной.
Теорема 1. Предположим, что вектор t£R՞, |С| = 1, таков, 

что

Р,(*; о, Q=?(t)A2(t),

A(x;0,Q -UMO?֊®-, » = £• (8')֊

где непрерывные функции А, В, ц, v удовлетворяют условиям
А (0)=^0, Л(?)>0, Re 5(0) =/= 0, н(о) = О, и (t >0) > 0 и '

1° ^(0 0* v (?)—неубывающая на [0, Т\ функция,



О корректности задачи Коши 477

МО р'(<) >' (О , МО 1 ։
Р (О " I1 (О ’ МО " Р (0 (— 1п р (0)

И (ОК» |В(01< <>о, с>0;

и®
2’. Функция > -г- монотонно возрастает. 

R
Тогда если у (0) = 0, то задача Коши (2), (3) не является 

С^-корректной.
Замечание. Условие 2 для монотонно неубывающих функций 

ри» всегда выполнено. Нетрудно также увидеть, что 1° выполня
ются тем скорее, чем медленнее стремится к нулю функция \ т. е» 
чем слабее нарушается достаточное условие корректности V (0) 0.

Случай более сильного нарушения условия корректности, т. е. 
большей скорости стремления к нулю функции », описывается следую
щей теоремой.

Теорема 2. Предположим, что вектор |С| = 1, таков,
что имеет место (8), и

Рг (х-, о, о=гВ (о > (8Э

где непрерывные функции А, В, и, * удовлетворяют условиям
А (0)^=0, Л(0>0, Л(0)=/=0, р(0) = 0, р (/>0) >0, и

г. (>0, с_соп։։>0;
< (о ։ > (о I > (о I

У.Л + -5---М*-—>0, <>0;
Р В м (х 1п р

3".~ (1п (— 1п р)) <0, ^0 р-։.) (,)>С1(-^о р֊1 ) (зг), с1>0,

2 1 0, где р՜1 —функция, обратная к р;

4°. — ---------монотонно возрастающая.
р1пр

Тогда если '/(О) = 0, то задача Коши (2), (3) не является 
Сх-корректной.

Следующая теорема дает достаточные условия корректности за
дачи Коши, отличающиеся от условий работ [2] — [5]. Эти условия в 
классе операторов, описанных в теореме 2, являются и необходи
мыми.

Обозначим через СГ (.Г; Н*) класс функций, осуществляющих 
непрерывное отображение [0, Т՝] в И5 (Кп), вместе со своими произ-
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водными по I порядка -< /л, а через II • || $ обозначим обычную норму 
Соболевского пространства Н5 (/?").

Теорема 3. Пусть а„ (х) — непрерывные функции, зависящие 
только от I, и пусть для любого

Р։(х; 0, С) = р’(/) £ Д'ф) (8а)
/» /*■ 1

Л (х; О, С) = р (0 1п р (/) £ В! (О Су, (8'")
/-։

где вещественнозначные непрерывные функции р, А1), В1, р удовлет
воряют условиям р(0)=0, р(/^>0) 5>0> У (О С/ Су >■ о |С|։, 

— < — » —р 1п р — неубывающая, 
Р Р

|Л(/ (01 < const . |£'(t)|<const-J-> (О, Т], 0<7, у <п.

Тогда существуют постоянные С и к, такие что для любо
го s^-2 и любых f £ С? (Г; Н'), 1 задача Коши (2), (3)
имеет единственное решение и(~ П С{ (Т; Н5 ‘) и для него имеет 

0<1<2 
место оценка

ь <«+1֊; «> < с +ы+։_, + [ ։/ о>е+, Л). р')

о
§ 2. Доказательство теоремы 1

Мы следуем методу, впервые, по-видимому, предложенному 
С. Мизохатой [8] и использованному С. Тарамой [7].

Очевидно, что можно считать Рх(<; 1, 0)=0. Обозначим P0(t) 
через D(t), а

L = -D2t +■ А2 (0 р2 (/) е + iB (/). (9)

Предложение 1. Пусть выполнены условия теоремы 7 и 
ft — решение уравнения

Тогда существует положительное число М, такое что для всех 
|5| > М и для всех 51։ з։ из интервала [0, {=] решение уравнения

Lu = 0 
удовлетворяет неравенству

1« (Sx, В)|’ + ֊ (sx, В) dt
< с (1 + м*

с постоянными с и к, не зависящими от ?, $1։ Sj, и.

(И)

(12)
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Доказательство. ^Рассмотрим (9) сначала в промежутке
[0, fj, где — решение уравнения

(13)

Обозначим и =v։, — = vt 4֊7 А (0) ц (0 Eu, Д A3 (t) = Аа (0) — A* (t), а. 
dt

через fj (/, Q—квадрат нормы вектора 1 (vv vt). Тогда

—1 = 2 Re {W1 va 4- «i «2 (֊ iA (0) |i (f) E 4֊ iB (f) E +
dt 't (f)

+D (0) 4- их v։ (0 Е։ ДЛ։ (/)}, (14)
поэтому

Ei ($1> 0

Ei (sj, Е)
но
V (f)

(15)
о

Из 1° получаем, что с некоторой положительной постоянной с и при 
6>0

(16)

Поэтому

Но

о

с некоторыми постоянными к^-0 и с>0

Ег (s2, Е) -<с (1 4՜ |Е|)* E1 (з1։ E), si> sa € Р>> 01- (17)' ’

«/и,2
(18)

что доказывает неравенство (12) в [0, fj.
Рассмотрим теперь (11) в [f1։ /г]. Обозначим

НО
НО

(19)
тогда

dE.
dt

но 
но

Е, (20)

Далее, в силу 1°, при достаточно малых t,

о V (s)
(21)

поэтому
^4-1 <0(1+150*
Et (s,, «)|

(22).
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для любых *։]• С другой стороны

E2(t, 0= ■Ь А (0) us iuj’-f-

4՜ 2 А (0) |м Im (23)

поэтому
£։(U)<C (1 + |<|)s Ег (/, 0. (24)

Последнее неравенство вместе с (22) и доказывает предложение 1.
Предложение 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, а #е 

определяется из (10). Тогда решение задачи

£и=о. [*Ь Л»

и(/г,5) = (/=, «) = 1,
а1

при всех Л удовлетворяет неравенству

(25)

(26)

5)1’ + ^-(t 5) >с[р(ОТ 
at

(27)

где положительные постоянные с, 8, 7 не зависят от с, I.
Доказательство. Пусть X—комплексное число, ЕеХ^>0 и

>■* = - А‘ (0 и- (0 •>+. (О • 4-,? и = Ь® (28)

B(t) = —Р(0+*’(*)> Р(0)=У=0. Можно считать, что ■— Ая (/) |5 (f)|.

Тогда
Р1։>^֊^Н2(П?։, Л-

Очевидно также, что при тех же I

(29)

(30)

Оценим теперь Re X. Если Xs = — |sin б|. Но 
2

rm(i + |SI)։,,('։’

r|sin6| = |₽(0l^|S| и

Поэтому

3
1/2<уЛ(0 |*(t)|5|. (31)

R.-. , Н(0
՝ * (0 р (0

.В силу условий теоремы получаем

(32)
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||<с(1.ь1)<с2_. (33)
/-1 \ н / н

Вводя новые неизвестные функции и։ = лц-4֊иь «2=).и— и/> имеем 
для 5 (£, ?) = |«г|։ — |и։|։

֊֊>(Яе).)5. (34)

Но 5(4, В) = 4 Ке 1 (/=, Е)>0, поэтому
I

5(4 Е) >• ехр.Ц^ИеХ^) 5(4, «)- (35)

I:

Из 1°'нетрудно вывести, что с некоторой положительной постоянной с, 
для всех при достаточно малых4

|ф) _-1 Ь И(в) '• л ,
■ И 5 С ' > *1 4 0.

(5)(Х(8) * (3) Г,
(36).

Поэтому 

1пр(0\ / к. 1пр-(*0\ /О-7Чехр( Не). </т) > ехр (----------^-)ехр(------------ —— ) ■ (37)
J \ с чЦ) / \ с -*(4) /

С другой стороны, для любого «>2 при достаточно малых Т

- 1п Н' (0 > — 1п —7“фтл֊ • (38)
' а ■* (^) Р (О

Окончательно

5 (/, ;) > ехр (1п р- (о) ехр (— ֊^—^1п , «) >
\с*(0 / \са у(*е) ^(^)11г(^)/

к к 1 
ет(О с» 

>4*[р(<)] |В| . (39)
Имеем также

5(4 е)<2|Х|(И + |а<|։). (40)
Вместе с (39) и (29) это приводит к оценке (28).

Доказательство теоре’мы 1. Рассмотрим решение задачи 
(2), (3) вида

£/(6 х) = м(6 Е)е։<ь։>, (41)
п к

где <^С, х^>=2С/хь Тогда и (#, ։) будет решением уравнения £ц=0 
(-1

при всех I, и поэтому для и (4 Е) справедливы утверждения предло
жений 1 и 2. Но при достаточно больших |Е| они приводят, [к наруше
нию оценки (7), что и доказывает теорему.
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§ 3. Доказательства теорем 2 н 3

Предварительно сформулируем и докажем
Предложение 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, и 

пусть определяется из уравнения р(/1) = |«|-։, а I' — из
_ Е*(<0 »(6) 

|1(/=)1п ]1 (/■)

Тогда существуют положительные 
что решение задачи

1

числа М, П, С։, С9, а, р,

(42)

такие

(43)

и01։ 0=֊(*1. 0 = 1, 
л

удовлетворяет неравенствам

1« (0, 01’4-^(0
I 61

|"<,։-*>՛• +

(44)

(45)
з

(^,02>С։(Ц-|Я)’1'г) (46)

для любых ;, |?| 2> М, и Не (г'В (0) $) ■< 0.
Доказательство Из 1° следует, что при /коэффициен

ты уравнения (43) ограничены равномерно по ?, |;| > М. Отсюда по
лучаем (45). Далее, пусть ох = и, у9 — щ, а

Л' =

н1п И ։ х 
у

_ 1Г >■ -1V

(47)

тде X тт > Не Х>0, Не/2?(0);-С 0. Обозначим через
«?='(«?!, ш։) вектор Л/и, где и = '(и1, о։), тогда для 5==|«»1| *— |а?,|։ 
нетрудно получить неравенство

— >2Ие ). 
сП

Н1п [X

2Д8 . 
I1

1 *
2՜ VНе — 

л

4՜ + 4՜ — Г—) (Iш 11* — |ю։|*) + 2 1т (»։ и»։) 1т • (48)
л р 2 1п н' 2 В
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Но при достаточно больших М и №

-֊<и(М<~ ’ Л1>Л, (49)
К1 |Е|։я

а Далее, при достаточно большом /V
2 >42Ке>. + ^-|:| О, ^[0, *]. (50)

1'1 р 1п р

Следовательно

£>[ к,։/֊г!։->+4^+|+1Х-2.1 $.
Л V •» 2 \ Р -о р 1п р у у

С другой стороны

5(6 Е) = 4|^|/ -Ц^Кер.^).

В частности, 5(4, ?))>0. Учитывая еще и 2°, из (52) выводим

1п^֊֊֊Г> [ кеК1/-^ Л|^ + ±1п|^1прГ\ 
5(4» О 3 I и J 2 | V |<։

•1

(51)

(52)

(53)

Таким образом

Далее

Поэтому достаточно оценить интеграл, стоящий справа в (55). 
видно, что он не меньше чем

(54)

«).

(55)

Оче-

*п 11 (՛ 1 /~Р (1п Р)<
(1пр(4))/3 ? '

•1

а интеграл в (56), в свою очередь, не меньше, чем 

образом

(56)

Таким

5 (4, Е) >ехр Ь |Е|։* \/՜ - ^«х)Ь РЮ,/ М4) 1 х
I Р (<1) V ч (4))

1206 — 5
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_ Iх (0)1п I1 I — ■. * -----
МО) V Р(0)1пр(0) В(#х)

■5(0, 5), (57)

и, следовательно
|и։ (О, 5)1«+ IV, (I;)|« > с ехр |кх ч/ - X

I г р (0)
X 1 /"  |Ч<8) 1п р (6) 1 I.

у и («О НО)!
Но _____________ _____________  

(58)

(59)

откуда и следует (46). Предложение доказано.
Доказательство теоремы 2. Снова рассматриваем реше

ние задачи (2), (3) вида (41) и применяем предложение 2. Но при до
статочно больших |;| оно приводит к нарушению оценки (7), что и до
казывает теорему.

Предложение 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и 
пусть Ь определяется из (42), где ч (0=1 и |М=1Ч- Тогда реше
ние уравнения

п п

В«+ р«(0 2 Д''(0 99 +Iх (01^(02^(0 9+25(0

при достаточно большом М и при I £ [<։, Г], |С|>Л/ 
ряет неравенству

и=/ (60)

удовлетво-

|и(Л С)|«+|^- з 3би +

(61)

с постоянными с и к, не зависящими от С, I.
Доказательство. Очевидно, можно считать, что

3
3 > — шах |2?0+ 3 шах |£)|, 

п ‘
и пусть

х« (0 9 = — р« (о 2 АЧ а) С< 9 - р (0 1п р (о 2 5>(0 9 ֊ (0.
Тогда при достаточно большом М и при [О, Г]

НеХ=0, |Х|«>-|-8р«(0 |С|»>^- 8, 
О о

(1+1С1)8, ^֊|
Л ]

н (0
р 10
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Для E(t, r,)—[iu -г uz|2 4՜ ри — ut\2 нетрудно получить неравенство 

откуда и следует утверждение предложения.
Предложение 5. Пусть выполнены условия предложения 4. 

Тогда решение уравнения (60) при достаточно большом М и при 
t € [0, 7ç ]» |?| > М удовлетворяет неравенству

1« (/, Q|։+1— (6 of < с (1 + |ф‘ (lu (0, :)|’ + fë- (0, с)| +
I at I Jar J

t
+ J \f (s, :)is ds) (62)

0

с постоянными с и к, не зависящими от С, /.
Доказательство почти дословно совпадает с доказатель

ством предложения 1, где надо только положить v (7) =---- ------- — •
In и (7)

Доказательство теоремы 3. Из ограниченности при 
|С| -<՜ М коэффициентов обыкновенного дифференциального уравнения 
(60) следует справедливость (62) при всех t £ [0, 73. В силу предло
жений 4 и 5 заключаем, что (62), таким образом, имеет место для 
любых С £7?", t Ç [0, 7*]. Чтобы завершить доказательство достаточно 
теперь воспользоваться преобразованием Фурье по х.

§4. Примеры

С целью проиллюстрировать теоремы 1, 2, 3 приведем несколько 
примеров, к которым по тем или иным причинам неприменимы ре
зультаты работ [2]—[9].

Пример 1.
utt— .4* exp (— 2t~n ) ихх 4֊ В (—In t)1 exp (—7՜՞) ux — f. (63)

Согласно теореме 1 (см. также введение) задача (2), (3) для (63) при 
Re В является О-корректной тогда и только тогда, когда / = 0. 
При Re 5=0 она корректна в смысле теоремы 3 при любом l^R1.

Пример 2.

иц — А2 ехр (—27՜՜" ) ихх 4՜ Bi~n~x exp (—(1— a) t~n )ил=f, (64) 

0<^a<^֊-- Теорема 1 в этом случае неприменима, а согласно теоре

ме 2 если задача (2), (3) для (64) С“-корректна, то a — 0. При a 0 
задача С“-корректна, согласно [2], а при a > 1 коэффициент операто

ра имеет в 7 = 0 особенность. Случай — остается открытым.
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Пример 3.
ии _ A3 tu ихх + В (- In /)' /*֊1 их =f, (65)

где к^>1 — необязательно целое, число. Так как коэффициенты опера
тора не являются бесконечно гладкими функциями результаты работ 
[6], [9] к (65) неприменимы. Для / С 1 согласно теореме 1 задача (2), 
(3) для (65) при ИеВ=£0 является (/"-корректной тогда и только 
тогда, когда /СО. При КеВ = 0, /С1> задача корректна согласно 
теореме 3.

Пример 4.

uti — A3(t) [*s (/) Ujcjc f- В (t) lux==ft (66)

где Л(/)>0, В (0)^=0, l^R1, p(/) = exp (—exp (exp (•■ -(exp /“")•• •)), 
*

n > 0,

|Л|, Cconst-/՜* (—In h) (In (—In ja))- • ;(ln In- • -In (—In p)).
——■

Согласно теореме 1 (см. также введение) задача (2>, (3) для (66) при 
ReB(O) =/=0 является (/"-корректной тогда и только тогда, когда /СО. 
При Re В (/) = 0 она корректна в смысле теоремы 3 при любом I. 
Случай, когда ReB(0)=0, но ReB(/)^0 остается открытым.

Пример 5. /
utt — А3 ехр (—2/-п) и~х 4֊ В1-1~п~х (In (In • • -In/)) exp (—/“") ux=f, (67) 

m
где n>0, l^R1. Согласно теореме 1 задача (2), (3) для (67) при 
ReB^O является С"-корректной тогда и только тогда, когда /СО, 
т = 0. При ReB=0 согласно теоремам 2, 3 задача корректна тогда 
и только тогда, когда IС п, т = 0, либо 1<^п, т > 0.i
Институт математики
АН Армянской ССР-- Поступила 8.V.1980

Կ. 2. ՑԱՂՋՑԱՆ. է^ույլ հիպերբոլական հավասարումների համար Կոշու իւնյյրի կորեկտու- 
թյան մասին (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում է փոփոխական պատիկությամբ խա րակտերիստիկ արմատ
ներով երկրորդ կարգի հիպերբոլիկ հավասարման համար Կոշու խնդրի Շա- կորեկտությունը^

Խարակտերիստիկ արմատները կարող են համընկնել միայն սկզբնական հիպերհարթու- 
թյան վրաւ Բավականին ընդհանուր դասերի հավասարումների համար ապացուցված է, որ 
Հ, Բ. Ներսիսյանի կողմից նախկինում նշված բավարար պայմանները հանդիսանում են Շ°°-կո- 
րեկտության համար նաև անհրաժեշտ պայմաններէ Կոմպլեքս գործակիցների դեպքում րեր- 
ված է նոր բավարար պայման և ապացուցված է նրա անհրաժեշտությունը^
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К. Н. YAGDJ1AX. On correotnest of ths Crioh-j problem for non-etrlotly 
hyperbolic equation* (summary)

The paper deals with the Cauchy problem for equations with characteristic 
roots of variable multiplicity. For a wide class of such operators it is proved that 
tile sufficient condition of [2] — [5] is also necessary for the problem to be C' well- 
posed. In particular, a new necessary and sufficient condition for equations with a 
complex coefficients is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ւրա|>եմատիկա XV, № 6, 1980 Математика՛

Г. С. АКОПЯН

г ОБ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ПУЧКА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ

1°. Введение. Однородная задача Дирихле для простейшего 
гиперболического уравнения впервые была^рассмотрена в работе Р. А. 
Александряна [1] в связи с изучением качественного поведения ре
шений системы С. Л. Соболева, описывающей малые колебания вра
щающейся идеальной жидкости [2], [3].

В [4] было показано, что эта задача эквивалентна изучению 
спектральных свойств некоторого ограниченного и самосопряженного 
в И оператора.

При построении спектрального разложения упомянутого опера
тора, фундаментальную роль сыграло исследование свойств введенно
го в [4], [5] семейства диффеоморфизмов границы области, которое 
опиралось на использование и развитие классической теории Пуанка- 
ре-Данжуа.

В настоящей работе мы рассматриваем аналогичные вопросы, 
однако уже для операторов с постоянными коэффициентами, дей
ствующими в пространстве вектор-функций.

2°. Пусть 2—ограниченная область в R2 с достаточно гладкой 
границей Г.

В гильбертовом пространстве вектор-функций

“ (- /А <*> у)\ А •
(2)= /и, у)=ч :• , а(«. у)е («)./=1,2, • п

\А (х, у)/ 
рассматривается оператор

\ дхг дхду ду* /
где А, В, С—пХп коммутирующие между собой постоянные, веще
ственные, симметрические матрицы, Д՜1 —оператор, обратный к опе
ратору Д при нулевых краевых условиях. 

■* 
<11

В пространстве 1^2(2) скалярное произведение зададим по фор
муле

Л Л ГГ^7 дЯ . и
(/> ?)1= Т՜ л + Т՜ АЛ Ох Оу Оу \2
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Предложение 2.1. В пространстве И^г(2) оператор А 
является ограниченным и самосопряженным, а его собственные 
функции являются решениями однородной краевой задачи

(А 4- Х£) + В^- + (С-У = 0, (1)
<7Ха ОхОу иу*

Зг=О, (2)
где Е—единичная матрица.

Доказательство. Пусть и и и — произвольные вектор-функ-՜ 

ции из фо (2) =(/(*> у); Нх, у)6 С" (2),/1г=0). Тогда

(А и, дАи
дх

<^А и , д2А и 
. дх2 ' ду2

vdxdy= д2 и 
дхду

, С՜" Г .д2 и . г. о2 а , r>d2v , , t л ~\X vdxdy= и • >4— + В - - + С — dxdy=(u, A v)x 
J | дх2 дхду ду2

и |(А и, и)х| ֊С М (и, u)v .
Определение 2.1. и, (х, у) называется собственным

функционалом оператора А или краевой задачи (1)—(2), соответ
ствующим собственному значению X, если

—► •*

pK(x,ÿ)- Г (4֊t-X£)^L + B^-4-(C4-X£)Çï Lxrfÿ=0 (3)' 
J L cbr ОхОу Oy J

для всех <p(x, у)6Ф0(2)-
Пусть ai,, bk, Ck, 1 Ci'C'i — собственные значения матриц A, 

В, С и ц (X) — совокупность тех граничных точек*, в которых

(а* -|- X) cos2 vx + bk cos vx cos vy ֊(֊ (с* + X) cos2 vy = 0.

Предложение 2.2.\Если собственный функционал ик (x, у)— 
гладкая вектор-функция и если дополнения к множествам f* (X), 

i = l, 2,•••» п являются всюду плотными на Г, то ых (х, у) яв
ляется классическим решением задачи (1) —(2).

V — внешняя нормаль.
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Доказательство. Пусть /V—невырожденное преобразова
ние, приводящее матрицы А, В, С одновременно к диагональному 
виду

Л-։Л7У=£>д, ЛГ։£7У=£)В, СЫ = й(:.

Зсно, что если » принадлежит Фо(2), то /V? тоже принадлежит 

,ф0('2). Подставляя в определение собственного функционала вектор- 

функции 7\/<р*, где <р* (х, у) — вектор-функция, к-т а. я компонента кото
рой равна <р*(х, «/) С: С” (^), ?*1г = 0, остальные компоненты—нули, 
получим

։0- ( и) ;(х, у)1 (А + '>.Е) д ^к- 4- В Л (С+)■£) Охду =
.) I дх3 дх Оу Оу3

= (х, у)- (ДТУ -ь лЛО + вы +
л дх3 . дхду.

■+ (CN + IN) I dxdy = [в; (х, у) • I N (Da + /£) 
оу 1 J L дх3

У

+ NDbt¥- +n №+)£) 1^=дхду ду3 |

д3ъ 
дх3 5г+(С*+к)Э1 л“'г՛

где [TV* ujt— Л-тая компонента вектор-функции N* ик. 
Интегрированием по частям получим

0=к. [(«,+ ).)»= +
J дх3 дхду

ц], rfxrfy 4-

C[7V*uJ* ——[(<։*+>•) cos2 vx֊|-6* cos vx cos vb4"(ca4՜ л) cos՜ (4)
J ov
г

Полагая в (4) ®* произвольной финитной заключаем, что

д3 [N* вЛ (aA֊h>.) -L--2i-b6*
дхду

Поэтому (4) принимает вид

—1— —=0, к^1, 2, - ,п.
ду3 ■

(5)
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I [Л/* [(а* 4֊ >■) cos՜’ vx-J- bk cos vxcosvy 4֊ (ct -f-л) cos2 "*17] rfs=0,
J O'/
r

** откуда в силу произвольности —֊ на границе получаем [УУ*и]*=0 О'/
к = 1, 2, • • •, п на Г, следовательно, и;=0 на Г.

Из (5) получаем, что

d2N* и. d2N* и.
(Da + >£) K-+DB ——+(DC + >՝Е) 

их* ОхО у
d2N* и. 
--------i =0.

<fy2

Так как AN = NDa, BN = NDb, CN = NDc, to Da N* = N* A? 
DbN* = N* B, De N* = N*C откуда имеем

д՝ и, д2 и. О2 и.
К* (А 4֊ 1Е) —х֊+ №В—+№ (С 4֊ ).£) -4- = О,- 

Ох ОхОу Оу*

О2 и-. „ О2 И, „ д3 Ц1
следовательно, (А 4՜ *Е) ■ „՛ ■ 4՜ В--------|-(С'4->֊£) —---- =0.

Ох2 дхду ду2
3°. Будем считать область 2 „допустимой“, т. е. такой, что лю

бая прямая пересекает ее границу не более, чем в двух точках.
Рассмотрим однородную краевую задачу:

и|г = 0.

д2и д2и 
дхду

дРи_ 
ду2

('*)'

Пусть у + рхх = const и у 4՜ 14r ~ const — соответственно первое 
и второе семейство вещественных характеристик уравнения ( * ), где 
Hi и Нг-решения характеристического уравнения (а {-’/.) |А24֊6р4-с4-л=0.

Диффеоморфизм SJ+) (а, Ь, с) (соответственно S/-)(a, Ь, с)) сопо
ставляют каждой точке 9 £ Г точку пересечения с границей Г харак
теристики первого семейства (соответственно второго семейства), про
ходящей через 6.

Диффеоморфизм St. (а, Ь, с) определяется как произведение диф
феоморфизмов St.+) (а, Ь, с) и 5>.՜ (а, Ь, с), т. е.

5л (а, b, c) = S\. ’(а, Ь, с)-5л+) (а, Ь, с).
Определение 3.1. Орбитой точки 9£Г относительно груп

пы, порожденной образующими S>. (а, Ь, с) и 5Г1 (а, Ь, с) называется» 
множество Orb (9) = [5*(а, Ь, с) б, к = 0, ±1, ±2, ••■), а

Orb(S[+i(a, Ъ, с) 6) и OrbiS^-^a, b, с) 6) 
называются смежными по отношению к Orb (9).
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Каждая точка 0£Г порождает вполне определенную совокуп
ность граничных точек 2Х ()-, О, Г), которая называется л-орбитой и 
представляет объединение двух смежных орбит, порождаемых этой 
точкой.

).-орбита ЭК (>֊, О, Г) называется тривиальной, если она содержит 
точку, в которой касательная к границе Г параллельна одному из 
характеристических направлений.

Имеют место следующие леммы, справедливость которых уста
навливается аналогично доказательству теорем 9, И из [5].

Л е м м а 3.1. Если при >•=некоторая итерация диффеоморфиз
ма 5х, (а, Ь, с) имеет такую неподвижную точку 80, что '/^-орбита 
ЭК('0> ®о> не является тривиальной, то ■ существует собствен
ный функционал краевой задачи ( *), изоморфный [ограниченной 
функции

Доказательство. Пусть г-—период точки 0О, т. е. Бх, (а, Ь, 
с) 0О'= 0О- Проведем через точки 5*0(а, Ь, с) 80 (к = 0,'1, — 1)
характеристики первого и второго семейств уравнения ( *). На гра
нице получим 2 г различных точек. Пронумеруем эти точки в том по
рядке, в каком они встречаются при движении на границе Г в положи
тельном направлении: 0О, 0Р 82, • • •, 02 г-г. Определим на Г две кусочно
постоянные функции их(0) и и2(8) по формулам

М«’) = (֊1)'4” Ме) = (-1)'+1֊’

■когда 0£ (0/, 6/4-1). Нетрудно проверить, что функции ых (0) и м2(8) 
инвариантны относительно 5x^(0, Ь, с) и 5х<, ’(а, Ь, с), т. е.

ш (е) = ш (Я+) ь> с) 0) (-V ь՝с) 0)> ։’=1>2-
Определим функции (х, у, 1^, 0О) и и2 (х, у, '/-о, 0О) в 2 еле՜ 

дующим образом: их (х, у, )ч>, 80) = “х (0Э> “2 (х> У> \»» 0о) ~ иг (&")• 
где 0' (соответственно 8") точка пересечения с границей Г характери
стики первого (соответственно второго) семейства уравнения ( ♦ ), 
проходящей через точку (х, у).

Построим теперь функцию и (х, у, )0, 0О)= иДх, у, /.0, б0) + ы2(х, у, 
9.0, 0о)- Докажем, что построенная таким образом кусочно-постоянная 
функция и (х, у, л0, О0) является собственным функционалом краевой 
задачи ( « ).

Характеристики обоих семейств, проведенные через точки 
(а, Ь, с) 0О (£=0, 1, 2,■ • г—1), разбили՛область 2 на конечное чи

сло параллелограммов 21։ 22, • • •, криволинейных треугольников и дву
угольников, примыкающих к границе.

Представим себе область 2 покрашенной в два цвета по сле
дующему правилу: частичные области, границы которых имеют одну 
и только одну общую точку, покрашены՛ в один и тот же цвет, а если 
границы их имеют общий отрезок характеристики, покрашены в раз
личные цвета.
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Предположим, что один из криволинейных треугольников окра
шен в белый цвет, тогда очевидно, при соблюдении указанного пра
вила все частичные области будут окрашены в вполне определенный 
цвет. Легко видеть, что в частях области 2, окрашенных в белый 
цвет, построенная функция и (х, у, /ч, б0) равна нулю, а в паралле
лограммах, окрашенных в черный цвет, равна либо 4֊ 1, либо — 1, 
так, однако, что в черных параллелограммах с общей вершиной функ
ция и принимает различные значения.

Очевидно, что

и (х, у,'1-0, 6С) 4 (а 4- )0) — + Ь —֊;--- н (с -Н-о) —֊1 дхду =
и I ах- дхОу ду2]

(а + >0) -Нг + Ь ֊ + (с + дхду, (7)
Ох3 ОхОу Оу ’

-р

где суммирование распространено тэлько на параллелограммы, окра
шенные в черный цвет.

Принимая во внимание, что Гр—граница области 2р состоит из 
отрезков характеристик, вдоль которых подынтегральное выражение 
является полным дифференциалом, легко получим

д-я д2т> О2 я 1Л +ь тт
3 I дх2 дхду ду3 )
ср

= [ (а+}о)^- ду ± ду—(с + дх = {$ (6р) + ч> (др)-
J Ох Оу Оу
гр

— ® (Ор) — ? (ср)},
тде через ар, Ьр, ср, др обозначены вершины параллелограмма 2Р.

Подставляя значения интегралов по отдельным параллелограм
мам в (7) легко убедиться, что в получаемой при этом сумме значе
ние функции ?(х, у) в вершинах, общих для двух черных паралле
лограммов, фигурирует дважды, причем с различными знаками и, еле* 
довательно, эти слагаемые сокращаются. Если вершина не является 
общей для двух черных параллелограмов, то ,*она должна принадле
жать границе, где функция <? (х, у) равна нулю.

Таким образом

и (х, у, )֊0, 0о) 1 (а-Но) т^-4 
I Ох ■

ь + (с + х0) ֊'Ц дхду=о, 
дхду ду3 ]

ч<Фо(2).
Пусть А,('/; а, Ь, с) — совокупность точек б£Г, неподвижных 

ютносительно г-Я итерации отображения 5>.(а, Ьг с). Ясно, что
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Г = Л-(Х, а, Ь, с) + 2 а, Ь, с).
г—1

Можно доказать (см. лемму 12 [5]), что в этом представлении только 
одно слагаемое под знаком суммы может быть непустым, т. е. либо 
Г = Л» (X, а, Ь, с), либо существует г = г(Х, а, Ь, с) такое, что 
Г = Л-(Х, а, Ь, с) 4- Л/(Х, а, Ь, с).

Таким образом, диффеоморфизм (а, Ь, с) состоит из двух ком
понент, одна из них индуцирована им на множестве А (X, а, Ь, с) — пе
риодическая компонента с фиксированным «периодом, а другая инду
цирована им на множестве Л« (X, а, Ь, с) — апериодическая компо
нента.

Лемма 3.2. Если множество Лх, (а, Ь, с) имеет хотя бы одну 
внутреннюю точку, то можно построить гладкую собственную 
функцию краевой задачи ( *).

Доказательство. Пусть дуга (91։ 02)сЛ ().0> а, б, с), т. е. 
для всех 9£ (01։ 02) имеем 5х, (а, 6, с) 9 = 9.

Без ограничения общности можем считать, что
1) дуга (01։ 02) не содержит точку 0*, являющуюся образом точ

ки, в которой касательная к Г параллельна одной из характеристик;
2) все точки дуги (91։ 08) V различны, т. е. не принадлежат од

ной и той же Х0-орбите ЗХ (Хд, 9, Г).
В противном случае берем такую ее часть, которая обладает 

указанными свойствами.
Образуем интеграл

д,
«(*> У> >о)= ( и(х, У. 0)о(9)</0,

где и (х, у, Хо, 9) — функция, построенная в- лемме 3.1, а (9)—про
извольная гладкая функция.

При фиксированное 9£(91։ 9։), ц (х, у, Х^ 9)—кусочно-постоянная 
функция, представляющая собой линейную комбинацию характеристи
ческих функций полуплоскостей, определяемых характеристиками 
уравнения ( * ). Пусть ^Е(х, у, Хо, 9) — характеристическая функция 
одной из этих полуплоскостей. Функция

в,
Е (х, у, Хо) == Г Е (х, у, Хо, 9) а (9) с/6

имеет конечный интеграл Дирихле. Это следует из того, что произ
водная Е (х, у, Хд) по направлению характеристик одного семейства 
равна нулю, а по перпендикулярному направлению, как нетрудно про
верить, имеет столько же непрерывных производных, сколько я (0).

Таким образом, функция V (х, у, Хд) исчезает на границе, будет 
иметь конечный интеграл Дирихле и, как функция из Ф'з (2) будет 
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удовлетворять уравнению (* ), если только (5) интегрируема с 
квадратом модуля.

Теорема 3.1. Если, при Х=)о для некоторого 1-^к-^п су
ществует диффеоморфизм (ац, Ьь, с*), конечная итерация ко
торого имеет неподвижную точку 90 такую, что 10-орбита Ж (>0, 
&0, Г) не является тривиальной, то существует собственный 
функционал оператора А, изоморфный ограниченной вектор-функ- 
ции.

Доказательство. Пусть, как и выше, — невырожденное 
преобразование, которое приводит одновременно к диагональному ви
ду матрицы А, В, С. Из нашего условия и в силу леммы 3.1 сле
дует, что уравнение ( * ) с коэффициентами >0, а*, Ьк, с* имеет ку

сочно-постоянное решение V,, к (х, у). Тогда их,=УУ«х„ где их, —век
тор-функция, &-тая компонента которой равна их, к, аостальные компо
ненты—нули, будет собственным функционалом оператора А. В самом 
деле

[их. А + \Е) + В " +(С 4֊ Х0Е)^ =
и ох ОхОу Оу |

= [\[(Л + )^Е) + В^- + (С + \>В)
и I Ох* ОхОу Оу* ]

(Л* А + Л/*) +№ В
ОХ ОхОу Оул

Лхбу =

.[й+1։е)*Ь+й™а+
3 | ох2 дхдуи

+ (Вс + Х0£) ^^-рх</у= Г(ц+Х^..1У*У]*- +
оу* 1 и I дх3и

, А [Н* ф]* ,/ . , ?]* 1 . п
+ о*  ——------ Цс* -Г Ад)------Г՜,   бхбу = 0.

ОхОу Оу* I

Теорема 3.2. Если при X = л0 для некоторого 1 к -С п мно
жество А (Кд, а*։ Ьк, Ск) имеет хотя бы одну внутреннюю точку, 
то можно построить гладкую собственную вектор-функцию крае
вой задачи (1)—(2).

Доказательство. Из леммы 3.2 следует, что уравнение ( » ) 
с коэффициентами Ад, а*, Ьк, сА имеет собственную функцию их, * (х, 

у), которая принадлежит пространству (2). Тогда вектор-функция-
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1^(2), где V,. — вектор-функция, к-тая компонента кото
рой равна »*, к (х, у), а остальные компоненты нули, и в силу теоремы 
3.1, будет собственным функционалом оператора А.

4°. В этом пункте мы рассмотрим случай, когда 2— круг и, ана
логично, как это сделано в [5], построим явное выражение собствен
ных вектор-функций через полиномы Чебышева.

П р е д л о ж е н и е 4.1. Если Г есть окружность х։4-у։ = 1> 
то множество А (>., а, Ь, с) =/= 0 тогда и только тогда, когда

. . “ + с, /(а-с)2 4 Ь- *1т =------ К— 4----------- 5--------- соз — (т = 2, 3, • • •,
£ £> т

1 = 1,2,---, т - 1).
Доказательство. Пусть |\ = ах, = (.£ а3 — решения ха

рактеристического уравнения, 0О = е"։ — произвольная точка на Г. 
Легко видеть, что (а, Ь, с) 0о = е'(/։+г(’|_<4)) и по индукции (а, 
Ь, с) 0о=е' (/,+2т (“!-’•>», поэтому необходимым] и достаточным условием

„ ■ ‘ -I
неподвижности точки о0 является условие <4—а։=— . что, как не- 

2т
трудно проверить, выполняется тогда и только тогда, когда 

а4-с /(а-с)2+62 <
х = -֊ +-------2----- СО57Г

Теорема 4.1. Если 2 есть круг xz4-J72<Cl. mo функции

являются собственными функциями краевой задачи ( * ), соот
ветствующими собственному значению 1. = 4, т, где

Р = — arc cos ——а —С֊—т~2, 3,• • -, I =1, 2, - т— 1.
2 Жа-с)24-62

Доказательство. Функция vi, т (х, у) представляет собой 
сумму двух 
ках первого 
ках второго 
при Х=).Лт. 
получим

слагаемых, первое из которых постоянно на характеристи- 
семейства уравнения ( * ), а второе — на характеристи- 
семейства, поэтому она удовлетворяет уравнению ( *) 
Далее, переходя к полярным координатам и полагая р=1,

VI. т (х, y)|r=COS
it— -т
2

4֊(—l)z+1 cos • т — m^4՜ ni? 4՜ ~ J = О-
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Из теорем 3.1, 4.1 следует, что вектор-функции ai, т. к= Nvi. т. k , 

где vi. т. к — вектор-функция, £-тая компонента которой равна vi, т, а 
остальные компоненты — нули, являются собственными функциями опе
ратора А, соответствующими собственным значениям /./, т, к

ak + с* /(а, - Ску- + bl 'I
>-—>1.т, ---------- - ---------F---------------------— COS ----

2 2m

(т = 2, З,---, 7 = 1, 2,---, т—1, к = 1, 2,--, п).

Теорема 4.2. Вектор-функции ui. т. k(x,y) (т=2, 3, •••, I = 1,
—♦

2,т—1, Л = 1, 2,---,п) образуют полную систему в (2).

Доказательство. Допустим, что (/, at, т, * )х=0 (m=2, 3,• ■ ■ 
•••, Z—1, 2, • • •, т — 1, к=1, 2,--։, п). При фиксированном к по
лучаем

0=(/, И/, щ. k)i = (f> Nvi, П>. k\=(N*f, vi, т, V/, m)i

для всех m=2, З,---, Z=l, 2,---, т—1. Так как функции vi,.n(x,y) 

образуют полную систему в W2 (Q) (см. теорему 14 [5]), то [Л/*/]* = 

= 0, £ = 1, 2, откуда вытекает, что N* /=0, следовательно, 
7=о.
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%. U. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. Վեկտոր-ֆունկցիաների տարածությունում դիֆերենցիալ օպերատոր
ների փնջի համար Դիրիիւլեի համասեռ, խնդիրը (ամփոփում)

Դիտարկվում է Դիրիխլեի խնդիրը դիֆերենցիւպ հավասարումների սիստեմների փնջի հա
մար։ Ելնելով տիրույթի եզրագծի դիֆեւրմորֆիղմների ընտանիքի որոշ հատկություններից, 
կառուցվում է այդ խնդրի ընդհանրացված լուծումների որոշակի համախմբություն։ Այն դեպ
քում, երր տիրույթը շրջան է, կառուցվում է բազմանդամային սեփական վեկտոր-ֆունկցիաների 
լրիվ սիստեմ։

G. S. AKOPIAN. On the homogenous Dirichlet problem for a bundle 
of differential operators in a space of vector-functions (summary)

The Dirichlet problem for a bundle of systems of differential equations is 
investigated. Proper functionals of the problem are constructed, using familiar proper
ties of specially chosen diffeomorphisms of the , boundary. In the case, when the 
■domain is a disk, the full system of polynomial proper vector-functions is constructed.
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Հաւկական ՍՍՀ Գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր 
«Մաթեմասւիկա> ամսագրի 1980 թ., XV, «V>№ 1—6

(Ւ. Ա. Ա|իխաՍյաքւ. հաոր եզրային խնդիր Լապլասի հավասարման համար անվեր;
րւսղմստկապ տիրույթում

Ա. Ա, Անցրյան. եզրային խնդիրներ երկրորդ կարգի հաստատուն գործակիցներով
րաղադրյա/ տիպի սիստեմի համար

Ս. Լ. Անտոնյան. քՒետրակտները (^-տարածությունների կատեգորիայում
Հ. Ս. Ասատրյան. Կրեատիվ !;կվի վալենտությունն երի մասին ....
Ա. ե. Ավեսփսյան. Միտտադ֊Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների ոչ փակ սիստեմի լրի- 

վարյման մասին ...••••••••■
Ռ. Ա. Բաւլիյան. Ս. ն. Բեոնշտեյնի անհավասարության և թ. Մ. Լևիտանի պոքինոմ- 

ների ընդհանրացումը
Ս. Լ. Բերբերյան. Միավոր շրջանի ավտոմորֆիզմների վրա նորմալ ընտանիքներ 

առաջացնող սուբհարմոնիկ ֆունկցիաների եզրային հատկությունների մասին
%. Լ. Բերման. Կոմպլեքս տիրույթում ինտերպպյացիայի տեսության վերաբերյալ 
Ռ. Ս. Դա լոյ ան. Սեփական և միակցված ֆունկցիաների մի սիստեմի լրիվության մասին 
Բ. է. Դոլինսկի. Օրթոդոնալ բազմանդամների պարամետրերի նվազման կարգի և հա

մապատասխան բաշխման ֆունկցիայի միջև եղած կապի մասին . . .
Մ. Ժ. Դրիզորյան. Ինտեգրե/ի ֆունկցիաների ֆուրյեյի կրկնակի շարքերի 0 <Հթ <Հ1 

մետրիկայով ղուդամիտության մասին ••••*••••
Ն. Բ. ննզիբարյան. Մատրից-ֆունկցիաների ֆակտորիզացիան և ոչ գծային ինտեգրալ 

հավասարումները ••••••••....
Դ. Գ. էմին. Վերջավոր մոդուլից առաջացած բազմաձևությունները և լոկալիզացիա- 

ներր բոլոր օղակների վրա մոդուլների կատեգորիայում ....
Վ. Յա. էյղերման. Մերոմորֆ ֆունկցիաների միակության թեորեմ . . .
Ս. Ա. Բ՛եր զիան, Դ. Տ. Ղոչն. Ըստ Ժամանակի ուշացումով պարաբոլական հավասար֊

Ի.
Մ.
Բ.

ման համար խաոը խնդրի լուծումների գոյության միակության և սահմանա
փակության մասին

Դ. Խաչատրյան. Զևափոխության օպերատորներ եզրային խնդիրների համար
Ցու. Խոջայ անց. Շ-աստիճանն երի կառուցվածքի մասին . . • .
Ս.

Ա. Ն.

Գ. Ս.

Ռ.

Կաշին. Խ տարածությունից /ա տարածություն գործող սահմանափակ օպե

րատորների որոջ հատկությունների մասին .••••• 
Կոշուբեյ. Սիմետրիկ օպերատորների և նրանց լայնացման րնորոջոզ ֆունկ
ցիաները ............ 
Հակոբյան. Վեկտոր-ֆունկցիաների տարածությունում դիֆերենցիալ օպերա
տորների փնջի համար Դիրիխլեի համասեռ խնդիրը ....

Հ.

Ա.

Վ. Հակոբյան, մ ֊ոչ բացասական օպերատորի սպեկտրալ ֆունկցիայի ււե դո լլյ Այ

րությունը անվերջությունում • • • . . . . , .
Մ. Հայրապետյան. Հարդիի ՒԱ դասի որոշ ենթադասերի ֆունկցիաների ըստ ռա

ցիոնալ կոտորակների սիստեմի վերլուծության մասին ...
Ռ. Հովհաննիսյան. Վրոնսկիաններով սկզբնական խնդրի մասին . .
Մ. Ջրբաշյան, Գ. Վ. Միքայելյան. Կիսահարթության համար Ըլյաշկեյի տիպի

արտադրյալների մի ընտանիքի կառուցումը և հիմնական հատկությունները
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Վ. Ն. Սար <յարյ ան. Օպերատորի հիպոկւիպտիկութ յունը պաշտպանող կրտսեր ան֊ 
գամների գումարում • • • • • • • • • »

Վ. Մ. Մարտիրոսյան. ճառագայթների համակարգի վրա պարզագույն ռացիոնալ կո
տորակների սիստեմների փակուրթի, մինիմալության ու րաղիսության մասին

Վ, 2, Ս՚արւոիրոսյան. Կոմպլեքս հարթության վրլս հավասարաչափ մոտավորություն 
իրագործող բազմանգամների գործակիցների աճի մասին . . . .

Լ. Ս. Մայհրզոյզ. Պոլիայի թեորեմի անալոգր և նրա մի քանի կիրաոությունները 
է. Պ. ւքեփքսեթյան. Դիրիխլեի խնդիրը Էլիպտիկ սիստեմի երկրորդ կարգի դիֆե

րենցիալ հավասարումների համար որոշ դասերսւմ տիրույթում
է. Ա. Միրզախանյան. Հխրերտյան տարածության ենթաբազմությունների արտապատ

կերումների մի դասի հատկությունների մասին • •••..
Ա. Ա. Ներսիսյան. Անալիտիկ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկում միաժա

մանակյա ինտերպոլյացիայով • ••••■«.
Ֆ. Ա. Շամոյան. Բաժանման թեորեմներ և փակ իդեալների նկարագրության վերջավոր 

կարգ ունեցող անալիտիկ ֆունկցիաների հանրահաշիվն երում • . .
Ն. Ա. Հիրոկով. Որոշ սինգուլյար ինտեգրալ օպերատորների գնահ ատ ականները 

Լ? (Հ)~ ում.................................................
Ո*. Դ. Սաֆարյան. Որոշ եզրային խնդիրներ փոքր պարամետրերով^ վերածվող գիֆու֊ 

գիոն պրոցեսների և համասչատասխան դիֆերենցիալ հավասարումների համար 
է. Ա. Սեքսպոսյան. կիտլվուգի թեորեմի մի ընդհանրացման մասին , • •
Ղ. Վ. Վիրաթյան. Անընդհատ սպեկտրով հոլոմորֆ օպերատոր֊ֆունկգիա  յի սպեկտրալ 

վերլուծության մասին
Ա. Հ. Յաղյյան. ^ույլ հիպերբոյական հավասարումների համար Կոշու խնդրի կորեկ֊ 

տ ութ յան մասին • ••••••■•••«
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