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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաչվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ՈԼ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մ ասում ։

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու­
մով։

Տ. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, սրտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասնեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ։ Գիտությունների ակադեմիայի Տե-
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\И 3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա XV, № 5. 198С Математика

Э. П. МЕЛИКСЕТЯН

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА В НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ В ОБЛАСТИ |а|>1

Введение

В настоящей работе рассматривается следующая граничная за­
дача:

Найти в области [2)+: |г|^>1 ] дважды непрерывно дифференци­
руемое решение эллиптической системы

АОХХ + Виху + Сиуу = 0, (1)
удовлетворяющее граничному условию

у)\г~/(х, У), {Г:Н=1}, (2)

где А, В и С— постоянные, вещественные квадратные матрицы п-го 
порядка, / (г)= [Д («),•• ■,/<։ (*)]> заданная на Г, вещественная вёктор- 
•функция, 11 (х)= {Ц]. (г), • • ■> £/я (г)} — искомое, ограниченное в ок՜ 
рестности бесконечности решение; г = х 4֊ ։у.

Задача (1)—(2) рассматривается в случаях, когда

1) / (х, у) принадлежит классу непрерывных функций и • . 
2)/(х,-у) 6 4 (Г).

В первом случае граничное условие (2) понимается поточечно, то есть

Шп гч*)=/(<),#€г, О)
р|>1

а во втором случае условие (2) понимается в смысле £1։ то есть
X «

Пт С |£7(/?г) — / (с)’| =0, г = е/г. (4)
)?-1 ) 
/?>!

В обоих случаях доказывается следующая
Теорема 1. Если задача Дирихле для системы (1) у до" 

влетворяет условию Я. Б. Лопатинского, то задача (1) —(2) имеет 
и притом единственное решение.

Получена формула для решения задачи.
В § 1 доказывается лемма и приводится решение задачи (1)—(2) 

в классе непрерывных функций, а также показывается единственност,ь 
полученного решения

»ՈՒՆՂԱ^Տա ЛтЮчп
Ч О г» Т Р О Л Ь Н Ь! / : 

.ЭКЗЕМПЛЯР
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В § 2 задача (1)—(2) решается в случае, когда граничное усло­
вие понимается в смысле (4), то есть / (л, у) £ Ьг (Г).

§ 1. Решение задачи (1)—(2) в классе 
непрерывных функций

Напомним, что система (1) называется эллиптической, если 
<1е1С=£0 и характеристическое уравнение

с1е1 (Д + В л 4֊ С ).*)--= О (5)

системы (1) не имеет действительных корней (см. [1], [2]).
Первоначально рассмотрим случай, когда характеристическое 

уравнение (5) системы (1) имеет только простые корни.
Обозначим через Х։, •••, корни характеристического уравнения 

(5) с положительными мнимыми частями: 'т. е. 1т>., ^>0 (у =!,•■•, п). 
Напишем общее решение системы (1) в случае простых корней 
(СМ. [2])

и у) = Ке 2 + (6>
/-։

где •••, Iп—корни характеристического уравнения (5) с положи­
тельными мнимыми частями, <р/ (х 4- )./ у)— произвольные аналитичес­
кие функции относительно аргумента х 4՜ Ху у при исчезающие
в бесконечности, а именно фу (?) — аналитические функции относитель­
но аргумента 5 в области О,-, являющейся образом £)+ при отобра­
жении |Е = х 4֊ Ху у, а а — произвольный, действительный постоянный 
вектор. '

Векторы «!»•••> являются решением алгебраического уравне­
ния (см. [2])

(Д + вх7 4-схр й,=о (/=1,..., и). (7>

Условие же Лопатинского для задачи Дирихле в этом случае 
совпадает с условием линейной независимости векторов &]>՛՛-, &л.

Представим общее решение и (х, у), заданное формулой (6), в 
следующем виде:

£/ (2)=Ке 2 8/ш , (х +. Ну х)4֊ », (8>
У-։

где Ну =՜——, причем из условия 1п>Ху>0 следует, что |Ну1<С1> & ։4֊Ху
(г 4- V/ г)—произвольные аналитические функции относительно ар­

гумента при |ж|7>1, исчезающие в бесконечности, а именно
ш/ (5)— аналитические функции в области Оу, являющейся образом О+ 
при отображении £=х-|-Ну
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Предположим сначала, что функции <«у(г4-1АУ г) и / (г) беско­
нечно дифференцируемые, соответственно, в области О+ 4֊ Г и на Г.

Используя граничное условие (2) из формулы (8) получим

Ие Зу и>, (г + |*у г) 4֊ а = / (а), |г|=1. (9)
/-։

Так как а = — на |г| = 1, то из (9) имеем

+ «=/(*). |а|=1, (Ю)

где о>;(а 4- |‘у/а) — аналитические функции в области |г| > 1 относи­
тельно переменной г = х-|-гу.

Далее из (10) имеем (см. [3]), что

+ - = - С <'+?>(<'> .й+.с, (11)
у_։ \ г ! 2т.1 Л (/ — г)-1

где С — некоторый действительный постоянный вектор. 
Из формулы (11), так как о>/(оо)=0, получим 

^г/ом + .с.
2К1 р < (12)

Поскольку а и /(^—действительные выражения, то отсюда будем 
иметь, что С =0.

Подставляя значение а из выражения (12) в формулу ՛ (11), по" 
лучим

2г/»Яг+Ес) = -2СЖ". (13)
7-1 ч г / 1-г

Обозначим через 8 матрицу со столбцами 3։,---, 8Я, а через а1,---,ая 
строки матрицы 3՜' . Тогда из выражения (13) имеем

.,Л+й4__« [ЖА. (14)
\ г ) к/ и I — г

/
где а/ есть /-ая строка матрицы 8՜1 .

Решим уравнение

г+ —= 0, 8££)у ’ (15)
г

относительно а, где а ищется в области |а£> 1.
Из уравнения (15) получим

6 4-/^4^_о ,сч уе։-4р/ „а=------- = (б), а Нт --------------- $----- = 1, (16)
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где для выражения 4р-/ выбирается та ветвь, которая 
рывна вне отрезка (2 к^Р/ , — 2 / Ру) •

Подставляя (16) в формулу (14), получим

“/(’)—«• !₽/(։): Р>—о֊|.
V I— Ру (°)

непре-

(17)

Используя (12) и (17), из формулы (8) имеем

£/(z)=-Re£ 8. Г + 1 [fWdt
1 J *—?/(«+ И/ г) 2iti j) t (18)

Представим выражение (18) следующим образом:

U (z)=Re — f
2кг J (z — t) t

n

Re J
y֊=i

Sy «у [7 1
Д*—M֊4֊Pyz)

֊) f (0 dt. 
t — z J (19)

Покажем, что вектор-функция I) (г}у заданная формулой (19), являет­
ся решением задачи (1)—(2), когда / (/) является непрерывной функ­
цией.

Обозначим

def _ 1 (•/ 1 1 \И(г)== ш (z+н/ г)֊® (г) =— I Г - . ,----֊-----------)/(0 df.
zi J V—Ру (z+p7z) t —* /

(20) 
Покажем, что

И (г)->֊ 0 при z -» /0, где |z|>l и /0^Г. (21)'

Из теоремы Коши о вычетах очевидно имеем

f (, -՝“7՜) 1Ш л =0- (22)

J V—Ру(*+иу*) t — z)

Легко проверить также, что имеют место следующие оценки!

|ру (z + Ру z)— z| < const • (|z|*—1)՛ (23)
и

|f — Py (z + Р/ z)|> const ■ — z|’ (24)

при l<|z|<2, |f| = l.
Ясно, что (см. [3])
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Теперь разобьем интеграл (20) на два, из которых первый распро­
странен на дугу контура Г, для точек которой |< — д> где д 
некоторое число, подбор которого мы уточним 'далее, а второй ин­
теграл распространен на оставшуюся часть Г.

В результате из (20), используя (22), получим

и(я)=4 С ( 1 = - —) </ (о -/ (/о)) л=

г

= (' 6 в,1, Л - <'>-/ <'•» л + <2б>
Т՝1 и V—₽;(*•+։*/*) / — г/

+ Д [ 6 ЙД -ч-:—
«I Л V—Р/и+Н/г) 1 — г/

г~тд
Зададимся числом в>0 и, пользуясь непрерывностью функции /(<) в 
точке {0, выберем Д>0 так, чтобы при |/—^0|<С д было (/(О—/(/оЖ6' 
Имея в виду это, оценки (23), (24) и равенство (25), для интеграла 

(г) из (26) получим

|ух (г)| < —/<^о)1(к!а----- 1) |Л|^ Се
к 3 . |/ — г|։

Та

(27)

где С>0—некоторая постоянная.
С другой стороны, ясно, что (г) при таком фиксированном Д 

стремится к нулю, при г — /0 £ Г. Следовательно, можно указать та­
кое о>0, что

1Л (*)1 < 8 при |х — Г01 < 8, |х|> I. (28)
Итак, из (27) и (28) следует справедливость (21). С другой 

стороны, известно (см. [3]), что

(֊ ֊ ' ('о) ПРИ г И>1’ <29>
X .) (г — я)՛/ / г

Следовательно, из (21) и (29) имеем, что

£/(*)֊*/ (/о) при г - <0 е Г, |х|>1, (30)
где вектор-функция £/ (я) задается формулой (19).

. Рассмотрим случай кратных корней характеристического урав­
нения (5).

Общее решение при кратных корнях дается формулой (см. [2])

и (х, у) — Ие 2 2 8Л Шр (х-Н/ у)+2 ₽#)։7/,‘°2’Ц,(*+)7У)
»

(31)
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где >!»•••« — корни характеристического уравнения (5) с положи­
тельными мнимыми частями, кг, • • •, к,,— их кратность, (х-)-к) у) ~ 
произвольные аналитические функции относительно аргумента х4~к> у, 
а а — произвольный действительный постоянный вектор.

В формуле (31) п-мерные векторы и числа определяются 
через коэффициенты системы (1). Условие Лопатинского для системы 
(1) совпадаете условием линейной независимости векторов (у=1,... 
•••>*«; г= £/)• Числа равны либо нулю, либо 1/р! (см. [2]). 
Сначала рассмотрим случай, когда »0 = 1 и £<₽> = _!_■

Тогда общее решение, заданное формулой (31), будет иметь сле­
дующий вид:

и (х, у)=Ке2 о, тг (х4֊кд) + 2 <»£> (х+ >у) 4֊ а,
г-1 . р-1

(32)

где 1т к >0, а верхний индекс функции шг_р (х 4- кд) указывает поря­
док производной в точке $ = х-|-кд.

Отметим, что

х + кд4՜ X г~2^- = (* + I**) где А = —у- » (33)

I — к
а Р= ;——, причем из условия 1т >. >0 имеем, что |р| <^1.

Построим аналитическую функцию Р (х 4֊кд) относительно 
х+кд в Области |х|^>1, удовлетворяющую условию

₽(х + >-д)=д на |х|=1. . (34^
I

Так как на |х|=1 имеем х =—, то
а

Отсюда получим

? (гД 4֊ — = -^֊/х--- —\ при |а|^>1.
\ х / 2г \ х /

Положим

хг/4-—=х4-кд, |х| = 1,

тогда
х=а (х 4֊ кд),

(35)

(36)

(37)

(38)
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где
' + У'։—4н/2 . . V'*—<։(■։) =------- 2^------- » - = х + /у, а Ит ----- — ՛ =1 (39)

и для выражения V ■—4;1</՜2 выбирается та ветвь, которая непре­
рывна вне отрезка (2</уАГ, — 2</]Д). Подставив значение я из (38) 
в (36), получим

₽ (х + '֊!/) = ֊6 <.* + Ч/)------ ~т > М > 1- (40)
2А «(х4-'֊у)/

Отметим, что р (х 4՜ ьу)—аналитическая функция относительно X +”>-у 
при |х|>1.

Обозначим

(49)

7 (*) = У — ₽ (х -г Ху), г= х 4- /у. . (41)
Ясно, что

7 (я)=0 на |х| = 1, (42)

17 (г)| <
Из (41) имеем

сопз! -(|х|*—1), 11 — а (х + Ху)| >■ соп51-|<—х|.

р = Р (х 4- Ху) 4֊ 7 (*)•

(43)

(44)
Подставим значение у из (44) в формулу (32), получим

Л 
и (х) = Ые 2 5, ‘От (х 4- Ху)4- 2 (Р (*))р (х 4- Ху) 4՜

1

Обозначим

Ясно, что

1 />=> р- J

<1еГ , йеГ
р = Р (х+Хр) и 7 = 7 (х).

(45)

(46)

(Р + 7? = ?? + тю х

4-
 Н

 

"Т
О
 

~»
о

+ (47)
Р! Р1 (р-1)! 2! (р-2)! р!

Имея в виду (47), представим формулу (45) в виде 
"Г/ оР \

и (х)=Ие 2 5, ш, (х4-Ху) + 2 ~г “Д (х + Ху) 4֊ 
г=1 1\ р=1Р։ /

г-։ т/ ,-։ Вр~/+ 2 \ 2 , ... ШД (х+ Ху) + а.
"1 Л^(Р~7Р ' ]

Сделаем замену функций Ш! (х 4՜ Ху), ■ • •, Шп (х4-Ху) на функции ф։ (х4-
+ ^у),--‘, Фл (х+'/-у) по формуле

Ф1 (х 4֊ ху) = Ш1 (х + *у)
, Г՜1Фг (х4֊Ху)=ш, (х + Хр)4- 2 — <«Д (х4֊Ху), 

р-1 Я (50)

где г = 2,- ■ •, п.
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;)։
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Обозначим
Г՜1 ЙР 

Ф,7 (х + Ху) = 2 -----
Р-Лр-

где j' =■ 0, • • •, п — 1; г=1 ,•••> п; j г.
В такой форме записи функции Ф01 (х + ^у),-• •> Фоя (хЧ-Ху) сов­

падают с функциями '{»i (х 4՜ Ху),-• •, 'Ь„ (х 4՜ Ху). Имеет место сле­
дующая

Лемма 1. При замене в выражении (50) функциями (51), 
функции Фу, г (х 4՜ Ху), (j<Zr> г Сп), линейно выражаются (с глад­
кими ограниченными коэффициентами) через функции '^։ (хЧ-Ху), 
где т—1, • • ■, n; I = 0, • • •, у.

Докажем это утверждение по индукции. Пусть утверждение вер­
но для функций Ф*. <• (х + >у), где к фиксировано, а г=£Ч-1,- • -, п.

Докажем, что оно верно и для функций Ф*+։, г (х 4՜ Ху), где 
г = к + 2,- • •, п.

Преобразуем функции Ф*+1, г (х-|-Ху) следующим образом:

Ф*+1, г (х + Ху)= У} —-—— • ш(Д (х+Ху)=

= ( <»‘*’*_։ (х-Г 1У) + ֊у ЧЗД (х+Ху) +• • • н- X
\ А» К ^)*

(х+Ху)..^ — ß'(хЧ-Ху)Ч-----+■ ՛

Йл-*-3 ՝
+ ֊-Г^Г,“Г2)(х + Х:у) ). (52)

(г—к— 3)! , /
Из формулы (52) следует, что

Ф*+1, г (хЧ֊Ху) = Ф* г-1 (хЧ-Ху)— ß' Ф*+1, г-i (х Ч- Ху), (53) 

где г = к 2, - ■ ■, п и производные всюду берутся по переменной 
£ = хЧ֊'у.

Из рекуррентной формулы (53) следует, что функции Ф*+։, г (хЧ- 
4՜ Ху) выражаются через функции Ф^ ,+2 (х-Ну), • • •, Ф* г_։ (х 4՜ Ху) 
следующим образом:

г—1
Ф*+։. г (х Ч- Ху)= 2 ак (хЧ-Ху) ■ (x-f-Xy) Ч- “о (х֊ЬХу) X 

/-*+2

ХФ*+1,*+՝2 (хЧ-Ху), (54)
где »4 (х 4՜ Ху) — бесконечно дифференцируемые, ограниченные функ­
ции, являющиеся некоторыми степенями от функций—ßz(x4-Xy).

Ясно, что
Ф/. J+1 (хЧ՜ >у) = ш'Л (х Ч- Xy)s ф{/) (х Ч- Ху), (55)

где j=0,- • - , п —1.
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Следовательно, утверждение верно и для функций Ф*+1. г (х-)-/-д). 

Утверждение для у=0 верно, так как функции Ф^ (х-±-/д),- • -,Фоч (х4* 
4- >д) совпадают с функциями фх (х 4՜ 'д'), ■ • фл (х 4֊ ).д), следователь­
но по индукции оно верно при любом к < п. Следовательно, функции 
Ф*, (х + \у) выражаются линейной комбинацией, с гладкими ограничен­
ными коэффициентами, через производные от функций фх (х 4՜ >д), • • • 
•• •> фл (х4-\у) До порядка к.

Итак, лемма 1 доказана.
Учитывая лемму 1 сделаем в формуле (48) замену (50) и 

ставим общее решение и (г) в виде
Л Г у (г)и (х)=Ее 8, ф, (х+>.у) + V алек (г) ф<*> (х4֊ 1д)

г-1 [ /-1А-1/-1 71

пред-

+ «,

(56) 
где ф, (х'4* >у) ~՜ произвольные аналитические функции относительно 
аргумента х-\-/у, исчезающие в бесконечности, а/г»* (х) — некоторые 
ограниченные бесконечно дифференцируемые функции, а ](г) опреде­
ляется формулой (41).

Первоначально предположим, что функции ф, (х4՜^) и гранич­
ная функция /(г) бесконечно дифференцируемы, соответственно в 

-|"Г и на Г. Используя граничное условие (2) и (42) из формулы 
(56) получим

Ее 2 8, ф, (х 4֊?^) + а =/ (х), |х| = 1. (57)
г-1

Далее, из (57), аналогично случаю простых корней, имеем

1 [д+х)/(0 
2«г и (< —х)-<

Л 4-г С. (58)

Как и в случае простых корней из формул (12) и (13) при = р. 
аналогично имеем

где я, есть г-ая строка матрицы о-1 .
/ р, \

Положив I г-]-----] </ = 9 из (59) получим
\ г /

т ' та 3 I - я (9) 
Г

(60)

где я (9) определяется формулой (39).
Используя (12) и (60), из формулы (56) имеем

и (х)= -Ее У 8г [— С — -----4֊ ’ * ЭА1
I «г 3 < — а(х 4- 1д) ՛■ ’• отонрннып

■>) Н ДО) УАНН
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+ 2 2 2 т “"- « ’
>-1 *-1 ■-! /*

1 С т* (г) / (/) М 
гл 3 [<— а (х + Ху)]*+։ -

, 1 Г/«)^ 
2к/ ;) { • (61)

Тот факт, что вектор-функция и (г), заданная формулой (61), 
является решением задачи (1)— (2), когда / (<) непрерывная функция, 
доказывается аналогично случаю простых корней. Следовательно, 
функция и (г), заданная формулой (61), является решением задачи 
(1)—(2) в случае кратных корней в классе непрерывных функций.

Следуя (39), (40) и (41) положим
= +^~2<—~ : + ~

----------- -------- ) . 1г> >1, 
(х + >■/ у) /

7/ (г)=У — МХ + ХУ)> гДе Н/= тт֊, 4 = 1 ■ ‘, г = х + /у. (62)
։+>•/ 2

В общем случае, делая в (31) замену функций <«/г_(х + Х,< у) на функ­
ции фуг (х +X; у) по формуле

г—I
“/г (х+К/ у) + 2 1/ <*) шл\֊р (х+>7 У)= Ф/г (х+Ху у), (63)

р-1 ;

где /==!,•••, '•о1 '■=!»•'•» — задача (1)—(2) исследуется аналогич­
но случаю *0=1 и доказывается справедливость теоремы 1.

Докажем единственность решения задачи (1)—(2). Для этого 
достаточно показать, что однородная задача (1)—(2) имеет только 
нулевое решение, а именно при / (г)=0, и (г) 0.

Пусть 1/ (г) удовлетворяет системе (1) и граничному условию 
и (х) = 0 при |г| = 1, (64)

которое понимается в смысле (3).
Рассмотрим вектор-функцию

Уп (х) = и (кг) при А > 1. (65)

Вектор-функция Ил. (г) в области |г|^-1 имеет ограниченные производ­
ные, удовлетворяет системе (1) и граничному условию

Ил (х) = 1/ (Аг) при |г| = 1. (66)
Тогда Ил (х) через свое граничное условие определяется единствен­
ным образом никоторой формулой (см.[4])

Ил(г) = у* (г, I) £/(А0 Л, (67)

1Л-1

где К (г, I)—непрерывная функция по £ и г при и не зависит от 
граничного условия. Переходя в (67) к пределу при к -* 1 и имея в 
:₽иду (64) и (65), получим, что и (я)=0 при |я|>1.
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Тем самым единственность доказана, а вместе с ней и полностью 
теорема 1. Если же нарушается условие Лопатинского, то в работе 
(см. [4]) показано, что однородная задача (1)—(2) имеет бесконечное 
число.линейно независимых решений.

Замечание. Скажем, что /(0 имеет в граничной точке (0 сла­
бую особенность, если в окрестности этой точки имеет место оценка

1/(0К֊££Ц-. где (68>

Аналогично доказывается справедливость теоремы 1 и формулы ре« 
шения задачи (1)—(2), если граничная функция / (#) имеет в конечном 
числе точек границы слабую особенность.

Тогда допускается, чтобы решение и (г) в этих точках также 
имело бы слабую особенность.

Теперь рассмотрим задачу (1)— (2), когда / (0€^1(Г) в смысле 
определения (4).

§ 2. Решение задачи (1)—(2) в случае, когда граничная функция 
/ (0 принадлежит (Г)

Пусть /(#) (Г) и характеристическое уравненйе (5) имеет
только простые корни.

Докажем, что вектор-функция и (г), определенная формулой (19), 
также является решением задачи (1)—(2) в этом случае, где гранич­
ное условие (2) понимается в смысле определения (4).

Из формулы (19) имеем

и (/?г) = Ее (---- + +
\ 2^и ц-Кг)/ )

»Ли. (6’>'
, . %։ и V—рДля+Рулх) I—Кг/г I

В силу теоремы Коши

Ке 2 ((, 6 Л ■ - ֊֊г-)/«‘‘>-0. (70>

Ясно также, что
/ (г) = Ре (-----— СУ (71)

X 2кг.) (Г-' 
г

Используя (70) и (71), из (69) получим . . . . ......

и (Иг) - / (г)— Ее (-----— С(/ +
\ 2кг 3 (£-/??)/
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+ Re? «, М ( - „ ,? ֊ ֊■ ) </(')-/<'» <"• <72>
“։ w< J \f—Р/ (/?г+Р7 Rz) t—Rz/

Из (72) имеем 2г.
U (Rz)-f(z) = рт֊՝ (/ «)֊/(=)) d? 4-

J К ~ Kz\ о

ip V S' f 1Ё/ (^+н/ Rz) — Rz)(f(t} —f(z))
+ (t-Rz)(t-^(Rz + ^Rz}) dt> (73)

Из (23) и (24) следует, что

\^] (Rz-\-vj Rz)—Rz\ < const •(/?’ —1) при fz| = 1 (74)
и

к — ?j(Rz + IV R z)\ const-k— A?z| при |f|=l. (75)
Используя оценки (74) и (75), из (73) получим

2х 
р D8__ 1

|б/(/гг)-/(г)|< с JL-L]f(t)-f(z)\d  ̂ (76)
J к— о

при |z|=l и t=elir, где С — некоторая постоянная. Пусть я=е'*. Сде­
лаем в (76) замену переменной, положим

Ф = ф+6. . (77)
Тогда из (76) получим

\U (Rz) - f (z)| < С f \f (A)-f(z)\ df>, (78)
J IC — R?
0

где C = e".
Используя (78), имеем

^\fW֊f(z)\d^M, (79)f (Ri~ 1 
J \|C-/?|։

где z=e1^, C = ert.
Так как / (г) С(Г), то для любого ®2>0 можно указать такое 

число 0, что если |0| < 8 и (С=е/։), то (см. [5])

l/(X)-/(z)|d+<8. (80)

С другой стороны мы имеем

I

2«
‘ 1 Г /?8-1
2« J |С-Я|։ о

</0 = 1, с = е'а. (81)
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Представим выражение (79) следующим образом:
2г. ~
iïfeï-f l/W-/«l‘'+)rfe=

J \ г J *о -х

-Кг^Р<Л)-/М1*)л+ —S —х
X

+ F (t^F l/W֊/(‘)l^=A(Wi(4 (82) 
J \|և-к J /-x

Ясно, что при фиксированном о интеграл /շ (Л)-*0 при Æ -» 1. Поэто­
му для з^>0 можно указать такое օ^ծՕ, что

|/։(/?)|<е при lÆ-lKS,. (83)
Из неравенства (80) и равенства (81) следует, что

LA (Æ)| <2«в. (84)
Итак, из (79), (83) и (84) вытекает (4).
Следовательно, утверждение о том, что вектор-функция U (z), 

определенная формулов (19), является решением задачи (1)—(2) при 
/ (0 6 6Л(Г)> доказано.

Аналогично доказывается, что формула (61) при ք (f)CA. (Г) 
является решением задачи (1)—(2) в общем случае.

Единственность решения задачи при / (<) Ç Լէ (Г) доказывается 
аналогично § 1, только с учетом того, что граничное условие (64) 
понимается в смысле (4).

В заключение выражаю глубокую благодарность моему научному 
руководителю профессору H. Е. Товмасяну за постановку задачи и 
постоянное внимание при ее выполнении.
Ереванский политехнический институт *

ям. К. Маркса Поступила 15.IV.1978

է. Պ. ՄնԼԻՔՍԵք^ՅԱՆ. Դիրիիւլեի խնդիրը էլիսյտական ոիստեմի երկրորդ կարդի դիֆե­
րենցիալ հավասարումների համար որոշ, |z| >■ 1 տիրույթում (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է հետևյալ եզրային խնդիրը, գտնել |z| > 1 տիրույթում

AUxx + BUxy ՜Ւ CUyy = 0 (1)
Հլիպտական սիստեմի երկու անգամ անընդհատորեն դիֆերենցելի լուծում ր, որը բավարարում է 

С/(х,р)1г=/(х, у), {Г:И = 1} (2)
եզրային պայմանին։

^նդիր (1) — (2)֊ը դիտարկվում է, երբ / (x, ÿ) Ç C Լ f (x, ÿ) £ Լլ (Г) ; Ապացուցված 
է հետևյալ թեորեման։

Եթե Դիրիխլեի խնդիրը (1 ) սիստեմի համար բավարարում է Լոպատինսկու պայմանին, 
ապա (1) — (2) խնդիրը ոձի լուծում խ այգ լուծումը միակն է։ Ստացված է լուծման բանաձևը։
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Е. Р. MELIKSETIAN. On Dirichlet problem for eecond order elliptical 
eyeteme of differential equation» in the unit dlek (summary)

In the article the following problem is considered. In the unit disk |z| >֊ 1 
find the solution of the system

AUjtx 4՜ BUxy + CUyy = 0 (1)
satisfying the boundary condition

i/(x,y)lr=/(x, у), {Г: |x| ==■ 1} (2)
where the vector function / (x, (Г) and f (x, y)£C.

Theorem: if the Lopatinsky conditions are satisfied then the Dirichlet 
problem has a unique solution. A formula for solution is obtained.
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Э. А. МИРЗАХАНЯН

О СВОЙСТВАХ ОДНОГО КЛАССА ОТОБРАЖЕНИЙ 
ПОДМНОЖЕСТВ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

В этой статье проводится дальнейшее изучение введенного 
В. Г. Болтянским класса Ко непрерывных отображений /: М —* Н под­
множеств вещественного сепарабельного гильбертова пространства Н. 
Определение и доказательства основных свойств класса Кд содержат­
ся в [1].

Приведем определение этого класса. Пусть Շ — открытое под 
множество пространства Ни ի Շ -* Н — непрерывное отображение. 
Будем говорить, что отображение ք принадлежит классу Кд, если оно 
обладает следующим свойством: для любой точки х0 £ Շ и любого 
числа е^>0 существуют такое конечномерное подпространство Լ^-Н, 
такая окрестность £/с(7 точки ха з И и такие действительные числа 
). и 8>0 (0 <Հ 8 <Հ я/2), что если х, ցէՍ н угол между вектором х—у 
и подпространством Լ не меньше ^/։, то выполнено соотношение

О/ (ж) ~ք *֊ ՀՀ- у)! < е 1* — уЦ-
Пусть теперь М—произвольное бесконечномерное подмножество 

пространства Н. Мы будем говорить, что непрерывное отображение 
ք: М-* Н принадлежит классу Ка, если существует открытое в Н мно­
жество Շ о М и непрерывное о тображение у՝. Շ -» Н, которое при­
надлежит классу Кд и совпадает на М с отображением /. Фигури­
рующее в приведенном выше определении действительное число 
можно выбрать так, чтобы оно определялось только точкой хй и бы 
ло пригодно для любого числа е>0. В этом случае число к одно­
значно определяется точкой х0 £ (Լ Получающаяся таким образом дей­
ствительная функция (х) = )у(х), заданная на (7, непрерывна; она на­
зывается терминальной производной отображения /. Одним из важн ых 
свойств отображений ք: М — Н, принадлежащих классу Кд, является 
локальное выполнение условия Липшица: для всякой точки х0 (- М су­
ществуют такие числа г>0 и с>0, что при х,у^М, |х—х^«^ г, [у— 
— х^<^г выполнено соэтноэтзние 3/(х)—/(у)Ц-СсРх — у1|.

Лем ма. Пусть С—отчрытое подмножество пространства 
Н, а ք։ Շ -* Н — отображение, принадлежащее классу Кд. Если 
точка Хд^С обладает такой, окрестностью £70сС, что ք (Մօ) с Хг 
где множество X конечномерно или локально компактно, то тер­
мина льна я производная \(х) отображения ք в точке Хд равна 
нулю.
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Доказательство. Предположим, что )./ (хо)=т^0, и выберем 
е^>0 так, чтобы выполнялось соотношение 5 <С Р /(х0)|. Так как / при­
надлежит классу Ко, то существуют такое конечномерное подпро- 
странствво Ас/7 и такая окрестность и с. С точки х0, что если 
х, у^и, х — у I А, то выполняется соотношение

I/ (х) — / (^)— '7 (х0)(х—у )1 < е |х—У|.
Из этого соотношения вытекает, что

V (•«)—/ (^И=11/ (•*)— /(^)—>7 (х0)(х— У)+ >՝/ (х0)(х—у)][ < ![/ (х)—/ (у) — 
— ՝Ч (*о) (* — У)1 + Мхо) (х — У)Ц < е|х — уЦ+ р./ (х0)| |(х — У)| =

= (8 + Р>/ (х01) к — У|.
С другой стороны

I'-/ (*о)(х — у)! = I/ (х) ֊ / (У) ֊ (/ (х) — / (у) — )./ (х0) (х — У)>| < 
< Р/ (х)- / (лг)! 4֊ I/ (х) ֊ / (у) - /./ (х0) (х-^а < I/ (X) -

—/(₽)1 + е1х — у1 
и потому

V (х) ֊ /(у)|| >1'7 (х0) I Ц(х — у)3 - е||х — (|)7 (х0)| — В)|х—
Итак, при х, у^и, х — У_[_А справедливы неравенства

(\'7 (х0)| ֊ Е) Цх — У||< |/ (х)—/ (у )8 < (Р֊/ (х0)| + е) ||х—у Ц. ( * )
Положим V = ио П и, тогда И является окрестностью точки х0 

в Н и / (У)с:Х, причем если х, У£ И, х—уЛ.1-, то выполнены нера­
венства ( *). Таким образом, если через Н* обозначать плоскость, 
проходящую через точку х0 и параллельную ортогональному дополне­
нию подпространства А, то отображение / будет отображать множе­
ство = VП Н* гомеморфно на некоторое подмножество множества 
X.

В частности, если՜ В—шар в плоскости Н*, имеюший цент р х0 и 
такой радиус г, что Вс й^, то / гомеоморфно отображает шар В на 
подмножество {(В)с.Х. Иными словами, множество X содержит под­
множество, гомеморфное шару конечного дефекта, что однако невоз­
можно, если множество X конечномерно или если оно локально ком­
пактно. Полученное противоречие показывает, что /у (хо)=О. Итак 
лемма полностью доказана.

Из доказанной леммы непосредственно следует, что если 6 — 
открытое подмножество пространства Н, /•. С -*■ X—отображение клас­
са Ко и множество X конечномерно или локально компактно, то тер­
минальная производная (х) отображения / тождественно равна нулю 
на множестве С.

Следствие 1. Если С открыто в Н и отображение 
/ :С ->• Н , принадлежащее классу Ко, является вполне непрерыв­
ным или локально конечномерным, то терминальная производная 
I/ (х) отображения / тождественно равна нулю на С.
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В самом деле, если отображение / вполне непрерывно, то для 
каждой точки x0£G существует такая шаровая окрестность UczG, 
что / (U) содержится в компактном множестве, если же f—локально 
конечномерно, то для каждой точки x0^G существует такая окрест­
ность Uc.G, что f (U) конечномерно.

Следствие 2. Пусть f-.M — Н — отображение, принадлежа­
щее классу Ко, а х0£М—точка, обладающая такой окрестностью 
Uoc.M, относительно Н, что f(U0)cX, где множество X конечно­
мерно или локально компактно. Тогда терминальная производная 
>/(х) равна нулю в х0.

В самом деле, пусть g'. G — Н — отображение, принадлежащее 
классу Ко и являющееся продолжением отображения / на открытое в 
Н множество G. Поскольку g(JJ0}ccX, то, согласно доказанной лемме, 
)т(хо1=О и потому л/ (х0) = а?(х0) = 0.

Замечание. Утверждение доказанной леммы остается справед­
ливым, если открытое в Н множество G заменить открытым подмно­
жеством подпространства Н'сН, имеющего конечный дефект. Анало­
гичным образом, утверждение следствия 2 остается справедливым, 
если считать М множеством, лежащим в подпространстве Н' конеч­
ного дефекта, а окрестность точки х0 рассматривать относи­
тельно Н՛.

Предложение 1. Пусть р: Н -* М — ортогональный проек­
тор пространства Н на его замкнутое подпространство М. Ото­
бражение р принадлежит классу Ко тогда и только тогда, когда 
подпространство Мконечномерна или является подпрзстранстзом. 
конечного дефекта.

Доказательство. Предположим, что М — конечномерное под­
пространство; из соотношения |)р (х)— р (։/)| CJx— у( следует, что 
отображение р удовлетворяет условию Липшица на Н, поэтому для 
доказательства принадлежности отображения р к классу Ко достаточ­
но, согласно [1], показать, что для любой точки х0^Н и любого 0 
существуют такое конечномерное подпространство Lc.H, такая окре­
стность Пс.Н точки х0 и такое число X, что если x,y^U и х—yA~Lr 
то выполнено соотношение |]р(х) — р(у)—X (х — у)Ц С s[x—yj. Ясно, 
что если за U возьмем произвольную окрестность точки х0'в Ни поло­
жим L=M, Х=0, то при х, y^U, x—y±_L будем иметь Jp(x)—р(у)~ 
— Х(х—у]=||р(х—y)D=JOJ<sJx—yj. Таким образом, если М — конеч­
номерное подпространство, то отображение р принадлежит классу 
(причем, согласно лемме, производная <р (х) тождественно равна ну­
лю на Н.

Предположим теперь, что М является подпространством конеч­
ного дефекта. Как и в предыдущем случае заключаем, что отображе­
ние р удовлетворяет условию Липшица на Н. Пусть х0^Н, а е^>0 
произвольное; пусть, далее, U — произвольная окрестность точки х0 
1098-2 .....----------—
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в Н\ обозначим через Ь ортогональное дополнение подпространства 
М в Ня положим X = 1. Тогда, если х, у^и, х — у±_Ь, будем иметь 
1р(х) — р(у} — уИ = 0(х—у) — (х—у)1=|Ю|!<вк—^||. Итак, отоб­
ражение р принадлежит классу Ка и его терминальная производная 
>.р (х) тождественно равна 1 на Н.Л

Пусть, наконец, М является бесконечномерным подпространством 
бесконечного дефекта и пусть Л' его ортогональное дополнение в Н, 
а д://—»Л/—ортогональное проектирование на /V. Предположим, 
что р^.К0. BoзьмeмJ произвольную точку х^Н и положим в=-^֊. 

Тогда существует такое конечномерное подпространство и та­
кая окрестность и точки х0 в Н, что если х, у^и и х—у1£, то

1Ь (х) ֊ р (у) — X (х0) (х—#)| < е|х—(••)

Положим теперь /•!=/>(/.), Л։=д(£). Легко видеть, что если вектор 
е ортогонален каждому из подпространств £х, £։, то -он ортогонален 
и подпространству Ь. В самом деле, если вектор / принадлежит Л, 
то /=р (/) + <?(/); при этом е_1_р(/) (поскольку р(/)^£1, а 
т. е. е-р(/) = 0 и, точно так же, 'е • д (/) — 0; следовательно, е/ = 0, 
т. е. вектор е ортогонален каждому вектору /££ и потому е±Л.»

Пусть теперь 0 — вектор, принадлежащий подпространству М 
и ортогональный подпространству (такой ^вектор существует, по­
скольку подпространство М бесконечномерно, а конечномерно). 
Пусть, аналогично, е2 =/= 0 — вектор, принадлежащий подпространству 
М и ортогональный подпространству Так как е1^М, то и, в 
частности, е1±£։ (поскольку Следовательно, вектор ех ортого­
нален каждому из подпространств £1։ £2 и потому «!_]_£• Точно так же 
ег]_Ь. Мы можем при этом предполагать длины векторов ех, е։ на­
столько малыми, что точка х'=х04-е1։ х"=х0-|-е։ принадлежат ок­
рестности I/. Ясно, что р (х') — р (х0) =р (х0+ — р (х0)= р (х0) +
+ *1 —Р (хо) = е;“ р (х") — р (х0)=р (х0+ е։)— р (х0) =р0 (х0)—р (х0) = 0.

Применяя соотношение (**) к точкам х = х', у = хп получаем

Цр (х') — р (х0) —). (х0) (х'— х0)|! < в|х/— Хо1,

^посколькут. е. 1ег—к(х0)е1Й<е|е11!, и потому |1 — X (хп)|< у 2_\ 
3 )՝

С другой стороны, применяя соотношение (**) к точкам х=х", у=х0, 
получаем

(х") ֊ р (х0) - X (х0) (х"- хЛ < ейх"- хЛ,

т. е. |Х (х0) е2II < еЦеЛ, и потому |Х (х0).՛ <----

Теперь получаем
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1121 = 1(1- л (х0)) -Г > (х0)1 < |1->- (хо)| +1>- (ХО)| < - + 2- = Д-, 
ООО

что противоречиво. Полученное противоречие показывает, что отобра­
жение р в рассмотренном случае не может принадлежать классу Ко.

Предложение 2. Два замкнутых шара Вг и В2 одного и 
того же конечного дефекта д гильбертова пространства Н гомо­
морфны между собой в классе Ко.

Доказательство. Обозначим через Н1 несущую плоскость 
шара В։, а через О/ —его центр, /=1, 2. Рассмотрим параллельный 
перенос ® : Н — Н на вектор а = 02—0х и положим Н\=<?(Н^ и 
51=<₽(51). Тогда В\ есть шар с центром 0г, имеющий Н\ своей не­
сущей плоскостью. Пусть Н3 = Ну П Н2; ясно, что подпространство Нл 
имеет в каждом из подпространств //7, Н2 один и тот же конечный 
дефект 5^-0, и потому в Н оно имеет дефект з. При б = 0 плос­
кости Ну и Н2 совпадают, а шары Ву и Вч являются концентричными 
с общим центром О2. Рассмотрим гомотетию ф в плоскости Н2 с цен- 

ром в точке Оо и коэффициентом л = —, где гх и г2 — радиусы ша- 
Г1

ров Вг и В2 соответственно. Отображения <р и ф принадлежат классу 
Ко и отображение /=фо<р является искомым: оно принадлежит классу 
Ко и гомеоморфно отображает шар Вх на В2.

Пусть теперь з^>0. Тогда Н3 является собственным подпростран­
ством пространств Ну и Н2. Выберем произвольный ортонормирован- 
ный базис {а1։ а2, • • •, ап, • • • ] пространства Н3 и дополним его до 
ортонормированного базиса {6Х, Ь2,6,, ах, а2,•••) пространства Ну 
и до ортонормированного базиса (61, Ьч, ■•֊, Ь։, а1г а2,• ■■, а„, • • •} под­
пространства Н2. Далее, базис {Ь1г Ь2,- • •, Ьз, а1։ а2, • • •} пространства Н 
дополним до ортонормированного базиса (с1։ ■ • •, сч, Ьг, • • •, Ьз, а1։ а2,- • •) 
всего пространства Н, а базис {61,•••,&$, а1։ •••} пространства Н2 до­
полним до ортонормированного базиса {су,•••, с9, Ь։, ах, •••}
всего пространства Н. Пусть §:Н^-Н — линейное отображение, оп­
ределяемое соотношениями

’ ?(с/) = с’, г = 1, 2,--, <7

= /=1, 2,-.., з

о (а*) ~ 1, 2, • • •.
Отображение § принадлежит классу Ко и отображение /=фо#ор яв­
ляется искомым (т. е. оно гомеморфно отображает шар Вг на В2), чем 
и завершается доказательство.

Из доказанного предложения непосредственно следует, что два 
открытых шара, (а также две сферы), имеющих один и тот же конеч­
ный дефект в Н, гомеморфны друг другу в классе Ко.
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Ниже приводятся два утверждения о принадлежности композиции 
двух отображений к классу Ко.

Предложение 3. Пусть С и С— открытые подмножества 
пространства Н, {: С-* С—отображение, принадлежащее классу 
Ко, терминальная производная >/ (х) которого всюду на С равна 
нулю, а ц-.б'-Н—отображение, локально удовлетворяющее на С' 
условию Липшица. Тогда композиция К = gof•.G -* Н принадлежит 
классу Ко и терминальная производная >.* (х) всюду на С равна 
нулю.

Доказательство. Пусть выбраны произвольная ’точка х0 
множества (7 и произвольное положительное число е. По предположе­
нию существуют такая окрестность Ис С точки у$ — /(х0) и такое 
число с£>0, что для любых точек уи уа из И имеет; место соотно­
шение

lg(yi) — g(yt)'<cly1 — y^.

В силу непрерывности отображения / существует такая окрестность 
иоС-С точки х0, что /(ио) с И. Поскольку /£К0, то существуют та­
кая окрестность //сС точки х0, такое конечномерное подпространство
LcH и такое число 8^>0 что если х, y^U и угол между

вектором х — у и подпространством L не меньше —— 8, то

8/(х)-f(y) - Мх0)(х-у)| = 1/(х) -/(у)|< - |х - # 
с

Положим 1И=/7л£/о и пусть х, у^ — такие точки, что угол меж- 
ду вектором х—у и подпространством £ не меньше —---- 8. Тогда

будем иметь

||Л (х) - h (у) - 0• (х ֊ у)3 = (/(х)) - g (f(yW<

e 
< С lf (х) — f (y)J с С---- jx — у|| = в Цх — у||.

с

Итак, отображение h принадлежит классу Ко и терминальная произ­
водная лл(х) всюду на G равна нулю.

Следствие 3. Если f — линейный вполне непрерывный опера­
тор, a g — линейный ограниченный оператор, то композиция h = gof 
принадлежит классу Ко и К* (х) == 0 на Н.

В самом деле, и 1/(х)=0 на G, а оператор g удовлетво­
ряет условию Липшица на Н.
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Замечание. В предложении 3 условие >./ (х) == 0 на G суще­
ственно, т. е. из того, что отображение /: G-*G' (где G, G'—открытые 
в Н множества) принадлежит классу Ко, a g: G'-*H локально удовлет­
воряет условию Липшица, вообще говоря (без наложения требования 
/ Дх)=0), не вытекает, что gof£K0. В самом деле, пусть f—тожде­
ственное отображение пространства Н (так что f£.K0 и Х/(х) =1, т. е, 
условие А/(х)эО не выполнено). Далее, пусть g : Н->Н—ортогональ­
ное проектирование на некоторое бесконечномерное замкнутое под­
пространство М, имеющее бесконечный дефект в Н (так что g удов­
летворяет условию Липшица). Тогда отображение h = gof=.g не при­
надлежит классу Ко (см. предлож. 1).

Автору неизвестно, будет ли композиция fog отображений 
g: G-*-G' и /: G-*Н принадлежать классу Ко, если (как и в предло 
жении 3) / принадлежит классу 7С0 и i֊j(x)=0, а отображение g ло 
кально удовлетворяет условию Липшица. Однако при наложении на g 
некоторых дополнительных условий включение f°g£K0 может быть 
доказано. В частности, нетрудно доказать, что справедливо следую­
щее утверждение: если /: G'-* Н принадлежит классу Ко и ).,(х) = 0, 
а отображение gG—G' является ортогональным преобразованием, то 
отображение fog принадлежит классу Ко и его терминальная произ­
водная тождественно равна нулю.

Автор выражает признательность В. Г. Болтянскому за сделан­
ные им полезные замечания.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 6.VIL1979

է- 11. ՄԻՐԶԱԽԱՆՅԱՆ. Հիլբերտ^ան տարածության ենթաբազմությունների արտապատ­
կերումների մի զասի հատկությունների մասին (ամփոփում)

Հողվածում տրվում է իրական սեպարաբել H հիլբերտյան տարածության ենթաբազմու­
թյունների անընդհատ արտապատկերումների Վ. Գ. թոլտյանսկու կողմից մտցված դասի 
հետադա հետազոտումը։

դասի սահմանումը և մի շարք հիմնական հատկությունների ապացույցը պարունա­
կվում են (1)-ում։

Ներկա հոդվածում բերվում են այդ դասի մի քանի նոր հատկություններ ւ Մասնավորա­
պես, ապացուցվում է, որ H տարածության իր № փակ ենթաբազմության վրա օրթոդոնալ 
պրոեկտման օպերատորը պատկանում է դասին այն և միայն այն դեպքում, երբ Ւձ.-ը 
վերջավոր չափանի է կամ ունի վերջավոր դեֆեկտ H տարածությունում։

E. A. MIRZAKHANIAN. On tome properties of a class of mappings 
of subsets of a Hilbert space (summary)

The paper deals with the class AOl introduced by V. G. Boltyanski. of conti­
nuous mappings of subsets of a real separable Hilbert space H. The definition of the 
class Kq and its main properties can be found in (1). In the present paper some 
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other properties of this class are presented. Particularly, it is proved that an opera­
tor which carries out an orthogonal projection of the space H on its closed subspace 
M belongs to Ko if and only if M is finite-dimensional or the defect of M in H is 
finite.
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Р. В. АКОПЯН

О РЕГУЛЯРНОСТИ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ /-НЕОТРИЦАТЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

В этой работе вводится спектральное разложение /-неотрица­
тельного оператора и изучается регулярность его спектральной функ­
ции на бесконечности.

Пусть Н—гильбертово пространство, в котором наряду с обыч­
ным скалярным произведением (/, g) (/, введено индефинитное 
скалярное произведение

[/» й=С/Л ?). /=Р+-Р-,
где — взаимно дополнительные ортопроекторы в Н.

Для любого линейного оператора А, действующего в плотной 
области определения Д(А), соответствующий /-сопряженный опера­
тор однозначно определяется при помощи равенства (см. [1])

. И/, *]=[/» /еО(А).
Оператор А называется /-самосопряженным, если А + =А. В даль­
нейшем под /-неотрицательным оператором понимается /-самосопря­
женный оператор, удовлетворяющий условию

[Д/, /] > О, /Ц)(А).
1°. Пусть А—/-неотрицательный оператор, имеющий хотя бы 

одну регулярную точку внутри верхней полуплоскости, тогда, как 
известно [1], все точки в верхней и нижней полуплоскости входят в 
резольвентное множество оператора А, кроме того оператор-функция

яЛ,{Д) = = (Д—д/)՜1
является Л-функцией, т. е.

1т [г& (Д)/, /]>0
.для 1т г^>0 и ]£Н. Действительно

[г(Л-я/).֊։/, /]֊[г (Д-г/)֊*/։/]=[^ (А-г1)֊' /, /]-
-[I /, (А -г!)֊' /■] = [я (А -г!)֊' /, /}- [г (Д - г /)֊* /, Л =
=[(г-7)(Д-2/)-> Д(Д Л=(* ~~г)[А (А-~г1}֊Ч.

{А — г Г)~х/\.
Поэтому имеет место представление [2]:

д/ЫД)=«+?*+ Йг^-֊—п>
J г 14-К7
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где а — ограниченный/-самосопряженный оператор, р — ограниченный 
/-неотрицательный оператор, а [/*(>՝)/, /]> неубывающая функ­
ция, такая что

с /1] 1 + >֊2 оо.

Из представления (1) следует, что если провести простой замк­
нутый контур Г (■», Iх)» где 0 <Сн или у |* 0, пересекающий точ­
ки р под прямым углом, то сингулярный интеграл

Л 1' 

2 14 3 
< Г (■>. V-)

существует.
Положим - »

р) = ֊֊: С 

г (’. и) 
Легко подсчитать, что

Т

Г/ х Г^(>) £(^, р.)= —12.

Е(ч, и) будем называть спектральной мерой. 
Если существуют пределы

5-1ш։Е(у, р), 5֊1тЕ(ч, р), 
0<»<1* »<|*<0

!*-►+ «•
то спектральная мера Л՝(м, р) называется регулярной на бесконеч­
ности (см. [7]).

Очевидно, что для регулярности спектральной меры Е (V, р) на 
бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы сходился интеграл

3 Р-1
1М>1

Спектральная мера Е(м, р) называется регулярной в точке нуль, 
[7], если существуют пределы

з — Нт Е (у, р), $ — Нт Е (у, р). 
0<»<|1 *<|К0

•>-0 , ц-0

Очевидно, что спектральная мера регулярна в точке нуль тогда 
и только тогда, когда сходится интеграл

[ ’ ՛
1 |Ч '

0< 1*1 <1
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Спектральная мера £"(>, |а) называется регулярной, если она од­
новременно регулярна и в точке нуль и на бесконечности.

Введем на О (А) новое скалярное произведение
(/> ?)1 = ИЛ £]••

Легко убедиться, что в этом скалярном произведении оператор А 
является обычным самосопряженным оператором, и поэтому на Е (Л) 
имеем представление

А (А - я/)֊։ = С 4^- •
. и А — 2* —

Отсюда на О (А) имеем

г (Л -я/)՜1 ==֊֊/+ '■ (2)
и '« — Ъ — •»

Предположим 
Тогда операторы

, что спектральная мера регулярна на бесконечности.

• а — IdF (X)
и ₽

являются ограниченными операторами и сравнивая представление (1) 
и (2), получаем

Р = О, а - [ У.£9Э. ^—1,
3 1 + л8 

— м
Итак, в случае регулярности спектральной меры на бесконечности 
для резольвенты оператора Л имеем представление

Отметим, что в работах [3], [4] условия регулярности на бесконеч­
ности по ошибке пропущены.

Пусть спектральная мера оператора Л регулярна на бесконеч­
ности. Определим функцию ЕХ(Ъ), Х=/=0 следующим образом:

Е. (X) — 5 — Нт Е (|а, X). 
|Х-»~■“

Легко подсчитать, что
х

при X < О (4)

* Если Кег А содержит ненулевые элементы, надо рассматривать фактор про­
странство по Кег А.
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и 
00

А ()֊) = /- у при Х>0. • (5)
А

Положим
£().) = М-0).

Как и в работе [5] устанавливается, что Е обладает следующими 
свойствами:

1. £().) — У — ортогональный проектор, при /. =£0,
2. £()•)• £0>) = £(тт()֊, р)), к¥=0, н=£0,
3. £(/ ֊ 0) = £(/•)> *=/=0,
4. $ — Нп։Е(*) = 0, $ — Нт £()) — /. х-*—•• +
Пусть £ (Д) = £(?)—£(։), где Д = (а, р), ։=/=0, р =/= 0, тогда 

интегрируя (2) вдоль замкнутого контура, проходящего через точки 
а и Р, получим

Л£(Д) = /=(р)֊Л(а). (6)
Заметим, что для /££>(.4) существует я— Ит£ (X)/ = £(+ со)/, к*4«

а функцию £()֊) можно нормировать так, что
я — Нт £(/.) = 0.

Таким образом, из (6) следует, что для
А/=Е (+*>)/. . (7)

Из (4) и (5) для /££)(4) имеем
о

^(-О)/=Сх</£(Х)/, (8)

Е(+ со)/- £(+0)/ = >.</£().)/. (9)
о

Складывая (8) и (9) и учитывая (7), получим спектральное разложе­
ние оператора А 

«ж
А/=Е/+^Е(Ы,^О(А), (10)

где 5=/г(4.0)_/(_0) 

Аналогично работе [5] доказывается, что 
1. 5—/-неотрицательный ограниченный еператор, 
2. 52=О, 
3. 5£(Д) = £(Д)5=О, ((Г£Д), 
4. 45/=54/=0, для /££>(4).
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2°. Имеет место следующая
Теорема 1. Для тою чтобы спектральная мера ^неотри­

цательною оператора А была регулярной на бесконечности необ­
ходимо и достаточно, чтобы сходился интеграл

У Ее «Р« /€//• (И)
1 •

Доказательство. Из (1) имеем

[& (Д) /, Л=[«/. Л+*у (₽/» /] + Г (֊ ֊ ֊^) л [/ (к) /, Л,
2 х'—гу Ч- *֊ /— ел 

откуда

[Л, (А) /, /)- - 4^+{|>/, Л+Л Г (֊г֊г - ГТ՜.) ' 
у 1д J\>՝+ у 1+у*/

поэтому

Ке [/?/, (А)!, ЛЧРА Л + С ֊֊' <12>
л к + у

—

где
*(к)=[Г(к)/,л.

Из неотрицательности слагаемых в (12) следует, что интеграл в 
(11) сходится тогда и только тогда, когда 0 = 0 и сходится интеграл

(13)

Очевидно, что интеграл в (13) сходится тогда и только тогда, 
когда сходится интеграл

Л (к) (14)

Легко убедиться, что функция 
00

С бу 1 / к 1 \и՜ ’:՜)
1

на сегменте |к| 1 ограничена, а при |к| > 1

Поэтому интеграл в (14) сходится тогда и только тогда, когда схо­
дится интеграл
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Отметим, что техника, используемая при доказательстве этой теоремы 
незначительно отличается от доказательства известного признака 
И. С. Каца принадлежности функций классу R՝ [6].

Теорема 2. Для того чтобы спектральная мера'^неотрица­
тельного оператора А была регулярной, в точке нуль необходимо 
и достаточно, чтобы при любом сходился интеграл*

1
[Йе [/?„ (А)/, /] бу. (15)

О

Доказательство. Из (12) имеем

R. [ЛИЛ)/, Л-»/. Л +
—• со

и, следовательно, интеграл (15) сходится тогда и только тогда, когда 
сходится интеграл

при |/.| 1 удовлетворяет оценке

а при 0 р.| < 1
я . 1 1 ' г.
----  — arctg — <-----4|).| |Х| *|).| 2p.j

Поэтому интеграл в (16) сходится тогда и только тогда, когда схо­
дится интеграл

Г da ()■)
J w

0<|Х/<1

1 . .
*При 3" 0 интеграл j Ке[Л/у(Л) /, /] dy должен сходится на всех /, для 

которых Sf = 0.
О
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Объединяя теоремы 1 и 2, сформулируем теорему.
Теорема 3. Для тою чтобы спектральная мера /-неотри­

цательною оператора А была регулярной, необходимо и достаточ­
но, чтобы при любом сходился интеграл

Ее [Я/у (Л) /, /] бу. 
и

В работе [7] было доказано, что регулярность в нуле спектраль­
ной меры может нарушаться уже при одномерных возмущениях. Здесь 
будет доказано, что регулярность на бесконечности сохраняется при 
любых ограниченных возмущениях.

Если спектральная мера /-неотрицательного оператора А регу­
лярна на бесконечности, то из (3) при у>1 следует, что •

МI (А)Ц< —• (17)
У

Поэтому, если А'=А-\-К, где А՜—ограниченный /-неотрицательный 
оператор, то

- М 
(Л)| < —1, при ։/>а>0. (18)

У 
Действительно

00
(Л-н/)֊1 = (Л+К^гу}֊> =(Л-ф)֊’ 3 ((Л-ф)֊> К]»,, 

л -О 
при М[ККу.

Таким образом, при у 2 М ЦАЦ = а имеем

1(А гу) К у •

У

Теорема 4. Пусть А—/-неотрицательный оператор, спект 
ральная мера которого регулярна на бесконечн ости, К — любой 

/-неотрицательный ограниченный оператор и А =А + К. Тогда 

спектральная мера оператора А такж е регулярна на бесконеч­
ности.

Доказательство. Имеем

(Л-/»)-’ = (Л — /у)֊1 - (Л- ։у)-' К (А — гу)-' .

Для второго слагаемого, используя (17), (18) при у^>Ь^>0, получим: 
- МКЛ-ф)-^(Л֊ф)֊Ч<^

У
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Следовательно, для любого f£H
•п

j* Re [ Rly (A) f, /] dg

1

сходится.
В заключение выражаю благодарность М. Г. Крейну за обсужде­

ние результатов этой работы.
Ереванский государственны# университет Поступила 10.XI.1979

Ռ. Վ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ, /-ոշ |>ացասակաէ օպերատորի սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեդուլյարություէք 
ւնվերշությունում (ամփոփում)

Աշխատանքում ստացվում է մ-ոշ բացասական օպերատորի սպեկտրյալ վերլուծությունը 
և ուսումնասիրվում է նրա սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեցուՀլարութլունրւ

Ապացուցվում որ սպեկտրալ ֆունկցիայի ոեգսպյարոլթյոլնր անվե րքոլթյոլնում կա­
յուն է ցանկացած սահմանափակ գրգռումների նկատմամբ'

R. V. HAKOPIAN. On the regularity of epectral function of J—nonnegalive 
operator In the Infinity (summary)

The spectral resolution of J—nonnegative operator is obtained and the regula­
rity of its spectral function is studied.

It is proved that fhe regularity of spectral function in the infinity is stable 
with respect to all bounded perturbation.
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С. А. АНТОНЯН

РЕТРАКТЫ В КАТЕГОРИЯХ С-ПРОСТРАНСТВ

Введение

В настоящей статье основные факты теории ретрактов распро­
страняются на категорию МО всех метризуемых (7-пространств, .т. е- 
метризуемых пространств, рассматриваемых со всевозможными дейст­
виями*  как правило, компактной группы О.

Большинство доказываемых здесь результатов анонсировано на­
ми в [1].

Частным случаем основной теоремы 1 является
Теорема 2. Всякое полное выпуклое инвариантное множе­

ство V локально выпуклого пространства Е, на котором линейно 
действует компактная группа О, является абсолютным экстен­
зором для категории МО.

Если кроме того пространство Е метрическое, а множество 
V сепарабельное, то Р является абсолютным экстензором даже 
для категории NO всех нормальных О-пространств.

Как показывают примеры 1 и 2, условия компактности группы 
(7 и полноты множества V в этой теореме существенны. Лишь в слу­
чаях, либо конечности группы (7, либо конечномерности пространства 
£, нам удается освободиться от условия полноты множества V. Как 
показал Майкл [6], сепарабельность множества И во второй части 
теоремы 2 необходима даже в случае тривиальной группы О.

Взяв группу (7, состоящую из одного элемента, мы получим пер­
вый частный случай теоремы 2 — известную теорему Дугунджи ([3], 
стр. 86), о том, что всякое выпуклое множество локально выпуклого 
пространства является абсолютным экстензором для категории М всех 
метризуемых пространств.

Взяв (7 = Ер — циклическую группу простого порядка р, мы по­
лучим второй частный случай — теорему Яворовского [13].

Положив И = Н՞—евклидово пространство и взяв группу Ли (7, 
ортогонально действующую на К.", мы получим третий частный слу­
чай— известную теорему Л Глисона [7]. Естественно полагать, что тео­
рема 2 подобно теоремам Дугунджи и Глисона может иметь много­
численные применения. Во всяком случае последующее изложение на­
шей работы существенно на нее опирается.

Статья делится на 4 параграфа. В § 1 приводятся основные оп­
ределения теории О-пространств, рассматривается естественное дей՜

Все основные определения см. в § 1.
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ствие группы С на пространстве отображений и приводится нужная 
для дальнейшего теорема Ю. М. Смирнова [11] в несколько уточнен՜ 
ном виде. В § 2 доказывается необходимая для основной теоремы

’ Основная лемма 2. Пусть V—полное выпуклое инвариант, 
ное множество локально выпуклого пространства Z, на котором 
линейно и непрерывно действует компактная группа С, а С (С, 0 
— пространство непрерывных отображений /'.С-» V, рассматри­
ваемое с компактно-открытой топологией и с действием группы С, 
заданным формулой (8/) (8')֊8/(8') (см. лемму 1).

Тогда существует непрерывное отображение ]’:С(С, И)—> И, 
удовлетворяющее трем условиям:

инвариантность) ^п/ — [/= [

где ц/(е) = /(^8), а /ь (8) = / (8^) для любого Л из в, 
зквивариантность)\8 */=£$/  Для любого 8 аз С, 

нормировка)^/ = о0, если /(С) = и0^И.

Условия компактности группы С и полноты множества V здесь 
существенны. В случаях либо конечности группы С либо конечномер­
ности пространства Z от полноты множества V можно отказаться. 
§ 3 посвящен основной теореме 1 и примерам.

В § 4 главные факты теории ретрактов переносятся на С-прост- 
ранства. •

Например, теорема об эквивалентности понятий быть абсолют­
ным (окрестностным) ретрактом и быть абсолютным (соотв., окрест- 
ностным) экстензором [6] переносится на категорию й’-пространств, 
метризуемых полной метрикой, при условии, что группа С компактна 
(теорема 3). Теорема суммы [3] оказывается верной и в категории 
МС при том же условии компактности группы С (теорема 4). В том 
же предположении о группе С остается верной и теорема Борсука о 
продолжении гомотопии [3].

Теорема 5. Пусть У — абсолютный экстензор категории 
МС, а К’.АХ!-*  У—эквивариантная гомотопия между отобра­
жениями Ло и Если Ко имеет эквивариантное продолжение 
Но: X—* У, где А замкнуто и инвариантно в Х^МС, то Л имеет 
такое эквивариантное продолжение Н:ХХ1-*-У,  что Н0(х) = 
= Н(х, 0).

Следует уточнить, что отрезок I здесь рассматривается лишь с 
тривиальным действием группы С, а «действие группы на произведе­
нии определяется обычным покоординатным способом. На самом деле, 
в тексте эта теорема доказана в значительно более широком случае, 
а именно, для такой полной подкатегории КС категория нормальных 
С-пространств, которая вместе с каждым объектом содержит любое 
его замкнутое инвариантное множество, а также и произведение Хх1. 
Таких категорий КС достаточно много.
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Далее для категорий МС, СС и т. п доказывается теорема 6 о 
том, что 6-пространство является абсолютным экстензором в точно­
сти тогда, когда оно 6-стягиваемо и является абсолютным окрестно- 
стным экстензором.

Теорема 7 дает простое необходимое условие для того, чтобы 
6-пространство У было абсолютным (окрестностным) ретрактом ка­
тегории МС, где б—локально компактная ^-компактная группа. На 
этом основано построение примерев 1 и 2.

Аналогичные теоремы были ранее доказаны Яворовским [13] (в 
случае группы б = Хр и конечномерного компактного метризуемого 
пространства У) и Ю. М. Смирновым [10] (для метризуемой группы б).

§ 1. Основные определения и факты

1. Действием группы б на пространстве X  называют, всякое не­
прерывное отображение (#, х) —»gx топологического произведения 
б X X в пространство X, удовлетворяющее условиям

*

• Группой называем мультипликативную топологическую группу, а простран­
ством — топологическое пространство.

** е — единица группы С.
1098-3

А) 8 (8 Х) = (88՛) х>
В) ех = х**

для любых g, g' £С, X £ X,
2. Если б—группа, а X— линейное пространство, то действие 

(#, х) —» gx называют линейным, если выполнено условие

С) 8 О-Х -I- ру) = >.#х 4- МУ

для любого g£C, любых чисел р и любых х, у^Х.
3. Если б — группа, а (X, р) — метрическое пространство, то 

действие gx называют изометрическим, если (>^х, 8у)=?{х, у) для 
всех g£G, х, у£Х. Метрика р в этом случае называется инвариантной 
(относительно действия gx).

4. (Линейное) пространство X с фиксированным на нем (линей­
ным) непрерывным действием группы б называют (линейным) б-про- 
странством.

5. Непрерывное отображение [’.Х-У  б-пространств называют, 
эквивариантным или б-отображением, если оно коммутирует с дан­
ными действиями, т. е. если /(^х)=^/(х) для любых х£Х и #£6.. 
Легко видеть, что все б-пространства и все 6-отображения состав­
ляют категорию.

*

Легко также проверить, что если б состоит из одного элемента, 
то категория б-пространств и 6-отображений изоморфна категории 
топологических пространств и непрерывных отображений.

(Другие примеры б-пространств см. в [10]).
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6. Множество Л G-пространства X называют инвариантным, или 
G-множеством, если ga £ А для любых g£ G и а £ А. Ясно, что каж­
дое инвариантное множество А G-пространства X само является 
G-пространством, если его рассматривать с ограничением действия 
группы G на А-

7. Произведением X X У G-пространств называют топологическое 
произведение XX У, рассматриваемое вместе с покоординатным 
действием g (.г, у) = (gx, gy) группы G.

8. Эквивариантную гомотопию или G-гомотопию Н : X X 1 -  У 
определяют как обычно, требуя естественно, чтобы Н было эквива­
риантным отображением, но при непременном условии, что группа G 
действует на отрезке / тривиально, т. е. gt = t для любых g£<i и 

Стало быть, Н (gx, t)=gH(x, t) для любых

*

х^Х, t(J, g^G.

9. G-пространство У называют G-стягиваемым, если его тож­
дественное отображение гомотопно некоторому эквивариантному по­
стоянному отображению /: У —♦ У.

10. G-пространство У {называют абсолютным (окрестностным) 
экстензором для некоторой категории KG G-пространств (сокращенно 
АЕ (KG), соотв. ANE(KG)), если для любого объекта X из KG вся­
кий морфизм f‘.A-  У, где А замкнуто и инвариантно в X, имеет 
продолжение F'.X-Y  из категории KG (соотв. F'.O-  У, где О—не 
которая инвариантная окрестность множества А в X, а / £ KG).

*
* *

Мы будем рассматривать лишь такие категории KG, которые 
содержат все инвариантные замкнутые подпространства своих объек­
тов, а также содержат все эквивариантные отображения своих объек­
тов. Поэтому следующие два определения мы соответственно упро­
стим.

11. Множество А G-пространства X называется G-ретрактом 
пространства X, если существует эквивариантная ретракция г:X —» А 
(т. е. г(а) = а для любого а^А).

12. G-пространство У называется абсолютным (окресностным) 
ретрактом категории KG (сокращенно AR (KG), соотв. ANR. (KG)), 
если У £ KG и при всяком замкнутом эквивариантном вложении 
I : У — Z пространства У в пространство Z из категории KG образ 
i (У) является G-ретрактом пространства Z (соотв. G-ретрактом не­
которой своей инвариавтной окрестности).

Нетрудно проверить, что если Y^KG и Y^AE(KG), то 
Y^AR(KG) (соотв., если Y^KGh YQANE (KG)), то Y^ANR(KG)).

Пусть X и У—произвольные топологические пространства. Че­
рез С (X, У) обозначим пространство всех непрерывных отображений 
f ։ X — У, взятое с компактно-открытой топологией ([5], стр. 84).

Лемма 1. Пусть Хи У—топологические пространства. Тогда 
каждое действие gy группы G на У порождает действие g • f 
группы G на С(Х, У) согласно формуле
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О) (8 * /) (х) = (х) для всех х£Х.

* Если АаС, Вс У, то через АВ обозначим множество [уу, У^А, у£В\.
** Эта теорема по существу принадлежит Ю. М. Смирнову [11]. Мною замечено 

лишь то, что группа С действует на Я изометрически, т. е. что метрика, определен­
ная на Я, инвариантна.

Причем, если У— топологическое линейное пространство, то 
действие 8 • / линейно, как только линейно действие %у.

Доказательств^. Условия А) и В) из определения действия 
и линейность действия £ */  в случае линейности "действия 8У легко 
проверяются. Далее из определения действия # ♦/ видно, что 8 
£С(Х, У) для всех 8^> ^С{Х, У). Остается только показать 'неп­
рерывность отображения (#, /) —» 8 */•

Пусть 8о<С, /о€С(-м П» Яо */о€Гх,  у, где К компактно в X, V 
открыто в У, а Гл, у = [/£С(Х, У); /(К) с — элемент псевдобазы 
компактно-открытой топологии пространства С (X, К). Тогда /?о/о(х)£ 
£ V для любого х£К. В силу непрерывности действия 8У ДАЯ каждой 
точки х£Х существуют такие окрестности Пх точки #0 в С и окре­
стность №х точки /0(х) в У, что £/х-И*.

В силу компактности множества /0 (X) существует конечное число 
множеств покрывающих множество /0 (X). ^Положим

Л Л

1^= и ]^Х1 и И = П иХ1. Тогда если #££/ и у£№, то существует такой 
1—1 1—1

индекс у, 1 С/'-Сп, что 8^Х] и у£№Х]., и следовательно, 8У^у X 
X И. Итак, и №сУ. Теперь заметим, что и — окрестность 
точки 8о в С, а Гл, г — окрестность точки /0 в С(Х, К).

Утверждаем, что и »Гл, г сГл,
Действительно, если 8^П и к, г, то (8 */)  М = я/М^ 

£ и^РсУ для каждого х$Х, т. е. £ */£Гл,  7. Так как множества Гк, и 
образуют псевдобазу топологии пространства С (X, У), то отображение 
(8> /)-*  8 */  непрерывно в точке (#0, /0). Поскольку эта точка была 
выбрана произвольно, то отображение # «/ непрерывно. ■

Теорема С. Любое метризуемое С-пространство X с ком­
пактной действующей группой С можно эквивариантно и замкну­
то вложить в нормированное линейное С-пространство X, на ко­
тором С действует линейно и изометрически. Причем, если X 
полно в некоторой метрике, то Д полно**.

Доказательство. Пусть X и У—топологические простран­
ства, а группа С действует на X. На пространстве С (С, У) имеется 
действие определенное формулой

Е) (^/) (/)=/(?». 8՛ Я'&, /СС(С, У),
линейное, если У—линейное пространство [11]. Если У—нормиро­
ванное линейное пространство, а группа С — компактная, то С (С, У) 
относительно Бир-нормы будет нормированным линейным простран­
ством, причем полным, если полно У.
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Известно ([2], стр. 49), что если X метрическое пространство? 
то существует замкнутое изометрическое вложение i’.X—» Y в неко­
торое нормированное линейное пространство У, полное, если полно X- 
Искомое вложение is : X—♦ Z= С (G, У) Ю. М. Смирнов определяет 
формулой is (х) (g) = i (gx). В [11] им доказано, что is является замк­
нутым эквивариантным вложением. Легкб проверить, что метрика суп­
ремума инвариантна, т. е., что

lgsf— — I/— ®|. g£G> f, <&Z.
В самом деле

tes /— gs d = tes (/— Ф)О = sup Jgs (/ — ®)(g')|| = g tfl
= sup ||(/— ®)(g'g)J = sup g(/— <₽) (A)J = lf—'<?!!■ g'tO h£O

Отметим необходимый для дальнейшего известный факт, непо­
средственно следующий из теоремы С.

Лемма 0. Для любого метризуемого пространства X с не- 
прерывным действием компактной группы G на X существует 
инвариантная метрика.}

§ 2. Основная лемма.

Лемма 2. Пусть V— полное*)  выпуклое инвариантное мно­
жество локально выпуклого пространства Z, на котором линейно 
действует компактная группа G. Тогда существует непрерывное 
отображение J : С (G, V) —» V, удовлетворяющее условиям

Полное в смысле индуцированной из Z естественной равномерности.

F) ]л/= J/=f /л Для любого С (G, V} и любого h£G, . где 
hf (g)=f (Ag), /л (g) =/(gA) для всех g£G.

G) $ g  f = g $ f Аля любого fk.C (G, V) и любого g^G, где 
действие g  f определяется формулой D) из леммы 1. \

*
*

Н) = п0» если f(G) = v0, v0£ V. При этом если либо группа 
G конечна, либо пространство Z конечномерно, то от ^полноты 
множества V можно отказаться.

Доказательство. Известно [4], [9], что на группе G суще­
ствует (единственный) интеграл по мере Хаара, т. е. такое непрерыв­
ное линейное отображение f:C(G, R) -» R, где R — действительная 
прямая, которое удовлетворяет условиям F), Н) и условию положи­
тельности:

7) j/>0, если 0.
Пусть fêC{G, И). Так как G компактна, а / непрерывно, то 

f(G) компактно в И. Поэтому в силу выпуклости и полноты множе­
ства V, замыкание conv / (G) выпуклой оболочки conv/(G) компактно 
(и лежит в И) ([8], стр. 92). Следовательно, мы находимся в усло­
виях теоремы 3. 27 из [9]. По этой причине существует интеграл
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У /Г сопу /(С) с: V однозначно определяемый формулой
У) **(У/)  = У**о/.
где 2* — произвольный элемент сопряженного к 7. пространства 

7*,  слева стоит искомый интеграл от отображения /, а справа — инте­
грал по мере Хаара от непрерывной функции

я»о/: б-R.

Покажем, что так определенное отображение У : С (С, V) -*  Й 
искомое.

Оно непрерывно ([4], стр. 67).
Проверим условия Л), С) и //).
Г). Пусть Л£б, /ГС (С, V), а 2*£Д*.  Легко видеть, что г*о л/= 

= л(г* 0/) и 2*»/л  = (?о/)л.
Поэтому в силу формулы /) имеем

НУ*/)  = У х*о  А/= уА (я*0/)  = у 2*о/= 2* (У/) и
х*  (У/л) = У2*о/ А = У (2*о/) А = уг*о/=х*  (УД

Отсюда, в силу единственности интеграла, определяемого формулой /), 
заключаем, что Ул/=У/=У/л-

С). Пусть gz—линейное действие группы б на пространстве Д. 
Для каждого g^.G через g*  обозначим линейное непрерывное ото­
бражение пространства Z в себя, определенное формулой у*  (z) = gz 
Ясно, что ztfog*  Г 7*  для любого я*  Г 7*.  Поэтому для каждого 
Г С (б, И), г*  (# У/)=(г*  ° £*)(У /) = У (г*о  g*)of.  Но заметим, что 

(г*  о о*)  о/= 2* о (# * /)..
Следовательно, г*  (яУ/) = У **о(#*  /)=г*(Уя*/).
Поэтому из формулы /) и из единственности интеграла еле 

дует, что # у /=у# */.
Н). Пусть /—постоянное отображение группы б в точку 

Тогда для любого г*ГД*,  2*о/ —постоянная функция, равная 2*(и 0) Г 
ГК, поэтому У г*о/=  г*  (и0). Следовательно, 2*  (У/) =- У г*о/=г*  (о0), 
Как и выше, отсюда следует, что У/ =

Для завершения доказательства отметим, что если либо труп- 
па С конечна, либо пространство 7 конечномерно, то множество 
сопу/(6) =сопу/(6) компактно и без предположения полноты мно­
жества V. Поэтому в этом случае в лемме 2 от полноты множества 
V можно отказаться. ■

§ 3. Основная теорема

Основная теорема 1. Пусть V—полное выпуклое инва­
риантное множество локально выпуклого пространства 7, на -ко­
тором линейно действует компактная группа С, а А — замкну­
тое инвариантное множество О-пространства X. Тогда всякое 
эквивариантное отображение /: Д —> V, которое продолжается до 
непрерывного отображения Т’.Х-*  V, можно продолжить до экви­
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вариантного отображения /: X -<֊ V. Если либо группа С конечна, 
либо пространство X конечномерно, то от полноты множества V 
можно отказаться.

Доказательство. Пусть. Г: X —* И — произвольное непрерыв­
ное продолжение отображения /. Рассмотрим отображение ? : СХ-Х— V, 
определенное формулой ф (#, х) »=» Е(^х). g(:G, х^Х. Оно непре­
рывно в силу непрерывности отображения Е и действий группы С на 
пространствах X и X.

Отображение И) определим формулой
Ф(х)(?) = ?(?. ж), х^Х, 8^0,

Оно непрерывно ([5], стр. 95).
Наконец, положим / = | о ф, где | — отображение из леммы 2. 

Покажем, что /— искомое отображение из X в V, Во-первых /—неп­
рерывно, как композиция двух непрерывных отображений.

Пусть а^А. Тогда для любого 8^.0
Ф(а) а) = Г՜1 (?а) = Х՜1 У (^а) = = /(а),

т. е. ф(а)— постоянное отображение группы С в точку /(а)£ V. По­
этому, согласно условию Н) из леммы 2 имеем /(а) = / ф (а) =/(а), т. е. 
/ есть продолжение отображения /. Покажем эквивариантность отоб­
ражения V. Пусть g, А£ С и х^Х. Тогда

Ф(Ах)(#) = <Р (#, hx) = g-l F(ighx) — h(gh)՜i F(ghx') = 
= /г<?^К, х) = А (Ф(х) (#А)) = (А *ф(х))  ^/г), 

тде А ♦ ф (х)— действие группы С на пространстве С (С, X) опреде­
ленное формулой £)).

Таким образом ф(Ах)=(А *ф(х))л-  Поэтому согласно условиям 
/) и С) из леммы 2 имеем

/(Ах) = Уф(Лх) = !(А *ф(х))л  =

= .(А •Ф(х) = А1Ф(х) = А7(х), « 
чем и доказана эквивариантность отображения /.

Если либо группа С конечна, либо пространство X конечномер­
но, то в лемме 2, а значит и в теореме 1, от полноты множества V 
можно отказаться. ■

Теорема 2. Всякое полное выпуклое инвариантное множе­
ство V локально выпуклого пространс'тва X, на котором линейно 
действует компактная группа С, является абсолютным экстен­
зором для категории МС.

Если кроме того пространство X метрическое, а множество 
V сепарабельное, то V является абсолютным экстензором даже 
для категории NO всех нормальных С-пространств.

Доказательство первой части теоремы 2 следует из основной тео­
ремы 1 и из упомянутой во введении теоремы Дугунджи ([3], стр. 86).
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Вторая же часть теоремы 2 следует из основной теоремы 1 и из 
теоремы Майкла [6] о том, что полное сепарабельное выпуклое мно­
жество V локально выпуклого метрического пространства Е является 
абсолютным экстензором для категории П всех нормальных про­
странств. ■

Условия компактности группы С и полноты множества V и тео­
реме 2, а значит и в теореме 1, существенны. Приведем соответст­
вующие примеры.

Пример 1. Пусть (7 = R — аддитивная группа действительных 
чисел. Пространство 7= С (R, R) является локально выпуклым топо~ 
логическим линейным пространством. Более того, оно полно (.[8], стр. 
96) и метриз^емо ([8], стр. 34).

Формулой
(*/)(«)  =/(*+*),  8, /^2

определяется линейное действие (#, /)—►£•/ группы R на пространстве 
2 [11].

Пусть далее /0 : R -*  R — тождественное отображение. В каче­
стве множества V возьмем орбиту R (/0) = {£/0; £ £ R) точки /0 в 7. 
Ясно, что V полно, выпукло и инвариантно в Е. Легко заметить, что 
V не имеет неподвижных относительно действия точек, т. е. та­
ких точек ® £ V, что #? = ф для всех Поэтому, согласно тео­
реме 7 И не является АЕ (Л/И). ■

Пример 2. Пусть С — пространство комплексных чисел, 5 — 
мультипликативная группа всех комплексных чисел по модулю равных 
единице, 5—компактная группа. Пространство Е = С (5, С) является 
вещественным банаховым пространством.

Как и выше формулой

(*/)  (з)
определяется линейное действие группы 5 на банаховом пространстве 
7 [11].

Пусть /0 (х) = ег, г £ 5, а V — выпуклая оболочка орбиты 
5(/0)={^/0; ^5],

1' — выпуклое, инвариантное и неполное множество в 7. Как и в 
примере 1, легко показать, что V не содержит неподвижных относи­
тельно действия 8/ точек.

Поэтому согласно теореме 7 V не является АЕ (МЗ).и

§ 4. Ретракты и вкстензоры в категорвв ТИС

Теорема 3. Пусть группа И компактна, а У—С-простран- 
ство, обладающее полной метрикой. Тогда У является абсолют­
ным (окрестностным) экстензором для МС в точности тогда, 
когда он является абсолютным (соотв., окрестностным) ретрак՜ 
том для МС.
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Доказательство. Так как У обладает полной метрикой, то 
согласно теореме С можно считать, что У является замкнутым 67-под- 
множеством некоторого банахова пространства X, на котором группа 
С действует линейно.

Пусть У—абсолютный (окрестностный) ретракт для МС. Тогда 
существует 67-ретракция г: £ -♦ У (соотв. г', и — У. где и — некото­
рая инвариантная окрестность множества У в Д). Пусть теперь /: А—* 
—» У, (7 — отображение, где А замкнуто и инвариантно в Х^МС.

По теореме 2 существует 67-продолжение /: X —* £ отображе­
ния /. Взяв V =/՜*  (67) мы получим инвариантную окрестность мно­
жества А в X и полагая /'=/•«/, получим С-продолжение /՛ ‘.Х->У 

.(соотв. /': V У) отображения/. Значит К—абсолютный (соотв., ок­
рестностный) экстензор для МО.

Обратное верно всегда и доказывается без труда. ■
Теорема 4. Пусть группа 67 компактна, X — Хг\) Х^ и Х$ = 

= Хх П Х2, где Хх и Хг-- инвариантные замкнутые множества мет- 
ри зуемого С-пространства X. Тогда

1) если Хо, Х1։ Хл^ АЛ (МО), то Х^АК(МС)՛,
2) если Хо, X» Х^АПК(МИ). то Х^АПК(МС);
3) если X, Х0^АЯ(МС), то Хг, Х^АЯ(МС); ]
4) если X, Ха^АПЯ(Мв), то Х1։ х։^АПК(МС).
Доказательство идейно не отличается от доказательства соответ­

ствующей теоремы в теории ретрактов ([3], стр. 101), поэтому мы 
приведем здесь лишь доказательство пункта 2).

Для доказательства пункта 2) достаточно показать, что если X 
чееть замкнутое 67-подмножество метризуемого 67-пространства У и 
Хо, Хг, Х^АПЩМС), то существует в У такая 67-окрестность I! 
множества X, что X является ее 67-ретрактом.

В силу леммы 0 возьмем на У инвариантную метрику р и по­
ложим

Г0=(у€Г; р(у, £1) = р(у, Х>)}, ■
У1={у^У; ?(у, х,)<{.(у. х։)\, 
У։={у^У; ?(у> х^Жу.Х,)}. 

В силу инвариантности метрики р множества Уо, Уг и У։ инвариантны 
в У и ясно, что У= Уо1) Л и У9- Очевидно, что Хо замкнуто и инва­
риантно в Уо и Х1 П Уо = Хо, 6=1, 2.

Следовательно, существуют 67-окрестность 1^0 множества Хо в 
пространстве Уо и замкнутая в Уо, и 67-ретракция

гО ' ^0 Хо.

г0 (у), если у 1Г0 
у, если у^Х1

Полагая
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мы полу**аем  6-ретракцию г։ замкнутого в У0К У< 6-множества АД) 
на множество X/, 7=1, 2. Так как Х1 ^ANR(MG), то X/ ^АПЕ(МС) 
[12], и следовательно, существует непрерывное 6-продолжение 
г',: Х{ 6-отображения г( на некоторую инвариантную окрестность
И/ множества X/ II в Уо II У/.

Ясно, что в К найдется такая замкнутая инвариантная окрест­
ность 6/ множества Хг в пространстве У0К У/, что (У, Г) Уос ®о« По­
скольку иг П и2с.и1Г\ Уос то формула г (у) = г\ (у) для 
։ = 1, 2 определяет 6-ретракцию г инвариантной окрестности
I) и2 множества X в пространстве У на множество X. Таким образом, 
доказательство пункта 2) закончено. ■

К). Пусть КС— такая полная подкатегория категории всех нор­
мальных 6-пространств, что вместе с каждым своим объектом X она 
содержит и всякое его замкнутое инвариантное подпространство А, а 
также и произведение XX I, где отрезок / рассматривается лишь с 
тривиальным действием группы 6, т. е. ± для всех и I.

Теорема 5. Пусть группа 6 компактна, У^АПЕ(КС), а 
Ь:АХ 1-^У— эквивариантная гомотопия между отображениями 
/о» /1 • А — У, а Е՝.Х-*У  — эквивариантное продолжение отобра­
жения /0. Тогда существует такое эквивариантное продолжение 
Н’.ХХ /—» У гомотопии А, что Н(х, 0) = Е (х) для всех х£Х.

Доказательство. Очевидно, что множество Х=ХХ{0][) 
0 А X / замкнуто и инвариантно в X X /, а отображение /: Д ֊♦ У 
определеннное формулами /(х, 0) = /г(х) для х^_Х, /(х, 1) = Н(х, 7) 
для х £ А и I — эквивариантно и непрерывно.

Так как У^АПЕ (КС) и ХХ1£КС, то существует 6-продолже 
ние ср: V-*  У отображения / на некоторую инвариантную окрестность 
V множества 2 в XX I. В силу компактности отрезка I, существует 
такая окрестность С множества А в X, что П X /<= И. Так как груп­
па 6 компактна, то в силу предложения 1.14 из [7] окрестность П 
можно взять инвариантной.

Поскольку X — нормальное пространство, то существует такая 
непрерывная функция ф':Х-»[0, 1], что ф'(х) = 0 для х^Х\У и 
ф'(х) = 1 для х£А. Положим ф(х) = вир |ф'(#х);

Легко проверить, что функция ф:ЛГ—*[О,  1] непрерывна, причем 
ф (х) = 0 для х£Х\I/ н ф (х) = 1 для х£А. К тому же ф инвариантна 
в том смысле, что ф(зх) = ф(х) для любых х£Х и з£6. Действительно 

ф (зх) = вир ф' (язх) = зир ф'; (ох) = ф (х).
4-60 «СО

Полагая Н (х, <) = ® (х, ф (х) 7), х £ X, I (; I мы получим искомую, 
6-гомотопию.

Действительно, Н непрерывно в силу непрерывности и ф. Ком­
мутирование с действиями следует из эквивариантности отображения 
<р и инвариантности функции ф. Значит Нэквивариантно. Остальное— 
простая проверка. ■
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Ь) Пусть категория 6-пространств К удовлетворяет условию К) 
и вместе с каждым своим объектом X содержит топологическую сум­
му (дискретное объединение) Х'=Х\) [ * } пространства X и одното­
чечного пространства { * |. Следует уточнить, что пространство X 
здесь рассматривается с действием ? о х՛ группы С на нем, однознач­
но определенным действием gx группы С? на X по формуле

цох = цхг^о • = • , g£G, х^Х.

Предложение 1. Всякий абсолютный экстензор категории 
КС С-стягиваем.

Доказательство. Пусть X £ КС. Так как X £ КС, X замк­
нуто и инвариантно в X и Х<^АЕ (КС), то существует б-ретракция 
г: X -> X. Положим х0 = г ( * ). Ясно, что gx0 = x0 для любого

Пусть А = X X {0} и Л X {1). Отображение А : А -» X определим 
формулами

А (х, 0) = х, и А (х, 1) = х для всех х £ X.

Ясно, что множество А замкнуто и инвариантно в X X /, а отобра­
жение А непрерывно и вквивариантно (ведь gx0 = х0, £ б). Так как
Х£АЕ (КС), то существует 6-продолжение Н՝.Ху.1-*Х  отображе 
ния А, которое является 6-гомотопией между тождественным отобра­
жением /: X—*X  и постоянным 6-отображением Ао : Х—Х, где Ао (х)= х0. 
Значит X 6-стягиваемо. ■

Предложение 2. Пусть группа С компактна, а КС—кате­
гория С-пространств, удовлетворяющая условию К). Тогда всякое 
С-стягиваемое АИЕ (КС) есть АЕ (КС).

Доказательство. Пусть У 6-стягиваемо и принадлежит 
АИЕ(КС). Тогда существует б-гомотопия Н’. Ух1-*У  такая, что для 
любого у£У,Н(у, 1)=^ и Н(у, 0}=уа, где у0—некоторая точка из У.

Пусть /: А -*■  У 6-отображение, где А замкнуто и инвариантно в 
Х^КС. .Так как УСАЫЕ (КС), то существует 6-продолжение 
ЕгО-*  У отображения /, где О — некоторая открытая инвариантная 
окрестность множества А в X. В силу компактности группы 6 и нор­
мальности пространства X, как и в доказательстве теоремы 4 можно 
построить такую функцию >[0, 1], что ’р (^х) =Ц»(х) для g(;G, 
х£Х, ф (х) =» 1 длях^Л и ф(х) = 0 для х^П, где I) — некоторая 
открытая инвариантная окрестность множества А в X, содержащаяся 
во множестве О.

Отображение У определим формулами /(х)=Н (Е (х), ф(х))
для х£О и /(х)=у0 для х £ О. Легко видеть, что /— искомое 
продолжение.

Заметим, что категорий КС, удовлетворяющих условию £), доста­
точно много: это уже упоминавшиеся категории МС, СС, а также ка­
тегория СМС всех компактных метризуемых 6-пространств и т. п.
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Пусть KG—одна из этих категорий. Из предложений 1 и 2 сле­
дует

Теорема 6. Пусть группа G компактна. Тогда G-простран­
ство Y^KG принадлежит AE(KG) в точности тогда, когда оно 
G-стягиваемо и принадлежит ANE(KG).

Теорема 7. Пусть группа G локально компактна и з-ком- 
пактна*,  a Y является абсолютным (окрестностным) ретрактом 
категории MG. Тогда для любого непустого множества Н из груп­
пы G множество У[//]=[^£ Y; hy=y, У/h^H] не пусто {соотв. 
может быть пустым) и является абсолютным (соотв. окрестно­
стным) ретрактом категории М всех метризуемых пространств.

Доказательство. Так как группа G локально компактна и 
о-компактна, то можно считать 1.12], что Y—замкнутое инвариантное 
множество некоторого линейного локально выпуклого метризуемого 
пространства Z, на котором группа G действует линейно. В силу по­
следнего для любого множества Н из G, множество Е[Н] является 
линейным подпространством пространства Z и следовательно не пусто.

Так как Y£AR (MG) (соотв. Y£ANR (MG)), то существует G-рет­
ракция r : Z -» Y (соотв. г : U —* Y, где U — некоторая инвариантная 
окрестность множества Y в Z). Ясно, что Y[HlcZ[ff] (соотв. 
К[/7]а G[//] = Un Z[H]). Так как г—G-ретракция, то ограничение 
r'—r/Z[H] (соотв. г' = rjU[//]), является ретракцией г' ՝. Z\H]-+Y(H] 
Vcootb. — У[/7]) и следовательно У[//] не пусто (соот. может
быть пустым).

Но Z[H] как линейное подпространство локально выпуклого мет- 
ризуемого пространства Z тоже локально выпукло и метризуемо, а 
множество U[H]=UnZ[H] является инвариантной окрестностью 
множества в Z[//]. Следовательно, У[Л] будучи ретрактом 
(соотв. окрестностным ретрактом) пространства Z[H], является абсо­
лютным (соотв. окрестностным) ретрактом категории М всех метри­
зуемых пространств ([3], стр. 95). ■

В заключение автор выражает глубокую благодарность своему 
научному руководителю профессору Ю. М. Смирнову за постоянное 
внимание к настоящей работе.
Московские государственные университет

им. М. В. Ломоносова Поступила 15.VI.1979

Ս. ճ. Անտոնյան. Ռետրակտները Շ-տարածությունների կատեգորիաներում (ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում են րւետրակտների տեսության հիմնական փաստերը մետրի- 
զացվող Շ •տարածությունների կատեգորիայի համար։

T. e. G является счетным объединением своих компактных подмножеств.
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S. A. ANTONIAN. Retract*  in the category of G-ерасве (summary)

In the paper the main results of the retract’s theory for the category of all, 
jnftrizable G-spaces are proved.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Հքա^եմսւտիկտ XV, № 5, 1980 Математика

Б. С. КАШИН

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ МАТРИЦ ОГРАНИЧЕННЫХ 
ОПЕРАТОРОВ ИЗ ПРОСТРАНСТВА в V*

Введение. Пусть Z՞, l-^p-C00, л = 1, 2,—пространство

(я \ Мр
2 |xz |₽ I »при 1 р со и 
/-1 ]

М։« --max |xj, а В"— единичный шар в I". Для каждого линейного 
- 1</<я и р

оператора T:Rn-*R n положим J = sup |] Т (y)J(m. Если рассмот- 
» уев" 1

реть в R" базис {д;}/_։ с zj = (0, • • ■, 1,- 0}, 1 С/ -С л, то очевидно
возникает взаимно-однозначное соответствие, при котором каждому 
линейному оператору Т отвечает его матрица 1 ■< i -С m,

в базисе {z/|, т. е. матрица с п строками и m столбцами, 
уг»я СТрОка которой совпадает с вектором Т (zj)£Rm.

Для матрицы Т' положим по определению

||7Х. ?; =I71(p.9)= sup l,y ...

где 1 О, ? < ос,----- 1----- =l=1.
q q s

Отметим, что введенная норма матрицы Т'—ijT’jfp, ^совпадает с 
(р, q') нормой билинейной У tij xiyj, определенной в [1]. , Данная ра­
бота, состоящая из трех параграфов, является »развитием заметки ав­
тора [2] и содержит доказательства тех утверждений, которые в [2] 
только сформулированы. В п° 1 и 2 изучаются некоторые свойства 
матриц операторов Т: -*  1'?" с нормой | 2)1» в частности, не­
которые свойства ортонормированных матриц. В п° 3 рассматривают­
ся свойства m X п матриц, связанные с оценками поперечников и оце­
ниваются поперечники октаэдра ,_В™, 1п։ < со, в "метрике Z", 2 < 
О<°°-

Укажем еще некоторые обозначения, использованные ниже: через 
, п -С /и обозначается множество всех л-элементных наборов чисел

с 1 <in^m. Для каждой матрицы Д-={а<у}£ ’опре­
делим матрицу А# — (а^)" . ։, положив

ау, при i>j
0, при 1 у С п.
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Для данного конечного множества С через |б| будем обозначать чис­
ло элементов в нем. Наконец, если 5я — множество всех перестановок 
набора чисел 1, 2,-*-,  п и {Агу}^=1 = а£5Л, то через Л, обозначается 
матрица |а». *,}"у=1>  т. е. матрица, полученная путем перестановки 
в порядке о строк матрицы А.

Еу (А, ч) < тах 14 (2)}(2, 4) <п։/« 1/2Ц4&2. 2)-

1°. Для матрицы А = |а/у], 1 <։ 1 < п с {4!(2.2)^1 и
набора 2£Е£, через А(й) будем обозначать квадратную матрицу по­
рядка я—г£2, К/<л. Нас будет интересовать поведение 
норм 1А (2)||(2, 2) и [А (2)|(2. ?)» 1 ֊< ? < 2-

Легко видеть, что матрица А„= [а/у), 1<։<2п —1, 1<у^п с 
а/у=1 при и а/у=0—в остальных случаях обладает тем
свойством, что

1) Ип||(2. 2)= 1; 2) для любого набора 2^я-1» И« (2)1(2, 2)== 1-

Вместе с тем в [2] доказана
Теорема А. Для любого в0 существует такая постоянная 

р(е)^>0, что для любой матрицы А = (а/у), 1-С ։ < т, 1 ֊</< п

с — <р(е) найдется набор целых чисел 2££'я, Для которого 
т

м (е)к2) ■С •.
При этом, в доказательстве теоремы А в [2] не давалась оцен­

ка величины р (е) в зависимости от в. Б этом параграфе будет, в ча­
стности, получена такая оценка.

Отметим, что если для тп X п матрицы А с |Ь4|(2,2) -С 1 рассмот­
реть среднее значение нормы И (2)||(2, 4) по всем наборам 2:

£1(А ч) ^-2И(2Ь.

то очевидно, что, при д = 2, Ег(А, 2)< 1, но для того, чтобы полу­
чить для каждой тХ п матрицы А с |Д|(2. 2)<1 оценку Ег(А, 2)< 
< 7 < 1, где у — абсолютная ^постоянная необходимо, чтобы число п 
было гораздо меньше т. Это следует из того, что как нетрудно про­
верить, для матриц 4П, ,= {а/у}, 1 < ։ < [п2՜*],  е > 0, где
а/у = 1 при 1 п и а/у — 0 — остальных случаях, справедливо 
соотношение:

Иш Е1(Ап, о 2) =1.

Если при ч, 1 < ч < 2 для данной т X п матрицы А и набора 
2 £ £я рассмотреть величину Ц4 (2)^:,), то так как |х|/Л

. т я 2
яри X £ £я, то |4 (2)1(2, ?) < л’,?_]/2 |4|(2, 2), поэтому

(2)
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В отличие от величины (А, 2) для £^(Л, д), уже при т^-Сп*

* Через К, С, Ср--* в дальнейшем обозначаются аоложмтелькыа абсолютны* 
постоянные.

можно получить нетривиальную, т. е. лучшую чем 7п1/?~1/2 >Л|(2. у, 
7<1» оценку. Исходя из этой оценки доказывается и уточнение тео­
ремы А (см. теорему 2 этой работы). Справедлива

Теорема 1. Для <?, 1-<д<2 существует постоянная Вя, 
такая, что для любой т X п матрицы А с |Л|(2. 2) -С 1 и любого 

имеет место оценка

\ т /

Из теоремы 1 вытекают
Следствие 1. Для любой пары чисел д, 1 С Ч < 2 и О 

найдется постоянная С (д, К), для которой, в предположениях 
теоремы 1

/(</) =
{ч^:|Л(2)1м>С(?,

Следствие 2. Для г^1 и д£[1, 2)» в предположениях тео­
ремы 1

ЕГ\А, 7)М(С-)-*  2 И(а)^))1/г<С/('->0-(1““)а’-«1/’-։/’- 
еег" X п /т

Лемма 1. Для любой функции /(х)6£։(0, 1) с < 1, 
у> 1՝<д<^2 при любом г<^У справедлива оценка меры

2
тЕ^т {х£(0, 1): |/] — х®)2 я • 1

Доказательство. Ясно, что 
1

ЛГ*<МЙ»=[|/1’^+ У р£|Л’</х + г®, (3)

3 [0,11/£ 0

где 7-е — характеристическая функция множества Е. »Применяя нера­
венство Гельдера (с показателями 2/2—д и 2/д) находим]

1 1 2 2-? 1 2—д
(\--lyi’ бх< 2 • (У у8«/*  ) (т£) 2 •

б 0 в
2-а 

2՛ 
Из последнего неравенства и (3) следует, что у4 -\-(тЕ)
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Лемма 1 доказана.
Лемма 1'. Если для </, 1<$<?<2 и ։/£(0, 1) для вектора 

х = [х/) Р имеем |х|п •< 1, И/« то

( 1 II / у \24

В самом деле, рассмотрим функцию / (х) с / (х) = х/ ]/~п при 

----- - < х ֊< —, 1 -С I < п. Тогда ։/}/.« < 1, а 
л----------- п

/Iя \1/<г
11»=(֊2 1*<1*  =И >у.

\ л /=1 / Я
Поэтому по лемме 4

( 1 II I у 1 ( у \ "*яу՜: |х/|> = л֊ л։|х£(0, 1):|/(х)|>~ | > (“2/՜’ '

Лемма 2. Для х = {хх }€•£'" с Мхт <1, 1<?<2 и у£ (0, 1> 
справедливо неравенство

Доказательство. Рассмотрим множество Фу=у6[1, л։]:

:|х/|> —уп՜112 . Так как 1х||։ш <1, то 
(

Ж֊՛ (4)
У

В силу леммы 1' справедливо соотношение
( / я \2«/։—ч 1СуС^ае^։|2П<2,|>л(-|) ко;. (5)

Для оценки |б^| для данной четверки чисел т, п, г, р с т^2п, г^п, 
г<^р, т^>р-2 оценим количество |С (т, п,.г, р)1 наборов 
таких, что |2 Л [1, р]| > г.

Имеем
ш1п (р, л)

|С т (л, г, />)|= 2 ср'ст-р՝

Пользуясь оценкой < К‘(— , из последнего равенства находим»
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mln <#, л) . . , , ,
|0(т, п, г, V <

A =r \ s / \ л — S/

< К" Рг (гп — р)п~г • max ( —• • ----- —֊ ) < Ся п~п рг тп~г.
l<։<n\ss (п—S)"՜’/

В силу (4) и (5) |С»у| не превосходит |<7 (т, п, г, р)| с

Поэтому из (6) вытекает, что

(7>

Так как С՞ Cf" , то правая часть в (7) не превосходит

{/ п \ /и \ ։?/։-? 1М------  ) -п(—) (8)
\ ту*  / \ 2 / J

В силу соотношения (5) и неравенства (7), учитывая (8) и тот факт, 
_2 (X учП-ч

что sup у -С Сд, находим
0<у<1

1G,| < (£,)■ exp [ ՛„■ (In —1-CJ; В, _ С,-С„ 
• I \ л / mJ

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Хорошо известно, (см., 

напр., [3]), что при д=1, 2,--- на сфере {х: М/л = 1} существует на- 
2

бор векторов Д, = {е} с Сп такой, что для всякого вектора х,

х(/Л = 1, найдется вектор е £ Ая с Цх—е(.Л . Легко видеть, что 
2 2 4

для любого набора 2 £ Елт

и (2)Ь.„<2 (9)

Поэтому

(2C^:U(Q)h,,)>^֊i/’} с U (26£nm;fsfSave>Yy’>

• • (Ю>

следовательно
1098 -4
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У (у) <С’ тах | (а< Епт՝. а/,еу ) ) ’ > 4՜ уп'1'֊™ ]
{*)}  ~ еЕлл , I \ 1£а \у_] / / 4 )

(П)

Так как 1И{(2.2) ■< 1» то для любого вектора

е
/ т / Л \2 \ 1/2

= {е;}»(2 (2а//е/ ) ) <1еЦ,

л оценивая правую часть в(11) с помощью леммы 2, получим (см. (11)):
(1) 2« „ ( У \

/(У)<СЛ.(В?)"С’/А) 4 2"’=од(-=-) 1 
\т / \т /

Теорема 1 доказана.
Теорема 2. Существует такая абсолютная постоянная 

В^>0, что для любой тХп матрицы А= {аг/} с И|(2,2)-С1 най- 
(т \~1/2 1п — 1 

п /
В доказательстве теоремы 2 используется, кроме следствия 1, 

-следующий результат Гротендика [4], сформулированный здесь в 
нужном нам частном случае.

Теорема В. (Гротендик). Существует абсолютная постоянная 
С, такая, что для любого линейного оператора Т: -» I1 (0, 1) най­
дется множество 

ч
£ с (0, 1), тЕ>~ с зир ВГ(^)Ь(£)<С17Т|-

4 Уб2»£

Следствие В. Для любой матрицы В= найдется
набор 2, 2-С [1, 2л], }2|>п такой, что 

др
։£2, 1 </<п||(2,2) < —— ЦВ||(2. г. (12)

П‘՛*

.Для доказательства следствия В рассмотрим оператор Т: I? -» £х, 
переводящий вектор у ==(^/)6 в функцию / (г), где

•л ._ 2 .
/(г) = У\у/Ь11 при ------<г<—,

/-1 п п

3 .Найдем, пользуя:ь теоремой В, множество £с:[0, 1], тЕ — . для 
4

которого ЦТ (уЯд« (£) ЗИр ]Т (0, 1) И ПОЛОЖИМ

-Легко видеть, что |2| > п и что для набора 2 выполнено (12).
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Доказательство теоремы 2. Ясно, что можно считать, 
что т'^֊4п. Из следствия 1 (при <7=1, 4 = 2) вытекает существова­
ние такой постоянной С, что для матрицы Л'=|а^] 1-Сг</п, 1-С 
</<2л, где а^ = а</ при 1</<пи а^ = 0 при />л, найдется 
набор 2' £ с

Г п1#
И (2')Ь. »■< ■ <13>

1п՛'2 — 
п

Применяя теперь следствие В к матрице Д (2') = {«</} 1

для которой, в силу (13), И (^/)В(2. I) •< Сх л|/2 1п։/3 — , найдем 
л

4СС набор 2с2', 2с£՛" с |Д (2)1(2, -С—------ . Теорема 2 доказана.
1п։/։

л
2°. В теории ортогональных рядов весьма давно известна сле­

дующая задача, восходящая к А. Н. Колмогорову: пусть (фя(х)]я=1, 
х £ (0, 1) — ортонормированная система функций. Существует ли пе­
рестановка натурального ряда о = (Л?я)я=1, для которой система 
{<р* я (х))я_] является системой сходимости (т. е. всякий ряд

(*)>  2 ая<°° 
л—1 л-1

сходится почти всюду)? ,Конечномерный“ вариант этой задачи имеет 
следующий вид: существует ли абсолютная постоянная С такая, что 
для любого ортонормированного набора Ф = |фЛ (х)|Лр *6(0.  1) най­
дется такая перестановка |4Я) = о£.$лг, что

sup sup
<°я >С"2

1 ( Iл,(х)sup — х: У ая vk (х) 
у>°у I I я_։

>у <С? (14)

А. Гарсиа в книге [5] высказывает гипотезу о справедливости оценки, 
более сильной чем (14), а именно, что

(15)

Напомним, что в силу леммы Меньшова—Радемахера (см. [6], стр. 188) 
для любого ортонормированного набора

sup sup 1N ' j
(«„} 6^ m |<ЛГ(х) < N S а" <?- М L < С ln N- <16>

■ ’> 1 ՛

Сам А. Гарсиа в работе [7] доказал следующий результат:
Теорема С (Гарсиа). Для любого ортонормированного набора 

Ф= {фя (x))^v_j и любого набора {ая} £ найдется перестановка (4Я)= 
= о=о (ф, {ая}), для которой
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sup
N (х), 1 Л' (ж) N Л

(Заметим, что доказательство этого 
оценке для данного набора чисел

N
{bn}"n.v у

N
У Ьп

(17)

результата основано на

и о

среднего
1рч Чр

5p(16n}> 2 sup £
՛-■!‘Л’65ЛГ 1<S<N к-i I

Первоначально рассуждение А. Гарсиа были сложными, в [5] им бы­
ло дано простое доказательство оценок для Зр ({6.,)}, вполне анало 
гичное доказательству классического неравенства А. Н. Колмогорова 
для мажоранты частных сумм ряда по системе независимых функций 
(см. [8], стр. 68).

Функция распределения

/(у. |6-|) = I ( 5՞ ։зцр | 2 Ькп I > у 1 
> Я-1

ведет себя во многом сходно с функцией распределения суммы неза­
висимых случайных величин. Можно показать, например, что для лю- 

лг
бого набора {6Я|'\։, £, Ьп = О

Я=1

{MX Cm *6(0,  1): 
N\

N
2 bn rn (x)
1

У '> У > °>

где {гя (х))“«1 —система Радемахера.
Из сравнения задачи А. Н. Колмогорова или предположения Гар­

сиа (14) с теоремой Гарсиа (см. (17)) видно, что оценка (17) дает ре­
шение более простой задачи. Другим возможным упрощением задачи 
Колмогорова является получение для данного ортонормированного 
набора — {=ря (х)}^_, и данной функции № (х),1 Л/ (х) -С ТУ оценок
величины

I
N(x)

S 
«

ап (х) I .
(|гЛо. i)

(18)

В п° 2 получены результаты, связанные с оценкой величины (18). 
Рассматривается модельная задача об оценке для данной матрицы 
А = {<։//}£ у=1 величины

inf ) (А ?)

({обозначения Аа и А# введены в начале этой работы).
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Теорема 3. Для любой матрицы А = {а/у}" с [И|](։, j> -С 1 
и числа q с 1 q < 2 найдется такая перестановка строк з։, что 

8(Л,)-5(2.?)<С9П^֊1/2..

Прежде чем доказывать теорему 3 отметим, что из (16) следует 
(см. также [9]), что для любой п X л матрицы А

1'Л*| (2.2) < С ln n Mfe. 2)- (19)

Поэтому для любой л X л матрицы А и qÇ [1, 2)

И<7) < п1^-''։ВА^(2. 2) < С (In л) • л1-»-։*  ЦЛЦ<2. ։). (20)
Обычный в этих вопросах пример матрицы Гильберта Нп = (Й/у) с 

Ьц=—-— при 1 CV, j < л, ։=#/ и hij =0, 1 i п, для которой 

ТОг 2)’-С2я (см. [1]), показывает, что оценка (20) неулучшаема.
Лемма 3 (см., напр., [8], стр. 76, п. 8). Пустыне (х)]^* — на­

бор независимых функций, заданных на [отрезке [0, 1] и таких, 
что т [x’.fi (х) =1} = X 0, т {х :fi (х) = 0) =1—X, 1 <7 -С s. Тогда 

т j х: | 2 fi (х)| < -j < V; 0 < « у (X) < 1.

Из леммы 1 непосредственно вытекает
Лемма 3'. Пусть {/z(x)}/_։, х£(0, 1) — такой набор функ­

ций, принимающих только значения Oui, что для каждого на­
бора {в/ |*_ ։ с в(==0 или 1

л» {{x-.fi (х) = в/։ 1 О) П (х : fk+i (х) = 1)) >
>-Хт {х :/) = е։, 1-^г-^Д:), 

где Х>0. Тогда

т { * : 3/Л*)  < s) < V, 0 < T =т (X) < L

Доказательство теоремы 3. 1. Обозначим через р абсо­
лютную постоянную р (1/2) (см. теорему А). Для каждой матрицы 
В = {ai/}, 6г < i, j -С Ьг с 1 < Ьг <Z bt -С п и . bt — bY > р-1 определим 
ее разбиение на четыре подматрицы {В)г, г = 1, 2, 3, 4, положив

А А

(В)х= {ai/}, q 4-1 < i, j^bf, (a//}, q + 1 < i < bt, bt < j < q, 

{В)з = {a//), bt < i, /< q, (B)4= (a//|, < i < q, q + 1< j < bt,

где число q = q{b) определяется из соотношений
b2 — <7<Р {bt — 6Х + 1), b2 — q+ l>p {bt— 6г+1)-

2. Построим последовательность разбиений = (Д), s=0,
!,•••, s0 данной матрицы А на подматрицы. Нулевре разбиение До
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состоит из самой матрицы А = В®. Если разбиение Дл-1, 5 > 1 пост­
роено и состоит из подматриц 1^՜*) ’*̂«  то для построения разбие­
ния А,, те из матриц разбиения А,-ь которые пересекают диагональ 
։ = / матрицы А (все они по построению будут квадратными) и имеют 

порядок > 1 + р՜' делятся на четыре части 1<г<4 по пра­

3 = "и' и (^З2 
։=1

вилу, описанному в п. 1. На каком-то шаге с номером 1п п ука­
занный процесс остановится. Разбиение Дг. обозначим через Д.

3. Укажем искомую перестановку (М/.! = о= о (Д) € $''•  Для 
этого предварительно построим набор перестановок а„ 1г -С $0. 
причем а0 будет совпадать с а3,. Для построения ах, воспользовавшись 
теоремой А, примененной к матрице {а//}, д + 1 < ։ п, 1-С у <Сп с 
д = (Л) (см п. 1°), найдем такой набор 2с[1, и], |2|=л— д, что

3 3 *

1(аО')» Я +1 < 1^п, у2)(2, 2) -С -у

и в качестве ох возьмем любую перестановку о, для которой а (2) = 
= [<?+1> «]•

Если перестановки а1։ а,--., аЛ_։ построены, то для по­
строения а, рассмотрим все подматрицы -4^_։={а/, а,_։у, } 4 + 1 <1,- 
у<4+ь 1 О<Н*-1  разбиения А,_։ матрицы (а/, (л)? )т], которые
пересекают диагональ ։ =у и имеют порядок > 1 + р՜1 и, также как 
при построении перестановки а1։ найдем, пользуясь теоремой А, такие 
наборы целых чисел [4 4-1, 4+։]> 100,-1, что

|2| = 4+1 — Я (АГ1) (см. п. 1) и

I (в|, ь я (Д* -։) +-!<։< 4+ь У € 2) <

3)5 1 0 0,-1. (21)

Затем возьмем такую перестановку а, что
1)  ([4 + 1» 4+։]) = [4 + 1> 4+1], 1 ОО-։.3 *

(22)
2)  (О») = [<? (Д£-1) +1> 4+1]. 1 О < н֊13 *

и положим аг = з.аЛ_։.
4. Докажем, что перестановка а,, = а0 = \к/) искомая, для этого 

• .А
оценим норму Ц[а/* 7). 1-0, у<п}(2 ?). Пусть |(В')։)^ — набор мат­
риц, построенных по правилу, описанному в п. 1 для каждой, пересе­
кающей главную диагональ и имеющей порядок 1 + р՜1 , матрицы

разбиения Д, матрицы {а/։, } 1 </, у-Сп. Тогда легко видеть
что матрица
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имеет вид

0= (а,,, (а ), 1< I < л, 1 < У < Л > где |/< — /| < —, 1< / < л. (23) 
Р

Из (23) и оценки И!Ь. 2) ** 1 следует, что
13-(А.)*̂«;  с, 

а поэтому
Ю-(Лв.Н2,,)<Сл։'»֊։'’. (24)

1И1 А I
II (£*)։  при

и-։ 11(2. я)
данном 5, 1֊-^5<50 — !• Если для каждой матрицы /?*  через 

А
(Я*  (А))«4 (где а*=а*  ([1, з)=1 или 3) обозначить ту матрицу разбие­
ния Д*+ь  0 к -С з — 2, которая содержит матрицу /?*,  то по по­
строению перестановки в0

|(^)Л2.2։ 2) <2-'<*Ч (25)
где р (ь s) = 2 1.

AGIO, а-2):

Из леммы 3' нетрудно вывести, что при некоторых. 
1> 0<^т<Ч и с0>0 сумма порядков матриц

постоянных

Очевидно, что

где

2 rank (/?*) <лт*.
Р : р (р, 1) < е.»

/?;= ; Rs = U/?p
р€ II. p-jb Р (и. С) < C,s * р€[1. Pj]: р(р, J) > СН

(26)

(27)

Пользуясь для оценки нормы ||/?J(2, ?) неравенством
И5[(2. я) < (rank В)17’֊’/21№, 2), (28)

неравенством Ц^Дг, 2) -С 1 (вытекающим из того, что |/Ц2, 2) < 
֊С max на1,2) -С И1& 2) < 1) и оценкой (26), получим 

I* - 
|/d(2. ,) < 0<7 <1. (29)

Для оценки Щг, 7) используем неравенства (25) и (28) и найдем

кДг, ?) < п14 1/2Ц/?15(2, 2) < п'я 1/2 max |(^J(2, j, < 

ppp (p, 1) >c,s

<п11ч-՝л max
p:p fp, а) >си

(30)

Из оценок (29), (30) и (27) следует, что
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р' ‘ I я'£-г)
г,® и (/?pj <3nV»-«/։7։ ;0<71<1, (31)

В и-’ кг ?)
а следовательно и

J*֊ ։ “ ,(L_L) з-i/?-։/։
j—1 1 *1

Соединяя неравенства (32) и (24), получаем нужную оценку для 
»)• Теорема 3 доказана.

В заключение п. 2° сформулируем одно утверждение, которое 
можно доказать, используя следствие 2 и разбиение матрицы {atzJ на 
двоичные блоки.

Утверждение. Для любой матрицы Д = {ао}"^ с ||Л||(։. 2) -С1

-֊- • 2, .К{®*Л )*fe «’<Сч (in3«»'”п).«՛/’-^.

Утверждение дает для среднего значения по всем перестановкам 
столбцов матрицы А величины р4 *11(2.  Qj лучшую оценку, чем три­
виально вытекающая из (19) оценка С (In л) п'1ч~112.

3°. В этом параграфе дается оценка n-поперечника по Колмого­
рову dn (В™, /™) октаэдра В” в пространстве Z“, при этом метод до­
казательства имеет общие черты с использованным в п. 1°. Опреде­
ление поперечника и ряд результатов об оценках поперечников ко­
нечномерных множеств содержится в работах [10] н [11].

Хорошо известно ([12], см. также [10], стр. 237), что справед­
ливо равенство

dn{BT, (33>
\ т /

Из равенства (33) следует, что при т^2п и 1 С д -С2

(ВГ, I”) <1. (34)

Здесь мы получим равномерную по п и т > 2 л оценку для по­
перечника </п(ВГ, Iq), 2<^g<^co. Рассуждения, приведенные в этом 
параграфе, применимы и если тл<^2л, но мы ограничиваемся важным 
для приложений к оценкам поперечников функциональных классов 
случаем т 2 л.

Теорема 4. При п — 1, 2, •••, /л >-2 л и 2<^(7<оо справед­
ливы неравенства

— min (1, л։1'’ л-1/2) < dn (В™, l"‘) fQ. С' (g)-min (1, т1՛’ •л՜1'2). (35)
4 ’
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Доказательство, а) Оценка сверху. При тп^>пч12 оценка 
сверху очевидна, так как в этом случае min (1, тп1/? л~|/2) = 1, а по­
перечник dn(B”, /") <1 для любых чисел т, п, q. При л։<л?/։, 
пользуясь очевидным неравенством ЦхЦ,«» /и1’0х]|/я։ и оценкой попе- 

v
речника dn (В™, I™), полученной в заметке автора [13], согласно кото­
рой, при dn(B?, Ср֊), имеем

dn (В?, 1^<т^ dn (ВГ, I?) < С (qj-rn'K-n-'l2.

б) Оценка снизу. При л = 1 оценка легко проверяется непосред­
ственно, поэтому в дальнейшем считаем, что п~> 1, л։^#-2п.

Лемма 4. ([14], см. также [10], стр. 237). Для любой, плоско­
сти L<=- Rm, dim L — n справедливо неравенство

т

у, Р?, (Л « ) > т — л, 
1—1

где при
К г < т, 21= I 0, • • ■, — ,•••, 0 |, а р, (£, г)= Ы Цх —г!«.

I I ] х€£ ?

Доказательство леммы очень просто, тем не менее она часто 
оказывается весьма полезной, в частности, из нее следует оценка 
снизу для бп (В^, 1%) (см. (33)).

Лемма 4'. Для любых наборов векторов и еь
R՞ таких, что скалярное произведение (е/, 5г) = 1, 1<С/<^2л, 

справедливо неравенство
. 2 1(е/^/)|։>п. (36)

В самом деле, рассмотрим матрицу А с 2л столбцами и л стро­
ками, при этом г-ый столбец этой матрицы совпадает с вектором еь 
Предположив, что оценка (36) не верна, мы получим, что для под­
пространства Ьс.В?п, натянутого на вектора—строки матрицы А 
2л
У р£ (£, ц )<^ л, что противоречит лемме 4. 
4—1

Пусть теперь число д, 2<^д<^°о фиксировано. Если для пары 

чисел (л, т) имеет место неравенство бп (В™, I") > —, то* Л.

— min (1, т11ч~112) С — < dn (В™, l~),

т. е. в этом случае оценка снизу в (35) верна.

В случае, если dn (В?, рассмотрим плоскость L <= Rm,

dim L = л, для которой
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sup р/, {L, х) = тах р, (£, zl)=d„ (В”, Iя1).
жсв" ։</<" <37>

Выбрав в L базис у-> 6. R”, плоскость L зададим матрицей с
п строками и т столбцами {//)^г Из (37) и неравенства

dn (В”, Z®X-j- следует, что найдется набор векторов (5/}£_։, 5/ £ Rn, 

такой, что

а) 2 |(1,еД|’<^(В« I”),
JH

1 i т.
3 ~ чб) е')=г‘ <4*
4 4

Г л 1 "Следовательно, для набора векторов ;/ = — ;/ справедливы оценки 
ri

а) £*(5/,
• / >*• \ о /

Рассмотрим сумму

5’ 2 |(5/, е>)|’■ 
1''1, / < т

Из (38) следует, что 

//’(5Г, /^). (39)-

Теперь рассмотрим сумму

Г=2 2 |(5/, еу)|», 
“ '/^

где в сумме Т внешнее суммирование производится по всем набора м 
Член |(5|, е/)|" войдет в сумму Т Ст-1 раз, поэтому

т< С2я,я11-5< С^./п (/”). (40)
\ о /

Из (40) следует, что можно найти такой набор 20££т, что 
2/ 4 \ “ 2

1 е ։1(5/, еу)|»<Г.(С^)-։ ) .^ (ВГ, I?) (41)-

Так как Ст-2֊(С^ 1 = 2п(2п—1) (/п (/и—1))՜՜, то правая часть в (41) 
не превосходит



О некоторых свойствах матриц 393

/±У</’(ВГ, И--~ (42)
\ 3/ т—1

Оценим теперь левую часть в (41) снизу. Пользуясь неравенством
ԱԽгЧч—ց^>2, ր = 1, 2, •••, равенством (38) п. б) и леммой 4» 

я 2
получим:
Р^’^-(4ո։)։/’՜։/2 (2 (;/, е/)‘)’/։>(4п«)։л-։/а-п։'։=41/’-։/’ Л։/’-1'а, (43)

I. /€»• 
‘Ս

Р>41-ча-п2-'"2.
Из соотношений (41) и (43) выводим, учитывая (42), что

(—У-^(ВГ, /7)-^->41-’'։-п՜՛"2, 
\ 3 / т—1

т. е.
<Л(ВГ, 1”)>(т-1)п-ч,24-<"г/'4-Т: 1я)>п~112Х

\ 4 /

X (тп - 1)։/’ • — > 4՜ '1՜ ՝13' т''՞- 
8 4

Теорема 4 доказана.
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С. Л. БЕРБЕРЯН

О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ПОРОЖДАЮЩИХ НОРМАЛЬНЫЕ СЕМЕЙСТВА 

НА ПОДГРУППАХ АВТОМОРФИЗМОВ ЕДИНИЧНОГО КРУГА

1°. Понятие нормальной функции, рассмотренное для мероморф— 
ных функций и состоящее в свойстве порождать нормальное семей­
ство на группе Т всех конформных автоморфизмов области опреде­
ления, было затем перенесено на гармонические и субгармонические 
функции. В случае единичного круга £): |г|1 группа Т состоит из 
элементов Т' (5 (г) = е'° (г + а) (1 + аг)՜՜՝, а — произвольная точка в 
£):|г|<1, а — произвольное действительное число). В статье [1] была 
сформулирована общая задача об изучении граничных свойств меро- 
морфных функций, порождающих нормальные семейства на подгруппах 
группы Т, и в качестве первого примера была рассмотрена подгруппа 
Г®: {5а (г) = (х + ае‘6) (1 + ае՜՜1^ ■ г)՜', а изменяется в интервале (—1, 1) 

и 0, — фиксировано). Исследования были продолжены в
статье [2]. Придерживаясь терминологии и обозначений из [1] и [2], 
обозначим через Ж множество действительных функций и (г), порож­
дающих на группе Т конформных автоморфизмов круга О семейство 
Ф: |и(5(г)); 5£Т), нормальное в 7) в смысле Монтеля, т. е. из лю­
бой последовательности семейства Ф можно извлечь последователь­
ность, равномерно сходящуюся на любом компакте в 7? или равномер­
но расходящуюся к ± оо.

Действительную функцию и (г) отнесем к классу Ж9 (0, 0 -С 0
— фиксировано), если порождаемое ею семейство Ф9: (и (59 (г));

7**1 нормально в О. Обозначим для любой точки ~. = ел £ С: |г |=1 

через Н ₽), 0-С₽<-^ область, ограниченную двумя гиперциклами, 

проходящими через точки т = е‘9 и —* и образующими углы — Р и р 
с диаметром Л6, проходящим через ± т. Обозначим через р (гг, г։) 
неевклидово расстояние между точками г1г гг^И.

2°. Рассмотрим граничные свойства субгармонических функций 
класса Ж9 (0. 0-С9<я— фиксировано).

Теорема 1. Пусть субгармоническая функция м(г)£Ж9.- 
где 0 0 ~— фиксировано. Пусть последовательность точек {гП\

лежит в некоторой области /7 (0, Ро) >---- т՜ Ро < ~ и Р (г«> «л-мХ

М, где М—фиксированное конечное число. Если в некоторой ок­
рестности Л'{(•:) [г; — е'9| о) точки т = е'° ил<еел< и (з)<; а и
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Ilm u(zn)=«, то л является угловым граничным значением функ 
П-»~ 
ции и (z) в точке х = е<։.

Доказательство. Мы можем считать, что —со, так как 
в противном случае имели бы, что u(z)=—аз. Без нарушения общ­
ности можно предположить, что х = 1. Пусть |gn)—произвольная 
последовательность точек, лежащая в некоторой области Н (1, ß) та­
кая, что уп —' 1 при п—* со. Нужно доказать, что и (qn) — i при 
и—»’со. Для всякого п — 1, • • обозначим через Е„ неевклидовый
перпендикуляр, опущенный из точки гл на диаметр А" и через Е'п — 
неевклидовый перпендикуляр из точки qn на диаметр Л°. Обозначим 
точки пересечения Л° с Еп и Е„, соответственно, через гп и г'п. Так 
как qn лежат в Н (1, ß) при любом п=1, 2,•••, то

?(ч*> r'n)^Mt = p (0, arctg ß/2), 

где р (z, о>)—гиперболическое расстояние между точками z, w круга

D : |z| < 1, р (z, о>) = -i-ln 7^, 
2 1— и

Аналогично р (z„, г„) -<Л/։=р (0, arctg ßo/2). В силу того, что р (zn, 
zn+i) < М при п = 1, 2,•••, имеем, что и р (/■„, rn+i) <^М'. Не нару­
шая общности допустим, что последовательность точек [г^)Г отлична 
от последовательности {г*)Г и что r'k при любом Улежит между гл> и 
Гл4ч1- Следовательно

р(гЛд, г*Хр(гЛ*. гл*+։)<ЛГ 
и в силу неравенства треугольника имеем

Р (г»*, 7») < Р (rnk, qk) + р (rk, qk) < М՛ + Мк.

Обозначим X:(z£D, |z| < th (М' -f- Мк Ц- М2 •+֊ 1)] и для произволь­
ного к — 1, 2,••• рассмотрим отображение

1z — шИ~|1—zS

При достаточно больших к имеем 5* (г)сЛ/4 (х), если г£А. Поэтому 
и (5*.(г)) а для всех и £Ж1. Определим последовательности 
точек {^ } и из условий 5л и Sk(q՚J=qk> к = 1,՝2, - ■ - .
В силу инвариантности метрики р при отображении 5 (г)£ Т и усло­
вия 5* (0)=гЛл будем иметь, что последовательности [г'*} и (д*) ле- 
-жат в К. Так как и(г)£ЯХ°, то существует подпоследовательность 
и (5^ (г)), равномерно сходящаяся на А к субгармонической функции 
и (г) или равномерно расходящаяся к ± со на К. Подпоследователь­
ности (гЛ^) и {д*Д имеют по крайней мере по одной предельной точ- 
.ке К, которые обозначим соответственно и и Вт и (5Л|1 (гЛД ))=а.



О граничных свойствах функций 397

Допустим, что я—конечное число. Тогда предельная функция U (z)^s 
ео субгармоническая в К и U (zj=a. В силу принципа - максиму­

ма для субгармонических функций имеем, что L/(z.)=a. Отсюда по­
лучаем, что lim и (qt„) = ։. 

н--
В случае а= 4՜ гл имеем, что предельная функция U (z)= 4֊ со, 

откуда и lim «(<7*3 = 4՜ Итак, каждая последовательность точек: и-- + -
{</«}> принадлежащая некоторой области Н (1, ₽), 0 < — и

2
имеющая lim qn = 1, содержит подпоследовательность [<?„ ), по кото-

рой lim u(gnJ = ։. Если бы lim и (qn) а, то существовала бы не- р֊՜*- п-*сю
которая подпоследовательность (<7л,), lim qn„ = 1, по которой V -»«о
lim и («/л, )= Р, ? =/= а. Последовательность [grtJ обязана содержать под- »-• ее
последовательность, по которой и (z) стремится к а. Противоречие 
показывает, что lim u(q„)—z для любой последовательности (<?„] в-

произвольной области Н(1, Р), 0<^Р<^—, для которой lim q„ = l..
2 Л--

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Утверждение теоремы 1 для функций класса SR 

в случае, когда вместо последовательности (zn] берется некасательная՛ 
кривая, доказано Миком другим способом.

Замечание 2. Утверждение теоремы 1 без предположения ог­
раниченности сверху неверно даже в случае некасательных кривых. 
Для функций класса ЯК соответствующий пример приведен Миком 
[см. 3].

Следствие 1. Пустч и (z) — супергармоническая функция в 
D : |z| <Z 1, принадлежащая ЯХе (О ֊С б < к — фиксировано). Если и (z)< 
имеет асимптотическое значение а на кривой L, некасательной к 
C:|z| = l в точке т = и если и (z)> а в окрестности JVj ('), то а 
является угловым пределом функции и (z) в точке т.

Следствие 2. Пусть и (z)—гармоническая функция в D, при­
надлежащая ЯК’, 0 < б я. Если и (г) имеет асимптотическое значе­
ние а вдоль кривой £, некасательной к С : |z| =4 в точке х = е|В и 
если а исключительное значение и (z), то а является угловым преде­
лом и (г) в точке т.

Действительно, так как и (z) непрерывна в D, то исключительное 
значение а является либо верхней, либо нижней границей для функции 
и (z) и соответственно с этим применяем либо теорему 1 либо след­
ствие 1.

3°. В этом пункте мы рассмотрим граничное поведение полигар- 
монических функций п-го порядка, принадлежащих классам ЯК6, О

6 к. По определению, функцию и (z) называют полигармонической 
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функцией л-го порядка, если она удовлетворяет уравнению Дяи = 0, 
где Дя обозначает п раз примененный оператор Лапласа (см. [4]). 
Свойство полигармоничности инвариантно относительно конформных 
отображений. Имеет место следующая

Теорема 2. Пусть полигармоническая функция и (г) при­

надлежит 9Хв. О 6 к. Если существует ?о> такое, что

и (г) ֊-► в при г —» '= ел (или х = — е'։) внутри Н (т, (30), то а будет 
угловым граничным значением функции и (г) в точке -г = е/։ (или

Доказательство. Пусть (т = 1 и- такое, что

Н(1, р0)а//(1, р), а {дя}— произвольная последовательность точек в 
/7(1, Р) такая, что гя-»1 при п —> со. Для произвольного л, л=1, 
2, • • • опустим из точки гя на диаметр А° неэвклидовый перпендику­
ляр Еп и обозначим через Ап и Вп два гиперцикла неевклидового 
расстояния р = 1 от Е„. Определим бя,р, (Сг„ ?)— открытое множество 
в И, ограниченное Ап, В„ и двумя граничными гиперциклами /7(1, 
Ро)(/7(1, Р)). Пусть гл — пересечение Еп с А° и для любого л, л = 1, 
2, •• • обозначим

5Я (ш) = <ц + гя _ 

14- гя 0)

Прообраз 1 (С„, р,) = Ся при любом л, л = 1, 2,••• есть область 
в О, ограниченная 4 гиперциклами, 2 из которых симметричны отно­
сительно Л° и 2 других симметричны относительно — 1 <^у 1, где
ш = х 4՜ ։у = З՜1 (г). Аналогичное заключение справедливо и для 
З՜1 (бя, ₽) = Сп, ?. Таким образом,

С 3 = С.. з — (л, С з = С . я = л=1, 2,- • • ил. Ро л. 11 Ре Ро Л, р Л + 1, р р ' ’
С^, = С^с'О.

Так как ы (г) £ Ж6, то существует подпоследовательность [и (5Я/ (ж))], 
которая сходится равномерно на С?. или сходится равномерно к + со на 
бр. Если а конечно, то подпоследовательность не может расходиться 
равномерно на так как и (3Яу (0)) =и (гЯу.) и при пу —* со и(гп^-уг- 
Равномерный предел полигармонических функций л-го порядка есть 
также полигармоническая функция л-го порядка (см. [4], § 3, теоре­
му 1). Поэтому предельная функция 6/(г) будет полигармонической 
функцией л-го порядка в С?. Для произвольной точки и Для
любого у, / = 1, 2,•••, имеем 5Я/ (о>0) £ и 3Яу (ш0)-> 1 при у-» со. 
Из условия теоремы 2 следует, что и (ЗяДа>0))) -т»а при у-» со, отку­
да и (ш0)=а и следовательно II = а на Так как есть откры­
тое непустое множество в то и в силу принципа единственности 
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для полигармонических функций и (z) = а на Gj. Равномерная сходи 
мость |и (-S7, - (z))] к а на Gj дает u(z„y)—*а при у-»оо, откуда и 
следует, что и (zn) — я при п — со. Теорема полностью доказана.

Замечание 3. Теорема 2 верна, в частности, для субгармони« 
ческих функций и (z), являющихся одновременно и полигармоническими 
функциями о-го порядка. Для всех нормальных субгармонических 
функций теорема 2 неверна. Соответствующий пример построил Мик 
(см. 13]).

Замечание 4. Теорема 2 содержит в себе, один результат 
Мика [3], полученный для гармонических функций класса 3D?.

4*'. В работе [6] рассматривалось асимптотическое поведение не­
отрицательных субгармонических функций м (z) класса ЭР?, для кото­
рых log и (г) также является субгармонической функцией (короче, ло­
гарифмически субгармонических функций класса ЯК). Анализируя до­
казательство теоремы 1 из [6] можно заключить, что оно останется 
справедливым для функций классов 3D?®. Сформулируем этот резуль­
тат в виде следующего утверждения.

Теорема 3. Если логарифмически субгармоническая функция 
и (z) класса 3D?0, 0 < 0 я, имеет, асимптотическое значение О 
(или со) вдоль некоторой жордановой дуги 7, лежащей в D и стре­
мящейся к точке х £ С: |z| = 1 некасательным образом, то и (z) 
имеет угловой предел 0 (или со) в точке х.

5°. Обозначим ЗХ*= Л . Тогда 4RC 3R*, и рассмотрим гранич­

ное поведение субгармонических функций и (z) класса 3D?*, удовлетво­
ряющих интегральному условию

I |u (е'։)| d4= О (1), при г-»1. (1)

Согласно классическому результату Дж. Литтльвуда субгармо - 
ническая функция и (г) при условии (1) представима в виде разности

и (z) = v (z)— u> (z) (2)
гармонической функции V (г), удовлетворяющей условию (1) и потен­
циала Грина и (г)

<о 1 — a-z
(/И (а)-

z — а
։«!<։

При условии (1) Миком [8] доказано существование конечных угло­
вых пределов почти всюду на Т՝։|г|==1 у субгармонических функций 
и (г) класса Я?. По существу Мик доказал утверждение, которое 
сформулируем в виде следующей леммы.

Лемма. Пусть субгармоническая функция и (г) класса ЯК пред­
ставима о виде (2). Тогда в каждой точке х=е'в£С: |г|=1, в кот<)- 
1098֊ 5



400 С. Л. Берберян

рой V (г) имеет угловой предел, а ш (г) радиальный предел, сущест­
вует конечный угловой предел у функции и (г).

В основе доказательства леммы лежит свойство нормальности 
и (г) на последовательностях вида

Z + гн е'п
1 4՜ г,, е~1й -z

«*1, 2,

где |гя} —произвольная последовательность, стремящаяся к 1 и что, 
согласно (2) и (г) < V (г) в £>. Принимая во внимание предыдущие 
рассуждения получим следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть и (г) - субгармон ческая в И функция, 
принадлежащая ЯК* и удовлетворяющая условию (1). Тогда и (г) 
имеет конечные угловые граничные значения почти всюду на 
Г: |г| = 1.

Следствие 1. Если функция и (г), принадлежащая ЭХ* огра­
ничена сверху, то она имеет почти всюду на Г: |г)=1 конечные 
угловые граничные значения. Действительно, в силу субгармонично­
сти и (г) е“(։) также субгармоническая функция, причем е"(։) и 
е" (х) — ограниченная функция. Остается применить теорему 4.

Следствие 2. Если функция и (г), принадлежащая €0?* огра 
ничена снизу и имеет гармоническую мажоранту в И, то и (г) имеет 
почти всюду на Г: |г|=1 угловые граничные значения.

Можно допустить без нарушения общности, что и (г)>0 в |г|<^1 
Тогда для гармонической мажоранты V (г) имеем, что

2к 2к
О С j и (ге/9) (М -С (re1*) — 2~v (0), О •'С г <^1

о и
и применяя теорему 4, получим утверждение следствия 2.

6°. Теорема 5. Если субгармоническая функция и (z) из клас­
са 2R*, 0<С 9 имеет ограниченное сверху множество С (и, |zn|) 
на некоторой некасательной к Г: |z|=l в точке т=е/9^Г последо­
вательности {=/»{, z„£D, lim z„ = е'9 (или—е'9), обладающей свой- 

ством lim р (zn, z„+i) М °°> т° и (z) ограничена сверху в любом Я-*»
угле с вершиной в точке ~.—е10 (или—е'9).

Доказательство. Не нарушая общности допустим, что ~1. 
Поскольку |znj—некасательная последовательность, то найдется угол 
Д, содержащий эту последовательность. Допустим, что h(z) неогра­
ниченна сверху в А. Тогда существует последовательность |ая| та­
кая, что при п —» и (а„) —' Т оо. Для всякого п =^1, 2,• • •, обозначим 
через Еп неевклидовый перпендикуляр, опущенный из точки zn падиа. 
метр А° и через Еп—неевклидовый перпендикуляр из точки ап на 
диаметр Л°. Обозначим точки пересечения Лс с Еп и Еп через гя и гп- 
Проведя те же рассуждения, что и в теореме 1 получаем, что пре-
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дельная функция £/(*) = + °° на компакте К. Но в силу условия при 
достаточно больших л* п(5д (ж^)), где —прообразы точек при
отображении 5* (г), ограничены. Полученное противоречие доказывает 
ограниченность сверху а (ж) в любом угле, содержащем последова­
тельность {гп}- Пусть До— произвольный угол с вершиной в точке 
" = ел. Можно найти угол Д' с вершиной в т такой, что все точки Д# 
и Д, где Д — угол, содержащий [жЛ}, в некоторой окрестности ' будут 
лежать в Д'. Так как Д'зэД, то и(з) ограничена сверху в Д' и следова­
тельно в Д0ПД'. В силу субгармоничности и (г) и того, что Д0\Д'есть 
замкнутое подмножество в /), следует ограниченность сверху и (г) в 
Д0\Д'. Значит и (г) ограничена сверху в До, что и требовалось до­
казать.

Замечание 5. Теорема 5 не была известна и для субгармони­
ческих функций класса Ж.

Анализируя доказательство теоремы 5 заключаем, что справед­
лива следующая

Теорема 6. Пусть непрерывная в И: |ж| 1 функция и (г) $
£Ж°, О<0</г фиксировано, имеет ограниченное множество С (и, (жЛ|) 
на некоторой некасательной к Г : |ж| =1 в точке т=в,։£Г последова­
тельности (жЛ), 1цпгл=е,։ (или — е/։), для которой Итр^л, л-*»
жл+1) •С °°, тогда и(г) ограничена в любом угле с вершиной в 
точке т = е/։, (или — е,։).

В заключение приношу благодарность В. И. Гаврилову за пос­
тоянное внимание к работе.
Армянский государственный педагогический институт 

им. X. Абовяна

Ս. Լ. РЬРРЬРЗиЛ/. Միավոր շրջանի ավտոմորֆիզմների վրա 
շացնուլ սուբհարմոեիկ ֆունկցիաների եզրային հատկությունների

Поступила 10.VI.1979

նորմալ ընտանիքներ mnm— 
մասին (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում է եզրային վարքը այն սոպւհարմոնիկ և պոլիհարմոնիկ 
ֆունկցիաների, որոնք առաջացնում են նորմալ ընտանիքներ միավոր շրջանի ավտոմորֆիզմ- 
ների ենթաիւմբերի վրա։ Տրվում են բավարար պայմաններ, որոնց դեպքում գոյություն ունեն 
անկյունային սահմաններ։ Քննարկվում է այն հարցը, թե երբ սուբհարմոնիկ ֆունկցիան կլինի 
սահմանափակ վերևից ցանկացած Շտոլցի անկյան մեջ։

Տ. L. BERBERIAN. On boundary propertie* of tubharmonic function! 
which generate normal famlllet on tubgroupt of automorphism* tn the unit di*k 

(summary)

The paper deals with the boundary behaviour of subharmonic and polyharmonic 
functions generate vhich generate normal families on subgroups of . automorphisms in 
the unit disk. Some sufficient conditions for the existence of angular limit« are 
investigated. A sufficient condition for a subharmonic function to be bounded in Stolz 
angles is given.
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Մաթեմատիկա XV, № 5, 1980 Математика

Л. А. СЕХПОСЯН

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ ЛИТТЛЬВУДА

1°. Введение. Пусть/) открытый единичный круг. Рассмот­
рим при г, функцию, введенную М. М. Джрбашяном. [1] при по­
строении им теории факторизации классов М (—1 <^а<^оо), мера 
морфных в единичном круге функций

Д. (г; С)= (1 — -֊֊) ехр [— IF. (в; С)), (— 1<а<ос), (1)

1где .
1 ~ 'с|

IT. (,; 0- [’Л֊ V - ,^7777■■ |С՜* С(1 ֊»)•**֊'d*֊ 
J X £։Г (1+а)Г(14-Л) J

(l-x)ex“*"։rfx)Z

Введем в рассмотрение функцию

и. (z; С) = г՜’ D- log |Д. (,; Q|, (2>

где функция Л« (г; С) имеет вид (1), а 2)՜“ — оператор дробного ин­
тегро-дифференцирования в смысле Римана—Лиувилля,. , т. е. если

?-? (г)С4(°» 1)> то
Г

/)-<֊ ?(,•)=—1֊ Г(г — /)—։<р(0<Л (0<а< со),

1 (а) J 
о • . /

£>֊>(/■) = — {£>-(1+։)? (г)} (-1<а<0), 
аг < ••

причем поскольку почти всюду на (0, 1)

то естественно полагается, что

^(г) = ?(г)> О. 1). 
’ * 

Следующую функцию назовем функцией типа |Грина՝
С,(г; С) = -и.(х; С). ' * (3>

, ; • 1՝.
Некоторые свойства функции 6а(г; С) при — 1|<;а<^0 получены 

ав работах [1], [2].
Заметим, что при а = 0 имеем ■ >4 \ .«.яс»< « .. .5
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л , _ C-Z кр
•<4 о (z>՝) — , — ~z՜' (4)

Следовательно

G0(z; 9 =-log = log 1-Cs (5)i-й z— С
совпадает с обычной функцией Грина для D.

Известная теорема Литтльвуда о граничных значениях субгар­
монических функций ([3], стр. 170) гласит:

Теорема (Литтльвуд). Пусть

ш
1о|<1

1 — az 
z — а dy (а),

где р(а) — неотрицательное распределение массы на единичном круге 
О, удовлетворяющее условию

С(1 — |а|)«/|А(а)< + оо.

' |а|<»

Тогда

lira и (ге'։) = 0 почти для всех е<։ 
г-»։

и

В настоящей статье приводится теорема, которая является обоб­
щением теоремы Литтльвуда и совпадает с ней при а = 0.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю 
профессору В. С. Захарину за постановку задач и руководство.

2°. Результаты вспомогательного характера. При 
доказательстве теоремы Литтльвуда важную роль играли две леммы. 
Приведем эти леммы без доказательств. Доказательства можно най­
ти в работе [3] (стр. 169 и 170).

Пусть — -С г 1» а = ре'9 (0-С р 1), тогдаЛемма 1.

М(1- р)(1— г) ---------- —--------- • вообще,
Г

I 1 ~ orj - 
։ г-« |<

Л(1-р)(1-г) 1-4-г /-i
(1 - г)’ 4֊ 2

А (1 -р) . 1 —г ■ Л+г ,1/1֊log . когда р < ’ 1<?| <
1— г |<?| 2 2

Лде А — положительная абсолютная постоянная.
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Лемма 2. Пусть функция >֊(9) монотонно возрастает на 
сегменте 0^б֊<«, 1 (0) = 0 и удовлетворяет условию

։ -.о 6

Тогда имеют место соотношения

о-»о *) оа 02 4
о

Ит |Г<А(В)
։.-ь ) В*

1

6

1։т

(6)

(7)

г1 р ъ
'Й - р°։т'л<в> 

о
(8)

В дальнейшем через А/, (а) и Лк (а) будем обозначать положи­
тельные постоянные, зависящие только от а, которые, вообще говоря, 
различны. Докажем следующую лемму.

С=ре,։ (0<р<1), тогда

Л1(а)(1-р)։+а(1—г) 
------------- -------------- > вообще (—1 (9)

1—г

Л,(а)(1-р)>+‘ (1-г)

« <°°)>

(10)

4-1 >при(Г-К1Г
(1-1С1)'

(И)

108 101<-5-’
Р| * *

(0<а< со).

(12)

Доказательство. Известно, что при —1<^а< со

X

([1],

1
2

Л,(а)(1-Р),+-

А (а) (1-р)1^
2

Р<—’

х-—
х (13)
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Имея в вчду (3) из (13) при —1<։<°° получим

а) Введем следующие обозначения:

:(М)

* '8
’ г (|Ох)֊Ц|0։ 4-х’) зт’ -֊-

(15)

(16)

с помощью которых запишем формулу (14) в виде •

с« (г; ’й+ <г; • <17>
г (1+а)

Перейдем к оценкам (г; С) и С<г> (г; С). Из (15) получим при
.8 =£0

СГ’(г; С)<
г8* (1-х)«

10*8’0՜ ] 
п I х

</х,

где
3 (С)=шш 1----— х — ш1п ---х----- —1 ̂ >тш — х-----—I»

|ск*<1 С |:|<х<1 |С| г| о<х<1 |С| г|

откуда

8(0 >
|зш 6|,

1,

при 1б1<-֊

при — -С.|8| -С к.
(18)

Следовательно, для любого г (О -С г < 1) и С (0 |С| < 1)
место оценка:

имеет

01° (г; С) <

Легко можно доказать, что при |С|<х-С‘1

11 - = 4֊ I* -^1’ X* - г 10.՝соз 6)» + Г» |С|» з։п ‘0 >
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KI cos ep-bHICp sin»6=Kl»-|l -ге«|».
Учитывая (19) для G'J,(r; С) получим

407

(19)

) ( • п < **(1—1Ф>4< ■>’ 7 ‘ (1֊ П)1+< ; <
’ ՝ (1+»)|СМ1-г«'Т К1’(1 + ’) (1_г).+4, sl„.± .

2
л; (a) а-у (20)

6» ■ '

Б силу очевидных неравенств:

1-г/Я 4. 2ЕЛ +r«< l-2r + r-’ = (l-r)s (21)
\ х К| / ‘ : ■

из (16) для G<a> (г; С) получим

1

Гч

(1-х;

I1- — 
с

</х<--------——-----
՝|С|(1+«)8։(9

(1—К1)д+* л;(а)(1-К1)։+‘•. (23)
|С| (1+.») sin» е с е» • \ /

Из (20) и (23) согласно (17) вытекает неравенство (9).
6) Докажем несколько неравенств, которые понадобятся для вы­

вода оценки (10):

(24)

Это неравенство очевидно, поскольку |0|< —-—

cos 6 > 0. Справедливо также следующее неравенство:

1 ֊֊^ = (г- |С|)» + 4г Г.|» sin» 4֊ ■ , (25)
'•l

Неравенство (25) вытекает из следующего неравенства:

(гх-|С|)«> (Г֊К|)2 (|С|<х<1).

Преобразуя последнее неравенство, получим, что

■и>г<1+х)>г
2

Поскольку по условию имеем



408 Л. А. Сехпосян

г.| >^֊֊ > V г > г >.с(1+х) (г,| <х < 1), 
л»

откуда следует неравенство (25).
Согласно неравенствам (22), (24) и (25) из (14) для 0« (г; С) по­

лучим
а֊К|)1+

>-|С|)*+4г|С|«п«֊-

Поскольку —— —— » тогда 
Л

С (г- С) < А(«)(1-г)(1֊|СГ)'^ 
(1֊г)« + е» 

что и требовалось доказать.
в) Имея в виду (5) и (14) при а = 0 получим

В работе [1], стр. 631 доказано следующее неравенство:
|И.(я; С)|<С.(ув)։|х-СГ+(1-|С|)’), (27)

где —1<7<0, 0<*, 0<|С|<г<1, а постоянная С«(70) не зависит 
от г и С.

Учитывая (26), (24), (19) и (27) из (14) для (г; С) имеем

< 2-Г (1+'.) ‘°։ | т=т| + с- <”•) ■ II'- - Ч'+ 1Ч)-)|<

< йтЖ |«։ | -Ет|+с- <’.) <։ - да +4 -

В силу леммы 1 и условия |С| -■+ Г > отсюда будем иметь
2

с« (г; С)< ^1֊М)1- 1оя 1—+ а (*о)(1- 1Ф։ {- ~|С|^+1) х2“ Г (1+а)(1-г) 8 |0| 1(1֊К|)‘ /
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л, («xi-iqy*« 
1—г

log ^-^(1 + А (») (—r^+lU
Ml \(i-|C|)։ /I

т. е. неравенство (11).
г) Для случая 0 а <^ + ос доказательство леммы просто. Оце՜՜ 

нивая (14) и учитывая (26) сразу получим

Неравенства (19), (10), (12) вытекают из леммы 1;
3°. Обобщение теоремы Литтльвуда.
Т е о р е м а. Пусть

ш. (z)= J G. (г; С) d* (С) (֊ 1 < а < + °°), (28)

1Ч<։
где

G. (я; С) = - и. (я; С) = - г- £)֊* log |,4. (я; 01.

а р (^)—неотрицательное распределение массы на единичном кру- 
ге, удовлетворяющее условию

Г (1- |С|)>+« </|1 (С) < + оо (-1 < а < + со). (29)

|:|<1
Тогда

Нт и>։ (ге/т) ■= 0, почти для всех е1* 
Г-»1 

и 
2։

1։т I ш« (ге/<р) <1^ = 0.
о

Доказательство, а) Сначала докажем теорему для случая 
—1<^а-С0- Заметим, что из теоремы Литтльвуда вытекает, что на­
ше утверждение справедливо при а =0.

Положим (С) = (1—Щ)1+* </р. (С), тогда согласно (28)

и

d* (Q

</40
(1-|С|)։+в

(30)
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Возьмем 0<р! <?։<••• <pv <• •• <1 так, чтобы
[ Л(С)<֊- Ь-1, (31)
J 4

Пусть >>, (ф) содержит а-массу в следующих областях: p,C|z| <^1, 
—arg г<ф. Поскольку М (ф) —возрастающая функция от ф, то >֊' (ф 
существует почти всюду и из (20) получим •

Пусть

существует,

(* х;(ф) </ф<к, (к)<֊1. (32)

—К 
Е‘ такое множество е‘г, для которого V (<р) либо не

либо существует и >•’(?)>—, тогда т£^֊<-—. Если 
V •՛« 2 2*

положим . _ ...
E*=^lim (£* 4֊ £^+1 Н----- ), то тЕ* = 0.

Следовательно, обозначая через С (£*) дополнение множества £* 
на |г|=1, то тЕ = 2«.

Если е1? £Е и е‘*£С (£^)(*>*0), то

'' ' ֊ (*>’•)• (33)

Мы должны доказать, что если е'?(^Е, то

Нт ш« (ге/?)= 0. 
г-»։

Предположим, что точка г = 1 принадлежит Е и докажем, что
Нт м»« (г) =0.

Пусть р, < г <_1 и рассмотрим следующие области Л/ (/ = 1, 2, 
3, 4):
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Тогда получим

G. (г-.Ц -^_ + [ +J +J = /,+ „+/,+ /.. (34) 

Д 1 *^3 Л<

Имеем
lim Д = 0. 
г-И

Положим», (») = ).,(։р) — к, (0), поскольку к'(0) существует ՝и 
действительная положительная ось не содержит положительную а-мас- 
су, то

х, (0) = 0, Нга х, (<р) J0
’’■'° 

Я

<(0) = х; (35)

Согласно лемме 3 получим

lim /։-С const՜- (1 — г) (* >
Г-И J ф’

отсюда, учитывая лемму 2 имеем

lim 4 
г—1

1
2’

Точно также получим:

lim A-Cconst- limT—- 
r -i r -i 1 —

։

• ։ iog^rr
։Jr l?l d֊iq>

dx,(f)

2
x b— 1 C 

const -hm ,------  I
ItI

2՜

rfx, const-х' (0) 4 1 const ■ — »
2’

Г ^у(ф)lim const ■ lim .
r-ij (1—1

1
2’ 

Поскольку v произвольно, будем иметь 

lim (г) — 0. (36)
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Теорема доказана для случая —1<^а^0.
б) В случае 0 а + 00 теорема доказывается аналогичным 

образом, поскольку неравенства (9), (10) и (12) будут верными и в 
этом случае.

в) Нам остается доказать второй пункт теоремы, т. е. мы долж­
ны показать, что

Вт г-1 = 0. (37>

В работе [1] (стр. 613) доказано следующее равенство!

17. 0;

(0,< |С| < р, 0<р <1 и 0 < г < р),

Г
Г (?+“)

причем

17. <0; —= Р Х)‘ </х.
\ Р / Л х 

К1/Р
Рассмотрим это равенство при ? = 1, учитывая также (3)1 по­

лучим 
« I

֊- Г (7. (ге<т; С) = _А_ { (О; -Ц - 17.1(0; СН
2^՛ г (14-а) I \ г/ )

1 (. Г (1-х)« Г (1-х)«
Г(14-а)1 3 х 3 х

։:1/г |:|

Ввиду очевидных неравенств и из (29), (31)

(38)

1Ч/г

(1-1С1)1*« 
(1 + а) Г4

для любого е^>0 при некотором г0 = г0(У) (0<^г0<^1) имеем
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Далее для того же ։>0 при некотором гх = гг (е) (гв
имеем также

(40)

как только гх |С| <Լ 1.
Из неравенств (39) и (40) вытекает, что

как только гх Հ г <Հ 1.
А это эквивалентно утверждению теоремы:

2т 
lim | J 
/•-*1 J I 

о

Г —■ (C)
J d֊q)I+

ki<i

</<р =

Ki<։ о

Ga (re‘v; Q d<f *(0
(1 —|C|)1+‘

Итак, теорема полностью доказана.
Армянский государственный 

педагогический институт 
им. X. Абовяна Поступила 15. VI 1.1979

I. Ա. ՍնհւՊՈՍՅԱՆ. Լիալվոսյի թեորեմի մի լւնդեանրացման մասին (ամփոփում)

Հողվածում Մ. Մ. Հբբաշյանի վողմից մուծված ֆունկցիայի միջոցով սահմանվում ք 
ԳրՒնՒ տիպի պոտենցիալ! Այնուհետև ապացուցվում է լեմմա, որն անհրաժեշտ է Լիտլվուդի 
ընդհանրացված թեորեման ապացուցելու համարւ Դրանից հետո բերվում է Լիտլվուդի ընդ­
հանրացման թեորեման միավոր շրջանի համարւ

Օտացված արդյունքն այնպիսին է, որ պարամետոի մասնավոր արժեքի դեպքում 
համընկնում է Լիտլվուդի սուբհարմոնիկ ֆունկցիաների եզրային արժեքների վերաբերյալ 
հայտնի թեորեմի հետւ

L. A. SEKPOSIAU. A generalization of a theorem, of Littlewood (summary)

A Green-type potential is defined using M. M. Djrbashian’s function and a 
generalization of Littlewood's theorem is proved. The result contains the classical 
theorem on boundary values of subharmonic function as a special case.
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