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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկաս ամ
սագրում, հաշվի աոնել հետևյա/ կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերադանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գոամևքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։ է

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կէրրող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատաո լատինական տաոերը, որոնք միանման են Համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով նշելով նրանը 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասումւ

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչութ յունը, հրատարակ
ման տարեթ իվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերըւ

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

0. Սրբագրության ՛ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիշ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատւքամր) չեն թույլատրվումւ

7. Հոդվածը վերամշակման նւվա՜ևւակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. ’ Հոդվածի մերժման ' դեպքոօմ' հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք- է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզարան ու֊ 
մով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն Հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբադրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ։ Գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»։
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Մաթեմատիկա XV, № 1, 1980 Математика

Г. М. АЙРАПЕТЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ НЕКОТОРЫХ ПОДКЛАССОВ 
КЛАССА Н1 ХАРДИ ПОСРЕДСТВОМ СИСТЕМ 

РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ
(а) Пусть (а*) Г—последовательность попарно различных точек 

единичного круга = |г; 1г|<^1), удовлетворяющих условию Бляшке

2<1֊М<оо, 
л-1

а В, (г)—произведение Бляшке с нулями [а*]’

А(к)=П
4—1

а* — к
1— «4 г

1«*|. 
а»

Обозначим через Нр (£Х+)) (0 <^р -С со) множество аналитических в 
функций, принадлежащих известному классу Нр Харди. Анало

гично, через Нр (2>_)) будем обозначать множество голоморфных в 
= [г; |г|>1} функций / (г)', представимых в виде / (г) =/?(1/г), 

где Р
Следуя М. М. Джрбашяну [1], обозначим через )-р (О(+), а*) (0<^ 

Р 00) класс функций, определенных вне точек окружности |г| = 1
и удовлетворяющих условиям:

1« / (.г) € Нр • при
2. /(г) = — В« (г) / (—-А при г££>(_), причем /(г) £ Нр 

г \ 2 /
3. Угловые граничные значения функции / (г) изнутри и извне 

окружности |г| = 1 почти всюду совпадают.
Как известно (см. [2], [3], а также [1]), при 1<^р<^оо замыка

ние линейной оболочки системы
,*(г)=—1^- (4-1,2,-), 

1 — га*
совпадает с классом с*}.

(б) Хорошо известно, что условие Л. Карлесона [4]

Խք П 
,-* 
■<—•1

И/ — «*
1—ау а*

0 (2)

(это будем записывать так:[а.*|” £ Д^ необходимо и достаточно для 
того, чтобы система (г* (г))“ образовывала безусловный базис в 
>֊р 1£><Ч «4) (1 < р < ео) (см. [5]- [в]).

В настоящей работе рассматривается аналогичный вопрос в про
странстве Н1. Доказывается, что условие (2) не достаточно для то- 
то, чтобы система (г* (г)}“ образовывала базис в замыкании своей
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линейной оболочки по метрике № (Z),+))՛ Наряду с этим, устанавли
вается, что любую функцию / {ZX*}; «*) можно представить в
виде функционального ряда 00

/(«) =2 С*(/) г* (я>, (3>
*—։

где
с (Л = 1 1 Г /(0

" £(«*) ‘ 2« J Д(С)С֊«* 
ici-։

Далее, используя одну теорему В. П. Хавина [9] о слабой секвен
циальной полноте подпространства правильных функционалов в (№)* 
устанавливается, что для любой функции g (z) = gz (z) +
4-gj (z), g^W (£X+)), g2(z)^Hx (Z>(_)) справедливо соотношение 

jim Г s„ (0 g co л = f /(C)^(Qrf:, 
л-* J J

|C|»1 ICl-1
где Sn (z) (n =1, 2, •• ^—частичные суммы ряда (3}.

1. (a) Обозначим через À“ {Z> 1 >; а*} замыкание линейной оболоч
ки системы (г* (г))Г по норме № (D(+>). Так как для любого к>0 
ri,(z)£\ а*}, то Х° (£)<+); а*| с)п я*). Всюду в этом пункте
будем считать, что 0<^я*<^1 и {«*}”€ Л։. Докажем следующую 
лемму.

Лемма 1. Пусть Гс£>(+}— некоторая гладкая кривая такая, 
что Гп[—1, 1 ] = 1 и угол между Г и отрезком [—1, 1] положи
телен. Тогда справедливо неравенство

[Я. U)|>P>Q, zê'r,

где р не зависит от г.
Доказательство. Согласно лемме 9 работы [10], если обо

значить через С* (4=1, 2,•••) окружность \г— я*|/,1 — а* г| = 8/4, то 
в силу условия леммы на С= и С* будем иметь

так՜ что на С имеет место неравенство
/ о \։|В.(г)]>(у) • (4}

Пусть теперь у есть угол между Г и отрезком [--1, 1]. Легко про
верить, что последовательность непересекающихся окружностей 
(7* (4 = 1, 2,•••) попадет в угол с вершиной в точке +1 и раствора 
8/(1—8/4)*, биссектриса которого есть (— со, 1]. Так что, если заранее 
взять 6/(1—8/4)* т, то учитывая (4), на Г будем иметь (х)£>(8/4)* 
и лемма доказана.
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(б) Обозначим через Нр ([—1, 1]) класс аналитических, вне от
резка [—1, 1] функций, удовлетворяющих условию

зир С I/ (С)|р |Л[ < <х> (0<р<°с), р0< со, 
։<р"₽» Л 

гр
где Г, — эллипс с фокусами —1 и 4-1, определяемый равенством

Пусть далее ф (г)-= г—[/г3—1—функция, отображающая внешность- 
отрезка [—1, 1] в /)(+), а

<»* = ■}(-) = —-1/ (—У֊1 , £ = 1, 2,- • 
7 а* г \а* /

— последовательность из единичного круга. Так как [а*]“ £ Дх и 0<^ 
<ак<^1, то из результата Хеймана и Ньюмана (см. [11], стр. 289) 
следует сходимость ряда

ОО
2(1—10*) < ОО.

»-1

Тем самым доказано существование произведения Бляшке (г)' с ну
лями {ш*}“:

ад=п ^£>(+)-

*-1 1—<0* 2
Заметим также, что

Ва (ф (я)) £ Нр ([_1։ (5у

1 — г а* 
и почти всюду

|5ш(ф(х))| = 1, -1<х<1. (6)

Лемма 2. Для любой функции /(г)^№([—1» 1])г (О' < со) 
справедливо неравенство

1
А | I/ (ОР |Л|< |/(х)|'</х, (7)

|’|=1 — 1

где Л^>0—постоянная, не зависящая от /.
Доказательство. Пусть Г есть образ окружности [С| =1 

при отображении ги = ф (г), а т (|«/г|) — мера Лебега на Г. Легко про
верить, что мера |* (Е)=т (ЕП Г), £с£И+) будет карлесонбвой мерой 
(см. Л. Карлесон [4]). Применяя теперь теорему Карлесона (из՛ той 
же работы) к функции /(<р (г)) [ф' (г)]11р^Нр (/>+>), где ? (-) есть 
функция, обратная к ф (ю), будем иметь
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а | (<р (*))!" |т' (г)| |</л| < и(<₽ и» |₽ |т' (г)| |л|. (8)
Г |։|-1

Теперь, подставив в (8) г = Ф (С), получим неравенство (7).
(в) Приведем, наконец, лемму, на которую мы будем существен

но опираться.
Лемма 3. Для любого набора (а։, аг,- ■ •, ап) (п>1) комплекс

ных чисел справедливы неравенства

.где Сх и Ся — некоторые постоянные, не зависящие от п и (а»}? . 
Доказательство. Так как

(9)

то правое неравенство следует из известного неравенства Феера— 
Рисса (см. [12], стр. 46).

Учитывая, что образ Г окружности |г| = 1 при отображении С=ф (г) 
удовлетворяет условиям леммы 1, согласно этой лемме будем 
иметь

inf |ВИ (-Hz))| = inf |В(С)|>р>0.
|։|֊1 С£Г

-Отсюда, с учетом (5), (6) и леммы 2, получим
п

*=1
В„ (Ф (х))
1 — х

dx>-

С К-, А.<НО) Г 2֊г^-Ги.
,$!.,« ։-“*с гЛ. Й֊1—*'

Лемма доказана.
(г) Обозначим через {[— 1, 1], а*] замыкание линейной обо

лочки системы функций

гк(х)=—(Л = 1, 2,-..)
1— «4 X

по метрике ([—1, 1]) (1<Ср<°о). Тогда, так как условие (3) при
0<^а*<1 равносильно условию

1~а-*+1<с<1 • (10)
1 — а4

(см. [11], стр. 289), то из леммы 3 получаем
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Следствие. Если последовательность |а*| “ (0 < яд 1) удов
летворяет условию (10), то подпространства л®{О(+); а*} и '/.”{[—1, 1]; 
а*] совпадают.

Следующая теорема также непосредственно следует из леммы 3.
Теорема 1. Для того чтобы последовательность функций 

(г* (х)}/՜ образовывала безусловный, базис в ՝!°р {[—1, 1], а*) (1<^р<^ со) 
необходимо и достаточно, чтобы (яд)Гудовлетворяла условию (10).

Действительно, так как система [г* (г)]Г при условии (12) обра
зует безусловный базис в ад), то остается применить лемму 3.

(д). Теорема 2. Если последовательность {а*}Г удовлетво
ряет условию 1 —а* ■= с*, где 0<^с<^1, то система . функций 
(гд (х)}Г не является базисом в {[—1, 1]; ад}.

Доказательство. Обозначив ад = 1/вд (&= 1, 2,••■), рас
смотрим последовательность функций

<(х) (* = 1, 2,---).
ад—х

Очевидно, что г* (х) = ад г! (х). Пусть теперь {шд)Г — некоторая по
следовательность положительных чисел из класса Р. Выделим последо
вательность функций {гп’А (х), гЛАч 1 (х)}д>1 так, чтобы выполнялись 
неравенства

«д [-----— I > к + | у 7—------------- ---------М (к = 1, 2,-• •),.
— Х ||։ ||.£о X®-/ — х

(И)

I—- -------------- - -------ЦсСгО (/ = 1,2,...). (12)
|ая 1 х ап у+1 |||

Легко видеть, что неравенства (12) сразу следуют из того, что- 
г» (х)>гд_։ (х), так как

= 1о$ —---- — -|- 1о£ ■ д*՜^՜ 1 = с + 1о£ с
а*+1-1 а*+։+1 ад+1+1

Возможность выбора последовательности («а]“ натуральных чисел 
для выполнения неравенств (11) следует из того, что (х^ -*■ со, 
при к-» со. Теперь рассмотрим функцию 5(х), представимую в виде 
суммы ряда

5(х) = 2 ---------------=
*-Ла«д —х ап^+г — х/ ак — х

где
_ ) 0, если к =/= пу и к #= пу + 1 (/ = 1, 2, • • •)՛

I шу, если к —ну и Д = и/ 1.
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Ввиду того, что этот ряд равномерно сходится в интерва
ле (—1, 1) к функции 5(х). Из (12) следует, что 5 (х) £ >° {[—1, 1]» 
«*} и В5Л*+1 (х) —5 (х)|1->0 при к-* со, где

. 5Л(х) = 2^.
*-1 а*-*

Теперь, если система {г* (х))Г образует базис в л® {[ —1, 1], а*}, то 
числа ии (к=1, 2, являются коэффициентами разложения функции 
.5 (х). Но из (11) имеем

для любого А£>1. Тем самым |5„А (х)Цг —* со и теорема доказана.
Из этой теоремы и леммы 3 следует аналогичный результат для 

класса )® а^).
Теорема 2'. Если последовательность {а*}“ удовлетворяет 

условию 1 — а-к = ск (0<^с <1), то система функций (г* (г)]” не об
разует базиса в К® {2>+>, а*).

2 (а) Пусть {?*}”> (& = 1, 2,-՛-) — последовательность
чисел, удовлетворяющих условию

2 (1-1/М<«>. (13)

Обозначим через В( (г) соответствующее произведение Бляшке с ну
лями .{1/МГ.

Лемма 4. Пусть (1/Р*}*€Д1- Тогда для любой функции Л’(.г)£ 
(£>(_)), Г(оо) = 0 имеет место тождество

00

Л*) = ֊2 /=(?*)
*-1

1Ы* -1 1_______1__
(?*֊*) в; ՛ вэ(г) в? (г)

_1_ Г г (0 в9 (С)
2^- 3 :-г ’

К1—1

(14)
при этом ряд сходится равномерно 
Е = {1/МГ и

вне замыкания множества

Г П С*—1.(15)
Р* /,.* Р/Р* — 1 V)

Л-1

Доказательство. В силу теоремы Шапиро и Шилдса [13] 
для любо й функции .Г (х) £ Нр {Р^) имеем {Р (₽*)(|Р*|։ — 1)}Г £ I1- По
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этому равномерная сходимость ряда в (14) следует из того, что 
|г;|»о (л=1, 2,- •).

Пусть теперь Г (г) удовлетворяет условиям леммы. Тогда
Г (г) = —(д), где Л՞։ (д) £ Л/1 (2)(~}). Применяя лемму 4 работы [14]; 

д
к функции (1/д) })> Для д£29(+) будем иметь

Д (1/д) = - Д 2-------1--------- =------ В? (д) + Д ֊—- х
*-։ г— —- о* Л 1

Р*

Заменив 1/д на д и переходя к сопряженным величинам, из (16) по-՝ 
лучим

Л(д)_ у ^(РаИ^-ПТ/ТТ Вз(т) С , К (С) л .

д ₽* (Р*—.^) \«/ 2*« ,) У-*
14-1 \ С /

Теперь, если учесть, что Г (х) = 1/д/?1 (д), (1/д) —5р-1 (д), то по
лучим (14).

(б) Нам понадобится следующая
Лемма 5. Пусть Р*6£К-> (*=1, 2, - ), {1/Р*}“6Д1 и И*)Г^Л 

Тогда функциональный ряд

’Ю=2г- (17>
*-1 Р*—г 

равномерно сходится вне замыкания множества Г = {Р*)Г, опреде_. 
ляя для любого р(0<р<^1) функцию из класса 1/Р*).

Доказательство. Равномерная сходимость ряда (17) сразу 
следует из того, что {Л*)“(;/։. Так как (1/Р*}Г€дп то согласно тео
реме Шапиро и Шилдса [13[ существует функция /7(д) (/^“0 та
кая, что

где числа Ь’к определяются формулами (15). Применяя лемму 4 к 
функции Г(д), будем иметь
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1 11 ЛМ
Вр(г)Р*—г

!?>!* -1 
г* В?(г)

Л. (18) 
ч — г

^Обозначая теперь
Ак

₽л—г

•тогда из (18) получим (г)1В$ (г) £ Нр (£>(-)1(0<р<3)> так как соглас
но теореме В. И. Смирнова

•2чч Вз(г) С — г
14-։

Рассмотрим функцию
1Е<+> (г) = —

2«։ В₽ (г) .. С — г

Из (18) на основании формулы Сохоцкого—Привалова следует, 
радиальные предельные значения функций /Г(+> (г) и =>_ (г)
чти всюду совпадают. Теперь, если предположить, что некоторая

что 
по- 
ду-

Га единичной окружности не входит в Е, то на этой дуге будем 
иметь

<р+ (г)=Е(+> (г) Вр (г),
так что

<р+(Д= /=<+> (г) В?(г),

тем самым лемма при условии, что дО{+)—{г; |г| = 1} не входит в Е, 
доказана.

Пусть теперь 0О(+> с Л. Тогда функцию ? (х) можно представить 
₽ виде <р (г) = <рх (г) + <р։ (г), где

М*) = 2 Г֊—> 1М* >0

и
Ак

Так как 1/^}, <р3(г)€՛^ (^+); 1/?՜*}, то ? (г)ОР
1/Р*) и лемма доказана.

(г) Предположим, что (®л}“С дх и

.$2*(г)=^1£)1=±*11 (Л=1>
5*2—«*
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где
г* = Ь*1 п ֊' ~ “* (л=1, 2, • • •)

а> , Д1—а, я* яу
>-։

— система, биортогональная с системой (г* (я))“ в смысле
Г 2* (0^1*1 = 8*.;=^ кк^{ 

1:1-1

С каждой функцией /(г)6^ “*) ассоциируем формальный:
00

ряд 2 с* (/) Гк (я), где
4-1

м/)= — [ лоЗнои. . 
2՜ з

1:1=1

Лемма 6. Пусть / (г) £ {£Х ь); а*) и / (я) — ассоциированная-
с нею функция в определении класса \ (£Х+>; а«}. Тогда

с*(/) = _ /(«<)(!-Ы*)
5t

Действительно» так как почти всюду на |г|= 1

Z \ Я / 

то 

с , ֊/А՛
с/Л_1֊ыа j_ fw 1<л| _i֊№ 1 г .

о* 2«i:ïL1B.(QC —a> 2к/ J 1—Ça*
ICI—1

= _ЦЫ’ . X f L£LЛ__ЦК-7(«-).
0* 2«։ J С— а* 5*

1:1-1

Теорема 3. Пусть и f (я)^Х1 (/)<+>; а*), тогда֊ для"
любой функции g (z)=gl (я)+ gt (я), g2 g2 (z)£H’-(jy-ty
справедливо предельное соотношение

Jim j 5я(С)яС)<Л= J /(С)я(9<Л, 

i:i-i 14-1
где

•S,(Q=2 c*(/)n(z).
4-1

Доказательство. Рассмотрим функцию 1/zf (1/я) £ H1 
Так как при z Ç D<~։
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f ~f (֊) А (9 г— = Г ш л«о, 
J» \ч/ С — z J С — z

К|-1 п-1

та из леммы 4 (здесь ß* = 1/’*) следует равенство

.1 -. 1
z \ z ) А_,1—а* z 8* В»(г)

Если обозначить
00

/֊(֊’)=֊£
/(«*)(!_-1а*|*)

(1—za*) 3*
z £ О'՜’,1

то будем иметь /։ (г)^/Л(О(՝)) и /_ (е'’)££г. Учитывая заТем лемму 
5 и определение класса Хх {£)(+>; а*}, получим

/ <*) = 2с* (/>гк (*> = - а У(1֊՝ !а--- • а9)*-։ "(1-га*)о*

Но так как для любой функции (г) £ № (£М_)) существует конеч
ный предел

Иш
00

5л (С) g (С) <Л = 2 7(ä*)(l-|a*p) ЦМ
*-i °*

(20)

(ряд, стоящий в правой части (20), сходится), то применяя теорему 
В. П. Хавина [9], заключаем, что существует функция Д (г) £ Л1, для 
которой выполняется соотношение

Ihn J 5Я (С) g, (9 Л - J /։ (9 g։ (С) Л (21)

14=1 KI-1

для любой функции g2 (€)£//“ (£?(_))- Но если взять g2 (С) = 1/(С — z), 
z £ £)<+), то из (19) получаем

/.(z) =֊^ [
2iW J С — г

Kl-l
дли

АС9=/(С)+/։(9, где/։(9€Н1(О<->), /։ (Зд) = о.
Наконец, так как

gi (9 Л.

то теорема дскгзана.
.Институт математики 
АЦ Арчякско։ ССР Поступила 19.1.1978
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Հ. Մ. ՀԱՅք’1ԼՊ1ւՏՅԱՆ. Հարղիի № զասի որոշ ենթադասերի ֆունկցիաների թստ ռացիո
նալ կոտորակների սիստեմի վերլուծության մասին (ամփոփում)

Դիցո։ր Ար օյշ,... կետերի հաջորդականություն է միավոր շրջանից։ Ինչպես հայտնի կ, 

որպեսզի .1/1— էէէ, *=!, շ՛...սիստեմը քք՞ (1<₽< օօ) -սւմ իր զծային թաղանթի

մեջ կազմի րալլիս, անհրամեջտ կ և րավարար, որ հաջորդականությունը բավարարի Կաոյե- 
սոնի պայմանին։

Հոդվածում ուսումնասիրվում կ Ւք1 տարածության զեպրը։ Ցույց է տրվում, որ Կաոյեսոնի 

պայմանը րավարար չէ թ = / դեպրումւ Բերվում է նաև մի թեորեմ Հլ դասի ֆունկցիա

ները (շ))® սիստեմով վերլուծությունների մասին։

H. M. HAIRAPETIAN. About repreientatlon by the tyttem of rational 
function for some tube latter of elate H1 of Hardy (summary)

Let (a,)j° is the sequence of points from unit disa. Well known Carl esons con
dition on ths (at| * sequences is necessary and sufficient for a system of function 

r* (r) ~ 1/1 — «’*) to form a basis in their linear huHe with respect to the metric 
of HP (J < p < co).

In the paper an analogues question for Hl is investigated. It is proved that 
the Carleson condition is not sufficient in this case (p = l). Also a theorem about, 
representation by system for functions from the class (a(] is proposed.
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М. Ж. ГРИГОРЯН

О СХОДИМОСТИ В МЕТРИКЕ Ь„, 0>р>1, ДВОЙНЫХ 
РЯДОВ ФУРЬЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

§ 1. Введение

Как известно, до сих пор остается нерешенной следующая задача:
Сходится ли в метрике 0 < р < 1 или хотя бы по мере двойной 

ряд Фурье любой суммируемой функции (см. [1], стр. 34)3 В связи с этим 
в настоящей работе рассматривается вопрос о сходимости двойных рядов 
Фурье суммируемых функций /(х; у) в зависимости от изменения их зна
чений на множествах сколь угодно малой меры. При этом требуется, что
бы значения функций /(х; у) сохранялись на одном и том же не завися
щем от функции множестве.

Идея улучшения сходимости ряда Фурье путем изменения разлагае
мой функции на множествах малой меры принадлежит Д. Е. Меньшову. 
Он рассматривал этот вопрос в двух постановках:

1) когда значения функций изменяются вне заданного совершенного 
нигде не плотного множества;

2) когда значения функции /(х) изменяются на зависящем от функ
ции множестве сколь угодно малой меры.

В соответствии с этими постановками им были установлены следую
щие теоремы (см. [3], стр. 448—471).

Теорема I. (Д. Е. Меньшов). Пусть /(х)—любая суммируемая на 
[0; 2я] функция и <2—любое совершенное нигде не плотное множество на 
[0; 2л]. Можно найти такую суммируемую функцию &(х), что

Я (х) ֊ } \х) на <2

и ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится почти всюду.
Теорема II. (Д. Е. Меньшов). Пусть 1(х)—измеримая функция, 

конечная почти всюду на [0; 2л]: каково бы ни было е > 0 можно по
строить непрерывную функцию &(х), совпадающую с {(х) на некотором 
множестве Е, тевЕ > 2л—е и такую, что ее ряд Фурье по тригонометри
ческой системе сходится равномерно на [0; 2л].

В работах [3] и [4] отмечено, что теорема II в той же формулиров
ке переносится на двойные тригонометрические ряды как в случае сходи
мости по Приногейму [3], так и при требовании сходимости сферических 
частных сумм [4].

Неизвестно, верен ли аналог теоремы I для двойных рядов при ка
ком-нибудь понятии их сходимости (почти всюду, по Прингсхейму, по сфе
рам или же по квадратам). Тем не менее, рассматривая аналогичный во
прос при требовании сходимости в метрике Ер, 0 <. р < 1 двойного ряда
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и используя некоторые элементы конструкции Меньшова, примененной 
им при доказательстве теоремы I, можно установить следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть (&; <2/с [0; 2к], ։ = 1, 2, совершенные, 
нигде не плотные множества и /Уо натуральное число. Тогда для 
любой суммируемой на Т= [0; 2к] X [0; 2՜] функции / (х; у) можно 
определить суммируемую на Т функцию Р(х; у) такую, что

1) Г (х; у) = / (х; у) на <2, Q= Qlx <2։;
2) двойной ряд Фурье функции Г(х; у) сходится к ней по 

Прингсхейму в метрике 0 р < 1, т. е.п |5Ят [V7] - п (х; бхбу = 0; 0< р < 1,

где
л, т

$пт I/7] — 2 >■*/ (а*, сое кх-соз 1у+Ьн з։п Агх-соз 1у+
*=о,/=о

+ сн соз кх-вт 1у +• бы з!п &хз1п 1у),
1/4 при к = 1 = 0

\ - 1/2 при Л=0; />0 или к
1 при к 0; I > 0

0, 1 = 0

соз кх соз Ьубхбу,
т

Т (х; у) 51п £хсоз 1убхбу, (1.1)

у) сов кх-з'т 1убхбу,

бк{ = — (х; у) з1п кх з!п 1убхбу,

3) а*, = Ьк։ = С1ц = бщ = 0 при пнп (к; Г)<^И0.

Теорема 2. Пусть / (х; у)—любая суммируемая функция и 
(? с- Т—любое совершенное нигде не плотное множество. Тогда 
можно определить суммируемую функцию /7(х; у) такую, что

1) Р՝ (х; у) =1 (х; у) на (?;

2) двойной ряд Фурье функции Т (х; у) сходится к ней по 
квадратам в метрике ир, 0<^р<1, т. е.

п
У У ~ Iх* =о* о ’

Т
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В дальнейшем мы будем пользоваться следующими свойствами 
частных сумм (см. [2], стр. 595 и [5], стр. 455)

2п 2г.

У I5» [г]|р < В (р) | С (*)1 с/х | ; О <Р<1; Я (х) 6^1,[0;2п],

о О

п = 1, 2, --, (1.2)

где В (р) зависит только от р.
Если Г (х; у)=^/(х)- я (у), где / (х); я [0:. 2я], то част

ную сумму 

с [СП— 1 С з1п (п + 1/2)(/—х) зт (т+1/2)(- — у) . ,
.>»1/2(1-ж)---------- .1» 1/2«-,)

т
можно записать в виде

= • (1-3>

§ 2. Доказательство основных лемм

Для краткости обозначим тригонометрическую систему

1 cos х sin х cos кх sin кх , .
775= > 77= ’ 77=» • ՛ • >’ 77= > • ՛ • чеРез ff* WMУ 2it у г у я p к у л

Лемма 1. Пусть даны отрезок [с; </] <=[0; 2тг], совершенное 
нигде не плотное множество Qc. [0; 2п], действительное число 1=7^0՛ 
и натуральное число N. Тогда существует ограниченная функция 
® (л) такая, что

а)

б)

(0 при х £ [с; </J,
9л

(х) • (л) dx — 0 к -< N,

л
в) [ |ф (х)1 с/х < з |т| (с/ — с).

Доказательство. Обозначим через И [С(2; ф։,• • •, опреде
литель Грамма на множестве^Сф = [с; </] \ С системы {<рл (х)'}£_р т. е.

где я,,= ( ?*(х)-<р/ (х).</х. (2.1>

с<з
Так как функции ?։(х),---> (х) линейно независимы на С0г

то (см. [6], стр. 77)
D[CQ; (2.2),
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Возьмем натуральное число т настолько большим, чтобы

2 (</ - с) Р{С(2-, ?„•••,<₽*]
т (2к)‘У+։ .(/У+2)! ' 1 ‘ '

Пусть

Сл = с4*5 ---- 5 = 0, 1, •••,//։. (2.4)
т

Так как (2 — совершенное нигде не плотное множество, то как легко 
видеть (см. [2], стр. 460) можно найти интервалы {8*}^ одинаковой 
длины |3*| = 3, Л = 1, т такие, что

8* ։= [с*_ 1; с*], к , т и <2П II 3, ֊ 0.

Определим функцию /(х) следующим образом:
I . т

7 при х£[с; </]\ и 3* 
*-1

(2-5)

/(*) = (</— с \ т
1---------— ) при х£ и 3*

т-3 / *-1
(2.6)

Положим

0 вне [с: </].

/ (х) • при х^0_

/(х)—2 ?*•?* (*) при х £ Сф—[с;
*=։
0 вне [с: </]

(2.7)

и покажем, что константы Р* можно подобрать так, чтобы <р (х) была 
ортогональна ко всем ®* (х); к —/V. Действительно, это равно
сильно равенствам

<р (х) <р* <1х = 0, к = 1, • • •, IV (2-8)

рли

П
л/

/ (х)—2 <Р։ (х) ср* (х) </х = 0, к = 1,- •., м 
с<? '=> -1 (2.9)

2к

ср/ (х).<р* (х) </х = /(х).<р, (х) dx, к =1
о

(2.10)

В силу (2.2) и (2.10) имеем
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яп *'' яи—։ е1 ։։/+1 " *' ямг

?/=
ЯЛгГ ’ ' ЯЛ7-1 8лг ялм+1''' ялглг

Я [С(2; ?! — ?л] (2.11), / = 1,..., IV,

где
2т.

е*

</
Г / (х) ?* (х) </х, к — 1,- ■ IV. (2.12)

и с

Определенная равенствами (2.6) и (2.7) функция ? (х) ограничена и 
очевидно удовлетворяет условиям а) и б) леммы 1. Остается прове
рить выполнение условия в).

Заметим, что

В самом деле, из (2.4), (2.6) имеем

‘к
/ (х) <1х = 0, к = 1, ■■ ■, т. (2.14)

с*-։ . '

Если то для некоторого О<^&о-<т— 1. Из
(2.6) и (2.14) следует 

I . ск /
+ С |/(х)|</х<2|7|^-, (2.15)

и т
е ’ <•*-! ‘к,

откуда, учитывая (2.3), получаем

ум “х < 'е[с' (2Л6)
С

Из (2.16) и из того, что

/{х^х <

У /(*) </х = 0 и |?; (х)| < /V 

|Л)

при к IV интегрированием по частям получим

-֊ ] /М (>) л 2-т.х |у Ы .

(2.17)
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С другой стороны, согласно (2.6) и (2.7) имеем

Л'

Из (2.11) и из того, что < 2« следует, чт о

₽* ®*(х)с/х<2 1т| (</—с)-ь(</—с) - 2 |?։|.

(2.18)

(2л);у-Л/!шах |г»|
Р*<~вГсо.а>1"Л<<У ГТ» * =

Учитывая (2.17), (2.18) и (2.19) п случаем 
в

(2.19)

(2.20)

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть даны квадрат Д = [а; 6]Х[с; с/] <= Т, совер

шенное нигде не плотное множество натуральное число V,
действительное число 1=^=0 и ®^>0. Тогда существует ограничен
ная функция ® (х; у), такая, что

А) т(х;9)»П "ри
( О при (х; у) £ д,

В) Г [ |? (х; у)\(1х<1у <2 |т|-|Д|,

С) |йя[?]|<в, п<Л (х; у)£ Т,

О) И|5-ы₽ (р) [т|-|Д|]'։, 0<р<1; п = 1, 2, •

(где А (р) зависит только от р).
Доказательство. Возьмем натуральное число т настолько 

большим, чтобы

М-<7Гй' <2-21>
т 1б/У

Пусть

с, = с 4֊ 5- —---- а3 =■ аз -—5 = 0, 1,- ■ •, т. (2.22)
иг т

Поскольку <2 — совершенное нигде не плотное множество, то, как 
легко видеть, существуют интервалы 3^) с [а*֊1; а*] и 3<?> с: [с*-։; 
с*], Л = 1,-.՛, т одинаковой длины •— 3, / = 1, 2, к = !,•••, т та. 
кие, что
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т
<2п * и <>и— 0, где = 0<}>Х ?42': /=!»• •, т.

Обозначай через

(2.23)

т. (2.24)

Положим

при (х; у)£А\

? (*; у)= (2.25)

0 вне Д.

7
т
иI 1

т

Определенная равенством (2.25) функция <р (х; у) удовлетворяет 
условию А) леммы 2. Из (2.24) и (2.25) следует

д*/

= 2М |Д| (2.26)
*: ։-։1 и ।

и, следовательно, условие В) тоже выполнено. Чтобы доказать ут
верждение С заметим, что для любой ограниченной функции ? (х; у) 
справедливо неравенство

2։ 2։ ■ I х
)։-шах 
0«, т<2։

(2.27)
о о

где Д (<) и /2 (т) — дифференцируемые функции со следующими свой
ствами:

Ntk=l, 2, 1. (2.28)

В самом деле, используя теорему Фубини и интегрируя по частям, . 
получим

2։ 2։ 2к 2к

и с о

о

2«
о и

2к

/-0

2к 2։

б о и

Ои □ ։
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(2.29)

Откуда, учитывая (2.28), получаем (2.27). Из (2.27) и (1.1} при 
к, I < 'V находим

1“*/1 + 16*11 + 1С*(1 + К(1 <4 • №• тах
0<с х<2ж

I х
У У ? (ж; у) ^у 

о о
(2.30)

Теперь докажем, что
< 1

,(Х1у№у\<^ 

0 0

для всех 0 /, т •.< 2я. ‘ (2.31)

Действительно, из (2.24) и (2.25) вытекает

У Ф (х: у) ^хНу = 0 для всех 1 кК I ֊< ш . (2.32)

Пусть (О ")(;△. Тогда для некоторых к0 и 10 имеем 
с/, т -С С|,ц 1. Отсюда и из (2.32), (2.25) получаем

о», -'С а».+ь

I х
У У<р (*; у)4хУу 

о и

Ъ х
У У|ф (х; у)| <1х<1у\- 

а с1,.
I й

4֊У у|ф(х; у)| </х<^^2[|т1~^+М^1։ =

°*։ 0

-41’|-1-<г^- 
т 4/У<

Аналогично можно доказать неравенство (2.31) при (/; ■։)£△. Учиты
вая (2.30) и (2.31), получаем
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|\л Ы1 < 8 при п < /V, (х; у) 6 т (2.34)

и утверждение С) доказано.
Остается доказать выполнение утверждения О).
Положим

Еа = Û Sj?’ И £ = £։Х£։. (2.35)
»—1 4-1

? (х: у) = т'Хд (х; у) — •»1 ’ *£ (х: У» =
m •б"

=sgn 7-h|1/2-‘Z(O: 41 (х)-Н։Д-'Х[е; </] (у) — (2.36)

_։։nr_»ze,(x). iœZ։.(s). 
m-o m-a

Таким образом, f (x; y) представляется в виде 
? (x: y) =ax (x)a։ (y)- a։ (x) a4 (y) (2.37)

где, как легко видеть

J I«* (01 dt < (hrl |Д|)«Р. (2.38)

е о
В силу (1.2), (2.36), (2.37) и (2.38) имеем

С С Snn [Т]|Р dxdy <2 [В (р)]'.[|Т|• |Д|]Р, 0<р<1; п=1, 2,.. (2.39)

Лемма 2 доказана.

§ 3. Доказательство теорем

Пусть / (х; у) — заданная суммируемая функция. Как легко ви
деть, можно определить последовательность функций Д (х; у), <7=1, 
2, • • •, каждая из которых принимает постоянные значения на квадра
тах, полученных разбиением квадрата Т на конечное число частей, 
обладающую следующими свойствами:

Л™ /9 («: !/) I </х</^ =■-0, (3.1)

УрА (х; у)1 dxdy < у = 2, з, • . (3.2)

т

Для выбранной последовательности /9 (х; у) определяются воз
растающая последовательность натуральных чисел (■*?}“=!, квадраты 
Л*с Т, числа 7* такие, что
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Л (х; У) = 7* при (х; д) £ Д* < к < (3.3>
где

и Д* = Т и Д* л ^к- = 0> к 4= к'; •»,-! < к; \. (3.4)

Сначала докажем теорему 1. Обозначим через [а£։); 61”] и [а^՜'; о*] 
(при фиксированном к)՛ проекции квадрата Д* на координатные оси, 
т. е.

Д* = [<”; 61”] X 6<’>] (3.5)
и положим

/1”=11*14 /1։> = 5гпт*ы*/», (3.6)

3[” = 31 П [а<”; 61”]; <2«> = 3, П [аР>; 6^], (3.7)

где 3։ и 3»— множества, входящие в формулировку теоремы 1. 
Применим лемму 1, полагая в ее формулировке

[с; </] = ]а1”; 61”]; 3= 31”; Т = /1”; Л^= V*. где <=1 или 2.

Возрастающая последовательность натуральных чисел будет
определена позже.

Определим ограниченную функцию <р!” ({), удовлетворяющую

«(”(0=1 /*> при
к 10 при I б [<։!”; 61”],

2с

?1” (О (0 - о при Л < №>, (3.9)
о

Ь1”

1?1” (0! < 3 |/<”1 <б<”-а՝”) =3 (1т*! |Д*|)”2. • (3.10)

-1°
Положим

Ф*(х;у) = ф1”(х)-«р1։>Ы, (3.11)

3* = 31” х о®. (3.12)

Очевидно (см. 3.6) и (3.8))
+.(«»)-(? "₽" <« »>/«• (3.13)

10 при (х; у) £ д4-

Согласно (3.10) и (3.11) имеет место неравенство

У(*; У)1 ‘Шу < 9 |7*|.|а*|. (3.14)

*л
Из (3.2), (3.3), (3.4) и (3.14) следует
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I'?* (*; 1/)1 Лх^У < ос-. (3.15)
я

Положим

г (*; у)= 2 ?* (*; у)- (3.16)

Функция / (х; у) суммируема.
Из (3.13) вытекает, что

^(-г; у) = /(•*; у) при (х; у) £ 0= (?хХС2. (3.17)

При этом отметим, что соотношения (3.15), (3.16) и (3.17) имеют 
место независимо от выбора последовательности Теперь по
кажем, что при подходящем выборе последовательности [М)*-։ соот
ветствующая функция Г(х։ у), будет удовлетворять также требова
ниям 2) и 3) теоремы 1.

Заметим, что Ф* (х; у) £ £2 (Т) для любого к и поэтому
к-1

Нт
ЛАП-*«

х; у <1х(/у =0, 0<^р<^1. (3.18)
1-1

Полагая 7У։ — 2 (Ло-|֊1) и допуская, что определены числа
< • • • М-1 и функции Фи**-, ф»-ь выберем ^k^>^k-l таким обра
зом, чтобы

при п, (3.19)

Тем самым возрастающая последовательность ^к}И°-1 определена. Из 
(3.15) и (3.16) следует, что

3Пт [/?] — 2 Sr.ni [Ф*]> (3.20)

причем ряд сходится равномерно. 
Покажем, что

Нт 1. (3.21)
г

Пусть 0 р 1 и е > 0 — произвольное положительное число. Возь
мем ко настолько большим, чтобы

о> (3.22)
г
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шах 9 [Д(р)1а ..
2?.-р ’ (3.23)

где В (р) константа неравенства (1.2) и число определено нера
венством

< V- (3.24)
Возьмем л и т настолько большими, чтобы

к — гп1п (/; у) > к0,

где / и у определяются из условий 

М<а<Мц, Щ <^т Щ-ц.

(3.25)

(3.26)

Из (3.16) и (3.20) следует, что

г 4У т
1 *՜’•$пт 1 2 ф/

1 1-1 -1

*-։ |р
— 2 Ф։ (*; у) dxdy -Ь

1 -1 1

4) ТМ
 в ■'"'» +П 

Т

00

1-к+1

ш[ф1] | dxdy+ У |5ят [Ф*]|р
=

= /։ + /։+/։ + /<• 
Из (3.19), (3.22), (3.23), (3.25), (3.26) вытекает

(3.27)

- '■<!< 1 . - / <՜֊ 3’
>

3
(3.28)

В силу (3 .9), (3.11), (3.25) и (3.26) получаем
5яв [ф,] = 5Я (?”>)• 5т (?<2>) при 1 > 'к+ 1, (3.29)

так как шт (п; т) Ык+ъ 
Следовательно

Л = о. (3.30)
Теперь оценим

Из (1.2) и (3.11) следует, что
2г. ։=

[р5Лт М" dxdy=֊. р5я (Т£»)ГЛ-|5„ (ф^)Р dy< (В (Р))։ х 

г о о

X (3.31)

Пусть <^к<.^, так как к > кй, то из (3.14) и (3.31) имеем

Л <(£(/>))■ Г<9(В(р))։

9(Д(д)Г
2?р

(3.32)
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Учитывая (3.27), (3.28), (3.30) и (3.32), получаем

Jj |5ят [Л] — F (.г, у)\р dxdy = 0 при п, т^> Nk. (3.33) 

г

Выполнение утверждения 2) теоремы 1 доказано.
Если min (к; I) ֊С Nlt то из (3.9) и (3.11) следует, что

Jj ф/ (»; (x)<?i(y) dxdy = 0 для всех i = 1, 2,- (3.34)

т
С другой стороны

j У Г(х; у) ?* (*) ?i(y) dxdy= 2 ф, (х; у)-?* (х)?/ (у) dxdy.

(3.35)
Из (3.34) и (3.35) и из того, что Nj^>2N0 4-1, вытекает выполнение 
условия 3) теоремы 1. Теорема доказана.

Теперь докажем теорему 2. Пусть / (х; у)— произвольная сум
мируемая функция. Тогда существует последовательность ступенча
тых функций (х; у), удовлетворяющая условиям (3.1), (3.2), (3.3) и 
(3.4). Обозначим Q*=Qr)A*, где Q—множество, входящее в форму
лировку теоремы 2.

Пусть далее е*=2- и —возрастающая последователь

ность натуральных чисел.
На основании леммы.2. в формулировке которой полагается

А = A*, Q = Qk, 7 = 7», в = а», N = Nk.
Мы можем для каждого к найти ограниченную функцию <?* (х, у) та
кую, что

(3.36) 
I 0 при (х; у) е А*»

У] |ф* (х; y)l dxdy <2 |7*|-|А»1, (3.37)

|5ЯЛ [<?*]'< е*.= ±-, n<?v*, (3.38)

1^ Ы 1Р dxdy < А (р) [11*1 • Iл*|]р, 0<р<1, п = 1, 2, •

Функция
00

S (х; у)= 2 ®* (х; у)
*-1 

(3.39)

(3.40)
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суммируема и равна / (х; у) на
Точно таким рассуждением, как при доказательстве теоремы 1, 

можно убедиться, что при подходящем выборе последовательности 
|Л'«}*=1 соответствующая функция # (х; у) будет удовлетворять также 
требованиям 2) теоремы 2.

Полагая Л։ = 1 и допуская, что определены числа 
и функции <р. (х; у), - -, р*_։, выберем М>Л*_։ таким образом, чтобы

Р Р Г *~1 I *-1 р -I
] ] [2 ~2 *'<■«; у) ^у<~ при п>А*. (3.41)

Очевидно
ОО

•*„„[?] = 2 $„.[?*]• (3.42)
*-։

Пусть 0<р<1 и е^>0 — произвольное положительное число. Возьмем 
к0 такое, чтобы

з >к0 и шах А<Р). 
2«°р ' 2*« /'г

в

(3.43)
где д0 определяется из условия

*«.-։ <

Возьмем п. настолько большим, чтобы
^>^о>

где к определяется из условия 
Л/* < п < Л

В силу (3.40) и (3.42) получаем

(3.44)

(3.45)

(3.46)

VI
*-։ |Р

у)| <1х<1у\-? (*= У\р ^Х(1У<

I (Шу +

։- 4+1г

15„я Ы1Р 4*<1у-

(3.47) 
Учитывая (3.39), (3.41), (3.43), (3.38), (3.46) и (3.47) имеем

|5ЛЯ Ы — £(х; у)|" ахду <е. (3.48)

Теорема 2 доказана.
Замечание. Доказанные теоремы верны для п-кратных три

гонометрических рядов, а также для таких рядов по системе Уолша.
В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, под ру

ководством которого выполнена настоящая работа.
Ереванский государственный

университет Поступила 27.XII.1978
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Մ. ժ. ԴՐ1։Դ(1ՐՅԱՆ. Ինաե<յրե|ի ֆունկցիաների Ֆուրյեյի կրկնակի շարքերի մետրիկայով 
էյուցամիւոության մասին (ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում է, որ յուրաքանչյուր երկու փոփոխականի ինտեգրալի ֆունկ
ցիան, տրված կատարյալ բազմությունից դուրս, կարելի է փոխել այնպես, որ նոր ստացված 
ֆունկցիայի Յւուրյեյի չարքր րստ կրկնակի եռանկյունս! լափա կան սիստեմի զուգամիտի 
Լր , 0 < р «Հ 1 մետրիկայով!

M. G. GRIGORIAN. On the Lp\ 0 <p < 1 metric convergence of Eourie 
» multiple terlee of integrable functions (summary)

It is proved in the paper that an integralable function of two variable function՝ 
from a certain set may be changed so that the Fourie series by the double trigono
metric system of the new function convergence by metriecs Lp, 0<p<l.
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И. Г. ХАЧАТРЯН

ОПЕРАТОРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЛЯ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ

В настоящей работе рассматриваются следующие дифференци
альные уравнения порядка п > 2:

л-2
!/(л)+ 2 Р*  (х) У(к} =֊ ',п У> 0 < х < /, (1)

* Определение класса Нх (или £։) аналитических функций содержится в кни
ге И. И. Привалова [16].

*♦ Для уравнений порядка п > 2 формулу (7) впэрвыэ получил Л. А. Сахнович 
[5], однако в работе [5] требуется аналитичность коэффициентов уравнений в круге 
\։\ < R (R > I).

В работе В. И. Мацаева [9] (си. также [6]) показано, что для существования 
ядра £ (х, /) требование аналитичности коэффициентов является существенным.

»-о
л-2

«(я) + 2 8*  М «I*)  = X" и, 0 < X < /, (2)
*-о

коэффициенты которых регулярны в четырехугольнике Р/ с вершина
ми 0, I, I (1—ш։)~։, I (] — св/1_|)-1, где

.։«I — а
и, — е , 5=0, !,•••» п —1, (3)

к, кроме того, удовлетворяют условиям*

рУ (Д' я1*>  (*)  € М (£>«). к = о, 1, • ■ •, п ֊2. (4)

В работе автора [14] была доказана следующая
Теорема А. Пусть коэффициенты уравнений. (1) и (2) удов

летворяют условиям (4), а функции у (х, X) и и (х, X) являются, 
соответственно, решениями уравнений. (1) и (2), удовлетворяющи- 
ми начальным условиям

у^ (0, X) = а„ у=0, 1, - •п-1, (5)

и<'> (0, X) = V = 0, !,•••, п—1, (6)
где а,, 6,— некоторые постоянные, причем если Ь, =0 (•*  = 0, !,••• 
• • ■, к —1; 0-С^-Сп — 1) и 6*  =/• 0, то а, = &,(*  = 0, !»•••» к). Тогда 
существует функция Ь (х, #) (0< ( -Сх ^.1), не зависящая от па
раметра X, такая, что при всех значениях X имеет место фор
мула**
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у (х, ).) = и (х, >•) -+- £ (х, 0 и ({, /-) Л, 0^.х<1. (7)
о

При этом функция Ь (х, /) илееет все частные производные до по
рядка п —2 включительно, которые непрерывны по совокупности 
аргументов и абсолютно непрерывны по каждому аргументу. Кро

ме того, £ (х, <) = £ (х —I), где функция £ ($, г) определена в об
ласти (г 0 ?-С/) и все ее частные производные порядка,
п—1 при фиксированном ; принадлежат классу Н1 (£>^е).

Формула (7) показывает, что оператор / + £, определенный, 
формулой

(/+£)/ = /(х) + |£(х, /)/(0 Л, 0<х < I, (8>

о

преобразует решение и (х, >.) задачи Коши (2), (6) в решение у (х, X). 
задачи (1), (5). Очевидно, что каждая из функций и (х, >.) и у (х, X). 
удовлетворяет некоторым п —1 линейно независимым краевым усло
виям вида

И(/)^5«,ЛЧ0) = О. (9).

Однако если рассматривать краевые задачи с п—т (1<»п<л) крае
выми условиями вида (9), то, как показано в работе Л. А. Сахновича 
[7] (см. также [8]), может и не существовать оператора /+£ вида (8), 
преобразующего все решения одной краевой задачи в решения другой.

Цель настоящей работы—привести для уравнений высших поряд
ков другие*  возможные обобщения известных формул (операторов 
преобразования), полученных для дифференциальных уравнений вто
рого порядка (см. [1]—[4]). Здесь приводятся операторы (формулы 
(19), (23)), которые строятся при помощи т (1 п։п) ядер и пре
образуют решения уравнения (2), удовлетворяющие п — т краевым 
условиям вида (9), в решения уравнения (1), удовлетворяющие также 
некоторым п — т краевым условиям вида (9). Далее вместе с уравне
нием (1) рассматривается простейшее уравнение

* В случае п > 2 существование оператора преобразования, сохраняющего на. 
бесконечности асимптотическое поведение решение, установлено в работе автора [15],

ф(я) = Xя ф (Ю)

и выведенная в общем случае формула (19) приводится к другому 
виду (формулы (30), (31)). Эти формулы, полученные при условиях 
(4), являются простыми следствиями теоремы А. Еще один вариант 
оператора (формула (32)), преобразующего всякое решение уравнения; 
(10) в решение уравнения (1), приводится при условиях



32 И. Г. Хачатрян

^(ад(Ньо,.1,-,»-2, (И)
где область Д/ представляет собой 4 (л—2)-угольник (при п —4—ше
стиугольник) и определяется следующим образом:

Д,= и МО» (12)
л->1

где Д, (/)—треугольник с вершинами I, I I я-]+1, причем ар* 0 = 
= ог2- = 0 и »•—1» П

Треугольник Д4 (Z) является равнобедренным, причем углы у вершин

I °7^-1 и ®7а+։ имеют раствор —, кроме того, сторона треугольни- 
п

ка, соединяющая эти вершины, проходит через начало координат. 
Для многоугольника Д< точка Z/2 и вещественная ось являются, соот
ветственно, центром и осью симметрии. Отметим, что Dic. Д/ (обла
сти Д։ (Z), Д/ и Di удобно считать замкнутыми). Здесь используются 
те же свойства функций класса Н1г что и в работе [14] при выводе 
формулы (7).

Если уравнения (1) и (2) рассматривать в полуинтервале 0-֊<х<^а 
(0<^а -^оо) и предполагать, что условия (4) и (11) выполняются при 
каждом I (0<^Z<^a), то формула (7), а также полученные формулы 
справедливы при 0 х < а. Область Dx представляет собой сектор

Jarg z\ —----- а область Дж — сектор |argz|-^K— —.
2 п -л

При п = 2 области Di и Д/ превращаются в отрезок [О, Z], и 
тогда условия (4) и (11) естественно понимать как суммируемость 
коэффициентов на отрезке [О, Z].

Операторы преобразования для дифференциальных уравнений 
порядка п^>2 (без требования аналитичности коэффициентов) изуча
лись в работах [10]—[13], однако полученные в этих работах форму
лы имеют более сложный вид, чем выведенные здесь формулы.

1°. Приведем два простых следствия теоремы А. Обозначим че
рез wj(x, X) и vj(x, X) (/= 1, 2, •••> т; 1-С т -С л), соответственно» 
решения уравнений (1) и (2), удовлетворяющие начальным условиям

(0, >•) = a,, j, 'i = 0, !,•••, л —1,

vj՝)(O, X) = Ь,.., ч=0, I,---, л - 1,

где а»,у, b,,j — некоторые постоянные, причем числа а»,/ при каждом 
j (1</<т) удовлетворяют следующему условию: если
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6.,/ = 0 (v=0, !,•••, к/—1; Сп—1) и 6* /֊/¥=0, то

а,./ = 6,./ (v = 0, !,•• •, к/).

Введем следующие функции:

У (х> I) »J с/ (k) wj (х, к), (14)
/-1

т

Ул (х, >.)= 2 Ъ./С) (k) W) (х, ).), S = 1, 2,- - /И, (15)
/-։

« (х, X) = 2 с, (k) vt (х, ).), (16)
/-1

т

Us (х, >•)= 2 7а, у с/ (к) V! (х, ).), 5=1. 2,- • •» т, (17)
/-։

где числа с/ (л)—произвольные, а числа 7», / такие, что определитель 
матрицы

71,1 И, 2 • • • 71, т 

72,1 72,2 ••• 72, т

7м, 1 7м, 2 • • • 7м, т

(18)

отличен от нуля: det Г =f= 0. Очевидно, что решения у (х, к), у, (х, к) 
(s =1, 2,- • •, т} уравнения (1) удовлетворяют таким же краевым усло
виям вида (9), каким удовлетворяют решения wj (х, >.) (j =1, 2,• • •, т). 
Аналогичным свойством обладают и решения и (х, k), us (х, к) ($ = 1, 
2, • ■ •, т) уравнения (2) вместе с решениями V/(х, к) (/=1,2,...,т).

Следствие 1. Имеет место представление

у (х, к) = и (х, к) + Ks (х, /) us (t, к) dt, 0<х</, (19)

где ядра Кг (х, /) не зависят от чисел С) (к).
Действительно, согласно теореме А, существуют функции £/(х, /) 

(/= 1, 2,•••, т) такие, что имеют место формулы

Wj (х, к) Lj (х, t) V) (t, X) dt, /=1, 2, • • •, т. (20)

Функции Kt (х, t) (s = 1, 2, —, т) определим из системы уравнений
т
2 Та, j Ks (х, 0 = Lj (х, 0, j = 1, 2,• •., т. 
а-1

В силу det Г =f= 0 система (21) имеет единственное решение.

3—197

(21)
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Из формул (20) и (21) имеем

К, (х, О V) (А X) Л, (22)«»у (*>  *)  = Ч (х, X) 4֊ 2^./ 
5=1

/ = 1, 2, • • /и.
Если равенства (22) умножить, соответственно, на с, (X) и просумми
ровать по значениям /, а также учесть формулы (14), (16), (17), то 
получим представление (19).
Введем вектор-функции

у/ (х, Х) = (ш։ (х, X), и>։ (х, X),-- иг,„ (х, )-)),
V (х, X) = (ох (х, К), О, (х, /.),• • От (X, X)), 

У (х, X) = (У1 (х, X), у2 (х, х). • •, дт (х, X)), 
и (х, X) = (и։ (х, X), и։ (х, X),- •ип (х, X)) 

(эти векторы, написанные в виде строки, в нижеприводимых форму
лах нужно понимать как столбцы). Введем также диагональные матрицы

/.х(х, О 0 — 0
0 Д։(х, 0 ■” 0

сх (X) 0 0

С(Х)^ 0 с2 (X)• • • 0

0 о Ст(Х)

ь (.Г, о =

0 0 - • • (х, 0
Следствие 2. Имеет место представление

у (х, X) = и (х, X) +- К (х, I) и (/, X) Л, 0 -С х -С 7,
О

где матрица К (х, 0 не зависит от С (X) и имеет вид 
К (х, 0 = ГЕ (х, <) Г֊֊։ .

Действительно,формулы (20) запишем в виде
.Г

w (х, X) — V (х, X) 4- Ь (х, /) V (/, X) Л.
о

Отсюда получаем

ГС (X) ш(х, Х)=ГС (X) V (х, Х)4- ^ГЬ (х, () С (X) V (/, X) Л. 

о
Однако

(23)

(24)

(25)

у (х, X) = ГС (X) ш (х, X), и (х, Х) = ГС (X) у (х, X), 
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поэтому формула (25) принимает вид (23), причем матрица К (х, 0 
определяется по формуле (24).

Замечание 1. Пусть

з, у = 1, 2, •••, т,
где

4— зП1
— е ,5 = 0, !,•••, т—1,

тогда в формуле (23) матрица К (х, {) представляет собой циркулянт

К (х, /)=

Кг (х, <), К. (х, О.”Кт-х (х, О, Кт (х, о 
Кт (х, /), Кг (х, /),•••, /Сп-2(х, I), Кт-\ (х. /)

Ка (х, /)> К-3 (х, Кт (х, /), (■*•  О
причем

ГДх, #) = ֊ 2 (х, 0. 3=1, 2. • гп.

Если же порядок п — четное число и т = кроме того (см. (3)),

/ = ««У-՜։1, з, у = 1, 2, • ■ •, т,

то матрица К (х, /) имеет вид

К (х, 0 =

Кт֊Х (х, /), Кт (х, /)
Кт-2 (х, 0, Кт-Х (х, /)

—К2 (х, 0, --^3 (х> <)»• ■ •> — Кт (х, 0, Кг (х, 0 
причем

К^х, Ц= — 2 Л, (х, 0. з = 1, 2,- ֊ •> т. 
т !-Х

Замечание 2. Если числа с/ (л) обладают свойствами

с/ = К / с? (1). з, у = 1, 2, • • т,

а это возможно, в частности, когда числа у5, / имеют, вид 

Та.} = , $; у = 1, 2,- -, т,

то вектор-функции у (х, X) и и (х, X) принимают вид

У (х, X) = (у (х, ХшГ1), у (х, Хшл,),- • у (х, Хш,т )), 

« (х, )) = (и(х, X шГ1), и (х, Хш,,), -и (х, Хо)Г(П)).

2°, Рассмотрим вместе с уравнением (1) простейшее уравнение- 
(10) и в некоторых случаях формулу (19) приведем к другому виду. 
Пусть функции ш/ (х, X) и (х, X) (у =0, !,•••, п — 1) являются со
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—~ ------------ -------------------= ' ■ - *

ответственно решениями уравнений (1) и (10), удовлетворяющими на
чальным условиям

<>(0,>.) = (° "Р"’<Л ,= 0. 1,..■,„֊!.
(а,./ при ■» > /,

Т»(0,Х)=|° "р” ,-0,1,...,„-1,
I 1 при * = у, 

у = 0, !»•••, п — 1, 

где а,, > — некоторые постоянные, причем а,,, = 1 (*  = 0,1, • • •, и —1)» 
Легко убедиться, что

Ъ (х, X) = ֊ У' К К)֊/ еу = 0, 1, ■ • -, п-1. (26)

п л=0

Пусть 1 ■Сш < л и 0 < Аг2 < • • • п — 1. Введем функции

У (х, X) = с) (X) (х, X),
/-։

♦ (х> ') = 2 с! (>•) (х, X),

т

'Ь(х,Х) = 2 Тт./С/(Х) ®* у(х, X), 5 = 1, 2, --,т,

где числа с/(Х)— произвольные, а числа у имеют вид

7=1» 2»• • •» П1, (27)

причем 0 < гх < г2<^ • • • <^гт -С п — 1 и с1е1 Г С (см. (18)).
Очевидно, что решения Ф (х, X) и Ф, (х, X) (з = 1, 2,• • •, т) урав

нения (10) удовлетворяют краевым условиям
£/,(/)=/։->>) (0)гх0, > = 1, 2,-.., п-т, (28)

где 0 «С • • • <^ х.-1-т С п — 1 и к, 1ц (м = 1, 2, • • ■, п — т՝,
у = 1, 2, • •, т).

Учитывая (26) и (27), нетрудно убедиться, что

фа (х, X) — Ф (хи»г4, X), $ — 1, 2, • • •, т.

Поэтому, согласно следствию 1, имеем

Если в (29) сделать замену переменного z = tшrs и обозначить 

г, (х, т) = ш՜’ (х> 1 шг7)> 5 = 1, 2, • • •. т,
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то получим формулу
Г г ։

у (х, /.) = ф (х, }-) + 2 Г (х, ֊) ф (х, л) а-., 0< х</, (30)

1=’
в которой ф (х, /) —произвольное решение краевой задачи (10), (28), 
а У (х, >') — решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным усло^ 
виям

0О) (0, /.) = •/*/ ’ (0, /.) аД] (0, >.), V = 0, 1, • • •, п — 1,
У"1

при этом у (х, /) удовлетворяет п — т линейно независимым краевым 
условиям вида

^.,р-Ц0)=֊ 0, 5 = 1, 2, .., п — т,
*-о

которым удовлетворяют функции (х, X) (/=1, 2,•••,т). Отме-' 
тим, что ядра Г։ (х, т) не зависят от решения ф (х, X).

В частности, когда т = п, формула (30) принимает вид

л-1 х“։
у (х, X) = ф (х, X) + 2 ( (*>  ■։) Ф ("> X) 0 < х < I, (31)

*֊° Л

где ф (х, X) — произвольное решение уравнения (10) (в этом случае 
краевые условия отсутствуют), а у (х, X) — решение уравнения (1), 
удовлетворяющее начальным условиям

у^ (0, /.) = 2 а,.у ф</> (0, )), V = о, 1,- - -, п —1,
/-о

Имеют место также соотношения

- 1 «-։
«3 Ез (х, Ьаг)= — 2 ш-> Ь] (х, 0» з = 0, 1, • • •, п —1,

п /-О

где функции £/(х, /)> согласно теореме А, соответствуют решениям 
(х, л) и фу (х, 1) по формуле

(х, Л) = (х, л) Н֊у Ь; (х, 0 фу- (;, л) Л, / = 0, !,•••, п—

и

3°. Приведем другой вариант формулы (31).
Т е о р е м а. Пусть ф (х, X) — произвольное решение уравнения 

(10), а у (х, ).) — решение уравнения (1), удовлетворяющее началь
ным условиям
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у™ (о, X) = 2 а,, 7ф(/) (О, X), м = О, 1,- • •, л -1,
/=0

где а,,] — некоторые постоянные, причем а,, ,=1 (*  = 0,1,--՛, л—1). 
Бели коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям (11), 
то имеет место представление

л-1 Х"‘1
у(х, Х) = |(х, Х) + 2 С ЛМх.'Ш՜. >) <*-.  0<х </, (32)

X

где ядра М, (х, т) не зависят от решения 6 (х, X).
Доказательство. Заметим, что формулу (32) достаточно 

установить для ՛]> (х, X) = и у (х, X), удовлетворяющего начальным 
условиям 

>

у™ (О, X) == 2 а,,уХ< * = 0, 1,-.., л-1. (33)
/=о 

V • *
Введем обозначения (см. (26))

<₽(х, Х)=—2е , (34)
л "о

<7*  (х) = - 2 (-1)*՜ ’ р<‘_72, (х), к = 0,1,...» л ֊2. (35)
■.—о

В силу условий теоремы из (35) следует, что

(г) е (А/), Л-0, 1, • • •, л - 2. (36)

Учитывая формулы

рв-2-*(х)  = - 2 с* =;_ <//-’) (х), к — О, 1,..., Л ֊2,
7=0

нетрудно убедиться, что у (х, X) удовлетворяет интегральному урав
нению

л—2 х
. у (х, X) = /?0 (х, Х)+ -1 2 (>֊«-*)  (*-/,  X) д*  (0 у (/, X) Л, (37) 

где

/?0 (х, Х)= т (х, X) у (О, X) +

л (п-3(г Л*  Г *՜ 1 *՜'+ Г <? а, X) 12 у(^ (О, X)- 2 уЫ (О,Х)2 с; (0)
и I 4=0 I 7=0

л.
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В силу (33) и (34) функция 7?0 (х, X) приводится к виду

л-1/?0(х,л)=^+2 [
\1—«>, / (38)

где
л—2 ► * л-2-к

4-0 ** п

(«>.— 1)*
<о^+/+1

Л*. у ,

Л*.  у = а* +/+1, у ֊ 2 а, +у, у 2 С”^ (°)-
•<=0 Л1—»

Применив метод последовательных приближений к уравнению (37)/ 
получим

00

у (х, X) = 2 /?у (х, X), 
у-о

(39)'

где функции R/ (х, ).) определяются из рекуррентных соотношений

1 Л՜2 Г
/?у+1 (х, X) = - {, I) ч„ Щ R] (I, X) Л, у = О, 1, 2,- • •.

'П *֊% и

(40)'
Методом индукции докажем, что функции /?у (х, X) допускают пред-- 
ставление >

^(х,/.) = 2 [ —} = 1,2,(41)
_ 1 3 \1—Ш, 1—«։»/

где функции Сз. у (Е, г) (/~ 1, 2>-֊֊) при каждом фиксированном 
։ (0 < 5 ■< /) регулярны и ограничены по переменной г в многоуголь

нике Д5 (;, /), который определяется следующим образом: Д, (Е, /), 
если (ая֊К)6Д1 при всех (см. (12)) Д։ (Е) и 0<а<1. Отметим, 

что Д, (/-Е) С А, ($, /) С Д,.
Пусть при некотором / формула (41) верна. Тогда имеем

Л-1 р
R) (Х,).) = 2 (ш,-1) еХ ,х-(։" ю*)։” у (х ֊ V, V) ^1- (42)

Л-1 3

Заметим, что

2-<р("-1֊*)(х,Х)=^֊271 —[(х-«)*/^ 1-“’1“1^ (43)
Xя Л! п \ О), ! յ

о

Л = 0, 1,-.., п-2.
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В силу (42) и (43) из (40) имеем 
п-2 | Л-1 , ч к* +։

/г/+1(х,Х)=2 ■֊■ 2 К-1)(1|֊֊) е- Тк, , (х, X), (44)

■где
7*. , (х, X) ~ 

X Х-» I

= У?*(0 У (х—I — и)*^ Са,) (1—ч, и) е'|(“’-։)“+(“,_1)’1 4ис1и<н. (45) 

оо о

Если в формуле (45) сделать замену переменных и = в1։ I = — ир 
V = — ах и опустить индексы у новых переменных, то получим

7*.  5,» (х, X) =
х I V

= У(х—/)*У  ш$) “+(®л-։) »1 ук ц — ы) — V, V — и) dudvdt.

о оо
(46)

Из (46) при V — $ имеем
Тк, л (х, X) =

х / V
— у (х — 0*у  е~ ® у д*  (£ — в) С,,— V, V — в) dudvdtl (47) 

0 0 о
Если в (46) при V =/= з сделать замену переменного (см. (13)) и =
= .С +.«в71,« то получим

X 7*^ — ч----- —^(7$, / —V,—------ (48)
\ а-.з/ \ <31.4 /

Однако в силу (36) и согласно предположению относительно функций
Сх. /($, г), формулу (48) можно записать в виде
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Из (49) имеем

1 X («,— 1) и / , । ®“ \Л*  ( ле ’ д*(< —и + ---- 1О։,д £—и,
\ 3 _ / \

о о о

V —и

X (о>5—1) и I, у9*  Р---- , V — иг—V, V----------- \dudvdt.

(50Г
С помощью изменения порядка интегрирования и простых замен пе
ременных из формул (44), (47) и (50) получим

X — ХШ» х — ‘
.1 — 1—ш.

(51)'

где функция С։, у+1 (5, г) определяется по формуле

л-2

к-0

Е *
(*(?  - «)*  (и + 9 Сг, )(а, С) ЛЛе +>

О о

л—1

у—1 Оу, 5
—— +г — С ) Чк (и-К) Gs, / (и, С) —

л-1 Е— и \*  )-----------С) Чк (“ + 9 С,, у (м, С) </С</ц I •

Если учесть формулы
(52)-

- и)к = (1-^)* +1 (г- 0*  +

к = 0, 1,-.., п-2,

и аналитичность подынтегральных функций в (52), то соотношение' 
(52) приводится к более удобному виду

п-2 )*+՛  у (г—9*  Чк (н+9 Сг,/ (п, С) <л</и+՜ 

0 0..՛ •

1 (
<4^ 

о о о

1

и

и

и и

,й+։ /5 — и к
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Е—«

л—։ *+։

»-I 3». з

<74 (u-Ю Gs, i (и, С) d\du—и

о

; — п
J J \ Ч < о о»—1 аз,

<74 (и 4- С) G..) (и, С) cKdu 1 •

(53)
Если приведенные выше рассуждения применить к формуле (40), со
ответствующей значению / — 0, то получим представление (41), соот
ветствующее значению /— 1, при этом для функции С,. < (;, г) получим 
формулу

(; — и)к qk (u) du 4՜

Е *
+ (1—։»j)*+I J Ns (и) (z — Q* q„ (u-|-C) dZdu 4֊ 

0 0
E-n ,
•q — 4- Z

+ 2 — (1- ֊У +' f Ns (и) f ( — 4-Z - qk (u 4֊ Q dUu -

» — 10», А Ш» / .) J \°J.» /
»+ 1 OU

Е-и

•-I « ’’• «
-S ֊ fl֊—Y+' f ^(“) f f'-^-’Y q»(u+^)d:du\. (54)

*—■1 V \ 'J .J \ J / J
0 0

Из формул (54) и (53) следует, что функции 0311 (;, г) и Сз, /и(Е, г) 

регулярны и ограничены по переменной г в области (;, I). Форму
лы (41) доказаны.

Из (37) вытекает конечность величины

2п—Зп-22‘+1 Г Г • )
с=֊2 -7г sup i*֊q ‘i<z*(Qii<Kiп 4=0 |o<E«;a€AtJ J

С

Учитывая это, из формулы (54) получим неравенство
I

1 (В, z)|< с ! —---- — 4֊ max flJV, (u)| du | = Cj,
(2(2n —3) J

0

после ч$го, pg формул (53) по индукции получаются оценки
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|<Х.У+։(Е, г)1<сх^у=1,2,

Положим
90

С, (Е, г) = М (Е) + 3 &./(*,  г), 5 = 1, 2,.-., п —1. (55)
7-1

В силу равномерной сходимости ряда (55) функция (Е, г) при фик
сированном ; (0 -С Е регулярна и ограничена по переменной г в 

области Дз (Е, /). Если формулы (54) просуммировать по значениям 
у и учесть (54), (55), то для функций (Е, г) получим следующую 
систему интегральных уравнений:

С, (Е, ж) = м (Е) + 5’,4֊֊ 6--“У Г <“> Ли +

Е—и 
п-1

֊3 — (1 ֊ —У 1 (’ Г (— -СУ д*  (и + С) С, (и, С) <Ма I ,■
,=1 «а. Л ®а / .) Л \ «», а / )
ч + ! * 0

5 = 1, 2, • • •, п — 1.

В силу (38), (41) и (55) из (39) получим формулу

и-։Х“5 
у {X, /) = е^-г У I еХт С, (т—------, - ------ ) Л.

х \ 1 — 1—шз/

Остается положить

(х, г) = С>։ (' ~ Х, 5 = 1, 2, - • п—Ь
\ 1 — Ш, 1— ®з/

Теорема доказана.

Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 16.VI.1978'
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I*.  Գ. ԽԱԶ9ԱՏՐՅԱ.Ն. Տևափո|սու|>յան օպերատորներ եզրային խնզիրների Տամար (ամ
փոփում)

Հոդվածում երկու եզրային խնդիրների համար կալլոլդվոլլք է սպեկտրայ սլարամետրից 
անկախ վո/տերյան քՀ ինտեդրալ օպերատոր այնպիսին, որ l~[K օպերատորը մի խնդրի լու֊ 
իումներր ձևափոխում կ մյուսի յուձումներինւ

). 0.. KHACHATRIAN. The transformation operators for the boundary 
problems (summary)

For two boundary problems tho Volterra’s integral operator К uudepending on 
the spectral parameter and such that the operator 1+ К transforms the solutions of 
one problem into the solutions of the other is constructed.
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ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ ПОЛНА И ЕГО 
ПРИЛОЖЕНИЯХ

Введение

Хорошо известна теорема Полна о связи между индикаторной и 
сопряженной диаграммами целой функции экспоненциального типа ([1], 
стр. 114), давшая толчок многочисленным исследованиям, посвящен
ным обобщениям этой теоремы на различные классы целых функций, 
ее приложениям в некоторых пограничных вопросах теории функций 
и функционального анализа (см., например, обзор в [2], стр. 17; [3], 
стр. 137; [4]). Что касается класса целых функций в Сь уточненного 
порядка, то в этом направлении известен „приближенный“ аналог 
теоремы Полна, принадлежащий В. Бернштейну [5]. Построенный в 

.[6] ее полный аналог не нашел, однако, применения, поскольку „ассо
циированная“ функция рассматривалась на некоторой многолистной 
поверхности.

В данной работе предлагается обобщение теоремы Полна в духе 
результатов М. Ф. Субботина, А. Е. Аветисяна, М. М. Джрбашяна 
([2], стр. 17), для целых функций конечного ^порядка и нормального 
типа, причем „ассоциированная“ функция, т. е. некоторый аналог 
преобразования Бореля целой функции экспоненциального типа, рас
сматривается как и в классическом случае, на комплексной плоскости. 
Это позволило, как и в [7], в случае целых функций порядка р^>0 и 
нормального типа, выяснить связь обобщенного индикатора целой 
функции уточненного порядка р (г), где р (г) -*р  при г—»’оо, с р-выпук- 
лым носителем аналитического функционала и „р-многоугольником 
Бореля“ функции, голоморфной в окрестности О в С. Здесь мы от
талкивались от подобных результатов Э. Бореля [8], Г. Полиа ([3], 
стр. 137), В. Бернштейна [5]. Результаты этой статьи частично анон
сированы в [15].

Автор весьма признателен академику АН Армянской ССР 
М. М. Джрбашяну за внимание к этой работе, профессору Б. Я. Ле
вину за постановку задачи и последующее всестороннее обсуждение 
центральных результатов этой статьи.

Список обозначений: L — риманова поверхность логарифма вме
сте с точкой Л ={(0, 6): Л1}; L (?; R)= ((г, <р) £ L-. r^-R^O;
£(Р)—£(Р, 0); ар = min J«/2p, к}, р^>0; С — отображение проек. 
тирования; " (г, 6,) = ге'1; МД) = 0; Пе — ((г, г >0; |<р — 6| < ар|;.
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если <м = (г, ?)££, или ։» = re,f£C, a a^R1, то ш*  = r’-e'“9; то» = 
= (|m|-|u»|, hrgm 4- Arg «>), где т, если (г, <₽)££, ?£(—", "], 
то отождествляем (г, ?) и ге/? £ С;

Ъ (“>) =
Rei»?-exp {—2к/срг}, Пгг*

О
2’

— 2я — периодическая функция относительно Argo» на L; Фр =®? о к՜1; 
Df (®; 4) = {р € С: Фр (ре'°) > Ь}, где Ь > 0.

§ 1. Вспомогательный аппарат

1°. Пусть р 0; Вр = {V) — класс функций, заданных в L (f), 
где f > к (1 + 1/р) и таких, что

1) V (/)—положительная при (t, 0) = t > 0, возрастающая строго 
выпуклая от In t функция, причем V (0) = 0;

2) функция V (ш) голоморфна в L (7), непрерывна в L (7) и.

lim [I/ (О]՜1 • И (f“>) — ш1>> (1)
t -*■  *•

причем стремление к пределу равномерное на любом компакте K.C.L (7).
Интерес к этому классу объясняет следующая
Теорема А ([9]; [5], стр. 349; [10], стр. 99; [6], стр. 114). Для 

любой целой функции / конечного порядка р > 0 существует уточнен
ный порядок р (г) такой, что гр(г) £ВР.

Отметим свойства функций класса ВР, которые понадобятся в 
дальнейшем (ср. [5], [6]). В нижеприводимых формулах, кроме (3), 
характер стремления к пределу такой же, как в (1), а К—любой ком
пакт в L (7).

a՝ lim [И(О]՜’ -t V' (ho) = pu)f-J, (2>
г--

где V՛ (г, ф) =[И о (к|п?)՜1 ](ге/р). В частности, (In f)~’ • 1п V (t) — уточ
ненный порядок:

р = lim [ Г (О]՜’ • t V (t) = lim (In /)֊* • In V (0; (3)

6) lim [ V (w)]՜1 • - (w) • V' (w) = p, JArg o>| ֊< ? < 7; (4>
14—

в) функция и (ю)=ш-₽ • V (ш)—медленно изменяющаяся, т. е.

lim [и (/)]"*  и (ft“) = 1» “€ Kc.L (7); 
t ♦«

г) lim [И («։)]“’ • V(mu»)=mp; lim [и (и>)] "  v (mu») = 1 (5}*

при |Argw|<?<7 и m^L, причем |w|_J -wm£KcL (7).
Из (1), полагая, К = {(1, <?)£ £: ?<7), заключаем: для лю

бого ₽ 6 (0, 7) найдутся число Q₽>0 и значение аргумента функции 
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V такие, что V (со) 0; |Arg V (ш) — р Arg ш| < ~ при со £ £ (ß; Q3).

В соответствие с этим определим отображение
Й U И(ш) = (1И(о>)|, Arg И(<■>)).

0<3<т (6)

Аналогом одного результата В. Бернштейна ([5], стр. 353) яв
ляется

Предложение 1*.  Существует, система чисел {/?з, 0<^ ^<д} 

/?в^- (?з такая, что И: и £ (3; R?) — Ь—взаимнооднозначное кон- 
0<><т 

* В (5) рассматривался плоский случай 7 < min {п, к/р).

формное отображение, причем обратное отображение /_= И՜1 голо
морфно в Х= U L (?Р; Tf), где ( 7э 2> 0, 0 <7 Р т}—некоторая сис- 

0<3<Т
тема чисел. Кроме того, функция U = поХ обладает всеми свой
ствами следов функций класса Bf_ । на множестве Y.

Доказательство. 1) Зафиксируем произвольно Р£(0, -[). По
лагая в (2)/Г={(1, ?) £ L: получаем: V (со) 0, усо £ £ (’; /\),
если достаточно велико. Покажем, что для любого с£(0, 1) су
ществует число «£(0,1) такое, что при некотором Р Рг

|И(/п)— И(<п)|>с-|Р (<i>)|-|z—w|, ym^Qa (со): <о £ £ (3; Р), (7)
тде z = n(m); w = п (со); 2„ (со) = (т£Плгг«>: |z — и>| -<a-|w||, причем 

(ш)с£ (7). Рассмотрим функцию G (со, щ) = [(г— w)- V’ (со)]՜1 X 
X [V (m)— V (ш)]> ‘° £ £ (₽; Л)! т 6 (l) П ПагКш. Пусть А (со) = [w X 
X V (со)]՜1 ' (ю)» х “ (z—. Тогда G (со, m) = G1 (со, т) + Ga (со,
т), где Gjt (со, mj= Д (со);[(1]-т)Р—I]--:՜’; G^ (со, т)= А (со).(1 + ^Х 
X ,։՜1 • ![о (о»)] ■’ v (т)—1), v (со) = ад-Р ■ И(со). Используя (4), находим: 
для любого <>i£(c, 1) существуют числа а £(0,1) И Ра~> Pv такие, что

101k /n)l>A, у<£(Р, Л); (со)с£ k). (8)
Функция X (со, т) = v ((l-f-t) “) голоморфная по с в окрестности кру
га (t£C: при каждом ю £ £ (j3; Pt). По лемме Шварца

|G3 (со, т)| <|Д (со)| (Ц-а)Р.а֊1 • Мл (ш), уш^£ (р; P2), m^Q. (со),

где Ма (о>) = sup |[v (со)]՜1 -X (со, т)—1|. Отсюда и из (4), (5) полу- 
/-1-»

чаем при некотором P^Pt

G։ (с», т)К Й!- с, V«’ € L (?; Р). т £ (со). (9)
Неравенство (7) вытекает теперь из (8), (9).

2) Пусть Д„ (г, <?) = ((£ 0)£L; t>r; (1-3) И(0 < (1 +8) И (г); 
]8 — <₽|-С2о]; Д=(14-о)-(1—о)՜1 . Выберем 3£ (0,1) так, чтобы [1—Д!/1>Х 
Хе'й|<», Если (7 (s)—функция, обратная к И (f), то y(s) =
= (lns)~J -In U (s) -»1/р при s -» со, и у (s)— уточненный порядок
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([5], [6], стр. 118). Поэтому iim г՜1 U И (г)) = Д։/р (см. [1], стр. 60)

и существует > Р такое, что

I Аг g V (ш) — р Arg ш| < рЗ; Ai (и։) С 2։ (ш), у<и (ß; 5J. (10)

3) Выберем число «6(0» 1) так, чтобы

(l_8)(l + x)<(l + 8).(l-x). (11)

Из (1) заключаем: найдется 32 со свойством:

(1-х)-|И(ш)Г<И(НХ(1 + х).|И(<-)|, 5J. (12)

4) Отображение V—взаимнооднозначное в L (°; Æp), где R  = 
= max 15ц 58}. Действительно, пусть т, u>^L (ß; Æp); |m|>|<o|.

*

Если тп£2в (ш), то из (7) вытекает: И (тп)=/= И(ш) и И(т) =£ V («>). 
Если (ß; Æp)/2B (“), то m£L (ß; Æp)\j4j(œ). Тогда либо |Argm— 

— Argio|^>2o и из (10) находим: И(тп)=/=И(ш) либо (1—3) И(|т|) 
>(1+2) V (“) и ;из (12) имеем (1—х)-(14՜ 2) • | К(«»)|■<(1 + х)- (1 —3) X 
Х|И(тп)|. Согласно (11), это возможно, когда *И(т)||  И(։и)|, т. е.

V (т) V(«։). Итак, обратная функция V՜ = 7- существует в 

H(£(ß; Лр)).
5) Образ Вр угла L (ß; Æp) при голоморфном отображении 

л  •*
V—односвязная область на L, содержащая бесконечный отрезок 
((s, O)ÇL:s> И(/?р)1—см. свойство 1) функции V’. Из (10) следует, 
что при некоторых = Г10 (8, ß), z = l, 2 имеем: L ((ß — 3) р; 7'(,)) с 
5р с L (р (ß 4՜ о); Г<2)). причем 8 можно взять как угодно малым. Ос
тальные утверждения по существу доказаны в [5], стр. 354—357.

2°. В дальнейшем потребуются следующие интегральные свойства 
функции класса Вр:

Предложение 2. Пусть ß£ (к/р, 7); а^>0; г^>0; ?о€(к/2» 

— 4՜ р“р), причем в обозначениях предложения 1 для всех 

î€[-«o» ?о]
Гр = Г(Ф; г; а) = {И (г)(а 4֊ ^), />0) <=£(-; Гр)г (13)

Nf (?) = f exp {w— V (ф/. (w)} dw, 0<4։<ар; G?= [®^£(а):

Re (?p—1) ez?>0). Тогда

1) при любом ?£[— ?o, ?0] функция Nz голоморфна в области 
G?»

2) существует функция N, голоморфная в области D=L(oc)'՝^ 
\[0,1] такая, что А(?) = ЛГМ (?), eÇDnG’çî
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3) функции N.,, (?) =■ lim N (z); N- (?) = 11m N (z) 
Im e>0 î.çJmj/O

непрерывны на полуинтервале [0,1), причем 7V+(0) = Л_(0).
4) справедливо условие

lim р (? — 1) Л/(?) — 1. (14)
?-»։

Доказател ьство. 1) Учитывая, что п> = И (/(и;)), а мно- 
жсство

G-T = (?€£(«): Re (?₽-1) е‘*>0|  0, (15)

имеем из (1)
опр

В (w, ?) = exp (w — l/(?x (w))] = exp {w [(1--?։>)+8 (w)]}, (16) 

где в (w) —*0  при (w| -*  оо равномерно на любом компакте Æc{?Ç£(a) 
Re (?р— 1) е'? > b 0). Тогда существуют t0, <4^>0, такие, что 

t.
W?(?)-Cj |Æ((a+te/?) И (г), ?)|Л + Лехр {аУ(г) Re(l—?<’)}, y?ÇÆ՜. 

о
Т. е. интеграл N? (<?) сходится равномерно на К по ?. Поэтому функ
ция ЛА? (?) голоморфна в Gï։ у?6[—?о> ?о] (см- (15)). EcahOÇG? (при 
?€(я/2> ?о))» то функция (?) непрерывна в 0 относительно G4.

2) Пусть 0< ?։— ?х <^я; ? £ G?, П Gp,; Ct = (w £ С: w = V (r)X 
X(a+ e'Ô, ?!<?<jp2|. Тогда ? Ç G?, Ур€[Т1> ?J h max (Re (1— «p?) e% 
?€[?!• ?։]]• Проводя рассуждения, аналогичные описанным выше 
(см. (16)), заключаем, что J В (w, ?) dw -> 0 при £->оо. Отсюда 

Q

*

М>։ (?)=^ ЛА?, (?), 'P^^iHGp,. Итак, утверждения 1) и 2) предложения 
2 выполняются.

3) Представляя функцию В (w, ?) (см. (16)) в виде exp {w (1 — 
— ?₽)}Х ехр [?Рш— И(?Х (w))), интегрируя по частями используя фор
мулу U' (w) = [V' ('/. (w))]֊1 , U = к о X, находим

7Vf (?)= (?₽-l)֊J -[5(аИ(г), ?)+/,(?)], ?eGç, . (17) 
где

7т (?) = J в (w, <f)-H (w, <?) dw; H (w, ?) = ?₽ — ?• V (?X (w)) X 

X [И'(Х (w)]֊> •
Из (17) вытекает, что /т — голоморфная функция в G?, 

V?€[—?0> ?о] и 7Ф։ (?)=/;,(?), ?<Gï։nG?„ 
(см. (2)). Для того чтобы выполнялось равенство

lim р (?—-1) Nf (?) = 1, V?€[—?о> ?о]» равносильное (14), необходимо ф-«1
и достаточно, чтобы

lim А(?)=0, |?( <?0. (18)
4—197 •
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4) Пусть К (то, <р) — то՜  • V (<рХ (то)), 8 £ (0, 1); 5« = {? £ С: |? — 
—1|-<8}; Мь (то) = Бир — А՜(то, ®)|; /)«= зир (I? — 1|-|?р—II՜1 , <р£

*

£5й\[1||. Из (1) следует, что существует (8) такое, что
Мк ( Р (г)(а 4-/ е'О) <82 ■ £\՜', <><։, |?|^><Ро- Из леммы Шварца имеем 
для ч>€54\{1); |р|< <р0

|*-/<У-т>  ֊1 _|Т._1||Ф.-К(„. ,)| < м- <֊>֊ Ь - Ч , (19)
1 — <р ₽ о |ф? — 1|

где то= И (г)(а 4֊ < е'?), Из леммы Шварца получаем также

1Щто, <р)| < (то)-|р—1|-8-1 , (& (то) = эир |Н(то, <?)[.

Отсюда аналогично предыдущему, обнаруживаем:
\Н ( V (>)(а + / е'?); <р)| < 8 |т-1|, у, > (8), т £ $։; |?|<То. (20)

Оценим теперь интеграл (т) при 1?К <р0 (см. (17)). Пусть /։ =: 
= шах{/1։ /а); а £ (0, к/2); Ст (я, 8) = [-р £ С¥ П ■$«: I? +֊ Агя (фР— 1)1 < а}; 
8<^соза. Из (19), (20) находим при

<?€ С, (а, 8): |/ь (<р)|< 8 |р—Ц рВ(И (г)(а-Не'т); <?)| Л+ЛГв“^’«։(1-тр) X 

о
00

X ехр (—/И(г)| фР — 1| (соб е — 6)} <Л.

Здесь М= М (^) = сопзЬ Учитывая, что 8 можно взять как угодно 
малым, убеждаемся в справедливости (18) и, следовательно, (14). 
Предложение доказано.

Предложение 3. Пусть 0 < Ь<^ а. Существуют а £ (0, ар), 
А, В, СГ>0 такие, что в обозначениях предложения 2 при г^>А*

[А (®)| < В ехр |- 6 И (|?|)), у? £ £ (а); |?| > С. (21)
Доказательство. Пусть Ь<^б<^а. Из предложения 1 и (1) 

получаем: существует А > 0 со свойством

г-р [X (а И (г))]₽ > б, уг> А. (22)

Возьмем а£(0, ар) такое, что б соэ ар > Ь. Рассмотрим функцию

У (1р|, >֊, «) =[И(|<р|)]-> -Ее [ К (2/ (то)) И(|?| е'>-/.(то))], 
где

опр
|>| <«; М (“): Ке > 2₽) = £>; тоСГ0,

(см. (13)). Из (1) имеем:

1пп у (|тр|, р՝, то) = — оо, у<р£ £).

Функция Ы (<р) зависит от г, си. предложение 2.
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Поэтому
опр

■« (М) = ((н, и)€ [֊։. «]ХГ0: X (|<р|) = sup {у (|<р|, X, w), |Х|<а;

w € Го) = у (|?|, Р, и))¥=0. Пусть W'(|г|) = Inf {ы: (р, ыК2(|г|).

Поскольку (см. (1))

lim х (|ч>|) lim у ()։р|, ш) =—cos'р,
Ifl*-  1?1—

где ш=г-։ .у (»), то W (|<р|) оо, у [։р|^>А7; <р£ D при некоторых 
М, А'> 0. Выберем 0е<^ d cos ар — Ь. Из (1) находим: существует 
С> К со свойством:

У (l®|> X, w) < — <ор cos Хр-J-s, у |<р| > С; |Х| < a; w С [а V {г),М].

Учитывая, что при

|<Р|> С x(|?l) = sup (у (|<р|, X, w): |Х|<а; ш^[аИ(г), Л/]}
и (22), выводим отсюда: х (|®|) — d cos ар -f- 8 V!?1

Итак
Re [H(2Z(w)) - H(Tz(w))l<-6H(M), у fc»| > С; ю£Г0.

(23)

Имеем: N (<p)=/V0 (<р) при <р£ D cz Go (см. предложение 2). Из (23) по
этому заключаем о справедливости (21)

exp {w — V(2z (w))} dw = В (<p=2(; u0)-

3°. Некоторые свойства множества X (Г (<р, г, а)) (см. (13)) выяс
няет

Предложение 4. Пусть а^> 6 0;

ш £ L: Re u>p etfX > 6; |Arg ш + X| < — 
2p

Существуют числа

It , \ I ■к-r-4֊p“₽ )> tPo<“p + —’

такие, что 

где 0 — arg т. Если, кроме того, Arg Z = 9 — а sgn «р, то для 
бою Ч> £ [—։р0» ?о] существует Ro = Ro (|т|) со свойством:

Re V (z/t 7. (w)) > b- V (|z|), у |ж| > Ro-, w £Г (?, |t|, а).

(24),

(25)' 
лю-

Доказательство. Возьмем а£(0, ар), так, чтобы a cos ар >6. 

рем ®о 6 ( ’ ~~1 +р“р ) со свойством ®0 < ар -}- к/2. Из предложе-
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ния 1, используя свойства функций класса Bp-i , находим: для всех 
г > /?1 = /?1 (е); ?€[—?о> <Р0] п (£ (к, T’ß)) (см- (13)), где в>0, и 
|Arg Z (ш)—р~*  arg w| < а, С другой стороны, если, напри*
мер, <р 0, то O!-Cargw<4>, yw^rv; [0, <р0]; r^> Rv Поэтому при 
тех же предположениях S\Arg х (w) <Zflp +3- Полагая, что

е<Ср՜1 -пип la? Н— -----?0, к/2 I,

заключаем отсюда: |Arg ՝/_ (w) — а| <—, уи>(;ГР; 0<^ч> ^ч>0.
2р

Чтобы убедиться в справедливости (25) теперь достаточно заметить, 
что г = у. ( V (г))

lim 7\ g cos pa > 6, (27)

где Тг - inf (Re r~f •[/ SKn ’, w £ГТ; (см. доказатель
ство предложенияЗ). По аналогичным причинам из (27) вытекает (26), 
поскольку

Jim inf Re [И (s)]՜’ • V (s/r е“'”гпт )] > b.
S- <« ^6^

§ 2. Аналог теоремы Полна

1°. Пусть р > О, И£ВР. Рассмотрим класс ЖР(И)=(/) целых 
функций в С, таких, что при некоторых М = М (/), т. = т (/) О

|/ (2)| < М ехр (т И (|г|)}, С С. (28)

Определение 1. ([5]; [11], стр. 324; [12]). Пусть
00

Д*  = р. /(г)=£ — г*
Л *-о Д*

— целая функция класса 20? р (V). Ее ^-преобразованием Бореля на
зовем функцию

Это преобразование осуществляет изоморфизм класса 2ЙР(И) и 
класса функций, голоморфных в окрестности со; целая функция / 
удовлетворяет условию (28) тогда и только тогда, когда ряд (29) 
сходится при всех |р( > тх'р ([1], стр. 61), поскольку X (&)֊(Ре)-1/р~ 
— где 7- ($) — функция, обратная к И (Л ([5], стр. 370; [13], тео
рема 13.5),

Пусть /’р=[Л}—класс конечных неотрицательных тригономе
трически—р-выпуклых 2^-периодических функций в R1. Тогда ЯХР(И) =
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= К Р?(И; А)|А£Рр, где РР(И; Л) = {/}—класс целых функций, таких, 
что при некотором А = А (/, &) и любом е > О

I/ (ге'։)| < А ехр {(А (6) 4֊ е( V (г) |, уг = гел £ С. (30)
Напомним некоторые факты, связанные с р-выпуклыми множествами. 

Определение 2 ([11], стр. 333; [7]). Пусть р >0; 0^02—0!
С2։р; Д (Ор 02) = (х = ге'9£С: ©х <0-<9։). Множество £ в С назы
вается р-выпуклым, если я при любых допустимых значениях 
вх, 02 образ Д (0։, М П £ при отображении г —՛ г*  выпуклое множество.

Для любой функции к^рр
К1։ =֊- \р £ С: ФР (ре'9) < А (0), (31)

—единственный р-выпуклый компакт, р-опорной функцией которого 
является А, т. е.

А (0) = вир Фр (ре'9) [7]. 
р&л

Нижеследующее интегральное представление функции Г(р) (29) 
в близкой форме есть в [5], стр. 379; [11], стр. 330 (случай Д*  = 
= Г (— +/); [12]).

\ р /
Лемма 1. Пусть р>0; И£Вз; А£РР; /£РР (I/; А). Тогда (Агг х=0)

00 
опр р 

Ав (г, «) =р- 1 ехр |—И((г/, 0-I-?))) / (#е/0) </(?е'в)

и

функция, голоморфная в области <2Р = <2Р (0; А (0)) (см. (24)) при 
любом 0^£\ 2к-периодическая по когда р<^1/2, причем \Нв (р), 
Р6А?р(0; А(9))**;  0£/?Ч, где Но (р) = Ге о к֊’ (р), *֊'  (р) £ СР -ана
литическое продолжение ^-преобразования Бореля Б (р) функции 
/ во внешность ^-выпуклого компакта Кн (31).

Доказательство. Г оломорфность функции Го (и>) объясняется 
равномерной сходимостью интеграла Го (ш) на любом компакте К с. (}р 
(см. доказательство предложения 2,1)). Обычным путем (см., напри
мер, [1], стр. 115) доказывается при некотором £>0 тождество

Гв (г, - ©)= Б (гел), у г > R. (32)

При р^- 1/2 из теоремы единственности получаем: Нв (р)—аналити
ческое продолжение функции Б (р) в Ор (0; А (9)).

При р <11/2 оо — внутренняя точка Бр (0; А(0)). Функция Готс— 
голоморфная 2к-периодическая на Д = {ю^£: |«|где

т = тах А (ф) = А (90)^-0, |9 — 0О| С к (33)
«ел1

(см. (30), (28)). По теореме единственности для связных комплексно
одномерных аналитических многообразий из (32) выводим:

См. список обозначений.
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/ок («)) = Fo (w), уш £ A fl Qf. (34)

Луч {(г, — 0 + «)£ £: г? cos яр А (0)], который проектируется в раз
рез области Df (0; Л (0)) по лучу Arg р = — 0 + я, принадлежит 
А П Qf: А (0) > Л (0О) cos р (0 — 0О) > т cos яр (см. (33); [1], стр. 78). 
Отсюда и из (32) вытекает аналогичное заключение относительно 
Но (р) и при 0<^ р 1/2. По этой же причине Ft (ш) — 2я-периодичес- 
кая функция в Qp: если «>1։ «>a^QP, Arg ш։ — ^rg Wj— 2я, то ш1։ <*>, £А.

Так как Кл — звездный компакт, то С\/Гл—односвязная область 
на сфере Римана (F(co)=0). Отсюда и из теоремы о монодромии 
заключаем о справедливости леммы.

2°. Рассмотрим иной вид связи между функциями, голоморфными 
в окрестности со в С и целыми функциями класса 2К0(И), где 
евР, р>о.

Предложение 5. Пусть в обозначениях предложения 2

Ф(?) = Wh(?) (?); Я>1; £₽(3) = {?£С: |arg ?| < 8; |<р|<_/?};

Ь (г) — функция, голоморфная в секторе Сц (8), непрерывная в 
его замыкании. Тогда

1) справедлива формула 

N (?) ф (?) d<f + Ф (?) ՛? (?) ^? (35)
и

где последний интеграл понимается в смысле Римана, a dL# — 
граница сектора Lr, ориентированная в положительном направ
лении;

2) если
t

d*  = ֊^— ( Ф (?) ?*  d<f, к =0,
2я/ J 

и 
то lim dk = 0.

k--
Доказательство. Формула (35) вытекает из интегральной 

теоремы Коши. Достаточно рассмотреть контур, объединяющий мно
жество dL/г, отрезок [0,1—е], 0<^е<^1։ дважды проходимый в про
тивоположных направлениях и окружность {?£С: |?—1| = в), отрица
тельно ориентированную, а затем перейти к пределу при е —* 0 4֊, 
Утверждение 2) объясняется равномерной сходимостью по переменной 
к интеграла <4 (признак Абеля) и непрерывностью подынтегральной 
функции.

□О
Сопоставим теперь функции F(p) = У----- -  , голоморфной в

к-0 р .
окрестности <х> в С, целую функцию (см. определение 1 и предло
жение 5)
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/(г)=У 7֊ (1-/*)**•  
к^Ч

* В [15] эта теорема анонсирована для случая / = /; с?л = </л(И)= 0, к = 0
1, причем это условие в формулировав теоремы 1 в [15] опущено по недосмот
ру автора.

Аналогично предыдущему устанавливаем, что /£90??(И). Эта функ- 
ОС

ция с функцией / (г) =У, — г4, И-преобразование которой совпадает 
*-о Да

с Г, связана соотношением (см. предложение 5)

/ (я) = -Ь С / (аг) А (а) Л, у R > 1. (36)
2тс/ ,)

Согласно (35), достаточно доказать, что 
1 

/(г)=/(г)--^('/(аг) Ф (а) </а. 
2тсг յ 

о
Интегрируя по частям последний интеграл, используя непрерывность 

функции Ф (?) </? (Ф—функция, интегрируемая по Риману на [0,1]) 
о

и равномерную сходимость на любом компакте степенного ряда, в 
который разлагается целая функция, убеждаемся в том, что

2«։ 3 *±!о  д*о
Отсюда и вытекает формула (36).

Другой вид ассоциации, отличный от данного, между целыми 
функциями класса (И) и функциями, голоморфными в окрестности 
оо, рассматривали В. Бернштейн [5] и Ф. И. Гече [12] при построе
нии „приближенных“ аналогов теоремы Полна.

Именно для функции /, а не для /, существует удобное для 
дальнейших рассмотрений, интегральное представление через голо
морфную в окрестности °° функцию Р. Соответствующая интеграль
ная формула, полученная ниже, развивает результаты А. Макинтайра 
[14] и М. М. Джрбашяна ([11], стр. 327), рассматривавших Д*  •= 
=Г ( — соответственно при ц=1/р и Ее р- ^>0 (см. определение 

\ Р /
1 — тогда </4 = 0; к — 0, 1, 2, ••■). Ее доказательство проводится по 
схеме А. Макинтайра [14].

Теорема 1*.  Пусть р>0; V £ ЯК Р; к — отображение, обратное 

к V (6); Г—функция, голоморфная в окрестности оо; Ц =• тс о 7.
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Существуют а, R 0; <р0 £ (—,-----1- рар ) такие, что при |т|> R;

С «ч> (ИМ) У(И(М »))</?, (37)
21SIT J

* (а. Ч>)

где X (а, <р) = [<р = а 4- te±(’; 0-0} — бесконечный контур, ориенти
рованный в направлении возрастания arg <р.

Доказательство. 1) Формула (37) эквивалентна формуле

/ (г) = (2кЛ)֊։ ■[/, - /_т ], Л = j e«-F[T֊։ • U (w)J dw, (38) 

rn.

где Гц = Г (|i, hl, a) (cm. (13)), |*=  + <p; <p —. Выберем a > m^>~, 
2

где m — связанная c J постоянная, согласно (28), и пусть Ь £ (т, а) 
(f, f£.№t (И) — см. выше). Из предложения 4 вытекает существова
ние чисел 5>0; а£(0, ар), ?0€(’:/2» к/2-|- Ра?), таких, что при |т| S; 
я/2 < ? < ®о (см, 24), (25))

т֊1 и (Г (<р, hl, q)) с к (Qp (0 - а; А)) = £>р (0 - а; Ъ), ,(39)

где 0 = arg U =к о у. Так как Ь~>т, то D, (0 — а; 6)с {р £ С: |р| > 
оо

^>ти1/г). Но на этом множестве ряд F(p)=~ У ■■■ - сходится (см.
А-0 Р

выше). Так как F (°°) = 0, то при некотором Л/^>0

|F(p)|<Af, VptDf (0-а; Ь). (40)

Поэтому интегралы J+,? сходятся абсолютно. Далее, согласно лемме 
1, используя ее обозначения, имеем при р<^1/2: Ле (г, ф + 2к) = 
— Ft (г, ф) =F (иге^), если (г, ф), (г, Ф4-2«)£О> (8—«, Ь), а при любомр<_0

» (Arg ։=в-<г)
— J ew • Ft-а ("t՜1 Z («>)) dw = p Jdw J T (w, z) dz, 

г? r? 0

где T (w, z) = / (z)-exp j w — V z(w)^֊

2) Покажем, что возможна перемена порядка интегрирования. 
Интегралы

- (Arg Z-t — а)
У 7’(w, z)dz, J 7’(w, z) dw

• if
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сходятся равномерно по параметру на каждом компакте, принадлежа
щем соответственно [z £ С: Arg г = 6 — а) и Г? (см. доказательства 
леммы 1 предложения 2, 1)). Пусть У (w, z) = Re V ^—7 •

Тогда из (24), (26) (условия предложения 4 выполняются) находим: 
при некотором Ro О

- (Arg ։•= 6 —о) ~(Argz~8-։)
J|/ (z)| exp [— Y (w, z)J </ |z| < ^exp [(/n — b) V (Jz|)] d Jz| < (41)

Функция M (|?|)= inf Y(w, z) непрерывна на полуинтервале (О, /?0], по 
«егт

скольку (см. (1))

где e(w) —»0 при

Y (w, z) — cos (pa — ?) + E (w)

it

2
—> oo; w £ Гт и < Pa — To < Pa — TO

(предложение 4). Отсюда и из (41) выводим
« ос (Arg г= 6 —»)
J dt J |Г (V (1*1) (te'*  4- a), z) d |zl< со («/2 <?<«). 

о и
Следовательно,

- (Arg г- 8 - а) » (Arg f----- a)
= (—) dz = yt- [/(t?) N, (<p) d<f

J \ т / J
о 0

(см. предложение 2). Аналогично,
- (Arg z= 8 + a) ~ (Arg ? •= ։)

J-f = p- f f (2) (— \ dz — pt- C /(t<p) ?Vt (kp) rftp.
J \ ’ / J0

3) Пусть Cs - [z = se^, |ф| -C a), 1 s; N (<p) — функция, по
строенная в предложении 2. Из предложения 3 находим

f ('?) N (?) d<f -► 0 при s -» со (6^>тп).

Поэтому

р (2֊ft)-J •[/? — /-?] = Hm f f (тер) N (<р) d<f, (42)
s J .

dOs
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где Gs — ориентированная в положительном направлении область, ог
раниченная отрезками (<р = re±l*:  0<r^s] и дугой Cf. Для .дока
зательства теоремы 1 достаточно теперь воспользоваться формулой 
(36) (см. (38)).

Лемма 2. Если в условиях теоремы. 2 функция F аналити- 
<А

чески продолжается в С'\.Кл (см. (31)), то (И; Л).
Доказательство. Без ограничения общности можно считать, 

что в (28) постоянная т sup А (ф). Пусть тп>>а1>61>А (6). Со- 

гласно предложению 4 найдем а, S>0; «/2 + рар), такие, что

(ге'»)֊։ С/(Г (±Т, г, aJ)^Df (9 + а; *,)<=  C\/fA, Vr>S, 

причем эти постоянные можно выбрать так, чтобы одновременно вы
полнялось (39) при arg t = 0. Но в (39) а> Ь^> т, следовательно, в 
области, ограниченной контурами X (а։, <р), ). (а, <р) (см. (37)), опреде
лена голоморфная по <р функция G (tp, г, 9) = /•’[(ге'8)՜1 • U (V(г) ?)]Х 
Хехр { И (г) <(>|. Так как

F (оо) = 0, то j G (ч>, г, 9) d<f -֊•֊ О

при у -*  + оо, где Ву = {<Р = х + iy: < а}. Из теоремы Коши
и (37) получаем

А«'’)=֊Т f С(Т,Г,0)^- 
2к/г е'8 J

* (а.. ?)
Оценивая этот интеграл, как и ранее (см. 32)), находим: при некото
ром М։>0 f (ге'8)| <Мг ехр [ах1/ (r)|, \fr^>S. Поэтому Az՜ (9)<А (9), 

(разность ах — А (9) может быть произвольно мала). Это экви

валентно тому, что /£Рр(И; А),՜՛ благодаря лемме Гартогса ([3], стр. 
39) и непрерывности функции А.

3՞. Как известно, [5], [12], справедлива и другая интегральная 
формула, связывающая функцию / из SRP (И) и ее И-преобразование 
Бореля F:

/(г) = Л-. [ег(։Р; У)-Г(р) <1р; Е, (и; И) = V (43)

где Г — ориентированный в положительном направлении жорданов 
контур, охватывающий особенности Е (см. определение 1).

Анализ исследований в [5] показывает, что одна из причин, по
мешавших В. Бернштейну получить полный аналог теоремы Полна 
для класса целых функций уточненного порядка, исходя из (43), со
стоит в том, что обобщенный индикатор А£ (9) у функции Е? (ш; И) 
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не был известен (за исключением случая V (/) = (ад; Г) —функ
ция Миттаг—Леффлера).

Лемма 3. Пусть 0; УС- 20?о; (б) — тах {0, Ле (6)}; Ая(6) =
Нт [ И(г)]֊« -1п \Е>. (ге'6; И)| — обобщенный индикатор функции Г-**»
Е,. (ад; У) (см. (43)). Тогда

hp (6) ==cos +
J cos f>6, |б| а р 
|0, р>1/2; ар<|б|<г.

Доказательство. Последовательность {«/*}  из предложения 
5 обладает свойством: при к к0. Рассмотрим функцию

^« = 2 ,, А ... •—Л) р" 1

Согласно предложению 5 имеем: </*  = </ (к), где
1 1

б (г) = у ф (я) аг ба = В (1)— г В (а) а1՜1 ба =

о о

. — В (1) — z у Б (е~х ) е՜" бх, 

о 
а

В(а\ = у Ф (Р) rfp —непрерывная функция на [0,1]. Отсюда используя 

о
лемму Ватсона ([16], стр. 33), находим: б (z) — целая функция такая, 

(1Т \
—-----е } . Поэтому

-4 (г) = [1— б (г)]֊՝1 —функция, голоморфная в области U L (—-----е;
о<«4 \ 2

R^ . Применяя теперь теорему 7.3.6 из [17], стр. 215 заключаем:

00

функция У А (к) zk+i голоморфно продолжается в области G, =

= {z = relt £ С: О-С г < exp {ctg e-min {б, 2я — 0}}, 0֊Сб<;2гс} при 
" А (к)

любом в^>0. Поэтому функция F (р) = У ■ аналитически про-
*-Ь Р

должается в С\[0,1].
2) Отрезок [0,1] —p-выпуклый компакт, для которого р-опорной 

функцией является функция cos+ рб. По лемме 2 тогда у функции

У — и, следовательно, у функции Е( (г; У) (см. 42)) срезка индика- 
*=е. Д* 
тора удовлетворяет условию: AJ (б)-С cos+рб, |6|-^к.
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С другой стороны, по лемме 1 р-выпуклый компакт Кл (см. (31)) 
ассоциированный с неотрицательной срезкой обобщенного индика
тора Ке целой функции £Р (а; И), содержит точки {1], |0) и, следо
вательно, отрезок [0,1]. Отсюда А^(6) > соз г рб. Лемма доказана.

Аналогом теоремы Полна для целых функций уточненного по
рядка является обобщающая результаты М. Ф. Субботина, А. Е. 
Аветисяна и М. М. Джрбашяна ([2], стр. 17).

Теорема 2 (Ср. [8], теорема 6). Пусть р 0; И£ВР; Л£Рр; 
/£ ЗХР ( И). Тогда следующие утверждения эквивалентны-.

1) У целой функции / неотрицательная срезка ее обобщенно
го индикатора Б} = Л;

2) Наименьший р-выпуклый компакт, во внешность которого 
аналитически продолжается ^-преобразование Бореля функции /, 
совпадает с К/, (см. (31)).

3) Если н — аналитический функционал такой, что | р (£р (г; 
4>; 1/))=/(г)  (см. 43)), то Кц — единственный р-выпуклый носи
тель функционала |л;

*
*

4) В обозначениях определения 1

* Существование такого функционала доказывается путем ([3], стр. 137; [10], 
лемма 3).

опр
Н(г) = Н(гел) = г₽-Л(6) = 1п( [«₽> 0 а֊'^Вр(6))-

р-функционал Минковского открытого ядра В? (Ь) „р-многоугольни-
00

ка Бореля“ Д функции 6 (г) = 2 ад гк, где А — множество точек 
1-0

абсолютной сходимости интеграла
оо

I ехр {— V (0) ■ /аг) Л 

и 
или

£Р(6) = {гСС: Я(г)<1}.

Компакт, о котором говорится в условии 2), существует благо
даря теореме о .монодромии, поскольку пересечение Т любого числа 
р-выпуклых компактов— р-выпуклый и, следовательно, звездный ком
пакт, т. е. дополнение множества Т—односвязная область на сфере 
Римана.

Дока зательство теоремы 2 протекает по той же схеме, что 
и доказательство теоремы 6 в [8], исходя из лемм 1, 3 (в рассужде
ниях § 2 из 8 функцию Миттаг-Леффлера следует заменить на функ
цию £р (то; У), /ь(;Вр и использовать (42)).

Замечание 1. При р 1/2 имеем: Лу (0) = Ь/ (0) ([1], стр. 78).
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Замечание 2. Поскольку p-выпуклые множества — это выпук
лые множества в С, содержащие 0, то при р = 1 теорема 2 не являет
ся полным аналогом теоремы Полна в классической формулировке- 
Вопрос о том, можно ли получить такой аналог, нуждается в допол
нительном исследовании (функция V в Л имеет особенность), на чем 
мы здесь не останавливаемся.

Институт физики им. Л. В. Киренского
СО АН СССР Поступила 24.VII.1976

Լ. и. ՄԱՏևք՚ԴՈՅԶ. Պոյիայի յւեորԼմի անալոզը և նրա մի քանի կիրառությունները (ամ
փոփում )

(ավ հայտնի է Պոլիայի թեորեմը կքսպոնենցիալ տիպի ամբողջ ֆունկցիայի ինդիկա- 
տորի և համալուծ դիադրամայի միջև կապի մասին։ Տվյալ հոդվածում առաջարկվում է նրա 
ընդհանրացումը ճչդրտված կար դի ամբողջ ֆունկցիաների դասի վրա, որը- նման է Մ, Ֆ. Սու- 
բոտինի, Մ. If, Հրրաշյանի, Ա. Ե. Ավետիսյանի ստացած արդյունքներին p > 0 ԿաՐԳՒ h նոր- 
նի արդյունքների օղնոլթյամր պարզաբանել ճշդրտված կարդի р (ր) ամբողջ ֆունկցիայի 
ընդհանրացված ինդիկատորի կապը, որտեղ р (ր) —* р հրր г °°, անայիտիկ ֆունկցիոնալի 
р - ոլոոլցիկ կրիչի և Ci-ում О կետի շրջակայքում հոլոմորֆ ֆունկցիայի ք-Բորելի բազմանկյան 
հեսս

L. Տ. MAERGOIZ. On an analogue of Polya theorem and it։ 
applications (summary)

Polya theorem on connections between indicator and conjugate diagrams of 
entire function of exponential type is well known. In the present paper its genera 
lization for entire functions of proximate order is given. This is similar to M. F. Su- 
botin, M. M. Jrbashian, A. E. Avetisien results for entire functions of finite order 
p > 0 and of normal type. With results by E. Borel, G. Polya, V. Bernstein it reveals 
the connection of generalized indicator of an entire function of proximate order 
p (r) (p (r) - p > 0, when r -» oc) with p-convex support of analytic functional and 
"Borel p-polygon“ of function which is analytic in a neighborhood of 0 in CJ.
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Н. А. ШИРОКОВ

ОЦЕНКИ В If (С) НЕКОТОРЫХ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В последние годы развитие теории функций побудило ввести и 
изучить важные сингулярные интегральные операторы несверточного 
типа. Первый пример подобных операторов рассмотрел Кальдерон [2]. 

def
Именно, пусть функции LipR 1, Hvd» = esssup |«'(х)|, / £ If (R),

-rgR
1< p °o. Положим

MTf (x) = MTxf (x) = sup f v{x)-v(y) f (y)
» >0 J X — у x—y

Кальдерон доказал (см. также Бенедек и Панзоне [3]), что оператор 
МТ действует из пространства Ьр (R) в пространство 2/ (R). Затем 
Койфман и Мейер [1] обобщили определение оператора Кальдерона 
следующим образом:

def
МТп f (х) — sup 

« >0
Ր / и (х) - и (у) \я Цу)
J \ x—y J х—у

1у—х| >։

п = 1, 2, • • •. Они установили, что все операторы МТп непрерывны в 
Тр (R) и при фиксированном р, 1<^р<^оо и растущем п. их нормы 
оцениваются так:

|!Л^7’лВ/.Р(й) < Ср ехр (сл3)

при некотором с > 0. Впоследствии Кальдероном было показано, что 
оценка Койфмана и Мейера завышена и справедливо неравенство

УЛ/T,ALp {R) < Ср exp (сп) IvvJ՞ , с > 0.

Оказывается, что аналог операторов, рассмотренных в простран
ствах Ьр (R) Кальдероном, Койфманом и Мейером, можно изучать и в 
пространствах Ьр (С), и оценка нормы соответствующего л-ного опе
ратора в кр (С) лучше, чем в I? (R).

Определение. Пусть функция и£ 1лрс 1,

def
ՒՍԼ= esssup zee

dv (z) 2 dv (z) 
dx + ~ dy~

2

Для натурального n и f^Lp (C), l<p<co положим
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МТп/ (г)= вир 
«>-0

/(-)
{г — С)8

</з;

где —плоская мера Лебега. Первый оператор рассматривается в 
тех точках г, для которых предел справа существует.

Теорема 1. Пусть функция V такая, как в определении, 
/£ЬР(С), 1<^/><^оо. Тогда функции Тг,[ и МТЛ } определены при 
п. в. г(֊С и для их норм в Ьр (С) имеют место оценки:

8 Лр Ср и₽> (1)
[М Т„ /Цр < Ср п2 |Д. (2)

Доказательство. Как следует из стандартных аргументов 
[4], стр. 50, достаточно установить оценку (2) для финитных беско
нечно гладких функций /, затем для таких же функций установить 
существование п.в. функций Тп {, и затем доказать оценку (1). Итак, 
установим оценку (2), полагая до конца доказательства функцию / 
финитной и гладкой. Введем некоторые вспомогательные операторы:

МТп,г/(г) = зир р (г) — и (С)

Т’л, »(•).։/ (г) Г / у (г) — р (С) \п
3 \ г — С /|:-*|>.(г)

/(0
(г ֊О2

где е (г) — произвольная измеримая на С функция, удовлетворяющая 
условию е (г) о, 8 0,

СО

^..и4/(г) = 2 (п + 1))Л Г„.,(.5, ։/(г),
я=0

где р-КЦМ.—любое комплексное число. Функции Ах, «(•),։/(г) 
определены для любого г£С, поскольку

со а со

2 (п+1) < 2 (п+1) р.|" X
я=0 л=0

у I р (г) — р (') Iя /-Ц-3<4՜։/’» тез [зирр/|/(1—Р֊1к4о)։- 
с8

Заметим также, что МТП,«/ (г)'" МТП ] (г) при 8 — 0. 
Далее имеем
, их- С 1 ■| р(г)-р(С) V (г_г}2

1— л —~Г—

({3- =
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г ՛ /(Q___________
J (z-C-».(v(z) - v(Q))*

Положим /4x(z) = z— х v (z). Имеем

(3)

Их (z)- А, С)| <|z - q+Г/1 |v (z) - V с,)| < 2 |z -q, (4).
|Лх (z) ֊ A, (QI > |z - q 4-1>.| |v (z) - <(Q| > (1- '>.| |w|.) |z-q. (5) 

Для краткости положим далее jvvj- = O’-
Из соотношений (4) и (5) следует, что при pq<l/w функция 

Лх (z) есть липшицевский гомеоморфизм С на С. Сделаем в интегра
ле (3) замену переменной Лх (С) = С С = ах (0֊обратное к Лх отобра
жение. В таком случае

Г ff\ f /(»х (0) Их (0 .Хх..м,./«= J <лк «֊,)•'■ (6)
{<60։ |«х (/)- л >| И]

где рх—якобиан замены координат. Положим Лх (z)=x. Соотноше
ния (4) и (5) дадут следующие включения:

U € С: |< - т| > 2е] с е С: |ак (0 - ах (х)| > е} с
С U6C: |<-т|> (1 —|Х| «,) е|, е>0

поэтому
Г /(ах (0) Рх (/) Д
J (^֊0’

/£С: |’—|Х| ®) « (»)}

f /(М։))М<)^
J ('-О*

{ /£С: |/-т|>(1-|Х| ®) « (*)}/
</6С: |«х (О-Ч (->!>• (*)>П
п<1<֊»1<։«

(7)

Определим далее классические операторы S и М, 
/-Р(С):

(5 <р) (х) = sup С Т d^t »
•>° J Г — О

I«- •/>«

ограниченные в

(Мр) (т) sup —- 
• >о

. Тогда (7) влечет
£x,.(.),S/(z)|<S(/(ax) Нх)(х) +

+ С 1/(ах(0)|М0. dzt 5 (/ (ах) Их) (х) +
J h—И

(1-|Х| ®) . W<U-T| <4. (а)

5-197

Z1 nlz\, ,/■; f |/(«х(0)|рх(О^<5(/(ах)Рх)(х) +
(1— P-|(w)’e2 (z) J

|f—:|<2а(т>-
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+ „ И, л,^(/(а>.) !Ч) (г).
(1—|М шу

Поэтому

р£*. .(•),։/ (х)|р ЛкСсррЗ (/ (։х)>>хК (') сГа։ + 

с с

+0=^1 <8)с
где 1 < р со, т = Ах (г). В правой части (8) опять сделаем замену 
А \ (г) = т, тогда — р* (т) </о- и, пользуясь ограниченностью опера
торов 5 и М в Ьр (С), 1<^ р со, получим

• • ■ (8) < сР М- Г •$ (/ (ах)) рх)₽ СО <Ь-. + сР ВрхЦ- -—1 X
3 . (1—1>.|«02₽

X С М (/(ах) ИХ)Р (0 < ֊^֊֊ Г I/ (ах (0)1' (О Л, <
3 (1—14 «г'.)

.< - [ |/(ах (т))|Р рх (т) </ат = —Р Ц/Г- (9)

с

(3')

В выкладке (9) и далее ср означают, вообще говоря, различные по
стоянные, зависящие лишь от р. В итоге

(1 — Щ а>)։

Проинтегрируем равенство (3) по К по окружности |/.|= р, р<^ —, по

лучим
■֊ 1 С Л..,.,.*/ 
2^г (п+1) 0 )-п+1

Р.1-Р

тогда

Гл, , (.), г/ (г) < - С |£х, . (■) г / (г)| <11
2к(я+1)рп+1 з

|Х|-Р

откуда и в силу неравенства Минковского и (10)

8 Гл,, (.), ։ Д < — ■ С |£х, <(.), г /1р |Л| <
2«(п+1) рЛ+։ J

1М-р

<Ср (1—рш)-’ р-л(п+1)-’ вир Ьх|- |/|р.
1М-Р

(И)
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Оценим теперь Цр-xj». Пусть (*) — якобиан перехода от координат z- 
к координатам х, тогда

Их (х) = —i— , z — ах (х) и = (ess inf *х (z))՜1 . 
’х («) с

Затем, если ввести операторы

л I / д .<?\з 1 / d d \
2 \<?х ду/ 2 wx ду/

А (д) = I \дА, (z)|։ - |<4х (*)|’| = IИ -(z)|2-| >.d՜о («)|։| >

>|1-/Jö(z)|։ —p«|Ju(z)|»=l-2 Re (Mv (я))+р’(|Лф)|Н&(«)1’) >

> 1 - 2p |dv| + 2p2 |<?v|3 - p2 (|<M8 + >

> 1 - 2p |<M + 2p2 |<?«|s - — p։ w2,
2

поскольку |<?u|2 + |t7v|2 = ֊ |vv|2 -C ~ w2.

Далее, 1 — 2px + 2p2x2 поэтому Vx (z) > -֊֊ (1—p*w2), а тог''

да при p| = p< — , IhxL < ------ а из (11) имеем
w 1 — p2w

Гл,.(.ир< ֊—°՞ ,
(1 — pw)։ (n + 1)P՞

Полагая p —-— • —, получим 
n +1 w

1^: »(•).«!₽ <«₽ д2 и>п- (12)՛
Ясно, что для фиксированного и найдется такая измеримая функция- 
в (а) — е (г; п, о, /), что ։

17’Л..(.м/(^)1>— МТп.^^),

а тогда соотношение (12) даст ЦЛ/Тп, а||р -С ср п2 шп, т. е. |Л/7’я[р<Г- 
■^.Српга)п. Тем самым соотношение (2) установлено.

Перейдем теперь к доказательству существования п.в. значений 
У 7л(С) П (С). Для этого сначала установим еще одну 
максимальную теорему о сингулярных интегралах в 1А (С).

Теорема 2. Пусть функции 'ил — липшицевы на С
Определим оператор МТ,,х....։Рп/ формулой

^^...^/(zj^up 
«>u

(€))••• (уя(г)-уя(0) /(С) I
(z-Q2 ' I9"

Тогда оператор MTV„-. ,vn действует ия՝ LP (С) ՝в £ЧС).
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Доказательство. Опять рассмотрим произвольную функцию 
е (г) > о > 0 и операторы <

(уДг)-^ (С))---(уя(г)-ул(С)) /(С)

|с-*!>•(*) 

7о1,---. о, 

[(е' °‘У1 (а)+е1*1 у,(а) -|------ [

(»-С)«

/(*) =

(г-СУ

/(9*С

Имеем
2։

1 г
(2«)яи о

.«„>(•)/(г) А'-^л-/(<։>+•••■< о„) у е 1 ։
и

Х[е«‘ (у, (а) - V, (О) +•••• + е'вл («л (г)֊Ъ (С))]» А ” А =

_| С(«1 («)—(С))---(ил (г)֊ уп (С>Я (9 .. ут , , х
ПЧ (Г^г-----------(7<)։ : ....

I с֊։|>« (*)
(13)

Заметим, что

|7к...,оя, в։>...,оя«(.)/(*)1 <ЛГ7> 1 о։ + •■ + е19п о„, п /И,

поэтому из (13)
.։ 2к 2։

I7’«- •-.*л»(-)/ (*)!< “Г 77“ Г֊ • ■ СЛ^7’,Й1+... + ,/«я о / (г) А- -'-</0л. (14)
П1 յ յ п

и о

А тогда, используя неравенство Минковского, доказанную оценку (2) 
и то, что

К7(е'в,У1Н------- 1- е%Л)5»<]|уу1!,.-Ь||ги2||,. 4------- Ь|7ул|»

при всех 01։••■, 9„£ [0, 2к), получим из (14):
2п 2к

17’Гь...,оя.(.)/||р < ՛•• УЛЛ/7’е'’'։-,+-..+ е'в«оя,Л/^А---^0«<

' О о

<ср7՜ 1(ву«1ЬЧ------- 1-1 7ул9-)л||/1!р
(л —1)1

и далее доказательство завершается, как в теореме 1.
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Отметим важное для дальнейшего следствие из теоремы 2. По 
ложим ия+1 (z) == ... = ия+г (2) =. z, тогда 

def
(d f\p — v„,ЬМТЩ.

И

WTv„ .

= sup 
։>0 J l:—z|>։

- С))֊ • (УлМ ֊ Ул (Q) (* ֊ W /(Q dar
(z-с)" U-Q,+2

(л+г—1)1
Ир'

Перейдем теперь к доказательству существования предела в опера՛ 
торах 7^ /. Положим вначале

у (z)—V 
z — С

MQ ,a -  — “°C f
>֊Q‘

Z,5.Hz) = lim J 
|UI<x’

v»(Q_ da

где л, г — 0, I,-՛- и 7п, г — множество, на котором существуют и 
л- и £’2)г Еп.г — дополнительное к Гп, г множество, £՝= II Еп,г, „,г,ь п,г,к> п г>0

Е~С\Е. Установим, что шее Е =-.0. Для этого найдем, что тез Еп, Г=О 
при всех л, г > 0. Проведем доказательство индукцией по л. Если 
л = 0, то

\ — — Vx (C)
J (z-cr^

а также Ltf\ к (z), существуют при п.в. z, поскольку . при всех

г = 0, !»•••, суть ядра Кальдерона-Зигмунда [4], стр. 52, а функции 
ух и содержатся в £“ (С). Произведем индуктивный переход. Рас՜
смотрим, например, !Jpr к (г), n.L>l. Операторы MTV,..., Г не՜

Л г
прерывны в £₽, поэтому чтобы установить существование Е$г, к( г) 
т. е. результат применения соответствующего оператора к конкретной 
функции |г|</Г)), согласно стандартному пути [4], стр. 58
достаточно теперь установить существование п.в.՛ пределов в опера
торах

lim 
։-0

v (z) — у (С)
rfa;

для гладких и финитных /; поскольку для таких /1/ (z)--/ (С)|<х/ |z—С |, 
то вопрос сводится к существованию п.в. предела

Г /у (z)—v
J \ z — c . (15)

4?,. Л- В*

z — С

[ daz



1
i

70 H. А. Широков

* s
__ л —1 ••

Возьмем точку z0 £ IJ U Ер, rUE, где Е — множество, в котором р—О
функция v не дифференцируема. По теореме В. В. Степанова [5] 
mes Е = 0. Не умаляя общности, считаем v (z0) = 0, z0 = 0» ибо иначе 
рассмотрели бы u(z)=v(z)—v (z0), С =z—z0. Ясно, что достаточно 
установить существование предела

. Г /° (Q \"/С \'*»сЙ J (“Г՜) \Т) СГ ’ (1У)

•<|։|>»
{Имеем

J 2«

£
( v (С) у / С у rfac р р у" (р cos 6, р sin 6)
\С~/ \Т/ e“ = J J рс+։енл+2м2)։ d[.<fi =

<1 (0
. 2« 1

=-----— J" е~1 (п+^+2) в t/0 J vn (р cos 0, р sin 0) d (р“я ) =

о «
12«

= А Г e-i («Т2г+Ч» рП <е cos 6- 8 sin е) J8 - 
nJ s'1
՛ о

2«
-----— (*е_/(я+2г+2։ *иЛ (cos 0, sin 0) d(i + 

n J 
2

2« i -
+֊ у e~l <я+2г+2) • rf0 У0,1-1 (p cos 6, p sin 0)(vx-cos 0 + vy sin 0) p՜" dp = 

0 ։
= 4(8)-/+4(e).

В силу дифференцируемости функции v в нуле v (в cos 0, в sin 0) =
!= (Vjc (0, 0) cos 0+ Vy (0, 0) sin 0) 8 + О (e), в -> 0, поэтому

2x
4 (e) = — f e—/ ("+։'’+։)• (Wr (0, 0) cos 0 + vy (0, o) sin 8)" d0+o (1), s -*0, 

n J ,

4(в)= Г A-AL e-'^»»(Ux(C)cos0+ VyQsin 0) =
J C'1՜1 .

«<iq<։ ' •

_ f /'П\-7П7’'йх1. ns։J (тД-г'+гг՛’®/՜?" (16)
•<Kf<։

+ J vd \t) V2 2iVif(Q)T5՜
»<№<։ . .
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По предположению, существуют пределы каждого из двух слагаемых в 
Л —1 ж

(16), т. е. при г՜ и II Ер,г\)ъ существует предел в (15). Поэтому, 
р^Ог-О

согласно общей методике [4], стр. 58, функции (с) и (х) 
существуют вне некоторого множества Еп, г из тез Ел, г = 0. Индук
тивный переход от п—1 к п в вопросе существования Е^г к, у =1, 2 
осуществлен.

Тем самым установлено и существование предела в определении 
оператора Тп / (г) при п.в. г£С при з -► 0.

Установим теперь оценку (1). Положим для этого в соотноше
нии (3) г’г) = г, обозначим Л, •(■).։/(г) через / (г), тогда вновь 
выпишем соотношение (6):

<1сГ
Л/Л/(г) = зир |Л,«/(х)1- «,'0

Из оценок (10) и получаем

|Л/Л Яр < Ср (1- |Х| ш)-3 КЯр, 1 < Р < оо, п = Ь«!., Р1 < -- •

Установим, что существует множество Е, mes Е = 0, вне которого для 
данной финитной гладкой функции / существует lin? Л, «/ (г) для всех

X. Для этого, как видно из (6'), достаточно установить при всех X, |>-|<С
. 1— существование 

w

-о J (Лф)-0։
«<1«х (0-*1<0

(17)

Делая обратную замену / = Дх(С), получим, что существование пре
дела в (17) эквивалентно существованию предела

lim \
«-»о J

{С: |։֊/|>«. A-J'-A'X

</3;__________
-Х(о (z)-v(Q)7 (18)

при всех X, |Х| < —. Фиксируем X. Пишем вновь, раскладывая по 
и՛

степеням X:

f _________ ____________
ZI J [z-r_}.(ü(z)_v(9)p
<C:|:-q>., Kl«}
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= £ (" + D >■- 

я-0

у_(С)\я ^°:
с / (z —С)2

(19)

Пусть Z = X (||C|<^Æ)). Тогда правая часть I в (19)

(20)

Поскольку по (2) [МТП zJ2 < с2 (n-f-l)2 «.•" К, то

def
mes Gn,л = mes |zÇC: MTn X (z) A (n-}-l)2 wnRn}-^.

c2 (n +1)’ w2՞ X2 с2 X2
A1 (n+l)* w2n X24 W" ’

где X>1 фиксированное, но такое, что Поэтому

mes U G„, д < V mes Gn. а < — • (21)
-* Л2 /?2-1

Пусть Нд = U СЛ,д. Если г^Нд, то при всех л=0, 1, - MT,7.[z)^.
л=0

-С Л (л+1)2 wn R" и поэтому при таких z ряд (20) сходится. Если

г^НдО U U Ер, г U К, то при е—>0 члены ряда (19) имеют предел и 
р-0 г-0

ограничены сходящимся рядом (20), поэтому при таких z и их сумма 
имеет предел, т. е. существование предела в (18) установлено при

^Нди U Ер, г U Е. Возьмем Л = 1, 2, ••• и положим Н= Л Нд.
Р. Л-1

Из (21) следует, что mes Н = 0. Если zÇÜ, то z'Z’Hx при неко
тором Л и значит, если ещё U ЕР, r U Е, то предел в (18) су- 

p. Г>О
ществует. Итак можно положить Е = H U U Ер, r U Е.

р, г>0
Приступим теперь к доказательству оценки (1). Видоизменим 

соотношение (7) следующим образом:

£>,./(.)- J /(«>№) и
lt—

Г ■ f (ах W РХ (0 ,
J —Î^T}2—d (22>

(ь |«х

где а (е) = а (е, X, т) = min —1|, т =- Лх (г).
|»х (О - »х (■')/=•>

Для краткости положим U (г)= ((|/ — -£> а |ах (0—ах(х)|>е))П
Л {|f—у|<^2е) (22) влечет с учетом (5):
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|£>../ (z)| < 5(/ (»х) Рх) (')+1/(z)| Цр>|„ X 
, [* dot f /(«> (0)—/(“х(-))лJ ---- |ГГ7р---- "
и I») |/-т|<г.

<5(/(а,.))Их(х)+|/(г)|Ы-Х

(23)

<5 (/ (»>) ») W+1/ «I ы- [ ֊; + „ с/* ,, 
j I՜—d (1—p֊iw.r 

с/ <*)
Возьмем точку z£E, тогда можно перейти к пределу при е-»0 в (23), 
что дает

Ux/ (z)| < 5 (f (ах) Рх) (t) + -^)։ Ito f • (24)
1— р. w «-о JI՜ — f

У(«)

Установим следующий вспомогательный результат.
Лемма. Пусть z~cTL, тогда при t = A\(z)

Ito Г.—~<с, (25)
-о J I-—/|

У։»)

где постоянная с не зависит от к и т.
Доказательство. Пусть т = z — 0 (TF, т. е. функция А х 

дифференцируема в 0, а тогда и ах дифференцируема в точке ' = 0. 
Поэтому ах (<) = Pit 4-Qxf + о (И), причем поскольку

|Рл|։- |<2>.|2 = Рх (t) = ֊4֊ > (1+1# **)-’ >
*х (г)

то при I, описывающем окружность ||f| = е], точка Р,. t + Qx t описы
вает эллипс ex (е). Положим о (/) = |f| о (£)- Тогда при ®, пробегаю
щем [0, 2՜), точка ах (е е,’>) пробегает некоторую кривую fx (Е)> мини
мальное расстояние которой до 0 есть о (е) и U (е) есть область, 
ограниченная кривой 7х (е). пересеченная с кольцом |а (в) |f| 2s).

Отметим, что кривая fx содержится в круге (|/|<^2е| в силу (4). 
Кроме того, |ах (f) —|Рх t—Qxf| = |И |о (01> поэтому fx (е) находится в 
еЛ (е) окрестности эллипса ех (е), Л (е) = max |о (#)|, т. е.

irf-«
(IAI- IQxl) е-вЛ (в) < 3 (в) < (|Px|-|4xi) е + еЛ (е).

В интеграле (25) сделаем замену t = &Т, тогда область U (г) перей
дет в область U* (s), причем dot = ва doT и

(' do с Г</ат

J
У («) у*(«)
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При достаточно малых е Л (е) ֊~ (|Л|= |0>.|), поэтому область £/* (е)

лежит в кольце-^- (|Р>.|—Ю>.|) |Г|< 2. Пусть 7,—характеристическая
£

функция и* (е), тогда

[ — = Г уДТ) — • (26)
1 17Т I ' ՝ ' |7’|2 ՝ '

{/•(•) |И՝.2

Теперь в (26) можно перейти к пределу под знаком интеграла, так 
как

7. (Г) 4
4 Г1։ ' (1Л|-Юх|)։

Функция 7, (Т) при г -»• 0 поточечно сходится к характеристиче” 
_ йсГ

ской функции эллипса (Г: Т = Рх.у 4֊ у, |.у| < 1) = £)>., из которо
го выброшен круг К->. = |7’| <ппп |5|.

Поэтому

г
У(.) *>х\5х

Но пусть а = |р>.|_ |(2Л| и меньшая ось £>х лежит на вещественной оси. 
Тогда эллипс £>х лежит в полосе П = {|Ие С| < а}, поэтому

поскольку К\ = {| 7’|<Са1» с—абсолютная постоянная. Лемма доказана. 
Из леммы получим

|£х / (г)| < 5 (/ (ах) щ) (х) + с (1-р.| ш)-’ |/(*)|, (27)
поэтому, применяя к новой оценке (27) выкладки (8)— (10), получим

РЛ, (279
1 — |л] и)

У (28)1М-Р
п 1где р = ------- • —, поэтому

п 4-1 то
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(29)

Из (16) следует, что
PI“?

,, 'чЛ(1 — pwp

и поэтому при

г с И, шее И = 0, М£х/(г) |«0-| <С ое-

1М-?

Поскольку |£>.. / (г)| < ЛГ£х/(г), то при 2£՜ И4/Е можно перейти в не
равенстве (29) к пределу при £ -♦ О, причем справа под интегралом. 
В результате

Х/и)|< ’ я Г |£х/«||Л|.
2к(п + 1)р и

Р-1-Р

Затем следует выкладка (11) с новой оценкой (27), и соотношение (1) 
установлено.
Ленинградское отделение Математического

института им. В. А. Стеклова АН СССР Поступила 20.XI.1977

Ն. Ա. ՇԻՐՈԿՈՎ. Որոշ սինղուլյար ինտեգրալ օպերատորների գնահատականները Ljt(C)~*dL 
( ամփոփում)

Դիցուք vQLIPqIt Դիտարկվում են հետևյալ օպերատորները,

MT.fi.if = sup I f )” -<fc, , n - 0, 1. ֊2, ■ ■ •.
*>° I J \ 2 — C / (z — C)։

Ապացուցվում է, որ MTn օպերատորները սահմանափակ են LP (C), 1 p < 00 տարաեու.— 
թյանում ւ

N. A. SHIROKOV. E։timate։ in Lp (C) of tome lingular integral operator։ (summary)

Let vGZfpcl. The following operators are considered:

MTnf(2) = sup f rfoc , n = 0, 1, 2,.. ..
•>° J \ z —C / (z —Cf

It is proved that operators MTn are bounded on the space Lp (C), 1< p < oo
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