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Ի ԳԻՏՈԻՐ՚ՅՈհՆ 2ԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
հմրապ/ւությունր քսՆդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդված! եր հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթ1 մ ատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի աոնել հետևյայ կանոնները'

I. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպա՛լ, ական մամուլը 
ինքն' ոչ ավե( քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)»
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվհ» մ են հրապարակ» 

ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատակ որոշմամր»
2» Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու ւըինակող» Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն (եղուներովէ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպարակվել 
համապատասխան լեզվով»

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համ սնուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը* երկու հծիկով վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանց»]են սև մա» 
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծովք

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշել* ք նրանց 
Համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

Տս Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա քար նշվում 
է եղինակր, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչություՆը, հրատարր կմ ան տա» 
րեթիվր և էշերը, Հոդվածների համար նշվում հեղինակը, հոդվածի անունը, ամ սՀ՚գի րը» հա» 
մարը և •տարեթիվը»

0 դտագործվտծ գրա կանութ յունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի Համ ապա» 
տասխան տեղում ւ

6. Սրրագրռթյան ծամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգա/ի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համ արվում է վերջնական տեքստի ստացման որը»

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չգբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

3. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, Որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը ե հայրանունը»
!!• Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմ բա գրութ յան հասցեն* Երևան, Ր ա րե կամո ւթյան 24, Գիտությունների ակադեմիայի Տե» 

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»՝

(£) Издательство АН Ары. ССР. 1978 г.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ՄէսբԼմասփկա XIV, № 3, 1979 Математика

А. Ю П1АХВЕРДЯН

ОБ УБЫВАНИИ ОГРАНИЧЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

Рассматриваем следующую задачу. Пусть U— единичный круг н 
плоскости (z) и совокупность EcU состоит из попарно не пересекаю­
щихся множеств ец, Е = е«, сгущающихся к единичной окружности

* 1
5» таких что cap (ei) > 0 для каждого 1с 1 и

(е*) — 0(1), р (еь е,) > о>0 (4-* -г с; /, /= 1, 2, • • •; / Vх/), (1)
где ;> (х, у) есть гиперболическое расстояние между точками х, у И, 
а </ (е) — гиперболический диаметр множества с^Е՝.

d (е)~ sup {,> (х, г/)| х, у £ е}.

Если В означает класс аналитических ограниченных в /'функций, 
то задача состоит в точной оценке скорости убывания нетождествен՜ 
иых функций /£В к нулю вдоль Е, точнее в оценке скорости убыва՜ 
ния величин

= sup I/ (z)|.

Как известно, вопросы такого характера (также и для общего случая 
мероморфных функций с заданной характеристикой Т (г)) впервые бы­
ли поставлены и систематически изучались А. Л. Шагиняном /|1—2}). 
В. Зейдель и др. в [ 1] заметили, что метод гармонической меры 
Р. Неванлинны (см. [4], гл. 3) применим к решению такого типа за­
дач и получили более простое доказательство одной теоремы 
А. Л. Шагиняна. При доказательстве основного результата настоя­
щей работы (теорема 1) мы также используем этот метод.

Выражаю искреннюю благодарность академику АН Арм.ССР 
А. Л. Шдгиняну за постановку задачи и внимание к работе.

Для простоты записи примем следующие обозначения. Если /> (z) 
есть произведение Бляшке с последовательностью нулей /V, то запи­
сываем Ь (z) = b (z. N). Символом /V обозначаем множество нулей 
функции b (z, N). Если а £ U, 0 < ц ос, то С (a. f») есть неэвкли­
довый круг с центром в точке а радиуса р. Класс В,,с В по определе­
нию состоит из тех функций, которые имеют лишь конечное число 
нулей в U и содержат все тождественно постоянные функции. Вх 
есть класс тех функций / £ В, для которых sup \f (z)| < 1. Запись const

означает положительную постоянную. Иногда пишем Ц/ < вместо (I/, ,.

J ’»ru’liruv 1
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Лемма 1. Если Ь (г) Ь (г, /V) есть произведение Бляшке, а 
е — непустое подмножество У, то

։п( | А (г)| > ехр
1 4֊ 1о% сН1 р (е, Л)

1 —$ир |г| 
ге«>

(2)

1де 0</.< —постоянная, не зависящая от е.
Доказательство. Будем исходить из интегрального пред­

ставления логарифма модуля произведения Бляшке. Пусть

(3)

(если сц = О, 

Тогда

то множитель а* 
ы

опускается).

1— а* г

или

֊ 1о? \Ь (г)| = 1о£

где ,1 точечное распределение положительной мас­

сы (конечной или бесконечной) на Л и н(а; есть кратность нуля а 
Если ввести (а) (1 [а1) с/’«-(а), то 5иррО)=/У и условие сходи­

(4)

Для оценки последнего интеграла нам необходимо следующее 
замечание. Если а££/, 0р со и а։, а2 (|а1,1-С |аз1) есть точки пере­
сечения радиуса [0, е(։ткя) с окружностью (а, р), то

мости ряда из (3) запишется в виде

I </з (а)= а (/V), 0 < а (Л) со
3 I
Л'

и нужное нам представление есть: 4

— 1<>£ |6 (г

Л'

</я (а).

1— |а։| = (1— |а|) (1 — |а|)
1 — /Ар

1 4֊ !а, /Ар
(5)

Для доказательства этих равенств достаточно рассмотреть образ 
С(а, р) при преобразовании
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с (г)'= e-i»w>.

Вернемся к интегралу (4). Если N, Nz — ЛпС(г, 1), то из (4) 
имеем

— bg (z)l= ,/j 4- J2,
где

Г log ctg p (a, z) 
' 1 ֊ ’.«II (h (a).

Из монотонности cth x имеем

(a)
1 —|a|

и из соотношений (5) вытекает

у։ е2 ~ [С (z, 1)] 1°И cth р (г, М 8з (/V) log cth р (г, Л')

Если 1Уг — 0, то = 0 и полученное неравенство опять справедливо. 
Таким образом

8з (/V) log cth р (z, N)
1-1*1 ՛

Оценим /о. Если а £/V М,-, 
— |а, г]21 2, и так как

то р (a, z'> 1 и [a, z] > th 1, откуда 1 —

log-------z — а *о՜ Io? L* — (1 -[a, z]:)},

то положив г = 1 [а, г]՜ и воспользовавшись неравенством

log (1 х) > — 2х для 0 < х 1/2,
получим

1-0 г| ... П -|a|-)(l >|;) (1___ 'с|)<1 - |г|)
<■ -1“՛ *1 (1 о։|։ * 4 • (, |О| |г||= ■ <

(1-;д|)(1- Id) 1 i֊ia
(1-Н)։ 1-|3

то есть

& (Л) . 
1 -1*1
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Теперь ясно, что для каждого z £ U

— log b 0)1 < X- N) (6)

(так как оно справедливо и для z £ /V), где Х=8о (/V).

Переходя в обеих частях полученного неравенства к sup по z £ е, бу­
дем иметь (2).

Лемма 2. Если f В(|, то

lim (I— |z|) log |/(z)| = — oo (7)

тогда и только тогда, когда f = 0.
Дока зательство. Пуст ь g £ В} и g^O в U. Тогда— log 1^(г) 

есть неотрицательная гармоническая в U функция и согласно теореме 
А. Плеснера

2я1 I
— log|?(z)|= I Р (г, е'®) </|*(0), (8)

о
где Р есть ядро Пуассона, а р—неубывающая функция G на |0,2՜]:

u (0) = — lim 
r-i -эc 

о

О
log (re" )| dt (9)

([5]. стр. 156). Если р* есть распределение конечной массы, соответ­
ствующее функции р (р* (е) есть вариация р на борелевском множе­
стве е),то имеем неравенства:

Ми*(б)= </р* (6) (/р* (б)

и из (8) имеем, что для каждого z- U

U -W) log |g(z)|>-2H*(S).

Пусть теперь / £ Вх имеет конечное число нулей - /V, где
каждый выписан с соответствующей кратностью. Тогда, если Ь (г) = 
= 6 (г, /V)—конечное произведение Бляшке, то£ = /-6՜’ не обра­
щается в нуль в и и из (6) вытекает, что

(1— |z|) log \f(z)\
UI -l-U

(♦$) 8n],

п
так как "(/V) У (1 |'я/ |), 3 (А) < п. Пусть Вй и выполнено (7). 

/-։
Понятно, что дополнительное предположение /£ />։ является несуще­
ственным и из предыдущих неравенств вытекает, что либо п ֊И о?, 
либо р* (5) = сс. Первый случай означает, что кратность какого“ 
либо нуля есть оо и следовательно / = 0; если же р* (5) ~ 4~ °о, то 
из (9)
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2*
— |i* (.5)— I i in I 

г-»i—о J
о

log (re" )| dt ■=

и согласно известной теореме g — 0, следовательно и / =0.
Рормулиронка и доказательство следующих предложений исполь­

зуют понятие гиперболической емкости подмножеств U, введенного и
развитого М. Цудзи (ем. [6|, стр. 94). Теорию этого понятия можно
получить рассматривая потенциалы положительных масс относительно 
ядра log [:, z] 'вместо обычного log |;—z|՜' . Гиперболическую ем­
кость множества eC.U обозначаем 7 (е). Отметим также ([6], стр. 95), 
что cap (е) = 0 тогда и только тогда, когда 7 (е) = 0.

Теорема 1. Пусть Е удовлетворяет (1), сц £ ец — произв-
вольные фиксированные числа.

Если f£B и
lim (1 —|aj) log|/|rA - — ос, 

k -♦ eo
(10>

7710

V Io8r/k
* 1 log ^ek) (1-Ы) = + ОС

тогда и только тогда, когда / = 0.
Н Доказательство. Очевидно теорема будет доказана, если 

мы докажем ее для класса функций В}. Пусть / £ Вх и / - 0. Заметим, 
что из (10) вытекает, что / имеет бесконечно много нулей в И. Дей­
ствительно, если точка 6« из замыкания е» такова, что |/Г* = I/ (АД’, то 
из (5) и (10) будем иметь, что

В Нт (1 — |6л|) 1о& |/(6*)| = — сг

и если допустить, что /£2?0, то из леммы 2 вытекает, что / = 0, что 
противоречит нашему предположению. Следовательно, / представляется 
в виде /=#А, где £, А £ Вх, £ т= 0 в 11, а А есть бесконечное произве­
дение Бляшке. Оценим |А|к. Так как |^| 1, то

■ № < (*>։>■
Имеем

■ w. = |֊-1 < -֊֊. •
И й g lk ։nf|g(z)l

Если inf |g (z)| = |g (n.)|, где a. точка из замыкания ei,, то 
■
. леммы 2 получим, что
It ‘nF |g (г)| > exp [ - 7֊°՞֊-! ’

■ I 1 — |tu| I
I то есть
I И» < l/iit ■ exp I —nst [

I U — |a»| I

(11)

из (5) к
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и учитывая (10) непосредственно видно, что для всех достаточно 
больших к

|А|!» < М1”.

Соединяя это неравенство с (11), имеем

Мк =-■1<‘, 1/2֊< г» <1, к > к,. (12)

Для определенности в (1) положим 8=1, то есть

Pur • у) 1 (7, j = 1, 2, • •; 7 =/= у).

Тогда понятно, что если £) есть гиперболическая 1

D \\z^(z,E)

окрестность
2

то Z) = Dk, D, П D, — 0 (7 у) и Dk есть гиперболическая---- окрест-
*>։ 2

ность ei;. Если А (z) = b (z, /V), то Лусть

No = N(\Df, No=- < а։, а2, • • • >, |։J < |а2[ <••• 

/Vt = (/VnD*)U М (А>1).

Если конечно, то считаем, что {а^} = 0, начиная 
ста. Из (2), (5) и (12) вытекает 11т р (е*, дг) = О, что

для всех достаточно больших к. Пусть

с некоторого ме- 
означает =/= 0

ht (z) b (z, M)

— конечное произведение Бляшке. Так как /V= 1 Nk, /V, n/V, = 0 
к 1

(7 у), то Ь = П ^**։ Представим Л в виде
*>1

А = hk hk, bk = П hi, 
։ >кi к

и оценим ИЛ*,*. Имеем

ПАП.
1п( |Л* (г)|

Согласно лемме 1

АЛ |]А!»ехр

где с=8з(Л7) (14- 1о$с1Ь 1/2) не зависит от А. Если учесть, что ]А*||* > 
^>||А[|1,, то имеем

1'Лф = |A|f‘, l '2<ß. < 1, к>к^.
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| Из (12) и этого равенства тогда получим

!
։ЛЛ = |/4‘ = »/£• ’» = ДО», 1/4 < к> тах (к„ кг).

Если положим /0 = £> Л — для то нами получено представ­
ление / в виде

/= П /*. /»€ в, <Лг>0) (13>

' такое, что для всех достаточно больших к
| |/Л,= ДО», 1/4<и<1. (14)

I Так как для г £ ек \/к (г)' < \\fk\k, то из принципа гармонической меры

имеем

1Л WK — (։°g ——) “’ е*^’ 2^€*’ * > 1»

где о) есть гармоническая мера ек относительно области Ujek. 
учесть, что для произвольного множества eC.Lr, cap (е) > О

Если

(15)
log

где р> — равновесное (для гиперболического потенциала) распределение 
единичной массы на е, из (14) будем иметь

log |Л (г)| < ֊ 7*

Так как предположение / (0)=£0 не составляет для нас существенного
ограничения, то положив в последнем неравенстве z~ 0 и используя
равенства (5) получим, что для всех достаточно больших к

log ;------
1Л (0)1

-1°« И» (1 _ |О։|) 4 log7(e*)
и так как сходимость произведения (13) влечет сходимость ряда

I Л log-------- ’I Ä 1Л(0)
будем иметь, что]

£ *>ilog7(eÄ/
чем и заканчивается доказательство.
I vr I const IХорошо известно, что скорость ехр ------ является экстре-
I I 1—|а|1
ыальной для убывания вдоль радиуса нетождественных функций из,



161 А. Ю. Шахвердян

В (теорема А. Л. Шагиняна; подробнее см. [5], стр. 117). Следующее 
предложение дает точное выражение величины „протяженности" мно­
жества Ес и, удовлетворяющего (1) для того, чтобы указанный по­
рядок убывания сохранял свое экстремальное свойство.

Теорема 2. Пусть Е удовлетворяет условию (1), £ е* про­
извольные фиксированные числа и

1-------- ;----- = + оо. (16)
" 1 leg——

, 7 Ь)
Если /£ В и

lim (1 — |ал|) log i/jrA. = — ао, (17)
к • *

то / = 0.
Можно указать лшожество Е, удовлетворяющее требованию 

(1) и функцию f^B так, что ряд (16) сходится, для f выполнено

Доказательство. Первая часть есть непосредственное след­
ствие теоремы 1 и не нуждается в доказательстве. Для того чтобы 
убедиться в справедливости второй части теоремы, рассмотрим бес­
конечную последовательность точек а* £ U, занумерованных в порядке 
неубывания модулей и такую, что

2 (1—|<и|) < ос, р (аь а/)>1 (Z, ;=1, 2,- • •; i=/=j). 
t >1

Выберем числа р» > 0 (k = 1, 2, • • •), так, чтобы

(18)

2 -----Ц- < + °° (19)

* 1 log —
Р*

и положим ек = С (ал, Р*). Нетрудно заметить, что при условии р*—» О 

выполнено рав енство

lim 
к —

In pi
In -J (e?-)

Действительно, из (15) имеем

‘° (0, d\lk (а). (20)

С другой стороны, посредством дробно-линейного преобразования 
легко получим

log 1 ai, г
Z Ur

log cth pt
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Положив здесь z = 0 и используя (5), после замены интеграла в пра­
вой части (20) через—log |а|, получим требуемое соотношение. Из (18) 
и (19) вытекает, что существует последовательность целых чисел 
р 1 так, что

У Pk (1—I<u|) < оо и lim ре (1—|a*j) log — = 1+ ос. (21)
А>1

Существование таких рь есть следствие известного факта из теории 
положительных числовых радон: существует ряд. сходящийся „медлен­
нее“ двух наперед заданных сходящихся рядов. Если означает класс 
всех псевдополиномов Т (г)

Pk

i-1

степени рк с нулями из е* (я/ £ е0» то так же как и в случае по­
линомов, можно доказать существование ‘псевдополинома Т,. £ ~к тако­
го, что

Так как 7 (г) есть конформный инвариант, то для оценки Тф можем 
предполагать, что вк ~ С (0, рД Имеем

и так как для всех достаточно больших к и всех г £ и

[ 2>|1֊^г|>1֊|»и>1-1Ьр, >2֊> (/=!,-••, />*).
То
I 2-'ЧПг)|<т(։)<2'’‘|ги>։
где Т есть полином степени рь с нулями из е»; откуда и вытекает

I 2 ՛ '։‘ I Л|. < I т„Ь х 2 ’ |,

где Тц есть полином Чебышева для множества еь степени р*. Следо­
вательно

Г (2՜1 1Ь Р*)р* < ИЛ < (2 рА)'* • (22)

Если ։'/’ >?, есть нули Г*, то пусть (*) означает произведение 
Бляшке с нулями < 7 = !,-••, ре, к > 1 }>. Отметим, что из (21)
и (5) вытекает, что 

» Рк
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Очевидно Й6(о4||» < || Ти из (22) имеем

(1 ;<U՛) log < — 2 (1— ja*|) Pk log - ----- -»
th pfc

Тогда из (21) ясно, что (г) удовлетворяет (17) и требуемая функ­
ция построена.

Заметим, что в силу известного представления функций ограни­
ченного вида (класс ТУ РгНеванлинны) в виде отношения двух функций 
из В, заключения теорем 1, 2 остаются в силе, если заменить в их 
формулировках класс В на №.

Сравним полученные здесь предложения с имеющимися в этом 
направлении результатами И. В. Ушаковой ([7—8]) и С. Я. Хавинсона 
([9]). В соответствующих теоремах из [7—9] даются условия на дис­
кретное точечное множество Еа О, при которых скорость убывания 
ехр | — соп51/1 |г|}, указанная А. Л. Шагиняном, является экстре­
мальной для класса № (в [8] рассматривается аналогичный вопрос для 
мероморфных функций с произвольным ростом характеристики). Гово­
ря описательно, суть этих результатов сводится к тому, что для тех 
Е, которые не „скапливаются“ вблизи какой-либо последовательности

:я|։', (1 —|;я|) <Հ неэвклидовой плоскости,
I

названная скорость

есть экстремальная для убывания вдоль расположенного некасательно 
к 5 множества Е. В теоремах 1—2, в отличие от цитируемых, рас­
сматривается именно тот случай, когда такое „скопление“ точек Е 
(уже не дискретного) имеет место, и теоремы единственности из [7—9] 
не действуют.

Армянский педагогический институт 
им. X. Абовяна Поступила 10.VI.1977

1Լ. 3. ՇՍՀՎԵՐԴՅԱՆ. Սահմանափակ ւսնս>|իտ|կ ֆո«նկցիաԼԼրի դասի մասին. (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է միավոր շրքանում Որոշակի ենք} արադմ ոէթյ ունն ե րով նվա- 
Ղեէո, Լրոտրեմաւ (սահմանափակ աեւպիտիկ ֆունկցիաների դասի համար) ա րադո, թ յո,նր,

A.. SH AH VERDIAN. On th? boundary behaviory of bounded analytical 
functions (summery)

Iwo theorems are proved concerning the expsrimsntal rats of decrease over 
4omc special sets in the unit disc for a class of bounded analytical in the disc 
sunctions.

ЛИТЕРАТУРА

1. А. Л. Шагинян. О некоторых неравенствах и их применениях в теории 
ДАН СССР. № 2. 1959. 284- 287.

2. А. Л Шагинян. Об одном основном неравенстве в теории функций и его 
ниях, Изв. АН Арм.ССР. сер. физ.-мат. н., 12. № 1, 1959. 3—25.

функции,

приложе-



Об убывании функций 167

3. J. S. Hwung, F. Schnitzer, ИSeidel. Uniqueness theorems for bounded holomor- 
phic functions, Mathematische Zeitscrift., bd. 122. H. 4, 1971.

4. P. Неввнлинна. Однозначные аналитические функции, М.—Л.. Гостехиздат, 1941.
5. А. Аоватер. Граничное поведение аналитических функций. В сб. Мат. анализ., т. 10. 

1973 (Итоги науки. ВИНИТИ АН СССР). М. 1973. 99—204.
6՛ М. Tsujt. Potential theory in modern function theory, Maruzen Co., Tokyo, 1959.
7. И. В. Ушакова. Теорема единственности для функции, голоморфных и ограниченных 

в единичном круге, ДАН СССР, 130. № 1, 1960, 29—32.
8. И. В, Ушакова. Некоторые теоремы единственности для функций, субгармонических 
I и мероморфных в единичном круге, ДАН СССР. 137, № 6, 1961, 1319—1322.
9. С. Я. Хавинсон. Теория экстремальных задач для ограниченных аналитических функ­

ций, удовлетворяющих дополнительным условиям внутри области. УМН. 18. № 2. 
1963, 25—98.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ս1Ա ԴՒՏՈԻԹՅՈԻՆՆԿՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНС КОЙ ССР
1Ги1 рI.>քւ.ււււ|ւ1|ւււ XIV, №3. 1979 Математика

С. А. ГРИГОРЯН

05 АЛГЕБРАХ КОНЕЧНОГО ТИПА НА КОМПАКТНОЙ 
ГРУППЕ 6’

Введение

Пусть С — компактная абелева группа и С ((7) алгебра всех не­
прерывных комплекснозначных функций па С. Для равномерных 
алгебр В и А (Вс А) рассмотрим семейство {/)} всех тех замкнутых 
подалгебр С((»), что Вс О с А. Семейство |О является частично 
упорядоченным множеством по включению. Пусть Р -линейно упоря­
доченное подмножество семейства !£) .

Типом алгебры В относительно А назовем мощность

7 տսր сагс! Р. 
р

Тип алгебры В относительно А будем обозначать через /д (5). Если 
тип /а (В) конечен, то будем говорить, что алгебра В-конечного ти­
па относительно А. Если же конечно (( (0) (В), то говорят, что В—ал­
гебра конечного типа. Отметим, что в случае, когда /д (В) = 1, В яв­
ляется максимальной подалгеброй алгебры А.

Пусть Г —группа характеров компактной абелевой группы С и 
Гм подполугруппа группы Г. Через О, будем обозначать замкнутую 
подалгебру в С ((*), порожденную множеством Гс.

Определение. Равномерную алгебру Л на С называют ал­
геброй обобщенных аналитических функций или коротко алгеброй ана­
литических Функций, если О, совпадает с А для некоторой подполу­
группы Гу группы Г.

Данная работа посвящена изучению типов и относительных ти­
пов алгебр обобщенных аналитических функций. Основные результаты 
сосредоточены в§2и§3. В§1 исследуются некоторые свойства 
абелевых полугрупп, необходимые для изучения типов алгебр обоб­
щенных аналитических функций.

§ 1. Некоторые свэмсгза абелезых полугрупп

Пусть Г—абелева группа, и Г —подполугруппа группы Г, удов­
летворяющая условию Г* II (—ГД = Г. На Г можно задать порядок с 
помощью полугруппы Г+; под „а^>Ь“ подразумеваем, что а — Ь Г . 
Легко проверить, что . *

1. Если а, Ь, с £ Г и а Л, то а ք 6 ք с;
2. если а Г, то либо а ^-0, либо а ^0, причем могут выпол­

няться оба неравенства.
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Очевидно верно н обратное: если есть некоторый порядок на Г, 
удовлетворяющий условиям 1 и 2, то всегда найдется полугруппа Г . 
задающая такой порядок. Говорят, что полугруппа Г вполне упоря- 

очивает Г, если Г+ задает порядок на I и Г_ П( —Г ) — О .
Говорят, что подгруппа определяет архимедово упорядочение на 

, если для любых и, А£Г , где —а Г существует такое у ՝л >•- 
1исло п > 0, что па *€Г..

Понятие „архимедово упорядочение“ равносильно понятию макси֊ 
(альности. Иными схонами, если Г+ — максимальная подполугрупп! 
руппы Г, то Г + задает архимедов порядок на Г. Верно и обратно«*:
ели Г+ задает архимедов порядок на Г, то Г+— 
^угруппа группы Г.

Пусть Г0СГ° — подполугруппы группы Г. 
юлугрупп (включение строгое)

максимальи <я подпо

Последователь<ость

(1.1)
называется цепью полугрупп.

Уплотнением цепи (1.1) будет цепь, которая может быть пору­
чена вставлением конечного числа нолугрупп в данную цепь.

Говорят, что цепь

неуплотпяемая, есхи при всех 7, 0< 7 </и— 1, между Г( и Г, । нет 
промежуточных подполугрупп. Число ли называется длиной неуплот- 
Кяемой цепи (1.2).

Если при всех 7, 0 7 < т -1, каждое Г< есть идеал и Г4 4| 
О IС т—1, то цепь (1.2) называют идеальным рядом. Напомним, что 
для идеального ряда есть хорошо известный аналог теоремы Жорда­
на—I ёльдера — Шрейера, утверждающий что любые два идеальных 
ряда с началом Го и концом Г имеют изоморфные уплотнения. В слу­
чае же, когда ряд (1.2) не идеальный, такого результата нет, т. е. мо­
гут существовать дне неуплотняемые цепи различной длины.

I Для дальнейшего нам необходимы следующие леммы.
■ Лемма 1.1. Пусть Го максимальная, не содержащая нетри­
виальную группу, подполугруппа полугруппы Г" и существует хо­
тя бы один элемент из Г^ХГр, необратимый в Г*. Тогда Г’ Гсо­
стоит из одного элемента.

Доказа тельство. Пусть о £ Го необратим в Г*. Тогда для 
юбого Ь £ Г°, 6=^=0, а 4֊ Ь принадлежит Г,.. Действительно, если бы
у шествовал 6 £ Г" такой, что а-Ьб(;Гп, то полугруппа, по| жденная

множеством Го и элементом а \-Ь совпала бы с Ги (в силу максималь­
ности Го в Г°). Следовательно, для некоторого н Г нашлось бы та-
ое положительное целое число п, что п (а -Ь) б = а. Отсюда пЬ-{ с! -

=■= (1 -п)а^Г°, и поэтому-а £ Г°. А это противоречит допущению 
что а необратим в Г°. (аким образом, для каждого Ь Г , Ь О, 

л -Г 6 I о« А это и означает, что Г° = Г, и а . Лемма доказана.
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Следствие. Если Г('\ГЭ состоит из одного элемента, то 
Г°\ 0) — идеал для полугруппы Г°.

Пусть Г1—некоторая подполугруппа группы Г. Через х (!',) бу­
дем обозначать порядок максимальной группы, содержащейся н Г։.

Лемма 1.2. П,сть Го максимальная подполугруппа полу­
группы Г°. Тогда справедливо одно из следующих соотношений:

а) Г° — Г„и|а’. п а £ Го, — полугруппа целых неотрица­
тельных чисел 2:

б) Г° — (7"и//0, Гу-=С^и//о» где Н,, —идеал для Г°, а С°+ — 
подполугруппа в группе (7°, задающая архимед ов порядок на (7° 
(« частности, когда (л\ не содержит нетривиальную группу, (Т 
задает полный архилгедов порядок на (7);

в) Г° = 6°и Го (70 О /70, гле — идеал для I °, а — мак 
симальная подгруппа группы С' (в случае, когда С,) конечного по 
рядка, группа (7°—также конечного порядка);

г) Г° = 6'0 и (6'0 ֊}֊ ас) II/70, Г0=С0и//0, где (70 — группа, Но — 
идеал в Г°, п а0^Н0, п££+, п^2.

Доказательство. Если х (Г°) 1, утверждение а) следует
непосредственно из леммы 1.1. Предположим теперь, что х.(Г°)7>1. 
Пусть 6՛°—максимальная группа в Г°. Тогда Н -- Г0\.С0 является 
идеалом в Г°, и Г°—С0{)Н. Если а0^Г°\Г0, то возможны два слу­
чая: либо а0£ (7°, либо а3^Н.

Пусть а0 £ (7°. Покажем, что /7с Го. Действительно, если бы 
НсГ, то из максимальности Гов Г° следовало бы, что 1'°= Го 4՜• 6, 
где Ь֊Н Ч'о. Поэтому в силу того, что а0 = <1-\֊п • Ь, где п>1 и 77- 
идеал для Г°, Ь^Н, получаем о0 £ Н. А это противоречит допущению, 
что а,։ £ (7. Таким образом, /7с Го, и Г0=60и/70, где (70= 6° П Го—по­
лугруппа (или группа), максимальная в группе С*. Отсюда, если (70 
группа, то выполняется условие н) леммы; если же <70—не группа, то 
6'0 задает архимедов порядок на (7°, т. е. выполняется условие 6). 
Аналогичными рассуждениями можно показать, что в случае, когда 
а И, выполняется условие г). Лемма доказана.

Предложение 1.3. Пусть ГосГ° — две собственные подпо­
лугруппы группы Г. Предположилг, что х(Р) конечен. Тогда, если 
сугаествует неуплотняелгая цепь полугрупп с началолг Го и кон- 
цом Г", то найдется такая неуплотняелгая цепь полугрупп

Гос Г.с - • • с Г/, с • • • с: Г„ = Г° (1.3)

и число 70, 0 ֊'С 70 ** л» что х (R ) ^> х (Г/ п), когда г /0, и х (Г/) - 
= 7 (Г/Д, когда /<70.

Доказательство предложения немедленно следует из леммы 1.2.
Число 7„ будем обозначать через /’(Г0, Го). Заметим, что /’(Г0; Го)

является инвариантом для любых цепей полугрупп, удовлетворяющих 
предложению 1.3, т. е. оно не зависит от выбора цепи.
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§ 2. Алгебры конечного типа на компактной группе С

Пусть Г — некоторая дискретная абелева группа, а С—компакт-
ая группа ее характеров. Тогда по теореме двойственноеги Понтря-

гина, Г — есть группа характеров группы (7. Для каждого а Г через
■7(, будем обозначать характер группы (7, соответствующий элементу а.
■ Всюду н дальнейшем для равномерной алгебры А на С через 
■Г.1 будем обозначать полугруппу {а £ Г; Ха£Д|.
И Теорема 2.1. Пусть Вс А — две алгебры обобщенных анали- 
Ъпических функций на С. Алгебра В является подалгеброй конечно­

го типа относительно - А тогда и только тогда, когда
а) существует хотя бы одна максимальная подполугруппа \ 

полугруппы Гд, содержащая Гд такая, что г (Г4)<^ ;
б) найдется хотя бы одна неуплотняемая цепь полугрупп с 

началом Гд и концом Гд.
Мы предполагаем, что все рассматриваемые полугруппы Г со­

держат единичный элемент Г.
! Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
I Лемма 2.2. Пусть Го—подполугруппа группы Г и —равно- 
лгерная алгебра на С, порок денная элементами из Г,,. Тогда П\ П 
п г = Г...

I Доказательство следует из того, что характеры из Г' образуют 
ортонормированный базис в 1} (а), где а— мера Хаара на группе <7.
I Пусть Го — некоторая подполугруппа группы Г. Обозначим через 
Л/ максимальную группу в Го. Если Н՛, — группа характеров из б, 
равная 1 на Нп, то легко заметить, что факторгруппа 6 Н является 
группой характеров для Н„.
| Опишем все максимальные множества антисимметрии алгебры

| Лемма 2.3. Максимальные множества антисимметрии ал- 
гебры совпадают с классами смгжност г группы б по под­
группе Н{.

I Доказательство. Пусть /—некоторая вещественная функ­
ция из И\л. Тогда формальный ряд Фурье функции / на 67 есть 

I — с (а)/«. Поскольку /—вещественная функция, то для каждого /а 
№ о ~ ’
а £ Го, такого, что с(а)т^0, —а также принадлежит Го. Но по уело՜ 
вию Н„ -максимальная группа в Го, поэтому—а, а Н, и { постоянна 
на каждом классе смежности группы С по подгруппе Н . С другой 
стороны, нз построения Н видно, что для любых двух классов 
смежности б по найдется а £ такое, что /л принимает различ­
ное значение на этих классах. Тогда хотя бы одна из вещественных 
функций ?! = 4՜/-а , г2 — 7 (Хд—Х_я ) £ Л>г, разделяет эти классы.

’Следовательно, максимальными множествами антисимметрии алгебры
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£>10 являются те и только те множества в С, которые совпадают с 
классами смежности группы (7 по подгруппе ///. Лемма доказана.

Лемма 2.4. Пусть Г 0— макси мольная подполугруппа полу­
группы Г°. Если х (Г°) = 1, то

/О1. = сос11п։0 /7г. =1.
* п

Доказательство. Из леммы 1.1 следует, что Г°\Го состоит 
из одного элемента и если а ( Р, то п а £ Го, п п 2. Рассмот­
ри.։ ПрЭЗТр1ЧЗТВЭ (֊ С /(,. Гак К1К (Х*)'* — /ча С: Е)\у и 7.а 
\Д.с Д,֊*֊С/,|, то Ос, 4-С/а— алгебра. Очевидно, полученная ал­

гебра замкнута в (7(6). Теперь, применив лемму 2.2, получим, что 
7)г» =՜ Иг. 4֊ С • /.. Лемма доказана.

Лемма 2.5. Пусть Го максимальная подполугруппа полу­
группы Г1՛ и х (Го) = 1. Гогда (£)?,) конечен.

Доказа тельство. Если х (Г?) = 1, то (/)г.) = 1 (см. лемму * о
2.4). Если же х(Г°)^>1, то тогда возможны два случая (см. лемму 1.2): 

а) Г° — (7° и Нп, Гр= С* и Но, где Но — идеал для Г°, 6е—макси­
мальная группа в Г°, а (7° задает полный архимедов порядок на 6°;

б) Г° = 6°иА/о, Го = 0[ и Но, где Но—идеал для Г°, а О'0 — труп* 
па конечного порядка.

Рассмотрим сначала случай а). Покажем, что тогда (/)ги) = 1. 
Пусть Ряд Фурье функции /£ Д1 (а) представим в виде

аЬ1
с (а)

Поскольку Г° - 6° и в П(— Сп ) и Но, то

Если с (а) = 0 для любого а£(— 6"), то /£ £>г։. Если же с (а0) =/= О 
для некоторого а0£(—6'°), то / 6г„. Покажем, что в этом случае
равномерная алгебра Ао = [/; ХЛД, порожденная функцией / и элемен­
том из £?| , совпадает с £)|.. Поскольку С" задает полный архиме­
дов порядок на 6°, достаточно показать, что £ А(>, т. е. что /Ди 
обратим н А.Г Действительно, если бы функция 7а, принадлежала Аи, 
то I д„ содержало бы 6“ и Н„ и а0 £ (—6'^). Поэтому 1'л։ совпало бы 
с I °, т. е. А(1 — £)р. Таким образом, достаточно показать, что 7ив^А0. 
Допустим противное. Тогда найдется непрерывный мультипликативный 
функционал т на А такой, что т (/_о.) =0. И поскольку 6° задает 
архимедов порядок на 6, т (/ь) = 0 для любого 6(;6и+\{0}. А так 
как //„֊идеал и Г0, то для любого Л £ Но, т (/-„) = т (/«/.„) — т П-а ) 
(^в,- /п1)^ т (/ т (/^,) — 0, где А, = о -|-/70.

Пусть ’» вещественная представляющая мера функционала т, 
зада п։ая на 6. 1 огда из вышесказанного следует
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| ц՛ —■* L ■ - Д' ■— '-S11- -~  ---------------—г— Z. _л- ՛՛■՛ ■- ■՛■ " —֊

•Ъ
L | Ze </Н = О (2.1)

</ G
д ля всех а^Г0\ 0|.
I Поскольку /« — Re fn -h i îm 7a, из 2.1 получаем

ке /а </(*■ = 0, 1т /а </••֊ = 0. (2.2)
о о

Так как 7.֊а =■ Ре 7.а — I 1т /и, то из (2.2) следует

I 7.л </|1 = 0 для любого а^(7°\{0), в частности и для а„.
</

■ Функция /--ав-/£ /40 имеет следующий ряд Фурье:
I с (а0) 4- V с (а) 7а, (3.3)
■ «6Г»\{0} 

причем c(af|)^s0. Тогда, как хорошо известно, функцию g= 7..a՝-f— 
— с (a0) можно равномерно на G приблизить теми характерами Za, 
а Г°, для которых
I J g*a d3 ф 0,

G
где з — мера Хаара на G.

L1q) ;
■ Пусть 0 < £ <^----— и i?0 — У 1, ■/« такое, что sup I# — Яо! \8-■ 2 *-J՛
■ О/б^/'О}
Поскольку ц — вещественная представляющая мера на G, то

1я - Яи! <£-
о

Поэтому

Но
(J

— с (яэ) (2.4)

в силу равенства (2.2).

Таким образом. (Я ~Яо) - с (а0). А это противоречит усло-

вию (2.4). Следовательно, Хм, г-4о» т- е- ~ ^г».
■ Случай б). Пусть Г'=6'՝11//0, Го = ,0 II Н^. Рассмотрим алгебры 
Иг = £>о» + О/г„ £)г0 = С • 1 4՜ Поскольку 6° - группа конечного 
порядка, то /)□» — конечная алгебра, размерность которой равна по- 
2-849
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рядку группы (7е. Следовательно, сосНтор £)//„ конечен и равен х((7°). 
Поэтому //( (О.Д конечен. Лемма доказана.

Следствие 2.6. Пусть Го — максимальная подполугруппа полу­
группы Г° и х (Го) = 1. Тогда, если х (Г°) бесконечен, то ,) — 1,
в противном случае (^г.) ~ * (Г°)— 1 = сосНто( (£)р).

Пусть X компактное пространство и '1՛ —гомеоморфизм из X 
на некоторое компактное пространство У. Отображение Ф порождает 
изометрический изоморфизм Ф* из С (X) на С ( У): Ф* (/)(у)~ /(Ф“՝(у)) 
/ес(лг).

Пусть Вс А—две равномерные алгебры на X и В6 — Ф* (В), 
/!<> = ф* (Л).

Лемма 2.7. (В)= >(В0).
Доказательство следует из того, что Ф* — изометрически взаим­

но однозначное отображение С (X) на С (У).
Для любого замкнутого множества / с (7 и равномерной алгебры 

А на С через А/- будем обозначать равномерное замыкание сужения 
А на В.

Лемма 2.8. Пусть Вс А — две алгебры 
ческах функции на С, и (В։) — разбиение И 
жества антисимметрии относительно В. 
ГЛ

*АГ, (^) = {АГ։

обобщенных аналити- 
на максимальные мно- 
Тогда для любых /\,

Доказательство. Пусть //„—максимальная группа в полу­
группе 1 оГд, а Н^сС — анулятор //0. Как хорошо известно (см. 
[4|, стр. 254), группа характеров факторгруппы С/// есть //„. Поэто­
му, если 6 £ Г'? = I .4 такое, что сужение характера /.& на некоторый 
класс смежности С по /?0 совпадает с сужением некоторого характе­
ра из Го на то же множество, то Ь £ Го.

Пусть Ф отображение из Н на некоторый класс смежности 
6 по //0 : Ф А7, £о € <7, #€//;, и .40 (соотв. Во) равномер­
ная алгебра, порожденная сужениями характеров из Г° (соотв. Го) на 
//(1 , а А" (соотв. В")—алгебра, порожденная сужениями из Г° (соотв. 
^о) на Яо 4- //0. Тогда из вышесказанного следует, что Ф* (Ло) = А0 
Ф* (Яо) ~ В'. С ледовательно, на основании леммы 2.7 получаем 

л,^В0'= I (В}). А так как Ао—А.. , Во= В., и все максимальные мно- о 0
жества антисимметрии алгебры В совпадают с классами смежности О по 
//„-(лемма 2.3), то (Вг) 'Ац №н ) для любого / £ (/’<,}.

Лемма доказана.
Лемма 2.9. Пусть 10 — подполугруппа полугруппы Г° и 

х (I 0) = се. Тогда /(О{^ не конечен.
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Доказательство следует из леммы 2.8 и леммы 1 из |8].
Лемма 2.10. Пусть Го—максимальная подполугруппа полу­

группы Г° и *(Г0)<эо, а / (Г°) = оо. 7’огдо для любыг двух равно­
мерных алгебр С°с /)”, С"с /9"с/)г», найдете я такое бесконеч­
ное семейство |Л , макси.вольных множеств актисил л.етрии алгеб- 

! ры И(>, где каждое / {Л,} не является максимальным множеством
[антисимметрии алгебры С°.
I Доказательство. Поскольку х(Г0) конечно, максимальная 
группа 6’0, содержащаяся в Го, имеет конечный порядок. Поэтому 

|67С'О1 —группа конечного порядка. Это означает, что алгебра В" И„ 
имеет конечное число максимальных множеств антисимметрии. В част­
ности, 6’; является максимальным множеством антисимметрии для ал- 

■Гебры В°.
I Сужения характеров из Го и Г° на С; образуют полугруппу ха-

рактеров группы Gn . Эти полугруппы обозначим через Го и Г° соот- 

ветственно. Очевидно, х (Го) = 1 и х (Г°)= оо. Из максимальности Го в 

Г° следует максимальность Го в полугруппе Г°. Так как

“ DV. Л°о ~ где Л» = Dr-, e°= Dr., и («».) =

= fn (£>-) = 1, 
г г’1 о

То В” — антисимметричная алгебра, а А\; обладает бесконечным 
Г О и
семейством максимальных множеств антисимметрии и, кроме того, 
Г0(В°) — х ( Го) (см. леммы 2.3 * и 2.8, следствие 2.6 и лемму 1 

из [8]).
1 Пусть {Л, |*֊1 (& = х (Го))—максимальные множества антисиммет­
рии алгебры В". Из теоремы Бишопа-Шилова (см. [3], стр. 87), лем­
мы 2.8 и того, что (.. (В'Р ) = 1, следует, что для любых двух'՝ РI ՛ I
равномерных алгебр (включение строгое) Сп с В°с С с А", 
существует такое Г- )*_։, что В՛}. — С°, /4՛/ = Алгебра В',՛ ан­
тисимметрична, а А° обладает бесконечным семейством максимальных 
множеств антисимметрии. Лемма доказана.
I Лемма 2.11. Пусть Го— максимальная подполугруппа полу­
группы I'0. Тогда
I а) если х (Г°) = х (Го), то — сосВтор (2Л ) х (Го);

б) если х (Го) <7* (Г°)<С 00» то f (7>гв) — codimor<> (D\ ) = х (Го) 
— х (Го):

• в) если t. (Г0)<оо, к(Г°)= оо, то (£>г.) = х (Го).



176 С. А. Григорян

Доказательство непосредственно следует из лемм '2.5, 2.8 и 2.10.
Лемма 2.12. Пусть В конечномерная коммутативная бана­

хова алгебра с единицей, содержащаяся в некоторой коммутатив­
ной алгебре Д. Предположим, что t д (В) конечен. Тогда

card [5д (Д)] card [5р (В)}+ (В),

где Sp (А) — спектр алгебры А. ,
Доказательство. Допустим противное, т. е. card [5р (н)] > 

card [5р (5)] 4- / ; (В). Поскольку Вс: А и Sp (В) состоит из конеч­
ного числа точек, то Sp {В) содержится в Sp (А) (см. [6], стр. 252). 
Пусть х, • •• х„ । £ Sp (A)/Sp (В) (n — t А (#), xt х/). Так как 
Sp (Д) — хаусдорфово пространство, то найдутся такие элементы * А А
ах - ап \~А, что а, (х/ ) = 1,/ = 1, • • • ,п т 1, а, (у) - 0, у Sp(B), о.(ху) = А
= 0, х/- х,, где а/—гель рандовское представление ai ( А на 5/?(Д), 
1 i <п :-1. Рассмотрим алгебру В,— алгебру, порожденную 
элементами из В и элементами a,, i<^J, 1 < i, л4~1. Очевидно, 
BjC.Bj.\ (включение строгое). Цепочка банаховых алгебр

имеет длину ՝> п 4 1. Отсюда / , (В)> n ' 1. А это противоречит 
условию, что (х (В) — п. Лемма доказана.

Для идеала / равномерной алгебры А через hui 1д / будем обоз­
начать оболочку /.

Лемма 2.13. Пусть А -^равномерная алгебра на G и I— та­
кой идеал алгебры А, что Ьи11д / состоит из конечного числа то­
чек. Тогда все лгаксимальные множества ант гсимметрии алгебры 
А. кроме некоторого числа к (к С (саг! (НлП.д /)) являются макси­
мальными множествами антисимметрии и для L

Доказательство очевидно.
Доказательство теоремы 2.1. Необходимость. Пусть 

В с А — две алгебры обобщенных аналитических функций на G. Если 
Г։ и Гл— две такие подполугруппы группы Г, что Гд с: Г։ <z Г..С Гд, то 
тогда (см. лемму 2.2) Вс. Dc, — Dvt с Д н поэтому длина любой не- 
уплотняемой цепи полугрупп с началом Гд и концом Гд не превосхо­
дит tA (В). Пусть

— некоторая неуплотняемая цепь полугрупп. Поскольку Г*_1 максима­
лен в I к и к ։) конечен, то на основании леммы 2.9 х (Га 1)<^сс. 

Достаточность. Пусть дана некоторая неуплотняемая цепь
Гд = ГосГ։с ■ • • с Г„_։с Гя = Гд

полугрупп, причем х(Гя.1)<пс. Если и /■ (Гд)< оо, то на основании 
следствия 2.6 получим: /А (В) = соанпд {В) конечен. Предположим 
теперь, что х (Гд) = оо, Рассмотрим алгебры В и Т)\ п г Так как 
cod։m В конечен, найдется идеал /() алгебры Вп= Е)сп ,, содержащийся 
в В и такой, что соЗгпд (/0) конечен (см. [5]). Таким образом
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■ иСС=ХДЗЖЯЕа—Ж=Ж== г т՛ - впг - -    Г- - ■■ W ----------— ~    ■  — -  

В = /0 4- С6։ Н------ F С6/о Д>= В-ь Ct/j -{-• • - ֊{֊Ct/,,,,

|где т = codim« В.
I Пусть дана некоторая цепь равномерных алгебр
I 2?с/)։сР;с • • • с/\ = А (2.5)
,Д\я каждого й, , 1 </' < к, рассмотри՜’ /| = [/0; |. —замкнутую
подалгебру алгебры /Л՜, порожденную элементами из /п и /„•£). . С по­
мощью Л, !■.</<&, можно построить равномерную алгебру

I В[ — // 4֊ С^։ (- • • • С6» -|- С<У. - • • • 4- С(/т. (2-6)

’Очевидно, что В^а В,, 1 / < к. Покажем, что А), а В,, 1 г<к. До­
пустим противное. Пусть В)„ с. В . для некоторого /0, 1 >/, 1 к. Тог- 

***
да алгебра В [£).„; В,.] строго содержит В. . Поскольку / является

идеалом не только для , но и для , то Л - идеал и для В. 
Отсюда /,, является идеалом и для любой алгебры, заключенной меж

_ду В^ и В. Поэтому между семейством {£)}, В, с /) с В, замкнутых 
подалгебр В и семейством {/)0}, В<./Л, с /2° с 5///в, где В^ I, и

Bl lia — фактор алгебры, существует взаимно однозначное соответствие. 
Еледовательно

t^[Bla)= f~(B0), где ЕР ^ВРЩ.'Вь В։. В В"

Поскольку coding h, оо, (В,) состоит из конечного числа точек,

поэтому Sp (5°) также конечен (см. лемму 2.12). Это означает, что 
_

hull-֊ Л, конечен. Так как В. строго содержится в В, В^ D\a.\ с

с В1л сВсЭг* = А и х (Гд) = оо, то на основании леммы 2.10 най­
дется такое [В]—бесконечное семейство максимальных множеств ан-

тисимметрин алгебры В, где каждое F()<z F\ не является максималь­
ном множеством антисимметрии ахгеЗры В,. И поскольку 
hull—Л, конечен, из леммы 2.12 поаучаем, что хотя бы одно множе- в
стно из !Л} является множеством антисимметрии для I. . Но !<,сВ. 
Отсюда следует, что существует В', которое будет максималь­
ным множеством антисимметрии для ачгебры В,. Пришли к противо­
речию. Таким образом. О, с В. и codirn £,(£>,) конечен, 1 к.
|| Рассмотрим алгебры £). 1 и Я+|. Из того, что О, с £).г|, сле­
дует, что либо В, = 5. + |, либо В. с. В1.}. Если В[ то очевид­
но (Д )> ^'ипв/ (/9< + 1). Если же В, с В։,\, то соН1тв (О.) >

codime/rl (1), |), a t x (В,) }>/д (Ям). Таким образом, К1ждой а
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гебре из цепи (2.5) можно поставить в соответствие пару целых чи­
сел (/пн п! 1, где га 1 = сос11т/?й (£)/ ), п/ = / д (/А). Итак получим набор 
пар целых чисел

(л»0;л0), (znx; n,),--- л*_։), (0; 0), (2.7)
где т0 = codims, (В), n0 = tA (2?0), а (0,0) соответствует алгебре А.

Из вышесказанного следует, что для любых двух наборов
П(֊1), (m/j л/), 1 -С i к— 1, либо либо либо
выполняются одновременно оба неравенства. Отсюда к т0 4՜ л0, 
т. е. длина любой цепочки вида (2.5) не превосходит mQ 4՜ л0 = 
— codim^ (В) 4- f А (В). А это и означает, что f , (В) конечен и равен 
/, (В) = codim^jZ?) 4՜ (Во). Теорема доказана.

Пусть В с. А — алгебры обобщенных аналитических функций на 
G’. С’помощью полугрупп Гд и Гд дадим оценку tA (В). Для полугруппы 
ГА рассмотрим семейство G}—семейство всех групп конечного поряд­
ка, содержащихся в Гд. Пусть

*о (Гд) =sup х (G).

Теорема 2.14. Пусть tx (В) конечен. Tot да
а) если х (Га) = х (Гд), то

tA (В)= х(Гд) Р(Гд: Гд);
6) если х (Гд) < х (Гд) оо, то

tA (В) = X (Гв) [Р(Гл; Гя)-1] + х (Гл);

в) если х (Гд) = со, то
tA (В)=х(Гд) |/>(Гд; Гд)—1] 4-2/0 (Гд).

Доказательство, 
аналитических функций на G 
2.1 и предложения 1.3 следует

Пусть В с А —алгебры обобщенных 
и (В) конечен. Тогда из теоремы 
существование такой неуплотняемой 

цепочки полугрупп
Гд = Го сг Г։с • ■ • а Г/„ с • • • сГп ։ с Г„ * Гд (2.8)

и числа Р(Гд; Гд) = 70, 0 < 70 п, что х (Г/ )<?'(!'/ + ։), когда 7 > 70 и 
•х (Г։ ) — х (Го), когда 0 << 70 п, кроме того, *(Гя-|)<^ос. Предполо­
жим сначала что х(Гд) х (Гд). Тогда х (Г/) — х (Гд) для 0 < 7 < л. 
Отсюда со4։тг)|( (М\) х (Гд) = х (Гд) (см. лемму 2.11). Поэтому
/Л (В) со41тд (В) — х(Гд)-л= х(Гд) /> (Гд; Гд). Пусть теперь х(Гд)< 
<С 7 (Гд)< со. Тогда из вышесказанного следует, что со4'։тпг (В) = 
= * (Гд) • Р (I а; Гд). Для -/0, применив лемму 2.11, получим: 
соН|тлГ' ։ (иг1) = х (Г, ,։—х(Г'). Следовательно, в этом случае

1Л (В) = х (Га) (Гл; Га)֊ х (Гв)+х (Гл) =

= х (Гя) [В (Гл; Гя) — 1| 4-х (Гл).
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редполож им теперь, что у (I д)
1п (В) = *(ГЙ) |^(ГЛ; Г „) — 1] 4֊ *(ГЯ_։) = сосПто В.

I гл-1 ’л-։
Покажем, что *0 (Гд) =--* (Г„ ։). Допустим противное. Пусть *(ГЛ_|) 
кС*о(Гд). Это означает, что найдется группа С’ (С°с: Г,») конечного 
порядка, не содержащаяся в Гл-ь Поскольку , *(ГЛ_։)< со,
’го для полугруппы Г’, порожденной элементами из и ГЛ 1 спра-

(
едливо / (Г°)<^со. Полугруппа Гя-1 максимальная в Гд, поэтому 
'° = Гд. Отсюда у. (Гд) "х>. Пришли к противоречию. Таким обра- 
ом, *։(Гд) *(Гп-1). Теперь. применив лемму 2.11, получаем

(£>г„. ,) /0 (Г 1). Следовательно, (см. окончание доказательства тео-
мре м ы 2.1)
Шд (В) = сосПтОг (В) 4- (^г„_։) = * (Гд) [Р(Гд; Гв)— 1] ф 2х0 (Гд).

[Теорема доказана.

§ 3. Максимальные подалгебры в С (С)

В Пусть А- некоторая алгебра обобщенных аналитических функций 
на С. Представляется интересным найти условия, при которых алгеб­
ра А содержится в максимальной алгебре. В случае, когда С—окруж­
ность, любая алгебра обобщенных аналитических функций на (Г имеет 
конечный тип и поэтому содержится в некоторой максималиной алгеб­
ре. но, вообще говоря, существуют примеры алгебр обобщенных ана­
литических функций, которые не содержатся ни в какой максимальной 
алгебре.

5« К. I офманом и И. Зингером в [1] была с формулирована сле­
дующая

Я Теорема А. Пусть А такая равномерная алгебра на С!, что 
®Гд вполне упорядочивает Г. Алгебра А максимальна тогда и только 

тогда, когда Гд задает архимедов порядок на Г.
Н Позднее Р. Кауфман доказал следующую теорему [2].
Н Теорема В. Пусть А — такая равномерная алгебра на О’, что 
1Га упорядочивает Г. Алгебра А содержится в некоторой максималь­

ной алгебре на С тогда и только тогда, когда существует сохраняю­
щий порядок гомоморфизм из группы Г в группу вещественных чисел.

В этом параграфе указывается критерий существования макси­
мальной алгебры, содержащей алгебру А, но уже не в терминах по­
лугрупп, как это было сделано Р. Кауфманом, а также К. Горманом 
и И. Зингером, а в терминах свойств самой алгебры А.

V Напомним одно определение. Пусть А — равномерная алгебра на 
некотором бикомпактном пространстве X. Говорят, что /4—проникаю­
щая алгебра, если для любого замкнутого множества / с: X равномер­
ное замыкание Л/ сужения алгебры А на В совпадает с алгеброй всех 
непрерывных комплекснозначных функций на В.



Предложение 3.1. Пусть А такая равномерная алгебра 
на (л, что Гд упорядочивает 1'. Алгебра А максимальна тогда и 
только тогда, когда она проникаюгиая.

Доказательство. Необходимость. Из максимальности А и 
леммы 2.3 следует, что Л— антисимметричная алгебра. Следовательно, 
А—проникающая (см. |9|).

Достаточность. Пусть А — проникающая алгебра. Применив лем­
му 2.2, получим, что Гд не только упорядочивает, но и вполне упоря՜ 
дочивает группу Г, а это означает (см. [1]), что алгебра Л есть алгебра 
обобщенных аналитических функц ий, т. е. А = И\А. Покажем, что ГЛ 
задает архимедов порядок на Г. Действ։ тельно, пусть «£Гч.Гд и 
/а — характер группы (7, соответствующий элементу а. Поскольку Гд 
вполне упорядочивает Г, то —а принадлежит Гд. Рассмотрим алгебру 
Ля равномерную алгебру на С, порожденную элементом 7а и множе­
ством Гд. Очевидно Л с Аа. Так как сопряжение к /а есть */._«, то 

алгебра Аа не антисимметрична и в силу проникаемости алгебры Л 
получаем Аа — С (С). Следовательно, полугруппа Г°, порожденная 
множеством Гд и элементом а, совпадает с Г. Таким образом, Гд за­
дает полный архимедов порядок на Г. Теперь достаточно применить 
теорему А, и предлогение доказано.

Предложение 3.2. Пусть А алгебра, обобщенных аналити­
ческих функций на С. Если А — проникающа я алгебра, то найдет­
ся алгебра В обобщенных аналитических функций на С, содержа­
щая А и явл яющаяся максимальной алгеброй на С.

Доказательство. Из определения алгебры обобщенных ана­
литических функций следует, что алгебра Л порождена множеством 
Гд <=1 , т. е. Л — И\-д. Воспользовавшись леммой 2.2 и условием пред­
ложения 3.2, получаем, что в Гд нет нетривиальной группы. Далее, 
поскольку алгебра Л проникающая, то в группе Г нет группы конеч­
ного порядка. Действительно, если бы г, Г существовала группа Со 
конечного порядка, то полугруппа Г։, порожденная множествами Гд и 
(70, во-перных, не совпала бы с Г и. во-вторых, алгебра Эг, была бы 
не антисимметричной, Рг, г1 С (О’). А это противоречит условию прони­
каемости алгебры Л. Таким образом, Г не содержит группу конечно­
го порядка и в Гд нет нетривиальной группы. Теперь, воспользовав­
шись леммой Цорна, можно показать существование такой полугруп­
пы Г"(Г1 с Г"), что Г° вполне упорядочивает Г. Поскольку Гд с Г°, 
то ЛсРр, и следовательно, О\ —также проникающая алгебра. По­
этому достаточно при лепить предложение 3.1, согласно которому /?г‘ 
становится максимальной алгеброй. Предложение доказано.

Следствие. Пусть Л — проникающая алгебра обобщенных 
аналитических функций на компактной группе 6. Тогда С связна.

Теорема 3.3. Пусть А — равномерная алгебра на (л и Гд 
упорядочивает Г. Алгебра А содержите я в некоторой максилгалгг 
ной алгебре на И тогда и только тогда, ко'.да найдете я такая 
замкнутая подгруппа Н группы С, что
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а) Анх С (Н,,У где Нх. х0 4֊ Н для некоторого
б) Ан —проникающая ал՝?бра на Н,,.
Доказательство. Необходимость. Пусть максимальная 

"алгебра на С, содержащая А. Поскольку Гд упорядочивает Г, то Гв
•также упорядо жилет Г и, следовательно, максимальное неодноточеч-
ное множество антисимметрии алгебры В представимо в виде г,, Н, 
где х0^С, а Н — некоторая замкнутая подгруппа группы 6 (см. 13],
тр. 2201. Покажем теперь, что Ац Не теряя общности,

можно считать, что хц - 0, Обозначим через Н' группу характеров Н,
Нетрудно промерить, что /7° = Г/Н , где Н множество тех харак-
теров из Г, которые равны 1 на Н. Поскольку Г ։ и I н 
вают Г и алгебры Ап и Вн антисимметричные, то 1 \н

упорядочи* 
и Го„ впол-

не упорядочивают /У". Следовательно, Ан = Вн (см. [3], стр. 221). И 
поскольку Вн — максимальная алгебра на //, ю она проникающая, по­
этому проникающей является и алгебра Ац-

Достаточность. Пусть Ан — проникающая алгебра для некото­
рой группы Н с С. Тогда на основании предложения 3.2 найдется
максимальная в С (НI алгебра Вн, содержащая Ан- 

К.С’ (СУ, /\н^Вц\. Нетрудно проверить, что Ас-В и
ная подалгебра в С (С). Теорема доказана.

К Пусть С— компактная связная группа. Укажем 
гласно которому С станет окружностью.

максималь-

критерий, со-

I Теорема 3.4. Пусть И— компактная связная группа. Груп- 
ла гомеоморфна окружности тогда и только тогда, когда для не-
.которого целого числа п 2 на гдется алгебра обобгиеннгах аналити­
ческих функций на в, тип которой равен п.

Я Доказательство. Необходимость. Если С — окружность, 
то группа характеров группы С есть Т группа целых чисел. Полу­
группа Т задает полный архимедов порядок на 2 и поэтому 

Э (О» ^о) = а> где А— равномерная алгебра, порожденная полугруп­
пой 2() — 2<. 1| (ем. теорему 2.14).

я Достаточность. Пусть С компактная связная группа, и Д—ал­
гебра обобщенных аналитических функций на 6, имеющая тип п 2. 
Полугруппа Гд не содержит нетривиальную группу. Действительно, 

-если бы Гд содержала бы группу Н, то в силу связности С > (Н\
Поэтому алгебра А имела бы бесконечное число максимальных неодно­
точечных множеств антисимметрии (см. лемму 2.2). Но тип алгебры .4
конечен, следовательно, число максимальных неодноточечных множеств 
антисимметрии алгебры А не превосходит (, 6)(Д). Пришли к проти­
воречию. Таким образом, ГI не содержит нетривиальную группу. Из 
леммы Цэрна получаем, что существует полугруппа । вполне упо­
рядочивающая группу Г и содержащая Гд. И поскольку Я с £)|։, то 
из конечности /Г(О| (Д) следует конечность (Г^г) и конечность

(Д). Поэтому согласно теоремам 2.1 и 2.14 Г° не содержит не-
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тривиальную группу и (0) (/>։-•) = 1. соШт^ , (Д) =^/>Ги (Д). Пусть Го — 
максимальная подполугруппа полугруппы Г°, содержащая Гд. Тогда 
Г° = Гои «о' (см- лемму 1.1). Поскольку з-мера Хаара группы С явля­
ется представляющей мерой некоторого мультипликативного функцио­
нала на то пространство максимальных идеалов алгебры Эр су­
щественно шире группы С, и поэтому найдется такой мультиплика­
тивный функционал т на £)(՝<>, что

0 < |т (4)|<1, а6Г°.
С помощью т зададим отображение Ф из Г в R аддитивную

группу вещественных чисел:
|Ф(а| = — log|m (/0)| ա t r„ 
|Ф(—o) = —Փ(ս)

Отображение Ф является сохраняющим порядок гомоморфизмом груп­
пы Г в группу вещественных чисел R и Ф(Г°)с: R + , Ф( —Го) czR֊. 
Поскольку Г°=Гои а0), то Ф(Г°) - Ф (Го) U Ф(а0). Докажем, что Ф (I °) 
совпадает с 7Л ֊ {х £ А' ֊; х — п-Ф(а0), n£Z }. Очевидно, что
Ф(Г") о 2ф. Покажем обратное включение. Допустим противное. Пусть 
для некоторого т^Т. найдется 6£Г° такое, что лпФ (а0) < Ф (О <С 
< (т • 1)Ф(а0). Тогда справедливы следующие неравенства:

0 Ф (Ь — та0) <Հ Ф (а0), 0<Ф((лп փ 1)а0 6)<Ф(а0). (ЗЛ>

Из этих неревенств получаем, что
b — та0 £ Г° и (ли 4- 1) а0 — ձ £ Г°.

Так как Г° — Го U о0|, из (3.1) следует, что
Ь пш() 4 Го и (лп 4֊ 1) а0 — 6 (: Го.

Поэтому а0£ Г. Пришли к противоречию. Таким образом

Ф(Г°) Z,..
Поскольку алгебра [)\ максимальная и антисимметричная, то гомо­
морфизм Ф является изоморфизмом группы Г на Т.<\> Zփ II ( -2ф). 
Следовательно, группа Г — группа характеров компактной группы 
(7 изоморфна группе целых чисел. Поэтому С гомеоморфна окруж­
ности. Теорема доказана.

ВЦ Госплана Армянской ССР

II. IL. Դ1'հԴ11 ՐՅ1ԼՆ. Կոմպակտ խւժթ|ւ ։|гш սսւ1ւմսմււ(ած 

hiujjiւ|նԼրի Juju|<G (ամփոփում)

Поступила 6.Х.1977

ւ|Լրչաւ|որ ւոէ.ււ| ուքւԼցու| նսւնրա-

Ներկա Հողվածում ուսումնասիրվող մ են վերջս վոր տիպ ունեցող Հավ ասա րա չափ հանրա- 
Հաշիվներր, որոնր ծնվում են րնողթա ղիրների խմրի ՈՐՈ2 ենթ ա րա դմ ո ւթ յան միքոցովէ Ա/ղ 
ղասի ձ և հանրահաշիվների Համար տրվում է չափանիշ որպեսղի 3 Տանրա \աշիվր
ւինի վերջավոր տիպի Հանրա Հաշիվւ
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I S. A. GRIGORIAN. On algtbrat of finite type on a compact group G (summary)

I The paper investigate* the types and the relative type* of the class of uniform 

algebras which are generated by a «ubsemigroup of the group uf characters in a
I compact Abel group G<
■ For two algebias /1, B, A C.B from this class a finiteness critérium of the type 
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continuous functions on G a maxirnality critérium for is given.
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С. В. ХРУЩЕВАЛЬТЕРНАТИВА БРЕННАНА ДЛЯ МЕР С КОНЕЧНОЙ ЭНТРОПИЕЙ § 1. ВведениеВсякий ли субнормальный оператор имеет нетривиальное инва­риантное подпространство? Этот вопрос, получивший недавно утвер­дительный ответ в работе Scott a Brown’a [1 j, привел к изучению пространств Нр (р), являющихся замыканием семейства многочленов Р в Lr (р), где р неотрицательная мера на плоскости С с компактным носителем, ар 1. С помощь.о спектральной теоремы сформулирован­ный выше вопрос сводится к вопросу о существовании инвариантных подпространств у оператора z умножения на z(z (;) = $, ; £ С) в h (р). Отбросим неинтересный случай р о (;), о (;)—единичная нагрузка в точке ;. Очевидно, что оператор z имеет инвариантное подпростран­ство, если L2 (р) = Н2 (р) или, если существует точка с такая, что функционал ? — - (;), ограничен в Н (р). В результате мы при­ходим к следующей альтернативе, которую справедливо назвать аль­тернативой Бреннана, так как J. Brennan внес большой вклад в иссле­дование этой возможности. ПустьОпределение. Альтернатива Бреннана с показателем р спра­ведлива для меры р, короче р^(5/?), если либо Н։' (р) = Lp (р), либо существует точка : £ С такая, что функционал ç —► 7 (;), ? £ Р огра­ничен в Н" (р).Как уже отмечалось выше, с проблемой субнормальных операто­ров связан! альтернатива (В:), и хотя Scott Brown доказал, что вся­кий субнормальный оператор имеет нетривиальное инвариантное под­пространство, нее же остается неясным— для всякой ли меры р спра­ведливо включение р£(В2). Brennan [2| доказал, что р£ (ВР) для лю­бой меры р, если р^>2. С другой стороны, нетрудно показать, что справедливость альтернативы Бреннана с показателем р =1 влечет ее справедливость при всех р. Действительно, если Нр (р) Lp (р), то существует функция g, q — р'(р 1) такая, что (1)для любого полинома ®. Рассмотрим неотрицательную меру у =Из (1) следует, что Н1 (у). Так как по предположению (В^совпадает с множеством всех неотрицательных мер с компактным но­сителем, то найдется точка ; и постоянная С, С^>0 такие, что

Client
Note



Альтернатива Бреннана 185
If (5)1 (՝) СМ« '»•Следовательно, функционал ф —• ? (:) ограничен н Н" (ц).I В этой работе мы будем иметь дело с мерами |Ц абсолютно не­прерывными относительно обычной меры Лебега dS на плоскости. Речь пойдет об уточнении недавнего результата Бреннана |3], кото­рый доказал, что нС(^։)> если = /</5 и /£ £' *(</՝՝>) для какого-ни՜ буль е, г >0.■ Теорема. Пусть Ц = /г/5, носитель меры р компактен иf/(log- /)'</£< ֊֊ оо, р>1.

Гиде 11 €(#/>)•■ Профессор за!ельство этой Бреннан сообщил мне, что он может получить дока- теоремы с помощью другого метода.§ 2. Доказательство теоремы■ Лемма 1. Если теорема верна при р—1, то она верна и при 
любом р, р > 1.■ Доказательство. Пусть р ^>1 и Н” (р) Ер (р). Тогда су ше­ствует функция £, #££* (р), удовлетворяющая условию (1/. Проверим, что для меры ч-- \^\/д5 справедливы все предпосылки нашей теоре՜ мы. Имеем( Ig/IIog" te/| dS <. (|# Iog4gl) l/I<^> 4՜ J tel V W log-/</5 4> 

V V V■ <Const.Itei^/^s-i-(l/(iog /] </£)'"< + 
%' к)Так как мы предположили справедливость теоремы при р = 1, то 

\ (В1), откуда легко следует, что р£(В„)(см. введение). ЭК Перейдем к рассмотрению случая р — 1. Условимся символом vОбозначать интеграл Коши меры v:
I * Г<Л (С>
I *(г) = :--------

Хорошо известно, что *££|ос(-֊$) для любой конечной меры •* на плоскости. Пусть 0<^б/<^2, » конечная борелевская мера на плос-
— потенциал Рисса порядка </ меры V.■ Предположим, что все функционалы значений в точке разрывны в /7’(}*). Мы докажем, что тогда Н' (р) •-= £ (’4). Для этого достаточ­но показать, что



186 С. В. X рушен/1(il), ( = 0, rP => <? = 0.
Итак, пусть (}«•) и I “ 0 для любого многочлена ?. Изве- стное равенство (см. [4], стр. 49)

_  л
(? V == — “V,справедливое в смысле теории обобщенных функций, позволяет нам Адоказывать, что g!‘ = 0 почти всюду по мере Лебега dS.Пусть def л Х>0 и Е. = ։:: Igp ('.)!<>}.Бреннан показал, что множество Е. является н некотором смысле „толстым“.Определение. Измеримое множество Е на плоскости назы­вается „толстым“, если для всякой точки ;( С почти всякая окруж­ность с центром в точке : пересекает Е по множеству положительнсй- дуговой меры.Из [3] можно извлечь следующую теорему.Теорема (Brennan [3]). Пусть р произвольная неотрицатель ная мера на плоскости с компактным носителем и пусть для всякого :<-С функционал значения в точке ; не является ограниченным в77'՛ (р), Тогда если g£Lq ("■), q - pip 1) и <?£d? =0для любого многочлена то при всяком л^>0 множество

Е. = |^!1(՝)՛-С^1 является толстым.Доказательство этой теоремы короткое и мы приведем его для удобства читателей. Пусть ;( С и пусть X— ограниченное замкнутое множество положительной меры на полуоси (0, г оо) такое, что длина Е._ П и |: — '| = х|) = 0 для всякого х, х £ X. Множество 
X и |; ’| — х, имеет положительную плоскую меру Лебега и ,г£А5 (Е П Л*) — 0. Если ? £ Р, то

15(ХЖ) (2)
Подставляя в fl) JJlCj ? (г)С — z вместо ср, получим, что ? (z) =—------ •|?Мг)

Аесли gji(z)7=0. Следовательно15 (Л*) dS (’) g (-)^1 U» 1՛ dS (:)



Альтернатива Бреннана 187Внутренний интеграл есть непрерывная функция как свертка локаль­но суммируемой функции z՜1 и ограниченной l/gu|A*. ИтакI? 0)1 < Const. iTil/P (иг •Преобразования Коши V кооечных мер * обладают некоторой „не­прерывностью“. Поэтому есть надежда, что множеству Е должны принадлежать и точки плоскости, близкие к нему. Точнее, если для какой-либо точки ֊ С удастся расположить на Е семейство ве­роятностных мер (*;,)л>о так, чтобы
g։iG) lim'• - о + я։1 th ,

Сто, очевидно, \^Е,. Следующая лемма Карлесона [5] (см. также [6],. стр. 170) позволяет сформулировать критерий существования такого Iсемейства Положим Д (;, 8) = (Z: |;—С|-֊<8).I* Лемма Карлесона. Пусть р — конечная комплексная мера с компактным носителем на плоскости и пусть U’4* (:) 4- ос. Предпо­ложим, что (v,;), о — семейство вероятностных мер, такое, что носи­тель меры V;, лежит в Д (;, 8) для каждого 8, 8 0 и чтоI Hm I if'l = 0. (*)I '-«+ J 1
Л (Е. 26)ТогдаL !«•(:)= lim | ji d^,,.

I ։* ° + JcДоказательство этой леммы приводится для полноты изложения Оригинальное доказательство близкого результата см. в |5].

Первый интеграл в правой части предыдущего равенства по модулю не превосходит интеграла
р-с| 2б

d н

rr՝ / \i Const . .. ч 4Так как рб(г)|< - ---- - при |z — Ej > 2 о и (z)■ lx — «|чечно, то но теореме Лебега lim /, (8) = 0. Второй©—-о -ь пото-интеграл меньше
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интеграла I ---- -—, который стремится к нулю при 0 4՜. 11о-.) :|следний интеграл стремится к нулю по условию, фПредположим, что нам удалось расположит!» для каждого *>, ^>0 на множестве Е ПИ՝, вероятностную меру > так, чтобы выпол­нялось условие (*). Тогда лемма Карлесона позволяет заключить, что 
։(^Е , если, конечно, 4/}:М(:)<^ 4՜ сг՝. Так как последнее имеет место для почти всех :, ;£С, то для завершения доказательства теоремы достаточно осуществить указанный выше выбор мер для почти лю­бой точки ; плоскости. Следующая лемма принадлежит Бреннану |3].Лемма Бреннана. Пусть Е „толстое“ множество и •> ^>0. Для любого ;, : £ С существует вероятностная мера ՝< на множестве △ (:, ^)П£т1кчя, что для любой ненозрастающей неотрицательной функции Л на полуоси (0, I- ос.) справедливо неравенство

А ( |; — г|) dr (:) (3)
Доказательство. Можно считать, что ; =0. Пусть "— ото­бражение, которое каждому г, г 0 сопоставляет первую точку пере­сечения окружности с центром в нуле и радиуса г с некоторым замк­нутым подмножеством Е, мера которого сколь угодно близка к мере множества Е. Мера V,. — есть нормированный образ линейной меры Лебега на отрезке (0, о) при отображении ". Подробности см. в [3| или в |6|, стр. 169- 170. фМы докажем теперь, что семейство построенных мер (՝<,) >□ об­ладает свойством ( ♦), если только мера р удовлетворяет условиям теоремы. Для этого нам потребуется оценка функций распределения потенциалов и\՛՛. Лемма Литтлвуда, использовавшаяся также в 13], позволяет это сделать без труда.Лемма Литтлвуда. П усть кости и Тогда Ji—вероятностная мера на плос-/г \i//>

< Кр (sup U՝ (>))՛՛’\. ' ес '___  си lim К р 4՜ °°.Л- 4- х Доказательство этой леммы основано на техникеЕго можно найти в книге Карлесона [7] на стр. 83 — 84. интерполяции.С тоит, одна-ко, предупредить чигате*я, что в [7] эта лемма не сформулирована, а доказывается как часть одной специальной теоремы. Кроме того, так как эта лемма в [7] используется в грубой форме, то и заключитель* пая оценка проведена с искусственным загрублением. Тем не менее доказательство леммы с помощью рассуждений из |7| восстанавливает’ ся без труда.



189Комбинируя лемму Литтлвуда с неравенством (3), получим
4

о■Отсюда для у, у > О
I 5(15: у:)< — f lt/,‘1'’rf5<I ' У" J ' УI Лемма 1. Существует постояннаяI с
^ля у. у^>— справедливо неравенство

(<? — 1 '
С, С 0 такая,

Н)

что

S('c: U, (')> у\ Const 5=
где к и Const - абсолютные положительные постоянные.Доказательство. Положим в (4) ------- = —, где А —д—1 Аероизвольное положительное число. Элементарные вычисления ынают, что

покапока-
/ К„ ур ֊’ 
\ у'> (q - )Выберем теперь константу А так, чтобы А > Кр для всех р, р 3, т. е. для <; — —~ < 3/2. Но 1 <С? < 3/2 в том и только в том слу- ■чае, если ------- 2. Значит, если положить постоянную С равной 2г4е,| <7 ֊ 1то окажется возможным выбрать q так, что ------ —■ <7 —1 АеМенно А Кр. ОтсюдаI S(|K </;-(0>у))< — е *’ < Cost С* </֊*’-•. «I у"I Приступим к проверке условия (*) для почти всех

и одновре-

=СС. Неменьшая
оложим
849

общности, можно считать, что
15)



190 С. В. ХрулцсвВвиду (5), первое слагаемое в правой части предыдущего неравенства есть о(1) при 2 —» 0’.Лемма 2. Пусть Л — неотрицательная функция на плоско­
сти, а а — положительное число. То1да

Л О Л “ ftI hf dS ֊Z֊ а I / log / d.S ֊Ь I Ле * <75.
а о оДоказательство. Если Л a log/, то hf af log/. Если же 1 , ։ .— /| — ЛAnalog/, то / <С е и hf he . Следовательно,֊л 

hf <a/log / + Ле“ ФМы воспользуемся этой леммой с Л - U^r', а постоянную а под­берем позднее. Положим С(п-Ц)
% 
GИз леммы 1 следует, что6(G,.)<Const о’е՜*".Кроме того, G = U Gn. Поэтому 

п>\ \

U\‘ е
И) « ---- е 6 ^2 —hCn 

• о е

о in-f-l) ехр
Если теперь выбрать — > то мы видим, что

г т 1£/?е <75=0(3).• / о Отсюда С Ц֊ / </5 < — 1՜ /1оК-/</5+О('.;. и Аго
о Л(;. 24)Это завершает доказательство теоремы.

Ленинградское отделение
Математического института АН СССР Поступила 15.IV.1979

им. В. А. Стеклова
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~ ■=!_------------- . —гг—- г i»J =—=---------------х—~"Г~ ՜ — ■ — ■ - -—— 11 -■■■■■-, —_֊ — —м

II. Վ. հ»Ր(1հՇ1!0Վ, Р Г Լ հ սւք<|> W(tnLrbuiui|ii|p վԼրչաւ(որ 1,նւորոս|խսյ Ո1| ^սյւ|ւԼր*|ւ Տամար / ա մ փnJinnl )

i.n^uji)/nJ ա որս ղո> //Հա ժ / 'հտևյաք արրյյուհբրւ

I (>) / (>) ds, որտեղ ք (1) 0, Ժտ֊ր Լերեղք* չափն Լ Հտրթոէք1ւան վրաէ

ղեպյ/Ում տեղ ft ունի »ետնյալ պն ղո ւ մն ե ր ft ղ մեկր ե մ ft այն մեկր.♦// ա մ H ”<>,) LP(n), կամ ղոյու/էյուն ունի Հ է’ կետ այնպես, որ Հք —• գ ք;) 
ֆ ոէն կ tj ft ոն ալ ր սաՀմ անափտկ ք /Т {դ ) տարածությունում. որտեղ 1Г՝ (?) - ե ր աղմաեղա մների 
փակույթն / Ս (?) տարածությունում է

S. V. KCHRUSHEV. The Brennan alternative for measures with finite 
entropy (summary)

1 he following theorem is proved.
Let d\± (s) - / (x) ds where / (j) 0, ds is the planar Lebesque measure.
If | /(111 /^’ ds < -f- oq, 1 p + <» then either //’(?) L (?) or there is

a point zr-C1 such that the functional (:) is hounded in (?). where IT (?) is
the closure of polinomials in the U (a) space.
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X. МАЛОНЕК

К ВОПРОСУ О СПРАВЕДЛИВОСТИ ТЕОРЕМ ТИПА 
ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЁФА ДЛЯ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ 
КОМПЛЕКСНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ

1՞. В работе [3| оыли доказаны теоремы типа Фрагмепа-Линде
лёфа для решений (однозначных) комплексных дифференциальных не 
равенств с частными производными вида

ди) (г)
Ог*

(I)

и
ди) (г) К2 (г) |ш (г)|, (2)

где г* означает сопряженное с г комплексное число, причем произ­
водная функции и» (г) понимается как обобщенная производная в 
смысле Соболева. Кх (г) и К2 (г)—определенные в С вещественные и 
неотрицательные функции, принадлежащие некоторому рассматривае­
мому И. Н. Векуа |2] пространству ?(С), р >2. Если Л'։ и А'։—за­
данные только в некоторой области С функции, то предположим что 
они вне области С раины нулю. Получить аналоги классической тео­
ремы Фрагмена-Линделёфа для (1) и (2) (которые, веною очередь, 
содержат классическую теорему как частный случай) было возможно 
использованием общих представлений решений при помощи голоморф­
ных функций. Именно, было доказано, что если функция ш (г) являет­
ся (однозначным) непрерывным решением неравенства (1) или (2) в 
области

С = г: 0 аг^ г ак; 0< а С 2}

и удовлетворяет двум условиям Фрагмена-Линделёфа, т. 
для каждой конечной точки ;, граничной для О',

11т (г)| ■< С, С сопяЕ г (: С,

и, во-вторых

. 1п Мх, (г)
Ига ----------------- - -1 а

е., во-первых:

(3>

(4>

где
Л/® (г) - зир |ш (г)|. 

1Х1-Г

то тогда решение неравенства (1) оценивается внутри угла через
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(г)| < С г ку,

решение неравенства (2) — через

[ш (г)| к.. -С,

(5)

(6)г 6 £•

При этом постоянные ку и к2 зависят только от р^>2 и оцениваются 
так:

О ку <. 2НР (д)*/?, 2,

1 < е "р г (7)

(НР — зависящая только от 2 постоянная).
Как видно, н случае (1) имеет место аддитивное изменение гра­

ничной постоянной С (5), а в случае (2) (Л. Берс, [1] называет ре' 
тения таких неравенств „аппроксгматувно аналитическими функция­
ми“) С меняется мультипликативно (6).

Целью настоящей работы является распространение теорем типа 
Фрагмена-Линделёфа на тот сличай, когда и՛ (г) является непрерыв­
ным решением более общего чем (1) и (2) неравенства

ди, (г) п

1

|ш (г)Р > (8)

де
К, (г) (; Ьр. 2 (С), р^>2, /--1, 2, • • •, п.

Очевидно, что (8) совпадает с (1), когда п — 1 и 31 = 0 и с (2), 
когда п=1 а։=1.

Для решений (8) найдется таксе же, но по сути дела более 
сложное представление при помощи голоморфных функций.

Заметим, что все рассуждения относительно этого общего пред­
ставления остаются верны и в случае ограниченной области С (при 
этом можно К1 считать постоянными), так что возможно доказать и 
справедливость обобщений других качественных свойств голоморфных 
функций, как, например, принцип максимума модуля.

2 . Покажем, какое общее представление при помощи голоморф­
ных функций существует для непрерывных решений (8) с измеримыми 
производными по г. Пусть и» (2) является таким непрерывным ре­
шением в области С. Рассмотрим две определенные во всей области
ункции

ди, (д) если

если

1а’1 1

|«’| > 1
(9>

если

если
(Ю>

дг*

аметим, что
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dw (z) 
dz*

~ Л (г) 4- /2 (z) dl)

в области G*).
В силу (8) и (9) и G имеет место неравенство

п
К, (z) |w|’' Kt(z)= A'(z) (12)

м соответственно в силу (8) и (10)
п ' п Ч

|/,Ю|<2 К. (z) |wl*'<£*.(*) |w|-К (z) |w|. (13)
1 \ 1 /

где Ьр, ч (С), р>2.
Введем далее ноную функцию % (г), 
нулей функции и՛ (г) в С через №.

обозначая при этом множество

если z6Gx/V

если z N.
(141

В силу ЦЗ), функция

определена, непрерывна и ограничена на всей плоскости С (относи­
тельно этого факта см. примечание в [3], стр. 91). Кроме того, она 
является решением неоднородного уравнения Коши-Римана

(15)

Очевидно, функция
v (z) = е" fz) (16)

также непрерывна и ограничена сверху и снизу. Действительно, как 
известно (см. |2j, [3]), ш (z) оценивается так:

1Ш (z)| < НР |1А՜ (z)j|p. г, 

причем Нр есть постоянная, зависящая только от р>2. С другой сто- 
роны 

< |e"’j — |v|
и следовательно

—Н иМ ~ н 1К1 „
е р ,A2<|vl<ep р’\

и /э являются измеримыми функциями, так как и» (г) предполагается не­
прерывной п, тем самым, множество х, для которых !«»(х)| - 1, является относитель­
но замкнутым множеством.
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Используя дифференцируемость в смысле Соболева функции г՛ (г) 
X (2) (см. (2]), легко видеть, что в силу (15), (14) и (11)

д (у- и՛) 
дх*

()и 
= •---------  у»

0»2* (18)

когда и, (■?)=# О, но в силу (13) формула (18) имеет место и тогда, 
когда ш (д) = 0, так как н силу (13) /2 (г) = 0, при ш(г) 0.

Из (18), (12) и ограниченности (17) функции V (г) получаем, что 
у(г) «|(д) удовлетворяет некоторому неравенству вида (1), т. е.

(и • го)
(19)

где К также принадлежит пространству АР,2(С), ;«^>2. Следуя рас- 
руждениям в [3], решение неравенства (19) представим ’как сумму го­
ломорфной функции Ф (г) и некоторой непрерывной и ограниченной на 
гсей С функции и (г), т. е.

и (г) ш (г) — Ф (2) 4- и (г), (20)

д (у - «՛)

н (г)-= —

Непрерывность и ограниченность функции и (2) доказывается анало­
гично функции (г), используя неравенства (19). и (г) оценивается та­
ким же образом как «-• (х)

1и (е)| < Яр [К 2 = Яр |К|р. 2 еНр '>■ =. (21)
Формула (20) дает возможность утверждать справедливость теоремы 
типа Фрагмена—Линделёфа для решений и՛ (г) неравенства (81. Не 
вдаваясь в подробнее доказательство соответствуй щей теоремы (это 
5ыло бы вполне аналогично доказательству теорем для решений (1) и 
2) В |3]). мы здесь только укажем, как условия Фрагмена —Линделё- 
ра (3) и (4) переносятся на функцию Ф (г) в (20), откуда получается
оответствующий результат для «»(г).

Допустим, что и» (г)—непрерывное решение (8) в области угла
удовлетворяв шее условиям (3) и (4). Тогда в силу (20),

Ф - • у • и> — и

удовлетворять аналогичным условиям. Именно, в силу (17)
для конечных точек ,, граничных для области С, имеет место

Пт |Ф (г)| 
г -*■: 

внутри С

< С е"'4*1՝'’- 2+Яр №. 2 ,

Вт
Г -» 'Ж?

1п Л/.г.(г) 
г։/«

0.
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Но тогда из классической теоремы Фрагмена Линделёфа для голо 
морфных функций следует, что внутри С

|Ф (д)| < С е"" |М". ЯЛ.|К-,|Р. . (22
Тем самым, используя (20), (17), (21) и (22), получим

|ш| < (|Ф| + |и|) !։-!֊■ < (С е"" ’ + 2Н„ П. ։;"г *'!"• ’) е"" Нг »
= к..С 4-4„

где кх = 1Н, . е’"’1'՝՛- ։ и к, = е։"Л. ’ .
Следовательно имеет место следующая

Теорема. Если функция то (?) является однозначным непре 
рывным решением неравенства (8) в области

6՝ — [?: 0 агр г < з~; 0 < з 2)

и удовлетворяет у слови я .и (3) 
внутри С имеет место*)

•< (4) Фрагмена—Линделёфа, то

3. Следствия:

|ш(?)|<)12С+^.

I. Важный частный случай функций, для которых имеет место
теорема типа Фрагмена-Линделёфа в таком виде, являются непрерыв
ные решения неоднородного уравнения Векуа

(г)
Ог*

— А (?) а» (?) 4- В (?) ш* (?)4- С(?)

в предположении, что А, В, Г Ео. (С), р^>2.
II. Применяя методы комплексного анализа к исследованию об

щего эллиптического вещественного дифференциального ура внения
второго порядка с коэффициентами а, Ь, с, б из 2 (С), р > 2,

1 г . ч . / .дц{х,у} , , , (х, у) ,— (х, у) а (х, у)--------— 4- Ь (х, у)-------- ֊4֊
4 Ох ду

4֊ с (х, у) и (х, у) 4- с/ (х, у) = 0, (23)

наша теорема дает следующий результат:
Пусть и (х, у) — вещественная непрерывная функция пере­

менных х и у является решением уравнения (23) в угле
С = { (х, у): 0 < агс1£ — ак; 0<^ з ^2^ •

причем она ограничена и обладает непрерывными первыми произ­
водными в С (кроме со). Относительно производных второго по-

Используя соответственно величины 5, 5” , 5 и 5' из |3|. можно улучшит»
оценки, именно получить аналогичные (7) оценки

’»г 1*1,. 2.
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। достаточно предположить, что Дц су шествует в 
сна и является измеримой функцией.

смысле

!grad и (:, т,)| < С,

де (с, т<) — конечная точка границы G. и

(24)

(25)

jVgrJd и (г) = sup |grad и (х, t/)|,

внутри G имеет место

[grad и (х, у)\ < ку С 4֊ klt (26)
чела A'j и к.,—некоторые константы, зависящие только от коэф-

Ьициентов уравнения (23).
Действительно, введя комплексные обозначения и производные

-- и ———, уравнение (23) запишется в виде
Ь д(> г*

О* и 
dzdz*

а ■]-ib)^— — (a -ib) — ‘ - си — d. 
dz dz*

Отсюда при помоши подстановки — — и> и свойства ограниченности 
дг

ункции и*) вместе с принадлежностью коэффициентов (а-)-/6, а — /6), 
и </ к Ьр, 2 (С), получается неравенство

dw (2)
dz*

< 4(2)|w(z)|֊b KJz),

де Ki и K2 принадлежат 
Так как

4.2 (С), р>2.

йц 
dz

= grad и (х, у)|, (27)

о условия (24) и (25) переходят в аналогичные (3) и (4) условия 
[Эрагмена-Линделёфа относительно |ш|. Следовательно, в силу нашей 
‘еоремы |ш| ограничена внутри G, и обратно, при помещи (27) полу- 
ается оценка (26).

III. Очевидно, что можно ожидать справедливость аналогичной 
ееремы также для решений дифференциальных неравенств с более

бшими правыми частями,
п

чем |wp, если только они оцениваются 
1

_________
’) См. |2]: если gk.Lp, 2 

[° f'g-z LP։ 2 (C), p > 2.

(С) и / измерима и ограничена ко всей плоскости Cf
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линейной функцией относительно |ш|. Это означает, что если рассмат 
риваются непрерывные решения неравенства вида

ди՝ 
~д^

где
ф (г, |ш|) < Кг (л) |ш| -}֊ Кх (г).

АГ1։ К, £ Ар. г (С), р^>2, то для ник справедлива теорема типа Фраг 
мена-Линделёфа в указанном в п. 2 виде. Весьма частным случае? 
таких ? (г, з), з > 0, являются фучхцал вогнутые относительно з дл։
всех г и для кот орых существует такое з = з0, что

? (г, з0) = А' (г) £ ЬР. г (С) и (г, з0) — К (г) С ч (С), р >2.

IV. Конечно можно рассматривать неравенство вида (8), в пра 
вой части которого стоит бесконечный ряд

СР

V ,<,(г)|шГ', 0<։, <1, К. (г) £ ЬР (С), р >2. < = 1,2,

Но тогда надо делать соответствующее предположения 
оо

сходимости ряда V К, (г) к некоторой функции К (г), п

опять пространству А,, г (С). Д\я этого достаточно было бы, чтобы 
интегралы частичных сумм

были бы ограничены в совокупности. Существование
<х

предела

У принадлежащего пространству Ьр, 2 (С), следует из теоремы
։ 1
Б. Леви [4].

V. Еще несколько слов относительно дифференциальных, быть 
может, нелинейных уравнений вида

Ош 
~дг — / (г, ш).

Все рассуждения показывают, что (в рамках использованных методов1 
для справедливости таких качественных свойств решений, как прин 
цип Фрагмена-Линделёра и т. д. требуется, чтобы нелинейность функп 
Ции /(г, ш) могла быть оценена через линейную функцию от |ы>|, т. е. 
/I < К. |ш| 4՜ Но как показывает такой простой пример

ди> у 4- 1
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это уже есть выигрыш по сравнению с требованиями |/|< К, |ш| или 
/1 так как правая часть здесь не оценивается ни через К, 'ш| ни 
1через Кх, а только при помощи суммы А, |шЦ֊К’։.
Вопрос о справедливости теоремы типа Фрагмена-Линделёфа для ре* 
тений неравенства вида

ди> (г) 
дг*

< Л (г) ’ш (г)|‘, а >1,

не решен, но кажется, что методы общего представления при помощи 
голомор(|)ных функций здесь не годятся. Кроме того, правая часть 
имеет такой вид, что допускается слишком быстрый 
ной функции ш (г), когда сама функция возрастает.

роет производ- 
Например, для

решений неравенства

дш 
оё •С К (^) |ц֊’| 11п ш!

теорема типа Фрагмена-Линделёфа в обычном виде с условиями (3) и 
(4) бессмыслена, так как второе условие Фрагмена-Линделёфа (4) 
вообще говоря невыполнимо, как показывает общее решение

ш ~ ехр [ехр (Ф ՛»)],

где Ф—голоморфная функция, а ш—некоторый интеграл, производная
4 д 1п 1п ш . . .по г которого равняется ——— (аналогично функции иэ (г) в оъ- 

щем представлении решения (8)). Вообще говоря ш (г) возрастает го­
раздо быстрее, чем того допускает условие (4).

Секция математики университета 
м. Мартина Лютера, Халле (ГДР) Поступила 22X11.1977

2. 1Г(ЦПЪЬ11. 3>րա<|մեն-Լինր]Լ|յոֆ|> տիսփ թԼոռեմէԼրի ճշւոու|>յունր կոմպյԼքս ղիֆԼրԼՏ 

9|"»4 ան1ւԱս|ւսսսւ г и ւ|> |ուններ|ւ |ո ւ ծ ո ւ մ ն Լ г |։ 6ամար { ամփոփում )

զոդվածում ուսումնասիրվում են Հետևյալ դիֆերենց Ւտ1 անհավասարությունների անրեղ-
*էատ {Ուձոէ մներր*

Ժա(^)1 
С/г* I

О < 1,

»/•«*<1 Հէ{տ)(1 Ո) ֆունկցիաները իրական են և ոչ բացասական 0,-Ո‘մ և Xյ

Լրէ 2« > Բ 2 (տես Ի. Ն. Վեկաա [՝])•
4 տրվում, որ այդպիսի յուձումների վերաբերյալ տեղի ունեն Ֆրաղմեն-ԼինղելյոֆԷ 

"'Ւպի թեորեմներ, Բերվում են որոշ Հետենաբներէ Աշքսատանրում ընղլայնվամ են [3] հոդ- 
'/ածի արղյունբներրւ
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H. MALONEK On the question of validity of theorems of Phragmen- 
LindelOf type for solutions of complex differential Inequalities (summary)

The paper investigates continuous solutions of the complex partial differential
inequality

dw(z)
dz*

n
<1, 

1-1

where K\ (z) (f 1, 2,-՛-, n) are real nonnegative functions, defined in C, (z)£ 
•-£p <> (C), p>2" (see I. N. Vekus [2|). For su-h solutions the validity of theorems 

of Phragmen-Lindeldf type is shown. Furthsr, corollaries for solutions to (real and 
complex) differential equations (non-linear as well) are given. The paper extends the 
results given in (3|. j
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В. А. ЯВРЯН

ОБ АСИМПТОТИКЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
И СЛЕДЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В настоящей заметке уточняются и обобщаются результаты ра­
боты И. Вайдмана [1] и автора [2], [3]. При доказательстве получен­
ных результатов существенную роль играет следующая (см. [4], стр. 
240, 246)

Теорема М. Г. Крейна. Пусть А — Ар + /Ал волътерров 
оператор, Ар и Ал — самосоаряженныг операторы и где —
пространство ядерных операторов. Тогда

1։_ л* (г- ւ. л Д/г) 1 I* ,пЛ ,П|Нт --------------= Нт --------------  — — I с/РА^Р\,
г ր+х. г т: յ

■:н

Вт 2 Хя (Др) — 0. 
։*° Ր«/>»

(1)

(2)

Здесь п+(г, В) и п- (г, В} означают соответственно количества 
характеристических чисел оператора В в интервалах [0, г| и [—г, 0]։ 
5|г — ядерная норма оператора В, Р\—любая максимальная соб­
ственная цепочка оператора А, <ДВ) собственные значения опера­
тора В.

Пусть А (х) и В (х)—прямоугольные, соответственно п \т и 
т/ п, матрицы-функции с элементами из пространства 13 (а, 6), 
— ос а Ь со.

В пространстве 13 (а, 6: Н„) п-мерных вектор-функций с интег­
рируемым квадратом модуля рассмотрим интегральный оператор

г>
(6/)(х)= С(х, 0/(0^ (а<х<6). (3)

И * >
где квадратная матрица-функция п-го порядка (3 (х, /) задается фор­
мулой

Շ (х, /) = А (х) В (0,

Легко видеть, что 
та. Справедлива

Теорема ].

оператор (7 принадлежит классу Гильберта — Шмид*

Характеристические числа оператора (յ удов
-летворяют асимптотическому соотношению
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ь
Пт "* (г’ 61 = -к ('|В»(х)Д’(х)֊И (х)Д(х)|։</х. (4)

г 2* } 
а

Оператор О имеет след в смысле главного значения и 
ъ

Нт V >,(О = 4-( 5р(Я*(х)Л*(х) + Л(х)В(х))</х. (5>
• -о , 2

’*•’ >» а

Доказательство. В пространстве А2 (а, 6; Н„) введем в рас­
смотрение вольтерров оператор

(КП(х)= [(В*(х)Л*(0-Л(х)В(/))Г(0Л.

Легко видеть, что мнимая часть Ку оператора К выражается фор­
мулой 

ь
(К//)(х)=- Ц’ (В* (х) Л*(() - А (х) В(0)/(/> <11 

а

и является конечномерным, а именно 2т-мерным оператором. Очевид­
но также, что семейство ортогональных проекторов в А՜ (а, 6; Нл)

(А/)(х) = | 0, а ՝<С х < /
I / (*). * <х ^.Ь, 

Ра = 1, Рь = 0 (а < / < 6)

служит собственной максимальной цепочкой для оператора К. Мы 
дола:ны вычислить правую часть формулы (1).

Сначала предположим, что матрицы-функции А (х) и В (х) яв-
люется ступенчатыми, т. е.

А (х) = Ду, Н(х)= В, при х£Д, (зу, а/ + ։),

г дс — а < ? 1 * < 7/ = Ь. Очевидно, что

где Р^ = Л>+1 — Лу, / = 0, 1, 2, • • •, I — 1.
Если обозначить через и (к = 1, 2,---, п) собственные

числа и соответствующие собственные элементы оператора В' А'. — 
— А) В/, действующего в пространстве Нп, то, очевидно, что систе­
ма функций

I (€ Д*
I о,



Об асимптотике собственных значений операторов 203

будет полной системой собственных элементов оператора 2/ Р^К}Р

которые соответствуют собственным значениям И/՜’ Следовательно*

к, л,|։ = V 1чл1 ® Iя:- А՛ 
к—\

Отсюда следует, что
ь

V |/\ к, = у Г Iя’ (х) Д* СО -АМ В (х)|, </х.

/-"1 а

(6)

С другой стороны, очевидно, что в этом случае

’ ^РК^Р\Х = £ |/\/О Ръ|։.

Таким образом, формула (4) в случае ступенчатых матриц-функций

доказана.
Перейдем к общему случаю. Пусть А (х) и В (х) — такие сту 

пенчатые матрицы-функции, что
ь

|В(х) ֊ В(х) -(</х)'.<

а

Через |С| обозначается норма оператора, порожденного матрицей 

С в пространстве /Л. Оценим норму оператора Р± (К}— КА Ль где 

К} — мнимая часть оператора
ь

(К/)(х) - \ (5*(х)Д* (1)-А (х)

и

В {։))/(/} <Н.

Имеем

д
- А (х)| |й (01 + И (*>! Iя <') - в (/)|’։ л 2 ) 17 (,)Г
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A (/)!’ J/+2

Отсюда легко следует, что

\Р> (Л՜/ ֊ к А 7 0)!=л( | |И (0-л (0,։Л +
А А А 1

+ [|Д(01։<// |’|в(о-5<01‘л | • 
• • Vд д

Следовательно
~ /I* \։<2 / Г *• \1/2|/>, (Л7 - КА PJ<2( ( |5 (ОР dt ) ( I И (О-И (>)fdt ) .+

/ P \irt / f —
4-( |Д(01’Л I [ |Я(О-Я(/)|։ Л 

. Ü / \ VА А
Отсюда вытекает, что

I - / 1 Г \1/2 / ' IУ|Л^К/֊К/)РЪ|< (У, ( 1Ж0М ) (s ’Л(')֊
2 /-։ /-։ \ 7 /-»д

\։/2 // р \М2 / i р \1/2
-AW-dt ) +(2 И(01’^) (V |В(01֊^(0Г^ i =

b

a
b

B (t)\2 dt
a

Таким образом, так как Kj Kj есть 4лп-мерный оператор, то

V |Рл К, Л.Ь - У |Л; Л К <4лпУ |А (Ку-Лу) Л?| <8тсг. 
/-1 /-2 7-1

Учитывая соотношение (6), после предельного перехода отсюда по­
лучаем, что

ъ
f \dP К, </Р|, =- А С|В» (х) А* (х)-Д (х) В (х)|, Ух.

°
(7)

Это вместе с приведенной формулой (1) М. Г. Крейна дает (4).
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Дли доказательства соотношения (5) сначала заметим, что 
ft

—G) /) (х)=---- yi (В* (х) Д* (/) + Д (х) В (/)) / (t) dt, (8)

а

где Кц — вещественная часть оператора К. Отсюда видно, что Кц — 
-(Л—конечномерный оператор. Следовательно, по теореме А. С. Мар­
куса ([5], стр. 115) имеем

5р(АГ/?— С)г= V (Х+ (Д^)—/у (С)) -{-V (/.- (Кр)-(б7)>, (9)
I /==։ /-։

где '■* (В) (л֊(В)) положительные (отрицательные) собственные зна­
чения оператора В, расположенные в порядке убывания (возрастания). 
Так как оператор — С есть 2т-мерный оператор, то по известным 
неравенствам Куранта ([6], стр. 258)

(О < < '■;(&).
Отсюда следует, что

Jim I У (Кр)- У (G)
•-0 у 7

А/<А₽)>։ (О)>*

lim ( V к- (Кр)- V /- (G)
«-*0 \ _ 7 7

S <*>)<-■ (OK-«

= У a; (Kr)-՛. (Go, 
/-։

“ s ('7 №) — '7 (G՛)). 
/-I

Таким образом, формулу (9) можно переписать в виде

Sp (KR — G) = li։n
։ -0

*■/ —
|i, (O)|-•

Теперь заметим, что согласно формуле (2) М. Г. Крейна

lim lj (KR) = 0,
»-♦0 |Aj(Kg)|>« 

откуда
Sn (Kr— G)- - lim 1՝ I.) (G).

i-.11 Uy(O)|>!

t другой стороны, из (8) следует, что
ь

5р (Кк - 6) - у (' Зр (В* (х) Л* (х) + А (х) В (х)) </х.

а
Последние две формулы и доказывают соотношение (5).

Следствие. Если ядро оператора (3), действующего в про 
странстве £2 (а, 6), имеет вид 
4-849
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т

V Uk (х) Vi (/), X t 
Л=1

v Uk(l) и* (х), х > С 
4-1

где и« (х) £ L- (и, 6) и v* (x)£L՜ \а, Ь), то

т

lim п (г, G)

а
v и к (x)vjx) 
й—1

dx. (101

Это следствие без доказательства приведено в [3]. 
Для доказательства надо положить

А (х)г=(ц, (х), иг (х),-• •» ит (х)), В* (х) = (v։ (х), ч., (х), ■ • -,г»т(х)).

В работе И. Вайдмана [1] вместо (10) доказано, что существует такое 
Л/>>0, что Мгп (С) > п, где (а„ (О’)!' ։ — характеристические числа 
оператора С.

Теорема 1 может быть обобщена следующим образом.
Теорема 2. Пусть А (х, /) (а 4 Ь} — такая квадрат­

ная матрица п-го порядка с элементами из (а, Ь), что опе­
ратор 

л
(4/)(х)= [/1(х, 0/(0 л

V а

является ядерным. Тогда для характеристических чисел интег
ральною оператора С, порожденною эрмитовым ядром

справедлива асимптотическая формула 
ъ

Нт ——= — Нт |/Г (х, х)— А., (х, х)|։ 4х,
Г - я Г 2~ «> -о J

а 
где

X +1 I I

1 с г* А>,(х, /)— ---- I ( А (м, г») dudi՝.
4;/2 J J

4 - I - ■.

(И)

Доказательство. В пространстве А (а, 6; /Л) рассмотрим 
вольтерров оператор

X
(К/)(х) = |’(4» (л х) - А (X, 0)/(0 Л.

а
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Мнимая часть К} этого оператора равна

(А'у/Нх) *)- А (х, ()) / (/) ^ = _ (АУ/) (X>

и по условию принадлежит классу 5։.
Напишем разложение Шмидта оператора А:

X

/-1

Здесь 5, (/ — 1, 2, •■•)—сингулярные числа оператора Л, ('£, } ' , , 
{'Ь }/-։ — ортонормальные системы в пространстве /3 (а, 6; //„), а ряд 
сходится в ядерной норме, т. е. |Л,у— А\г —» 0 при /V — эс, где

.V

Ядро
IV

Л.у(х, /)=\ $, (х) •!>*(/) (почти всюду)
I

оператора Ах можно записать в виде
Аы (х, /) — Ах (х) Вх (О.

где
ЛIV (х) = (?։ (х), ©, (х),- • •. (х)),

Ву (х) = ($! |»г (х), $2 (х), • • • , 5 V (х))

— прямоугольные nx^ матрицы-функции со столбцами
г/ (х) = (?ъ (х))^։ и Фу (х) = {’**, (х))"_։ 0=1, 2, ••./V)

соответственно. Согласно формуле (7) имеем
ь

( \дР(к^<<р\՝ = -֊-у |в; (х) л;<х)-Лл (х» Вл(х)|,</х, (12>

;р’ и
где

X
(кх />(х) = | «в; (х> л;, (о - Лл (х) Вх (*»/<п л- 

О
Так как |(А',у)у — =|(Лл)/ — Ау\г при /V -> со, то учитывая непре­
рывность функционала, задаваемого левой частью (II) в ядерной мет­
рике (см. [7], стр. 378), получаем

Пт С\дР </Р|>= [ \<*Р Ъ 
м •+
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Нетрудно показать, что элементы
лг _____

а,' (х, /) V $/?У|(х) л/ (/)

матрицы-функции /1.у(х./) в метрике £2 (а, Ь) стремятся к соответ 
ствующим элементам а/ь (х, /I матрицы-функции А (х, /). Отсюда лег 
ко получить, что ряд

'сходится поэлементно в пространстве А* (о, 6). Это означает, что
ьII

|/4 V (х) /А\ (х) — А (х, х)| (/х — 0.
а

Из очевидного неравенства | п 17*1 для любой матрицы 
порядка получаем 

ь
Г|пт I [Лл (х) В.у (х) — А (х, х)|։ с/х = 0.

•у - х и а
Переходя к пределу в равенстве (12) и учитывая 
теорему М. Г, Крейна, получаем

приведенную выше

ь
1нп--------------= — |/1 (х, х) — А (х, X) д с/х.

' - » г 2* и
а

Легко видеть, что правую часть можно переписать в виде (11), гд< 
столбцы функций ?/(х) и у/(х)явно не участвуют, а фигурирует толь 
ко ядро А (х, /).

Теперь заметим, что
ь

(г) = ֊- С (А (х, 1)+А* (С.*))/(Г)Л= (А„/)(х). 

а

Отсюда вытекает, что С*~Кн = Г^5։, т. е. У 5п (Т) ос. Следо՛ 
՝ я«!

вательно, п 5п ( 7՛) -• 0, при п - ос и по теореме Фань Цюя (см. [4], 
стр. 52) заключаем, что

Нт п (г, Кк)

Теорема 2 доказана. а
Эта теорема является обобщением одной теоремы М. Г. Крейна 

'(см. [7], стр. 412). Действительно, если В (х, /) — эрмитово ядро, по-
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рэждакмцее ядеряый интегр1льный оператор, то для ядра А (х, /) = 
х== - i В (х, /) будем иметь

ծ

lim ------------ ֊ == ֊֊ Hin i \B‘ (x, x)±B., (x, x)j։ dx
f -» * Г 2՜ ձ -0 V <2

b
1 c

— — lim 1 |ճէ (x, x)L dx,
~ {՜Ս J a

где

(Gf) (x) = i j sign (x — t) B(x, t) f(t) dt.
I ՝a

Здесь учитывалось, что для эрмитова непрерывного ядра В. (х, /) 
матрица Bi, (х, х) будет эрмитовой.

В заключение заметим, что метод доказательства формулы (5) в 
предположениях теоремы 2 неприменим. Дело в том, что из В — С 
£ Slt В 5., С £ 5», как легко видеть, не следует, что

5р (В— С) — Нт 
• - о

В этом случае можно только утверждать, что существует такая 
последовательность ея 0, 6Я —»0, что

ь
Нт X >к (С) — — Нт I 5р (Д’ (х, х) (-Д. (х, х)) <1х.
п -• «• 2 $ * 0 /

а
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 26 V.1978

Վ. Ա. ՅԱՎՐՅԱՆ. Որոշ հնաէզրալ օս|ԼրատռրնԼրփ սնփւսկան ար 1Լ1նԼր|՛ ասի մ»ւ| տոտի- 
կայի և 1ւԼւոք|ւ մասին (աեփոփում)

Աշիւատանրո, մ ստացված Լ ինտեգրալ օ՛պերատորի սեփական ար քերների ասիյսյտո-
տիկան (րեորեյ 1 և 2), ինչ Աք ես նաև հաշվված / նրա հեսրրր հ(Ւ^վոր իմաստով,

V. A JAVRIAN. On the asymptotics of eigenvalues and the spur of some 
integral operators (summary)

In the theorems 1 and 2 the asymptotics of the eigenvalues and the spur of 
the integral operator (3) is obtained.
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Г. Г. ЭМИН

ПРЕДМНОГООБРАЗИЯ, ГРУППОИД МНОГООБРАЗИЙ 
И СТРОГИЕ РАДИКАЛЫ В КАТЕГОРИИ МОДУЛЕЙ 

НАД ВСЕМИ КОЛЬЦАМИ

Рассматривается категория ЭД, объектами которой являются все­
возможные пары (Д, Л/), где Г/ — ассоциативное кольцо. А —правый 
/ модуль, в общем случае не унитарный, а множество морфизмов мо­
дуля (А, Ц) в модуль {В, ]/) состоит из пар отображений ֊ — (?г ),
где -ц (соответственно «г) — гомоморфизм группы А н группу В 
(кольца 1' в кольцо V), причем (а и) । , а^А, и£1/. Та­
кая пара отображений называется гомоморфизмом модуля [А, 17) в 
модуль (В, К). Идея этой категории появилась в неявном виде еще 
тогда, когда стали рассматривать превращения К-модулей в £/-моду- 
ли отступлением вдоль кольценого гомоморфизма ?: и —• V . В книге 
|5] на стр. 35 наряду с категориями модулей над фиксированными 
кольцами, в качестве одного из основных примеров, приводится кате­
гория ЭД. В работе [81 изучались короткие точные последовательно­
сти в категории ЭД, а в (10] описывались радикалы в некоторой мо­
дификации этой категории. Имеется также взаимосвязь с некоторыми 
из тех категорий пар, которые изучали Б. И. Плоткин и его ученики 
(см., например, [3], § 2).

В 1958 года академик А. И. Мальцев ввел понятие рефлективной 
подкатегории (см. |2|, гл. IV, § 4). О важности этого понятия говорит 
число работ, появившихся с тех пор по этому вопросу.

В настоящей работе изучаются специальные классы рефлектив­
ных подкатегорий категории ЭД, а именно, предмногообразия. то есть 
рефлективные подкатегории, замкнутые относительно подобъектов
многообразия, то есть предмногообразия, замкнутые относительно 
нормальных эпиморфизмов, строгие радикалы в смысле А. Г. Куроша 
(легко проверить, что полупростые классы для строгих радикалов 
янляются предмногообразиями, а классы радикальных обьектов для 
таких же радикалок дают нам примеры копредмногообразий I и круче­
ния. Теоремы, которые доказаны в данной работе, носят следующий
характер: ион с об изучении некоторого класса рефлективных под­
категорий категории ЭД сводится к изучению системы с
щих к часов рефлективных подкатегорий в К1тегории ассоциативных 
колец и в некоторых категориях ЭД, правых 6*-модулей над фиксиро­
ванным ассоциативным кольцом I/, причем эти системы рефлективных
подкатегорий удовлетворяют соответствующим условиям согласован­
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ности. Кроме того, в работе описаны все насыщенные многообразия 
категории ЭХ и найдена формула умножения таких многообразий. Ока֊ 
залось, что насыщенные многообразия составляют подполугруппу

(ЭХ) н группоиде О (ЭХ), всех многообразий категории ЭХ. Ни 
Сг (ЭХ), ни Зе (ЭХ) не являются свободными. Сг (ЭХ) не является груп­
поидом с левым или правым сокращением. В Ле (ЭХ), а следователь­
но, и в Сг (ЭХ) имеются делители нуля и нильпотентные элементы. 
Доказано, что совокупности всех предмногообрази й категории абе­
левых групп и категории ЭХ не являются множествами. В категории 
ЭХ имеется класс бикатегорных структур.

Известно, что если в любой категории брать произведение трех 
многообразий, третье из которых является бимногообразием, то в 
этом случае операция умножения многообразий будет ассоциативной. 
Возникал вопрос, будет ли иметь место ассоциативность, если 
бимногообразие брать не на третьем месте, а в середине, или же в 
начале произведения? Ответ отрицательный. В категории ЭХ построен 
пример, который показывает, что если даже на первых двух местах 
стоит одно и то же идемпотентное бимногообразие, все равно, в об­
щем случае ассоциативности не будет.

§ 1. Предмногообразия, многообразия и группоид 
многообразий

Пусть К категория, удовлетворяющая следующим условиям: 
1. К — нормальная категория, 2. К — локально малая справа би кате­
гория с нормальными кообразами и с ядерными парами морфизмов, 
3. К — категория с прямыми произведениями.

Полная подкатегория К, замкнутая относительно подобъектов и 
прямых произведений, называется предмногообразием категории К 
([2]. стр. 216).

Пусть Р(|> и Р — два предмногообразия категории К. Обозна­
чим через Р(|) Р ?) полную подкатегорию К, порожденную всеми 'объ­
ектами А £ К, для каждого из которых существует по крайней мере 
одна такая точная последовательность

I* 5
Л<2>----- ► А -----> Л11»,

что А‘2) - ОЬ Р,2) и Л(|) £ ОЬ Р(И. Эта полная подкатегория является 
предмногообразием категории К (см. [2], стр. 217), называемым произ­
ведением предмногообразий Р 11 и Р <

Рассмотрим действие кольцевого гомоморфизма 7/ -» И. Любой 
правый И-модуль А становится правым 77-модулем, если действие 
операторов определить следующим образом: а и — а (и?); мы будем 
говорить, что модуль А превращен в 77-модуль А. отступлением 
вдоль ?. 2'

Обозначим категорию абелевых групп — АЬ, категорию ассоци­
ативных колец — Ав, категорию правых 77-модулей — ЭХр. Категории 
ЭХ и категории ЭХи (7/ £ Ав), АЬ и Аб удовлетворяют всем условиям, 
наложенным на категорию К ([1], § 1).
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Пусть ( некоторое ассоциативное кольцо, не обязательно с 
«единицей, Ру некоторое предмногообразие категории ЭД/ правых 
//-модулей, а Е — некоторое предмногообразие категории АЬ. Легко 
проверить, что все 6/ модули А £ Ру такие, что абелева группа А Ь, 
составляют предмногообразие в Р/ и, следовательно, в ЭД/-. Это пред­
многообразие назовем ограничением предмчогоэбразия Р| по предмчо- 
гообразию Ь и обозначим Ру, ь .

Пусть Р — некоторое предмногообразие категории ЭД. Точно так 
же, как это делалось для многообразий при доказательстве теоремы 
2.2 работы [1], можно показать, что нее абелевы группы А такие, 
что для некоторого ассоциативного кольца /7, модуль (А, и। Р. 
составляют некоторое предмногообразие Ь в категории АЬ, все ассо­
циативные кольца и такие, что для некоторой абелевой группы А 
модуль («4, У) Р, составляют некоторое предмногообразие Р\, в ка­
тегории Аз и все модули (Д, £7) £ Р. где кольцо 6/ £ Рд, зафиксиро­
вано, составляют некоторое предмногообразие Р категории ЭД/. По­
лучили некоторую систему предмногообразий 5— Р/ с|£/^Р\» .

Лемма 1.1. Полученная система предмногообразий 5 = 
= Ру. ь| И Рдч' удовлетворяет следующим условиям:

а) Если [/-модуль А £ Р//. ь где Ру. 5, ’Ч V I! - мономор­
физм в категории Аз, а (А , И) преврагиение П-моду л я А в Г -мо­
дуль Д.։ отступлением вдоль р, то У-модуль А, принадлежит 
предмногообразию Рк. ь £ (ясно, что кольцо 1/£Рд։՝;

б) если модуль (А, (/)£Ру, с, а модуль (В, 1Г)^Рц । где Р. г и 
Ри ь принадлежат 8, то прямое произведение этих модулей 1.4 В, 
И 1₽) прина дле жит предмногообразию Р и с ^8 (ясно, что коль­
цо и х ^СРл,).

Доказательство. Пусть модуль (А, П) £ Р/ и, где 
Ру, ь 5 и р: V —• И — мономорфизм в категории Аз. Тогда модуль 
(Д, Рассмотрим И-модуль А *. Гак как отображение (1։, р):
(Д,, |/1 ֊* (А, И) является мономорфизмом в категории ЭД. то мо­
дуль (Дч, К)£Р. Значит, И-модуль А ,£Р/, ь, где Ри. I 6

Пусть модуль (Д, £/)^Ру, ь, а модуль (В, 1Т,) ֊Рн . ь Эти мо­
дули принадлежат предмногообразию Р, поэтому прямое произведение 
этих модулей (Д X В, И X 1Г)£Р. Значит И IV-модуль А < В- 
С Ру иг. 1» где Ру «г. ь £ Лемма 1.1 доказана.

Рассмотрим систему предмногообразий 5-= (Рул. £7<Ра»}- где 
Р*։ --некоторое предмногообразие категории Аз, Ь некоторое пред­
многообразие категории АЬ, а Р/ । (£/£ РлЭ—ограничение некоторо­
го предмногообразия Р< категории ЭД/ по предмногообразию Ь. Сис­
тему предмногообразий .$ = 1 Ру. сРа. • удовлетворяющую усло­
виям а) и б) леммы 1.1, назовем согласованной системой предмногообра­
зий (ССП). Очевидно, что существуют такие системы предмного­
образий, которые не являются согласованными.
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Пусть 5 — некоторая ССП. Рассмотрим полную подкатегорию 
Р (5) категории ЭХ, объектами которой являются всевозможные мо­
дули (Л, (/) (; Р .ь (Р<л при всевозможных

Лемма 1.2. Полная подкатегория Р (5), порожденная согла­
сованной системой предмногообразий Л>, являете я предмногообра՝ 
заем категории [О?.

Доказательство. Пусть модуль (Д, (/)£ Р (.$), то есть 
(Д, £/)€ Рг.ь (Р(/. 5), а Р Н0: (В, И)-* (Д, (/) мономор­
физм в категории ЭХ. (/-модуль А отступлением вдоль превра­
щается в И-модуль Д.|, который принадлежит предмногообразию 
Р\ I. С \ в силу согласованности системы Л. Отображение (!’֊л» 1Д: 
(В, Ю —* (Дц, Г7) является мономорфизмом н категории правых Р-мо- 
дулей ?Хг, поэтому И-модуль В Ри.ь, где Рг.ь - 5. Следовательно, 
подмодуль (В, I/) также принадлежит подкатегории Р (5).

Пусть дано некоторое семейство модулей (Д., (^), 2 £ /.
Покажем, что прямое произведение модулей этого семейства

(ГР Д„ Пг ил = (Д, И)

также принадлежит подкатегории Р (Л). Ясно, что абелева группа 
Д £ 1_, а кольцо £/£Рда. Ясно также, что если кольцо 1Г Рд5, то ну­
левой модуль (О, 1₽)^Р|г. ь где Рг. Значит, из условия 6) 
леммы 1.1 следует, что для любого / £ /, (/-модуль
(Д*. П) -(О . . у Д/ ХОХ • Г.л (/,) <= ((П՝ А. > /,) > Г/ Д/(

(П< и/хи.^х П<£Л)), 
/>»

где Д, = 0, если у ¥= /, принадлежит предмногообразию Р<\ь £5. Так 
как Рг.ь — предмногообразие в категории ЭХу правых (/-модулей, то 
прямое произведение (рассматриваемое в категории ЭХс) этих всех 
С՛-модулей Д ' также должно принадлежать предмногообразию Рс. (.£•$. 
Очевидно, что это прямое произведение совпадает с модулем (Д, (/) — 
= (ПГД,, IIх (Л). Значит, модуль (Д, (/)(;Р(5). Лемма 1.2 дока-*<•/ • и ■ II1X11
зана.

Из этих двух лемм следует
Теорема 1.1. Любое предмногообразие Р категории ЭХ одно­

значно определяет согласованную систему предмногообразий 5. 
Каждая согласованная система прг дмногосбразии 5 однозначно 
определяет пред.многообразие Р (5) в категории ЭХ. Эти сопостав­
ления — взаимно обратные. ‘

Пуст.. X, ֊ ;р;", \и± РДО и X- ։Р12',.,|У. РЙ1-ДВС ССП. 
Возьмем некоторое кольцо • Р ч, и рассмотрим полную подкате­
горию Р^-'ц 1 категории ЭХи, порожденную всеми трми (/-модулями 

( Д, И), для каждого из которых существует по крайней мере одна
такая точная последовательность
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(В, и) (С, 1Г),

что (В, И € Р'л'а (С. '.И € Р',!’где Р',-', 5., а
Когда (У пробегает нее Р -Р'(’, мы получаем систему

5։>2- (ру \иер<£.рэд

полных подкатегорий категорий ЭДс. С другой стороны, произведение 
предмногообразий Р(5() и Р (5.) является предмногообразием н ЭД, 
поэтому существует такая ССП 5, что Р (5։) Р (52) — Р (5։. Из по­
строения системы 5։,з и определения произведения предмногообразий 
следует, что системы полных подкатегорий 5 и 5». 2 совпадают. Так 
как 5—ССП, то и 5,.2— ССП.

Предложение 1.1. Произведение двух предмногообразий 
Р (5։) и Р (.$։) категории ЭД определяется по формуле Р (5։) \ 
ХР(52) = Р (5,,2).

Пусть У — класс групп. Тогда 5У есть класс всех подгрупп, 
СУ есть класс всех декартовых произведений У — групп, С0#У класс 
всех групп, аппроксимирующихся У-группами.

Если У — произвольный класс групп, X (У) — порожденное им 
предмногообразие, то X (У) = 5СУ — Со/?-ЛУ.

Лемма 1.3. Совокупность всех предлгногообразии категории 
абелевых групп не является множеством.

Доказательство. Известно, [4], что для всякой бесконеч­
ной мощности гп существует 2т неизоморфных подпрямо неразлагаю­
щихся абелевых групп без кручения, каждая из которых имеет мощ­
ность ш. Выберем для каждой мощности т абелеву группу /4т тако­
го вида и рассмотрим предмногообразие X (/4т), порожденное этой 
группой. Пусть мощность т п. Так как X (Ат) Со£-5[Дт], то 
каждая X (Дт)-группа аппроксимируется подгруппами группы -4т. а 
так как А„— подпря.мо неразлагающаяся абелева группа, мощность 
которой больше мощности группы /4т, то группа Ап X (/4т). Полу­
чили, что X (4т) ¥= X (/4П). Лемма 1.3 доказана.

Теорема 1.2. Совокупность всех предмногообразий катего­
рии ЭД не является множеством.

Доказательство. Пусть Ь некоторое предмногообразие 
категории абелевых групп, а (0*—тривиальное предмногообразие ка­
тегории Аб. Рассмотрим согласованную „систему“ предмногообразий 
1ЭДо. ь|О£ |О !, где] ЭДо, ь — это совокупность всех тех О-модулей 
А, для которых абелева группа А Ь. Очевидно, что для различных 
предмногообразий Ь категории АЬ получаются различные предмно- 
гообразия категории ЭД выше рассмотренного вида. Из леммы 1.3 
следует, что теорема 1.2 доказана.

Рассмотрим теперь многообразия категории ЭД. Если предмно­
гообразие Р категории ЭД является многообразием № категории ЭД,
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то вместо системы предмногообразин 5 Р(\ l|(7£Pa* мы получим
систему многообразий 5 — JN v г .(,»». l («) IU £ Т\ (см. [1], доказатель­
ство теоремы 2.2), где L (л) (п — неотрицательное целое число) 
многообразие категории АЬ, определяемое тождеством пх О, Т и 
Т такие многообразия категории As, что Т Т Г) Т (п). где Т (л)— 
многообразие категории As, определяемое тождеством пх — О, И; (U)- 
значение вербала V г многообразия Т' на кольце U, a Nиr (t/>. l<«> 
((/£ Т) — ограничение по многообразию L (л) многообразия Nvr(L’j ка­
тегории определяемое идеалом Ку (U) кольца U. Очевидно, что 
полученная система многообразий удовлетворяет условиям а) и б) 
леммы 1.1.

Пусть б: U — W— гомоморфизм колец. Тогда для любого моду­
ля (Д, ('՛) подмодуль (Д Кег Кег 0) является идеалом ([1], § 1) это­
го модуля, поэтому наряду с каждым модулем (A, U) мы можем 
рассматривать также и фактор-модуль (>4 А • Кег 0, U Кег €՛) модуля 
(А, U) по идеалу (Л • Кег 0, Кег 6). I

Лемма 1.4. Система многообразии S= (ЛЛ'у (t ’), l (л)|(7 6 Т) кро­
ме условии а) и б) леммы 1.1 удовлетворяет еще н условию в) если 
L'-мпдуль A Nrr (Г), l м), ме Nr7 (с). t (Л) £ S и (/--♦ If являет­
ся сюръективным гомоморфизмом в категории As, то модуль 
(Л A KerO. U Кег 6) принадлежит многообразию Nrr ((/ Кег 0), L (л)£

(ясно, что кольцо (//Кегб£Т). |
Доказательство. Пусть модуль (Д, (/)£ N гг (£,'), 1 (л» и 

Ь: U — lfz—гомоморфизм „на“ в категории As. Тогда модуль (A, 
£ N. поэтому фактор-модуль (Д/Д Кег 0, (//Кег 0) также принадлежит 
многообразию N как эпиморфный образ модуля (A, U) при естест' 
венном эпиморфизме. Лемма 1.4 доказана.

Систему многообразий 5= |Ni r. (U). l (Я)|(/^Т|, удовлетворяю-
щую условиям а) и 6) леммы 1.1 и условию в) леммы 1.4, назовем со­
гласованной системой многообразий (ССМ).

Пусть 5= (Г), ь Т) —некоторая ССМ. Рассмотрим
полную подкатегорию № (5) категории ЗХ, объектами которой являют­
ся всевозможные модули (Д, (/) £Миг (<;), с („>» при всевозможных 
(/£Т. ]

Лемма 1.5. Полная подкатегория И <5) категории порож­
денная согласованной системой многообразии 5, является многооб­
разием категории 9Х.

Доказательство. ССМ является ССП, поэтому в силу лем­
мы 1.2 подкатегория М (5) замкнута относительно подобъектов и пря­
мых произведений. Покажем, что она замкнута относительно кои­
деалов.

Пусть модуль (Д, (7) (.$’), то есть (/-модуль Д^ЬЬу. ((. )а Кл>»
где И(г>։ цЛ)£5', а 0Д, 0):(Д, (/)—♦((?, И)—нормальный эпиморфизм 
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р категории ЭД, то есть гомоморфизм „на“ (см. [ 1 ), предложение 1.5). 
Гомоморфизм fi : U > IF — гомоморфизм .на", поэтому фактор-модуль 
(Л/Л-KerO, 7//Kerû) принадлежит многообразии։ Nir.(i i «-г »> l <«• 
в силу согласонанности системы S, и существует изоморфизм

(//Кет 6 — IF. Рассмотрим модуль (Я , U Кег 0) (В, L//Ker г>) и 
отображение (<*, 1): (Л/Л Кег в, 7//Кег —► (В, U Кег ‘0, которое пе­
реводит всякий элемент (афЛ КегО)£Л Л Кег 0 в элемент а В, а 
на кольцах действует как тождественный автоморфизм. Отображение 
, определено корректно, так как легко проверить, что Л • Ker^ÇKer б А . 
Очевидно, что отображение (ф, 1) является гомоморфизмом „на“ в ка­
тегории ЭД и, даже более того, является гомоморфизмом „на“ н кате­
гории ЭД/ Kvrk. Поэтому, так как Ü Кег 6 модуль Л Л-Kerû принад­
лежит многообразию N\г. (< кег»), l (.«» категории Тбк«», то U Кег 0- 
модуль В также принадлежит многообразию N гг ц l (П . Модуль 
(В, IF) — (В _| । IF), поэтому модуль (В, IF ) £ Nv, <г>. ци>, где 
Ni г (W;.l (я) С •$. Лемма 1.5 доказана.

Из этих двух последних лемм следует
Теорема 1.3. Любое многообразие N категории ЭД однознач­

но определяет согласованную систему мно\ообразии S. Каждая со­
гласованная система многообразий S однозначно опр? геля ՝т мно­
гообразие N (5) в категории ЭД. Эти сопоставления взаимно об­
ратные.

Замечание 1.1. Пусть и — неотрицательное целое число, а Т 
и Т' — такие многообразия категории As, что 7 Ç 7 П 1 1 п). Обозна­
чим через N (п, Г, Т') многообразие категории ЭД, определенное 
тройкой (п, 7՝, Т') (см. [1], § 2). Из доказательства теоремы 2.3 ра­
боты [1] видно, что формулу умножения многообразии категории Л' 
можно записать и в такой форме
К (п:, Л, Г։) 1Ч(п., Л, Г.) = М (п^,, ЛЛ, г, Т(п.,)П л Т, Т{ПХ) п 

п[Гр т\ г21 пл Г,).
А А А А

Напомним, что (Г։, Г2], где Г։ и 7г — некоторые многообразия ка­
тегории Ав, это то многообразие категории А$, чей вербал I • 

определяется равенством
и. .,(£/)= П* (иу-у.Щ), I Г|. 711 /1

где И» и К* —вербалы многообразий Г։ и Т., а О— любое ассоциа- 
* * _ ,

тивное кольцо. Когда п։ или п ,, или же оба они одновременно равны нулю, 
то есть когда задаваемое ими многообразие абелевых групп совпадает 
с АЬ' (в работе [1] этому случаю соответствовал индекс п оо, однако 
обозначение п 0 лучше, так как ясно, что 7 (О) = А5>, удоонее пользо­
ваться этой новой формой записи формулы умножения многообразий ка­
тегории ЭД. В этой записи вместо Т(</), где <7—наибольший общий дели­
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тель чисел л։ и п2, стоит Т (п։), опущен член Т так как из усло­
вия Т\ С Т (П։) следует, что всегда 7 \ Т (л.) С Т (л։) Т (л2) = Т (л։л.) 
([2|, стр. 218). Из следствия IV.6.10 (см. 19], стр. 237) и из опреде­
ления бимногообразия (см. [1|, стр. 232) следует, что если в произ­
вольной категории брать произведение трех многообразий, третье из 
которых является бимногообразием, то в этом случае операция умно­
жения многообразий будет ассоциативной. Так как Т (пх) — бимного­
образие в категории Ав, то

(Г, Г2) Г(л։) = Г, (7'2 Т (п,)) ■= 1\ Т, ТМ.
Обозначим группоид всех многообразий категории ЭХ через Сг(ЭХ). 

Это группоид с нулем И (0, Т (0), Т (0)) — И (0, Аб, Аз) = ЭХ и еди­
ницей NO, Г(1), Г(1)) = |(О, О)|. I

Пусть № — некоторое многообразие категории ЭХ. Тогда X — 
= № (п, Т, Т) (см. [1], теорема 2.2),

Определение 1.1. Многообразие X категории ЭХ назовем на­
сыщенным, если из того, что модуль (/4, а 0: № — и являет­
ся нормальным эпиморфизмом в категории Аз, следует, что 1Г-мо­
дуль До также принадлежит многообразию X (см. [3], стр. 92 и 101)-

Теорема 1.4. Многообразие И (л, Г, Т ) кат ?гории ЭХ являет­
ся насыщенным многообразием тогда и только тогда, когда Т=А&. 
Существует взаимно однозначное соответствие между всеми па­
рами (г, 7՜) (л — неотрицателг>ное целое число, о Т —такое много­
образие категории Аз, что 77’ (л)), и всеми насыщенными мно­
гообразиями 14 (л, Аз, /) категории ЭХ.

Доказательство. Если многообразие 14 (л, Т, Т) насыщен­
ное, то так как нулевой модуль (О, О) принадлежит этому много­
образию и для любого ассоциативного кольца I/, гомоморфизм и — 0 
является гомоморфизмом „на*՛, получаем что для любого ассоциатив­
ного кольца и модуль (О, 6')(;Ы(л, Т, Т ). Значит, Т = Аз. Обрат- л
но, если модуль (А, (т, Аз, Т) и б: И7 — • 6/ нормальный эпи­
морфизм в категории Аз, то модуль (До, М7) также принадлежит 
многообразию X (т. Аз, Т), так как из существования коммутатив­
ной диаграммы

\л/----- ------ и
б~ би

V» (№) у՜՛19’ - У^и.)

следует, что для любого а - А и для любого I ( Н7), аои» — а- 
• (и»б) = а- (и» 1А (б)) = 0. Вторая часть теоремы следует из предло- 
жения 2.4 работы | 1 ]. Теорема 1.4 доказана.

Следствие. Для насыщенных многообразий, соответствующая
•система кольцевых тождеств пуста. Значит, насыщенные многообра- 
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зля — это классы модулей, задаваемые одним 1 лишь наборами битож- 
деств (см. [3], стр. 103 и [1], стр. 218).

Теорема 1.5. Произведение любых двух насыщенных много­
образии И (лр Ав, Т։) и 14 (п.,, Ав, Т2) язля?т:я насыщенным мно­
гообразием, которое определяется по формуле

14 (л։, Ав, Т։) 14 (л2, Ав, Т2) = 14 (л։л2, Ав, Т,Т (л2)).
Доказательство. О ։евидчэ, что многообразие Ав является 

нулем группоида всех многообразий ассоциативных колец. Поэтому 
из формулы умножения многообразий ^категории ЭД следует, что 
Т.Т (л,) П АвТ2Т (л։)П[Тр А$-Т2]Г|Ав ■Ав = Т1Т (л,),։так как кз того, 
что АвС[Тп Ав][см. [1], стр. 230], следует, что [Тр Ав] — Ав. Тео­
рема 1.5 доказана.

Следствие 1. Насыщенные многообразия категории ЭД обра­
зуют подгруппоид Зе (ЭД) с нулем 14(0, Ав, А8) - ЭД и правой еди- 
дицей 14 |1, Ав, Т (1)) в группоиде всех многообразий Иг (ЭД) этой ка­
тегории. Этот подгруппоид является дг։усторонним идеалом в 6г (ЭД).

Следствие 2. Так как для любых двух многообразий Т, и Т 
категории Ав, 14(0, Ав, Т։) 14 (о, Ав, Т2) = И (0, Ав, Аз), то в груп­
поиде 6г (ЭД) многообразия вида N (0, Ав, Т) образуют двусторонним 
идеал с нулевым умножением. Значит, в группоиде 'зг (ЭД) имеются 
делители нуля и нильпотентные элементы.

Теорема 1.6. Подгруппоид Ле (ЭД) является полугруппой.
Доказательство. Достаточно показать, что если П(т„ 

Д.% 7'։) и М2 — П (т2, Аз, 7*2) два нж ыщенных многообразия, то для 
любого модуля (/4, И) значение вербала Ид-, (1/л, (Д, 7/)) является 
идеалом в модуле (Д, (/) (см. [9], стр. 237). Действительно, вербал 

1/Л։(Глг,(Д, £')) = Ил-(ли։Д4-Д-Р'г,(6/), 0) = (т2лп։Д4.тгД Иг.(И, 0) 
(см. [1], предложение 2.5). Теорема 1.6 доказана.

*
Лемма 1.6. Если любое многообразие N (л, Т, 7 ) категории 

ЭД умножить справа на любое многообразие вида Л (1, Т. 7~(1>), 
то соответствуюгщие тройки перемножаются покомпонентно, 
то есть N (л, Т, Г) Л(1, Т, r(l))=/V(n, ГТ, Г).

Доказательство. По формуле умножения многообразий ([1], 
теорема 2.3), мы получим выражение

Г Г(1)П 7 - Г (1) Т (1)П[Г, Т Г(1>] п т г;
которое равняется Т , так как 7 (1) -единица группоида многообразии 
категории Де, Г С Т и [ Г, Г] 5 Г.

Лемма 1.6 доказана.
В конце замечания 1.1 указывалось, что если в произвольной ка­

тегории брать произведение трех многообразий, третье из которых 
является бимногообразием, то в этом случае операция умножения мно- 
гообразий будет ассоциативной. Возникает вопрос, а как будут обсто-



Г. Г. Эмин220 «Г ' —"
ять дела, если бимногообразие брать в середине, или же в начале 
произведения? Будет ли в этих случаях ассоциативность? Мы пока՝
жем, что это не так,-что если даже на первых двух местах стоит одно 
и то же идемпотентное бимногообразие, то все равно, в общем случае 
ассоциативности не будет.

Известно, что М (0, 7(1), 7(1)) идемпотентное бимногообразие 
в категории ЭД ([1], § 3).

Предложение 1.2. [14(0. 7(1), 7(1))А(0, 7(1), 7(1))]. 
-Л<(1, /45, 7(1))/= N (0, 7(1), 7(1)) -[Ы (0, 7(1), 7 (!))• А (1, Д$, 
т (1))].

Доказательство. В силу леммы 1.6 и формулы умноже­
ния бимногообразий ([1]։, теорема 3.2), левая часть этого выражения 
равна (0, Дз, 7 (1)). Мы показали, что /V (0, 7(1), 7(1)) И (1, Дз, 

7 (1)) = Л(0, Ав, 7(1)). Значит, правая часть нашего выражения рав­
няется АДО, 7(1), 7(1))-АД0, Дз. 7(1)) = А(0, Дз, 7), где 7' = 
= 7(1) 7(0) Г) 7(1)-7(1)-7(0) П.| 7(1)-- 7(1)/- 7(1)| Г) 7(1)-Дз = 
= [7(1), 7(1)]. Так как существует такое кольцо 7/, что и ֊ С/2, то 
вербал Игл), гр,) (£/) = г<։>(^)‘ Кг(П (£/) = и• и =/ и = Иг ц» (£/). 
Это означает, что многообразие [7(1), 7 (1)] ֊ 7(1). Значит, много­
образие А(0, Де, 7 (1)) =/= /V (0, Дз, [7(1), 7(1)|) ([1], предложение 
(2.4). Предложение 1.2 доказано.

Следствие. Умножение многообразий категории ЭД не ассо-
циативно.

В силу следствия 2 теоремы 1.5, для любых двух насыщенных 
многообразий ЛД0, Дз, 7։) и N (0, Дз, 72) нида /V (0, As,7) и для 
любого многообразия N (л, 7, 7 ) категории ЭД имеет место равен­
ство ЛД0, Дз, 7։) К(п, Г, Т ) • А(0, Дз, 73) = АДО, As, Дз) = ЭД՛ а
Более того, для любого насыщенного многообразия N (п, As, 7),

N (п, As, 7)ЛД0, As, T)^N(Q, As, As),
то есть насыщенные многообразия вида Ь' (0, Дз, 7) являются пра­
выми делителями нуля полугруппы 8е (ЭД). Из сказанного выше сле­
дует. 1

Теорема 1.7. Ни группоид С г (ЭД) ни полугруппа 8е (ЭД) 
не я вл я юте я свободными.

Мы уже рассматривали некоторые свободные коммутативные 
подполугруппы группоида О (ЭД) ([1], теорема 3.3). Рассмотрим еще 
дне такие подполугруппы. Я

Рассмотрим все насыщенные многообразия нида Н (и, Дз, Т (л)), 
где л неотрицательное целое число. ОЬ И (и, Дз, Т (п)) — {(Д, 
и)\па 0, для любого а А}, так как для любого элемента о^Д и 
любого элемента и и, равенство а (пи) = 0 выполняется автоматиче* 
-ски в силу того, что а (пи) = (па) • и ~ 0 и = 0. Нетрудно проверить, 
что насыщенные многообразия выше рассмотренного нида образуют 
свободную коммутативную полугруппу с формально присоединенными 
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нулем .V (0, /45, Т (0)) и единицей .7(1, Дз, Т ())), свободными обра­
зующими которой являются насыщенные многообразия вида /V (р, Аз, 
Т (р))> Р—простое число. Эта полугруппа изоморфна мультиплика­
тивной полугруппе всех неотрицательных целых чисел. Из формулы 
умножения следует, что эта полугруппа является правым идеалом в 
5е(ЭД)-

Легко проверить, что многообразия вида IV (1, Т (к), Т (1)), где 
к 1, 2, • • •, образуют свободную коммутативную подполугруппу в 
£г(ЭД) с формально присоединенной единицей Л (1, 7'(1), Т (1)I, 
свободными образующими которой являются многообразия вида /V (I, 
Т (р)> Т (1)), где р —простое число. Эта полугруппа изоморфна муль­
типликативной полугруппе всех натуральных чисел.

Рассмотрим теперь все насыщенные многообразия вида N (п, Аз, 
Т(т)), где т—делитель п, если п — натуральное число и т любое 
натуральное число или нуль, если п =0. Легко проверить, что все на­
сыщенные многообразия такого вида образуют подполугруппу в по­
лугруппе 5е(ЭД). Эта подполугруппа является правым идеалом в по­
лугруппе 5е (ЭД). Она изоморфна мультипликативной полугруппе всех 
пар (п, т), где пит удовлетворяют тем же условиям, что и выше 
и для любых двух пар (пп т^ и (и., т,) мультипликативная опера­
ция определена следующим образом: (и։, т։)-(п2, т2) = (п։п2, т։т>). 
Очевидно, что эта подполугруппа не является свободной и что пра­
вая единица М (1, Аз, Т (1)) не являетея в ней единицей.

Замечание 1.2. Если произвольное многообразие N (п, Т, Г) 
умножить слева на любое насыщенное многообразие К' (т, А$, Т), то 
многообразия Т и Т никакой роли не будут играть в этом умноже­
нии, так как из формулы умножения многообразий следует, что

И (т, Лх, Т)-7У (п, 7, 7’ )= /V (тп, Аз, Т- Т (п)).

Отсюда следует, что Сг (ЭД) не является группоидом с левым сокра­
щением. Кроме того, нетрудно проверить, что для любого бимного­
образия /V (т, Т (т), Т (т)) ([I |, § 3), М (т, Г (т), Т՝ (т)) •/V (п , 
Д$, 7’ (п)) = И (т, А з, Т (т)) - № (п, Аз, Т(п)) = М (тп, Аз, 7’ (тп)). 
Значит, Сг (ЭД) не является также и группоидом с правым сокраще­
нием. Заметим еще, что М (п, Аз, Т (п>) • ТУ/ (т, 7 (т), Т (т)) .V (п, 
Аз, Т (п))՝ № (т, Аз,Т (т\)= К (тп, Аз, 7՛ (тп)).

Предложение 1.3. Для тою чтобы многообразие /V (п, 7, 7 ) 
было идемпотентом в группоиде 6г (ЭД), необходимо и достаточ­
но, чтобы оно или было вида 77(1, Т7’(1)) или же вида Л (0, Т, 
Т), где в обоих случаях Т идемпотент в группоиде всех мно­
гообразий категории Аз.

Доказательство. Из формулы умножения многообразий вид­
но, что для того чтобы многообразие /V (п, 7, Т) было идемпотентом 
в группоиде вг (ЭД), необходимо, чтобы п ֊п, то есть чтобы п=1 
или же п =0.
849—5
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Пусть n = 1, тогда Г'= Г (1), так как Г Ç Г(1)= {0{. В силу 
леммы 1.6 (N (1, Т, 7(1)))2 = N (1, 7՜, 7(1)). Значит, многообразие 
/V (1, 7, T (1)) тогда и только тогда идемпотентно, когда Т2 — Т.

Пусть л = 0. Тогда имеем многообразие нида N (0, T, Т ), где 
7'С Г. Из условия А(0, 7, Г)=(^(0, 7, 7'))г = А(0, 7', 7) 
получаем, что для того чтобы многообразие Л' (0, 7, Т') было идем, 
потентом, необходимо, чтобы 7՜ = Т. В силу формулы умножения 
многообразий категории ЭД имеем, что

7’ = Г-Г(О)ПГГ-Г(О)П[Г, 7-Г]пГ֊=[7', 7-7]п72= 

= [ 7', Т- Г] П т,

так как Г՜ = Т. А из неравенства | Т', Т- Г']^_ 7- Т' 5 7’ получаем 
что Т—Т. Из условия /V (О, 7, 7')=А(0, Т’, Т) и из предложения

А

2.4 работы [1] следует, что 7*=Г=7. Получили многообразие вида 
И (О, Т, Т). Предложение 1.3 доказано.

Следствие 1. Единственным нетривиальным идемпотентом в 
полугруппе В (՝Д) вгех бимногообразий категории ЭД ([1]., § 3), яв­
ляется бимногообразие Ы (О, Т (1), Т (1)).

Следствие 2. Единственным нетривиальным идемпотентом в 
полугруппе 5е(ЭД) всех насыщенных многообразий категории ЭД, яв­
ляется ее правая единица И (1, Ав, Т (1)).

В работе [1] доказано, что для любых многообразий № (лп Т։, Т։) 
и N (л2, Т2, Т2), И (л։, Тр Т։)(п2, Т2, Т2) = И («։л2, Т։ Т2, Т։ Т ). 
Значит, многообразия нида ТУ (п, Т, Т) образуют подгруппоид Г (ЭД) 
в О (ЭД). I

Предложение 1.4. Г (ЭД) П 5е (ЭД) = |ЭД ,.
Доказательство. Если многообразие /V (п, Г, 7) £ 5е (ЭД), 

то в силу теоремы 1.4, Т — Дх, а так как 7С Г (л) ([1], замечание 
2.2|, то это возможно лишь тогда, когда п = 0. Значит, № (л, Т, Т)~ 
— Л/(О, Д$, Д$) = ЭД. Предложение 1.4 доказано.

Следствие. В(ЭД)П5е (ЭД) = |ЭД).
Предложение 1.5. Для того чтобы многообразия 7։,

7։) и /V (п2, 7,, 7?} коммутировали, необходимо и достаточно, 
чтобы 7, 72 = Т2 7\ и Т\ Тх Т2 Т (</) Л[ 7р Тх 72] Л Л 72 =
= Т. 7 (л։) П Т, 7\ 7 (</) Л [ 7?, Т2- 7։] Л Т2- Тх, где <7 - наибольший об 
гиигг делитель чисел пх и п2. Если л։ или п,, или же они оба раян* 
нулю, то вместо 7 (</), в левой части равенства надо подс/панн/ли 
7 (л։), а в правой части Т (лг). I

Доказательство следует из формулы умножения многообразий I 
категории ЭД и из предложения 2.4 работы [1]. I

Следствие 1. Для того чтобы коммутировали насыщенный 
многообразия И (лр Д$, Гх) и И (л2, Д:», 72), необходимо и достаточ I 
но, чтобы 7։ 7 (л2) = 72 7 (л ). I



Предмногообрааия, группоид многообразий 223

Следствие 2. Для того чтобы многообразия № (п1։ Т։, Т,) и 
(п2, Т.„ Т2) группоида I (УХ) коммутировали, необходимо и доста­

точно, чтобы Г։ Тг = Т.,Т}.

§ 2. Бикате горные структуры

Известно, что совокупность всех бикатегорных структур в кате­
гории ассоциативных колец не является множеством (см. [6], теоре­
ма 1).

Т еорема 2.1. Совокупность всех бикатегорных структур в 
категории УХ не является множеством.

Доказательство. Возьмем в категории Аз некоторую бика- 
тегорную структуру (Аз, Е\я, Мц,) и построим по ней бикатегорную 
структуру (УХ, £^, в категории 90?.

Пусть (зд, ©у): (А, (У) —* (В, I/) — любой морфизм категории 30? 
и ?(г =* °։1 ($: ♦ 11^, ц: —*> И) — допустимое разложение кольцево­
го гомоморфизма © в бикатегорной структуре (Аз, £д։, Л/А,).

Рассмотрим диаграмме'
(Ч>*.Фи)

с А ,Ц)-------------------- - < Ь»V)

(Т,8) (1,н

(1т Фд 4֊ 1пзФа >\Л/, )Л/)

(2.1)

я всякого (и. <р , р а •А

где 1т <рА + 1т ©А о Ц7 — это И^-подмодуль И^-модуля £•>, порожден­
ный подгруппой 1т ©А, гомоморфизм ~ переводит любой элемент а£А 
в элемент а»д £ 1>п , /-вложение подгруппы 1т — 1т груп­
пы В в В. Покажем, что пары (”, 9) и (/, р) являются морфизмами 
категории УХ.

Для всякого а^А и для всякого и^иу (а и) "
= (а?д)-(«?у) = а?д (ц9) и = ауАо иЬ = а* о иб.

1т + 1т ։,о и для всякого

1” ч 11/|((<։։®а 'Ьа?дош) о ш] / = (а։©дош -р а©д о шш)/—а.©д ою-р с©до«՝ш =

: (<։։?а)-(«> Р) + (а ?д ) («ио) р = (а։?д)(«> р) 4՜ (а? д) • Р«р) • (ш н) =
= [а։ ©д 4֊ (а ©д ).(юр)].шр = (а։Фд 4֊ а уд о «>) / • <» р.

Очевидно, что диаграмма (2.1) коммутативна. Мы получили, что 
любой гомоморфизм (©л । ) категории 9Х разлагается в произведе­
на (?д, ©, ) (-, б). (/, ц), где ©а=бр —допустимое разложение
Морфизма ©у в бикатегорной структуре (Аз, £л», Л/д։)- Покажем, что 
получили бикатегорную структуру (УХ, в категоРии
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Очевидно, что (/, u) £ Mon ЭД. Покажем, что (г, £>)££/>/ЭД.
Пусть даны гомоморфизмы (û, 1^-) и (Z, /ц)такие, что (". û) ( j'/l'iv) == 

= (-, 0)(Z, /.«•). Это означает, что 9>u)=(rZ, 0/д ). Из равенст. 
на 0-ц — 6/ц- следует, | что ։i»tv =/ц-, так как As. По­
кажем, что ù = /. Действительно, для всякого

(a»?4 ?д-г 1m ?Л IF',

4՜ (о?д о <о) 6 =(а։ сЛ) !> 4֊(а?Л)|•(«>») = («i~) ՛? (а՜) ) - Л1к/4-
4-(a"Z) (0‘Xtf ) = (а։?Л) *4-(а?д) Z-.oZtt- = (а^д) Z F (а?д * w) f- -

= (в1?Л4- а?Л о <•>)*. В

Значит, Ф = X. Получили, что (", 6)££/нЭД.
Пусть Ou = рх (р: U -* R, R -* И)— два различных разложения 

морфизма çr (֊ Мог As. Тогда существует такой изоморфизм -колец 
; : 1Г — /?, что Р = (см. [2], определение 1.8.1) и, значит, суще- 

стнует такой изоморфизм

(;, «д,):(1т тЛ 4֊ 1m ?д’* U7, U7) — (1т?Л4֊1т ®Ло R, R),

что (", р) = (', &)(:, Вг).
Ясно, что Iso ЭД С ^ЭД П ^ЭД * Получили, что (ЭД, ) яв-

ляется бикатегорной структурой в ЭД. В
Пусть даны дне различные бикатегорные структуры (Аз, Е'^„ 

Л/՜1.1') и (Аз, £(’>, ЛЛ?՝) категории Аз. Пусть, например, £\։) /?/]).
Не нарушая общности можно считать, что 2ЗД С Е(£. Это означает, 
что существует такой эпиморфизм б £ £*А^, что О с Е'^. Из построе­
ния бикатегорной структуры (ЭД, Е^, М^) по бикатегорной структу- 

,но(0, б)^£$ Iре (As, Æa<, .VA։) следует, что эпиморфизм (О, Û) 4^*»

Аналогичным образом доказывается, что если Л/А1’ =/= М(^, то соот­
ветствующие классы морфизмов М=^= Л/,. Теорема доказана.

Замечание 2.1. Так как категория ЭД является локально ма­
лой бикатегорией с нулевым объектом и с прямыми и свободными 
произведениями, то категория ЭД является биполной категорией с ну­
левым объектом. 1

§ 3. Строгие радикалы и кручения

В работе [12] установлено, что в произвольной категории К 
можно построить общую теорию радикалов в смысле А. Г. Курош* 
[11], если эта категория удовлетворяет условиям I—V работы [ 1-] 
Эти условия выполнены в категории ЭД (см. [1], § 1). При построй 
нии радикала и смысле А. Г. Куроша в категории К выделяете« 
класс объектов, обладающих некоторым свойством R՝, такие объекты 
называются ^-объектами. Мы скажем, что свойство R радикально 
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или определяет в категории К А-радикал, если выполняются следую­
щие условия:

(А) Если 0; В —* А—нормальный эпиморфизм и А — A-объект, то 
и В—А-обьект.

(В) Для каждого объекта А £ К существует A-идеал (А (Л), •» | , 
содержащий все A-идеалы объекта А (идеал (А' (Л), называется 
А-радикалом).

(С) Если [уд, 5 (Л))-нормальный фактор-объект объекта А по его 
А-радикалу (А (Л), р J, то объект 5 (Л) является А-полупростым, то 
есть он обладает лишь одним нулевым А-идеалом.

Из результатов работы [12| следует, что в категории ЭХ свой­
ство R радикально тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет 
условиям (А) и •

(D) Объект А является A-объектом, если для любого ненулево­
го нормального эпиморфизма 9: А —» В, В обладает ненулевым А-иде­
алом.

Мы будем говорить, что свойство А определяет в категории К 
строгий А-радикал, или что А является строго радикальным свой­
ством, если оно радикально и удовлетворяет условию

(Е) А-радикал (А (Л), р J любого объекта Л £ К содержит все 
А-яодъсбекты объекта Л.

Ясно, что в любой абелевой категории каждый А-радикал яв­
ляется строгим А-радикалом.

Пусть в категории ЭХ задан некоторый строгий радикал А. Рас­
смотрим полную подкатегорию 0ЭХ категории ЭХ, объектами которой 
являются все модули вида (О, U). Любые идеалы и любые гомоморф­
ные образы объектов из 0ЭХ сами лежат в подкатегории 0ЭХ, следо­
вательно, (см. [11|, § 6), радикал А индуцирует вполне определенный 
радикал А р в подкатегории 0ЭХ, а это означает, что радикал R оп- 

ределяет вполне определенный радикал Аде в категории As. Все ска­
занное выше остается верным и для подкатегории ЭХ0 категории ЭХ, 
объектами которой являются все модули вида (Л, О), поэтому ради­
кал А определяет вполне определенный радикал Ао в категории АЬ. 
Получили, что

А(Л, О)֊(А„(Л), О) и А(О, 4/)=(О. Ад,(47)). (1)
Из строгости радикала А категории Э.\' следует строгость ради, 

кала Ад, категории Аз.
Пусть (Л', 47')—А-радикал модуля (Л, С ). Обозначим 6 R (I ),

Лемма 3.1. А(47) = Ад։(47) и А0(Л) с А₽((/) (Л).
Доказательство. Рассмотрим нормальный эпиморфизм (0, ,»• 

:(^(О)(Л), А(47))-(О, А(6’)). Модуль (Аа.(Ь)(Л), А (47)) А-радика- 
лен, следовательно А-радикален модуль (О, А (47)). Значит, идеал
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К(С ) кольца и А?д$-радикален, поэтому R (1У)С2. /?А։ (1У). Обратное 
включение следует из того, что модуль (О, является А-под-
модулем модуля (Д, /7), поэтому этот модуль лежит в радикале 
R (А, С!) (и'»(Д)» R (47)). Вторая часть леммы доказывается ана­
логичным образом. Отметим, что отображение (1, 0):(Ад> (Д),/? (47))֊*
-•(/?#<() (Д), О) не является полулинейным отображением, если дей­
ствие кольца R (!У\ на абелеву группу А/?р)(Д) не является нуле­
вым. Лемма 3.1 доказана. (

Замечание 3.1. Там, где будет ясно, что и—кольцо, мы все­
гда вместо Л>д5(С’) будем писать R ((У). 1

Замечание 3.2. Рассмотрим полную подкатегорию ЭХ0 модулей 
с нулевым действием кольца. Такие модули будлм обозначать (Д, 47),г 
Так как в случае модулей с нулевым действием кольца отображение 
(1, 0): R ((Д, 47)О1—(А/?(Г) (Д), А (4Л )0 — (А/?(г) (Д), 0) является нор­
мальным эпиморфизмом в категории ЭХ, то (Д) £= Ro (Д)• Сле­
довательно, в случае модулей с нулевым действием кольца, R ((Д, 

=(/?о(Д), R (1У))0. I
Лемма 3.2. Для любою модуля (Д, 47),

/?(Д, 4/)=(/?₽ю(Д), R(U)) = R(AtR(U)) = R(RR^U}^AY 1У) =

= В^иДА), R (У)). (2)
Доказательство. Радикал R — строгий, следовательно из 

включения R (Д, R (47)) (А, R (47)) С (А, (У) следует, что R (А,
R (47)) с А (А, и). С другой стороны, R (Д, 47) (А), R (47))
является А-подмодулем модуля (Д, R (47)), следовательно, R (Д, 47)С 
£= R ( А, R (47)). Значит. R (Д, (У) = R (А, R ((У)). Аналогичным обра­
зом доказывается, что R (А, 1У)^ R (Кщщ (А), (У). Лемма 3.2 дока­
зана. • ; .'л I

Покажем теперь, что для любого ассоциативного кольца 47, 
строгий радикал R категории ЭХ индуцирует вполне определенный 
радикал в категории R (4/)-модулей ЭХ/гцч. Именно, скажем, что 
правый R (47)-модуль А А1/г(г,-радикален, если (Д, R (1/)) — А-ради- 
кальный объект категории ЭХ. Проверим, что свойство А/?(г) действи­
тельно радикальное. |

(А) Пусть 0: А — В является нормальным эпиморфизмом в ка­
тегории ЭХл>(О и R (47)-модуль А А/дс/ррадикален. Так как отобра՜ 
жение (0, 1): (Д, R ([')) — (В, R (47))—нормальный эпиморфизм в ка­
тегории ЭХ, то модуль (В, R ((У)) А-радикален. Значит, В/ци) (В) —В.

(Д) Пусть для любого ненулевого нормального эпиморфизма 
R (47)-модулей >. А —*■ /), R (47)-модуль О обладает ненулевым А^(С>- 
идеалом, н данном случае подмодулем. Покажем, что Вщи) (Д) = А. 
Действительно, пусть (9, г): (Д, R (47)) ֊* (В, 1У) любой ненулевой 
нормальный эпиморфизм в категории ЭХ. Тогда имеем следующую 
диаграмму: /
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(Вя, К( и?

где Вт. превращение И-модуля В в R ((/)-модуль отступлением 
вдоль ". Если &— ненулевой гомоморфизм, то пара (б, 1) является не­
нулевым нормальным эпиморфизмом категории ЭХ/?«), поэтому в 
R (С')-модуле В. существует ненулевой /?/?(<,-модуль С., R {С-, 
R (С )) == (С5п, R (С/)). Рассиэтрлм ограничение нормального эпимор­
физм։ (1. ") па ^-подмодуле (С-, R (£/|). Гомоморфным образом это­
го /^-модуля будет ненулевой /^-подмодуль (С, И) модуля (В, И). 
Значит, (О, О) (С, И) С R (В, I/). Если же Ь — О, то В — О, так 
как О — гомоморфизм „на“. Очевидно, что в этом случае модуль 
{В , В(С’))=(О, R (I )) является ^-радикальным модулем, следова­
тельно его гомоморфный образ (О, I/) также является ненулевым В- 
радикальным модулем. Получили, что для любого ненулевого нор­
мального эпиморфизма (0, -): (4, /?((/)) — (В, И), модуль (В, И) 
обладает ненулевым /^-идеалом. Значит, /?(Д, R (£7) )= (Л, R (£/)), а 
это означает, что В/ци) (Л) = А.

Итак, каждый строгий радикал R категории ЭХ индуцирует впол­
не определенные строгий радикал /?А$ в категории Аз и радика-, 
лы /?,?({,) в категориях ЭХ/дс/), причем для любого модуля (>4. С) 
В (Я, и} = (Вц՝( > (А), R (С/)). Из леммы 3.2 следует, что если

R (6) — 0, то R R а} = R,,,

где #0֊это тот самый радикал категории АЬ, индуцированный ра­
дикалом R категории ЭХ, о котором говорилось до доказательства 
леммы 3.1. Покажем, что полученная система радикалов

|А?д։, RR(U)\R (и)^Аб|
обладает следующими свойствами:

(R!) Для любого R (£/)-модуля А, Д • А? (С) (Д).

(R?) Для любого ^/-модуля А, R«(У» ( А) • I. RR^^ । (А),
(7?3) Если R ((/) —* R ( И) гомоморфизм колец, то для 

R ( И)-модуля А, (А.) С (Д)«

Действительно, первые два условия следуют из того факта, что 
А'-радикал любого модуля (А, Ь) является идеалом этого модуля. На­
помним, (см. [1], § 1), что подмодуль (Д, С\) модуля (А, Г) тогда 
и только тогда будет идеалом модуля (Д, С), когда идеал коль­
ца (У и выполнены включения Д-£/։^Д։ и А^УС-А^. Условие (КЗ) 
следует из существования следующей коммутативной диаграммы (см. 
113], предположение 2).
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(Af.RtUt)- - - - - ——֊ (A,RiV։)
* 1) | и

lR>lü,(A,),R<U>) —(RwAi.R։W)

ГДС i — (Л<), а 3У» — вложения радикалов.
О п р е д е л е н и е 3.1. Систему радикалов JÆa». Æ//(ü)|Æ I U)£ As), 

где A’as строгий радикал в категории As, назовем согласованной 
системой строгих радикалов, если она удовлетворяет условиям (R1) 
(R3).

Теорема 3.1. Пусть» категории ЭХ задан строгий ради­
кал R. Тогда в категории As он индуцирует строгий радикал Ras, 
а на каждой категории ЭХ/?ц », R (U) £ As, индуцирует такие ра­
дикалы Rk (< ), что система строгих радикалов |Æas, Rr(A)\R(1r)£ As 
является согласованной. Обратно, каждая согласованная система 
строгих радикалов ,A?as, Rr,(( >\R (U) 6 As) задает вполне опреде­
ленный строгий радикал R в категории ЭХ, радикалъныгг класс 
которого составляют все такие модули (A, U), что кольцо U Ras- 
кольцо, то есть U ■֊ R (£/), а R (СП-модуль А — Rr<i,a — радикаль­
ный модуль. Сугиествует взаимно однозначное соответствие меж­
ду всеми строгими радикалами категории ЭХ и всеми согласован­
ными системами строгих радикалов.

Доказательство. Первое утверждение теоремы мы уже до­
казали.

Пусть задана некоторая согласованная система строгих радика­
лов А?д», Rrh )R (U) ч As). Покажем, что класс Æ-модулей, о котором 
говорится в формулировке теоремы, является радикальным классом 
для некоторого строгого радикала R категории ЭХ.

(А) Пусть 0): (A, U) — (В, I/) нормальный эпиморфизм и 
(A, С՛)— Æ-модуль, то есть (A, U) = (Rr{U) (Д), R (Cf)). Покажем, что 
(В, И) — R-î одуль. Действительно, 0; U —♦ И — нормальный эпимор­
физм в категории As и кольцо U — Æ.-u-радикальное, следовательно, 
кольцо V является Æas-кольцом, R ( к) = И. Рассмотрим коммутатив­
ную диаграмму

(A,R,U» . (B.RiV֊,)
*s.<> <i,e>

А (А)-модуль Brt, как эпиморфный образ ^//((//-радикального R (£/)-мо- 
луля А, является /0?(1/)-модулем, RR(U)(Brt) = В. Следовательно, из 
условия (R3) получаем, что В Rr(ü)(B<}) El Rr (V)(B) В, то есть 
B-R{V) (В) = В. Значит, модуль (В, I/) является /^-модулем.
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(В) и (Е). Покажем, что для любого модуля (/1, 17) идеал, в 
силу (И1) и (R?), ((с/> (>4), R (17)) является строгим А-радикалом 
модуля (А, 17), то есть надо показать, что этот идеал содержит все 
^-подмодули модуля (Л, 17). Пусть (Я, I/) — А-подмодуль модуля 
(Л, 17). Тогда кольцо И является Ад»-подкольцом кольца 17, следо­
вательно, И - R ( И) С R (£/), так как Ад»—строгий радикал в кате­
гории Ав. Получили, что модуль (В, А (И)) являет­
ся А-подмодулем модуля (/4, R ((7)). Рассмотрим коммутативную диа­
грамму:

1В,М)) ——----- -  ՝А'Д՝и՝>
Н.П ՛’’

(Ав.

где (г, □) — вложение подмодуля (В, R (И)) в модуль (Л, R (17)). В( И)- 
модуль В является А/г( ^-радикальным подмодулем R ( И)-модуля А:, 
следовательно, в силу свойства (КЗ), В (А3) В/ги , (А).
Значит, модуль (В, 17) С (В.р(щ(А), R (17)).

(С) Покажем, что R ((А, 17),^ (Д, 17)) = (О, О). Действительно, 
из R (17/В (17) ) = О следует, что

В(А/Вн1Щ(А), 17/R (17))=^(А/Вк1и) (А)), О) (О, О),

так как если применить условие (КЗ) к гомоморфизму О — R (С ՛), то 
получим, ЧТО ДЛЯ любого R ((/рмодуля А. А0(Д) — ) (Д). По­
этому абелева группа А В.ч (А) А/Во (А). Но абелева группа 
А Ао (Д) — А0-полупроста, следовательно, абелева группа А R/. (Д)
также А0-полупроста.

Третье утверждение теоремы следует из первых двух утверж­
дений, так как сопоставления, которые там указываются, взаимно 
обратные. Теорема 3.1 доказана.

Замечание 3.3. Если в согласованной системе строгих ради- 
калов [Ад։, >|А (17) £ Ая —хотя бы для одного кольца R ( 1Л> все
R ( /^-модули А^ю-радикальны, то для любого кольца А (£/) £ Аб 
все R (£/)-модули А#(Ц)-радикальны.

Выше мы доказали, что для любого R (£/)-модуля А, Rl)(A) с 
— RR^ւ,) (А), поэтому достаточно доказать, что для любой абелевой 
группы А, В0(А)=А. Рассмотрим нулевой гомоморфизм 0: А ( Т ( -О. 
Из условия (ИЗ) имеем, что для любой абелевой группы А, Д — 
~ (До) Ао (Л) С А. Значит, Ао (Л) = Л.

Замечание 3.4. Если в согласованной системе строгих радика­
лов |Ад», А/?«/)|А (4/)£Ав) хотя бы для одного кольца R (V) все 
^(Р)-модули являются А/? (И)-полупростыми модулями, то все абелевы 
гРуппы А являются А’о-полупростыми абелевыми группами.
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Действительно, лю>ая абеленэ группа является А ( И)-модулеи 
если действие кольца R ( И) определить как нулевое, а для любогс 
R ( И)-модуля Д имеем, что Ао (Д) С А\-(Г| (Д) = О.

Замечание 3.5. Зафиксируем некоторый строгий радикал Ал, 
в категории А$ и рассмотрим систему таких радикалов

|Аа„ АЛ(У)| А (7/)^А8|,
что для каждого А (б')-модуля Д, А/^У) (Д) = Д. Легко проверить, 
что эта система строгих радикалов является согласованной.Очевидно, 
что для различных строгих радикалов Адч категории Ав мы будем по. 
лучать различные строгие радикалы категории ЭД.

Определение 3.2. Строгий радикал А категории ЭД называет­
ся кручением (сильно наследственным строгим радикалом), если из 
(Д, R (В, V), где (Д, I}} — подмодуль модуля (В, I/), следует, 
что А(Д, 6/) = (Д, С/), (см. (15], стр. 290).

Описание кручений (сильно наследственных строгих радикалов) 
категории ассоциативных колец дано в работе [7].

Теорема 3.2. Согласованная система строгих радикалы 
Ам, А,9(( | А (С) £ Ав тогда и только тогда является кручением 

в категории ЭД, когда она удовлетворяет следу кипим условиям
(И4) Радикал является кручением в категории Ав.
(И5) Если р: А (7/) С А ( И) - вложение колеи, и R ((7)-люд у ль 

А лежит в R (17)-модуле [А/?(И (А)],, для некоторого R (V)-моду­
ля В, то А = А/?((/) (Д'.

Доказательство. Если радикал А является кручением в ка­
тегории ЭД, то из того, что и֊подкольцо кольца Т" и и R ( Е)
следует, что модуль (О, 17) — подмодуль модуля (О, К) и (О, 7/)СЗ։0.
А ( I/)) — R (О, V). Значит, А (О, 17) = (О, 17), то есть А (17) = 7՛.
Условие (Е4) выполнено. Если же модуль (А, R (7/)) С ([А/?<\> (А)]՛
А (7/)), где р: А (17) С R ([/) — вложение колец, то

(Д, А 17)) С (А/г(И(А), А(И)= R (В, V)
и (А, R (17))—подмодуль модуля (В, V), поэтому А (А, R (7/՝) = (Д> 
А (7/)). то есть А/?(^)(Д) = А. Условие (И5) также выполнено.

Обратно, пусть согласованная система строгих радикалов ( АлД 
А//(/ R ( 7) £ Аь} удовлетворяет условиям (И4) и (175) и модуль (Д-1 
7 ) С R ( А, I ) — (А/г(|) (А), А ( I/)), где (А, 17) — подмодуль модуля 
(А, V ). Тогда 7 является подкольцом кольца И и 17 с А (к), следе ] 
вательно, R ((7) — С, так как Ал» кручение в категории А .. Из уело I 
вия (Д, А(7Л)<= |АЛИ А», R (И), гдг (4, А(7/,) - пэдмэ։у\ь мо| 
дуля (А, И), следует, что А (ТУ)-модуль А лежит н А (7/)-модуле| 
[А/?( и, (А)]где р — вложение подкохьца А (17) в кольцо А(1/). Зн’-| 
чит, из (К5) следует, что А^(։>(Д) = Д. Теорема 3.2 доказана. I

Замечание 3.6. В частности, когда А (7/) = А ( И), из уело I 
вия (И5) следует, что для любого кольца R (и) радикал Ящи) явл«| 
ется кручением в категории ЭД/дц). I

Замечание 3.7. Легко проверить, что если в согласованной! 
системе строгих радикалов, рассматриваемом в замечании 3.5, в ка| 
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честве строгого радикала категории А» мы будем брать некоторое 
кручение категории Ав, то полученная система строгих радикалом бу­
дет определять кручение категории ЭХ.

Замечание 3.8. Если в согласованной системе строгих ради­
калов |/?д։, £/?(/•,(6/) Аб радикал R\։ тривиальный радикал (для 
любого ассоциативного кольца 4/, R (У) — О',, то эта система превра­
щается в пару радикалов R>)\, где Аг,—радик1Л в категории АЬ. 
Зафиксируем некоторый радикал R в категории АЬ и рассмотрим па­
ру !ОЛъ R}, где Од,—тривиальный радикал категории Аз. Эта пара 
опреде\яет строгий радикал в категории ЭХ, так как услония (R!) и 
(ИЗ) для нее выполняются автоматпчгски. а выполнение условия (И2| 
следует из того факта, что для любой абелевой группы А и любого 
эндоморфизма / этой группы / (R (/!)) R (А) (см. [13] и [14]). Оче­
видно, что если в качестве радикала R мы будем брать кручение ка­
тегории абелевых групп, то пара Од», R будет определять кручение 
в категории ЭХ.

Следствие. Совокупность всех стр;гих радикалов категории 
ЭХ не является множеством.

Замечание 3.9. Рассмотрим пару радикалов [0*5, 1 , где 
Од, — тривиальный радикал категории Ав и 1 (/4) А для любой абе­
левой группы А. Эта пара задает кручение R в категории ЭХ. Легко 
проверить, что это кручение удовлетворяет следствию 4.20 работы 
[15], поэтому полная подкатегория ЭХ0 категории ЭХ, порожденная 
всеми А-радикальными объектами, является подкатегорией локализа­
ции. Значит, в неабелевой категории ЭХ существует нетривиальная под­
категория локализации.

Автор благодарен М. Ш. Цаленко, под руководством которого 
была написана эта статья.
Инс гитут математики
АН Армянской ССР Поступила 5.1.1978

■■

IJTI’L. Jiu&LnipjniGLLrp, ptuq Jm^Ln ipjn tfiGtrfi futfj п|н)р I |и|։и։п nuiq|»-

l{UI|[lLrp рП|ПГ FiL r|l l|ritl if Г.1|П1» GL l։|l lpUUlL>|nr|lUl |rilj fw Ji/vni/r/VtJ J

( ГП(ПГ О Ц Ш Ipl ij p fl 4ри‘ J IjUJtnL Ifnpiuuj/l dftit'fj IU rjliuiAlj nifj j/llLbLpfr ,

piv qu UJ Ahn iff J HlbbA pft , pUJtlJu/^LntpfnibLbpft, p ft и tn ftUJ fj/tUj Ш/L pft L !(tuptu qpntpjfliLp

IllUntJiiaju/ipi/uji- ( If и/UI L qnpftnt jft ptUtfJuj'lLntPjniljbLp/l futi p^ftr^p Ifiunnipfuj^p

G G. EMIN P re varieties the g rouppoid of varieties and strict radicals 
in the category of modules over all rings (summary)

The category is considered, its objects are all possible pairs (4, I ) (4 is 
the right U- module over associative ring U) and the morphisms are the pairs of 
homomorph isms J under the condition (a-u) «t֊i ‘wrp

The description of the prevarieties, varieties and Kuroshs strict radicals of the 
mentioned category is given. The grouppoid of the varieties of the category 9X •’ 

studied.
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