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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
հյրս/էքրռթյՈէնր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդված! եր հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա է Մ ա թ I I Ատիկա» ամ
սագրում, հաչվի աոնեյ հետևյալ կանոնները'

/. Հոդվածների ծավայր, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպա /, ական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել րան տեքստի 24 մեքենացրած !.ք)>

Մեկ տսվ ա ղր ա կ ան մամուլը ղերա ղան ցո ղ ծավալով հողվածներն րնղունվ»'մ են հրապարակ- 
ման բացառիկ ղեպքերում' Խմ րաղրակաս էլՈ էե ղի սպի հատուկ որոշմամբւ2. Հողվածները պետք է ներկայացվեն ղրամ եքեն ա ցրված, երկու »րինակող • Ռուսերեն 
(Հայերեն) Ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անղչերեն 
և ոՈէ սերեն յեղուներով,

Օտարերկրյա Հեղինակների Հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպարակվել 
համ ապատասխան (եղվով»

3- Մեծատառ լատինական տասերը, որոեր միանման են համ սնուն փոքրատաոերիե, պետք 
/ րնղղծվ ԼՆ սև մատիտով երկու »լծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու 'քժիկւվ վերևում) 

յունական տառերը պետք Լ ընղղծվեՆ կարմիր մատիտով, ինղեքսները Լրշանցվեն սև մա֊ 
տիտով, իսկ կուրսիվ տաոերր րնղղծվեն ա/իքաձև գծով»

4. Գծաղրերր ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշ^/ո / նրանց 
՞ամարք և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում)

5» ք րականոէթյունր տեղավորվում Լ հողվածի վերշում, րնղ որում, ղրքերի հա քար նշվում 
է' հեղին ակր, ղրբի անունը, Հրատարակման տեղր, հրատարակչությունը, հրատարր կմ ան տա
րեթիվը և էշերը, Հողվածների համար նշվում Լ' հեղինակր, հոդվածի անունը, ամսւ’*ղք> րր, հա- 
մարը և տարեթիվ րւ

0 ղտաղործված ղրա կանու թ յունր նշվում ( քառակուսի փակաղծերում, տեքստի համասլա֊ 
տասխան տեղում»

6. 1/րրաղրոէ թյան Ժամանակ Հեղինակի կո ղմ ի ց ֊կա տ ա րված քիչ թե շատ ղղաի փոփո
խությունները (սրիղինալի նկատմամբ}֊ չեն թույլատրվում»

7. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերաղարՀնելոլ ղեպչ/ոլմ, որպես հող- 
^^^ցմ^ն Ժամկետ Համ արվում է վեյւյնական Հոեքստի ստացման օրըէ

8. լողվածի մերժման ղեպրում Հեղինակին վերացարկվում է ձեոաղրի մեկ որինակր և 
խմրաղրու թյոէնր իրավունք Լ վերապահում չղրաղվել մերժման պատճաոների պարղ ւսբ անում ով»

9, թողվածի վերշում ան'.րաժեշտ / ^եք այն,հիմնարկի յրիվ անունը, որտեղ կատարված 
Լ տվյալ աշխատանքրւ յ /

10. Հեղինակը պետք Լ ստորացրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 աոաևձն ատիպերւ
ևմրաղրությտն հասցեն' Երևան, 0 ա բ ե կ ա մ ո ւ թ յ ան 24, Գիտությունների ակ ա լեմ իա յի Տե֊ 

ղեկաղիր, սերիա օՄ աթ եմ ատիկա ք

{^) Илд.пельстио А11 Лрм. ССР. 1978 г.
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ГО А КУТОЯНЦ

ЛОКАЛЬНАЯ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ 
ДЛЯ ПРОЦЕССОВ ПУАССОНОВСКОГО ТИПА

S 1. Введение

Локальная асимптотическая нормальность (ЛАН) [1] семейства 
мер, отвечающих наблюдениям, позволяет строить асимптотически ло
кально наиболее мощные критерии проверки гипотез [2], устанавли
вать минимаксную границу на риск произвольных оценок |3] и помо՜ 
гает исследовать асимптотические свойства оценок |4]. Поэтому опре
деленный интерес представляет задача получения условий ЛАН д.я- 
различных схем наблюдений в возможно минимальных предположе
ниях. В случае независимых одинаково распределенных случайных ве
личин весьма слабые условия ЛАН получил Я. Гаек [3]. Когда слу
чайные величины независимы и неодинаково распределены условия 
ЛАН сформулированы И. А. Ибрагимовым, Р. 3. Хасьминским [5]. 
Кроме того, и [5] приведены условия ЛАН для наблюдений диффу
зионного процесса с неслучайным коэффициентом сноса. В работе 
автора [6] установлена ЛАН для наблюдений процесса диффузионно՜ 
го типа. В случае наблюдений неоднородного процесса Пуассона в 
работе [7] использована ЛАН семейства мер для описания асимптоти
ческих свойств оценок.

В настоящей работе даны условия ЛАН для наблюдений процес
са пуассоновского типа. Процесс пуассоновского типа—это, грубо го
воря, процесс Пуассона, интенсивность которого сама является слу
чайным процессом. Его называют также процессога Кокса или дважды 
случайным (doubly stochastic) процессом Пуассона [8| и используют 
как вполне удовлетворительную модель ряда явлений в физике, тех
нике, биологии и т. д. [9]. В частности, неоднородный процесс Пуас’ 
сона также является процессом пуассоновского типа. Мы будем при
держиваться терминологии статьи Ю. М. Кабанова, Р. Ш. Липцера, 
А. Н. Ширяева [10|, откуда заимствуем формулу отношения правдо
подобия.

В § 2 устанавливается теорема об асимптотической нормальности 
стохастического интеграла, которая затем используется в § 3 для до* 
казательства ЛАН семейства мер процесса пуассоновского типа, рас՜ 
пределение которого зависит от одномерного параметра 0. Этот ре
зультат распространяется в § 4 на случаи многомерного 6. В § 5 при* 
водятся два примера ЛАН семейств мер. § 6 и § 7 посвящены приме-



К) X Кутоянц

нениям ЛАН к задачам статистики: пронерки гипотез и оценки пара
метрон соответственно.

£ 2. Асимптотическая нормальность стохастического 
интеграла

Пусть Р, Р} — полное вероятностное пространство; [Р», 0; -
неубывающее семейство непрерывных спрана пополненных =-алгебр 
Ре/՜; X пространство непрерывных справа кусочно-постоянных 
функции х= х (/), 0 0} таких, что

х (0) — 0, х (/) — х (( -) 4- (1 или 0)

для всех Подпространство функций из X, заданных на |О, Г],
обозначим Хг. На пространстве X определим семейство з-алгебр 

, / 0 , полагая В- = з х (в), 0 < $ /1.
Определение 2.1. Заданный на вероятностном пространстве 

/, Р] случайный процесс X- X Р<; 1^-0 с траекториями, 
принадлежащими X, называется точечным процессом.

Согласно обобщенному разложению Дуба-Мейера точечный про
цесс X допускает представление

X (/) = А (0 ֊ т (/), I > О,

где т т (/), /•,; / 0 локальный мартингал с непрерывными
справа траекториями, .4 — {А (/), Р/; / ՛> 0՛ натуральный возрастаю
щий процесс, называемый компенсатором.

Определение 2.2. Точечный процесс X с компенсатором А 
называется процессом пуассоновского типа, если при всех Т>0

Г

А ( Г) = | 5 (0 Л, 
</

где 5= }5(/), Р/; ( > 0} — некоторый предсказуемый процесс, назы
ваемый интенсивностью процесса X.

Для процесса пуассоновского типа X справедливо следующее 
(минимальное) представление

т

Л(Г) = | 5(0 г//— п (1), Т>0 

о

с локальным мартингалом п ®,л(0, Р*’, / > 0! и интенсивностью 

Л (/) = Е '5 (/) р/> 0, где з-алгебра Р?= з | X (ь), 0 ч. ([10], 

теорема 5). В соответствии с этим представлением всюду далее сра

зу считаем Р/ Р? и следовательно 5 (/) = 5 (/)» т — п (/), / > 0.



Локальная эсимптотичесюя нормальность

Пусть /«= {/ (f), Fi; ( '3 0}- предсказуемый процесс и 

£1՞ |/(0| '>Н) dt<<*.

и

Тогда можно определить интеграл Лебега — Стильтьеса 

(/(/)</Г (0-=։ [/(«) ЛК(О- \f(>) 5(0 dt

• V •

со следующим свойством:
1

£ I f (П dY(t)=Q.

Если, кроме того, и
г

Е S(t)dt<^,

о

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2-4)

то

/(/)</? (О '= £|7(0’5(П dt.

Центральную предельную теорему для стохастического интегра
ла докажем в так называемой схеме серий. При каждом Т<7 оо счи* 
таем заданным предсказуемый процесс /г= // (/)» Л; 0-С1 Т » 
удовлетворяющий условию (2.4). Вводим стохастический интеграл

С Гг«)е/Г(О.

V 
и

Асимптотическую нормальность случайной величины с параметра 

ми (а, 6) обозначим Л Л^(а, 6).

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия

А—I. С/,(0’5(0Л = А ’’< •

А —II. При некотором '^^>0

Тогда

lim Е ՝fr (f)p ' S (/) <Л “О. 
V у

Z. j С/,(О</У(/) ]=. N(0. Г).
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Доказательство. При каждом Т введем следующие 
объекты:

1) процесс Пуассона Е т\ Т Т -г 1 интенсивности Т
и процесс пуассоновского типа

Л* (/) --= У (О.

2) функции

Л (0=1 Л(0, г
-£=, Г</<Т+1, 
Г т

(О = ри), : т
Г<<< Г4-1,

3) марковский момент

(О’ 5* (/) <У/ 7= ,

4) остановленный стохастический интеграл

"т

Тт = | // (0 (0,
о

где У՝ (•) определяется по X* ( •).
(начала условие А -И позволит нам доказать асимптотическую 

нормальность г1г, а затем с помощью А —I установим сходимость раз - 
ности Гт—т}г по вероятности к нулю, откуда и будет следовать 

асимптотическая нормальность Ет.
Введем случайный процесс

/
(г) = ехр { Д (т) (1У* (-)4֊ 

о г
+ ( Л(’)’ 5’ (-.) </-. |, О < I < Г4-1. ) е R'.

для которого по обобщенной формуле Ито справедливо представление

(/ ) [ехр {/лЛ (е)) - 1] (т)4-

ехр
I

<>•'/; <•)! - ։֊<>/; ь) +

(2.5)
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Возьмем математическое ожидание полученного равенстна при 

/ = хт и придем к

ехр (')

— 1 — if Гт С1)՜*՜
(2-ö>

так как для второго слагаемого в (2.5) выполнено условие (2 4):

л’г
Е I Кг V -)1* [«р 1<՜' Гт (')!-։г •՝>’ (') *" <

< ехр (>.’ а։) Е \ fr Wf 5* <0 <"< х •

о
где мы воспользовались известным неравенством

и определением 'г
С помощью другого известного неравенства

е

равенства (2.6) и условия А II получаем сходимость 

|£ ֊.г (тг) ֊ И < С(г) ехр ' 4 л- ։•’]

0,

О
Следовательно lim £'.г(тг)- 1. По определению :rCf) имеет место

равенство Е <г (~г) — Ч'г (/•) ехр
!, где Тг (>)—характеристи-

веская функция интеграла

— ехр , а так как

, откуда получаем сходимость ч / Г» ’ 

сходимость характеристических функций

эквивалентна сходимости функций распределения асимптотическая

нормальность т(/ доказана.
Далее, для любых положительных а, 

Г4>

6 справедливо неравенство

,, —•j < Г}
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г* ։

: I 5* (О Л (2.7)

где /;л\ — индикатор события В. Вероятность события в правой части 
(2.7) обозначим Р Д|. По формуле полной вероятности

Р\К = Р\А, -г< Т\ +/> сг= Г +Р\А, Т\.

Очевидно Р А, ~т — Т\ =0. По определению марковских моментов

РА,

Р\А,хтут\ = Р з=

т
֊ /г (О5 5 (0 Л •Г>Н-

Следовательно

Р А\<2Р

о

Л (0*5(0 Л-

Но последняя вероятность по условию А -I при Т — со стремится 
к нулю. Теперь сходимость Р |/?г— а —»0 вытекает из произ

вольности а и Ь.

§ 3. ЛАН для одномерного параметра

Пусть задано открытое множество и семейство мер
р а, _ /м1', 9 £ н н(Хг, В,). Будем говорить, что семейство Р Г,ЛАН 

в Н։ если существует такая невырожденная матрица (9) = р (0) "х ** 
что отношение правдоподобия

«/п+тт(։)#
2т(и)=—7,— (Хт), и: $ + ?г(6)и£Н}

допускает представление [5]

-?/ (и)=ехр {(и, &Т(Ь, Хт»--֊ |и|։4-|г (9, и, А»}. (3.1)

где ( , » ) —скалярное произведение и | |—норма в R1' и при Г— оа 

£(ДГ(9, Хт) |Р‘.Г»|Х N(0, ]), (3.2)

/ — единичная матрица размерности к X А,
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(3.3)

В настоящем параграфе устанавливается А АН семейства мер 
(Р’7՜1, 9։ Н'( наведенных в (Хг, В ) реализациями процессов пуассо

новского типа интенсивностей 5/ (9) |5 (9, /), О ( Т\ в слу

5 (6, /)—5 (6, /) = 15 (у, /) <У//

и, Ж՜
и при всех 0 н имеет место

чае одномерного множества н = (я, 3)а Д’1.

Обозначим Е>, (•) математическое ожидание по мере 5(0,/) — 
= 45 <°֊ о.

<79
г ,

и всюду далее считаем интенсивность 5 (0, /) при п.в. / 0 положи
тельным с вероятностью 1 случайным процессом.

Введем условия на семейство интенсивностей 5г (9), 9£н .

При всех 9, 9 £ н и Т со

1.1 5(9, п

В-П. Случайная функция 3(0, /), Пр։1 почти всех / ^>0
абсолютно непрерывная по 0, т. е. с вероятностью 1

г

и
В —П1. При всех 6 ~ н

Рч — Нт ® Т (’»)• 1------------ о/ = 1.

В —IV. Найдется такое 2 0, что при всех 0 £ н

г

Нт (О)2 Еч
5 (О, г)

5 Сл П

2 + »
5 (б, /) — 0. ՛

В V. Для любою С4>0 и 6 4 н

Нт
-К

$ир ?г (0)- Еь I I ֊ _
!•> уМ1- ։) I 5 (у,

5 (0. О

5 (6, о

2
5(9, = 0.
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Теорема 3.1. Пусть выполнены условия В —1—В ֊ V, тогда 
семейство мер \Р'(>Г'- 9 £ при Т —* оо локально асимптотически 

нормальное в н с прав гльной нормирующей функцией { г (0) и

л, (0, хг) = ?г(в)
5 (9, /)

5(9, П
[4ХЩ 5(9, О Л]-

Доказательство. По 

эквивалентны ((10], теорема 1.4) 
имеет вид

условию В -I 

и отношение

все меры Р'ц б£Н

правдоподобия (и)

(и) = ехр 4УЦ)-

(б) и, 0-5(9, 0֊5(б, /)
$(0 4-?г(б) ц,0 

5 (9, ()
(3.4)<р!.

Для разности

( 1п
• /

5(9 4- ®г(б) и, О

5 (0, 0
</Г(/)-аДг (б, Хг)^С( Г)

по свойству стохастических интегралов и условиям В —П, В —III имеем 
(считаем и^>0)

А’!г,1|С(Г)|>т1 <4 &<7(П= =
V

г

1п
• Vи

гг՝ ' • ' - и;, (9) ՝ ’ '
5(9,/) 5(9,/)

Т & 4^7 0) М

5(9, 0 (Ц =

№ I 
V в

* + $7 и
?г(б)и р

5 (9, 0 Ф

5(9, О
5(6, О Шу -0 (3.5)

5(у. /)

5 (у, 6

О о

4у

для любого фиксированного и при Т - .
Далее, справедливо равенство

4՜ и' ‘5(9, /Г 
՝ 5 (б, 0 <// (1гау 5 (9, 0 <//.
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Поэтому можно записать

5(9 4-? (6) и, 0-5(6, 0- 5(6, 0 ___ '■'(>))

5(6, 0

Г

? Г (&)։ ( 
V

5(0. /)= 
■ - аг

5(0, о
5 (г, 0 5 (у, I)

5 (у. О 5(6, /)

5(6^
5(9, О2

с/с ду 5 (О, О (К, (3.6>

откуда получаем

5 (л, /) 5 (у, О 

5(6, /)5(у,Г)

5(0. О2

5(0, О2
5(9, 0

5 (у. /V

5 (у, О2

5(0, О՜

5(6, О-
5 (0, О 4֊

5 (С, /) 5 (у О

5(6, П 5(у,п

'5(у. 01 

5 (у, г)
5 (б, 0 о? <

5 (у՝
5 (у, о

5 (0, г) ]-

5 (6, О
5(0, /) сП

5 (у. О

5 (у, С

5(0. О

5 (0, О
' 5 (О, о <п

। -

5_(у2 О, 5 (л, О 

5 (у, О 5 (0, О

2 5 (6, /) <Н

ХЕ. (^45.6,0.4'՞ 

3 5 (у, О* I
и

(3.7)

По условию В-У

5 (у. 0 5 (6, /)

5 (у, *] 5(6,0
5(9, <)<!< -2 (6)֊’(1 + о (1)),
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։— ---------- —■ -- —

поэтому правая часть неравенства (3.7) равна э; (5)՜- о (1), что вместе 

с (3.6) и условием В—III позволяет записать

Р» — I i m 
Г •

5(9 4-« (S) и. П-50, О —

— S(5, /)1п
S(6 --т(Г)и. П

5 (в, 0
(3.8)

Условия В — 111, В —IV обеспечивают по теореме 2.1 асимптотиче
скую формальность с параметрами (0,1) случайной величины A f (6. Хг) 

(следует положить / т (/) = «г (0) 5(0, t) 5 (0, f)~։ ).

Теперь утверждение теоремы 3.1 вытекает из соотношений (3.5) — 
(3.8) и представления (3.4).

£ 4. ЛАН для многомерного параметра

Пусть и — открытое подмножество Р1, при каждом 0 £ и на про
странстве 2, Г, Р, задан процесс пуассоновского типа X =■ /¥(0. Л» 

> 0: интенсивности 5 (0) — (5(0, /), Е,; ( 0 и Р(Г’|= Р(>п, 0 £ Н| — 
<

семейство мер, наведенных в(Х/, Вг) процессами Хг, 0£Н. Кроме то

го, введем обозначения: .5,(0, /)=* 5(0, /), вектор 5(0. Л — $։ (0. /),

• • - . 51 (0, /)], матрица
г

/, (0)о = Еь | X («. О X (»• О 5 (0, 0-! л <, /=!,•••. 1.

Следующие условия позволят доказать 
теорем! 3.1.

многомерный аналог

С—I. При всех 0, 0 £ Н « 7*

I г
IJ 5 (0, о 

о

dt ՛

С—II. Случайная функция S (0, /) 
прерывно дифференцируема с вер. 1 по 
причем

при всех t и не
ким дои составляющей 0,

при всех 0£Н и j I, --, к. Информационная матрица Фишера 
/г(0) положительно определена.



Локальная асимптотическая нормальность 13

По этому условию существует положительно определенная, 
симметричная матрица (0) такая, что (0) 1 — г, (0) г 1 (6)' (штрих 

обозначает транспонирование).

I 5(0, /) 5(0. /)-i[rf.Y(/)֊5(0, /) dt], 

и

Доказательство этой теоремы можно вывести из теоремы 
3.1, воспользовавшись следующим приемом (5|: д\я любого вектора 
игЛ4 обозначим /— и/[м|, |и| = 5. Тогда

С —III- Для любою R* и н

г ^у >
Р» - Ип> | Р ®- (0)5(0. Ор 5 (0. /)֊• Ж = рр.

г- - I

С—IV. Найдется такое £^>0, что при всех t { R4 и Ь м

т « 
hm Еи ||/ zT (0)5(6, 01’ 5(0, /)՛<// = 0.

С—V. Для любых С>0. Z *; R՝ и 6-н

с f/ 5 (0+фт (в) u, I) 5(0./)
Iim sup сл I I-------------- L-------------' _------------
т- J \5(0 t ?Г(У) VJI 5(6, O

?r W У Ж t)~l dt 0.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия С —I—С—V', moi да 
семейство мер Р}г,0£* при 7* —• оо локально асимптотически 

нормальное в и с правильной нормирующей матрииеи - (0) и 

вектором

Аг(0, Хг) = 7г(0)

(Хт) — /г (s).

Процесс .?г («) по теореме 3.1 допускает представление (3.1) (в слу
чае одномерного параметра $). откуда легко получаем и утверждение 
теоремы 4.1.

§ 5. П римеры

Рассмотрим дна примера наблюдений процессов пуассоновского 
типа, имеющих ЛАН семейства мер. Первый, когда интенсивность 
обладает эргодическим свойством, и второй с неслучайной интенсив
ностью, меняющейся по гармоническому закону.

Пример 5.1. Пусть интенсивность процесса пуассоновского 
типа X - I Л (0> Л; / >0 есть случайная функция
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5(0, 0 — 95 (0. I >0, (5.1)

где ; (/), Г-; / 0 —неотрицательный с вероятностью 1 случайный
процесс, г> £ н — (0. ос). Обозначим Рцт меру, наведенную в (X г, Вг)

процессом Хт = X (/), 0 < / < Т .
Утвержден не 5.1. Пусть процесс ; (•) имеет постоянное 

среднее Е\ (/) = ~ и справедлив закон больших чисел 
т

Р = Кт — I ;(0 <// - з 0, 
г-« Т J 

и

то։да семейство мер Г',7', 0 £ м локально асимптотически нор

мально? в 14 с правильной нормирующей функцией - г (0) | Оз-Г՜1?.

Доказательство заключается в прямой проверке условий 
В —1—В —V теоремы 3.1.

Замечание 5.1. Пусть по наблюдениям процесса Хг интенсив
ности (5.1) требуется оценить неизвестный параметр 0 г Н. Нетрудно 
показать, что оценка максимального правдоподобия имеет вид

ьт=хт
г

1՜ ։ (О Л.

и при Т —• в предположениях утверждения 5.1

А 6г-6)( Т \Р,Т,'^>

Пример 5.2. Пусть интенсивность наблюдаемого процесса
Пуассона Хт = Д'(0« О-С /-С Г меняется по гармоническому закону

5(9, /) = —- Д |1֊г сое («"/—')] т 0 < ։ < Г, (5.2)

где 0 = (՛՛, ”) £ н — (0, о՝) (0, 2՜), //>0. К такой схеме наблюдений 
приходят, например, в задачах оптической связи, когда происходит 
передача значений (-•», ") модуляцией интенсивности слабого оптичес
кого источника, наблюдаемого на фоне однородного шума интенсив- 
ности /, при этом А — амплитуда (максимальное значение), ш—частота 
и " «раза интенсивности сигнального процесса Пуассона.

Утверждение 5.2. Семейство мер Р',Г), н , наведенных 

процессами Пуассона Хт интенсивностей (5.2) в (Хг> В-՛) при Т-х 
локально асимптотически нормальное в <"• с правильной норлшру 10- 
ще й матрицей

Доказательство заключается в прямой проверке условий 
теоремы 4.1. В частности, матрицу ?г(9) получаем, извлекая квадрат

ны* корень из матрицы, обратной к информационной матрице Фишера
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аннвЕдадсяса , ;гьяац ՛՛ ■? агу ;՛ ■ । ■"■■■ ■ ■■■■■" ■ ,,

/^-Л(П(о(П»֊ 7Ч1 + о(1)И 
/г(9)« 3 2 1

г- (1+о(1)) =»Г(Н о(1)) j

о = 14- — А-I ,А Г-- 
2

Отметим, что асимптотическое поведение оценок максимального 
правдоподобия и байесовских оценок (одномерных) параметрон А. ••• и 
' для схемы (5.1) описано в [7|. В доказательстве в |7] центральное 
место занимало установление ЛАН семейства мер, отвечающих на
блюдениям, поэтому утвер/дение 5.1 также поможет исследовать 
асимптотические свойства оценок двумерного параметра г> — ( , -) при 
7-ос.

$ 6. Асимптотически локально наиболее мощный 
критерий

Пусть наблюдается процесс пуассоновского типа Хт X (О, 7։; 
О I 7'| интенсивности 5г (г>) - 5 (в, /), /к О I Т , 6 - н и мно
жество ^с). Требуется по наблюдениям Хт проверить простую
гипотезу Н: 0 — \ против односторонней сложной альтернативы 
А': &}>%. Как и ранее —мера, отвечающая Хг в (Хг, В г).

Считаем выполненным условие

т

гарантирующее абсолютную непрерывность мер Р , fJ 5,, относи-

тельно меры Р,, а также условие В — II с *5 = % и 5 60. Кроме то
го, пусть выполнены условия В—III, В IV в точке $0 н условие В — V, 
в котором следует положить 0 — и у %, z > О0.

Фиксируем уровень значимости а и обозначим ?т (Г), Ф) вероят
ность правильного принятия решения при использовании критерия Ф 
и истинном значении &. Сделаем замену переменных ц = (б—50) (С )-։ 

и назовем критерии Ф* асимптотически локально наиболее мощ
ным, если для любого другого критерия Ф (также уровня ։) и лю
бой постоянной С > О

lim inf . [3_ (и, Ф*)— Pr(u, Ф)] > О, 
Г** 0<д<С

где

Зг (п, ф)=£г(9։։+ ?г(%) и, ф).

В предположении, что выполнены сформулированные выше уело-
вия справедливо
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Утверждение 6.1. Критерии Ф, задаваемый соотношениями 

принимать Н, если А Т 0О, Хг) -С Са, г» 

принимать К, если АТ (90, Хг)2> Са, т»

где С, т является решением уравнения

। Дг > С*> rl ~ ’»
асимптотически локально наиболее мошный.

Доказательство. Анализ доказательства теоремы 3.1 пока- 
зынает, что на самом деле в ней установлено несколько больше, чем 
ЛАН. А именно, остаточный член ?ГС) в представлении (3.1) стре

мится к нулю по вероятности не только при каждом и £ А11, но и рав
номерно на компактах по и, т. е.

iim sup Л,г' I Г?г (бо» «» ~ ° (6.1)
Т -< * 0 а < С

для любых С^>0 и *^>0. А тогда доказательство утверждения 6.1
по существу не отличается от доказательства соответствующего ут
верждения н случае наблюдений последовательности случайных вели
чин, отношение правдоподобия которых допускает представление (3.1) 
со свойствами (3.2), (6.1) ([2], гл. 4, следствие 3.1).

Представление ։3.1) и теоремы 3.1, 4.1, кроме того, позволян^т
писать асимптотически наилучшие критерии и для некоторых других 

задач проверки гипотез (подробнее см. [2], гл. 4).

§ 7. Нижние границы на риск оценок

Пусть наблюдается реализация процесса пуассоновского типа 
Xг - X (/), К։; О С / С Т\ интенсивности Sr (г0 = 5 (9, /), Кг; 0 ' 

/ > Т и требуется параметр 0 £ м — А* оценить. Ниже приводятся 
неравенство Крамера-Рао и граница Гаека для этой схемы наблюде
ний на среднеквадратическое отклонение произвольной оценки 
о;='Л(Аг).

Сначала с формулируем и докажем неравенство Крамера-Рао в 
одномерном (НсА”) случае, для чего нам понадобятся

Условия:

Д 1. /7ри всех G, 5 £ н

Д— II. Функция S (G, {) абсолютно 
пост hi 1 при п.в. t [0, 7՜] и функция

непрерывная по G с ее роят*
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непрерывна на прямой г\ — 
| Д— III. При всех 9 Н

/0)=/(С, 6)>0.

В Теорема 7.1. (Неравенство Крамера-Рао). Пусть выполнены 
условия Д—I—Д—1П, тогда для любой оценки О* параметра 6 та

кой, что величина О(^) ограничена на компактах в н, справедли
вы утверждения՝.

1) смешение Ь (’>) = Ец (^*г—О абсолютно непрерывно в н: 

> 2) при п.в. имеет место неравенство

с/6(6) '

б Ь
/(*)

(7.1)

Доказательство. Повторяя выкладки (2.2)— 2.4) работы 111)
в наших обозначениях придем к неравенству

(ад - , б;»« < го (*,)-го<м-2И'',):֊2б(г<): ֊

I ,<1Р'Т՝ {/Р‘т'
(7.2>

По условию Д—1 меры Р,\Г}, г> £ н эквивалентны и можно запи

сать

4Р?՝՝ИР'Г՝) =Е՝\7Р^՛/

Введем обозначения: 5, = 50., /), г ֊֊ 1, 2

И( Г) = ехр ] у |1п (-^Л </%(/) - -1 (5г - 5,] л 

■

I = /^.т' V’.
I \^;Г՛/

К По обобщенной формуле Ито процесс 
пускает представление

И(/), Л; О до

2 ЗпЧ

И(7) = 1

т

и

[</Х (О — 5 ($,, /) б(| —

И'-)[1 5.-1 5,]-л.
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По условию Д—П функция ) 5(0, |) также абсолютно непрерыв

ная и

Г5(л, /)֊
2 \ 5 (у, п
8. 0

<7=

<ес\и разность — 0։1 достаточно мала. Поэтому 
т

'2 \ 
(I

0-1

И

(7.3)

Следовательно, для достаточно малых [02—получаем неравенство

|^.6-г _£Ф10-Г|<С|^-О1|,

откуда вытекает первое утверждение теоремы. Из неравенств (7.2) и 
<7.3) после деления на |5г—9,|2 и перехода к пределу 9, -6, - 6 по
лучаем (7.1).

Известно, что неравенство Крамера-Рао н случае многомерного 
пространства параметров н с /?՛ прямо выводится из неравенства 
(7.1) (см., например, [12]), поэтому мы сформулируем его без дока
зательства.

Теорема 7.2. Пусть выполнено условия Д—I и условия:

Д II. Функция 5 (0, /) непрерывно дифферзнциругма с вероят
ностью 1 по каждой компоненте вектора 9 = (91,--., 9*) при п.в. 
I € [0, 7’| и элементы матрицы / (9р 62) равные

7 (•„ 02)#/ =£Г0 I (6а, П (О.,, 0 5(6.,, 0 1 (/(

и I
нтрзрызны на мнз/кзстз: 0, ~ 02.
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Д III. Матрица / (0) = / (0, 0) положительно определена при 
всех 0 г- Н,

Тогда для любой оценки (i’r вектора 0 такой, что величина 
Q (0) E<t \(j'r Oj2 ограничена на компактах в Н справе дливы ут

верждения
1) вектор Ь (0) = Е(, fi՝T 0 дифференцируем по составляющим 

вектора 0 при п.в. 0 Н,
2) при п.в. 0£Н имеет место неравенство

Е,,[г>՝г֊ 0)(0--в)' > +6,в) ыоу.
60 оО

Неравенство А > В для матриц А и В понимается как обычно, 
т. е. матрица А — В неотрицательно определена.

Минимаксную границу Гаека [3] рисков оценок параметра 9 мы 
сформулируем сразу в многомерном случае (0- нсА՝*), следуя рабо
те 15] (теорема 5.1).

Введем функцию / (и), и £ К* со свойствами:
1) / (и) 0. / (0)=0, I (и) = / (֊и).
2) множество и: / (и)<^С выпукло при любом С О,
3) для любого 7 > 0 конечен интеграл 

л
/ (и) ехр —'( и,՜ du.

R*

Теорема 7.3. Пусть выполнены услоз гя С—1—С—V и 
lim Sp (0) с_ (0) = 0, тогда справедливо неравенство 
т>-

lim inf sup г (О)՜1 (б’_—0))
т-• • |о —Ogi * *

(2՜) * • i / (и) ехр | — |uf| du, 
I 2 I

R*

где нижняя грань берется по всевозможным оценкам '>՝- парамет
ра 0.

Полагая I (и) = (и. /):, из (7.4) получаем асимптотический ва
риант неравенства Крамера-Рао в случае наблюдении процесса пуас
соновского типа: для любого л £ /?*

I! m sup (?г (О)՜1 (6‘г — 0)(6’г - 0)' (0) >/, /):(/,>).
г.« JO-Oe|<S

Институт радиофизики и электроники 
АН Армянской ССР Поступила 19.11.197з
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Yu. A. KL TOYANTS. Local asymptotical normality for the Poisson type 
processes (summary)

Conditions of local asymptotical normality (L\N) for the family of measures 
induced by the realizations of stochastic Poisson type point processes are presented. 
Asymptotical normality of the stochastic integral on centered Poisson type point 
process is established. Two examplei of LAN families and asymptotically local most 
powerful test are given.
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Д Г МАРТИРОСЯН

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГИББСОВСКИЕ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ 
КЛАССИЧЕСКИХ РЕШЕТЧАТЫХ МОДЕЛЕЙ

Введение

В настоящей заметке дается полное описание периодических -и»'- 
бсовских состояний для некоторого класса решетчатых моделей.

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: через / , 
>> 1 будем обозначать ^-мерную целочисленную решетку. Векторы 
7 = (/,,•••, /,) с целочисленными координатами будем называть то*.ка 
ми решетки, подмножества И решетка 7. будем называть объемами. 
Для объема И через | И| обозначим число точек решетки, содержащих
ся в объеме V. Расстояние между двумя точками решетки 7 
I • ■ /,) и У = (/.»•• •, 7 ) полагаем равным

ժ՜ւտէ (7, 7') « 7

Зафиксируем некоторое конечное множество Х = (х։,--, х ). Отобра
жения х (7): /՛—• X будем называть конфигурациями решетчатой мод — 
ли. Множество всех конфигураций называется фазовым пространством 
решетчатой модели и обозначается через 25?. Предположим, что на фазо
вом пространстве 20? задано некоторое семейство [«(/)] ։ , действн. 
тельных конечных функций, при каждом зависящее только т
значений конфигурации х (/') в ^-окрестности точки 7. Для любых 
двух конфигураций х (7) и х" И), совпадающих почти всюду (т. е- 
всюду, за исключением конечного числа точек решетки . определим 
относительный потенциал Н (хг, х ") формулой

Н (х’ (7), (2)

Легко видеть, что в правой части (2) под знако՝։ суммы только ко
нечное число слагаемых отлично от нули, так что Н (х , х I опреде
лен корректно.

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что 'Л периодич- 
А. 

но, т. е. инвариантно относительно действия некоторой подгр\п:։ы / 
группы /' конечного индекса; последнее означает, что д\я любых 

А
1с^2 и любой конфигурации X (/)

Уц » (х (/ — .<•)] = [х (;)].
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Из периодичности и из того, что 4Л принимают конечные 
значения, вытекает, что для любых двух конфигураций х (г) и у (/), 
совпадающих почти нсюду

Н (х (7), у (7))| < сХ (7 £ 7’: х (7)^ у (7)), (4)

где Л 7(7 £ 7 : х (7)=*=у  (7)) число точек решетки, в которых конфигу
рации х (7) и у (г) не совпадают, а с—некоторая постоянная. Далее, 
из формулы (2) немедленно вытекает, что если конфигурации х , х", 
X совпадают почти всюду, то

Н(х, х) и- Н(х". х՛”) = Н(х, х”). (5>
Формулы (4) и (5) будут неоднократно использоваться нами н даль
нейшем.

Определение 1. Тройку 
делью. Число К будем называть 
той модели.

(7 , X, Н) назовем решетчатой мо- 
радиусом взаимодействия решетча-

Далее, мы будем называть конфигурацию 5 (у) периодической, 
Л л

если з (у -!-)=$(/) для всех у £7’ и 4^7, где 7—некоторая под
группа группы 7 конечного индекса. Множество периодических кон
фигураций будет обозначаться через ЭД<рег).

Определение 2. ([!]> Периодическая конфигурация $ назы
вается основным состоянием относительного потенциала Н, если для 
любой конфигурации х, по ։ти н^оду совпадающей с $, Н (х, я) >0.

Пусть Тс X . Конфигурацией на Т н 1зовем отображение Т—Х. 
Конфигурации на Г будут обозначаться через (7\ х (7)). Пусть 
Т}сТ։с X' и (7։, х (7)) и ( Г2, у (Г)) конфигурации на Г։ и 7\ соот
ветственно. (Гр х (7)) называется проекцией ( Г2, 1/(7)) на 7\։ (Ти 
X (7)) — рг7՜, ( Г2, у (7)), если у (7) = х (7) при 7£ Г։. В случае Т2 = 7 
мы будем обозначать проекцию через ргГ։ х (7).

Следуя С. А. Пирогову и Я. Г. Синаю, мы рассматриваем от
носительные потенциалы вида Н ' = /70 Ь /ъ Н>, где Л,—параметры,
а Н, удовлетворяют тем же условиям, что в [1] и [2]. Рормулиров-
ку этих условий мы приводим в определениях 3—6.

Предположим, что имеет конечное чизло основных состояний,

обозначаемых нами через 5։,-'։,зл. Пусть 7 та подгруппа группы 
7 конечного индекса, относительно которой инвариантны Но и коп-

А

фигурации зР - •, зг. Положим Лг=(7 : 2) и обозначим через (У.х (7)мно
жество {у £7’: (7, у)^СЛ7}.

Определение 3. Пусть ЭД. Точка 7^7’ называется непра
вильной точкой конфигурации з, если ргГч.(0« •-֊- ргг о) з ни для одно

го 7 = 1, 2,- • •, г.
Определение 4. Относительный потенциал Н. с основными 

состояниями Зр • • *,  з, удовлетворяет условию Пайерлса, если для лю
бого 7 = 1, 2,--, г и для любой конфигурации з, совпадающей с 5« 
почти всюду



(6)

Периодические гиббсовские состояния
<ЯЕ=Г .Д .1- Э —• 1~Tin~IT֊-W ГТ   * W՜ " ' — — ■ Г1 Т5==^^==

И, (s, s.J > f» |В (s)j,

где через ($) обозначено число неправильных точек конфигурации 
5, а р — положительная постоянная.

Рассмотрим теперь относительные потенциалы Н1,---, Нг-՝, чи
сло которых на единицу меньше числа основных состоянии отн си- 
тельного потенциала //,. Прежде чем сформулировать условия, кот^ - 
рым удовлетворяют Нх,՝՝, Н, ь приведем одно определение.

Определение 5. Пусть 5՛" £ ЭД15*՜"  и К/? {/ = (г։, , / ) -
£ £*:  тах |/> /?}. Положим

1 г

и образуем
His... s")

(s', s') — lim ----- _£-----  • (8)

Нетрудно показать, что предел (8) существует, и что на ЭД мож
но найти функцию ен ($), определенную с точностью до аддитивной 
постоянной, такую, что f-H (s', s ) = e/t (s') — eH (s f. Функция еи I s) 
называется удельной энергией конфигурации s. 

r-i
Для относительного потенциала// = У Л| //, определим е.. (s ), 

4ft € тТ^^1 lwI
1 < q < г и положим ($7)— min Набор чисел t
который уже определяется однозначно, можно рассматри ать как то - 
ку границы положительного октанта R' пространства R'

IF*՜-։  л» ;(ои • - - , Qr) £ R’z min a. = 0 .

Определение 6. Набор относительных потенциалов Н{, ■■ 
Нг.\ снимает вырождение основного состояния Н если отобра-

жение
• J Л — (Л|,‘"*,  hr—j) • t --- ( ^// ( ՝» ’»

отображает пространство параметров (Л,,՛* -, Л, ) на всю границу 
положительного октанта R'.

И, наконец, приведем определение гиббсовского состояния.
Пусть заданы решетчатая модель (/ , X, /1), конечный о‘г»< м 

Ус. 7.՛, |К|<^ос и паоаметр /3>0, где ?= -֊; — обратная темпера

тура. Зафиксируем к а ։ ригурац ։.о и обозначим через
ЭД ( V', х (/)) можество все < конфигураций, совпадающих с конфигура
цией х (г) вне объема У, т. е.

ЗХ ( У, х (/).) =֊- их (г) £ ЭД: х (/) = х (I), / Г.
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На 'Л’ ( И, х (/)), состоящем, как легко видеть, из конечного числа 
конфигурации, определим распределение вероятностей Р- ՝ 3() так, 

чтобы для любых х (/)> х' 0*)С9К(И,  х (/))

(х (/)) |Г- (х (/)) -- ехр !— ,ЗА/(х (/), х (/))} (9>V. з

Распределение вероятностей Рл у. ( ) называется распределением 
Гиббса в конечном объеме К с граничными условиями х (/).

Определение 7. ([3]) Предельным распределением Гиббса 
для решетчатой модели , X, Н) и параметра ? У> О называется рас
пределение вероятностей Р на ЭХ, для которого условные вероят
ности

Р х (/>, 1՛£ И| х (/) = х (/), Л Г (10)

Р—почти наверное совпадают с Р՝ г . (•).
Предельное распределение Гиббса Р является распределением 

вероятностей некоторого случайного поля ?/ с дискретным аргумен- 
т »м, принимающим значения н целочисленной /-мерной решетке / и 
значениями в конечном множестве X. Это случайное поле называется 
гиббсовским случайным полем, отвечающим потенциалу Н и парамет
ру ,^0-

Предельное распределение Гиббса мы будем называть пepиoди- 
^ еским, если мера Р инвариантна относительно действия некоторой 

Д А
подгруппы Z конечного индекса. Ес \и при этом Z=Z, то предель
ное распределение Гиббса называется трангляционно-инвариантным. 
Предельное распределение (иббса иногда называется также гиббсов
ским состоянием.

Мы будем изучать периодические состояния для решетчатых мо

делей с относительным потенциалом вида Н — -(-V кН, где //0 

удовлетворяет условию Пайерлса с основными состояниями
а набор относительных потенциалов Нг-\ снимает вырождение
основного состояния /У։1. Пусть, как и раньше, (Г"՜1 = (ах>• • •, аг ) £ 
£ R'-. пип а, = 0 . Для а £ 1Г'Г՜1 через /V (а) обозначим число коорди
нат вектора а, равных нулю. Для Л — (А1։---, Лг_|) положим [А =

тах |/и —А/|։ 1 < /, у г 1. Для рассматриваемого класса отно
сительных потенциалов известно следующее [1], [2]. Найдутся такие 
постоянные %^>С, В^>0, что при всех ? р0 существует гомеомор
физм / (?) области |А| В на некоторую окрестность точки 0 в 
IV7՜1, при этом для значений параметров 3, А имеется по крайней 
мере А’(./(?) А) попарно сингулярных предельных гиббсовских рас
пределений, инвариантных относительно действия некоторой подгруп

пы Z группы Z' конечного индекса.
Основной результат работы, относящийся к описанию периоди 

веских гиббсовских состояний, содержится в следующей теореме.
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Теорема. Пусть относительные потенциалы Н}, Нх, - Н । 
удовлетворяют условиям, сформулированным выше, и пусть зна
чения параметров 3, Л выбраны таким образом, что 3'>3О։ А В 
и му М)Ь) = Г или г — 1. Тогда существует Л7(/(3)/։) попарно 
сингулярных гиббсовских состоянии Рт, т \ (/ (3) Л), и

любое периодическое гиббсовское состояние имеет вид Р V г Р , 

где коэффициенты ։р ■ • •, тт таковы, что 7/ 0, з, = 1, 1 7
■С т — И (3) Л).

Заметим, что аналогичный результат для модели классического 
изингонского ферромагнетика при нулевом поле и достаточно боль
шом значении обратной температуры 3 был установлен в |4|.

§ 1. Две общие леммы

Леммы, которые мы приводим в этом параграфе, будут неодно
кратно использоваться нами н дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть (7 , X, Н)—решетчатая модель, х (7» 
конфигурация на 7. , х(7)£ЯХ, Р—предельное распределение Гиб
бса для решетчатой модели (7 , X, Н) и параметра 3, и С 
clZ.cZ', где И.—конечный объем. Тогда для Р почти всех х (г

1 (О = * IZJ z (. > = х (7), 7( Г,| 
Р (z (7) - х (7), i(z ^»| * (О т х (i), 7ёГ.

- Г exp з|Г ЧГ։ , (1.1)

где 2 зависит только от Н и 3 и не зависит от выбора 1 I .
Доказательство. Зафиксируем конфигурацию х (7): 7 -*Х,

■-ЛС = (хр-• *♦)•  Если ^'с^' — произвольный объем, то в силу оп
ределения гиббсовского состояния Р имеем

_ Р !z (7), 7 £ IZ' I z (7) = х (7), г <- И   
Р jz(7) —х (7), 7£ lZ|z (7) х (7), 7՜ V

- exp ! — '$Н (z 17), x (/)) ,

где z < 7) — конфигурация, совпадающая с х (7) ине объема I .
Из формулы (1.2) и из очевидной формулы

—---------------- =— Р z (z>. г^ IZ|z(7) г (0, 7՜ Г | = 1,
г </): * U» -г (О. It *'՛

< 1.3)

i справедливой для любого IZ с 7 , | IZ'1 , вытекают соотношения

Р— х(7)«-*х(7),  7£ lZ|z(7) х(7), —
I I v---------------------- ? z 10» (0 х <0.7՜ 1՜ 

й ■■—!■■■■ I ■ । , ■ I— • ~ — ֊ - ֊ - ֊ ֊ ֊ - ֊     
I • । -»(о. 4» 7' z (7) х (7), 7^1 'lz (7) х (7). 7 I
I ” - ехр — ,ЗЛ7 (z (7), X (7)1 j . (1.4)
■ zU) -jr(O, I О

Воспользуемся формулой (1.4) при IZ , равном 1 , и I ՛. соответствен
но, в результате чего оцениваемое нами oiношение вероятностей за
пишется в виде
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- _____________ ехр { —ЗН (г (7), х (/))’,
г i/t: <П? ■» г (О. <Т V»

ехР > — (*  (0> х <0)1
г НУ- г 0՜) - с (•), • 7-Vi

(1.5)

Определим отображение / множества конфигураций в себя по форму*  
ле / (с < 7)) = z' (/), где

. (,) = И,\ К
՝ I х (/), и,\ И,.

Конфигурации г (7) и /(/ (/՛)) совпадают всюду вне множества И,\ И.» 
поэтому из формулы (4) вытекает, что \Н (г (/),/(՝ (7))| •>. с 1/.\ И։| с 
некоторой постоянной с, зависяшей только от Н, откуда 

ехр Н (z (7), х (/)) -֊ ехр {3 Н (z (7), / (г (7)) Jexp \)Н (/ (z (/)), х(7))| <

ехр >с|Р’г\|/1| - ехр '1Н (f (г (/)), х (Л)}. (1.б)‘

Оценим сверху выражение (1.5). Заметим, что из (1.6) следует

L_____________ ехр {)Н {z (/), х (/))}
г Чу. г (О=х (О. / t V,

ехр 'Зс К Kj|)  ехр /Н (/(г (/), <х (/))| < 
г try. z, (0 ™ с </) е V»

<ехр Зс1К И։|) у ------------/V {г (7):/(г (7))=z1 (г)} X
։,иу. (П*  Т(/). /£ Г։

- ехр {.3 Н (zx (7), X (/))). . (1.7)՛

Для оценки Л (z (»՛): / (z (/)) = z։ (/)) заметим, что в каждой точке 
;1 Z конфигурация z (/) может находиться н одном из к возможных 
состояний X — I х։, • • •, х«), |А| — к и поскольку Z, (i) должно совпа
дать с г (?) вне множества ИЛ. 1Л, то число конфигураций z (/), для 
которых / (z (//) — г, (/) , не превосходит A|։'’\V։| = ехр In к | И2\ И։|) 
Поэтому (1.7) не больше

ехр \'Jc И2чхИ։|;  ехр {In к\\Zt
^1 (•)■• '«(«)•= .г (О. ‘6

ехр { '?H(zx (/), х (/))!.

Полагал ։ ։3с + 1п к, получаем правое неравенство (1.1).
Для доказательства левого неравенства (1.1) воспользуемся 

включением \г (/): г (/) - х (/*),  /(■ |/։'։ с [г (7): г (7) = х (71, 7ь У2\, от՜ 
куда следует

L ехр i.3//(z(7), х (7))|<
z (О: г (О— X (»|. V|

~ ехр j։3Z/(z(/), х(7))),
г։ (ч- г՛ (Ц-л И), t t l <

что и доказывает лемму 1.1.
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Определение 1.1. Пусть множества A, BcZ . Назовем мно
жество В /?-связным по отношению к множеству z4, если для лю
бой точки Z#£ В найдется так1я цгпочк! Zo, Zt, • • •. it> /\ -В, £=1,2,- , 
5 = 0, !,•••, к, что расстояние dist (ZM Z<i) между последовательно 
взятыми точками is, ui меньше R и dist (/«, А) < К'.

Лемма 1.2. Для любою конечною множества А число всех 
множеств В, R-связных по отношению к множеству А и таких, 
что \В\ = Ь фиксировано, не превосходит ехр (а (|Л|֊г 61}. констан
ту а можно выбрать так, что она будет зависеть только от R 
и размерности решетки ՝/, л — л (R, •»).

Утверждения типа леммы 1.2 достаточно стандартны и доказа
тельства аналогичных предложений можно найти во многих работах 
(см., например, [5], [6]), поэтому мы опускаем доказательство.

$ 2. Контурные модели с параметром

Понятие контура является для нас одним из основных. Мы бу
дем исходить из определения, приведенного в ([2], стр. 61 -651.

Напомним некоторые обозначения из |2], связанные с этим по
нятием. Контур с граничными условиями s7 обозначается через Г , а 
носитель контура Г1* через supp Г7, m-внутренность контура Г мы 
будем обозначать через Int,,, Г7. Здесь в отличие от |2] мы предпола
гаем, что ти — q, а внешность контура мы определим, как множество 
Ext Г7 — Zv\(supp I 7 U (U Int« Г7)). Заметим, что при этом все 

т +ц
утверждения работы |2] остаются справедливыми. И, наконец, через 
3(Г7 /3/7) обозначается кристаллическая статистическая сумма для 
контура Г7, относительного потенциала Н и параметра 3, через 
Srar \VftH) -• разреженная статистическая сумма для объема I', отно
сительного потенциала Н и параметра 3, а через Н (Г7 6,(1'/^՝), 
где Fq—контурный функционал, обозначена контурная кристалличес
кая (разреженная) статистическая сумма.

Пусть а՝>0—параметр, /•’, контурный функционал и {I •'.••• 
• ••, Г7}—некоторый набор внешних контуров в объеме К Обозначим 
через V, объемы, соответствующие вне и и им контурам 1 . I == 

U IntГ7, п положим вероятность расположения данного набора 
т + q

внешних контуров (Г7,--, Г7} в объеме V ранной
Л

(2.1)

где 2 ( И, а) нормирующий множитель, равный 4 П е 1(' Н (Г,' /',.).
Определение 2.1 ([7]) Модель с распределением вероят

ностей, задаваемым формулой (2.1), называется контурной моделью с 
параметром.
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Замечание. В случае а =0 модель с распределением вероят
ностей, задаваемая формулой (2.1), называется контурной моделью 
((8)1-

Пусть /^(Г)— контурный "-функционал, т. е. F(I') > " |Г|*»  r**e 
через j’’ мы обозначаем |Г|-|5иррГ|. " выбирается таким образом, 
чтобы выполнялось неравенство "^>2’ (1, *)  с i (/?, v) из формулиров
ки леммы 1.2, при этом достаточно положить Д’ 1. Мы потребуем 
дополнительно, чтобы Л (Г) было ограничено сверху, т. е. что суще
ствует *։ >>0 такое, что

- |Г|<Г(Г) < |Г|. (2.2)

Условие (2.2) выполняется во всех задачах, рассматриваемых нами, 
поэтому аы будем предполагать его выполненным, не оговаривая это
го особо.

Зафиксируем контурный "-функционал F (ГI и параметр а > 0 и 
рассмотрим соответствующую контурную модель с параметром.

Леммы 2.1 и 2.2, доказываемы? ниже, относятся к распределе
ниям ероятн эстей, отвечающим рдгсматриваемой контурной модели с 
парах’етром.

Лемма 2.1. Д.\ я любою d^>0 найдется /4 (</) 0 такое, что
в р!ят<о:ть расположения всех наборов внешних контуров
• • •, I .}, удовлетворяющих неравенству v ] V, | А (</) |Г|, где 
Г 1 граница объема V, a V\ обг>емы, соответствующие конту
рам Г/, не превосходит ехр { —

Доказательство. Рассмотрим следующее выражение 
4 И е‘ Z (Г, А), где суммирование производится по в.'е.м наборам 
внешних контуров, для которых | К, | 11/| — A (d) (Г*  с некоторой
постоянной А (</1, которую мы подберем позже. Так как (Г, Т՜)֊^

՝ -г.г ( kj / I, будем иметь

V- п е1"՛'11(01/0 = 1 exp Io v i И, ,j П1(Г,|Г) „ 
i

ехр □[1И-3(</)|Г|Л Z,„(H/’). (2.3)

Средн всех контуров, носители которых лежат в И, выберем тот, 
(обозначаемый далее через Г), для которого соответствующ ий объем 
И — наибольший. Очевидно

VII«.“ ''''' 3 (Г, Щ > ехр !о | Г|} I (Г|£). (2.4)

Вероятность Р - 11Л | 1 И Л (</) |Г|| есть, согласно определению

Р X и, |<-,И| - Л («/) |Г|| = ~ 11 8,՞'''' д <Г-'|Л--- (2.5>
V П /1,11 (Г, Щ

Из формул (2.3), (2.4) и (2.5) будем иметь

Пр-д юлагается, что у. у !,•••, г -фиксировано, и псюду в »том пара

граф'՜ для удобства записи вместо (Г^) мы буд -м писать Г (Г), опуская ин-
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р 1 К|<|1/| Д(</)Г|; ехр {о «|И| — А (</) |Г )} £,лГ (И|F) 
exp {а |И'|| - O'/’/j

- exp |o [|KI ֊ 1И-A (d) |Г|] + f (Г )} ' >2-6>
—rar (И ,Г I

Воспользуемся теперь представлением разреженной статистиче
ской суммы для контурной модели. Как показано в работе [9], имеет 
место формула

1П Нгаг (|/|Г) = 5 (Л) |1/։ 4- А (Г,П (2.7)

где 5 (Л) зависит только от контурного "-функционала Р, и ’Л (Г|Л 1| 
■< |Г| при достаточно большом ". Учитывая (2.2), из (2.6) и (2.7) пс- 
'лучим

>;11И,|<|И|-4 (</) |Г,| <ехр |а(|-/| -|И|) - А (Г|^- А (Г'|/( -

+ 5(/)(|И|-|И)|-Г(Г')-Л(</)а|Г|]. (2.8)

Так как контур Г՜ лежи г во внутренности объема V, можно предпо-
ложить, что |Г'|<^2|Г|. Кромз того ||К| |И|| <|Г|, откуда

-Л (</) !Г|| С ехр .4(</)а,Г| Ь2ъ |Г|-5(^|Г|-ЫГ}.

Выбирая А (сО таким образом, чтобы аД (t/) - 2"։—s (7) -1 — d, по- 
| лучим требуемое утверждение.
՛, Лемма 2.2. Для любою <7^>0 можно начти В (d\>0 такое, 

что вероятность всех наборов внешних контуров Г;, I .,•••, I > в 
объеме V, для которых v Г< J В Id՝, |1՝1, где |1 |- длина границы !•', 
не превосходит ехр J—

I Доказательство. Выберем произвольное число и вы
бросим из рассмотрения все наборы внешних контуров, для которых 
V||/||’x ||/|— А (2d) [Г!. Согласно лемме 2.1 вероятность таких набо
ров контуров меньше ехр —2d |Г| . Оценим выражение

П е՛|l՛՛ I (Г, Г), (2.4)

где суммирование производится по всем наборам контуров, для кото-

1 |И,|>|И|-Л (2d)г;. vir,:>ß(d),r.. (2.101

Воспользовавшись формулой - (P|F' 
видным неравенством П Нгаг ( И/|F) < 
дующим образом:

= ехр F(T)J Нгм (И|Г) и 
(l/|F), преобразуем (2.9)

оче-
сле-

I V« п »•։*■<•  S (Г,ехр а|К|-Г(Г. Z,„ (К. F)<
I < ехр и |1/|' Н,„ ( И|/) У П ехр — F(V,?)|. (2.11)

Используем условия (2.10, для оценки 4 П ехр — Л(Г/) . Множе
ства V\Uvi, как легко видеть, 1-связно по отношению к множеству 
dl (см. определение 1.1), a U supp Г,, в свою очередь, 1-снязно по 
отношению к множеству \s\UV,. Вычислим число всех множеств. 
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таких, что II' 1К <Г А С2с/} |Г, и Г(| — о. Число способов, ко
торыми можно выбрать множество I/ ч II К , удовлетворяющее равен
ству I Р'|— 4 1И, | — 6, согласно лемме 1.2, не превосходит с ՛ ՛ л =

։п + ь с с некоторой постоянной с, зависящей только от размерности
решетки л Таким оЗртзом, число тех расположений , Г\,- • •, ГЛ), для кото- 

4 (2<О |11
рых|к|-Ц1//<.4(2</) Г;, не больше V с""" с"1* ""1|։' . —.

»I . с -։
При каждом сриксированном И U У, число способов, при помощи ко
торых можно расположить U supp Г( , согласно той же самой лемме, не

14 -IV. а՜ Ас.'<Ь1Г|- а п превосходит с ’ ՝с е . Поэтому число всех располо՝
жений внешних контуров, удовлетворяющих 
v И,|>|И-Л(2</»1Г|, не превосходит

условиям Г/ 1=0,

А , А (.\/| |1 | - 6 ехр (з (2Л (2d) - 1) |Г| ■ 
где а — In с.

Имеем
р Х1Г. в«/) г,; - Р 1 и,|<|И-а (2</>|Г|, X |Г(|>В(<о |Г|} + 

+ р ик1>:и -A(2rf)in, ^|Г,|>В(</)|Г|| 

<ехр {-2d Г.)-Р 1|Г,|>|И A(2rf>T|, 1|Г<.>В(Л)|Г| . (2.12)

Очевидно, что
|1/-Л12с/)|Г|, Г|Г,|>5(</)|Г|}

1 П е"11'1 Z (Г, I F, 
vn eei։<‘Z(r( |F)

у П ея|1<| Z (Г» 1Г) 
ей|‘ 1 “ (Г|Л) (2.13)

< e6(|r,“|V’n (УЛ 
Н(Г|Л)

1’Пехр -Г(Г/),

где в качестве V , как и в доказательстве леммы 2.1, взято наиболь 
шее из множеств, граница которых содержится во внутренности V.

111ехР-/(Г.) V' ехр ^|ГМ' 1 N |(Г„ ■ • •, Гл
а>В iJ) II |

Г, j = п ехр ֊'«! < 1 ехр 
ei Н («/) |Г |

1(2Л(2<У) 1)|Г|( ехр >,(!--) о}<

ехр ։ (2А (2d) - 1)|Г| т- (։ ֊ -) В (d) |Г||. (2.14)
Рассмотрим величину

ехр {— А (2d) |Г } ехр {а 11/ } -Гаг ( )
ехр а 1И Н (Г'|Г)

Это выражение совпадает с правой частью неравенства (2.6) и из оце
нок леммы 2.1 вытекает неравенство

ехр J А (2d) Г|) ехр {а Kl} ZrJr ( V\F)
ехр а И'|!^(т

ехр 1-2ЛГ, . (2.15)

Теперь из (2.13\ (2.14) и (2.15) следует
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:^|И,|>|И|-л (2rf»iri, Х1М>5(<0|г,| <
ехр ![(1 + 2д) A (Id} + (։ - 2</)]|Г| i- (i - -) В (rf> |Г|}. (2.16)

Так как мы предположили, что ՛■ достаточно большое, з'>2а >я 
то в формуле (2.16) можно подобрать В (</) таким образом, чтобы

Р |Г|} <ехр |

что и доказывает лемму 2.2.

§ 3. Описание периодических гиббсовских состояний

В этом параграфе мы приводим доказательство теоремы, 
мулировапной во введении.

• Рассмотрим относительный потенциал удовлетворяющий 
| вию Пайерлса с оснэвыми состояниями , &г, и пусть набор

сфор-

усло-
отно-

сительных потенциалов /7։,• • •, Нг-\ снимает вырождение основного 
состояния относительного потенциала /7С. При изучении периодичес
ких гиббсовских состояний для решетчатой модели с относительным
лотенциалом Н = Но т- Л| Н, и параметром 3, где 3 ՝ 30 и |Л| — 

для некоторых 30 и В, мы будем пользоваться представ-
лениями для статистических сумм Н (Г’ З//), доказанными в <|1], [2р. 
Во введении мы уже приводили формулировку теоремы С. А. Пиро
гова и Я. Г. Синая. Нам понадобится еще один результат этих же
авторов, состоящий в следующем. Пусть / ^> 30, h\<^B и пусть 
J (/) /։ — (а։,- • •» аг) £ 1ГГг՜1, где а< > 0, min at = 0. Тогда найдутся г
контурных "-функционала F,, (Г7), 1 q < г, таких, что

н (Г«|3/г) = ехр а, |И(Г")|| Z (Р'|ГД (3.1)< q < г.

Здесь г равно числу основных состояний Н՝., а через И (Г1') обозна
чен объем, отвечающий контуру Г*,  V (Гг/) ~ II 1пI ,п Г7. Если а , = 0, 

т
ю мы будем говорить, что распределение вероятностей в объеме V 
с граничными условиями 5</ описывается контурной моделью, построен
ной по функционалу Гч. Естественность такого определения следует 
из формулы (3.1) и определения 2.2. Аналогично, если 0, то мы 
будем говорить, что распределен.։с вероятностей в объеме V с гра
ничными условиями задается контурной моделью с параметром.

Для описания периодических гиббсовских состояний нам понадо
бятся также некоторые свойства корреляционных функций. Корреля
ционные функции для контурных моделей изучены в работах 
Р. А. Минлоса и Я. Г. Синая ([8], |9|), где исследованы вопросы схо
димости допредельных корреляционных функций (т. е. корреляцион
ных функций в объеме И) к предельным корреляционным функциям 
при Р-*  со и о'ценена скорость сходимости. Мы используем ниже не- 
сколько иной вид корреляционных функций, чем в [9]. Для любого 
напора ։ £ 1' с2Г и для любых х|։ • • •, д-п £ X через г'7 (/\, • ■ ■
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֊ I — ■ ■ - -===™ИтИ=========-===։=ве=====т==»=։««=вмвия«,

in» х։, • -, Хп И обозначим корреляционную функцию, ранную ве
роятности того, что н объеме Г с граничными условиями sv в узл;х 
реи етки 7« £ [’czZn решетчатая модель находится в состояниях х։, х., • • • 
- Хп X соответственно. Необходимые результаты [9] могут быть 
теперь сформулированы н следующем виде: если а7 = 0, q = !,•••, г, 
то корреляционные функции rq (7։,- • •, in, х։,---, х„I к) таковы, что

1. Для любых фиксированных наборов (7։, • • •, 7л) и (х։,---, хч) 
существует предел r7(7i։---, in» х։,---, xj И) при К֊  со, обозначае
мый далее через r,'(ix,՝՝‘» in, х։, •••» хп).

*

2. Справедлива оценка

I/"7 (7,.- • 7Я, х։,- - г, |Р) — г« <7։,- • 7л, х։,- • х„)| С

< ехр { — ■</ (7։ • • •, 7Я; о И)), 

где через <7(7,, 7„; ЭК) обозначено расстояние между множеством
- и границей ЭК объема К;

3. Если относительные потенциалы Но, Нг-\ периодичны

относительно действия группы /с £ , то тем же самым свойством 
обладает предельная корреляционная функция. Иными словами, для 

а
любого 7^ X выполняется равенство

г'*  (7, 4- 7,- 7л 4- 7, Хр - • - , Хл) - Г9 (7։, 7Я, х։,- • хя).

Для конечного множества Кс £ обозначим через I7 (И) мно 
жество, обладающее следующими свойствами.

1. /с V (Ис £.
2. Любые дна гиббсовских распределения в объеме И с гранич 

ными условиями х (7) и у (7) вне И, Р—։ ( •), Р~ (•), совпадают, ес 

ли х (7) - у (7) при 7 £ I7 (V7) V,
3. Множество V ( И) — наименьшее из всех множеств, удовлетво 

ряющих условиям 1 и 2.
Существование множества V (К), удовлетворяющего условиям 

1 и 2, следует из финитности рассматриваемых нами относительных 
потенциалов. Если существует хотя бы одно конечное множество I 
удовлетворяющее условиям 1,2, то очевидно. К (К) можно по
добрать так, чтобы выполнялось также условие 3.

Перейдем теперь к определению приграничных кристаллических 
компонент. Пусть з, (7) основное состояние относительного потенциа 
ла /70 и пусть значения параметрон 3, Л выбраны таким образом, что 
распределение вероятностей с граничными условиями з^ (7) описывает
ся контурной моделью. Рассмотрим конфигурацию (I’, х (7)) в объеме 
К и пусть (/ V7, х (7>) произвольная конфигурация вне объема I
Введем в рассмотрение новую конфигурацию на 7.‘\ V, (£'\ К, у (7) 
полагая у (7) = х (7), если 7( И' (И) \ к, и у (7) — з7 (7), если 7г I '( ^ • 
В силу определения множества V ( V7> гиббсовские распределения
объеме К с граничными условиями х (7) и у (i) совпадают. КонфиГ)
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рация на Z , проекции которой на множества V и '/ 1' совпадают с
( И, х (7)) и (/• \И, у (7)) соответственно, и обозначаемая далее чер. 
(х։ (7), уг, , (7|), почти всюду совпадает с з7 (7), что позволяет опре
делить внешние контуры (см. [2]).

Определение 3.1. Приграничными кристаллическими компо
нентами, отвечающими конфигурации (xt (7), xz , ։ (7) I, объему 1' и 
основному состоянию s,, (7), назовем внешние контуры конфигурации 
(xv (7), (О ), пересекающиеся с Z И.

Лемма 3.1. Пусть в объеме V с граничными условиями х (7) 
вне К, I J.*՛-,  Г и являются приграничными кристаллическими ком
понентами для конфигурации (х։ (7), х (7)). Тогда найдутся по
стоянные .4 и ъ ^>0 такие, что вероятность множ ества всех кон- 

Л
фигурации (7), для которых՝՝՝ |Г||^>Д!Г<, где I длина грани- 

I f—l
I цы И, не превосходит ехр (—* |Г|).
I Доказательство. Обозначим через Р (Г։, Г*,И,  х(7)}
вероятность того, что в объеме И с граничными условиями х (71 при
граничными кристахлическими компонентами служат Г։,- -,Г*  и толь
ко они. Согласно лемме 1.1 можно написать оценку

Р Г*|И,  х (7) I < ехр з|Г (И)\К|! РТ։. Г*  И (Г). (7)’,

<3.2)

где через Г\| И (И), 5^(7)! обозначена вероятность того, что
В объеме V ( И) с граничными условиями $ (7) внешними контурами, 
пересекающимися сИ(И) И, являются в точности I р Г..---, Г». 
В силу финитности рассматриваемых относительных потенциале’ 
| И ( У) \ К, R |Г(, где R = шах R , - R? । , а R. — радиус 
взаимодействия относительного потенциала Н , 0 7 г —1. и нера
венство (3.2) переписывается в виде

Р Г։,- • - , Г<| И, х (7)| %, ехр г Г| Р Г,,--., Г»|И (И). s<(7) , (3.2')

где »'=։/?. Из формулы (3.2) видно, что нам достаточно доказать 
существование такого числа Д *>0,  чтобы вероятность события ,

А |Г! в объеме К’ (’/) с граничными условиями $ч (7) была бы мень
ше ехр {—G 4-1 ) !Г|} для некоторого о > 0. Так как о, =0, то рас
пределение вероятностей Р ’IK'(И), 5« описывается контурной мо
делью с функционалом F4 (Г4). Теперь из неравенства Пайерлса (см., 
например, [4]) и из того, что Fq (Г'') является контурным с-функтит- 
налом, вытекает следующая цепочка неравенств:

* I I */»[Г,.--, Г,|И'(И. ■; ехр —У Г, (Г?» ! * ехр -Л՛ |Г«| •
I । I г, I

13.31
369 - 3
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Каждый набор приграничных кристаллических компонент (Г,.«««, Г*},  
нак легко видеть, /?-связен по отношению к множеству V ( И)\ V. 
Используя комбинаторную лемму 1.2, получим, что число всех наборов 
приграничных кристаллических компонент таких, что
^|Г(| = а, не превосходит ехр [а — | И'( И1\И‘- Вероятность всех 
наборов ;Г։,- • •, Г*  , v |Г<| = а, меньше

ехр .(з — :) а| ехр (з | И' ( И)Х V|} < ехр ((а — т) я» exp |л' |Г||. (3.4)

Вероятность того, что |Г. j > Ь, оценивается таким образом

й • Ь ♦

Р М IГ( | = а, -< ехр {з՜ |Г|] V ехр (я —-)aj.
а ь ♦։

Для завершения доказательства достаточно выбрать Ь так, чтобы 
& |Г| (з “) 6<— ($ а ) |Г|, что всегда возможно, в силу нера
венства ' ^> з 4՜ 1.

Перейдем к доказательству теоремы, сформулированной во вве
дении.

Доказательство теоръ мы. Обозначим через Р (7։, • • •, 
л1.- -,хп| х (/), 1(1/) вероятность того, что в объеме V с граничными 
условиями х (/I в точках Л С Ис Л’ решетчатая модель нахо
дится в состояниях X;, - -, х./Х соответственно. Для описания пе
риодических (трансляционно-инвариантных) гиббсовских состояний нуж
но исследовать усредненные корреляционные функции Р |/։, • • •, 7„, 
х1։ - -, л .)х(7), / Р и их поведение при 1/ — . Усредненную корре
ляционную функцию в объеме V с граничными условиями х(7) опре
делим формулой

, / Хр- • •, Х„Х (/), / ♦֊ И

Л х;,- • - ,xnJx(/), l\- I/}, (3.5»

где суммирование производится по всем тем /'(;/, для которых на
бор !7։ /.•• •» /а /’ целиком лежит в объеме И. Мы будем доказы
вать теорему отдельно для случаев А (/(£) Л) = г — 1 и .V( /(3) Л) г.

а) Пусть .V (/'/) /») г — 1. Тогда уравнения С. А. Пирогова и
Я. Г. Синая запишутся в виде . * 4

- (Г"|,3/У ) - ехр ,аДИ(Р)Н Н(Р1/Д). (3.61

и, , 0 и все за исключением одного, равны нулю. Предположим 
для определенности, что а1 а. ’■• = аг-1 = 0 и аг 0. В этом слу՜ 

ае распределение вероятностей внешних контуров в объеме V с гра
ничными условиями описывается контурной моделью при каждом 
V՜!»՛ • •» г —1« В качестве предельных гиббсовских распределений
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Рр-’’, Рг । из формулировки теоремы выберем предельные гиббсов
ские распределения, получаемые предельным переходом при К — 
гиббсовских распределении н конечном объеме \ с граничными уело*  
ниями Sp-’-, sr-i соответственно ([3]).

Мы докажем следующее утверждение, достаточное для доказа
тельства теоремы.

Для любого конечного Ис 7' и граничных условий х (/) вне V 
найдутся такие числа

____  г —I _

( К -*■(/))»  / = • •, Г, У ау ( V, х(7|)= 1
I /-։

и функция
3 (/,,■• ь, Др. • х*|  К, х(7)), 7Х,՛ •л £ 7 , Д р• •х. £ X,

для каждого фиксированного набора (.'р*--,  7., хР---, хД стремящая
ся к нулю при И — оо равномерно по всем х(7), так что для усред 
ненкой корреляционной функции

г —1

= X » х(0) г (/՛։.•••. 7*.  Хр- • хД - 3 (Хр. • 7», Хр - • Х;|И, х(7)).

(3.7)

Здесь через Р ( ) обозначена, как и выше, предельная корреляцион
ная функция.

Доказательство формулы (3.7) будет приведено позже. А сейчас, 
предполагая (3.7) выполненным, докажем утверждение теоремы.

В самом деле, пусть Р — крайняя точка совокупности периодиче
ских гиббсовских состояний, отвечающих выбранным значениям пара
метров, т. е. Р невозможно представить в виде Р= я Р' -г я ^>0, 
я 0, = 1, а Р Р —периодические гиббсовские состояния с
теми же значениями параметров.

Из результатов работы | 10] вытекает, что найдется последова
тельность вложенных объемов И։сИ:с.-.с I и V*  = 7 . и по
следовательность граничных условий хя (7) вне так, что усредненные 
корреляционные функции Р(г\, • • •, 7*,  хр • • •» х»| 1/я, хя (7)) сходятся 
к Р • •, 7», Хр- • •, х») при п — ос. Воспользуемся формулой (3.7) при 

хя(7)=х(7) 

л *- 1

= V ( 1/„, х,| (/)) г‘ (7։,- • ■, 7», Хр- - •, хД-*-  / (/р- • , 7л,

Хр- ♦ •, х*|  У и Хп (7)). (3.7)

Предположим, что 7;(КЯ, х„ (7)) для всех /=!,•••, г—1 схо
дятся при п —» оо к некоторым пределам, которые будем обозначать
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через у 1, ••» г — 1. Это предположение не нарушает общности, 
так как н противном случае, очевидно, можно было бы выбрать неко
торую подпоследовательность последовательности для которой
я (1/„, х„ (7)) уже сходятся, и проводить все рассуждения для этой 
подпоследовательности. Легко видеть, что / = г —1 и
Г —1 ,

V ։ — 1, поскольку эти свойства выполнялись для »ДИч, хп(։)) при 

всех п.
Переходя к пределу в равенстве (3.7 ) при п —• , получим

г -1
Р(7,,՝ • ՝, 7*,  «1, - ՛ •» Х*)=  V ’/Г О’։»՝ * •» й» *։,• • > -о) (3.8)

для всякого набора (711՝*-,7*,  х։,՝՝-, х*),  /р* ”. 7» £ 2՝, х։,• • •, х*  (- X’ 
г- 1

т. е. Р ’у Р,. Поскольку Р, согласно предположению, является 
У—։

крайней точкой совокупности гиббсовских состояний, то все коэффи
циенты з в разложении (3.8), кроме одного, равны нулю. С другой 
стороны, каждое из гиббсовских состояний Р/, / = !,■••, г — 1 перио
дично, следовательно, множество крайни՝; точек совокупности гибб
совских состояний есть в точности множество [Рр՝’՝» Рг-։', откуда 
следует утверждение теоремы.

! 1ерейдем к доказательству формулы (3.7). Для конечного объе
ма V и конфигурации х (7) н։ Х‘ определим внешние контуры следую
щим образом. Обозначим через V' ( Гг) наименьший из всех объемов, 
содержащих V, такой, что изменение граничных условий вне И’ (И) 
не меняет распределения Гиббса в объеме V. Обозначим через х (7) 
конфигурацию на £', совпадающую с х (г) на И (V) и с &г (7) вяз
V' ( И), т. е,

( х (г), V' (И
I 5г (7), 7ГV' (И),

где 5, (7) в соответствии с принятым соглашением таково, что рас
пределение вероятностей внешних контуров в конечном объеме с гра
ничными ус копиями $г описывается контурной моделью с параметром

Таким образом, конфигурация х'(7) почти всюду совпадает с 
8< (7), что позволяет определить внешние контуры для конфигурации 
х (7). Эти контуры назовем внешними контурами конфигурации х (7).

Рассмотрим распределение Гиббса в объеме И с граничными ус
ловиями х(7). Через А (Г։,-*,  Г,) обозначим множество вс?< конфи՜ 
гураций х (7 , совпадающих с х(7)нне Р и имеющих контуры Г։,.--, I 
в качестве внешних контуров. Докажем, что вероятность нсех тех
А (Гр • - Г ), для которых 11 к ( V )\ — | > А |Г| или £ )Г<|> В|Г!.
стремится к нулю при V —• , если соответствующим образом подо 
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брить постоянные А и В. Для этого воспользуемся сначала леммой 
1.1, откуда

Р !А (I ’р-', Гл)]|/, х(/)}<ехр [я |Г|) Р |А (Г,,-.-, Г,)| Г (V), Sr (/)).

(3.9)

Положим d — 2з и воспользуемся леммами 2.1 и 2.2, положив A A (d) 
и B^B(d). Вероятность Р { \V'(V)t sf (/)} выполнения хотя бы од
ного из неравенств | | V ( Ю1 — X 11'41 | > А |Г| или ^Г/|>В|Г| не 
превосходит ехр 2я |Г|). Отсюда и из (3.9)

Р{*  (/): ||И'(Ю1֊Х|И. |!>Д |Г| или v |Г.| >

• • •, г*| И, х (<)} =- — - Р [i> т i, -f i\ - г, xv - ■
|И| А (Г,,.... Г,՝

Д=1.-- Jr

>В|Г|| И, х(0) ехр [—я |Г||. (3.10)

Все остальные наборы внешних контуров А (Г։,---, Г ) удовлетво
ряют условиям

1|И-(И)|֊Х|И||<Д |Г|, (3.11)

У1П|<В|Г|.

Усредненная корреляционная функция Р { \1А, х(г)} может быть за՜ 
писана в виде

1 ՝ г i х1։ • ■ •, л а I t х, (/)) —- Р ~ i, * ՛ ‘ 1 < к ~ it Хр ՛
I И| <■

•. Ik h х},

(3.12)

где сумма с одним штрихом означает суммирование по всем наборам 
внешних контуров, для которых выполнено условие (3.11), а сумма 
с двумя штрихами по в~ем остальным наборам внешних контуров.

I V"Из формулы (3.10) вытекает, что — Р{А(Г։,”-, ГЛ)}<ехр( — я |Г .

Далее из того, что Р {/', /,•••» /а -г /» • • •, ха А (I , I ,)} i, 
следует

_ 9f «

|И|

• • •, ГД) < ехр |— Я |Г||. (3.13)
Оценим теперь
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(3.14)

Выберем - так, чтобы 0 £ <^------- , где V — размерность решетки
V —1

Для каждого набора внешних контуров А (Гр---, Г.,), удовлетворяю
щих условиям (3.11), через У,„ (Г։, • • •, Г,) обозначим множество тех 
7 £ для которых 7։ 7 попадает в п-внутренность одного из кон
туров Гр---, Г>։ где т г, и отстоит от всех носителей контуров 
Г։,---, Г, и от границы объема Ина расстоянии, большем 2 |Г|‘. 
Пусть </— диаметр множества |7։.-- -, 7,,. Если |Г|*  > 2</ и 7£ Кт(Гр- 
- то и весь набор |7։ 4֊ 7,-• •, 7» 4֊ 7 попадает в т-внутрен-
ность того же контура, в лп-внутренности которого лежит точка 71֊ЬЛ 
и отстоит от всех носителей контуров Г;,---, Г։ и от границы объе
ма И на расстоянии, большем |Г|*.  Так как т г, то в \/т (Гр• • •, Г5) 
распределение вероятностей описывается контурной моделью. Отсю
да и из свойства 2 корреляционных функций вытекает, что если 
/՛€ И-п (Г1։- • - , ГД, то

!Л4-«>- • •» 7а4՜г, хр- • -, х*|А  (Гр- • -, ГД, —г‘։- (7П- • Хр ' ‘ ՛ , Х<)|

< К (Л >• • •. Хр - • - , х>)| ехр {— |Г|*} (3.15)

при Гг>2<7. Далее, так как ^|Г(|<4 Г;, то очевидно

НИ - - |И„(Г,,-.
П1

, Г.)/; -;2Д Г||Г|։ '24 ПТ '. (3.16)

В следующих трех неравенствах (3.17), (3.18), (3.19) предполагается, 
что фиксирован набор внешних контуров Гр---, Г,, удовлетворяющий 
условиям (3.11), поэтому мы для удобства записи всюду в этих не
равенствах вместо Ил(Гр---,ГД и А(Гр---,ГД будем писать Ут и 
А соответственно. Имеем

| И|
Р**1.  ••• ■

\У\

2А
1И (3.17)

\У\ '•֊’> т т

2.4 |ГГ* ‘
1И

(3.15'

и наконец, в силу (3.15) получаем
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Р {i 1 i, ik 4՜ 7, х։, - • xi. I A) —

VII/ 1՜ *“ 1 г ‘ ^1‘х' ' ’ * х1» ’ ’ '» х») ехР : — И Г ■■՝ (3.19)
2 | Ит| т I

<
Если К—куб решетки X, т. е. 1/={(71,--, 7,) £ X". |7*|  $ R для не-

которого R , то |И| |Г| , где / — размерность решетки Х‘. По

скольку е было выбрано так, что 0<^г<^ —-—, то правые части 
V — 1 е __

(3.17) и (3.18) стремятся к нулю при К— . В качестве 1т ( V, х(7)) > 
т = !,-••» г—1 возьмем числа

А

IZ. (г,,- -, г,)| (3.20)

г—I
Легко видеть, что V ֊ 1, и зч не зависят от набора (7Х,---, 7л . 

гп — 1
Так как У Р , А (Г1։ • • •, Г, I , как мы видели, меньше ехр — я ։Г| , и 

1 Г Р!А (Гп..., Г.) Р А(Г։,---,Г{)., то v р д (Гр...,Г,)

стремится к единице при И —■ Отсюда с использованием неравенств 
(3.17) —(3.19) и формулы (3.12) получаем представления (3.7) с 
определенными формулой (3.20).

б) Пусть (/V / (3) Л) = г. Тогда уравнения С. А. Пирогова и 
Я. Г. Синая примут вид

■ (Р|ЗЯ') = Н(Р|^). (3.21)

В этом случае распределение вероятностей внешних контуров в объе
ме V с граничными условиями з., описывается контурной моделью при 
каждом </=!,•••, г. В качестве Рх,՝՝,Рг выберем предельные гибб
совские распределения, получаемые предельным переходом при |Л*  
гиббсовских распределений в конечном объеме V с граничными усло
виями $։, •••, «г соответственно. Как и в пункте а), для доказатель
ства теоремы достаточно получить представление для усредненной 
корреляционной функции, аналогичное представлению (3.7), т. е. для 
любого набора (7Р։ • •» /х, х։,- • ,х*}
_  г

‘ ՛» 7л, х։, • • *,  лч| IX, х (7); = ( V, х(7)) г (/х, • ՝ •, 7*,  х։, • ■, л*)

+ г (А>' ‘ » '»» -гр’ ’ ’• х0))> (3.22)

где через И (7։,-..,7*,  х*)  обозначена предельная корреляцион
ная функция, ^ ( | И, х(7)) стремится к нулю при К— ос равномерно 
по всем х(7), и (IX, х(7)), 1 д К г зависят только от объема и гра-
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Г
ничных условий х(г)> при этом > 0 и V а( =1. Здесь г равно чис-

лу основных состояний относительного потенциала Н
Событие, состоящее в том, что фиксированы приграничные кри

сталлические компоненты Гр-«-, Г», отвечающие объему Р՜ и основ
ному состоянию $։ относительного потенциала Н^, обозначим через 
А(Г։,- , Г ), и запишем усредненную корреляционную функцию в 
виде

/л • X1» • - , хл|И, х (/) —Р

(3.23)

Меняя порядок суммирования в формуле (3.23), будем иметь

И, х(/)|Л> Xр ’ ’ > X П

I,

Р А (Гг---, Г,)},

’, л п IА 11 р

(3.24)

4 • |, п

где сумма с одним штрихом означает суммирование по всем тем на
борам приграничных кристаллических компонент Г1,-«-,ГЗ, для кото
рых 4 Г։|<^Д1Г|, а сумма с двумя штрихами—по всем остальным 
наборам приграничных кристаллических компонент. Число А выбрано 
в соответствии с леммой 3.1 таким образом, чтобы вероятность нера
венства 1{П|>Л |Г| была бы меньше ехр ! — ~ |Г| для некоторого 
1>0. Таким образом, V Р {А (Г։,• • -, Г,)} <ехр { — ' |Г|), откуда вы
текает, что второе слагаемое в правой части (3.24) не превосходит 
ехр 1--1ГЦ. Сумму с одним штрихом в (3.23) можно вычислить при 
помощи тех же рассуждений, что и в пункте а), откуда получим пред
ставления (3.22), что и доказывает теорему.

В заключение выражаю благодарность Я. Г. Синаю, под руковод
ством которого выполнена эта работа, а также С. А Пирогону за 
ценные замечания.

Московский государственный университет 
им. М В. Ломоносова,

Институт математики АН Армянской ССР Поступила 5.IX.1^76
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iriLPSbPH 11ՏԱՆ ’К Հ. 'Ь||ри|| սա(ւմանա||ւն прьгрԱրական pu։՝|un»ifiiLrp ui»fpող*ա|>|ււ|  ցան- 

<փ վրա որոշված մողե|եերի համար, (ամփոփամ )

ձոովածում ուսումնասիրվում են Գիրսի սահմանային պարրերա կան րաշխումներր ամրոդ- 
էաքէիվ ցանցի վրա որոշված մոդեքների համար։

Որոշակի ձևով րնտրված պարամետրների արծեբնԼրի Համար ապացուցվում /, որ վեր- 
քավոր թվով քքիր^յան սահմանային բաշխումների միջոցով (այսպես կոչված մարուր թերմո
դինամիկական ֆացաներով ) ծնված ո։ոուցիկ գծային քքադաՆթր »ամրնկնում է Գիրսի սահ
մանային պարրերակաԱ բաշխումների բագմո։ թ ւան *ետւ

D. H. MARTIROSIAN. Equilibrium states for classical lattice models 
(summary)

Periodic equilibrium states for some lattice models are studied.
It is proved that under certain conditions on the parameters of models every 

periodic equilibrium states is a superposition of a finite number equilibrium states 
(the so called pure thermodynamic phases).
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Д Г МАРТИРОСЯН

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГИББСОВСКИЕ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ 
КЛАССИЧЕСКИХ РЕШЕТЧАТЫХ МОДЕЛЕЙ

Введение

В настоящей заметке дается полное описание периодических -и»'- 
бсовских состояний для некоторого класса решетчатых моделей.

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: через / , 
>> 1 будем обозначать ^-мерную целочисленную решетку. Векторы 
7 = (/,,•••, /,) с целочисленными координатами будем называть то*.ка 
ми решетки, подмножества И решетка 7. будем называть объемами. 
Для объема И через | И| обозначим число точек решетки, содержащих
ся в объеме V. Расстояние между двумя точками решетки 7 
I • ■ /,) и У = (/.»•• •, 7 ) полагаем равным

ժ՜ւտէ (7, 7') « 7

Зафиксируем некоторое конечное множество Х = (х։,--, х ). Отобра
жения х (7): /՛—• X будем называть конфигурациями решетчатой мод — 
ли. Множество всех конфигураций называется фазовым пространством 
решетчатой модели и обозначается через 25?. Предположим, что на фазо
вом пространстве 20? задано некоторое семейство [«(/)] ։ , действн. 
тельных конечных функций, при каждом зависящее только т
значений конфигурации х (/') в ^-окрестности точки 7. Для любых 
двух конфигураций х (7) и х" И), совпадающих почти всюду (т. е- 
всюду, за исключением конечного числа точек решетки . определим 
относительный потенциал Н (хг, х ") формулой

Н (х’ (7), (2)

Легко видеть, что в правой части (2) под знако՝։ суммы только ко
нечное число слагаемых отлично от нули, так что Н (х , х I опреде
лен корректно.

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что 'Л периодич- 
А. 

но, т. е. инвариантно относительно действия некоторой подгр\п:։ы / 
группы /' конечного индекса; последнее означает, что д\я любых 

А
1с^2 и любой конфигурации X (/)

Уц » (х (/ — .<•)] = [х (;)].



Д Г Мартиросян

Из периодичности и из того, что 4Л принимают конечные 
значения, вытекает, что для любых двух конфигураций х (г) и у (/), 
совпадающих почти нсюду

Н (х (7), у (7))| < сХ (7 £ 7’: х (7)^ у (7)), (4)

где Л 7(7 £ 7 : х (7)=*=у  (7)) число точек решетки, в которых конфигу
рации х (7) и у (г) не совпадают, а с—некоторая постоянная. Далее, 
из формулы (2) немедленно вытекает, что если конфигурации х , х", 
X совпадают почти всюду, то

Н(х, х) и- Н(х". х՛”) = Н(х, х”). (5>
Формулы (4) и (5) будут неоднократно использоваться нами н даль
нейшем.

Определение 1. Тройку 
делью. Число К будем называть 
той модели.

(7 , X, Н) назовем решетчатой мо- 
радиусом взаимодействия решетча-

Далее, мы будем называть конфигурацию 5 (у) периодической, 
Л л

если з (у -!-)=$(/) для всех у £7’ и 4^7, где 7—некоторая под
группа группы 7 конечного индекса. Множество периодических кон
фигураций будет обозначаться через ЭД<рег).

Определение 2. ([!]> Периодическая конфигурация $ назы
вается основным состоянием относительного потенциала Н, если для 
любой конфигурации х, по ։ти н^оду совпадающей с $, Н (х, я) >0.

Пусть Тс X . Конфигурацией на Т н 1зовем отображение Т—Х. 
Конфигурации на Г будут обозначаться через (7\ х (7)). Пусть 
Т}сТ։с X' и (7։, х (7)) и ( Г2, у (Г)) конфигурации на Г։ и 7\ соот
ветственно. (Гр х (7)) называется проекцией ( Г2, 1/(7)) на 7\։ (Ти 
X (7)) — рг7՜, ( Г2, у (7)), если у (7) = х (7) при 7£ Г։. В случае Т2 = 7 
мы будем обозначать проекцию через ргГ։ х (7).

Следуя С. А. Пирогову и Я. Г. Синаю, мы рассматриваем от
носительные потенциалы вида Н ' = /70 Ь /ъ Н>, где Л,—параметры,
а Н, удовлетворяют тем же условиям, что в [1] и [2]. Рормулиров-
ку этих условий мы приводим в определениях 3—6.

Предположим, что имеет конечное чизло основных состояний,

обозначаемых нами через 5։,-'։,зл. Пусть 7 та подгруппа группы 
7 конечного индекса, относительно которой инвариантны Но и коп-

А

фигурации зР - •, зг. Положим Лг=(7 : 2) и обозначим через (У.х (7)мно
жество {у £7’: (7, у)^СЛ7}.

Определение 3. Пусть ЭД. Точка 7^7’ называется непра
вильной точкой конфигурации з, если ргГч.(0« •-֊- ргг о) з ни для одно

го 7 = 1, 2,- • •, г.
Определение 4. Относительный потенциал Н. с основными 

состояниями Зр • • *,  з, удовлетворяет условию Пайерлса, если для лю
бого 7 = 1, 2,--, г и для любой конфигурации з, совпадающей с 5« 
почти всюду
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Периодические гиббсовские состояния
<ЯЕ=Г .Д .1- Э —• 1~Tin~IT֊-W ГТ   * W՜ " ' — — ■ Г1 Т5==^^==

И, (s, s.J > f» |В (s)j,

где через ($) обозначено число неправильных точек конфигурации 
5, а р — положительная постоянная.

Рассмотрим теперь относительные потенциалы Н1,---, Нг-՝, чи
сло которых на единицу меньше числа основных состоянии отн си- 
тельного потенциала //,. Прежде чем сформулировать условия, кот^ - 
рым удовлетворяют Нх,՝՝, Н, ь приведем одно определение.

Определение 5. Пусть 5՛" £ ЭД15*՜"  и К/? {/ = (г։, , / ) -
£ £*:  тах |/> /?}. Положим

1 г

и образуем
His... s")

(s', s') — lim ----- _£-----  • (8)

Нетрудно показать, что предел (8) существует, и что на ЭД мож
но найти функцию ен ($), определенную с точностью до аддитивной 
постоянной, такую, что f-H (s', s ) = e/t (s') — eH (s f. Функция еи I s) 
называется удельной энергией конфигурации s. 

r-i
Для относительного потенциала// = У Л| //, определим е.. (s ), 

4ft € тТ^^1 lwI
1 < q < г и положим ($7)— min Набор чисел t
который уже определяется однозначно, можно рассматри ать как то - 
ку границы положительного октанта R' пространства R'

IF*՜-։  л» ;(ои • - - , Qr) £ R’z min a. = 0 .

Определение 6. Набор относительных потенциалов Н{, ■■ 
Нг.\ снимает вырождение основного состояния Н если отобра-

жение
• J Л — (Л|,‘"*,  hr—j) • t --- ( ^// ( ՝» ’»

отображает пространство параметров (Л,,՛* -, Л, ) на всю границу 
положительного октанта R'.

И, наконец, приведем определение гиббсовского состояния.
Пусть заданы решетчатая модель (/ , X, /1), конечный о‘г»< м 

Ус. 7.՛, |К|<^ос и паоаметр /3>0, где ?= -֊; — обратная темпера

тура. Зафиксируем к а ։ ригурац ։.о и обозначим через
ЭД ( V', х (/)) можество все < конфигураций, совпадающих с конфигура
цией х (г) вне объема У, т. е.

ЗХ ( У, х (/).) =֊- их (г) £ ЭД: х (/) = х (I), / Г.
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На 'Л’ ( И, х (/)), состоящем, как легко видеть, из конечного числа 
конфигурации, определим распределение вероятностей Р- ՝ 3() так, 

чтобы для любых х (/)> х' 0*)С9К(И,  х (/))

(х (/)) |Г- (х (/)) -- ехр !— ,ЗА/(х (/), х (/))} (9>V. з

Распределение вероятностей Рл у. ( ) называется распределением 
Гиббса в конечном объеме К с граничными условиями х (/).

Определение 7. ([3]) Предельным распределением Гиббса 
для решетчатой модели , X, Н) и параметра ? У> О называется рас
пределение вероятностей Р на ЭХ, для которого условные вероят
ности

Р х (/>, 1՛£ И| х (/) = х (/), Л Г (10)

Р—почти наверное совпадают с Р՝ г . (•).
Предельное распределение Гиббса Р является распределением 

вероятностей некоторого случайного поля ?/ с дискретным аргумен- 
т »м, принимающим значения н целочисленной /-мерной решетке / и 
значениями в конечном множестве X. Это случайное поле называется 
гиббсовским случайным полем, отвечающим потенциалу Н и парамет
ру ,^0-

Предельное распределение Гиббса мы будем называть пepиoди- 
^ еским, если мера Р инвариантна относительно действия некоторой 

Д А
подгруппы Z конечного индекса. Ес \и при этом Z=Z, то предель
ное распределение Гиббса называется трангляционно-инвариантным. 
Предельное распределение (иббса иногда называется также гиббсов
ским состоянием.

Мы будем изучать периодические состояния для решетчатых мо

делей с относительным потенциалом вида Н — -(-V кН, где //0 

удовлетворяет условию Пайерлса с основными состояниями
а набор относительных потенциалов Нг-\ снимает вырождение
основного состояния /У։1. Пусть, как и раньше, (Г"՜1 = (ах>• • •, аг ) £ 
£ R'-. пип а, = 0 . Для а £ 1Г'Г՜1 через /V (а) обозначим число коорди
нат вектора а, равных нулю. Для Л — (А1։---, Лг_|) положим [А =

тах |/и —А/|։ 1 < /, у г 1. Для рассматриваемого класса отно
сительных потенциалов известно следующее [1], [2]. Найдутся такие 
постоянные %^>С, В^>0, что при всех ? р0 существует гомеомор
физм / (?) области |А| В на некоторую окрестность точки 0 в 
IV7՜1, при этом для значений параметров 3, А имеется по крайней 
мере А’(./(?) А) попарно сингулярных предельных гиббсовских рас
пределений, инвариантных относительно действия некоторой подгруп

пы Z группы Z' конечного индекса.
Основной результат работы, относящийся к описанию периоди 

веских гиббсовских состояний, содержится в следующей теореме.
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Теорема. Пусть относительные потенциалы Н}, Нх, - Н । 
удовлетворяют условиям, сформулированным выше, и пусть зна
чения параметров 3, Л выбраны таким образом, что 3'>3О։ А В 
и му М)Ь) = Г или г — 1. Тогда существует Л7(/(3)/։) попарно 
сингулярных гиббсовских состоянии Рт, т \ (/ (3) Л), и

любое периодическое гиббсовское состояние имеет вид Р V г Р , 

где коэффициенты ։р ■ • •, тт таковы, что 7/ 0, з, = 1, 1 7
■С т — И (3) Л).

Заметим, что аналогичный результат для модели классического 
изингонского ферромагнетика при нулевом поле и достаточно боль
шом значении обратной температуры 3 был установлен в |4|.

§ 1. Две общие леммы

Леммы, которые мы приводим в этом параграфе, будут неодно
кратно использоваться нами н дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть (7 , X, Н)—решетчатая модель, х (7» 
конфигурация на 7. , х(7)£ЯХ, Р—предельное распределение Гиб
бса для решетчатой модели (7 , X, Н) и параметра 3, и С 
clZ.cZ', где И.—конечный объем. Тогда для Р почти всех х (г

1 (О = * IZJ z (. > = х (7), 7( Г,| 
Р (z (7) - х (7), i(z ^»| * (О т х (i), 7ёГ.

- Г exp з|Г ЧГ։ , (1.1)

где 2 зависит только от Н и 3 и не зависит от выбора 1 I .
Доказательство. Зафиксируем конфигурацию х (7): 7 -*Х,

■-ЛС = (хр-• *♦)•  Если ^'с^' — произвольный объем, то в силу оп
ределения гиббсовского состояния Р имеем

_ Р !z (7), 7 £ IZ' I z (7) = х (7), г <- И   
Р jz(7) —х (7), 7£ lZ|z (7) х (7), 7՜ V

- exp ! — '$Н (z 17), x (/)) ,

где z < 7) — конфигурация, совпадающая с х (7) ине объема I .
Из формулы (1.2) и из очевидной формулы

—---------------- =— Р z (z>. г^ IZ|z(7) г (0, 7՜ Г | = 1,
г </): * U» -г (О. It *'՛

< 1.3)

i справедливой для любого IZ с 7 , | IZ'1 , вытекают соотношения

Р— х(7)«-*х(7),  7£ lZ|z(7) х(7), —
I I v---------------------- ? z 10» (0 х <0.7՜ 1՜ 

й ■■—!■■■■ I ■ । , ■ I— • ~ — ֊ - ֊ - ֊ ֊ ֊ - ֊     
I • । -»(о. 4» 7' z (7) х (7), 7^1 'lz (7) х (7). 7 I
I ” - ехр — ,ЗЛ7 (z (7), X (7)1 j . (1.4)
■ zU) -jr(O, I О

Воспользуемся формулой (1.4) при IZ , равном 1 , и I ՛. соответствен
но, в результате чего оцениваемое нами oiношение вероятностей за
пишется в виде
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- _____________ ехр { —ЗН (г (7), х (/))’,
г i/t: <П? ■» г (О. <Т V»

ехР > — (*  (0> х <0)1
г НУ- г 0՜) - с (•), • 7-Vi

(1.5)

Определим отображение / множества конфигураций в себя по форму*  
ле / (с < 7)) = z' (/), где

. (,) = И,\ К
՝ I х (/), и,\ И,.

Конфигурации г (7) и /(/ (/՛)) совпадают всюду вне множества И,\ И.» 
поэтому из формулы (4) вытекает, что \Н (г (/),/(՝ (7))| •>. с 1/.\ И։| с 
некоторой постоянной с, зависяшей только от Н, откуда 

ехр Н (z (7), х (/)) -֊ ехр {3 Н (z (7), / (г (7)) Jexp \)Н (/ (z (/)), х(7))| <

ехр >с|Р’г\|/1| - ехр '1Н (f (г (/)), х (Л)}. (1.б)‘

Оценим сверху выражение (1.5). Заметим, что из (1.6) следует

L_____________ ехр {)Н {z (/), х (/))}
г Чу. г (О=х (О. / t V,

ехр 'Зс К Kj|)  ехр /Н (/(г (/), <х (/))| < 
г try. z, (0 ™ с </) е V»

<ехр Зс1К И։|) у ------------/V {г (7):/(г (7))=z1 (г)} X
։,иу. (П*  Т(/). /£ Г։

- ехр {.3 Н (zx (7), X (/))). . (1.7)՛

Для оценки Л (z (»՛): / (z (/)) = z։ (/)) заметим, что в каждой точке 
;1 Z конфигурация z (/) может находиться н одном из к возможных 
состояний X — I х։, • • •, х«), |А| — к и поскольку Z, (i) должно совпа
дать с г (?) вне множества ИЛ. 1Л, то число конфигураций z (/), для 
которых / (z (//) — г, (/) , не превосходит A|։'’\V։| = ехр In к | И2\ И։|) 
Поэтому (1.7) не больше

ехр \'Jc И2чхИ։|;  ехр {In к\\Zt
^1 (•)■• '«(«)•= .г (О. ‘6

ехр { '?H(zx (/), х (/))!.

Полагал ։ ։3с + 1п к, получаем правое неравенство (1.1).
Для доказательства левого неравенства (1.1) воспользуемся 

включением \г (/): г (/) - х (/*),  /(■ |/։'։ с [г (7): г (7) = х (71, 7ь У2\, от՜ 
куда следует

L ехр i.3//(z(7), х (7))|<
z (О: г (О— X (»|. V|

~ ехр j։3Z/(z(/), х(7))),
г։ (ч- г՛ (Ц-л И), t t l <

что и доказывает лемму 1.1.
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Определение 1.1. Пусть множества A, BcZ . Назовем мно
жество В /?-связным по отношению к множеству z4, если для лю
бой точки Z#£ В найдется так1я цгпочк! Zo, Zt, • • •. it> /\ -В, £=1,2,- , 
5 = 0, !,•••, к, что расстояние dist (ZM Z<i) между последовательно 
взятыми точками is, ui меньше R и dist (/«, А) < К'.

Лемма 1.2. Для любою конечною множества А число всех 
множеств В, R-связных по отношению к множеству А и таких, 
что \В\ = Ь фиксировано, не превосходит ехр (а (|Л|֊г 61}. констан
ту а можно выбрать так, что она будет зависеть только от R 
и размерности решетки ՝/, л — л (R, •»).

Утверждения типа леммы 1.2 достаточно стандартны и доказа
тельства аналогичных предложений можно найти во многих работах 
(см., например, [5], [6]), поэтому мы опускаем доказательство.

$ 2. Контурные модели с параметром

Понятие контура является для нас одним из основных. Мы бу
дем исходить из определения, приведенного в ([2], стр. 61 -651.

Напомним некоторые обозначения из |2], связанные с этим по
нятием. Контур с граничными условиями s7 обозначается через Г , а 
носитель контура Г1* через supp Г7, m-внутренность контура Г мы 
будем обозначать через Int,,, Г7. Здесь в отличие от |2] мы предпола
гаем, что ти — q, а внешность контура мы определим, как множество 
Ext Г7 — Zv\(supp I 7 U (U Int« Г7)). Заметим, что при этом все 

т +ц
утверждения работы |2] остаются справедливыми. И, наконец, через 
3(Г7 /3/7) обозначается кристаллическая статистическая сумма для 
контура Г7, относительного потенциала Н и параметра 3, через 
Srar \VftH) -• разреженная статистическая сумма для объема I', отно
сительного потенциала Н и параметра 3, а через Н (Г7 6,(1'/^՝), 
где Fq—контурный функционал, обозначена контурная кристалличес
кая (разреженная) статистическая сумма.

Пусть а՝>0—параметр, /•’, контурный функционал и {I •'.••• 
• ••, Г7}—некоторый набор внешних контуров в объеме К Обозначим 
через V, объемы, соответствующие вне и и им контурам 1 . I == 

U IntГ7, п положим вероятность расположения данного набора 
т + q

внешних контуров (Г7,--, Г7} в объеме V ранной
Л

(2.1)

где 2 ( И, а) нормирующий множитель, равный 4 П е 1(' Н (Г,' /',.).
Определение 2.1 ([7]) Модель с распределением вероят

ностей, задаваемым формулой (2.1), называется контурной моделью с 
параметром.
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Замечание. В случае а =0 модель с распределением вероят
ностей, задаваемая формулой (2.1), называется контурной моделью 
((8)1-

Пусть /^(Г)— контурный "-функционал, т. е. F(I') > " |Г|*»  r**e 
через j’’ мы обозначаем |Г|-|5иррГ|. " выбирается таким образом, 
чтобы выполнялось неравенство "^>2’ (1, *)  с i (/?, v) из формулиров
ки леммы 1.2, при этом достаточно положить Д’ 1. Мы потребуем 
дополнительно, чтобы Л (Г) было ограничено сверху, т. е. что суще
ствует *։ >>0 такое, что

- |Г|<Г(Г) < |Г|. (2.2)

Условие (2.2) выполняется во всех задачах, рассматриваемых нами, 
поэтому аы будем предполагать его выполненным, не оговаривая это
го особо.

Зафиксируем контурный "-функционал F (ГI и параметр а > 0 и 
рассмотрим соответствующую контурную модель с параметром.

Леммы 2.1 и 2.2, доказываемы? ниже, относятся к распределе
ниям ероятн эстей, отвечающим рдгсматриваемой контурной модели с 
парах’етром.

Лемма 2.1. Д.\ я любою d^>0 найдется /4 (</) 0 такое, что
в р!ят<о:ть расположения всех наборов внешних контуров
• • •, I .}, удовлетворяющих неравенству v ] V, | А (</) |Г|, где 
Г 1 граница объема V, a V\ обг>емы, соответствующие конту
рам Г/, не превосходит ехр { —

Доказательство. Рассмотрим следующее выражение 
4 И е‘ Z (Г, А), где суммирование производится по в.'е.м наборам 
внешних контуров, для которых | К, | 11/| — A (d) (Г*  с некоторой
постоянной А (</1, которую мы подберем позже. Так как (Г, Т՜)֊^

՝ -г.г ( kj / I, будем иметь

V- п е1"՛'11(01/0 = 1 exp Io v i И, ,j П1(Г,|Г) „ 
i

ехр □[1И-3(</)|Г|Л Z,„(H/’). (2.3)

Средн всех контуров, носители которых лежат в И, выберем тот, 
(обозначаемый далее через Г), для которого соответствующ ий объем 
И — наибольший. Очевидно

VII«.“ ''''' 3 (Г, Щ > ехр !о | Г|} I (Г|£). (2.4)

Вероятность Р - 11Л | 1 И Л (</) |Г|| есть, согласно определению

Р X и, |<-,И| - Л («/) |Г|| = ~ 11 8,՞'''' д <Г-'|Л--- (2.5>
V П /1,11 (Г, Щ

Из формул (2.3), (2.4) и (2.5) будем иметь

Пр-д юлагается, что у. у !,•••, г -фиксировано, и псюду в »том пара

граф'՜ для удобства записи вместо (Г^) мы буд -м писать Г (Г), опуская ин-
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р 1 К|<|1/| Д(</)Г|; ехр {о «|И| — А (</) |Г )} £,лГ (И|F) 
exp {а |И'|| - O'/’/j

- exp |o [|KI ֊ 1И-A (d) |Г|] + f (Г )} ' >2-6>
—rar (И ,Г I

Воспользуемся теперь представлением разреженной статистиче
ской суммы для контурной модели. Как показано в работе [9], имеет 
место формула

1П Нгаг (|/|Г) = 5 (Л) |1/։ 4- А (Г,П (2.7)

где 5 (Л) зависит только от контурного "-функционала Р, и ’Л (Г|Л 1| 
■< |Г| при достаточно большом ". Учитывая (2.2), из (2.6) и (2.7) пс- 
'лучим

>;11И,|<|И|-4 (</) |Г,| <ехр |а(|-/| -|И|) - А (Г|^- А (Г'|/( -

+ 5(/)(|И|-|И)|-Г(Г')-Л(</)а|Г|]. (2.8)

Так как контур Г՜ лежи г во внутренности объема V, можно предпо-
ложить, что |Г'|<^2|Г|. Кромз того ||К| |И|| <|Г|, откуда

-Л (</) !Г|| С ехр .4(</)а,Г| Ь2ъ |Г|-5(^|Г|-ЫГ}.

Выбирая А (сО таким образом, чтобы аД (t/) - 2"։—s (7) -1 — d, по- 
| лучим требуемое утверждение.
՛, Лемма 2.2. Для любою <7^>0 можно начти В (d\>0 такое, 

что вероятность всех наборов внешних контуров Г;, I .,•••, I > в 
объеме V, для которых v Г< J В Id՝, |1՝1, где |1 |- длина границы !•', 
не превосходит ехр J—

I Доказательство. Выберем произвольное число и вы
бросим из рассмотрения все наборы внешних контуров, для которых 
V||/||’x ||/|— А (2d) [Г!. Согласно лемме 2.1 вероятность таких набо
ров контуров меньше ехр —2d |Г| . Оценим выражение

П е՛|l՛՛ I (Г, Г), (2.4)

где суммирование производится по всем наборам контуров, для кото-

1 |И,|>|И|-Л (2d)г;. vir,:>ß(d),r.. (2.101

Воспользовавшись формулой - (P|F' 
видным неравенством П Нгаг ( И/|F) < 
дующим образом:

= ехр F(T)J Нгм (И|Г) и 
(l/|F), преобразуем (2.9)

оче-
сле-

I V« п »•։*■<•  S (Г,ехр а|К|-Г(Г. Z,„ (К. F)<
I < ехр и |1/|' Н,„ ( И|/) У П ехр — F(V,?)|. (2.11)

Используем условия (2.10, для оценки 4 П ехр — Л(Г/) . Множе
ства V\Uvi, как легко видеть, 1-связно по отношению к множеству 
dl (см. определение 1.1), a U supp Г,, в свою очередь, 1-снязно по 
отношению к множеству \s\UV,. Вычислим число всех множеств. 
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таких, что II' 1К <Г А С2с/} |Г, и Г(| — о. Число способов, ко
торыми можно выбрать множество I/ ч II К , удовлетворяющее равен
ству I Р'|— 4 1И, | — 6, согласно лемме 1.2, не превосходит с ՛ ՛ л =

։п + ь с с некоторой постоянной с, зависящей только от размерности
решетки л Таким оЗртзом, число тех расположений , Г\,- • •, ГЛ), для кото- 

4 (2<О |11
рых|к|-Ц1//<.4(2</) Г;, не больше V с""" с"1* ""1|։' . —.

»I . с -։
При каждом сриксированном И U У, число способов, при помощи ко
торых можно расположить U supp Г( , согласно той же самой лемме, не

14 -IV. а՜ Ас.'<Ь1Г|- а п превосходит с ’ ՝с е . Поэтому число всех располо՝
жений внешних контуров, удовлетворяющих 
v И,|>|И-Л(2</»1Г|, не превосходит

условиям Г/ 1=0,

А , А (.\/| |1 | - 6 ехр (з (2Л (2d) - 1) |Г| ■ 
где а — In с.

Имеем
р Х1Г. в«/) г,; - Р 1 и,|<|И-а (2</>|Г|, X |Г(|>В(<о |Г|} + 

+ р ик1>:и -A(2rf)in, ^|Г,|>В(</)|Г|| 

<ехр {-2d Г.)-Р 1|Г,|>|И A(2rf>T|, 1|Г<.>В(Л)|Г| . (2.12)

Очевидно, что
|1/-Л12с/)|Г|, Г|Г,|>5(</)|Г|}

1 П е"11'1 Z (Г, I F, 
vn eei։<‘Z(r( |F)

у П ея|1<| Z (Г» 1Г) 
ей|‘ 1 “ (Г|Л) (2.13)

< e6(|r,“|V’n (УЛ 
Н(Г|Л)

1’Пехр -Г(Г/),

где в качестве V , как и в доказательстве леммы 2.1, взято наиболь 
шее из множеств, граница которых содержится во внутренности V.

111ехР-/(Г.) V' ехр ^|ГМ' 1 N |(Г„ ■ • •, Гл
а>В iJ) II |

Г, j = п ехр ֊'«! < 1 ехр 
ei Н («/) |Г |

1(2Л(2<У) 1)|Г|( ехр >,(!--) о}<

ехр ։ (2А (2d) - 1)|Г| т- (։ ֊ -) В (d) |Г||. (2.14)
Рассмотрим величину

ехр {— А (2d) |Г } ехр {а 11/ } -Гаг ( )
ехр а 1И Н (Г'|Г)

Это выражение совпадает с правой частью неравенства (2.6) и из оце
нок леммы 2.1 вытекает неравенство

ехр J А (2d) Г|) ехр {а Kl} ZrJr ( V\F)
ехр а И'|!^(т

ехр 1-2ЛГ, . (2.15)

Теперь из (2.13\ (2.14) и (2.15) следует
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:^|И,|>|И|-л (2rf»iri, Х1М>5(<0|г,| <
ехр ![(1 + 2д) A (Id} + (։ - 2</)]|Г| i- (i - -) В (rf> |Г|}. (2.16)

Так как мы предположили, что ՛■ достаточно большое, з'>2а >я 
то в формуле (2.16) можно подобрать В (</) таким образом, чтобы

Р |Г|} <ехр |

что и доказывает лемму 2.2.

§ 3. Описание периодических гиббсовских состояний

В этом параграфе мы приводим доказательство теоремы, 
мулировапной во введении.

• Рассмотрим относительный потенциал удовлетворяющий 
| вию Пайерлса с оснэвыми состояниями , &г, и пусть набор

сфор-

усло-
отно-

сительных потенциалов /7։,• • •, Нг-\ снимает вырождение основного 
состояния относительного потенциала /7С. При изучении периодичес
ких гиббсовских состояний для решетчатой модели с относительным
лотенциалом Н = Но т- Л| Н, и параметром 3, где 3 ՝ 30 и |Л| — 

для некоторых 30 и В, мы будем пользоваться представ-
лениями для статистических сумм Н (Г’ З//), доказанными в <|1], [2р. 
Во введении мы уже приводили формулировку теоремы С. А. Пиро
гова и Я. Г. Синая. Нам понадобится еще один результат этих же
авторов, состоящий в следующем. Пусть / ^> 30, h\<^B и пусть 
J (/) /։ — (а։,- • •» аг) £ 1ГГг՜1, где а< > 0, min at = 0. Тогда найдутся г
контурных "-функционала F,, (Г7), 1 q < г, таких, что

н (Г«|3/г) = ехр а, |И(Г")|| Z (Р'|ГД (3.1)< q < г.

Здесь г равно числу основных состояний Н՝., а через И (Г1') обозна
чен объем, отвечающий контуру Г*,  V (Гг/) ~ II 1пI ,п Г7. Если а , = 0, 

т
ю мы будем говорить, что распределение вероятностей в объеме V 
с граничными условиями 5</ описывается контурной моделью, построен
ной по функционалу Гч. Естественность такого определения следует 
из формулы (3.1) и определения 2.2. Аналогично, если 0, то мы 
будем говорить, что распределен.։с вероятностей в объеме V с гра
ничными условиями задается контурной моделью с параметром.

Для описания периодических гиббсовских состояний нам понадо
бятся также некоторые свойства корреляционных функций. Корреля
ционные функции для контурных моделей изучены в работах 
Р. А. Минлоса и Я. Г. Синая ([8], |9|), где исследованы вопросы схо
димости допредельных корреляционных функций (т. е. корреляцион
ных функций в объеме И) к предельным корреляционным функциям 
при Р-*  со и о'ценена скорость сходимости. Мы используем ниже не- 
сколько иной вид корреляционных функций, чем в [9]. Для любого 
напора ։ £ 1' с2Г и для любых х|։ • • •, д-п £ X через г'7 (/\, • ■ ■
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֊ I — ■ ■ - -===™ИтИ=========-===։=ве=====т==»=։««=вмвия«,

in» х։, • -, Хп И обозначим корреляционную функцию, ранную ве
роятности того, что н объеме Г с граничными условиями sv в узл;х 
реи етки 7« £ [’czZn решетчатая модель находится в состояниях х։, х., • • • 
- Хп X соответственно. Необходимые результаты [9] могут быть 
теперь сформулированы н следующем виде: если а7 = 0, q = !,•••, г, 
то корреляционные функции rq (7։,- • •, in, х։,---, х„I к) таковы, что

1. Для любых фиксированных наборов (7։, • • •, 7л) и (х։,---, хч) 
существует предел r7(7i։---, in» х։,---, xj И) при К֊  со, обозначае
мый далее через r,'(ix,՝՝‘» in, х։, •••» хп).

*

2. Справедлива оценка

I/"7 (7,.- • 7Я, х։,- - г, |Р) — г« <7։,- • 7л, х։,- • х„)| С

< ехр { — ■</ (7։ • • •, 7Я; о И)), 

где через <7(7,, 7„; ЭК) обозначено расстояние между множеством
- и границей ЭК объема К;

3. Если относительные потенциалы Но, Нг-\ периодичны

относительно действия группы /с £ , то тем же самым свойством 
обладает предельная корреляционная функция. Иными словами, для 

а
любого 7^ X выполняется равенство

г'*  (7, 4- 7,- 7л 4- 7, Хр - • - , Хл) - Г9 (7։, 7Я, х։,- • хя).

Для конечного множества Кс £ обозначим через I7 (И) мно 
жество, обладающее следующими свойствами.

1. /с V (Ис £.
2. Любые дна гиббсовских распределения в объеме И с гранич 

ными условиями х (7) и у (7) вне И, Р—։ ( •), Р~ (•), совпадают, ес 

ли х (7) - у (7) при 7 £ I7 (V7) V,
3. Множество V ( И) — наименьшее из всех множеств, удовлетво 

ряющих условиям 1 и 2.
Существование множества V (К), удовлетворяющего условиям 

1 и 2, следует из финитности рассматриваемых нами относительных 
потенциалов. Если существует хотя бы одно конечное множество I 
удовлетворяющее условиям 1,2, то очевидно. К (К) можно по
добрать так, чтобы выполнялось также условие 3.

Перейдем теперь к определению приграничных кристаллических 
компонент. Пусть з, (7) основное состояние относительного потенциа 
ла /70 и пусть значения параметрон 3, Л выбраны таким образом, что 
распределение вероятностей с граничными условиями з^ (7) описывает
ся контурной моделью. Рассмотрим конфигурацию (I’, х (7)) в объеме 
К и пусть (/ V7, х (7>) произвольная конфигурация вне объема I
Введем в рассмотрение новую конфигурацию на 7.‘\ V, (£'\ К, у (7) 
полагая у (7) = х (7), если 7( И' (И) \ к, и у (7) — з7 (7), если 7г I '( ^ • 
В силу определения множества V ( V7> гиббсовские распределения
объеме К с граничными условиями х (7) и у (i) совпадают. КонфиГ)
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рация на Z , проекции которой на множества V и '/ 1' совпадают с
( И, х (7)) и (/• \И, у (7)) соответственно, и обозначаемая далее чер. 
(х։ (7), уг, , (7|), почти всюду совпадает с з7 (7), что позволяет опре
делить внешние контуры (см. [2]).

Определение 3.1. Приграничными кристаллическими компо
нентами, отвечающими конфигурации (xt (7), xz , ։ (7) I, объему 1' и 
основному состоянию s,, (7), назовем внешние контуры конфигурации 
(xv (7), (О ), пересекающиеся с Z И.

Лемма 3.1. Пусть в объеме V с граничными условиями х (7) 
вне К, I J.*՛-,  Г и являются приграничными кристаллическими ком
понентами для конфигурации (х։ (7), х (7)). Тогда найдутся по
стоянные .4 и ъ ^>0 такие, что вероятность множ ества всех кон- 

Л
фигурации (7), для которых՝՝՝ |Г||^>Д!Г<, где I длина грани- 

I f—l
I цы И, не превосходит ехр (—* |Г|).
I Доказательство. Обозначим через Р (Г։, Г*,И,  х(7)}
вероятность того, что в объеме И с граничными условиями х (71 при
граничными кристахлическими компонентами служат Г։,- -,Г*  и толь
ко они. Согласно лемме 1.1 можно написать оценку

Р Г*|И,  х (7) I < ехр з|Г (И)\К|! РТ։. Г*  И (Г). (7)’,

<3.2)

где через Г\| И (И), 5^(7)! обозначена вероятность того, что
В объеме V ( И) с граничными условиями $ (7) внешними контурами, 
пересекающимися сИ(И) И, являются в точности I р Г..---, Г». 
В силу финитности рассматриваемых относительных потенциале’ 
| И ( У) \ К, R |Г(, где R = шах R , - R? । , а R. — радиус 
взаимодействия относительного потенциала Н , 0 7 г —1. и нера
венство (3.2) переписывается в виде

Р Г։,- • - , Г<| И, х (7)| %, ехр г Г| Р Г,,--., Г»|И (И). s<(7) , (3.2')

где »'=։/?. Из формулы (3.2) видно, что нам достаточно доказать 
существование такого числа Д *>0,  чтобы вероятность события ,

А |Г! в объеме К’ (’/) с граничными условиями $ч (7) была бы мень
ше ехр {—G 4-1 ) !Г|} для некоторого о > 0. Так как о, =0, то рас
пределение вероятностей Р ’IK'(И), 5« описывается контурной мо
делью с функционалом F4 (Г4). Теперь из неравенства Пайерлса (см., 
например, [4]) и из того, что Fq (Г'') является контурным с-функтит- 
налом, вытекает следующая цепочка неравенств:

* I I */»[Г,.--, Г,|И'(И. ■; ехр —У Г, (Г?» ! * ехр -Л՛ |Г«| •
I । I г, I

13.31
369 - 3
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Каждый набор приграничных кристаллических компонент (Г,.«««, Г*},  
нак легко видеть, /?-связен по отношению к множеству V ( И)\ V. 
Используя комбинаторную лемму 1.2, получим, что число всех наборов 
приграничных кристаллических компонент таких, что
^|Г(| = а, не превосходит ехр [а — | И'( И1\И‘- Вероятность всех 
наборов ;Г։,- • •, Г*  , v |Г<| = а, меньше

ехр .(з — :) а| ехр (з | И' ( И)Х V|} < ехр ((а — т) я» exp |л' |Г||. (3.4)

Вероятность того, что |Г. j > Ь, оценивается таким образом

й • Ь ♦

Р М IГ( | = а, -< ехр {з՜ |Г|] V ехр (я —-)aj.
а ь ♦։

Для завершения доказательства достаточно выбрать Ь так, чтобы 
& |Г| (з “) 6<— ($ а ) |Г|, что всегда возможно, в силу нера
венства ' ^> з 4՜ 1.

Перейдем к доказательству теоремы, сформулированной во вве
дении.

Доказательство теоръ мы. Обозначим через Р (7։, • • •, 
л1.- -,хп| х (/), 1(1/) вероятность того, что в объеме V с граничными 
условиями х (/I в точках Л С Ис Л’ решетчатая модель нахо
дится в состояниях X;, - -, х./Х соответственно. Для описания пе
риодических (трансляционно-инвариантных) гиббсовских состояний нуж
но исследовать усредненные корреляционные функции Р |/։, • • •, 7„, 
х1։ - -, л .)х(7), / Р и их поведение при 1/ — . Усредненную корре
ляционную функцию в объеме V с граничными условиями х(7) опре
делим формулой

, / Хр- • •, Х„Х (/), / ♦֊ И

Л х;,- • - ,xnJx(/), l\- I/}, (3.5»

где суммирование производится по всем тем /'(;/, для которых на
бор !7։ /.•• •» /а /’ целиком лежит в объеме И. Мы будем доказы
вать теорему отдельно для случаев А (/(£) Л) = г — 1 и .V( /(3) Л) г.

а) Пусть .V (/'/) /») г — 1. Тогда уравнения С. А. Пирогова и
Я. Г. Синая запишутся в виде . * 4

- (Г"|,3/У ) - ехр ,аДИ(Р)Н Н(Р1/Д). (3.61

и, , 0 и все за исключением одного, равны нулю. Предположим 
для определенности, что а1 а. ’■• = аг-1 = 0 и аг 0. В этом слу՜ 

ае распределение вероятностей внешних контуров в объеме V с гра
ничными условиями описывается контурной моделью при каждом 
V՜!»՛ • •» г —1« В качестве предельных гиббсовских распределений
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Рр-’’, Рг । из формулировки теоремы выберем предельные гиббсов
ские распределения, получаемые предельным переходом при К — 
гиббсовских распределении н конечном объеме \ с граничными уело*  
ниями Sp-’-, sr-i соответственно ([3]).

Мы докажем следующее утверждение, достаточное для доказа
тельства теоремы.

Для любого конечного Ис 7' и граничных условий х (/) вне V 
найдутся такие числа

___  г —I _
( К -*■(/))»  / = • •, Г, У ау ( V, х(7|)= 1

I /-։
и функция

3 (/,,■• ь, Др. • х*|  К, х(7)), 7Х,՛ •л £ 7 , Д р• •х. £ X,

для каждого фиксированного набора (.'р*--,  7., хР---, хД стремящая
ся к нулю при И — оо равномерно по всем х(7), так что для усред 
ненкой корреляционной функции

г —1
= X » х(0) г (/՛։.•••. 7*.  Хр- • хД - 3 (Хр. • 7», Хр - • Х;|И, х(7)).

(3.7)

Здесь через Р ( ) обозначена, как и выше, предельная корреляцион
ная функция.

Доказательство формулы (3.7) будет приведено позже. А сейчас, 
предполагая (3.7) выполненным, докажем утверждение теоремы.

В самом деле, пусть Р — крайняя точка совокупности периодиче
ских гиббсовских состояний, отвечающих выбранным значениям пара
метров, т. е. Р невозможно представить в виде Р= я Р' -г я ^>0, 
я 0, = 1, а Р Р —периодические гиббсовские состояния с
теми же значениями параметров.

Из результатов работы | 10] вытекает, что найдется последова
тельность вложенных объемов И։сИ:с.-.с I и V*  = 7 . и по
следовательность граничных условий хя (7) вне так, что усредненные 
корреляционные функции Р(г\, • • •, 7*,  хр • • •» х»| 1/я, хя (7)) сходятся 
к Р • •, 7», Хр- • •, х») при п — ос. Воспользуемся формулой (3.7) при 

хя(7)=х(7) 

л *- 1
= V ( 1/„, х,| (/)) г‘ (7։,- • ■, 7», Хр- - •, хД-*-  / (/р- • , 7л,

Хр- ♦ •, х*|  У и Хп (7)). (3.7)

Предположим, что 7;(КЯ, х„ (7)) для всех /=!,•••, г—1 схо
дятся при п —» оо к некоторым пределам, которые будем обозначать



Зб Д 1' Мартиросчп
_ . - -____ ~ 1.75.

через у 1, ••» г — 1. Это предположение не нарушает общности, 
так как н противном случае, очевидно, можно было бы выбрать неко
торую подпоследовательность последовательности для которой
я (1/„, х„ (7)) уже сходятся, и проводить все рассуждения для этой 
подпоследовательности. Легко видеть, что / = г —1 и
Г —1 ,

V ։ — 1, поскольку эти свойства выполнялись для »ДИч, хп(։)) при 

всех п.
Переходя к пределу в равенстве (3.7 ) при п —• , получим

г -1
Р(7,,՝ • ՝, 7*,  «1, - ՛ •» Х*)=  V ’/Г О’։»՝ * •» й» *։,• • > -о) (3.8)

для всякого набора (711՝*-,7*,  х։,՝՝-, х*),  /р* ”. 7» £ 2՝, х։,• • •, х*  (- X’ 
г- 1

т. е. Р ’у Р,. Поскольку Р, согласно предположению, является 
У—։

крайней точкой совокупности гиббсовских состояний, то все коэффи
циенты з в разложении (3.8), кроме одного, равны нулю. С другой 
стороны, каждое из гиббсовских состояний Р/, / = !,■••, г — 1 перио
дично, следовательно, множество крайни՝; точек совокупности гибб
совских состояний есть в точности множество [Рр՝’՝» Рг-։', откуда 
следует утверждение теоремы.

! 1ерейдем к доказательству формулы (3.7). Для конечного объе
ма V и конфигурации х (7) н։ Х‘ определим внешние контуры следую
щим образом. Обозначим через V' ( Гг) наименьший из всех объемов, 
содержащих V, такой, что изменение граничных условий вне И’ (И) 
не меняет распределения Гиббса в объеме V. Обозначим через х (7) 
конфигурацию на £', совпадающую с х (г) на И (V) и с &г (7) вяз
V' ( И), т. е,

( х (г), V' (И
I 5г (7), 7ГV' (И),

где 5, (7) в соответствии с принятым соглашением таково, что рас
пределение вероятностей внешних контуров в конечном объеме с гра
ничными ус копиями $г описывается контурной моделью с параметром

Таким образом, конфигурация х'(7) почти всюду совпадает с 
8< (7), что позволяет определить внешние контуры для конфигурации 
х (7). Эти контуры назовем внешними контурами конфигурации х (7).

Рассмотрим распределение Гиббса в объеме И с граничными ус
ловиями х(7). Через А (Г։,-*,  Г,) обозначим множество вс?< конфи՜ 
гураций х (7 , совпадающих с х(7)нне Р и имеющих контуры Г։,.--, I 
в качестве внешних контуров. Докажем, что вероятность нсех тех
А (Гр • - Г ), для которых 11 к ( V )\ — | > А |Г| или £ )Г<|> В|Г!.
стремится к нулю при V —• , если соответствующим образом подо 
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брить постоянные А и В. Для этого воспользуемся сначала леммой 
1.1, откуда

Р !А (I ’р-', Гл)]|/, х(/)}<ехр [я |Г|) Р |А (Г,,-.-, Г,)| Г (V), Sr (/)).

(3.9)

Положим d — 2з и воспользуемся леммами 2.1 и 2.2, положив A A (d) 
и B^B(d). Вероятность Р { \V'(V)t sf (/)} выполнения хотя бы од
ного из неравенств | | V ( Ю1 — X 11'41 | > А |Г| или ^Г/|>В|Г| не 
превосходит ехр 2я |Г|). Отсюда и из (3.9)

Р{*  (/): ||И'(Ю1֊Х|И. |!>Д |Г| или v |Г.| >

• • •, г*| И, х (<)} =- — - Р [i> т i, -f i\ - г, xv - ■
|И| А (Г,,.... Г,՝

Д=1.-- Jr

>В|Г|| И, х(0) ехр [—я |Г||. (3.10)

Все остальные наборы внешних контуров А (Г։,---, Г ) удовлетво
ряют условиям

1|И-(И)|֊Х|И||<Д |Г|, (3.11)

У1П|<В|Г|.

Усредненная корреляционная функция Р { \1А, х(г)} может быть за՜ 
писана в виде

1 ՝ г i х1։ • ■ •, л а I t х, (/)) —- Р ~ i, * ՛ ‘ 1 < к ~ it Хр ՛
I И| <■

•. Ik h х},

(3.12)

где сумма с одним штрихом означает суммирование по всем наборам 
внешних контуров, для которых выполнено условие (3.11), а сумма 
с двумя штрихами по в~ем остальным наборам внешних контуров.

I V"Из формулы (3.10) вытекает, что — Р{А(Г։,”-, ГЛ)}<ехр( — я |Г .

Далее из того, что Р {/', /,•••» /а -г /» • • •, ха А (I , I ,)} i, 
следует

_ 9f «

|И|

• • •, ГД) < ехр |— Я |Г||. (3.13)
Оценим теперь
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(3.14)

Выберем - так, чтобы 0 £ <^------- , где V — размерность решетки
V —1

Для каждого набора внешних контуров А (Гр---, Г.,), удовлетворяю
щих условиям (3.11), через У,„ (Г։, • • •, Г,) обозначим множество тех 
7 £ для которых 7։ 7 попадает в п-внутренность одного из кон
туров Гр---, Г>։ где т г, и отстоит от всех носителей контуров 
Г։,---, Г, и от границы объема Ина расстоянии, большем 2 |Г|‘. 
Пусть </— диаметр множества |7։.-- -, 7,,. Если |Г|*  > 2</ и 7£ Кт(Гр- 
- то и весь набор |7։ 4֊ 7,-• •, 7» 4֊ 7 попадает в т-внутрен-
ность того же контура, в лп-внутренности которого лежит точка 71֊ЬЛ 
и отстоит от всех носителей контуров Г;,---, Г։ и от границы объе
ма И на расстоянии, большем |Г|*.  Так как т г, то в \/т (Гр• • •, Г5) 
распределение вероятностей описывается контурной моделью. Отсю
да и из свойства 2 корреляционных функций вытекает, что если 
/՛€ И-п (Г1։- • - , ГД, то

!Л4-«>- • •» 7а4՜г, хр- • -, х*|А  (Гр- • -, ГД, —г‘։- (7П- • Хр ' ‘ ՛ , Х<)|

< К (Л >• • •. Хр - • - , х>)| ехр {— |Г|*} (3.15)

при Гг>2<7. Далее, так как ^|Г(|<4 Г;, то очевидно

НИ - - |И„(Г,,-.
П1

, Г.)/; -;2Д Г||Г|։ '24 ПТ '. (3.16)

В следующих трех неравенствах (3.17), (3.18), (3.19) предполагается, 
что фиксирован набор внешних контуров Гр---, Г,, удовлетворяющий 
условиям (3.11), поэтому мы для удобства записи всюду в этих не
равенствах вместо Ил(Гр---,ГД и А(Гр---,ГД будем писать Ут и 
А соответственно. Имеем

| И|
Р**1.  ••• ■

\У\

2А
1И (3.17)

\У\ '•֊’> т т

2.4 |ГГ* ‘
1И

(3.15'

и наконец, в силу (3.15) получаем
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Р {i 1 i, ik 4՜ 7, х։, - • xi. I A) —

VII/ 1՜ *“ 1 г ‘ ^1‘х' ' ’ * х1» ’ ’ '» х») ехР : — И Г ■■՝ (3.19)
2 | Ит| т I

<
Если К—куб решетки X, т. е. 1/={(71,--, 7,) £ X". |7*|  $ R для не-

которого R , то |И| |Г| , где / — размерность решетки Х‘. По

скольку е было выбрано так, что 0<^г<^ —-—, то правые части 
V — 1 е __

(3.17) и (3.18) стремятся к нулю при К— . В качестве 1т ( V, х(7)) > 
т = !,-••» г—1 возьмем числа

А

IZ. (г,,- -, г,)| (3.20)

г—I
Легко видеть, что V ֊ 1, и зч не зависят от набора (7Х,---, 7л . 

гп — 1
Так как У Р , А (Г1։ • • •, Г, I , как мы видели, меньше ехр — я ։Г| , и 

1 Г Р!А (Гп..., Г.) Р А(Г։,---,Г{)., то v р д (Гр...,Г,)

стремится к единице при И —■ Отсюда с использованием неравенств 
(3.17) —(3.19) и формулы (3.12) получаем представления (3.7) с 
определенными формулой (3.20).

б) Пусть (/V / (3) Л) = г. Тогда уравнения С. А. Пирогова и 
Я. Г. Синая примут вид

■ (Р|ЗЯ') = Н(Р|^). (3.21)

В этом случае распределение вероятностей внешних контуров в объе
ме V с граничными условиями з., описывается контурной моделью при 
каждом </=!,•••, г. В качестве Рх,՝՝,Рг выберем предельные гибб
совские распределения, получаемые предельным переходом при |Л*  
гиббсовских распределений в конечном объеме V с граничными усло
виями $։, •••, «г соответственно. Как и в пункте а), для доказатель
ства теоремы достаточно получить представление для усредненной 
корреляционной функции, аналогичное представлению (3.7), т. е. для 
любого набора (7Р։ • •» /х, х։,- • ,х*}
_  г

‘ ՛» 7л, х։, • • *,  лч| IX, х (7); = ( V, х(7)) г (/х, • ՝ •, 7*,  х։, • ■, л*)

+ г (А>' ‘ » '»» -гр’ ’ ’• х0))> (3.22)

где через И (7։,-..,7*,  х*)  обозначена предельная корреляцион
ная функция, ^ ( | И, х(7)) стремится к нулю при К— ос равномерно 
по всем х(7), и (IX, х(7)), 1 д К г зависят только от объема и гра-
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Г
ничных условий х(г)> при этом > 0 и V а( =1. Здесь г равно чис-

лу основных состояний относительного потенциала Н
Событие, состоящее в том, что фиксированы приграничные кри

сталлические компоненты Гр-«-, Г», отвечающие объему Р՜ и основ
ному состоянию $։ относительного потенциала Н^, обозначим через 
А(Г։,- , Г ), и запишем усредненную корреляционную функцию в 
виде

/л • X1» • - , хл|И, х (/) —Р

(3.23)

Меняя порядок суммирования в формуле (3.23), будем иметь

И, х(/)|Л> Xр ’ ’ > X П

I,

Р А (Гг---, Г,)},

’, л п IА 11 р

(3.24)

4 • |, п

где сумма с одним штрихом означает суммирование по всем тем на
борам приграничных кристаллических компонент Г1,-«-,ГЗ, для кото
рых 4 Г։|<^Д1Г|, а сумма с двумя штрихами—по всем остальным 
наборам приграничных кристаллических компонент. Число А выбрано 
в соответствии с леммой 3.1 таким образом, чтобы вероятность нера
венства 1{П|>Л |Г| была бы меньше ехр ! — ~ |Г| для некоторого 
1>0. Таким образом, V Р {А (Г։,• • -, Г,)} <ехр { — ' |Г|), откуда вы
текает, что второе слагаемое в правой части (3.24) не превосходит 
ехр 1--1ГЦ. Сумму с одним штрихом в (3.23) можно вычислить при 
помощи тех же рассуждений, что и в пункте а), откуда получим пред
ставления (3.22), что и доказывает теорему.

В заключение выражаю благодарность Я. Г. Синаю, под руковод
ством которого выполнена эта работа, а также С. А Пирогону за 
ценные замечания.

Московский государственный университет 
им. М В. Ломоносова,

Институт математики АН Армянской ССР Поступила 5.IX.1^76
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iriLPSbPH 11ՏԱՆ ’К Հ. 'Ь||ри|| սա(ւմանա||ւն прьгрԱրական pu։՝|un»ifiiLrp ui»fpող*ա|>|ււ|  ցան- 

<փ վրա որոշված մողե|եերի համար, (ամփոփամ )

ձոովածում ուսումնասիրվում են Գիրսի սահմանային պարրերա կան րաշխումներր ամրոդ- 
էաքէիվ ցանցի վրա որոշված մոդեքների համար։

Որոշակի ձևով րնտրված պարամետրների արծեբնԼրի Համար ապացուցվում /, որ վեր- 
քավոր թվով քքիր^յան սահմանային բաշխումների միջոցով (այսպես կոչված մարուր թերմո
դինամիկական ֆացաներով ) ծնված ո։ոուցիկ գծային քքադաՆթր »ամրնկնում է Գիրսի սահ
մանային պարրերակաԱ բաշխումների բագմո։ թ ւան *ետւ

D. H. MARTIROSIAN. Equilibrium states for classical lattice models 
(summary)

Periodic equilibrium states for some lattice models are studied.
It is proved that under certain conditions on the parameters of models every 

periodic equilibrium states is a superposition of a finite number equilibrium states 
(the so called pure thermodynamic phases).

Л II T E P A T У Ր A



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՕՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ академии наук армянской ССР
» - «■- ■ — ՛ ——■=&-■ - а: ■՛.. ՛.—■ ■■ вдави——и—- чւր.ււ|>Լմա<ոիկա Х(\՜, № I. 1979 Математика

Л. 3. ГЕВОРКЯН

ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ И ИНВАРИАНТНЫЕ 
ПОДПРОСТРАНСТВА НЕКОТОРОГО КЛАССА

СТРОГО ЦИКЛИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

0°. Строго циклические операторы изучены в ряде работ 
<14-15]).

В работе |2] построена функциональная модель для полупростык 
циклических подалгебр.

В п. 1 настоящей заметки, используя новую идею, уточняется 
эта модель и попутно доказываются некоторые связанные с этой мо
делью утверждения.

В п. 2՝ изучается конкретный строго циклический оператор и 
описывается решетка инвариантных подпространств этого оператора.

1. Построение функциональной модели

Пусть Д—ограниченный оператор в гильбертовом пространстве 
/У, В (Н)—алгебра ограниченных операторов в Н, А -слабо замкну
тая подалгебра, порожденная этим оператором. Напомним, что опера
тор А называется строго циклическим, если существует элемент ; £ Н 
такой, что А; = Н.

Обозначим через ь отображение А в Н, определяемое формулой

р(Я) = В-. (Е1)
Легко можно заметить, что р является линейным взаимно одно

значным отображением банахова пространства А на банахово про
странство /У. В доказательстве нуждается лишь инъективность ото
бражения р. Допустим, что В: = С:. Тогда ВА''\ САп\. Так как 
множестно А" ; плотно в Н, то отсюда следует, что В = С. Без 
ограничения общности можно предположить, что Тогда р являет
ся сжатием

1?(ЭД ]В Е" <|Ջ;յ-| - ]В,. (1.2)
Из теоремы Банаха об открытом отображении следует, что '-՜1 тоже 
непрерывен, поэтому существует константа с такая, что

(1.3)

Отождествим А и /У. т. е. не будем делать различия между опе
ратором В и элементом В\. Тем самым в пространстве Н определены 
дне нормы, одна гильбертова • ||, другая кольцевая | |. Эти две нормы 
эк виналентны
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(1.4)

В гильбертовом пространстве Н можно ввести естественное ум
ножение двух элементов х — В\ и у—С\ по формуле

л у = ВС (1.5)

При этом гильбертово пространство г! по отношению нормы | -| 
превращается в коммутативную банахову алгебру с единицей (роль 
единицы играет элемент ;).

Действие некоторого оператора С £ А на элемент л \ Н сводится 
к умножению элементов у — С; и х--В\

Сх = СВ : ху. (1.6)
Опишем теперь инвариантные подпространства оператора А.

Лемма 1.1. Множество инвариантных относительно А под
пространств совпадает с множеством замкнутых идеалов алгеб
ры н.

Легко заметить, что любое инвариантное подпространство опе
ратора А будет инвариантным также относительно любого оператора 
В^А. Отсюда следует, что любое инвариантное подпространство 
будет замкнутым идеалом. Обратное включение очевидно.

Пусть А равномерно замкнутая подалгебра, порожденная опе
ратором А. Подпространство Ао будет инвариантным относительно 
А, следовательно и относительно любого оператора В£А. Так как 
с ч Ао, то А(| - А. Таким образом, верна следующая

Теорема 1.1. Если А—строю циклический оператор, то 
слабо замкнутая к равномерно замкнутая подалгебры, порожден
ные оператором А, совпадают.

Более слабое утверждение, и притом для частного класса стро
го циклических алгебр, доказано в [1].

В силу этой теоремы, в определении строгой цикличности сла
бую замкнутость можно заменить равномерной замкнутостью.

Перейдем теперь к построению функциональной модели опера
тора .4.

Пусть М—некоторый максимальный идеал алгебры Н. Как из
вестно, любой максимальный идеал является ядром некоторого линен- 
ного мультипликативного функционала, который, в силу (1.4), являет
ся элементом гильбертова пространства Н. Легко видеть, что этот 
линейный мультипликативный функционал определяется элементом у ил 
ортогонального дополнения к М (которое одномерно), нормированным 
условием (;,։/)=!. Так как Л/ инвариантно относительно А, то у 
является собственным вектором оператора /4*.

Пусть теперь у является собственным вектором оператора .4 . 
1 огда ортогональное дополнение к у является инвариантным подпро
странством оператора А коразмерности 1, т. е. максимальным идеа 
лом.
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Таким образом, множество линейных мультипликативных функцио
налов над Н и множество собственных векторов оператора Л*, нор
мированных условием (;, •)— 1, совпадают.

Докажем, что оператор Д* простой, т. е. каждое собственное 
значение простое. Допустим противное, тогда существуют х и у та
кие, что

(:, х) = 1. (;, у) -1, Д* х— х, А* у = >у. (1.7)
Тогда

С» х—у) О, (Д:, х — у} = / (;, х —ц)=^0. (1.8)

По индукции

(Д' х — у) — (Д'*՜1 Д’ (х — у)) = I. (Ап 1 ;, х—у) =0. (1.9)

Так как множество Ап : плотно в /У, то х = у. Отсюда сле
дует, что между линейными мультипликативными функционалами над 
Н и точечным спектром оператора А существует взаимно-однознач
ное соответствие.

Отобразим гильбертово пространство Н в некоторое простран
ство функций, определенных на некотором подмножестве комплексной 
плоскости следующим образом: каждому элементу / поставим в соот
ветствие функцию

/(')=(/, Л?), (1.10
где Л — собственный вектор оператора Дл, нормированный условием 

Л.) = I.

В действительности /(' ) является преобразованием Гельфанда 
элемента /£/7. причем элементу Д; соответствует функция /(/.)= X, 
так как

(А\, = А‘ />-) = ».(-, Л-) =).. (1.11)

Как известно, спектр любого элемента банаховой ^алгебры сов
падает с множеством значений преобразования Гельфанда этого эле
мента. Легко можно доказать, что алгебра А является максимальной 
коммутативной подалгеброй алгебры В(Н) (см., например, [4]).

Поэтому очевидно, что спектр оператора Д* состоит из простых 
собственных значений.

Это утверждение содержится также и в [4].
Предположим теперь, что алгебра А полупростая. В этом слу

чае для любого элемента будет существовать элемент Л, та
кой, что (г, Л ) =/= 0. Тогда замкнутая линейная оболочка векторов 
Л.՛ будет совпадать с Н. ‘ •

Введем в этом пространстве функций скалярное произведение

(/('•), Я (')) -■= (/. #)• (1.12)
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Таким образом, доказана следующая
Теорема 1.2. Для любою строю циклического оператора Л 

miKO'O, чт) алгебра, порожденная этим оператором, полу простая t 
существует изометричное отображение Н на функционально' 
гильбертово пространство, состоящее из функции, определенных 
на спектре оператора Л, при котором оператор А переходит в 
оператор улгножения на независимую переменную.

Аналогичное утверждение содержится н работе [2].
Заметим, что это функциональное пространство является замкну

той в норме /Ц линейной оболочкой множества полиномов от •. Из 
хорошо известных свойств преобразования Гельфанда следует [6], 
что норма в этом пространстве мажорирует норму = sup |/(' )[•

Mr So 4

2. Описание инвариантных подпространств одного
строго циклического оператора

Пусть Н гильбертово пространство непрерывных функций на от 
резке [0,11 с квадратично суммируемой производной. Следуя Шил/_ 
су, введем в Н скалярное произведение

։
Г» _

(/, £) =Л°) ?(°) - (/ s' (х) dx՝ (2.1)

Пространство Н является функциональным гильбертовым про
странством [7] с воспроизводящим ядром

А(), х) = *.Ю-Р? 0 ,х ' (2.2>

Вычислим норму элемента А.:
՛ .՛ ։ »
1)А>[/’ — (КI, А ) — А*(0) 4- |Л*|՜ </х = 1 4-л. (2.3)

V

Из неравенства Шварца следует, что[/(')| = К/» А*) •> I / [А , откуда

Р/!|ж, = ьир |/(М I 2Ц/1-
. || 'е|011

Оценим норму произведения
’ Д
И'/ • \/ (0•՛■ • 2 I1 - /I* -- !*/ 1՜)

и

1 ։
I/(0)1= +2Л/.; + ак < 8(2.5)

6 О

»ЛГ = |г(0)/(0)|-ч-
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Из неравенства (2.5) следует, что умножение на является ли
нейным ограниченным оператором н Н. Обозначим норму этого опе
ратора через |fj, тогда

|t| = sup 'k/l| > М. (2.6)
ll/f-l

Комбинируя (2.5) и (2.6), заключаем, что нормы |-| и Ц.| эквива
лентны

(2.7)
Обозначим через >4 оператор умножения на независимую пере* 

менную
(Л/) (х) - х/(х). (2.8)

Докажем, что оператор Д строго циклический с циклическим 
вектором :(х) 1. Для этого достаточно доказать, в силу (2.7), что
множество полиномов от х всюду плотно в Н по норме Пусть 
/- Тогда

I

/(0) = (/, 1 ) = 0 и (/, X՞) = п f'xn~} dx - о,
V

(2.9)

откуда легко заключить, что /(х) = 0.
Перейдем к нахождению инвариантных подпространств операто

ра Я .
Теорема 2.1. Решетка инвариантных подпространств опе

ратора А изоморфна множеству замкнутых подмножеств отрез
ка [0,1], упорядоченному по обратному включению.

Пусть / замкнутое подмножество отрезка [0,1]. Обозначим через 
.’•/ множество всех функций из Н, тождественно равных нулю на Е. 
Очевидно, что Е является инвариантным относительно умножения на 
х линейным многообразием. Докажем замкнутость Л/. Пусть \fn\a. М 
и —0, тогда для любого < £ Е

!/(')! = !(/, А )1 = !(/֊//», А. )|<е, т. е. /О ) = 0. (2.10)

Итак, каждому Е соответствует некоторое инвариантное под
пространство М.

Докажем обратное включение. Пусть М некоторое инвариантное 
относительно А подпространство, т. в. замкнутый идеал (см. лем
му 1.1). Пусть М множество замкнутых идеалов, содержащих 
идеал М. Каждый максимальный идеал состоит из всех функций, рав
ных нулю в некоторой точке » £ [0,1 |. Введем обозначение Е= 1/\. 
Поскольку все функции из Н непрерывны, легко заключить, что 
/’ замкнутое множество. Докажем теперь, что М состоит из всех 
функций, равных нулю на Е. Для этого достаточно установить, что 
М является пересечением всех максимальных идеалов, содержащих Л/. 
Допустим, что П А/, £±л/.
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1 [оскольку легко заключить, что Н— полупростая регулярная ал
гебра (т. е. для любого замкнутого подмножества Лс [0,1] и любой 
точки 7 £ [0,1] / существует функция / (х) такая, что /|л “0 и 
(1) = 1, то принимая во внимаии* известную теорему (см. |6|, § 15, 

гл. III), заключаем, что М содержит все функции, равные нулю в не
которой окрестности множества Г. Следовательно, для любой функ
ции г, носитель которой содержится в [0,1] Г

!

($, ?) = 2(0)®(0)~ \д'(х)?\х) дх -0, (2.11)
о

откуда следует, что сужение д' на каждую компоненту связности мно
жества [0,1]чЛ равно константе = с .

Наконец, поскольку д непрерывна, то из условия «!. 0 заклю
чаем, что д (х) 0.

Замечание 1. Существенным моментом доказательства теоре
мы 2.1 является тот факт, что любой идеал в Н является пересече
нием всех максимальных идеалов, содержащих данный идеал. Поэто
му, если для некоторого строго циклического оператора 5 будет вы
полняться аналогичное условие, то решетка его инвариантных под
пространств будет изоморфна множеству замкнутых подмножеств 
спектра 5.

Замечание 2. Из доказанной теоремы легко следует, что лю
бое инвариантное относительно А՛՛ подпространство определяется 
замкнутым множеством /-'с |0,1] и является замкнутой линейной обо
лочкой множества т- е< множества собственных векторов.

Далее, интересно отметить, что существует изометрический изо
морфизм пространства £2 (0,1) на подпространство пространства 
Н, состоящий из функций, равных нулю в точке х 0. Этот изомор
физм устанавливается оператором интегрирования Вольтерра I

('7)(х)=-^/(0^. (2.12)

о

Легко видеть, что при этом оператору Д|,7. в £'(0,1) соответ 
ствует оператор

(В/) (х) = х/(х) + | /(() <В. (2.13)

Рассмотрим оператор В

{В"/)(х)=х/(х> + / (О <«■
дг

(2.1 41
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что функции

являются простыми собственными функциями оператора 3* 
венным значением, равным К.

Сопоставляя каждой функции /£ 10,1) функцию

(2.15)

с собст-

7о) = с/, л'), (2.16)

мы как раз получим упомянутый выше изоморфизм.
Следовательно, оператор является естественной моделью 

оператора В. При таком представлении можно легко описать инва. 
риантные подпространства оператора В, написать явное выражение 
для обратного оператора, оценить норму резольвенты и т. д.
Ереванский политехнический институт 

им. К. Маркса Поступила 19.III.197S
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L. Z. GEVORKIAN. On the functional model and the invariant subspaces 
oj a class of strictly cyclic operators (summary)

The functional model of a 
ted and the lattice of invariant

certain class of strictly cyclic operators is construe* 
subspaces is described
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С. Г. ДАЛАЛЯН

БАШНИ КРИВЫХ И МНОГООБРАЗИЯ ПРИМА

Задача отличения многообразий Прима от якобианов кривых ста
ла актуальной после решения проблемы рациональности кубики Кле
менсом и I риффитсом [12]. Было установлено, что при разложении 
среднего якобиана в прямую сумму двух компонент, одна из которых 
является произведением якобианов кривых, а другая компонент! 

риффитса [5] — не содержит якобианов кривых, они преобразуются 
автономно, причем компонента Гриффитса является бирД1Иональным 
инвариантом. В случае кубики в Р' (а также расслоения на коники, 
пересечения трех квадрик [7|) средний якобиан возникает как много
образие Прима двулистного накрытия, поэтому появляется необходи
мость отличения его от якобина кривой.

Усилиями Мамфорда [3], разобравшего общий случай, и Тюрина 
|5|, [6|, Рецилласа [10], автора [8], Масиевицкого 1111, исследовав
шими оставшиеся специальные случаи, был получен ответ для много
образий Прима неразветвленпых двулистных накрытий. В статье [8] 
было показано, что в случае разветвленного в двух точках накрытия 
гиперэллиптической кривой, как и в неразнетвленном случае, много
образие Прима изоморфно якобиану кривой. Развивая метод башен 
кривых и накрытий, мы в этой статье докажем, что многообразие 
Прима, разветвленного в двух точках двулистного накрытия триго
нальной кривой, является якобианом при ограничительных условиях 
на точки ветвления (§ 7).

Автор признателен за ценные обсуждения А. Н. Тюрину, Майлсу 
Риду, Ф. А. Богомолову.

Сводка обозначений

2 к2— циклическая группа порядка л֊',
R (С)—поле рациональных функции кривой С, 

С2— расслоенное произведение,

— дивизор ветвления накрытия »: С С,
иа — половинка дивизора ветвления, соответствующая дву

листному накрытию а,
(Н^։, и 1) — характеристика двулистного накрытия з,
(1^, — общая часть дивизоров,

7« — инволюция кривой С. индуцированная двулистным на-
крытием з,ՅՏ9 4
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G (С С) = G(R (С) R (С)', — группа Галуа накрытия з, 
deg t — степень накрытия в, 
1 = id — тождественное отображение, 

<
А — двойственное многообразие К абелеву многообразию А, 

Л Л А
у: А — А — дуальное отображение к ։: А -* А .

ЧАСТЬ 1. БАШНИ КРИВЫХ И НАКРЫТИЙ 

§ 1. Категория конечнолнстных накрытии

Построим категорию конечнолистных накрытий полных неособыч 
кривыч Сое. Объектами этой категории являются конечнолистные на-

крытия полных неособыч кривых С - С. Морфизм объекта

С — С в объект (.՝ ֊С определяется как пара накрытий
—*֊

з: С-< С , з: С * С удовлетворяющая условию коммутативности 
диаграммы

- □

Композицией морфизмов (з; а): * г и (а , а'): г' — п" называется 

морфизм (։'<« а, з о а): " — г". Проверка аксиом категории тривиальна. 
В категории Соу можно определить понятие расслоеного произ

ведения. Если з и -накрытия с общим концом С , их расслоенным

произведением назовем накрытие Со —* С , разлагающееся в произ

ведения ”0 г г — - и обладающее свойством универсальности: 

если накрытие С —» С' также разлагается в композиции ■: = з о я =

~ то существует коммутативная диаграмма (1.2). Кри

вая С„ обозначается С С . Из свойства универсальности сразу 

выводится единственность расслоенного произведения. Существование 
расслоенных произведений в более общей ситуации доказывается в 
[2]. (4).

Рассмотрим накрытие Галуа С ֊* С с группой Галуа С. Каж. 
доЙ подгруппе Н группы С соответствует кривая С//, получаемая из г
С факторизацией по действию Н. Паре вложенных подгрупп Н^Н 
соответствует каноническое конечнолистное накрытие Сн, ֊> С7/,. Возь-
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мем все получаемые описанным образом кривые и те из накрытий, ко
торые не разлагаются в произведение других таких же. Построенную 
башню кривых и накрытий назовем башней I алуа накрытия Если 
рассматривать полученную башню как ориентированный граф, то оче
видно, что он будет совпадать с грарэм структуры подгрупп^группы 
(7. Типом башни назовем соответствующий ей орграф. Две однотип
ные башни называются изоморфными, если между их соответствующими 
кривыми существуют изоморфизмы, объединяющие эти две башни и 
одну коммутативную башню. Внутренние автоморфизмы группы 6 
определяют автоморфизмы башен Галуа с изоморфизмами сопряжения 
соответствующих кривых. Ж

Предложение 1.1. Пусть С — С— накрытие Галуа с

группой Галуа И (С/С) С, подгруппы Н1сгН1 пруппы С сопряже- 

ны подгруппам Н2С Н2, а "։: С, =а С Ну —♦ С։ С Н}и ~ : С2 = С Н. —* 
—4 С; — С. Н:— ассоциированные накрытия кривых. Тогда изо
морфно т:2, т. е. сугиествует коммутативный квадрат

с би регулярными изоморфизмами а и а.
Доказательство. Пусть для /<С 3/(х)=/х/՜’ и 

с, (/7Д = Н:, (Л7։) Н:. Определим изоморфизмы ։: С։ — С., а: Сх—С

равенствами а {Нх х) = Н2 / (х), а (//, х) ТГ у (х). Они определены 
корректно и обратимы
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1 1 (Н: х) Нх г 1 (х), « 1 (Н: г) - Н, ) 1 (х).

£ 2. Нормализации трехлистных накрытий
Двулистные накрытия всегда являются накрытиями Галуа, но 

уже для трехлистных накрытий это не верно. Пусть /0: Со С про
извольное трехлистное накрытие. Соответствующее расширение полей 
рациональны; функций является кубическим, и можно считать, что 
/? (Со) = R ( С); л ), где х — каре 1 э урав 1?ния / (%) — X {-а X Ь 0 с 
«, 6^И(С). Если дискриминант А= —4а1 27 6՜ равен квадрату
элемента из R (С), то R (СаУ R (С) является расширением Галуа 
с группой Галуа С (R (Со) R (С)) = С (Са/С), изоморфной циклической 
группе 2 32 [1].О <евидно, что в этом случае у трзхлистяого накрытия 
нее точки ветвления индекса три, и обозначая их число через ш, по 
(формуле Гурвица получим

Я (Со1 = ш — 2 4֊ 3* (С).
Если [/? (С)]2, то R (С„) R (С) не является расширением Га

луа. ибо не нормально. Поле разложения Л многочлена / (/¥) на- 
линейные множители имеет степень 6 относительно R (С) и 

/ (Г/R (С)) изоморфно симметрической группе 5а. Неособая модель
С поля / шестилистно накрывает С, причем существует коммутатив 

пая башня кривых и накрытий

Предложение 2.1. Шести лист ное накрытие Си—» С до
пускает башню 2.1 с различными дву листными накрытиями 
>։. ч. и трехлистным накрытием / тогда и только тогда, когда 
оно является накрытием Галуа с группой I алуа

С (Си С) " 5,. При этом Сн== С* X X (к = 0, 1, 2). 
с

Доказательство очевидно.
Обозначим через / элемент третьего порядка группы 6’ (С>< С).
П редложение 2.2. Существуют би регулярные изоморфизмы 

'4/: Ск • С (к, I =0, 1, 2; к- I), вписывающиеся в коммутативный 
ба иг ни
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Доказательство получается специализацией предложения 1.1.
Предложение 2.3. В башне 2.1 накрытия /0, С развет

влены над одним и тем же дивизором = Ц/ 4- Ц՜' , прич՛ м чад 
точками п имеют ветвления индекса т, двулистные накрытия 

разе >т злгны над дизизэрамл У/. — /* (И ,)тоЗ. 2
(к = 0, 1, 2), а трехлистное накрытие I имеет только ветвления 
индекса три над дивизором ■** ( П^,).

Доказательство. Достаточно заметить, что сквозное шест;-
листное накрытие может иметь только ветвления индексов два и тр;.

Следствие 1. Тригональное накрытие С, — Р1 нормально тог
да и только тогда, когда все ее точки ветвления индекса три.

Действительно, если тригональное накрытие с ветвлениями ин
декса три не нормально, то, нормализуя его, получим башню (2.1) с 
распадающимся накрытием V. Обратное утверждение было доказано.

Следствие 2. В башне (2.1) трехлист.1ые накрытия Ь (к - О, 
1, 2) не нормальны, причем башня, возникающая при нормализации 
любой из них, совладает с башней (2.1).

Пред ложен ие 2.4. Накрытия чк, (к =0, 1, 2) и автомор-

физм треть ею порядка j(z.G{Ci,IC) связаны соотношением

\ ° ~ id'

Проверяется непосредственно.

§ 3. Восьмнлистные накрытия группы квадрата

Ключевую роль в получении основных результатов настоящей 
статьи будет играть конструируемая в §4 „многоэтажная они;.я
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(4.11. В предыдущем параграфе мы отдельно исследовали нижний блок 
этой башни. Настоящий параграф посвящен изучению трех однотипных 
верхних блоков этой башни. Впервые башни такого типа поянлись при 
доказательстве совпадения примианов разветвленных двулистных на
крытий гиперэллнптических кривых с якобианами [8].

Группа I алуа восьмилистного накрытия Галуа имеет порядок 8. 
Неабелевых групп восьмого порядка всего две: группа единиц тела 
кватернионов и группа С/ движений плоскости, переводящих фиксиро
ванный квадрат в себя. Эта группа изоморфна сопряженным между 
собой подгруппам восьмого порядка симметрической группы 54 и на
зывается группой квадрата.

* К К

Определение. Композиция двулистных накрытий С -* С — С 
назовем диаграммизуемой, если сквозное четырехлистное накрытге 

шляется накрытием Галуа с группой Галуа <7 (С/С) 2 22 X 2/22.
Теоремы 1 и 2 [8] дают некоторые необходимые и достаточные усло
вия днаграммизуемости.

П р е д л о ж е и и е 3.1. Восьмилистное накрытие ■։ С -» С до
пускает разложение в башню (3.1) из двулистных накрытии с не-

диаграммизуемой композиииси ՛> "0 тогда 
да " является накрытием Галуа с г/у г гои 
группе квадрата (^.

и только тогда, ког-
/ алуа С-, изсмсрУ-Ной
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Доказательство. Из существования башни (3.2) следует, что 

группа Ач1?(Г( R (С) А’(С) автоморфизмов поля R (С) заведомо со
держит инволюции 7- , 

«։ <1 7-, /՛-•, и значит порядок ее, кото- 
«• <• '։

рый должен делить степень расширения [А (С): R (С|] ֊8, ран. 5 с - 
ми, т. е. " является накрытием Галуа,

Подгруппа С(С'С) группы С (С/С) отлична от 2 22 2 22,

следовательно, циклическая. Группа С (С/С) порождается образую
щей / этой циклической группы и, скажем, инволюцией 7- : 7, ри -м 
нНИИМЙЯ'К/Л ’‘ЖМ 'хЛИиЖл

если бы 7у /7, то 1 = (7/)2 — р, поэтому 7/ /’7. Значит С из море
на группе квадрата. Обратное утверждение теоремы получается ц ак- 

торизацией С по действию подгрупп группы С-.
В статье [8] башня (3.1) получается следующим построе• *м. 

Рассматриваются двулистные накрытия и Строится н.коытие 

*2 = 7։'”1 и расслоенное произведение С С> С с каноническими 

накрытиями и "_՛. Устанавливается, что на С кроме 7- . 7- есть 

еще ровно три инволюции, факторизуя по действию которых пелу аем 

накрытия “0, и “Ь Остальные накрытия сущест \ з 
условия диаграммизуемости (|8], теорема 1).

Мы покажем, что приведенная конструкция универсальна, т. е. 
любая башня (3.1) может быть получена таким построением.

Предложение 3.2. Между кривыми С\ и С. башни (3.’) су- 

шествует бирггулярныи изоморфизм ՛;: С| —• С.>, мисынаыдм г- в 
коммутативный квадрат

Доказательство Оледует из предложения 1.1.
Следствие. Приведенная выше конструкция башни (3..) унч- 

ве реальна.
Достаточно отождествить С| и Сг с помощью изоморфизма у.
Заметим, что из соображений симметрии утверждение предхожг-

е ф
ния 3.2 справедливо и для кривых С\ и С>, поэтому конструировать 
башню (3.1) можно, исходя и из композиции " “։. Это так называе
мое свойство обратимости (конструкции) башни (3.11.
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Предложение 3.3. Характеристики накрытии и
связаны соотношениями

1Г- -г: (1Г 1Г0), 4-,;. 1Г0),

Н’о = ( И'г , 7- И7.) (( и^.՛, 1՝г. И^), ), где №Т: дивизор ветвле-
। 1 1 ՛-■ -¥ 1 “ ՛ ■

ния 11 .՛ дивизор, над которым разветвлено С,- поло-
1 1

винка В соответствующая (11^ ) характеристика л".

£ 4. Накрытия Галуа с группой 54

В атом параграфе мы построим и изучим башни двадцатичеты
рехлистных накрытий Галуа с группой Галуа, изоморфной симметри
ческой группе 5*.

Основная конструкция. Пусть /0: Со — С не нормальное

трехлистное накрытие, " р С Со — двулистное накрытие. Нормализуя /0 
согласно § 2, получим башню (2.1). Построим расслоенное произведение

С С(, С. с канонической проекцией >0: Со—Сотображение \ = 
Г Г ж I I

֊ ՛''՝\: Сх С. С,,, где у элемент третьего порядка группы
« Др *

О (С. С}, и кривую С Со С։ с каноническими проекциями *0 и՝»,.

Предложение 4.1. Сквозное отображение С — С, полу
чающееся в результате основной конструкции, являете я накры
тием Галуа с группой Галуа С 54 тогда и только тогда, когда 
выполняется условие (I)): существу?т дивизор й без кратных 
компонент такой, что I— 2/Л /Ов С- - />. Любое накрытие 
1 алуа с группой Галуа Л4 может быть получено с помощью основ
ной конструкции.

Доказательство. Предположим сначала, что С = 54. Факта- 
ризуя С по действию подгрупп группы 54, получим башню (4.1), 
где сплошные стрелки обозначают двулистные, пунктирные трехлист
ные, двойные четырехлистные накрытия. Чтобы не перегрузить ри
сунок, мы чертим только один из трех блоков типа (3.1) и накрытие 

С (4. = О, 1, 2, 3), ассоциированное с одним из четырех сопряженных 
друг другу подгрупп третьего порядка группы 54. 

Т *
Из предположения С- 54 следует, что 6’(С Си) 7 22 X 2/22 

является нормальным делителем в С-. Значит С։| —♦ С будет пакры- 

тием । алуа с группой Галуа С (С„/С) =54 и следовательно, согласно 
2 будет нормализацией накрытия 70: Си -* С.
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Лемма 4.1. Если кривая С башни из двулистных накрытии 
<4.2)* и мест такой автоморфизм третьего порядка, что 

/*=У* = У* =у* /*у7» то существуют автоморфизм }'^С(С С)Ъ % I
ш *

третьего порядка и изоморфизмы •% : Сг—‘С.(г $). вписываюгииз-
ся в коммутативную диаграмму (4.3) (см. стр. 58).

Доказательство получается специализацией предложения 1.1.
Из леммы 4.1 следует универсальность основной конструкции.
Прэв? рим выполнение условия (£>).

См стр 58.
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fU)

Лемма 4.2. Если С,։ кривая с автоморфизмом у третьего 
порядка, то для существования коммутативной башни (4.2) с 

'*/ j ° 'о U= 1. 2) необходимо и достаточно, чтобы характе- 

ристика (1ГL ) накрыта я ՝*0 удовлетворяла условию (£)): (1-{-у —

у) tl'- — 2 D, (1 у г f՝ \ U ~ -s= £>, где D j-инвариантный ди~ 

визор без j-неподвижных точек и кратных компонент.
В самом деле, согласно лемме 1 [8] характеристики башни (4.2) 

должны удовлетворять соотношениям
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|^-Г-+Г^ 2(1Г_, 6’_ £у. (1Г-, и\),
*< *1 *Г *1 *• *11 *| *> *

откуда
1Г_+'Л’. 1Г> = (!-/-/') Г,= 2И< 2(1Г., и\),

'1 • •• 'й

4/~ + 4'- + 4/- (1 / -г Г) и. =2, »’. -г (1Г., 1К).
«•В *1 *а Ъ '• ’։ Ъ

Очевидно, что О — 1Р\,-|՝ (^-» ^-֊) /-инвариантен и имеет только 
»1 •»

однократные точки. Если бы он имел неподвижную относительно / 
точку, то эта точка принадлежала бы всем дивизорам ветвления И

Ц7_, 1Г-, что противоречит условию существования башни (4.2). Лем- 
»1 »■

ма 4.2 доказана.
Поскольку мы предположили, что в результате основной кс - 

струкции получается башня (4.1) с группой Галуа 5։, то на осно -

нии леммы 4.1 >/ = /' '> у0 (/ 1, 2) и, следовательно, согласно лемхе

4.2 (1 + у' 4՜ у2) (1 4՜ У У?) где & /-инварианте .
* « ՝»

без кратных компонент и /-неподвижных точек. Кроме того, применяя 
лемму 2 [8|, получаем

1Г_ =»; ( - (иг,.. 1Г..», и. <=.и. - ± »; ։ г՝. г,),
* • *• 2

откуда следует, что £) также /. -инвариантен, но может содержать 

-неподвижные точки. Значит / ч» £)=^6Р, V з<р ։ где над (/։
։ /? 5

накрытия ՝*,, /,) ветвятся, а над Рг— не ветвятся (возможно R- или 
5=0). Положим Р — У Рг 4՜ У. 0՝ •

Осталось доказать, что основная конструкция при выполнении 
V

условия (£)) приводит к башне (4.1) с С (( ( ) 5։.
Так как композиции ; у0 - ч։ диаграммизуемы, то их мож

но вложить в башню (4.2) ([8], теорема 1). При этом, используя лем- 

му 2 [8], из условия (О) можно вывести условие (/)) и значив н?. оснс- 

вании леммы 4.2 ^=у/'/^0.

Лемма 4.3. Если кривая С„ коммутативной башни (4.2) 

имеет автоморфизм третьего порядка у и Лэ— У '՛ '1 )г‘ ,:՝т<- на 
Со= С. существует сохраняющееся при циклических пере
становках тернарное отношение, которое индуцирует с.՛ э/по.и

физм третьего порядка на
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Д оказате \ ь с т в о. Определим тернарное отношение условиями:

(х0, Хр Хо — \ ((А"о, X,)),

у • * *•

где (х0, точка расслоенного произведения с'= Со С\. Непо-

средствекно проверяется, что (х։, г2, х0) и (х2, х0, <,) также обра- 
зун^т тернарное отношение. Чтобы определить автоморфизм у0 на

• •
С представим ее в виде расслоенного произведения Со С։ и поло

жим у0 (х0, х։) — (х1( х,.).
Применяя лемму 4.3 к нашей ситуации, получаем на С кроме 

построенного автоморфизма ул еще три у*-м = Л, у0/, (Х=0, 1, 2), а 
՝к *

всего вместе с обратными восемь автоморфизмов третьего порядка.
Лемма 4.4. В блоке (4.2) башни (4.1) характеристики на-

крытий *։, у2 7риняолютивны, т. е. = 7», 1ГТ, Г, С/-.
*1 *։ *1 *1

Аналогичны • утверждения споав дливы для других пар накры- 
тии ՛*,, 

Действительно, ( = у 7,. (1Г\, £/_) =
*• Ъ * о *•

= г../■ (IV’.. £/_)=»., (1Г_, </_). 
Ъ »1 »1

Из леммы 4.3 следует, что применима универсальная конструк- 
— * у

уия § 3, и носьмилистные накрытия V, •, ՛, чр С — С (I =- 0, 1, 2)
вкладываются в башни типа (3.1), причем с использованием предло-

V

женин 3.3 и 2.4 доказывается, что кривая С/ 1, 7., 7. , 7<-’ совпа-

дает с С, при выполнении усчовия (О). Нетрудно проверить, что три 
полученные башни типа (3.1) изоморфны между собой. На основании 

V
предложения 3.1 кривая С имеет девять инволюций и шесть авто-

¥
морфизмов четвертого порядка. Значит сквозное отображение С-* С 
» меет 24 автоморфизма и, следовательно, является накрытием Галуа, 
.очко так же, как это делается в предложении 5Д, можно показать, 
что инволюции 7 и 7. вместе с любым автоморфизмом третьего по- 

•• *1
рздк1 порождают зпкоперемезчую группу с. 5<։ Инволюции 
1,1. г\ порождают группу квадрата (§ 3). Отсюда получается, что *• Ъ «О
(> ' 54. Предложение 4.1 доказано.

Таким образом, башня (4.1) вполне определяется не нормальным 
тречлистиым накрытием /0: Со —» С и двулистным накрытием

7о: (֊'о С(), удовлетворяющим условию (£>). Поэтому, исходя из ха
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рактеристик этих двух накрытий, можно определить все характернее и 
ки башни (4.1). Нам понадобится частичный результат.

Пэ едложение 4.2. В башне (4.1) накрыт <я : С/ — С/ (/ 
= 0, 1, 2) изоморфны мгжду собой и накрытия д,: У* С (/: О, 
, 2, 3) изоморфны между собой, причем роды этих кривых связаны 

соотношением $ (Уь) ц(С) = ц(С1)
Доказательство. Существование изоморфизмов устанавли

вается из общего предложения 1.1. Соотношение на роды вытекает из 
следующей леммы.

Лемма 4.5. Пусть х— точка кривой С. То1да
(։) если Ь и г.; не разветвлены над х, то все накрытия башни 

(4.1) не разветвлены над ней;
(п) если // над х имеет ветвление индекса три, то над х 

не / а*бс теле но, а ф» имеет ветвление индекса три;
(111) если (1 над х имеет ветвление индекса два, а над х 

не разветвлено, то дц над х имеет одно ветвление индекса два:
(IV) если над х разветвлено, а не разветвлено, то ~ ц 

(/1 над х имеют ровно два ветвления индекса два;
(V) если и ~1, и (> над х разветвлены, то Ь над х ид сет одно 

ветвление индекса два, следовательно, два прообраза, разветв ։е- 
но над ними обоими, а дк над х имеет ветвление индекса 4.

Обозначим число точек х типа (п), (Ш), (1\/>, (V) соответственно 
через а»'', го"', ш,у։ ш'. Применив формулу Гурвица к лемме 4.5. 
получим

г (Л) = 4, (С) з

?(С<)= 3,?(С)-2 + а, " 4 -֊«' "4- у ? (С. ) =6? (О 5 

2ю" - и՝ 4 «,н +2и» ,

х(С.)-г(С.)=Зг(С)-з -а." . ± 4- ֊«■=?().) «(О.
70 *

Замечание Ь Из леммы 4.5 следует, что при неразветвленном 
накрытии ряд Яр индуцирован:яй накрытием д„: /с —♦ С — Р , ш 
содержит элементов вида 4Р и ՝2Р 2(?.

Замечание 2. Башня (4.1) обладает свойством обратимости 
конструкции в следующем смысле. Все сопряженные накрытия дк баш
ни (4.1) не нормальны, причем их нормализацией является 24-листное 
накрытие С — С. Следовательно, башню (4.1) можно конструиро
вать, исходя из накрытия дк- Для этого надо взять ни нормализа 
цию " и башню Галуа накрытия ".
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£ 5. Нормальный случаи

Исследуем случай, когда трехлистное накрытие /0: Си — С но; - 
мально, следовательно, является накрытием Галуа. Тогда группа Га* 
луа 6։ изоморфна 2 32, и через / мы обозначим ее образующую.

Как и прежде, п0: Са — Са двулистное накрытие. Нас интересует воп
рос, когда композицию /0 ь “0 можно вписать н коммутативную башню

Здесь как и в башне (4.1), двойные стрелки обозначают четырехлист
ные, пунктирные трехлистные, сплошные двулистные накрытия.

Предложение 5.1. Двенадцати листное накрытие С — С 
допускает разложение в башню (5.1) тогда и только тогда 
когда является накрытием Галуа с группой Галуа, изоморф- 

нои знакопеременной группе Д4 с При этом С Со У к (А = О, 

1, 2. 3).
Доказательство. Отображение С—*С башни (5.1) имеет три 

инволюции и восемь автоморфизмов третьего порядка, следовательно, 
является накрытием I алуа. Инволюции г. , к, г'՜ вместе с произволь- 

К» «I «.
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ным автоморфизмом третьего порядка порождают группу С . Если 
бы /л был перестановочен с какой-либо инволюцией, то в была бы 
циклической группой. Значит можно предположить, что =

Получено описание группы Д4 с помощью образующих и 
«1 ՛ " 

определяющих соотношений.
Предложение 5.2. Композиция С "о вписывается в комму

тативную башню (5.1) тогда и только тогда, когда характерис
тика ( и֊ ) накрытия г0 удовлетворяет условию (/>).• суще
ствует дивизор I) такой, что А». 1^-, — 2£), Л I/. О.

Доказательство. Необходимость условия (£>) получается 
из леммы 4.2. Обратно, при условии (£)) строится блок типа (4.2'
башни (5.1) с “/ - / = 1. 2). Тогда на основании леммы 4.3 на
С существуют четыре пары автоморфизмов третьего порядка, факт >. 

ризуя по действию которых получаем кривые Г; Д =0, 1, 2, 3). На
крытия д! корректно определяются условием коммутативности башни 
(5.1).

Если композиция (0 ь г0 удовлетворяет условию (О>, то башни»

(5.1) можно получить, взяв С - Со С\, где С, — Со определяется

как / о ”0. Из леммы 4.1 и предложения 5.2 следует, что любая башня 
(5.1) может быть получена таким путем.

Предложение 5.3. В башне (5.1) накрытия ус. Уь ՝С

изоморфны между собой, а накрытия ~ : С/ —• С, между собой, пр. - 

чем О (Ун) — «Г (С) = £ (С; ) — # (Со).
Доказательство. Изоморфизмы накрытий получаются спе

циализацией предложения 1.1. Соотношение на роды выводится из 
леммы 5.1.

Лемма 5.1. Пусть х -точка кр /во г С башни (5.1). Го'.да
(1) если и “0 не разветвлены над х, то все накрытия баш

ни (5.1) не разветвлены над ней;
(п) если над х имеет сзтзление индекса три, то "/ над х 

не разветвлено, а илгеет ветзлен.ге индекса три:
(111) если над х развзтзл. но, то (0 над х не разветвлено, 

а к д^ имеют ровно два ветвления индекса два.
Отметим, что замечания 1 и 2 § 4 остаются в силе и сейчас, с 

той лишь разницей, что нормализацией четырехлистных накрытий V
9«: — С н этом случае будет 12-листное накрытие ( С .

ЧАСТЬ II. МНОГООБРАЗИЯ ПРИМА

£ 6. О функгориальностн соогватстзии »*рама

Каждому конечно чистному накрыти о кривых 
ствует ассоциированный гомоморфизм якобиевых 

г; С — С соответ- 
многробразий, так



ъ4 С. Г. Д.мп лян

называемое норменное отображение. Неприводимая компонента нуля 
этого гомоморфизма называется многообразием Прима или прост 
примианом накрытия Р — кег° /* ("). Изучим вопрос: является ли 
соответствие Прима функтором из К1тегории конечнолистных накры
тии кривых в категорию абелевых многообразий (см. § 1).

Соответствие Якоби /: С —* / (С) индуцирует два функтора из 
категории кривых в категорию абелевых многообразий:

(О ковариантный функтор прямого образа, сопоставляющий на
крытию кривых 1՝. С —* С' норменное отображение (?): J (С) /(С );

(п) контра на риантны й функтор обратного образа (а): / (С) — 
— /(С). Диаграмма (1.1) индуцирует диаграммы

(6.1)
(6.2)

Из функториальности следует, что диаграмма (6.1) коммутативна. 

Поэтому (?) Р а р- и, доопределив Р (?, а) = Д (։)|р„, полу
чаем ковариантный функтор.

Во втором случае вопрос решается с помощью расслоенного про

изведения. Пусть сначала С в диаграмме (1.1) является расслоенным

произведением С С. Тогда, как 
с нетрудно проверить, диаграмма

(6.2) коммутативна. Поэтому у* (а) Р. с. Р-.

Если С =*= С С , то диаграмму (1.1) можно дополнить до ( Диа

граммы >1.2) и 
Но тогда

(“)( Р ). причем ] (%) р. <= Ря>.

Л (֊)(/* (О А ) = /; (-<»)/♦ (?0) л- с ае?

Итак, соответствие Прима индуцирует два функтора из катего
рии конечнолистных накрытий кривых в категорию абелевых много
образий:

(։) ковариантный

контразарнантный Р
£

Любая поляризация !>?: / —* / якобиана накрывающей кривой ин
дуцирует поляризацию на примизне условием коммутативности диа
граммы
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вложение ՝>

Полученная поляризация примиана называется канонической. Канон.- 
веские поляризации примианов двулистных накрытий изучены Мам
фордом [3|. Сасаки обобщил его результаты на случай произвольных 
циклических накрытий |9]. Он показал, что хотя, вообще говоря, к - 
ионическая поляризация примиана циклического накрытия не я ляется 
главной, существует изогенное примиану многообразие, ассоциирс- 
ванная поляризация которой главная. Построенная изогемия пре р • 
щается в изоморфизм для примианов:

(1) неразветвленных двулистных накрытий,
(2) разветвленных ^-листных циклических накрытий с глс'алм ыч 

индексом ветвления г = \ (п — 1) (р 2)(# —1> 2, где
$ — род накрываемой кривой.

В этих случаях говорят о главно полярилизованном многообразии 
Прима. В частности, многообразия Прима двулистных накрытий гл^ • 
но поляризованы тогда и только тогда, когда накрытия разветвлены 
не более, чем в двух точках. Заметим, что главно поляризованное 
многообразие Прима произвольного конечнолистного накрытия С Р 
совпадает с канонически поляризованным якобианом кривой С.

Как оказалось, действие функторов Прима не распространяется 
на канонически поляризованные многообразия Прима: канонически ՝ 
поляризации не соответствуют друг другу при морфизмах многообра
зий ((8|, теорема 3).

§ 7. Многообразие Прима двулистного накрытия 
тригональной кривой

Здесь мы докажем основной результат об изогении многообразий 
Прима, превращающейся в некоторых интересных случаях в изомор
физм примиана с якобианом.

Г в

Согласно части I композицию Со —* Со ’С двулистного ։ акрь - 
тия ”0 и трехлистного накрытия t0 можно вписать в башню (4.11, если 
/0 не является накрытием Галуа, или н башню (5.1), если /, нормаль
ное накрытие.

Предложение 7.1. М.чкду многообразиями Прима Р- и Р^ 
пашни (4.1) (или (5.1)) существуют цзоинии Л,— P.ik, Р 
такие, что а о®* = 2р. , а’ (^А) =

Доказательство проведем сначала для более простои »ор 

мального случая. Определим = 6. * 'и и - го. '' i л- Ввиду 
5-359
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функториальности соответствия Прима имеем (Р-.) а Рч и -А(Л?4[)с 
С Р. . Рассмотрим композицию

Р. — Р„* -* Р ,՝. а» оа» = 2лц -г -г. у* к0 4- у^’։
** »

причем у- "о = “ у “ . - 0 на многообразии Прима Р-, (/=1. 2). Так 
как к тому же многообразия Прима Р-, и Р,,* неприводимы и одина
ковой размерности (предложение 5.3), то а* и я* изогении.

Проверим соотношение на поляризации. По определению
А Ж

. А ** Д *
։. (?<?Д “ 7 л 0 '* »- = 0 0 0 '*(>*) 0 '• ь *0»

где >р означает естественное вложение Р)к в / ( УА). Построим диа- ‘I с
грамму

Нужное соотношение на поляризации сразу следует из коммутатив
ности этой диаграммы, причем коммутативность всех ее квадратов 
очевидна за исключением двух средних.

Для доказательства коммутативности нижнего среднего квадрата 
заметим, прежде всего, что гомоморфизмы прямого и обратного обра

зов якобиевых

дуальны друг к
А

многообразий / (С) - У ( У*), /л: У ( У*) “* У (С) 
Л V

другу 6. = /У • (Гр, = >•(»•*) . Поэтому

(/<)* "и»к>= О*) 6. = ։С) л ՛ ^6(0 (14՜}к 4՜УД« Поскольку
А * 
'.I (’> % = У-о (Г.) ([3], [8]), то доказательство коммутативности верх-

А 
9 / него среднего квадрата упирается в соотношение «(г)о(’) ул «о "= О 

(/ = 1, 2).
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Рассмотрим гомоморфизм ! (С’о) У(С։) , /(С.) ------ / (С)

и представим в виде композиции канонического вложения / (С ) н 
/ (Со) / (С։) /(С,) и гомоморфизма Для Л1о6с?
точки х6/(С) имеем

'о/л)՜ "осНГ* 0(С) -&(С))-= с! (Г -։ Г* 6(С)— г 0((’р.

ОтСЮДа Г0/^ , Г: , 0 (/֊1,2).

Так как - о = " । - / (лемма 4.1), то при г £ /\ " / (С0)имеем х “ , /( С )
А

и можно взять ("о)՜ 1 X — 0. 
■ ,
Перейдем к доказательству не нормального случая (башня 4.1)).

~г * *. —. —.
Положим а* = р*, /*, “о и а* ~ “п. “ ./* !1*- Опять из-за функтс-

риальности соответствия Прима л* (Р )а.Р, к, 1к (Р7*)— Р- . Вместе с
• • • *

а* и а* удобно рассматривать 7^ — “> и а» = , /А, так как
***•*«*. *-*•. •*- —,

ввиду ~л г» к0= с0 о к0 и |Ч <• = /» о к0 имеем 7* - 2зе и а* 2а,.

Прямое вычисление дает я, а*--4а*о а, =8р_ , откуда а, ^а, —2 и 
значит и а, изогении (предложение (4.2)).
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Для доказательства соотношения на поляризации нам понадобит
ся коммутативность этой диаграммы (все в означают вложения);

По существу в доказательстве нуждается лишь коммутативность 
трех средних квадратов.

• V *
Так как отображения (щ 5 /*)ф: J (С)-* / ( К»), ] (У^~*

— J (С) дуальны друг к другу, то (щ * Л)„ = \ (:<*<•/*)* 'й'4),

к, к\ (щ о (И* . Отсюда получается коммутативность
нижнего среднего квадрата. Для доказательства коммутативности 

* *
центрального квадрата используется равенство /. о Нако-

нец,коммутативность верхнего среднего квадрата следует из равенства 
а •

/ _ О То = -0.

Используя коммутативность построенной диаграммы, получаем

’а (Ь? = ’а '' ՛> Ч - 8,^ = 4 з’ (оп). Отсюда «’ (?А) = 2?,..

Предложение 7.1 доказано.
Предложение 7.2. Если С3 — Р1 тригональная кривая.

: С С двулистное накрытие, разветвленное не более, чем над 
двумя точка ил кривой Со, отображающимися при (<, в одну и ту- 
ж> точку, то главно поляризова нны? абелевы многообразия (Р-„ 
и ( / I 0 ( У\)) изоморфны.

Доказательство. С одной сторэяы имеем з; о а* — 2р. С дру
гой стороны, из-за з •• = (/' •> 6(, = 0 верно, включение ’’( / ( Со)) П Р
֊ (Р-,)։скег з. Отсюда 7= 270, где з0 и 7 взаимно обратные изоморфиз» 
мы. Поскольку главная поляризация >гг определяется условием 
2'=. - [3], то из 7. 2'/^ получаем а’ (0 ( У\)) -- I. . Заметим,
что ограничение на (Л условия (£>) при /0: Со —• С = Р1 выполняется 
а томатически, ибо дивизоры одинаковой степени на Р’ линейно экви
валентны.

Результаты предложения 7.2 в случае неразветвленного накрытия 
го известны по работе Рецилласа [10]. Там по произвольной кривой У 
с рядом ^՝, не содержащим дивизоров вида 2 Р 4- 2(2 и АР, строится 
неразветвленное двулистное накрытие “0: Со ■-* С с тригональной 
кривой С и изоморфное отображение ее якобиана / ( У} в многообра
зие Прима двулистного накрытия "0.

П редложение 7.3. Теорема Тор? л ли") Пусть М семеисгггво 
двулистных накрытии, у до злетзоряюгиих условиям предложения 
1.2. Тогда отображение Прима, сопоставляющее накрытию 
его главно поляризованный примиан, инъективно.



Башни кривых и многообразия Прима 69

Доказательство следует из предложения 7.2 и свойства обрати
мости конструкции башен (4.1) и (5.1).

Если ограничиться неразветвленными накрытиями, получаем ре
зультат, хорошо известный по статье [6].
Ереванский государственный 
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. Դ1Լ1.1ԼԼ31ԼԱ Կորերի աշտսւրակեէ г I. Պրիմի puiqdiuHui j'jniüiibr ( ամփոփու J)

Մտցվում Լ ւրիվ Հանրահաշվական կորերի ԳայՈւայի արտապատկերման Դայուայի աշտա

րակի .ասկաղությոէնր և հետաղոտվամ են Տ$ և Տ. սիմետրիկ խմրերին, \ էՅ նշանափո , 
թմրին և րաոակուսու խմրին իղոմորֆ Դայուայի խմրեր ունեցող արտապատկերումների 
Սէշաարա կնե րր ։ Ստացված արղյունրների կիրաոութ յամ ր ապացոէցվոէմ <, որ տրիղոնայ պատ

կեր և Հատուկ րնութաղրիշ ունեցող երկթերթանի արտապատկերման պրիմիանր իղողեն /
* շարրով կորի յակորիանիե ։ 

Հորֆիղմի. եթե երկթերթանի 
միայն երկու կետումէ

Ապա ցուլվում Լ , որ այց իղ ո ղենու թ յան ր վերաձվո<մ Լ իղո- 
արտ ապատ կերո» մ ր Հյ ու ղա վոր վ и ժ էԼ կամ ճյուղավորված

S. H. DALALIAN. Galois tourers and P rym varieties (summary)

The concept of the Galois tower for a Galois covering of complete nonsingular 
algebraic curves is introduced and towers of coverings with the Galois groups isomor
phic to symmetric groups 5j and 5| the alternalhing groups A । C and the group 
Q of the square are explored.

These results are applied to prove that the Prym manyfold of a trigonal two- 
sheet covering with a special characteristic is isogenic to the Jacobian manyfold of 
curve with gj series. The isogeny is transformed into an isomorphism if the twosheet 

covering is unramified or ramified only at two points.
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Б С. РУБИН

ИСПРАВЛЕНИЯ К СТАТЬЕ „ОБЩИЙ МЕТОД 
ИССЛЕДОВАНИЯ НА НЕТЕРОВОСТЬ ОПЕРАТОРОВ ТИПА 

ПОТЕНЦИАЛА СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ 
~ ЯДРАМИ НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ

В работе [1], указанной в заглавии, имеется несколько ошибок, 
которые не влияют на общий ход рассуждений и на правильность ос
новных результатов.

На странице 448 равенство

следует рассматривать для произвольных положительных знамени?՛ 
7, 3 (а не для а, 3 £ (0,1)), а в операторе

А՝։= Ւ՝[1,քԻ. ?))<’)! (1֊’)

считать 0 < 7 1.
2. В формулировке леммы 1.2 (стр. 449) ограничения, наклады

ваемые на функцию с (х), следует заменить ее абсолютной непрерыв
ностью на [0, b — а].

3. Равенства (2.6), (2.7) (стр. 452) следует рассматривать при
1 . 1 / 1 . , \ п— а <֊ 1 — а не только при — 1 ). 11ри таких т опера-
Р P ՝ Р /

торы а-1, Sb, о 1 ограничены в Lp (а, 6), 1 р ~ . Соответ
ствующие равенства (2.14), (2.15) (стр. 455) для степенно-логарифми
ческих ядер получаются из (2.6), (2.7) с помощью оператора

Г'
Здесь

I / (а,), если 7յ : [а, а -г г],
I 0, если 7յ~ [։, 7 -f- s],

1 1где а 4՜ s — при а < — из 3
P р

՝ 1
при 7 ----

рр

Применение операторов /1, Р~ i ошибочно.
4. В равенствах (2.6), (2.7), (2.14), (2.15) перед коэффициентом 

sin az следует поменять знаки на противоположные. То же самое нуж-



Исправления к статье 71

но сделать в выражениях для операторов IV' (стр. 459) и Л'՛ (стр. 460)

н случае 1_
Р

1. С учетом этих изменений формулировка теоре

мы 3.1 (стр. 459) будет следующей:
Теорема 3.1. Для того чтобы оператор типа потенциала

’ был нетеровым из (а, Ь) в X, необходимо и достаточно 
выполнения следующих условий՝.

1) 1п( \и (х) 4- V (х) >0, х£[а, 6);

2) функция
и (х) —и (х) е а< 
и(х) -и(х)е-'”’
1, х£(- >

х £ (а, А], 

К(а, Н

является ■^•неособенной, где

»4 =
(р, — 7р}, при 0 а

, 1
(р, (1֊։) Р)» "ри — 

Р
При выполнении этих условии

1пс1 К ' — ։пб С (х)
1

5. В соотношениях (2.14), (2.15) 
следует определять равенствами:

(стр. 455) функционалы
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