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/սմըագրությունր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողված! եր հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա է Մ ա թ I է ատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպա՛ք, ական մամոլշր 
՛այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած Էք) I

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդոլնվ/ւմ են հրապարակ
էք ան բացառիկ դեպքերում՛ Խմբա գրական կոլեգի ս. յի հատուկ որոշմ ամ բ ւ

2» Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գր ա մեքենա գրվա ծ, երկու /րինակոգ* Ռուսերեն 
՚ հայերեն) Ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կտ^է ամփոփումներ հայերեն , անգլերեն 
և ռուսերեն լեզոլնե ր ովւ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպարակվել 
համապատասխան (եզվով/

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համ սնուն փոքրատառերին, պետք 
Ւ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը՛ երկու գծիկով վերևում/ 

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով) ինդեքսները շրջանց/,՛ են սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով/

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին Լք երի վրա, երկու օրինակով, նշե/ո ք նրանց 
‘ամարր և տեղը տեքստում Լջի ձախ մասում/

5, Գրականությունը տեղավո րվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, հ[*?երի հա Յար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարււ կմ ան տա- 
Ր^թիվր և Լք երր, հոդվածների համար նշվում Լ' հեղինակը, հոդվ՛ածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը/

Օգտագործված գրականությունը նշվում Լ քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում/ 

ա/ո 
քսությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում/

7» Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեւգյքՈլմ, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնա կան տեքստի ստացման օրը/

8, Հոդվածի մ երժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում Լ ձեռագրի մեկ Դրինակր և 
խմ ր ա գրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվեք մերժման պատճառների պարզաբանումով/

3. Հոդվածի վերջում անհրաժ եշտ 4 նշե, այն հիմնարկի (րիվ անունը, որտեղ կատարված 
/ տվյալ աշխատանքը!

10. Հ եղին ա կր պետք է ստորագրի հոդւէածր, նշի իր [րիվ հասցեն, ա>ւ-/Նը Ն հայրանունը/
11» հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդւէածի 25 առանձնատիպեր/
ե/ւք բ ա գրոլթյան Կասցեն' երևան, I' ա բ ե կ ա մ ո ւ թ լ ան 24, Գիտությունների ակս? քեմ իա յի Տե

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա/

6» Սրր ադրոլթյան ժամանակ հեղինակի կողմից կատար/Էած քիչ թե շ I ի փ ոփո-

0 Издательство А11 Ары. ССР. 1978 Г.
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Г. М. МУШЕГЯН

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ВСЮДУ СХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 
ПО СИСТЕМЕ ХААРА С ПЕРЕСТАВЛЕННЫМИ

ЧЛЕНАМИ

§ 1. Введение

В настоящей работе рассматривается вопрос о единственности 
коэффициентов всюду сходящихся рядов Хаара в зависимости от по
рядка следований членов этих рядов.

Для дальнейшего изложения приведем следующее
Определение 1.1. Пусть В некоторое подмножество мно

жества 0 всех числовых последовательностей. Множество £с[0,1] на
зывается ^/-множеством для класса В, если из равенства

У, ап 7,п (х) = 0, при х £ [О, 1]\Е, {ал} В 
п “ 1

следует ап = 0, п = 1,
Хааром было установлено (см. [7]), что пустое множество являет

ся ^/-множеством для класса 9. Вместе с тем Фабер [8] показал, что 
множество, состоящее из одной точки, не является ^/-множеством для 
класса 9.

Далее Ф. Г. Арутюняном и А. А. Талаляном (см. [1]) был выделен 
естественный класс А а 9, для которого счетное множество является 
I -множеством. Этот класс определяется следующим образом: аьсА. 
если для любой точки х0 £ [0,1] выполнено условие

I в ' *
Пт ———- = 0, 

к -* ' Дд \ )

где п2 пк • • —последовательность всех тех номеров п
для которых Хд (х0) 0.

В работе [1] был получен более сильный результат, который в, 
частности можно сформулировать следующим образом:

Тео рема 1. (Ф. Г. Арутюнян, А. А. Талалян). Если ап\ ст А 
и ряд

п —I

всюду кроме, быть может, счетного множества точек сходится к сум 
мируемой функции / (х), то
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1 г • 
ап ~ I / (х) /п (х) </х, п =1, 2, • • •.

</ и
(1.2)

В работе [9] была доказана
Теорема 2. Если ряд (1.1) из класса А, после некоторой пере

становки* всюду, кроме быть может, счетного множества точек схо
дится к ограниченной функции / (х), то справедливы формулы (1.2). 

Отсюда следует, что если ряды

У «/։ /-Л (х), У Ьп /-Л (х), {«/»)> (6я| С 
п=1 л=1

после одной и той же перестановки всюду сходятся к некоторой 
функции # (х), то ап — Ьп. Следовательно, коэффициенты ряда Хаара,
который после некоторой фиксированной а-перестановки всюду схо
дится к 
образом

некоторой функции % (х), должны определяться единственным
в зависимости от # (х).

В настоащей работе доказывается, что эти коэффициенты зави
сят не только от % (х), но и от з. А именно, 
дон Хаара

приводятся примеры ря-

которые после двух различных перестановок всюду сходятся к одной 
и той же конечной функции % (х), но а! #=

§ 2. Определения и формулировки вспомогательных
утверждений

Система Хаара определяется следующим образом: 
/т (х) 1, при х £[0,1]. Если п = 2' ф к, 0 < /, 1 < Л < 2\

полагаем 
то

при X

при X £

при X 2к-2
9' I

/2&-1
\ 2' + >

12' .

') то есть рассматриваются ряды вида

(’) V а,/„'(Г) = 2 
я»| & —1

где (л։, пд—некоторая перестановка последовательности (1, 2,
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в каждой из остальных точек значение функций '/„ (х) берется ранным
полусумме правостороннего и левостороннего его пределов в той же 
точке.

В настоящей статье будем пользоваться следующими обозначе
ниями: если л = 2' 4֊ к, 0-^/, 1^.к^2‘, то полагаем

\ = \ Д<։>= /2&~~2 24- -1\ д(2)_ /24- 1 ‘^к \
п \ 2'*1 ’ 2/и / я ' \ 2/4՜1 * 21 ՛■1 / ’ л ՝ 2< + ։ ’ 2'*1 / ’

V(D = ՝ п
/44—3
\ 2' -2

44—2\ , 44 2 44-1
2/4-2 / ’ ~՜ \ 2/ 2 ’ 2<+2

Ясно, что 7^ совпадает с правой половиной интервала Д^1’, а V ; — 
с левой половиной интервала Д(Л2’. Интервалами Хаара будем назы-

вать множества, имеющие вид Через Е

будет обозначена внутренность множества Е, а через Е—замыкание 
множества Е.

Пусть (а, 6) — некоторый интервал вида

рассмотрим следующие ряды:

(2.D
ап

2 Ьп7.п(х) 
п =25 + 1

ап. при

Ьп ~ 0, если

1

п£ {л: min [52,„ (х); х £ Д„, 2s-f-1 < 2т<^ л]^>—1 

существует номер т, 2s 2т л такой, что

S2fn (х) = — 1, при х £ Дл,

(2.2)

I

■уГП

Ясно, что любая частичная сумма S2m (х) ряда (2.1) в каждой точке 
отрезка [0,1] принимает целочисленные значения и последовательность 
jbjm (х), n։ = s֊hl, s4֊2,•••, расходится всюду на (а, 6). Поэтому, 
как следует из результатов работы [3], почти для всех х“(а, 6՝ 
справедливы следующие равенства:
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Нт 52т(х) = — оо, Пт 52Я» (х) = ֊г ос» (2*3)
ГЛ - -

Используя определение коэффициентов Ьп и учитывая, что каж
дая частичная сумма 02,п (х) ряда (2.2) т > 5, н произвольной точке 
отрезка [0,1] принимает целочисленные значения, получим

Пт V Ьп /л (х)= 1 почти всюду на (а, Ь). (2.4)
/П • ее

Л-2Г + I
Пусть № и М— целые числа $ р 1. Обозначим

С (/V) = и ({х:
I $ 1

(22/п (х) — 1} \ |х: (?^֊1(х)=/=֊1);՝

(7(/У, М) = (7(/У)\(7(Л/), Е (/V) (О, 6)\б №)} .

Из (2.4) следует, что для произвольного числа е >0 существует чис
ло /V такое, что р. | С (/V)} > Ь — а — £.

Легко проверить справедливость следующих соотношений:

если (2л; (х0) = — 1, то (2л (х0) = —.1, при /У>Л'О, (2-6)

^Л- (Хо)> — 1, то <2л (х0) = 5лу (х0), где ха £ х: х — 
I 2к

если (2л (х0)}>—1, то 52л'(х0) = (2лг (х0), и если 
1 

, 0</<2* | ’

(2.7) 
ясно, что

(’х: (22„(х)=-1}\{х: (2^-1 (х) =-1})° = и Д<=? , где 
/€« 1

некоторое подмножество множества ]п:2"' 1 4-1<п<2,я)

В работе [6] была доказана следующая
Лемма 1. Для произвольного числа г, г 2> 0, существуют на

туральное число № и перестановка (у^ ։, г,, • ••, у2д) последова
тельности (2'4֊ 1, 2 2, • • •, 2Л) такие, что I

т
1)֊1< 2 Ь.. /^(хХ!, при хСв(1У), 2>+1<т<2л, 

/-^41 I
2) р|(7(Л) Ь — а — з, |

3) (2\ (х) — 1, при х£ (7 (/V); Ь./Х»/(х) = 0, при х£ (а, Ь), |

4) (7(Л) является объединением конечного числа интервалов 
Хаара. I

Отметим, что полиномы (2л՜ (х) ранее были рассмотрены в рабо- 
1а\ [3], [4], а Р. И. Овсепян (см. [5]> доказал, что для любого т.

<2Л’ и хеО'(Л) 1

Здесь полагаем (х) 0, при |0.1) И
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:г=яв

2 Ь2^-П^т /2Л' л + л. (Х> ՝ °-

/I •* ГН

В настоящей работе нам понадобится следующая
Лемма 2. Для произвольного числа г*^>0 « существует 

олином
2 Л’

л х= 4 ■*

бла дающий свойствами:

1. (х) = 0, при х~ (а, 6), 2’ < п < 2\

2. тах ЮЮ Для любого п, 2 <п < 2\
а<х<Ь

3. Ры (х) = С (Л'), при х^Е (К)*

■ 4. С (И) —• + °°» пР" М “*

§ 3. Доказательство леммы 2

Вначале заметим, что если для некоторого /, / = 1 или 2 

дЮ^(7(Д/)։ где 2՝<п < 2”, ТО Л‘°с6’(Л0, при любом Л', ЛГ>М 
I " (3.1)

[Действительно, пусть 2^*‘ < п < 2л‘, тогда из условия имеем

I (^л. (х) = с > 0, при х £ А‘9. Так как
I С 2Л‘
I 2 Ьп (х) </х = 0, то равенство 2 Ьп /я (х) = с —1
I д(Ол-2Л'»^1 Н-2Л>>1

■
не может иметь места всюду на и следовательно Дя с Ь(Л).
I Предложение 1. Пусть 2՝<^Л1^2'У, тогда
1 НС('У)ПЛ£>1 > •ИС(МПА’Л)|. (3.2)

■ Действительно, в случае когда С (.V) или -- 0.
неравенство (3.2) очевидно. Пусть Д(г-.’с:(а, Ь) и Д^’С О (Л ». тенда 

мз (2.1) имеем
I 5,п (х) = Зт (О ֊ 2, при х £ А<2’ и / £ Л‘4 > (3.3)

жГак как
К

V и,/„(.г)= 2 «.-/.(* :՛ при <Л<”. 2'>П>. (3.4>
я ■ т 4 1
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то получим

52,(х) = 5։, (х-Нн (АД) 2, при х £ ДД 2'>т.

Отсюда и из (2.2) следует

(х + и(ДД), при х< АД т<2г.

Пусть х0 — произвольная точка из множества 
учитывая, что для произвольного г, г $ имеем 
на [0,1] получим

Д'Ь а с (Л), 
(2., (х) > - 1

тогда
всюду

֊ 1 = Q2^ (х0) > <?2л (х0 4- И (ДД)> 1,

откуда х0 4֊ и (ДД) с А;;/ П <7(М и, следовательно

△"> ЛС(Л0 + н(А£))с ДС;>П(7(/7).

Отсюда легко следует неравенство (3.2).
Предложение 2. Пусть .V > Л/ з и 

А*/'С С (/V), то

в (/V, М) Л хД 4֊ Н (?’) = в (/V, М.1 п уД

При Д,с (а, Ь), утверждение очевидно. Пусть ДлЛ(а, Ь) и г = 21 \ I 
тогда из определения интервалов хД и хД имеем

У<*»=АД Г<2,=АД, где У = 2'+| -2/-1.

Так как А^с С (Н), то

5Г (х) — 5Г (/) — 2 > — 1, при х £ ДД / £ ДД

(3.5}

откуда 6;= а;> — а у 1 и из (3.5) получим

021 2 (х) = (22։+2 (/) = собп1> 1 при х£ ?Д уД 

Пусть п — 2‘ 4-/', п>2н՜2 и ДЛсДД тогда

/„ (х) = /п- (х4-р (уД)» где п' — п 4՜ 2‘ ֊/՜*, х£ гД

(3.6)

Отсюда получим

52п։(х)֊5?+2(х)=52ГН(х4-’Л(г(Л))֊^п2(х4-и(у^)) при хС?Д
(3.7)

Из (3.6) имеем + г (х) = Ол+2 (х) при х II V'/*, так как х 4՜ 
и (^Д с. при х £ уД то равенство (3.7) примет вид

5,ш(х) = 5.1Ш (х г ц (г')) при х£ ?Д (3.8)

Пусть х0 — произвольная точка из множества 6 (М М) П
Тогда из (2.5) имеем, что существует номер т, 2л такой, что

С2пП| (Хд) -- 1 И С/т'Л1 (хд) 1 при т ' т. (3.9)
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'Отсюда и из (2.2) получим

(х0) — ~~ 1» Д^/П* (х0) ~~ 1» ПрИ 771 *■ т

и из (3.8) будем иметь
5.,т (х0 Р (Гр)) = — 1, 52т’ (х0) > — 1, 

откуда

и следовательно х0 4՜ 11 (?Р)с ^(/У, М) П гр, в силу произвольности 
точки х0

С (!У, М) п ?<*> 4 и (?<») с С (Л/, М) П Гр.

Тем же путем легко установить обратное включение, откуда и после
дует справедливость предложения 2.

Легко убедиться, что в условиях предложения 2 справедливы 
условия

П(^)Пг‘։, + Игр) ֊ С7(Л)П гР 
£(Л/)Пг(Р 4֊ р (?</>)=£ (ЛОП?Р

(3.10)

Пусть М и Л'— натуральные числа, 5 '<С А/<Г/V. Далее обозначим че
рез Д{И<Л), Д(,и> л>, >4’։И։подмножества натуральных чисел и, 2 
<л<2‘\ удовлетворяющие условиям

Д(М..У)= |л; ДО)П£(/У) 0. Ч2> с МН, (3.11)

Д(и.") = |л: ди)П£(Л) 0, ДрпС(М Л/)=£0, п“Д<и- ч’>|. (3.12)

Л(.и, лэ = {л; 2, < п с 2Л} \[дси. л> и Д( и. л)]. (3.13)

Заметим, что
?<„'> П Е (Л) + 0, V՛? П £(Л) ’ 0. при п £ Л<"- ■՝>. (3.14)

Вначале покажем, что
ДрП£(/У)=А0 при (3.15)

Действительно, если (3.15) не имеет места, то из (3.12) получим

др с в (/V), др п с (М) 0, дрсб (М). (3.16)

Iак как С (М) является объединением интервалов Хаара, длина ко
торых не меньше чем 2~и и из двух интервалов Хаара, имеющих 
общую точку, один содержится в другом, то из 13.16) будем иметь 
п<^2". Откуда, учитывая (3.1), получим ДрСсз(Л^). Полученное про
тиворечие доказывает справедливость условия (3.15). Далее из (3.12) 
легко убедиться, что и 2Л՜1. Полагая п = 2' ~г £, из (3.15) следует 
0,1 и (х) — с 0. Поскольку г •’ = , » то из определения 6Ч вы-

текает, что (г)=с-|-1 >1, при х гр, следовательно, г ' С С(/ 4- 2)
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и из (3.1) v^?)czG(.V) или V’-4 П £ (/V) 0. Учитывая (3.10) будем иметь

E(N} Пг^п . Условие (3.14) доказано.
Рассмотрим полином

оЛ1

I /ne Л(,и лл п AmcG(/V), III A/nc£(/V), IV Дш П (а, Ь) = 0,

откуда

тг Д'”-*) U 4‘*N>, при т£(т: 2 х 1 1<т<2л՜}. (3.18)

При указанных значениях т справедливость условия (3.17) очевидна. 
Положим, что (3.17) имеет место при т £ {/n: 2s 4՜ 1 'С j <Z т 2Л } и 
докажем его справедливость при т =у.

Если А cz G (/V, ЛУ), то А, П Е (N) = Д^։) П Е (7V) и выполнение 
условия (3.17) следует из того, что Р(И,1Л) (х) = const, при х£ AJ1’ П 
A£(/V).

Отсюда получим (3.17), при т = j, j

р< и .'■>(,)= V </1" Л' Х»(х), 
л—Н + 1

где коэффициенты </'яи- Ч) определены методом индукции. А именно 
предположим, что определены коэффициенты при всех п
т 4՜ 1 п -С2Л. Положим

a) d^։ Л) = 0, при т £ А'3М՝ Л),

б) d^‘ Х} (х) = 6, при И т£<4<льл\

в) в случае, когда тп£Л^и'л’, берем

Для того

2 max |7.т (х)| 
о г ч 1

где

V /п (х), x£A<4’n£W, /CA^n^W.
Л=2*’

чтобы убедиться, что в случае в) не зависит
от выбора точек х и нам нужно доказать следующее 

Предложение 3. Для произвольною т, 2՝<^/п < 2Л справед
ли во условие

Р^'У) (х) = С\п'։У)> при х£ Аш п Е (А). (3.17)

Действительно, учитывая, 
имеют общих точек, либо один

что два интервала Хаара либо не

содержит другой, из (2.5) легко убе
диться в выполнении одного из
т г т : 2 Л 1 4- 1 т 2 Л |

следующих четырех условий: при
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Полагая у £ Д?,И' Л), учитывая индукционное предположение и оп
ределение б?И Л), легко усЗедиться в справедливости условия (3.17), 
при ]=т.

Пусть теперь у£/43, тогда выполняется одно из следующих ус
ловий:

А, А (а, 6) = 0, Л^сбЧЛО, Д(?>с£(^)иС(М).
В первом случае (3.17) очевидно, а во втором оно следует из того, 
что согласно предложению 1 имеет место соотношение Д,сб(М).

Далее, пусть А(2)<= £ (/V) и 6'(Л/). В том случае, когда Д'Дсб^Л/) 
имеем Д, П £(А/)= Д-։) П £ (/V) и выполнение (3.17), при т — у стано
вится тривиальным. Пусть теперь А‘2с6(Ж Д,*'с £(Л0иО’(А/), 
/—2г-|- к, г Ы—1. Рассмотрим следующие множества:

|7<у, фР'-'о-1. где у0=у; У7=2^'+2'<֊У 2'. (3.19)
1-0

ными словами, рассматриваются те интервалы, для которых

О) = Д<?) /=0, 1,-.., Ы-г-Ъ.

Ясно, что

Д<» = ДО» и и (?(|) > ЛУ֊г—1 <=и

(3.20)

(3.21)

з (3.20), (2.10), учитывая, что V'? — Д^Д ։ при условии Д П

Е 0, используя предложение I, получим

Д«* П Е (/V) * 0 - • г՛’՛ П Е (М ¥= 0 => 0 £ (АГ) ¥= 0 =

=>Д<« , п£(М¥=0. (3.22)

Так как Д'9л£(Л/) # 3» то условие (3.22) получим для любого 
, I = 1, 2, • • •, —г — 1. Отсюда учитывая, что у.*’с£(.У) и О՝ (Л/),
[спользуя предложения 1 и 2, из (2.10) вытекает

о в (м му 0 = V՛,՛.1 л с (У, М} = 0 - д<;; л в (л: му - 0= 

—> V1*՝ л С (/V, М) ~ 0 _» Д9» р (7 (/V, д/> _ 0 _ ...._

֊ ?<;’ г ПО(М Л/) = 0=֊> гпС(М М)= 0з

- ■ Д(’2_, . Л М\=0 -> Д<^,_, П (7(М Л/) = ,

ИЗ (3.21) ДФс Е (/V) и в (М), откуда Д, <= 
ельно, л^Д^И։Л։, при п [л: п /, ДлсДу}, 
'՜ Предложение 3 полностью доказано.

Е (Аг)и б՝ (Л/). Следова-
отсюда Р л’(х) -0, при
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Предложение 4. Пусть т £ л ', т -21 4֊ 
Тогда

P'.;՛՛;՝■> (/) = £(« /> (/ + И (V”՝)). >ле j>i+2, t<= (3.23)

Доказательство. Из (3.18) имеем i N — 2. При у > N по
лагаем Ptj ։ (х) = 0 на [0,1]. Пусть при некотором и, п > т имеем 
△ „ <z v^’, тогда, используя предложение 2, получим

( g М) П 4°) + Н (v!D - О (N, М) П [ △</> + и (?!’’)] =

U (г<։Ь
— G (Л/, М) п >где Зя= i = 1 или 2. (3.24)

я I1 (ал)

Аналогично из (2.10) следует

£ (Л') П А<0 + |. (т'Ь) - £ (N) П Д<'> , i =1,2. (3.25)

Отсюда легко нидеть, что при (л: cz A(J(’| числа п и п 4՜ при
надлежат одному и тому же множеству Д|Л1,Л)(/ =1, 2, 3). Так как 
при п £ |п: 2л-։ |-1<л>24՜, Л,с ^Ц’)» из (3.18) следует, что л£ 
(■ А՛.'*■ л 1 и АЛ), то из вышесказанного получим

используя равенство /п (х) — /:л+*п (х + !1 (?(я։>))» где х£ получим 

( И. Л ) 
,.v -1 , (0 == (f т ll (V1?))» ПРИ t € 7(ЯИ-

Предположим, что (3.23) имеет место для некоторого у = /, 
/ /4՜2 и докажем его для у■ = I— 1. Сначала убедимся, что

<М Л,-<И;ЯУ). при [n: 2'֊' 4֊ 1 <п <21, v„ а (3.26)

Если п Д' и՛ Л) U Д^И< N}՝ то (3.26) следует из (3.24) и (3.25). Пред
положим л^Д^И։Л ), n 4“ ад € Д(»И’Л|* Из определения коэффициентов 
(/i и, л ) имесм 

где

X^^^ՈE(N), ^А''>П£(/У), ^(:Ч21,Л п£(Л?), П£(Л).

Отсюда, используя (3.14), (3.24), (3.25), предложение 3 и индукцион
ное предположение при указанных х, у, г, (, получим

И. Л’) (х) р; и. Л’) (у) Л) (/) = р(,м. ЛГ) (г)
2‘ + 1 ’ • 2* + ։ ՝ ’ 2'+1 ՝ '

откуда легко вывести (4.26) и (3.23). Тем самым предложение 4 до 
казано.
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Предложение 5. Для произвольного т, 2‘ ь 1 ■ ' т '2'
праведливо условие

(3.27)

Действительно, при т А\։г՛ л’> и условие (3.27) следует
43 определения г}"՝ л\ Из (3.18) имеем ш Д1,՝1-А) и Л) при т - 
(-{т:2л 1 • 1 т-С 2Л} и (3.2) справедливо.

Предположим /п^ Д(2И’Л) и (2.27) имеет место при л֊Н ֊С т 2Л 
Пусть и = 2' -4֊ к. Так как

4к -3
2՛ +2

4^ — 2

4к - 1
- + и-1 ՛

то учитывая, что Г<1) + Нг‘|,)= VI֊4, ИЗ (3.14), используя предложе-
ния 3 и 4, получим

~ Р?՝ + 2?1 (х) = СОП51» при х € V41 II £ (/V), (3.28)

* € гсп2> п £ (Л7).

Принимая во внимание, что и',։) = ДО , , с-,, = Д1’ и ин-

укиионное предположение, из предложения 3 будем иметь

(') < (х), при/ е д<„» п £ (/V). хО'яп£(ЛП.А -• I
отсюда и из определения коэффициентов а'Г1 
справедливости условия (3.27).

Предложение 6. Для любого т, 
справедливо условие

легко убедиться в

(3.29)

Действительно, н случае когда т £ Д1Н,Л) 1)Д НЛ| (3.29) следует 
43 определения Л). При т £ |ш: 2Л’՜ 1 + 1 > лп-С2л имеем т £ 
€Д'։И’л4 и Д(,И,Л) и (3.29) выполнено.

Предположим, что (3.29) установлено при т, и докажем
?го справедливость для т — п, л^Дуи,Л).

Полагая и =2' 4֊ к, как и выше получим условие (3.28). Учиты
вая равенство |* (г'./|)) = !1 (?(п2’) = 2-(/ 2), легко убедиться, что для каж
дого из интервалов г = 1, 2, существует 
Ь 6 к.՝. 2' 2 к 2‘+ 1 ֊{֊ 11, для которого /*,

единственное число
(х) =/=0, при V"'.

Отсюда, так как .V) /К (х)| о всюду на [0,1], то из (3.28) */ I
к1, (0- ,(*)!< 23 "Р" х € Ч" п Е (Л), V՝21 п Е (/V). <3.30)• г I 2 ~ • г I
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Из (3.14), используя предложение 3, получим справедливость 
(3.30), когда / £ А(„2) А £* (/V), х £ ДО* П Е (/V). Отсюда, используя опре
деление ^,1'1,Л) при п^Д^и,л\ получим (3.29).

Рассмотрим следующий полином:
2^ + I
V </</. .V) /п (х) = рри. .V) (х) (3.31)

п-2*'

Из предложений 3, 5 и 6 имеем

Р' и> л> (х) = С (М, /V), при х £ Е (!У), (3.32)

</<ил>>0, шах |<И՝Л) /я(х)| <а, при 24 1<л<2л’. (3.33)
0<Л’<1

Полагая в (3.31) М 5, й'($)=0, получим, что полином (3.31) зави
сит только от И. Обозначим </ ,*• л’ -с/(пу>, Р('։ л’(х) = Рд՛ (х), С ($, Л) = 
= С (Л/), А'/',У) = Д*л>, г = 1, 2, 3. Для завершения доказательства 
леммы 2 нам остается показать, что С (Л/)—* ос, при Л/ ֊* оо. Вначале 
убедимся, что справедливо следующее

Предложение 7. Пусть з<^М<^П, тогда

Рл(х)=Рц (х)4֊Р(М’Л) (х), при х£[0,1], 
= (/О’» -|_ (/՛ и. Л), При 2$+1 2\

(3.34)

(3.35)

Доказательство. Если И (П, М) = 0, то (3.34) и (3.35) 
тривиальны. Пусть С (/V, Л/)=/=0. При п^>2 '՛ имеем, либо Ллсз 6 (Л/), 
либо -^Пб (М) = 0. В обоих случаях п £ УЦИ* и г/^‘9 — 0. Если 
А/, А С (М)=0, то из условий -V” П Е (/V) = 0 или Лл с: СТ (/7)3 Д«сЛпП 
А С (Л/, Л/) получим л£Д\',,Л), п£ /ЦЛ). Пусть А ,(ь П Е (П) =/= 0, тогда 
(здесь пока п > 2и)

Д бс(7(/У)2 Л<*><= С(/И, /V), Д<;> П С(Л0= Ч2)ПС(М, Л), (3.36)

откуда п£Д*л,2. Д'( ц> Л) (/0=1, 2 или 3) и получим (3.35), при
п>2՝։. Когда п £ Д’(л> или п Д,1Л’’, при 2* п С 2 и легко убедиться 
н справедливости (3.35). Из (3.14) имеем А(1Л'՛ и Д при 2>-14-
4֊ 1 и >2Л, таким образом, (3.35) установлено. Предположим, что 
формула (3.35) имеет место при и, п^>т>2'-|-1. Легко убедиться в 
справедливости следующего соотношения:

т £ Л’Л>=

либо т £ п: л£Д(2И), п £/4'2И’Л4, 

либо т£(п: п ■; Д(|И), п£Д'2и,л’,)> 

либо т-\п: и £ Д‘2И>, п £/Ц-и' Л)).

(3.37

Действительно

т^А<*Ь т^[т А^П£(Л)7 0, б (^ 0, сб R.
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Имеем
д(;)п£‘(л/)=>д^п£'(^)^0, 

Д(Л2)с(7(Л/)г-д^с(7(Л/)иС(М Л/), 

№ П<7(Л/) = Д?> П [С (М) и <7 (М Л/)>0.

Из последнего условия следует, что хотя бы одно из множеств 
О (Л/) П Д'п?) и О (Д', М)ПАЛ?՛ не пусто, откуда получим справедли
вость соотношения (3.37)*. Из сделанного предположения следует

Р'Л (*) = Р'Л', (-) + Р1”;?' (х). X С [0,1]. (3.381

Из определения коэффициентов из (3.38) получим

О' .г 4 1 0x1

x€-ili'n£(Mei<bn£(A/), /ел!5'п£(Л/)<=^'п£(Л/1 .

(3.39;

При [л: л€Л<и>. ле/Ци’*>| 
вость формулы (3.35). Если т Л1,11*,

из (3.39) получим справедли- 
то имеем л€ Л(։”‘, при п֊|л:

сз Д,П1, откуда Р'п'\\ (х) =0, при V֊ [0,1], и условие (3.35) выполнено.
Тем же путем докажем равенство (3.35) при т *- ! п: п С Л'.И(, л£Л'.и> л 1 .
Остается доказать условие (3.35) при 2*4-1 п <2М

Ясно, что 
л С Л‘Л’

Гак как п

£[{л: Д‘2'ПС(/У)^ 0} и (п: Д'” П Е(Л) = ՛< )]• 

’, то из (3.1) последует

1л: д;։?>л£(ло= 0]-> п £ (л: Д‘я2' П [С (Л', М) U G (Л/)] —- 0 .

Отсюда в обоих случаях л£Л’{1П , л^Л’։и'л‘, откуда получим (3.35).

- , где
т

п г

Легко убедиться, что при 2* 4՜ 1 'С п 2 м

I либо л £ {л: л £ Л^И|

либо п {п: п £ А ГН

I ’

откуда вытекает (3.35).
Теперь покажем, что С (/V)-> оо, когда М—сс՛, Для этого дос

таточно доказать, что для произвольного целого числа Л/, М^>0 су 
ществует натуральное число /Уо, М, такое, что С (/V) (

5 ....

Используя соотношение 6' (М, = 0 «ожно показать, что и:

'И)| 0. но легче установить справедливость формулы (3.35) при т

пел< «•■՝>). 
О

„ д(М’ п /ч ।
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Для М, М > з выберем так, чтобы

н[С(М. О > 1֊ |£(ЛЛ|■■ 1 ■■ — ■ ■■ — ■■■ •
2

Пусть В будет множеством натуральных чисел, для которого спра
ведливо следующее условие:

С(М. М)= и АО, где М некоторое целое число, 
/ел

Ясно, что 7^ |7: 2 й + 1 -С / С2Л'|. при 1^В.
Через Во обозначим подмножество множества В, для которого

С (М, и , А / п Д, = 0, при 7 у, 7, у £ 50. (3.40)

Введем следующие обозначения:

ПрИ Длс и △/}
«ев«

0, в остальных случаях,
(3.41)

Ясно, что

| при п £ (п: <У(ЯИ՛ Л) =£еп}

0, при п £ {л: <!'"• л’> =ея].
»

е,+ е„ = <4И- ՝■', 2’ + 1 < л < 2՝,

2՝-г1 2*+։

У е„ /п(х)4- У е’п 7.я (х)— Р{ и’л> (х), при х£[0,1].

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Нетрудно убедиться, что

2֊։ > । 0, при хс II А/
£ ея7„(д) =

Я-2Л’ ’ к(, при х £ А/ П Е (/V), I £ В..

Убедимся, что при любом 7, 7£ Во. Действительно, из условия
Во с В следует, что А*.-’ сб (Л/, .V), при 7 £ Во. Отсюда и из (2.5), 
(2.8) и (3.1) легко вытекает, что А^ П Е (Л7) , 0 и 7^Д^'| Л), при 
7 £ Въ. Следовательно, е, /. Нх) = И։ Л) /; (х) ~ о, при х (; А^*\ 7 С Дг

Учитывая, что ея ^>0, при п {п: п>1՛, Л^сзД, , 7£ и ея 7-я(х) = 0 
при х ~ Д/, п п: п 7, Дя П Д/ 0, 7 £ Вц , используя предложение 1

е, /./ (х) дх 4՜ еп /п (х) (1х >
_>л՜ £ (Л?л

(Е (/V) П А։ ), откуда к, > о.

Определим функцию /՛ (х) следующим образом:
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при х£Е (ЛГ) П Д., i(;Ba

п =;

(3.45)

Ясно, что

Е(М) = E(N)U{E(M)(\G(M, N)} Е (Ми {Е (М) П U Д<}.

Учитывая, что еп
• ея.

— 0, при п: Аяс II Д» ] и следовательно,

V ея */я (х) = const на каждом интервале Д/, i^B՝о»

то используя предложение 3, нетрудно убедиться в справедливости 
следующего соотношения:

при х^Е(М), (/V).
Так как еп > 0, то из предложения 1

Е ( И)

откуда, из условий при х £ Е (М) П U , /г(х)=0, 
•ев.

при

/6«.

С (Л/, N) =
£ ( И) л-2

г-н \Е (М} пи л,i | 
l£B,

Р IE (Л/)| Е ( Ч)Д1 А, 
/(-Я,

\Е(М}

и н

I

4

Из предложения 6 имеем

C(N) = C(M) : C(/V, М} >С(М} i Э'

Тем самым лемма 2 полностью доказана.
Пусть 2 некоторое конечное подмножество натуральных чисел, 

а (з) 2 есть множество 2, упорядоченное некоторым способом, то есть 
(3) некоторый закон, устанавливающий порядок между произволь
ными парами элементов из 2, удовлетворяющий условиям

։) если [т, п, 2 и т -֊< п, пк, то /л-։ к,
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։i) т ч -» п € т . п< гп п> то л~тл, 
iii) если m £ 2, то т<^т.

Пусть

<€(») -

Обозначим

(з) г* (х) = sup |Sy (х)|, е (Г) = 2, 
л

где 5;(х) частные суммы полинома (;) Г(х), согласованные с упо
рядочением (?), то есть

к :/uev. j\

Замечание 1. Из определения множеств Л(.Л), Л 7^, Л*л> еле £ • >
дует, что

Если (<у) упорядочение множества (2Т 4՜ 1, 2’4֊ 2, • •, 2Л ) в 
лемме 1,

М= (п: л £(2’4-1, 2‘4у2,--, 2Л), бн^О, Д„П(7(л’>^ 0},

(Зл-)<2ЧЛХ) **- 6/Х/(х), при х£С(Х),
'е(’л) *

то легко убедиться, что М = А(։Л) и А\ откуда 2 (Ру) = 2 ((2л).

§ 4. Построение примера

Вначале докажем следующее

Предложение 8. Пусть Г = и »>/ 
I—։

/<х) = {с,, при х £ о»/, 1 < 7 < 1}

Я (*) {«<» при х£ю/, 1 </ </},

где »о, , 1 . 7 / — интервал Хаара и о>/По); = 0։ при 7 /, 1<17, / ^.1.
Тогда для произвольных положительных чисел о, /Уо существуют 
множества С, Е и полиномы

и м
(3) ()(х)=х (5>) (2У(х), Р(х) = х; РДх),

Л • /-1
обладающие свойствами

1) множества 6 и £ являются объединениями конечного числа! 
интервалов Хаара I
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2) (3>) (?, (х) < г> и (з) ф (х) < $ир ;/ (х)| Д- а, при х £ С, 
.г г

3) / (х) 4 (з) (х) = 0, при X £ С,

4) 2«27) = 2(рд >1,2,- -, м-, о (ад гр-՛ (<г) = о, при /»,

5) 8 (х) = Р (х), при X £ Е,

6) \<7п7.„ (х)|<% при хе [0,1], п£2 (РД 1, 2,- -, М, 

где с!п - коэффициент при функции 7.п (х) в полиноме Ру (х),

7) (з) 0} (х) = Р' (х) = 0, при хе г.
ЖрС ' * •

Доказательство. Не нарушая общности, можем полагать 
}1 (<՛»/)< Л/՜1 . Выберем натуральное число М так, чтобы шах |с/[Х 

1<1 .г
Для интервала «>/, 1 С I I существуют множества 

С(Л'(7, 1)), Е (/V (/, 1)) и полиномы (з<»>) ։)(х), РЧ(. п (х), кото
рые удовлетворяют условиям лемм 1 и 2, где е = о, причем /V (/, 1) 
можно взять настолько большим, чтобы С (М (/, 1))>',я/1. Обозначим

Р' ՝х) С(Л(», 1))

С,= и в (IV а, 1)), £,= и (X, 1)). 
/=։ - /=։

Предположим, что уже построены полиномы (?, (х), Р} (х), 1 -С / <С 
пт М и множества {С/, Е։}™=.\, удовлетворяющие условиям

Г) множества С,, Е, , / = 1, 2,---, т являются объединениями 
конечного числа интервалов Хаара

и с ^1-1* П Е,■ 0; С/-։ с и Е1; Е1 Е} = 0,

при г =А/ 1 < /, /'С л»,
2') 2 «Й) = 2 (/<); / = 1, 2,---, т; 2 «2у)П 2«?<)= 0. при г^Л

3') (х) = — —при х£ С П 1 1 ^/<т, 1 < 7 </,
м

4') (з>) при х^Су,

5՜) 1с/я/.я (х)| < 3, при хе [0.1], лС2(Р,), 1 <;<т. 
фициент при функции /я(х) в полиноме Р; (х),

6 ) <2у (*■) — Ру (х) = 0, при X Г Су |С Г,
987-3

</„ — коэф-
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7') V Р, (х) = (х), при и Е/.
/-1 >։

Множество в,„ можно представить в следующем виде:

т
и при ։ ], 1</,/</т,

I =1

где 1 ։ ֊С 1т является интервалом Хаара и такой, что если

*“!”’= ($’ и • то Пё Д S(Q,),

./ (*) — const, При X 0)(</п), 

g (х) = const, при х£и>[яМ. 

Для интервала wj’n) и числа о существуют полиномы 

(0("«+1>) Q,V(/, л|-к1)(х), /\(/, m + J) (х) 

и множества С.\(1,т ц , Ел’о.т + п, удовлетворяющие условиям лемм 
и 2, причем Л^(/, т 4- 1) можно взять настолько большим, чтобы

т
Р.Х О. « + ։) (х)> шах |^(01+»пах У |Р; (01. ПРИ х € Е.у (< «♦!)• 

0 0*1 1 У”1

Выберем из каждого множества ^\т} П Е.у т + р некоторую точку х/ 
обозначим

<„ g (-»<)֊ 2 Ру(*<)
Рт | (Х) = 2 --------------- --------------  P.V (<. »l + l)(x)

/■»1 • N (i, т +1) (Xi )

(J G.\ (», т +1)> Effj+l — (J E.V (/, лп + 1) 
/—I 1-1

Используя условия лемм 1 и 2, определения числа М и интервале! 
из (4.1) легко получить, что полиномы (□/) <2/(х), Р/(х) и множе 

ства 6\ , Е։ удовлетворяют условиям Г) — 7 ) при 1-С / <т ( 1.
Предположим, что указанным способом построены полиномь 

(’<)(?/(х), Е(х), 1 М и множества (7/, Е/, 1^7^71/, удовлетво 
ряющие условиям 1') —7 ).

Обозначим
VI и

(4.
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и .и
С — П 6’ , = С и, Е ~ I) Ь.1 .

/-։ /—1

Отсюда и из Г) — 7') легко показать, что полиномы и множества н 
(4.2) удовлетворяют условиям предложения 8.

Пусть {8я}я\и1 — последовательность монотонно убывающих поло- 
л 

жительных чисел, такая, что V 8/ <՜ 1. 
1-1

Пусть / (х) = /1 (х), 8 = 8|։ а (х) - /։ (х), Г = (0, 1), тогда су
ществуют полиномы

и и
О) <2 (*) = 2 (’<) <2. (*), Р (х) = 2 Р, (*)

1=1 1=1

и множества (7 и Е, удовлетворяющие условиям предложения 8. Обо
значим

0<) <2<(х) = (։'») <2;" (х), Р, (г) = Р|» (х), Р(х) = Р, (х) I 
(3)0(х) = (з1) <Л(х), М = М„ (7 = Е=Е, I

(=>,) К, (х) = X, (х) + (□,) <?, (х).

Из условий предложения 8 имеем

(зх) (х) = 0, при х £ (7։,

(зх) Р1 (х) ֊ Р։ (х) 4- (я։) <2։ (х), при х£ Ех, 

(я։) /?; (х)<1 4-8, х£(7։,

2 ($0)) = 2 (/>;•>), 2 К2;”) А 2 ((?,“)= 0, при 7 л;, 1<7. 

Предположим определены полиномы
■ип

!(31) /?, (х)}* .։, Л(х) = 2 Р/Чх), (зя) (2л (х) =У (3Г)<2Г’(х) 
/>1 1—։

и множества (С։ |х=։, (£, "֊г՛ обладающие свойствами
а) каждое из множеств , Е1, /=], 2, • • •, п можно представить 

в виде объединения конечного числа попарно непересекающихся интер
валов Хаара,

б) 6։ О Е։ =[0,1], Сц П Е1 = 0, при 1 < । < п,

6, и Е1 с С/ 1, и Ё, за (7,-1, при 1 < п,

в) (3<) (х) = 0, При ХЬ С/-2,

г) (х) = /?/ + 1 (х), при х £ Е1, 7=1, 2,- • •, п — 1,

R, (х) = 0, при х £ (л , 7 = 1, 2, • • •, п,

(х)< 3 (о/_1 4- 8/), при х £ О,՝, 7=1, 2,• • •, п.

(4-3)

(4.4)
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д) (а<л>) <2*'л)(х)<оя, при x^Gn,

е) |</‘л։ !т (х)| при -г С [0,1], лп(;2(Рп), где

d\n' — коэффициент при функции f.m (х) в полиноме Рп (х),

ж) о (Р;«>) = 2 (Q^), i 1, 2,..., Мп,

з) А\ (х) = (з„) Q', (x)iPn (х), при X Еп,

и) max {m: т£(2 (АЛ)] max (m: zn£2

к) 2 (А.) 0<J (Rj) = 0. при / > / -4-2, / =" 1> 2,- • •» п — 1.

Взяв

о - - . j, /V — ni а х

(при / = 1 полагаем Г — Gn, g (х) — Qn (х)4՜ Рп (х)

W=max (л: n^2(Qn)),

последовательно можно определить множества 

(4.5)

{б?л + ։), Еп1)}',п и по- ‘ * / -1
линомы

(4" ,1)y!’+l|W= v (4";,)Q,l71)(x)1,-=i. 2,-.-,лл

(4.6)

удовлетворяющие всем условиям предложения 8. 
Пусть

(Р/|) = '/Пр ЛИ»,’ • ЛИл|
и dmt (/= 1, 2,--’, г)—коэффициент при функции 7mi (х) в полиноме 
Рп (х). Положив

f ,ИЛ ) I
Г = с!и* ”, / (х)= dmt 7.mi (х), о =. оЛ h N max . л: n£ U 2 {Р ՛ ") . .!

I /-1 I

g(x)=Qn(x) up,(x)-V PJ"+։>(x), 
I -1

можно указать множества G ։\ Е + и полиномы •* т । г /П|

(4.7)



О коэффициентах рядов 295

11 ГТ.

(х)
.(4.8)

1-1

удовлетворяющие всем
Предположим, что 

и полиномы

условиям предложения 8.
уже построены множества Ст

.И

(х)
I»

(4.9)
"9 / I

И

м т

Взяв
(л), О = 0я+|,

. I
в(х) =<2Л(х) + Р„(х)-2 Р<"+1>(х)֊2 Р^+"(х), 

/=1 /-1
(4.10}

М = так (п: п £2 (Рт^ ’> (х))),

согласно предложению 8 существуют множества ^т՞^' и по՜ 

липомы

л'т1 + 1

՛ <Ч+1Ь О (Л4-1) 
т1 -1 ' ш/+1

и
(4.11)

удовлетворяющие условиям предложения 8.
Пусть указанным способом для каждой функции ^՝т] (*)» / 

^1,2, • • - ,г, построены множества 6т՝*՝ 11 и полиномы Рт( ՝ ' (х),

(л). Далее, пусть 

(,„) О՛"1 (х) = V а„, /„(х), Р1”(х)=1
4"’) 2 ( т€2 (₽։л>)

Учитывая равенство 2 ((?<1я,)== * (^”*)> обозначим

(4.12)
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я (
(3л+։)/гя+։(х)= 2 ( V ((ат + с111։)7.т(х) ֊Н^1») <2’„;я + ” (*)]+- 

'“։ те ( 4Я))

4 С? + 1,Ю!л ” (х) , (4.13)

Ил Г
/ ' П <"*,Л ‘ А А Г' <',и|   л? <Л +1>Ол+1 = П О/ ПА Ош. = О П1

I -I /=1
„ (4Л4)■ ' Л г

£,н-и£!'*1|ииЙ{'*11 
/е=1 '

Пусть
Мп Г

((0<.+1>) (х»; “ + 1 , где К.: = 2 М'Г" + V Л€,4 (4.15)
/-1 *-1

есть некоторая нумерация следующего множества полиномов:

л='<՞;")о:՞,"(х)|; (о',.';;11)с?™1;;,”(х); 1</<л/л; 1 «у-< л/г+1),

л = 1, 2,---, г; / = 1, м;|. (4.16)
Далее, пусть

(Р1"+|) (*)1;и=т‘ ап»

будет нумерацией множества

{Л՝л'(х); Р™*,՞ (”(х), 1</< М՝,՞' ”, 1< к < г, 1 < / < Мк}

(4.18)

такой, что при фиксированном /, / (или к, I) полиномы

(#*”) о։՞,1’ и (х) (или («х*") ^л11 (х), а,.,. ((х»

в (4.15) и (4.17) имеют одинаковые номера.
Положим

л’л+1 ип
(=» |) (2л |(х)= у ”(х); Р„ц(х)=2 А"+1> (х). (4.19)

<“1 /=■!

Используя условия 2), 3) предложения 8 из д), е) и из (4.7) —(4.12), 
а также из определения полиномов (а*я + ։)) (2(|/’41^(х), легко получить, 
что

(зЛ+։) /?Л + 1 (х) = 0, при х£ Сл + |,

(Зл + 1) (х) < 3 (оя 4- 0л+։), при х£ Сл+1.

Ясно, что 

и) । ։ (х) = (ал) <2Л (х) 4֊ Рл (х) -|-(5л + 1 (х), при х£[0,1]. (4.20 
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Так как ։ (х) = 0. при хГ Сп, то из з)
(зя < ։) /?я + ։ (х) = (зя) Еп (х), при х С Еп.

Докажем, что

(°Л+|) /?л+1 (х) — (зя+|) ^2л41 (х) 4՜ РЛ+1 (х), при х£ Еп + \-

Из (4.20) следует, что достаточно установить следующее равенстно: 

(3Л) (?я(х)+ Р1(х)= Ря+1(х), при х^£я + 1. (4.21)

Рассмотрим множество Е^՜^, 1•**€• Мл. Так как

СГ + ։> ПЕП ։)= 0, С’я + 1,=> вт<п+", при /0< /<М>, 1<4 Г.I 0 ’О • • • £

то из определения множества Г, используя условия 7) и 5) предло
жения 8, при х£ Е\՞ ։) имеем

Тем же способом легко установить равенство (4.21) при х^Е-я^*'. 
Из определения числа N в (4.5), (4.7) (4.10) следует

max {m: т £ 2 (£я+։)} = max |т: т £ 2 (Qn + i) j | (4 92)
min |/n: m £ 2 (Qn+1)| max m: m £ 2 (7?я)| I ’

Если теперь тем же путем определим полином £я+з (х), то из М.22) 
получим

2 (/?Л)П2(/?Л+2) = 0.

Условия а), б), в), д), ж) при 1 <1 г п 4՜ 1 легко проверить. Пред
положим, что указанным путем построены множества {(7/, £;}, । и 
полиномы |(зя) Еп (х))7=ь для которых имеют место условия а), б)« 
в), г), к). Положим

к ;
(32*) (х);

k «о

(32i + I) (х), (4.23)

G = П Gn, Е— U Еп- 
п =1 /1 = 1

Из условий б), в), г) следует равномерная сходимость к н улю на а 
обоих рядов в (4.23), откуда £ (х) = Г(х) = 0, при х £ С. Рассмот
рим множество Еп„ п0 1. Из условия б) имеем

E«.cz Gn.-icz Gn.֊2 cz • • • с G’o, ЕЯв П Gt = 0, при i > n0.
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Из в) и г) следует

п,,

(3*«) Епп (х) — (3 «.,+ ։) /?л» • (х), при х£ Еп„

откуда вытекает конечность функций £ (х) и Т (х) на ЕГ1.} а также,
что

£(х) Т (х), при х £ Еп„ следовательно, и при х ~ Е.

Остается доказать равенство £ (х) — 7 (х) на множестве [0,1 ] \(СI)Е). 
Вначале убедимся, что

[0,1]<= [0,1].

Действительно, пусть х0(- П 6’„։, тогда существует наименьшее чис

ло т, для которого х0 (• 6т. Отсюда

т и л. 
п =1

Пусть 
вий:

х0€Си£‘. Iогда имеет место одно из следующих трех уело-

п с„, 
л«=0

х0|- л,

I! и Еп,
л-О

III ։ ։ > 
п=0

п*

За метим, что поскольку

при п — 1, 2, • • •

л

Здесь мы предполагаем, что либо 0. В противном
ство можно провести с небольшими изменениями приведенного.

случае доказзтель
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Когда выполняется I, то х0 является внутренней точкой множества 
вп, п = О, 1, 2,---. Действительно, при л — 0 утверждение справед
ливо. Предположим оно имеет место, при л = О, !,*••» т. Тогда х0 
является внутренней точкой множества Ст 1 II Е,п + 1= (3„. Учитывая 
соотношение х0 Ет, из а) легко получить существование интервалов 
(а„, х0) и (х0, рЛ), лли которых имеет место условие

(7Л , ^0)С (Хо, 6п, Л--0, 1, 2, • • •.

Отсюда и из г) (4.23), (4.24) будем иметь Т (х0) - -7, (хо) = 0.
Если имеет место II, то нетрудно убедиться, что существует 

единственное число т, для которого х0££,я. Можно найти интервал 
(1, р)^^, один конец которого совпадает с точкой х0. Пусть для- 
определенности х0 = а. Тогда из х0 £ (£, следует существование ин
тервала (*[л, х0)а.Сп. Отсюда и из (4.24) б), в), г) получим

При х0 = 3 рассуждения можно провести аналогично.
Пусть теперь имеет место III. Пусть х9£Ёт, если х0 является 

внутренней точкой множества Ет, то равенство Т (х0) = £ (Хо) сле
дует из г) и из того, что ЕП1 П Еп — 0 при т=£п. Когда х0 не яв
ляется внутренней точкой множества Ет, то существует единственное 
число л, п=/=т1 для которого х0££\. Отсюда нетрудно видеть, что 
Т (х0) = £ (х0).

Тем самым установлено, что ряды в (4.23) всюду сходятся к 
одной и той же конечной функции.

Если коэффициент при функции /я (х) в полиноме (зж) Ет (х) 
обозначим через то из конструкции нетрудно нидеть, что

14։ (х)1 ''/п + *л + 1> откуда а(/л)= ои тем самым наше
\И п / 

утверждение полностью доказано.

Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 29.V.1^78
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րուիչան գեսյ րամ ամենուրեր գու գամիտում են միևնույն ֆուն կցիայինւ
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H M. MOUSHEGHIAN. On the coefficient» of the serie» by Haar systems 
with displaced terms (summary)

The paper gives an example of a pair of noncoinciding series by Haar systems 
with coefficients tending to zero and having the property that propper rearrange
ments of their terms result in the everywhere convergence to the same function.
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Л. В БАХШЕЦЯН

О СТРУКТУРЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ЫЕНТРИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Данная работа поснящена изучении» свойств некоторых центри
рованных систем (определение см. ниже). Она состоит из двух частей. 
В 1 рассматриваются центрированные системы, состоящие из не
прерывных функций. Во второй части, основываясь на одной тео
реме ГанДи ([!]), устанавливается связь полных центрированных си
стем с классической системой Хаара.

Г. Пусть Ф = |Ф„ — система действительных функций, опре
деленных на Е. Через Е,(Ф) обозначим минимальную з-алгебру, со
держащую множества {х £ £: Фх (х) з) (з б К, I -0, 1, • • •, п) (т. е. 
Е„ (Ф)--минимальная з-алгебра, по которой измеримы функции ’1 I 
к 0, 1,- • п).

Для дальнейшего нам понадобится следующее простое
Замечание. Если для некоторых двух точек х, и х։ (х, л .,

Ф* (-к։) *= Ф* (х3), к — 0, 1,-• п,

то любое Л£РЯ(Ф) либо содержит одновременно обе точки хр 
либо не содержит ни одну из них.

Действительно, рассмотрим з-алгебру Е всех подмножеств Е 
одновременно содержащих или не содержащих точки х։ и х . Очевид
но функции <1>д(4'=0, !,•••» п) измеримы по Г. Следовательно, 
Е„(Ф)с: Е, что доказывает наше утверждение.

Определение. Система Ф = |Фп!,’ „ называется центрирован- 
нои, если для любого п и Л£РЯ(Ф)

1
I Фя + 1 (х) бх • 0.

Введем некоторые вспомогательные обозначения, 
делена на [0,1] и Л — [з, 3) сз [0,1]. Обозначим

Пусть / он ре

0 при х£[0,1]\Д,

при х Д

0 при х £ [0,1 ] \Д ,

где
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Следует заметить, что если и / (0) =0, то / (х; А)

прерывна на 10,1], причем для любого 0 < х — имеем

нс-

<1)

Предложение 1. Существует центрированная система 
состоящая из почти всюду отличных от нуля непре

рывных функций.
Пусть Ро —канторово совершенное множество меры нуль. Обозна

чим через н непрерывную на [0,11 функцию со следующими свойства
ми (определения см. в |2], стр. 50, 200):

1. А (0) = 0, Н(1) = 1, 0<Н(х)<1 при х£(0,1), • (2)

2. Н (х) постоянна на дополнительных интервалах множества Ро. 

Определим систему Ф индуктивно. Фо (х) — А (х). Пусть Фо, Фр • • • ,Ф„ 
уже определены и Д-г” — интервалы постоянства функции Фя. Опреде
лим Фд+1 равенством

Ф»+1 (х)= 2 & (х; (3)

Гак как в силу (2) (х; Д’։|)^.• = |Л‘л’|, то ряд (3) сходится абсолютно
и равномерно. Следовательно, Фя 1 непрерывна. Легко видеть, что 
любое А из Ел (Ф) можно с точностью до множества меры нуль пред
ставить в виде суммы интервалов Д*'’*, Но в силу (1)

Н(х; Д;л>) </х=0. (4)

Из (3) и (4) получаем

Фл + 1 (х) с/х — 0 для любого А^Е,|(Ф).
А

В классе функций ограниченной вариации этот пример в некотором 
роде единственный. А именно, справедлива следующая

Теорема 1. Пусть ф = — центрированная система
непрерывных на |0,1 ] функций и ФЛ (х)=/=0 почти всюду (л = 1, 2,- • •). 
Если Фх илгеет конечное изменение, то существует множество 
2Гс[0,1], |£| = 1 такое, что |Фг (£)| = 0.

Для доказательства нам понадобится
Георема Реньи (см. [3])./7։/стиь конечная или счетная си՝ 

стема {6} ограниченных функций максимальна на Е, т. е. суще
ствует множество 7. меры нуль такое, что если х։ и х2 принад- 
лежат Е \7 и /„ (хх)— /« (х2) Для любою п, то хх — х... Тогда си’ 
стема произведений
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(/?■/?>••• * = 1, 2,- п = 1, 2, • • )

полна в Д’ (£).
Доказательство теоремы 1. Пусть № (у) индикатриса 

Банаха функции Ф։ (определение см. в [2], стр. 212). Известно (тео
рема Банаха, см. там же), что М (у) измерима и

и

N (у) dy= V фг
т

(5)

где т — min Ф։ (х), М = max Ф։ (х). Более того, из доказательства 
xeio. ։ I -<е{о. i1

теоремы Банаха видно, что /V (у) измерима по Борелю и следова
тельно

/И, = ф։֊»(^֊1 ((0, Д]))£Е։(Ф)(* = 1. 2,...). (6)

(Из определения функции Л' (у) следует, что множество М* состоит 
из всех точек /£[0,1], для которых уравнение Ф1 (х) = Ф1 (?) имеет не 
более, чем к корней).

Обозначим через множество тех х £[0,1], для которых мно
жество П Е состоит из не более чем и точек. Очевидно Л/՛1 = Л/», 

(ф)
Зафиксируем произвольное к0. Пусть е*—множество нулей функ-
.ции Ф* и е = и ел.

л-1
Очевидно

е£Е* (Ф) и |е| = 0. (7)

Пусть е (/1 = 1, 2,- • •; / ֊1, 2,- • •, <*0). Из (6) и (7) сле
дует, что

Р1։)£Е*.(Ф) и |/*n| = |Af„|. (8)

Докажем для любых i kQ и и включение

Допустим противное. Тогда для некоторых п и / к0 существует 
ло£ ^’\т. е. найдутся ровно п — 1 точек х։, х2. • • •, хя-1 та
ких, что

Ф/ (хД = Ф/ (х0) 0 (к — 1,- • п — 1; у = !,•••» / + 1).

(Если для некоторого х0£[0,1]\е таких точек меньше, то х0£/>^_’|1՛» 
если же больше, то х0Т- Рп,]). Так как Ф) + ։ (х0) =£0, то существует 
, /1 — 1

такое, что Ф/ + 1 сохраняет знак на множестве и = II (х* о, 
* =о

Т''). Далее существует 5о^>О такое, что
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И= И(г0) А Ф/ ((Ф* (х0) ֊ *0» (9)

В противном случае для каждого 8 = — существовала бы точка

2"'
\ и. В силу компактности |0,1 ] (■ можно предполо

жить, что последовательность ут сходится к некоторому
х--хп. Тогда Фу (х„) ф/ (х0) Для любого у — 1, 
Хя 6/, т. е• хп хкI к — 0, 1»* * *» п 1. Отсюда 
х0П а это противоречит выбору точки х0.

Из непрерывности Ф*(Аг = 1, 2, •••» /) получаем,

пределу 
причем

получаем, что

что

И

(учитывая, что х0(: И(го)У=0) и в силу (9) 1 Ф, + 1(л) </х =/= 

противоречит условию центрированности, так как I/£ Р։ (Ф).

это

Тем самым мы в частности доказали, что

Докажем, что |А.| = 0. Допустим противное: |Р*в| = р>0. Тогда су 
шествуют замкнутые множества

(Н)Г։сГ2с • • • сРп,с1 • • - С2 /\,

т • тогда в силу (10) и

х £ Р^' и, следовательно, существует

(И)

= з (х, п?)^>0 такое, что

ил,т = А А-1
Фг1 (<Ф* (х) — 8, ФА (х) + 8» <= (12)

В силу непрерывности Фх множества \их.т\ образуют открытые по 
крытия компактов Рт. Выберем конечные покрытия

{^1 — V•* \ ։» т =1, 2, • • •; 0 = ' * ’ •

Определим на Рцл систему

Хо (х)=1; //(х) =
1 при х £ и, А Рк, 
0 при х £ Р>.в\и1

(/ = 1, 2,- - ).
яг

Пусть Л -- и Ргн. Очевидно = 0.

Покажем, что для любых отличных друг от друга 
из Г существует функция //„ такая, что

Пусть

гп0

точек а и ?

(13)

(14)
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Так как а, 3 £ Г, то существует (в силу (11))

"и>гп0 (15)
такое, что а, 3 £ ЕГПг Возьмем /0 такое, что /«»,-։< 10 </«, и ։ и,,. 
Тогда в силу (12), (14) и (15) . Отсюда получаем (13).

Система {/./ }*_0 удовлетворяет условиям теоремы Реньи. Следо
вательно, система

полна в Л։(Р/о). Но функция *<',-7/,= 1 на множестве

п Сц П Рк»1 которое в силу (8) и (12) принадлежит Рл, (Ф). Отсюда в 
/• ։

силу центрированности системы Ф получаем, что сужение функции 
Ф*,^։ на Рортогонально ко всем функциям системы ։Г. Следова
тельно, Ф*,-ц(х)=0 почти всюду на Р^. Получили противоречие, 
так как по условиям теоремы Ф*. + 1=£0 почти всюду. Итак, для лю
бого к |Р'։>| = 0 и следовательно, в силу (8) [ЛА|=0. 

Ж
Покажем, что множество Е — [0,1] '\ и ЛА удовлетворяет уело 

*—I
виям теоремы. Действительно, |£| = 1 и (Е) = № 1 (зс). из (5) 
следует, что |ЛС։ (ос)| = 0.

Теорема 1 доказана.
Покажем, что в теореме 1 нельзя опустить условие ограничен

ности вариации ФР
Предложение 2. Существует центрированная система 

՛•’ = {«и--» непрерывных и почти всюду на [0,1] отличных от ну՝ 
ля функций, причем |{.г; Ч‘о (х) </}| = Г для любою 0<И 1.

Введем некоторые вспомогательные обозначения. Пусть

(п =0, 1,- / = 1, 2, • 6").

Для любого полуинтервала А = [1, 3) обозначим:

£о (А)

Далее, обозначим через /V (А) последовательность полуинтервалов
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Д<>» = А (А), Д(2т> = С, (Д(да))» д(2*»+1> = С2(Д<"'»)(лп = 1, 2,-).

Очевидно
Д(*»с Д, Д(*> П Л’"О =0 (к, т = 1, 2, • • •; к =/= т) (16)

и, так как
|Д(й)|- 4|д1- 1С1(Л)Н1Сг(Д)|=֊Ь|Д1, 

3 о
то

и
* = ։

Д<*> (17)

Определим индуктивно последовательность ступенчатых функций
I; о* Пусть

0
/о (*)= 1

2

при х££п ([0,1))
при ([0,1))
при х — 1.

Допустим, что функции (т = 0,1, • • •, п — 1) уже определены так, 
что функция 

постоянна на полуинтервалах Дя/(г — 1. 2, • • •, 61) и имеет скачок, 

ный — по крайней мере на одном из концов Дя/, причем 
2п

Е«-х |--(Л(/=2, З, --, 6").
՝ Ьп I \ 6я /

Положим
| 0 при х £ £ч (Дя/)

/п (1) = 0; /п (х) = । .. (_ с < \ \ (;  10I 1 при х £ £:-«,( Дя։), (г = 1,2,-

где = 0, если Еп-\ ( £я-։ \ —-----0 I или же
\6я 7 \6Л '

рав-

(18)

и = 1 в противном случае.
Легко заметить, что при таком определении функция

удовлетворяет предположениям индукции. 
Пусть

(19)

Докажем следующие свойства функции £:
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1. Г— непрерывна;
2. Г(0) = 0; 0<Л(х)<1 при х£[0,1]; (20)

3. |Г-’ ([0, 0)1 = I для любого 0 < / 1; (21)

4. Г(х)-Д-[4(*) + М (х; Л„) + Г+ (х; М +

4֊ А֊ (х; Д13) -Ь Г֊ (х; Д։4) 4֊ (х; Д18) + Г<֊ (х; Ди)]. (22)

Челрерывность Г вытекает из равномерной сходимости ряда (19), если 

/честь, что колебания функции Гп на Дя, равны —֊—. Свойство
' 2'1-։
20) очевидно.

Возьмем некоторый двоичный полуинтервал

/—1 
2*

(23)

Пусть
к >

<)т' 
т -1 х

где '»п = 0 или 1. Тогда из (18) следует, что

Е 1 (Л) - |Х: (х)—сг/|; ли —1,

Отсюда и в силу (18) получаем

|А֊’(Д)1 = (24>

Очевидно любой полуинтервал [0, /) можно 
мы непересекающихся полуинтервалов вида 
тывая (24), получаем (21).

Далее

представить в виде 
(23). Следовательно,

сум- 
учи-

(25,

етрудно заметить, что из определения (18) следует

(х; Ди) при г=1, 2, 5, 6
}т (х; Ди) при х^Ди, / = 3, 4

это вместе с (25) дает (22).

Свойство (22) означает, что для любого 0 х —-

/т^ 1 (х) —

к
п

Щ Ж I

м—0

(т = 0, !,•••),

/т-\ (х) 0,п *.
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т. е. функция F на интервалах А (Дд) и В (%։) четна относительна
середины этих интервалов. Многократно пользуясь формулой (22) по

лучим, что для любых п,

F{с — х) =•: F(с 4֊ х), (261

где с — середина интервала А (Ля/).
Определим индуктивно последовательность М. семейств полу 

интервалов:

5f, = 7V([0,l)); М. = U U (Д: Д €/V (А(Д'))} 
А 6ИЯ_| I 1

(п = 2, 3,.. ).

՝Г0 (х) = F (х); Д)(п =1, 2, • ••).

(27|

(28|

Система Ч* — (Ч’я}*=0 будет искомой.

Действительно, так как F Д) £ С ([0,1 ]), (х; Д)|с•= |Д| и •
силу (21) F (х; Д)=Т=О п. в. на Д, то из (16), (17) и (27) получаем, что 
Ч \ £ С ([0,1]) и Ч’я(х)=£0 п. в. на [0,1].

Докажем, что система Ч* центрирована. В силу (26), (27) и (28)
|д| 

хегко заметить, что для любых п, Д (■ и 0 х -С — 
2

Ч\(с-х) = Ч\(сДх) (£ = 0,1, .., п-1), (29
где с—середина интервала Д.

Пусть ^^РЯ-1(Ч՛). Учитывая замечание в начале параграфа г 
из (29) следует, что для любого Д £ Мп множество А П △ симметриям 
относительно середины интервала Д. А отсюда в силу (28) и (1) по
лучаем, что

I Ч’„ (х) dx =0 для любого A^F/I^j(4r). 
л

Итак, предложение 2 доказано.
Фактически мы доказали, что существует непрерывная функции 

Чо, равноизмеримая с функцией у = х, которую можно дополнив 
непрерывными функциями до „нетривиальной" центрированной сист( 
мы. На самом деле верно более общее

Предложение 3. Для любой непрерывной на [0,11 функци 
существует центрированная система 'F = {Чгя}~=0, почти всюд 

отличных от нуля непрерывных функции такая, что Чо и я pat 
неизмеримы.

Доказательство по существу то же самое. Нужно лишь подхо* 
дящим образом изменить определения полуинтервалов Д„| и множеств 
Ао * &nl)t F\ (Дя/).
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2 . Для каждой системы множеств Т — \ Тп ' ,п I
> 0, п — 1, удовлетворяющих условиям:

(30>

определим ортонормированную на [0,1] систему /./• = 1/л (/; Т) 
/ I Г. I

л«0 ’

л

(31 >

Для полных центрированных систем известна теорема Ганди, 
которую мы приводим в удобной для нас формулировке.

Теорема (Ганди, см. [1]). Пусть Ф {Фл}я*.։,—полная н 
Ь՝ ([0,1]), нормированная, центрированная система. Тогда суще
ствует система множеств Т, удовлетворяющая условиям (30) 
такая, что

Фл (0 = Тп (х; Г) п. в. на [0,1] (л = 1, 2,- • •).

Определение. Систему Хт» определенную в (31), назовем сис
темой типа Хаара, если система Т состоит из полуинтервалов, 
причем Нт [7^1 = 0*).

Определение. Системы Ф = [фп] и 4՞ = (, определенные 
на [0,1], называются изоморфными, если существуют множество Т с 
с|0,1], |/г| — 1 и взаимно-однозначное отображение х0 из Е в [0,11 та
кое, что

а) для любого измеримого Ес /• образ
з0 (Е) также измерим и (х0 (Е)| — ]£], (32)

б) для любого измеримого 2Гс|0,1] прообраз х£, 1 (Е) также из
мерим и | а՜1 (£)| (33)

в) для любого пи ?л (х) = (х0 (х)). (34)

Докажем следующую теорему.
Теорема 2. Для того чтобы система (31) 

Е [0,1]) необходимо и достаточно, чтобы она была 
которой системе типа Хаара.

Вместе с теоремой Ганди отсюда вытекает

была полна в 
изоморфна не-

Очевидно, классическая система Хаара является системой типа .Хаара >> 

смысле равенства почти всюду).
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Теорема 3. Полная в Л* ([0,1]) нормированная, центрирован 
на я система есть система типа Хаара.

Для доказательства теоремы 2 нам понадобится следующая
Лемма. Пусть система S = [fn} полна в L2 ([0,1]). Тогда для

любого измеримого Ес[0,1] существует множество Е$ С Р (5) та֊ 
кое, что |£Д£\1 = 0 (Здесь Р (5) — з-алгебра, порожденная системой 6 
т. е. минимальная з-алгебра, по которой Измеримы нее функции сис
темы 5).

Доказательство леммы. Возьмем произвольное А'с|0,1] и 
обозначим через /л характеристическую функцию множества Е. Та» 
как 5 полна в Е1, то существует последовательность многочленов пс 
системе 5, сходящихся к /л по норме Л2. Следовательно, некотора 
последовательность (рД многочленов по S сходится к ff почти век 

ду. Обозначим через Es множество тех точек, где lim рп (х)^>-~ 

Очевидно l/TAfsl — 0 и, как легко проверить

£s = U П ( х: рп (х)> — Н— 
т, 1 л*ш [ 2 & I

Отсюда вытекает, что £ F (5).
Доказательство теоремы 2. Необходимость. Пусть сис 

тема (31) полна в Л*. Тогда по доказанной лемме для каждого интер 
вала Е q ~{р, g)<z[0,l] с рациональными концами существует

ЕР, q k F (*r) '35

такое, что мера ер, q, = ЕР։ q A Uр, я равна нулю*). Пусть Ео — U eP։i 
р, я

Тп ТП'-,ЕО. Из полноты /-т вытекает, что lim |7\| = 0. В противно։ 

случае существовали бы г0/ 0 и вложенные множества [ Тп.’Г । такие 

что I ГЛд|> з0 для любого к. Но тогда мера множества Г) Тп, не мень 
4-1

ше з0 и все функции системы f-т постоянны на нем. Это противоре- 
чит полноте 7-т.

Пусть система полуинтервалов Д (Ая - [ая, Ьп)^ ։ удовлетво
ряет условием (30) и кроме того для любого п \

Определим отображение а: Г։-֊>|0,1]: пусть

Л => Гя,р... и П Tnk, 
к I

Заметим, что F (А^) есть з-алгебра, порожденная системой Т.
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тогда

Очевидно для любого п

х = з (/) = lim ап. .

7 (Гл) <= Ля. (36)

Для отображения а выполняется условие (33).
Доказательство этого утверждения дано в работе [4] (лемма). 

Пусть £ —множество, состоящее из точек (а,)’ 0 (а0 = 1), т. е. мно
жество концов |Дл|. (Заметим, что если bn : 1, то = вл + i). В силу 
(33) мера Q = a՜։ (А?) равна нулю. Обозначим для любого п

(37)

и рассмотрим сужение 70 отображения з на множество Нх. Очевидно 
для з0 также выполняется (33).

Легко проверить, что и для системы Н = \Нп\~ . выполняются 
условия (30). Далее из (36) и (37) имеем

% (Нл} с: Дя 
для любого п.

Докажем, что отображение взаимно-однозначно. Пусть

(38)

и О) и /։=/»/,. (3 »)

Тогда существует интервал ир, я с рациональными концами такой, что 

Л ч Ур, я и € Ур. ч- (40)
Обозначим

Е,.гч(Е0иО) = (41)

В силу определения Ео имеем

£ р. / \ (£о 0 Ф) = ^р, ц с ^р- 4՝ Н-

Из (40), (39) и (42) получаем

6 € « * е-„,

Отсюда в силу (41) и (39)

Л € Ер՛ я и Ь

Учитывая замечание в начале первого параграфа, получаем, что суще
ствует Гл. такое, что

€ ТПл и /2£ ГЯе
Отсюда в силу (37)

С Н?о и ^8 С ^л„»
а это в силу (38) означает, что

Зо (G) С -Ч и ао (G) С* -Ч» т- е- ао (М ’о W- 
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Итак, мы получили, что ։0 взаимно-однозначно на /7։. Теперь дока 
жем, что для а0 и любого множества Нп выполняется (32).

Зафиксируем произвольное £ > 0 и к. Определим последователь 
ность вложенных замкнутых множеств {Р1

Пусть произвольное замкнутое множество из Нк с

|/Л| Возьмем Рх — 5*. Допустим, что множества Р, (/ 1

2, •• •, т — 1) уже определены.
Рассмотримте множества Н, П Рт - I (к 2'*՜1 / <С (^ + 1) 2"* ') 

которые имеют положительную меру. В каждом из них возьмем замк 
нутое множество так, чтобы

1и
т

Л = г. ^2--1</<(^4-1)2'"֊։; \Н, ПР^-1|>0|.

Положим

В силу (43)

Мт
т

Л 
т ֊ ।

Для любого т 1 обозначим

Нт = и Н, .

Из определения множеств Р,п следует, что

Далее, так как Рт с Н’п (т = 1, 2, • • •), то из (45) и (47) получаем

П Н"1

Аналогично обозначим

Д,п= и (463

Из (47) и (48) получаем

АО

П Д'”
1

Покажем, что

П Д'” с (77*), 
гп • ]

(47')

(48)

(49)

И
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Пусть дс С П Д'" , тогда существует последовательность пт такая, т — I ,
что для любого т

Пт^т, &пт Э Д/։,Л н (50)

и *€ п ч„- (51)

Отсюда имеем, что и

^пт о НПт + । (т = 1, 2, • • •). (50 )

Далее из определения 5Лт ( , в силу (50'), (44) и (50) получаем для
любого гп

(Здесь нужно учесть, что если /, то Н1 Г\Н,— 0). Учитывая
замкнутость Епт, отсюда получаем, что множество

П НПт => Г) 
гп = 1 т = । гп^л

не пусто. Пусть I £ П НПт. В силу (38) и (51) имеем ?0 (/) ~ х, а т -х!
это означает, что выполняется (49). Но (49) вместе с (51) доказы
вает утверждение (32) для множеств системы Н.

Отсюда, учитывая взаимно-однозначность а0 мы получаем, что и 
для любого множества из з-алгебры Р (Н), порожденной системой Н. 
выполняется условие (32). Пусть теперь Е измеримое множество из 
/У։. Проверим условие (32) для множества Е. Очевидно для любого 
интервала и с [0,1] существует множество (Ун Р (Н) такое, что 
\и Д £Л/| = 0. (Для этого достаточно в лемме вместо системы /г взять 
///). А отсюда легко вывести, что множество 10 (Е) измеримо. Но это, 
учитывая взаимно-однозначность т0, вместе с (33) дает

1ао (Е)| = |Е|.

Итак, мы получили, что системе Хр изоморфна системе Хд. (Условие 
(34) очевидно выполняется).

Достаточность. Пусть система Хр изоморфна системе ти
па Хаара Хд = {/.„ (Х; Д))7=о- Пусть далее Ц ? /2 и /։, /2^Г(Е об
ласть определения отображения а0). Отсюда вытекает, что (7։)
' ао (Е) и» так как в силу определения Хд Вт |ДЛ| = 0, то существует 

(х; Д), которая принимает в точках *о(В) и з(»(С) разные значения.
В силу (34) то же верно и для У п, (/; Г), т. е.

(В> Е) =т^= ХЯв (/2; Т),
Мы получили, что система Хр удовлетворяет условиям теоремы Реньи. 
Но как легко заметить, любая функция вида
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Л, (/; Г)• /„, (/; Г) • • • /лА (/; Г) (0 < л։ < п2 О • • ֊< л»

есть конечная линейная комбинация функций системы /г. Следователь* 
но, /) полна в А՜ ([0,1]).

Теорема 2 полностью доказана.
В заключение автор выражает благодарность Р. И. Овсепяну и 

А. А. Талаляну за постановку задач.
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V. BAKHSHETZIAN. On the structure of some c/asses of centered
systems (summary)

The paper investigates centered systems consisting of continuous functions. It
is shown that complete centered systems are isomorph to the Haar system.
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К. С. КАЗАРЯН

О МУЛЬТИПЛИКАТИВНОМ ДОПОЛНЕНИИ 
НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ

Система /л (-*)),'  ։ называется мультипликативно дополняемой р 
пространстве А2, если существует измеримая функция М (л) такая, 
что система ! Л? (х)/л (х))я , полна в А2.

В 1948 г. Р. Боас и Г. Поллард [1] доказали, что любая орто- 
нормированная система !?л(х)^_։, ортогональное дополнение которой 
конечномерно, является мультипликативно дополняемой в А՜.

В дальнейшем Дж. Прайс и Р. Зинк [2] дали полное описание
класса мультипликативно дополняемых систем, —оказалось, что это 
свойство системы (/Л (х)}„ ։ эквивалентно тому, чтобы система /Л(х) " , 
была замкнутой в пространстве 5 всех конечных измеримых функций. 
В работах [3], |4] А. А. Талаляна было установлено, что если систе
ма (х)};^ замкнута в пространстве 5, то этим же свойством об
ладают нее системы вида {/л (х)]"_у, /V—любое натуральное число, 
и некоторые системы (/Яд (х)', *в1, полученные из системы /л (х) я 
удалением бесконечного числа функций. Отсюда и из результата [2| 
непосредственно следует теорема Р. Боаса и Г. Полларда, и более 
того, получается, что если система {/л (х)}“ , мультипликативно до
полняема, то она остается таковой и после удаления из нее произ
вольного конечного числа функций, причем это свойство можно сохра
нить также при удалении некоторых бесконечных подсистем.

Методы, использованные в работах [1], [2], не позволяют выяс
нить можно ли путем умножения неполных мультипликативно допол
няемых систем на некоторую функцию получить базисы в А2 или хо
тя бы системы представления пространства А՜ (т. е. получить такую 
систему М (х) /л (х)|я_р чтобы для любой функции /£А2 существо.

нал ряд У сп М (х) /я (х), сходящийся к / (х) в метрике А՜'). 
п = I

В 1973 г. Бен-Ами Браун |5], опираясь только на лемму 3 А А. 
1алаляна [31 о приближении измеримых функций на „больших“ мно-

ас

жествах суммами вида V а*  Ф« (х), где однако, коэффициенты а»,
Л — Л’

М к т, определяются не единственным образом, доказал, что 
если (х);я=։—базис пространства А", то для любого натурального
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числа М существует ограниченная функция М (х) такая, что 
{М(х)/п(х) ~ у ։ является системой представления пространства //.

В работах [6], [7] автора было установлено, что если [ ХЛ (х)| 1
система Хаара, то для любого Л/ существует ограниченная функция 
Л/ (х) такая, что система |М(х) /л(х)}~_у>1 является базисом в про
странстве Лр[0,1] для всех р > 1. Вместе с тем было доказано также, 
что некоторые полные ортогональные системы (в частности система 
Уолша, тригонометрическая система) не обладают указанным свой
ством системы Хаара. В частности для системы Уолша !^п(х)|’ , 
какова бы ни была измеримая функция М (х) ни одна система Л/(х)- 
• (х)! “= л, 1) не является базисом пространства //[0,1], р ?■ 1,
несмотря на то, что согласно теореме Бен-Ами Брауна среди таких 
систем существуют системы представления пространств // [0,1]. Вме
сте с тем оказывается, что подсистемы Уолша \М (х) ]Рп (х)|~ у (/V 1)
можно мультипликативно дополнить до замкнутых минимальных сис
тем в //[0,1], сопряженные системы которых полны’относительно 
// [0,1]. В § 3 будут даны необходимые и достаточные условия на 
Л/(х), .при которых системы \М (х} (х)|*  v (/V > 1) являются

•) Эти теоремы янляются обобщениями теоремы I работы |5| и теоремы 1 ра
боты |6|. I ж

замкнутыми минимальными в //[0,1] системами, сопряженные системы 
которых полны относительно Lp [0,1].

§ 1 настоящей статьи посвящен нахождению достаточных усло
вий на замкнутые минимальные системы \fn (х)|*  ,, при выполнении 
которых системы {fn (N 2) мультипликативно не дополняе
мы до базисов в Lp, р 1.

Во втором параграфе доказывается, что найденные условия в 
известном смысле окончательны 110].

В $3 рассматриваются системы нида \М (х) (х)|Д , где-
(x)!f , —система, полученная удалением произвольного конечного 

числа функций из системы Хаара. Найдены необходимые и достаточ*  
ные условия на функцию М (х), при которых система 1 Л/(х)(х)}; ( 
является замкнутой минимальной в L’’ [0,1]. Доказывается также, что 
если система (М (х) Хя< (х) !"_։ замкнута минимальна в Lp [0,1], то со
пряженная ей система функций (х)}’ । полна относительно //[0,11.

В дальнейшем через |£| будем обозначать меру Лебега измери
мого множества Е, через L'1 сопряженное к Lp, 1 р •' 00» простран
ство функций, а через G— замыкание множества С.

§ 1. О невозможности мультипликативного дополнения 
до базисов в 1 р оо, некоторых минимальных систем

В этом параграфе сначала доказываются общие теоремы ), где
для произвольной замкнутой минимальной в Lp, 1 / р оо, системы
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( । и для любого натурального числа А находятся необходи
мые И достаточные условия на функцию М (х), при выполнении кото
рых системы вида । М (х) (х)} ՝ Уи снова являются замкнутыми
минимальными системами в /А

В этих теоремах, в зависимости от свойств системы
можно предполагать, что функции М (х) принадлежат классу ограни
ченных функций, классам /?’, 1 р < х, или требовать только, чтобы 
А/(х) (х) £ (п = 1, Для всех этих случаев доказательства 
соответствующих теорем почти совпадают и поэтому мы их приводим 
одновременно. Имеют место следующие теоремы.

I еорема 1. Пусть \/п (х))" ,—замкнутая минимальная си
стема в Ь'։ (Е), 1 % р < со, и \гп(х)\п ։ — сопряженная ей система 
функций. Пусть, далее, И натуральное число и М (х) ограни
ченная функция.

Для того чтобы система {М (х) (х)}~ у+| была замкнутой
минимальной системой в Ь!‘ (Е), необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следу югиие условия:

Функция

[М (*)]-•  У а.?, (х) 
п — 1 

принадлежит пространству Lq (Е) тогда и только тогда, когда 
все ап равны нулю.

՛) Заметим, что здесь функция / (х) может быть неинтегрнруемой. например« 

Д-'я случая системы Jein пх\~ р рассматриваемой на отрезке

2) Для каждого k(k = N+l, N -j 2, • • •) существуют един
ственные числа а{*} (и = 1, 2, • • ■, П) такие, что функция

.V
ö*  (х) = [М (х)]՜1 У a(k] ?я (х) + (х)|

п 1 
принадлежит Lq (Е).

Теорема 1Э. Пусть [fn (х)} * , — минимальная в Lf’ (Е), 1 р< 
\ °с, ц полная относительно Lx (Е) система ограниченных функ
ций. Пусть, далее, j?n(x)|“ ։—сопряженная к \fn (х)}^ ։ система 
функций, N-натуральное число и функция M(x}^Lp(E). Для того 
чтобы система \М(х)/ъ(х) 7-.V + 1 была замкнутой минимальной 
системой в Ер, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись уело 
вия 1) и 2) теоремы 1.

Гео рема 1 °. Пусть {fn (х)}“ ։ — минимальна в L՝ (Е), 1 - 
00 > и обладает следующим свойством՝.

(С,)*  из того, что для некоторой измеримой функции / (х^

Фун кции f (х) fn (х) (п = 1, 2, • • •) интегрируемы и / (х) /я (х) </х = 0
Е 

Для всех п, следует / (х)=0.
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Пусть далее, ^(х)!“.,— сопряженная к !/л (х)|*.  , система 
функции, /V—натуральное число и функция М (х) такая, что 
М (х)/н (х)£/?’ (£) (л = 1, 2, •••)• Для того чтобы система 
{М (х) Л (х);; ч , была замкнутой минимальной системой в 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 1) и 2) 
теоремы 1.

Доказательство теорем 1, 1 и 1 . Необходимость. 
Пусть |Л/(х) /»(х),'"_у ! замкнутая минимальная система в £'’(£’). 
Если существуют числа ап (1 С п -С П) такие, что функция

.V
Я (х) = [М (х)] 1 V ап ?п (х)

1-1
принадлежит пространству (£), то ввиду тото, что

Й (х) М (х)/, (х) </х = Г У а„Т.(х) 

е л ■*  ։
(А = Л^4֊1,/V Е 2,--),

Л (х) с/х = О

и система ! Л/(х)/։ (х)!д”_ у ։ замкнута в I/(Е) (полна относительно 
Е(Е)) получаем, что у (х) = 0. Отсюда вытекает, что а։ = а2 = • • • =

= 0 и, следовательно, в теоремах 1, 1 и 1 условие 1) выпол
няется.

Проверим выполнение условия 2). Обозначим через (Ь*  (х)}^ ч , 
систему функций, сопряженную к системе , М (х) (х)) *=л , т. е.

։|* ж (х) М (х) /., (х) бх — 5Я,» (и, к = П 4- 1, /V4-2,- • •)» (1.1)
л

где -символ Кронекера. Обозначим

<*•  = | М(х)1,(х)/.(х)</х (1<п<Л£ £=М+1, Л,+2.--՛) (1.2>

и для каждого к (к — П 4 1, /V 4՜ 2, • • •) положим
Л’ а

А*  (х) М(х) Фл (х)— V фл (х) — (х). (1.3)
л«1

Из условий (1.1), (1.2) и (1.3) получаем, что

Л» (х) /я (х) дх = 0 (л = 1, 2, • • •; к = /V 1, /V -}- 2, • • •).

Отсюда, ввиду того, что н теореме 1 система ,/» (х)! ’ ։ замкнута в 
(£"), в теореме 1' — полна относительно Е (£*),  а в теореме 1

имеет свойство (Съ), получаем, что /и (х) = 0 (к = /V 4֊ 1, ^4՜2•■*  )•
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Следовательно, согласно определению функций иметь,
что

>4 (х) = [М (х)]’1
/1 • I

(*  = /У+ 1, /V ф2,- . ).

т. е. что и требовалось доказать.
Единственность коэффициентов (я = 1, 2,/V; к № !•

УУф2,•••) очевидна.
Достаточность. Предположим, что имеют место условия 1) и 

2). Если система {М {х){*  (дг)5~ не является замкнутой в А‘ (Е), 
то существует неэквивалентная нулю функция # (х) из пространства
А7 (£) такая, /что

^(х)Л/(х)/»(х)</х = 0 (А~^+1, N ֊2,...).

Отсюда получаем, что
.V

(х)М(х) У ап
Л»1

Гп(х) /։(х)<1х О (А=1, 2, ••), (1.4>

где 

й (х) М (х) (п (х) </х (1< п • Ы}.

Из условия (1.4), в силу соответствующих свойств системы {Д (х) 4*
в теоремах 1, 1 и 1 следует, что

л՛
£ (х) М (х) = V а, ?я (х).

л*1
Следовательно

х
0 (х) » М (х)՜ ’ У Он ®я (х) £ А*,

а отсюда и из условия 1) вытекает, что а*  ~ 0 (1 'С к Ы), т. е. 
Й (х) = 0 почти всюду. Полученное противоречие доказывает замк
нутость системы {М (х) (х)}7 л>։ в пространстве А" (£). Минималь
ность системы |Л/(х)/> (х)|7 л и следует из условия 2). Нужно толь
ко заметить, что определенная в условии 2) система функций 
* ■'*  биортогональна к системе (Л/(х)(х)}£ л

Теоремы 1,1° и 1 доказаны.
Для формулировки нижеследующих теорем введем
Определение 1. Будем говорить, что система (х) оп

ределенных на измеримом множестве Е, |£’|>0, функций имеет свой
ство (Д) на измеримом множестве А (/■ с £, |А'|^>0), если существует 
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положительное число ։ такое, что для любого натурального числа /V, 
найдется натуральное число И.., для которого 

где
(х)| > а} ПГ.

Теорема 2. Пусть /л(х)\" ,— нормированная замкнутая 
минимальная система в (£), 1 - р <С сс , ц (х)} — сопря
женная ей система, состоящая из ограниченных функции. Пусть, 
далее, система /Л (х)|я=1 содержит равномерно ограниченную под՝ 
систему {/Л<, (х))к' ։ и тп1с(х)|^ ։ обладает свойством (А) на мно
жестве Г с: Е.

Тогда, если для некоторого натурального числа П и для ог
раниченной функции М (х) £ Ер (Е) система {М(х)/Л (х)‘я՜ д. ։, яв
ляется базисом в Ер I Е), то

и
[л/(х)]-՛ е дчо

[Л/(х)]-'^£’ (£).

(1.5)

(1.6)
1 еорема 2 . Пусть {/п (х)}“;1 — нормированная минималь

ная в Е" (Е), 1<^р<^со, и полная относительно Ех (Е) система 
ограниченных функции, и [т„ (х)'я~ ! сопряженная ей система, 
состоящая из ограниченных функций. Пусть, далее, система 

(х)}я ! содержит равномерно ограниченную подсистему'{(Пк(х)}~ . 
и обладает свойством (Д) на множестве Ес.Е.

Тогда, если для некоторого натурального числа П и для- 
функции М(х)^Ер(Е) система М (х) /„ (х) • * у ։ является база 
сом в Ер (Е), то имеют место условия (1.5) и (1.6) теоремы 2.

Теорема 2 .Пусть {/п (х)}՝_։— нормирована минимальна в 
ЕР\Е)> 1 Р ՛ > имеет свойство (Сл), и {?я (х)}~ ։ сопряжен
ная ей система функций, состоящая из ограниченных функций. 
Пусть, далее, система /я (х)|~ 1 содержит равномерно ограничен
ную по деисте му \/П1г (х)'7-и и (х)}*  । обладает свойством (Л| 
на множестве /с Е.

Тогда, если для некоторого натурального числа П и для не՛ 
которой измеримой функции М (х), М (х) /„ (х) £ Е՛' (Е) (п~ 1, 2,**>  
имеем, что система {М (х) /п (х)}яч. н является базисом в Ер (ЕЬ 
то имеют место условия (1.5) и (1.6) теоремы 2.

Доказательство теорем 2, 2 и 2 Обозначим через 
'*(-*)  '7-л'+1 сопРяженную систему базиса \М (х) (х))^л, н. Соглас

но теоремам 1, 1 и 1 имеем, что
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фд (х) = [Л/(х)]֊> V
у А

4—
Л = 1

а<м (х) 4֊ (х) (£=ЛЧ1, М г2, - ).

(1.7)
Отсюда очевидно, что последовательности чисел

1а< >։!" (ю ;л)
являются коэффициентами разложений функций М (х) Л(х)С£/’(1 

п /V) по базису ] М (х) /д. (х) ’ л. . Следовательно, имеем, что

2 а<։>Л/(х)//(х) = М(х)Л(х)(Ь 
I -ЛГ+1

Из нормированное™ и ограниченности системы !/пл (х),<=1,

(1.8)

следует,

л</У).

что существуют положительные числа и с такие, что при £ с А и 
|£,.|>|Е|-3-

1Лд (*)!''  (1х р>°>0 (4=1,2,--֊). (1.9)

Из условий (1.8) и (1.9) ввиду того, что функция Л/ (х) почти всюду
отлична от нуля, следует, что

Ит а'п*) = 0 (1^п С ЛО. 
- п

(1.10)

Так как система {?л.(х)}*  . обладает свойством (Л) на множестве /, 
то для некоторого числа а 0 каково бы ни было натуральное число 

существует такое, что

(1.11)

где
Т'п

Возьмем /V, настолько большим, чтобы

где

1 а
Л/'2/

/ = тах

а отсюда согласно условию (1.7) получаем, что функция [Л/(х)] 
№

грируема по модулю в степени д на множестве и Ек. Следоват<

инте-

п

п

к

։
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учитывая (1.11) и (1.12) получаем условие (1.5). Выполнение условия 
<1.61 для теорем 2, 2 и 2 вытекает соответственно из теорем 1, 
1' и 1 , ввиду ограниченности функций (х) (1 к < N).

Теоремы 2, 2 и 2 доказаны.
Из теорем 2, 2 и 2” соответственно вытекают следующие тео

ремы.
Теорема 3. Если в условиях теоремы 2 система !<рлДх)|*  ( 

обладает свойством (.4) на множестве полной меры, то для лю
бою натуральною чггсла N и произвольной ограниченной измери
мой функции М (х) система \M(x}f> (x)}f=v ։ не является бази
сом в U' (Е).

ТеоремаЗ . Если в условиях теоремы 2 система (х)’ \ 
обладает свойством (А) на множестве полной меры, то для лю
бого натурального числа N и произвольной функции М (х) Lp (Е) 
система М (х) f\ (х) * v , не является базисом в L ՝ (£). • • •

Теорема 3 . Если в условиях теоремы 2 система 
Г'՛, (х) обладает свойством (Л) на множестве полной меры, то 

для любого натурального числа N и произвольной измеримой функ
ции М (х), для которой М (х)/я (х) £ Lp (Е] (л =1, 2,- • •)> система 
М (х) /л (x)!t" не является базисом в Lp (Е).

Как легко видеть, теорема 3 является обобщением теоремы 3 
работы [6], а теоремы 3 и 3 — теоремы 3 работы [7]. Отсюда сле
дует также, что выбрасывая из системы Уолша, из тригонометричес
кой системы (1, cos 2"лх, sin 2~nx}~_։ и из системы [cos "их}” 0 ко
нечное число функций, оставшуюся систему функций невозможно умно
жением на какую-нибудь измеримую функцию превратить в базис про
странства А7’[0,1] для любого

Используя теорему 2 °, докажем следующую теорему.
Теорема 4. Если система (sin nt x)f ։ получена удалением из 

системы [sin лх конечного числа функций, то для любой изме
римой функции М (х) система \М (х) sin л, х / , не является ба
зисом в Lp |0,1] для любых р>1.

Доказательство. Убедимся сначала, что система (sin л, xj/. 
имеет свойство (СЛ) на отрезке [0,“].

Из условия
К

ап— j / (0 sin л t dt = 0 

о
(1.12'1(n = 1,

образуя разности Qi».՛ ач (л = 1, 2,---), получаем, что

/(0 sin / -cos (я 4֊ 1) t dt — 0
(J

(л = 1, 2, - ). (1.131
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Из существования интегралов (1.13) следует, что функция / (/) sin t £ 
(г Л [0, ']» а из того, что а։ = о, = О и из условий (1.13) получаем, 
что 

с
У / (/) sin t cos nt dt =0 (л 0, 1, • • •). 

о
Отсюда, так как система [cos nt] ~ 0 полна в L [О,“] получаем, что 
/(П = о-

Обозначим ’sin к} х}'\։ = |sin пх|я"ш| |sin n։x|“ Предполо
жим, что (М (х) sin n/x'if p где М (х) измеримая функция, является 
базисом в Lp [0,՜] и через | (Х)’Г । обозначим сопряженную ей сис
тему функций. Согласно теореме 1

Ч (х)= [Л/(х)]֊։ sin п, х (|=1, 2, - ).

Покажем, что существует £>0 такое, что

sin к, х [М(х)|-‘ €/>[(0, o)U(- % (1.14)֊)] (1</<М.
Как и в доказательстве теоремы 2°° из предположения, что {Mix) 
sin ГЦ х)“ ։ является базисом в Lp [0,г], получаем, что

lim a<ni} 0/ _ _ > .• (1.15)(k;</v).

Для 1<;0.<Л/ определим следующий предел
lim М (х) %, (х) [sin kJtx]՜ = 
.г - с

— lini

Отсюда и из условия (1.15) следует, что существует некоторое боль
шое натуральное число /0, для которого

lim М (х) (х) [sin fcf.x]՜1 , 0 (Г</о<^0-
-1-*О

Ввиду того, что 7/. (х) £ L“ [0,՜], получаем, что существует число
S 0 такое, что

sin к, х [М (х)]՜1 С [°» 5iL Для всех /, 1 j < /V.
Аналогично можно показать, что существует число оД>0 такое, что 

sin kjx [М (х)]-1 <£*[«  —о2» ']» для всех/, 1</<7V.

Следовательно, для о = min (о։, <м) соотношение (1.14) имеет место. 
987-5
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Легко убедиться, что верхний предел

lim |sin пл| 1 2, при х [1/2 3, " — 1/2 о],
Л-*«

откуда ввиду непрерывности функций sin пх (п = 1, 2, •••), применяя 
лемму Бореля, получаем, что система {sin пх}' ։ имеет свойство (/1) 
на отрезке [1/2 S '—1/2'']. Следовательно, согласно теореме 2
имеем, что

(л/(х>] ՛ с ь՛ [1/2 г, -֊ 1 2 «1. (1.16)
Но с другой стороны, согласно теореме 1 ', из условия

[М(х)]
.V

1 5} Qj sin k i x £ LQ [0,"] 
/-։

следует, что аг-а„ = • • • = ил՛ 0, а это противоречит условиям (1.14) 
и (1.16). Теорема 4 доказана.

§ 2. Об окончательности теорем 3, 3 и 3

Прежде всего заметим, что в формулировках теорем 3, 3 и 3 
нельзя отбросить требование о равномерной ограниченности некото
рой подсистемы \/П/с (х)’^=1, сохраняя при этом все остальные усло
вия. Например, для любого числа р>1, нормируя систему Хаара в
пространстве Lp [0,1], легко видеть, что для полученной системы

вия о
менее,

Л |

У.п (*!}"  ։ выполняются все условия этих теорем, кроме уело- 
равномерной ограниченности некоторой подсистемы, и тем не 
для любого натурального числа /V, согласно теореме 5 работы 

/п л \

[6], систему {2 ' (х)}; л . 1 можно мультипликативно дополнить
до базиса в /У [0,1].

В формулировках этих теорем нельзя отбросить также требова-
ние, чтобы i« —система сопряженная к равномерно ограни-
ченной системе \fr.k (х)) имела свойство (Л) на множестве полно!
меры. Это вытекает из следующей теоремы.

Теорема 5. Сугществует нормированная и минимальная 
Л՜ [0,1] система | Тп (х)| “ р которая обладает следующими свои՛
ст вами:

* , — полна в L [0, “];
б) Как система | Тп (х)|~ так и сопряженная ей с и стелю

п
D

Л —I

ХлЛ 1 — равномерно ограничены՛,
в) Существует ограниченная функция М (х) такая, что сиС

тема { М (х) Тп (х) | “ 2 является базисом в пространстве L՝ [0,1].
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Очевидно, в этой теореме свойство (Л) не может иметь места на 
множестве полной меры (это противоречило бы теореме 3).

Следовательно, функции Lri (х) сопряженной системы в некото
ром смысле не могут быть удалены от нуля, и в зависимости от то
го, насколько они „близки“ к нулю|удается системы, полученные из 
[Т- (*) ’„' после выбрасывания некоторых функций, мультипликативно 
дополнить до базисов.

Нам понадобятся квадратичные матрицы Лд, введенные А. М, 
Оленским [8]. Для каждого к определяется матрица

/ А,: - (1 /, j - 2»)

аЙ =-L (21)
I д*

а при 1 i -С 2*»  i представляется следующим образом:
i= 2՝ 4֊ О (1 <i) <2‘-, о к - 1), (2.2)

и полагаем

» если

/2*  ՝ ’ 
О,

если

для

Приведем некоторые свойства

(2»- 1)-2*

остальных j.

матриц Л*  [см.

а. 2‘՜'

[8], стр. 299J.

(2.3)

а). Матрица Лл ортогональна при каждом к. 
/). Справедливо неравенство

л
(2.4)

Дадим определение квадратичных матриц Вк. т — | о'/՜/" • г4е т при
нимает любые целочисленные значения и 1 У, у -С 2А- Положим

Դա 
бй-’ = г4= (к/^2‘).

I
|а при 1 <Լ г 2Ь и для m = ± 1, ±2,- • • полагаем

= (1 <;<2Դ>• J •• /

(2.5)

(2.6)

Из определения матриц Вк, т и Л> непосредственно следует, что 
имеют место следующие свойства.

Ранг матрицы Вк, т , для любых т = ± 1, ± 2» равен 2*.
2*

*>) V ~т) = 8/ ։ (1 У» У 2*»  т в — 1» 2» ՛ * ՛ )•
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Напомним определение системы Хаара {/Л (х)}. 
Имеем: А0) (х) 1 (0 < х < 1), а при А = 0, 1,

»

если

если

2А 2 2 А 1*

* Значения функций Хаара на конечном числе точек не играют роли в дэ>к 
нсйших рассуждениях.

2А-1 2А
2"' ՛1

о, если хг

где для каждого /п=0,1,--- индекс А пробегает значения 1, 2, • 
•••, 2'Л. Через (х)|л\։ обозначим систему Хаара, упорядоченную 
обычным образом:

/•Г (х) = Z, (х),

а при п = 2"' — к (тп = О,

Обозначим

1,..-; А = 1, 2, -, 2")
Ч? (х) = /.п (х).

2 /я (2х), при х £ [0, 1/2] (2.7)
О, при х £ (12, 1]

О, при х£[0, 1/2] (2 8՝
Z„(2x-1), при хе (1/2. 1].

где через [/п (х))~ , и {^п (х))я и соответственно обозначены систе
мы Хаара и Уолша.

При построении функции системы Тп (х)}~ ։ будут сгруппиро
ваны в так называемые „пачки“, а последние — в „блоки“. Поэтому 
удобно эти функции обозначить тремя индексами — Т\р՝ ?), где ниж
ний индекс У показывает номер функции в „пачке“, верхний левый ин
декс р показывает номер „пачки“ в „блоке“, а верхний правый ин
декс ç номер „блока“. Обозначим

7֊ло о)(х)= À (jr). (ЭД

Нулевой „блок“ состоит из одной „пачки“, которая, в свою очередь 
состоит из одной функции 7У'0) (х),

п-ый „блок“ состоит из 2" „пачек", а в каждую „пачку“ 
функций. Для п =1, 2, • • - и 1 ֊г> т 2Л обозначим

(2.Ю) 
входит 2 ՛
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п (л?) = п, если т — 1
л — [log2 (т — 1 ] - -1, если 2 т 2я, (2.Ц)

где [log., (m—1)] означает целую часть числа [log, (m 1)]. В л-ом 
„блоке“ m-тая „пачка“, 1 л։ 2я, состоит из функций

23л

Г՞'(х)= б!’՞;”1"0’/*՞ 11։/) +2 
I—։

. (in, п чт)) 
b‘ i

(2-12)

где (х) имеет наибольший индекс среди ранее использованных 
функций. Положим

г։(х)= ту’Чх), (2.13)

г.(х) = г;'“>(х), (2.14)

а для л 1, 2,• • •, 1 Т л։ -С 2я и 1 ] ^.*2  п
Л(х) = Л«я>(х), (2.15)

где 
Л — 1

к =1+2 2‘-23,+ (т -1)2“+/. (2.16)
I -о

Ограниченность системы | 7*  (х)){*  , следует из условий (2.5), (2.11)» 
(2.6) и (2.4), если учесть, что

шах |/["’>(х)| = ) 2"+։ (л = 0 = 0, !»•• •; 1 т ^2Я), (2.17)
х6|0, 1|

тах |1Гл(х)|= /2 (л = 0, 1, 2, - ). (2.18)
хе|о. и

Покажем, что система [Г»(х)’^_1 является квазинормированной, т. е. 
существуют абсолютные константы с и С такие, что

с<|ГД£.|0։11<С (Л = 1, 2,--.). (2.19)

Действительно, из условий (2.12) и из определений матриц Ац и /Л.™ 
следует, что 

1 23я
I 174/- ”(х)|‘</х = 2 [<։)“']== 1 ֊ 1/2“, 

■ *՜ 2

Для л = 1, 2, • • • •, 1 т 2я и 1 2Р/> и ввиду того, что функ
ции 7*(х)(&  = 1, 2, • • •) ограничены получаем соотношения (2.19). Пол
нота системы {7՝ь(х)}^=1 относительно пространства А [0,1] следует

из условия 7) и из полноты в А [0,1] системы [7.я (х)} 0 {(х)}. Что
бы показать минимальность системы | (х)}^в £’[0,1] укажем со
пряженную ей систему функций (£*  (х)}~ ։. Полагаем
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Ц М = Л (х), и (х) = 7-, (х), (2.20)
а для натуральных чисел к, которые определяются равенством (2.16), 
где /1 = 1, 2, • • •, 1 т 2П и 1< / -С 2 'л —

£. (х) = М37 Ла' (х) + 2 6,1;1:՛ -"<”»1ГЯт +/_,(х). (2.21)
4—I

Из определений систем 7\ и г учитывая равенства
б)# получаем, что 

!
| Т„ (х) £, (х) </х = , (к, / = 1, 2, • • •),

О X
где 'а I — символ Кронекера.
Из условий (2.17), (2.18), а также из определений матриц ||6(Л;Я(т)1 
следует, что система {£д (х)] ~ ։ ограничена. Приступим к доказатель
ству теоремы 5. Возьмем

М (х) = 1, если х£(1,2, 1]
2՜", если хС(1/2яИ, 12"], п =0,

(2.22)

Чтобы доказать замкнутость и минимальность системы \М (х) 7д(х)|Г_, 
в £40,1] достаточно проверить выполнение условий 1) и 2) теоремы 1 
для случая р = 2, Л = 1.

Условие 1) теоремы 1 выполнено, так как |Гд (х)[= | 2, при 
х£[0, 1/2] и

I 2 
/1 «ю

( [М(х)]-‘ <!х = V 2л-Г2'1+г= + оо.
.. п =«0

Остается доказать существование чисел ад, для которых

?д (х) =[Л/ (х)]֊1 [£*  (х) + ад £։ (х)] е £2 [0.1] (к = 2, 3, • - -). (2.23) 
Для удобства функци1 системы {£д (х))~^։ сгруппированы в „блоки“ 
и „пачки“ и пронумерованы тремя индексами таким же образом, что 
и соответствующие им функции из системы ( Ть (х)}~=1. Тогда, соглас
но определению, каждая из функций Ь™՝ п) (х), /п=/=1, отлична от ну
ля в некоторой окрестности точки х = 0 и поэтому [см. (2.22)]

[Л/ (х)]՜1 £уп- п) (х) £2 [0,1], при тп 1.

С ледовательно, в соотношении (2.23) для к, определенных равенствами 
(2.16), где /и^1, полагаем ад — 0.

Итак получаем, что
(х) = [/И (х)] ։ £^« я>(х)С£2[0,1] (п = 1, 2,--; 2 < т < 2я;

1</<2’"). (2.2՛։*
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Так как п (1) ~ п, то согласно определению систем )Л» (х)}’ . и из 
условий (2.5) и (2.7) имеем, что любая функция Lie (х) из первой „пач
ки“ л-го „блока“ на интервале (0, 1/2п 7) равна

___ *2~ п ____ | г оМ“’ „ (1) у , = __ . к 2„., _ !£ (1 <у <2,։)

Следовательно, если для таких функций в соотношении (2.23) пола 
гатъ аь=—2~?Л, то получим, что функции

ф?- Л)(х) = [М (х)]֊։ [£<’• Л> (х) — 2 2n L. (х)] е L2 [0,11

(п = 0, !,•••; 1<։><23՞). (2.25)

Из (2.24) и (2.25) вытекает, что условие 2) теоремы 1 также выпол
нено, и, следовательно, система {М (х) 7\ (х)}~ замкнута и мини
мальна в [0,1], а система {фл (х)}~ 2 определена равенствами (2.25) 
и (2.24), биортогональна ей. Покажем, что система \М (х) 7\(х)'~ 2 
имеет ортонормированную подсистему, точнее

М(х) Г;«-Л>(х) = ф<от'л» (х) (л = 1, 2, •••; 2 < ш < 2я; 1<7<23л). (2.26)

Для этого, во-первых, заметим, что согласно определению систем 
|7а (х))7=։, {Lk (х)}Г=։ И функции М(х),

м (х) л (х)=ф* (х), при х е (1/2,1) {L > 2). (2.27)

Для любого натурального числа п и для 2 -С т 2Л из условия (2.22) 

получаем, что на носителе фунции /1Г (х) Л/(х) постоянна и прини
мает значение

2-<л-|!оВ։(т-1))-1}։ (2.28)

Отсюда и из условий (2.12), (2.21), (2.11), (2.27) и (2.5) вытекают 
соотношения (2.26). Совокупность функций (2.26) составляет ортонор
мированную систему, поэтому часть разложения функции / (х) Г- Л֊[0.1) 
по биортогональной системе |Л/(х) 7*  (х), ф*  (х)]^_а, в которой участ
вуют функции (2.26), сходится в 1} [0,1].

Остается проверить сходимость другой части этого разложения, 
т. е. той части, в которой участвуют функции М (х) Т1'՝^ (х) (л = 1, 
2,•••; 1</<23л). Положим

Рассмотрим ряд

/ (х), при х С [0, 1/2|
0 при х £ (1/2, 1],

| 0, при х £ [0, 1/2]
I / (х), при х£(1/2, 1].

2-3/1

л—0 j - 1
" М(х) Г<՛"Цх),

(2.29)

(2.30)

(2.31)

/1 (*) =
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где С(‘- п) коэффициенты разложения функции /г (х),

։
су-л>=у /1(0^Ья)(0^- (2.32)

/ о
Из условий (2.21) и (2.25) следует, что на интервале (0, 1 2) функции 
?’/*  п’(х)(л = 1, 2»--; 1<^/^23') совпадают, поэтому из условий 
(2.29) и (2.32) следует, что

С‘1-я' = С9 П> = ---^ (п = 1, 2,...). (2.33)

Ряд (2.31) рассмотрим отдельно на интервалах (0, 1/2) и (1/2, 1). Из 
условий (2.33) получаем, что ряд (2.31) на интервале (0, 1/2) равен

•!><*•  я> (/)(!/ X М(х) (х). (2-34)

Подставляя сюда значения функций уО- я) (х) и Г'1, п) (х) (1<^у^23л) 
[см. (2.12), (2.25) и (2.21)], получим ряд

։ 11
2 2՛” 1՝/, (/) [М՛՞/"“'” 4՛’ (0 - 2-’՞ А (<)] {М(0]-' л х 
п-0 у О

х м (х) ь?"" А'Ах).

Отсюда согласно (2.5) и (2.11) ряд (2.34) на интервале (0, 1/2) сов
падает с рядом

ш 1/2 * А; 4-®?։

2 {А (/) [4” (О-г-12 А«)][Л/(<)]-' <//хл/(х)??(х).

Заметим, что норма п £г [0, 1/2] /тттой частичной суммы ряда 
равна норме в Е (0,1 ] ш-той частичной суммы ряда

(2.35)

(2.35)

2 77= [ я (01А" (0 ֊ 21’ А (')Ж (о 1л м։(х) 7.<,ч(х)> (2.36)

о

где 1? (О—Л(^/2) и Л/1 (/) = М (//2). Сходимость ряда (2.36) в Ь՝ [0,1] 
была доказана в работе [6], где установлено, что система (Л/^х) ^л(х)) “ ։
является базисом во всех пространствах Е° [0,1], 1^р<^оо (краткая 
схема доказательства этого факта приведена в работе [5]). Таким I 
образом доказана сходимость ряда (2.31) на интервале [0, 1/2]. Снова 
используя равенства (2.33) ряд (2.31) на интервале [1/2, 1] можно 
представить в виде 1
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<. 2,я - 23/| j3n

v 2 Cjl'n) М (х) 1у՝п\х)^ 2 2 с;։ л> М(х) 2 Ь?п}п} |рмм (х). 
/|яж0/*1  n=OjE:| (яв2

(2.37)
Из условия (2.6) имеем, что Ь\Лп} л) о*  ,л>» поэтому, учитывая также
условие (2.3), получим

оЗЛ 23л 2.<Л .^п

V V 6;՛». ") Ц7„,+/_, (х) = у 1ГЯ1+1_| (х) = 2 <։՛,՛”>= 0. (2.38)
/=1 /—2 /=»2 /-|

Чтобы доказать сходимость ряда (2.3)) к нулю по норме в [1 2, 1] 
остается только проверить, что

и » 23я
Пт |С(1|>Л)| тах У У а<3л) ,.+/_! (х) | — 0. (2.39)

л— । < » <*3л II , „I/<2 ’ Р

Из ортогональности матрицы Ца’4’, Ц (к = 1, 2, •••,!< /, у < 2*)  [см. 
условие а] и из того, что все элементы первой строки этой матрицы 
равны 1 | 2*  , получаем следующие соотношения:

оЗл

(Зл) ~(3л)__ 
I. г ul I

1 — 1 23л, при г =- I
(1<г, /<23я).

—1/23я. при г I

Отсюда, ввиду ортонормированности системы 1Гл (х))п 1, легко сле
дует равенство

2«3л

«I i —

Так как функция у (х)

</х = в (I -1/2՛") — ։»(։>— 1) Г23’.

1-1/21’) —х(х֊1) 1/23’ для

(2.40)

положи-
тельных х достигает максимума при х = 23'*՜ 1 получаем, что 

о 23« _ а
max

I в 23"
(2.41)

С другой стороны, из (2.32), (2.25) и из определения системы 
(х)1Г-1 имеем 

1
С('”= j‘Л (01 7=֊ 41’ (1)-~ А(о](Л/(0] 1 dt, 

о
а отсюда можно написать

2я ՝ ~

У, ал Л/U) /к (0 ֊L-Z'1’«)-.!#’« Z, (/)
k 25rt

X[Af(OI 1 dt (2.42)
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для любых действительных чисел ап (2 -С & < - ')• Обозначим

оя = 1п(
Iе*!

2я —

/(/)֊^аЛ(ПЛ (/)
*=2

1/.Ч0М ?1
(2.43)

Из замкнутости системы |Л/(х) Л (*))»  ֊2 в £՛ [0, 12] следует, что

Из условий (2.42) и

8Я -> 0, при 

(2.43) получаем, 
1/2 /■> 1 ~

что

= /!." (0- —Л (О [М(0]-2 <//

1/2

(2.44)

2Л. 1/2^ 2 II оя.
и —I

п

О

п
п

к О

Отсюда и из условий (2.41), (2.44) вытекает (2.39). Сходимость ряда 
(2.31) в Л2 [0,1] доказана.

Для завершения доказательства теоремы 5 нужно доказать схо
димость в А [0,1] ряда

2 2 </;՛■ »։ м (х> туяЦх), 

п^=О

где

#я)=|/2(О'?(/'я)(0 

О

(2.45)

(2.46)

Из условий (2.12) ряд (2.45) на интервале (0, 1/2) можно представить
в виде

(0, 1/2). (2.47)
Согласно условиям (2.21), (2.25) и (2.46) имеем

Гл,т<-1(0 <н,

а отсюда и из условия (2.38) получаем
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1^

}3л

у £/<;•«)= о.
/=։

(2.48)

С другой стороны, из определения М (х) [см. (2.22)] и условия (2.5)
имеем

(Зл.л) Я!)

Отсюда учитывая (2.46) и полноту системы {]Х^а в
подобными рассуждениями, что и выше, получаем

^’[1/2. 1]

Ни»
Л֊*  I

(Л/ (х) 7. Ф (лг)р/.։ - гпах
1< в 23'1

(2.49)

Из условий (2.47), (2.48) и (2.49) следует сходимость ряда (2.45) в 
т 1/2 г

Так как М (х) = 1, при х £ [1/2, 1], то имеем, что ряд
« 23я

V У д^^М(х) Г<։’я> 

л«=0 ) =1

23л 23л

лн
1~2

хе(1/2, л. (2.50)
Функции 

оЗл

определенные на интервале (1/2, 1), можно продолжить на весь отре
зок [0,1] таким образом, чтобы полученная система была ортонорми- 
рованной системой в Ь2 [0.1]. Это очевидно следует из ортогональ
ности матриц 74/г(А=1, 2,«՛ ), если в условии (2.12) положить

/>(3л. л (В) _. /,(3л. л (1)) _ . . . — 5<3л. л (1)) _

Отсюда ввиду того, что / (х) = 0, при 
сходимость ряда (2.50) в Ь' [1/2, 1].

Теорема 5 доказана.

х^(0, 1/2). сразу вытекает

$ 3. Мультипликативное дополнение некоторых подсистем 
системы Хаара и системы Уолша

В настоящем параграфе для любого конечного набора функций 
Хаара устанавливаются необходимые и достаточные условия на функ-

« 23л

1 = 2

0

л, + « —
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цнк) М (х) для того, чтобы после удаления из системы Хаара (Хл(х)}*  ։ 
данного набора, оставшуюся систему функций (Хл,(т)17 ։ умножением
на функцию М (х) можно было превратить в замкнутую минимальную 
систему пространства //[0,1], р>1. Доказывается также, что если 
[М(х)Хп> (аг)}“ ։ является замкнутой минимальной системой в |0,1], 
то сопряженная ей система функций полна относительно Ьр 10,1 ]. За
метим, что последний факт имеет место не для всех замкнутых мини
мальных систем. Например, система { /« (х) 4՜ где |'/Л (х))*_ ։ — 
система Хаара, замкнута и минимальна в //[0,1], р>1, но для лю
бой функции М (х), для которой система {М (х) [ХЛ (х) 4՜ 11 ("_3 замк
нута и минимальна в А''[0,1], сопряженная ей система функций не 
полна в [0,1]. В самом деле, если \М (х)[/„ (х) 4֊ 1]); замкнута и 
минимальна в //[0,1] (такая функция М (х) существует — например, 
функция, определенная равенствами (2.22)), то сопряженная ей систе
ма [ ?Л (х)|Л~ ( согласно условию 2) теоремы 1՜ представляется в виде

?Л (х) - [М (х)] -1 [/-л (х) 4- а 1 (х)] (п > 3),

а отсюда ясно, что функция М (х) /, (х) ортогональна всем функциям 
?л(х)(л՝>3). Все результаты, доказнные в настоящем параграфе для 
системы Хаара, верны и для системы Уолша. Однако, в случае си
стемы Уолша, для простоты, мы их приведем только для специаль
ных подсистем вида ։^(х)}* явЛ. (полученных удалением первых /V 
функций из системы Уолша {Н^Л (х)}~«=<г Дело в том, что в этом слу
чае соответствующий результат получается как следствие теорем, до
казанных для системы Хаара. Приведем одно определение.

Определение 2. Пусть М (х) — функция, определенная на 
измеримом множестве Е положительной конечной меры, и Ех — изме
римое подмножество множества Е, Пусть, далее, 1 р <
и х0££р Скажем, что функция Л/(х) имеет особенность степени р в 
точке х0 относительно множества Ех, если для любого 7 > 0 функция 
[М(х)]֊1 не принадлежит пространству ЕР(Е(), где Ет = (х0—7, х04- 
4՜ Т) П Ех. Сначала рассмотрим случай, когда из системы Хаара удале
на первая функция.

Георема 6. Пусть |/л (х))л=,։— система Хаара и М 
£ Ьр [0,1], р > 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

7։) ( истема М (х) /л (х)!~,2 является замкнутой минималь
ной системой в //[0,1].

7з) Система |М (х) /л (х))л\2 является замкнутой минималь
ной системой в ЬР [0,1] и сопряженная ей система ||»л(х)|’» 
полна относительно Ер |0,1].

и) Существует одна и только одна точка х0£|0.1], для ко- 
торой, если точка х0—двоично иррациональна, то функция М (.у) 
имеет особенноеть степени д в этой точке относительно отрез
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ка 10,1); если точка х0 - двоично рациональна, то функция М (х) 
имеет особенность степени у в этой точке относительно одною 
и только одного из множеств (0, х0) и (х.>, 1).

Доказательство. Если через Д’.1> и Д^ (к — 0, !,•••) соот
ветственно обозначим левую и правую половину носителя некоторой 
функции Хаара из 4-той „пачки* 4, то очевидно, что условие *; 3) экви
валентно существованию последовательности интервалов

Д<С);Э Д<'») • • ֊ 35 Д^’ЗЭ • • • (/\ = 1 ИЛИ 2), (3.1 )

для которых
|М (х)] -> с [М (х)]֊1 е/>[сд<;* ’]. (3.2)

Из сделанного замечания следует, что эквивалентность условий ^) и 
Х4) доказана в работе [7] (см. лемму I). Нам здесь нужно только до
казать, что сопряженная к \М (х) /п (х)}^2 система функций {?л(х))’_ 
полна относительно Ьр [0,1]. Положим

| М (х)]֊։ [Х<*>  (х) + (—1)'-1 2^1, если ,
(3.3)

[М (х)]՜՛ » если П Д.п; . - ГТ1 щ .

(1 -< к 2я'; т = 0, !,•••). Обозначая
+ ='^(х) (1 т=о, !,•••), (3.41

непосредственным вычислением легко проверить, что система (х)} “ , 
биортогональна к системе \М (х) /я (х) ~ 2. Покажем, что если функ

ция / (х) £ [0,1] и / (/) 6Я (/) г// = 0 для всех п > 2, то / (х) ֊-- 0.
о

Доказательство проведем по индукции. Сначала докажем, что / (х) = 0, 
при х СД<Ч Обозначим через (-։, л (х)}"֊1 все те функции из систе
мы (х))" • , которые тождественно равны нулю на интервале д'' ’ . 
Из условия (3.3) очевидно, что в систему ! ?1.4 (х)}^=1 входят функ
ции, сопряженные к тем функциям из системы !Л7(х)/.,, (х)}՝ ,, носи
тели которых лежат в СА^/в), а также функция (х), которая на ин
тервале СД(0/#) равна 2 (—1)'։ [М (х)]՜1 . Согласно выбору системы 
{’?։. »(*))£  ։ имеем, что

/(х)Н*(х)с/х  = 0 (£ = 1, 2, - ). (3.5)

(>

Легко видеть, что каждую функцию Л/(х) ф։. * (х) (&=1, 2,---) с точ
ностью до постоянного множителя можно получить транспонируя функ
цию Хаара X*  (х) с интервала (0,1) на интервал СД(0,։) заменой линей
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ного переменного. Отсюда, ввиду того, что функция f (х)\М (х)] 
^£[СА^'] и система Хаара полна относительно L [0,1], из условия 
(3.5) получаем, что / (х) = 0 на интервале СА{М.

Предположим, что для некоторого натурального числа т функция 
f (х)=0, При (3.6)

Возьмем ту подсистему {’]/«.*  (x))f ։ системы ВЛ (х))Л”=2, которая со. 
стоит из всех функций, принимающих нулевое значение на интервале 
Д(,т> и имеющих ненулевое значение на интервале "։)~ Если 

функции системы { ?,«. *(x))f  ։ расположены относительно друг-друга 
таким же образом, что и н системе {Ф„ (х)]*  , и номера функций

k (х)(к —: 1, 2,•• • ) в системе Г?л (x)j~w2 равны ли*,  то легко ви- 
деть, что

Д„, = Д<‘т-О, (3.7)m—1
«.,*(x)-ÏM(x))-’z,(x) (3-8)

Согласно предположению
1

0= | /(0 I (/) dt = J f (!) •)„. I (f) dt. (3.9)

m

Но отсюда, ввиду того, что f (х) = 0, при x^CA^m-D и функция 
। (х) на интервале А*̂  -»)— с точностью до постоянного мно-m — I гп

жителя равна | М (х)]՜1 , получаем

i f (f) [M (t)]֊՝dt = 0. (3.10)

it'm —m) rn — 1 m
Так как по предположению

1
/«) ♦«,»(<)*=«  (fc=l, 2,-. ),

п
то согласно выбору системы {фт< k (х)}^ из условий (3.8) и (3.10), 
как и выше, получаем, что

f (х) == 0, при х А<бл ֊1) — .
rn —1 т

Отсюда, согласно индукционному предположению, / (х) = 0, при х֊[0,1], 
что и требовалось доказать.

С помощью теоремы 6 доказывается следующая
Г’е о р е м а 7. Пусть {^л(х^)* ։։>1—система Хаара, X — произ

вольное натуральное число и М (х) £ 7/ [0,1], 1 ^р<^ао. Тогда сле- 
дующие условия эквивалентны:
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7։) Система \М (х) /л (х)}" у , является замкнутой мини
мальной систелюй в Ьр [0,1].

7,) Система \М (х) /л (х)] * ։ является замкнутой мини
мальной системой в Ьр [0,1] и сопряженная ей система функции 
|'?л (х))7«д +1 полна относительно Ь.р [0,1].

7.) Если (а/, 6/) (1-С/^ЛО двоичные интервалы наибольшей 
длины, на которых все функции /( (х) (1 -С / С постоянны, то 
на каждом отрезке [а/, 6/] существует одна и только одна точ
ка XI такая, что если х, — двоично иррациональная точка, то 
функция М(х) в этой точке имеет особенность степени у отно
сительно отрезка [а/, |: если х< двоично рациональная точка,
то функция М{х) в этой точке имеет особенность степени у 
относительно одною и только одною из множеств (а, , Х[ ) и 
(х/, 6<).

Доказательство. Импликации 73) 7 ) и 73) — 7։) непо
средственно следуют из теоремы 6. Для доказательства теоремы нам
остается только показать, что 11) -> Ъ)-

Ввиду того, что для любого числа / (1 /-С/V) подходящим об-
Л’

разом выбирая коэффициенты а*  (1 -С к Л7)» суммами вида \}а»'»(х) 
1

можно представить характеристическую функцию интервала (а, > Ь, ) 
то согласно теореме 1

[М(х)]֊։ £ Ь,)] (1

Выполнение утверждений, касающихся точек, в которых функция 
М (х) имеет особенность, следует из теоремы 6, если заметить, что 
система {/.« (х)}^=| состоит из М подсистем (7Я< , (х)]л-2 И -С*  X М, гДе

0 , при х £ (а(, 6, ).

Докажем аналог теоремы 7 для случая, когда из системы Хаара 
/.„ (х)|"_1 удаляется произвольный конечный набор функций Л,(хН’

Введем некоторые определения.
Через ДЛ и ДЛ соответственно обозначим левую и

вину интервала ДЛ, где Дл — носитель функций Хаара 
При п = 1 полагаем Д։ = \ = [0,1 ]. Обозначим через

правую поло-

порожденное

отрезком [0,1] и интервалами
мера Лебега.

к.\\ кольцо с мерой,
, Д? (1</ < /V), где мерой является

I *1
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Оп ределение 3. Скажем, что совокупность атомов 'А/|^. 
кольца 5 (Ад-., А*  , • Д։ . А,, .), 1 выбрана правильно,
если Ц А Л*,  /- 0, 1 М и для каждого натурального числа 
у (1< у /V) число отличных друг от друга атомов кольца 5 (Д, , 
Д' , •••» Д’ Д[ ), каждый из которых содержит хоть одно множество •1 Пу Лгу . •
Ь,, у, в точности равно у.

По индукции убедимся в том, что для любых П чисел 
•••<^п.ув кольце 5 (Д.( , Д’,«--,АЯ ) можно правильно выбрать И 
различных атомов. Для ТУ = 1 это очевидно. Предположим, что для 
любых И—1 чисел 1 Сп։<п..’\՛" <Слу-1 в кольие ^'(Ая, 
•••» \ ) существует набор правильно выбранных атомов
Для случая, когда даны И различных чисел 1 пх < п2 *\  • • • пу ’ 
если АЛд с £л (1 С у0 <. ТУ — 1), берем А,= Е) (1 <у ТУ — 1; у -г= у0) 
Д #= Ь и А\ = А'(у» А если множество Длд. не лежит ни в одном из 
множеств £, (1 <у < ТУ —1), то полагаем А, = £; (1 <у < ТУ—1) и 
Ач Ая . Очевидно, что взятые указанным способом атомы А; (1 
<у<7У) ^кольца 5(дп, АЛ , •••, Дл Дяу), выбраны правильно.

Заметим, что все атомы кольца 5(АЯ|> Д'։, •••» ДЛу ։» Длд._:* 
кроме одного содержащего ДЛ у, являются атомами кольца 5 (АЯ։, ДЯ| ,

а атом, содержащий ДЛд, „расщепляется“ на две
|если совпадает с ДЛд.) или на три части.

Лемма 1. Пусть (Хя (х)|“_։ — система Хаара. Пусть, далее, 
>'к. 1 > кх к» < • ՛ • < &л' — произвольный комплект функции

Хаара и А'уЛ)/Д՝—некоторый набор атомов кольца 5 (\։, Д>(. ••• 
• •• , А у). Тогда для тою чтобы функции {/•1/ (х)}л } были линейно 
независимыми на объединении множеств А(/Л) (1 у ту) необходи
мо и достаточно, чтобы имело место следующее՝, в совокупности

~ ... V Г (Л') /ч • X* \ _множеств I /-г найдется множество (1 ул՛ т.\ ), ко
торое являете я правой или левой половиной интервала &ал-- В со-
вокупности всех
А*.։  ‘ »

тех различных атомов {£^л“։>}яЧл'-1) кольца 5 (Ах , 
։>) каждый из которых содержит хоть одно

7՜/Л'| 1 I т.\), найдется множество А՛4՜1* ,
которое являете я левой или правой половиной Ад ... и т. д. На

шаге (1 п Н—1) в совокупности всех тех различных amo՛п-ом
мов [jx л)|1л։Дг п) кольца S (А. , А , i ’ ՝ *|  *1
рых содержит хоть одно множество 

ту п 0, найдется множество Пх~п) , 
или правой половиной А^(Д. п).

Д. ), каждый из кото՛

которое является левов
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-I

Доказательство. Достаточность докажем по индукции. При 
/7=1 она верна. Предполагая, что достаточность имеет место, когда 
из системы Хаара удален произвольный набор функций /* ; (х) 
докажем, что она верна и для случая, когда удалены любые функции 

'Л/М!*.!-  Ког^

к (Л--П*  *(ЛГ-В

из условия
(3.11)

получаем, то

у а, Ъ, (х) = о, при х с и /? Ч

Отсюдя согласно индукционному предположению а1 — иа — 
= ау_։ = 0, следовательно и ах — 0. Если же для некоторого /0 

с / \ - л' ... л. . Д1 ) (/0=У=ул; 1 4

то получаем, что
(ЗЛЗ>

где £(։ есть атом кольца 5(Д„, А *(ЛГ-0
). Из условий

(3.12) и (3.13) следует , что возможны следующие три случая 

4=\л,. 3) £/. = £;,—ДкХ¥=0-

В случае 1) или 2), ввиду того
половиной Д* у, в совокупность

, что £ у является левой или праной 
атомов 1£,}"’ЛГ входят как -к . так и7 1• * д

. Отсюда, так как все функции (1 С/ С —1) принимают

постоянные значения на из условия (3.11) получаем, что ал = 0.

Следовательно, согласно условию (3.11)

(3.14>

а если учесть, 
секающиеся с

что все множества из совокупности не пеРе՜
множеством Ь\, не являются атомами и для кольца 

•о
д’ ), то получаем, что

'Я(Л »)

987 6
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откуда, согласно индукционному предположению, а։ = а։= • • • 
= ал_։ 0. Для случая 3) из (3.11) нетрудно заметить, что имеет место 
условие (3.14). Откуда, ввиду того, что £(Л) является левой или * л
правой половиной следует, что а.\՛ = 0, что опять приводит к 
соотношению (3.15).

Необходимость. Предположим,что из условия (3.11) 
следует Я1 = а_. — а.у — 0. Ввиду того, что \ ՝ и А'у явля
ются атомами кольца 5 ( Д4., \ , •••»АДу, из сделанного пред
положения вытекает, что в совокупности найдется мно
жество А1^, которое 
интервала . Пусть

является левой или 
для натурального числа

правой половиной
п (1 л 1) ин

тервалы А*'>  (л т 1 1 < гт) соответственно являются ле
ними или правыми половинами интервалов (л 4՜ 1 < I -С Л/ — 1),
где в совокупность {Ау՛!™^ входят все атомы кольца 5 (ДА>1, А* ։»
• • •, Д , Д ), содержащие хоть одно такое иножество из совокупности

которое не лежит ни в одном из множеств По
кажем, что левая или правая половина интервала А>(л/_Л) содержится 
в совокупности (£'У“я,)у’(ЛГ-и). Предположим, что п Л('у'п) = 0
для всех 1<; < пц/у-я). Среди множеств |А(/',)(1ЛГ_Л . ։ выберем мно
жество с наименьшим индексом содержащееся в А* (ЛГ_л). После 1 1
этого среди множеств {£'2}^։ + 1 выбираем множество с наименьшим
индексом, лежащем в Д* (л,_д) — А^'1* и т. д. После конечного числа ша
гов получим множества А(/у, А('<? , которые содержатся в

А< „ А01’ и вне объединения этих множеств в нет какого-(/V —п» Л/
либо множества из совокупности (АГЛ5),Покажем, что функции 
Хаара Л(Л/_П) (х}> /> (х), Л,(х).«--, А, (х) линейно зависимы на мно

жестве и А,/։ Действительно, в противном случае совокупность 
/» ։ р

линейных комбинаций этих функций на множестве и 
р-1

образовала

бы (д |-1)-мерное эвклидово пространство, которое, ввиду того, что 
все функции /а(Л,.П|(х), (х), (х) принимают постоянные
значения на каждом из множеств Ау (1 < р д), содержалось бы вО’
д-мерном эвклидовом пространстве линейных комбинаций характери
стических функций множеств £Уг (1 р д). Значит существуют дей
ствительные числа ։ такие, что

(Х) 4
ч

«/' Л, (х) = 0, 
Р

՛/
при х^ и А/.

1Р
(3.16)
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Ввиду того, что выражение (3.16) равно нулю, если х£ СД* (Ч ? и

так как н множестве Д* (ЛГ_Л) и Сц не содержатся 
р-։ р

купности атомов получаем
• )— •

условию леммыПолученное соотношение противоречит

элементы из сово-

и поэтому
приходим к заключению, что одна из полонии интервала
держится в совокупности множеств

Лемма 1 доказана.
С пбмощью этой леммы устанавливаются необходимые и доста

точные условия на функцию М (х), при выполнении которых система 
1М (х) /я.(х)!/’с_>1 замкнута и минимальна в а сопряженная ей
система функций полна. Полученная теорема одновременно указывает 
способ построения функций М (х), для которых система М (х) (х) ' ,
является замкнутой и минимальной в Ар[0,1]. Эта теорема формули
руется следующим образом.

Теорема 8. Пусть {/.я (х)} "в1 — система Хаара, (7.я. (х)}~ ,- 
система, полученная из системы Хаара после удаления функций

7 к, (х)!^;, 1 <С ^2 ‘ ‘ где /V — некоторое натуральное
число, и М (х) £ I/ [0,1], 1-гСр<°О.

Тогда следующие условия эквивалентны:

г\) Система \М (х) ХЛ/ 1х)|/7=1 являете я замкнутой минималь
ной системой в [0,1].

о2) Система {М (х) 7П1 (х)|~ ։ является замкнутой минималь
ной системой в Тр [0,11 и сопря женная ей система (х) ~ ։ пол
на в Тр [0,1].

о3) Существуют атомы (1 у > /V) кольца
л;..) и для каждого £/ только одна точка х/, х/ £ Х,(1

I Лг ՛ й 

такие, что:
А) Совокупность атомов {А/}^=1 выбрана правильно;

Б) Если точка х,— двоично иррациональна, то функция Л/(л) 
имеет особенность степени ц относительно множества [0,1]; если 
точка х/—двоично рациональна, то функция М (х) имеет особен
ность степени у относительно одного и только одного из мно
жеств Л7П(0, х/) и (х?, 1) П А,;

|М(х)1 ՛££»В) (0,1) - и՝
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Доказательство. Сперва докажем
Согласно теореме 1 из замкнутости системы

импликацию ~ бЛ). 
\М (х) /П1 (л) 1/1; сле

дует, что функция 
некоторых атомов

М (х) имеет особенности степени д относительно 
(£’ул'}^у кольца (Д<։, Д^,---, Д^, ДЛдг). Причем,

легко видеть, что на объединении этих атомов функции {X*  (х)| лг

линейно независимы. Следовательно, атомы удовлетворяют
условиям леммы 1 и согласно этой лемме в наборе най-

дется множество Х/^), являющееся левой или правой половиной
интервала

•*0,.,  д;..
лгу. Пусть» далее, — все атомы кольца

к (, Дд у ), каждый из которых содержит хоть одно
множество из совокупности {Д/У)!'"лг, не лежащее ни в одном из мно- / / = 1
жеств 1У^ )1ЛГ ы _я+։. Тогда в совокупности
жество ^<1 (лг-л)), являющееся левой

найдется мно- 
или праной по

ловиной интервала Д(л/_Л). Отсюда, очевидно следует, что
Докажем, что число т.у в точности равно /V.

Предполагая гпнУ> М, получаем, что существует натуральное 
число /0 (1 70 №), для которого верно соотношение

т/, гтв~л > 1, (3.17)
где полагаем, что т0=Э. Пусть Р—атом кольца Д>(Д*,  Д’. •••, Д*  ) 
содержащий множество ДГ/>. Нам известно, что является левой
или правой половиной 
кроме не было бы*0

интервала Д^ Если среди множеств "Ч, 
1=1

другого множества, лежащего в Р, то ввиду
того, что тогда атомы £'/•) (/ /0; 1</</п/։) кольца 5 (Д’ Д1, • I * I
• • \ , Дл ) являлись бы атомами и для кольца
ДА ), получили бы лп/в 1 = т,, — 1, что противоречит условию (3.17). 
Отсюда следует, что возможны следующие два случая: из совокуп
ности во множестве Р кроме А(/в> лежит только одно множе-
ство, или —только дна множества. Если бы из набора во

7 /->• / / <„ 
множестве Л лежало только одно множество, то остальные элементы
этой совокупности являлись бы атомами кольца 5(ДА , Д’ , • • Дд , 
Да ։ ) и так как множество Р тоже входило бы в набор |£у«’։))«/,-։, 
то опять получили бы противоречапег условию (3.17) условие -- 
т-, 1 = ггц, — 1. Таким образом, мнежесгва Д’ , Д’ и Р - Д.-։ входят 
в совокупность множеств Ау՞՝/1 . Ввиду того, что каждое множество
из совокупности содержит хоть одно множество из

' / — 1

Л 4՛/’д, не лежащее ни в одном из множеств {Х/Р }/л ( и, то 
чаем, что во множестве Р — Д/, лежит некоторый атом

полу-
кольц
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.5 (ДХ։, Д*,--*,  ДЛ^, Д^) и /У/> П и = 0. Согласно выбору ато- 

мов (1 -С у-С'Плг) существует точка х)а £ £(ЛГ), и которой функция 
М {х) имеет особенность степени <7 относительно множества А(^։. Оче
видно, можно найти натуральное число такое, что Ыо км, х/а^ Дл 
и функция М(х) в точке х/, имеет особенность степени д относитель
но множества Д/у„.

Теперь рассмотрим кольцо •$ (\։, \։, •••> Д*  у, Д^у. Д^։. Ду ) и
возьмем все те атомы ՝ 1‘ ’/-։ этого кольца, относительно кото
рых функция М (х) имеет особенность степени <7. Согласно выбору 
числа Ыо очевидно, что в совокупности Е\лг+1>}"г(лчп найдется мно.
жество котоРое является левой или правой половиной интер
вала Дту0. Рассмотрим все те атомы |/7}ЛГ)}” л’ кольца 5 (Д, . Дс,- -
• д: , Д ),, каждый из которых содержит хоть одно множество * Л' * ы
Л՝;ЛГ41 (/ /лги; 1 </Ввиду того, что

и^> л и ’ #'։ = 0 и Г,(ЛГ+’> С £<'*>Л , и , Л 'ЛГ+1 7. »

существует некоторое натуральное число /,у (1 ՝С1н л։у) такое, что
= для натурального числа п (/0 Си

те атомы !/7<,л,Рп « кольца 5 (Д. , 
1

N 1) рассмотрим все 
. ), каждый из кото-

рых содержит по крайней мере одно множество из

(ЛлМ)]'"’*+։ , где Лу+П = £<-+»). Набор 1 I I* Л 'л + 1 /л+1 Г

совокупности

состоит из всех тех атомов кольца 5(Л4>, Д •» \ пересече-

ние которых

держит хоть

/Ут 1
с множеством и 77}0 пусто и каждый из которых со-

^=я+1 1

одно множество из совокупности <л’ ։•. Отсюда,
ввиду того, что

Л"՝ п и Д''>= 0; £^։ЛЛл.= 0 И Л'>=£1‘> ։ Л')
Jn . ^ ։ V/ М I ''

/•л+1

получаем, что для некоторого натурального числа /, (1

» к К п

п

Покажем, что совокупности атомов
кольца 5 (Дй, Д , •••, Д. , Д’ ) *» (^о—о (и— о

1)| т(1' ։ и -1)

совпадают. Для этого заме
тим во-первых, что, согласно построению, если некоторым атом коль
ца 5(ДА։, ДА։, •••, ДЛ( ։), Д4 ։),входит в совокупность {Е\*
то этот атом входит также и в совокупность множеств {£՛, 1 ։> .
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Из построения и из того, что имеем также, что
атом ДА/ £(',) кольца 5 (А* ։, А*  , •, А. , Д. ) находится как в соно-
купности {Лу* 1}'"'՛.. так и в совокупности множеств ,в Отсюда,

так как все атомы кольца Л (А.., А., • • • , А. , Д' ), которые входят
в совокупность множеств и не пересекаются с множеством
находятся в наборе ’< и являются атомами кольца 5 (Д*  , Дл ,---
• • •, А. , А.՜ ) получаем, что совокупности множеств ։)}л՛ '։՜ ։>
и “« ։> совпадают. Следовательно, процесс, описанный в лем
ме 1, проходит для атомов (/г,лг+ ՛', Д+ О кольца 5(ДХ. , Ад , •••, △ ,
Д2 , Ал>։, Л’„) и значит функции /*,  (х), Хл։ (*),••  •» Х.Лд/(х), (х) ли-

« т^ + ։ г(*+1)неино независимы на множестве и г/
/-1

С другой стороны, так как система |Л/ (х) ХЛ/ замкнута и
мини мальна в Ц' [0,1], то функция Х^в (х) должна удовлетворять усло
вию 2) теоремы 1 . Но это противоречит линейной независимости

функций Х«,(х),---, (х), (х) на множестве и /7ЛГг1\ если за-
1

метить, что | М (х)] 1 Ьг п] (1 < / •< т у Предположение, 
что привело к противоречию, следовательно

Перенумеруем атомы кольца 5(ДЛ։» А, Л^., А^ )
таким образом, чтобы вновь полученная совокупность } дляАг
любого натурального числа к М) удовлетворяла условию

/•*»

Легко видеть, что совокупность атомов . кольца 5(Д., Д’, •••
Д»у)> гАе = Ц* 1, составляет правильный выбор. Остает

ся показать, что в замыкании каждого множества /. /(!■</-С ЛО есть 
только одна точка х7, н которой функция М(х) имеет особенность 
степени д относительно множества Допустим, что функция М (х) 
в двух различных точках х)а и х^ имеет особенность степени д отно
сительно некоторого атома Л/и.

Легко видеть, что существует функция Хл (х) такая, что точки 
и Х) находятся в замыканиях различных половин интервала Дг и 

Л/(<) в точках х, и х^ имеет особенность степени 9 относительно 
соответствующей половины. Для этого нужно взять интервал Хаара 
наименьшей длины, содержащий атом последовательным делением 
на две равные части отобрать первый интервал Хаара, для которого 
Функция М (х) имеет особенности в точкак х7„ и х относительно его
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различных половин. Покажем, что функции 7* ։(х),--«, 7*̂.  (х), 7., (х) 
линейно независимы на множестве и Ау II (Ау. А Д,). Действительно, 

/гЛ)
если бы

л/
V а, /.ц. (х) 4՜ а/у;1 / г (х) = 0, 
/-։

при х 6 и А/ и (Ау. А Дг), 
) /»

то, ввиду того, что оба множества Ад А &‘г и А/, А\ не пусты и 
функции {74։ (х)}^ 1 принимают постоянные значения на множестве 
АУо, получаем а/ут1 = 0. Откуда, так как функции !(х)1л ։ линейно

АГ 
независимы на множестве и 

/=г| 
гласно выбору функции /г (х)

/.Г(х)+Х

А/, получаем а! = а2=- • • — аы — 0. Со

имеем, что если функция

(х) \М (х)] е а-10,1],

.V
то выражение равно нулю на множестве

II А, 0 (А, А Лг), что противоречит линейной независимости функций 
7 * /о

Х.4у (х), 7Л (х) на множестве II А/ II (А/в П Дг). Следователь- 
/*»•

но, в замыкании каждого множества Ау (1 < / /V) есть только одна 
точка х/, в которой функция М (х) имеет особенность. Для заверше
ния доказательства импликации ~ о3) остается проверить выпол
нение второй части условия Б) (выполнение первой части когда х, 
двоично иррациональна, очевидно). Допустим, что точка х, двоично 
рациональна и М(х) имеет особенности относительно обоих множеств 
(0, х,) А А, и (ху , 1)АА,. Взяв функцию Л, (х), для которой точка х , 
является центром интервала Д,,, подобными рассуждениями, что и вы
ше, придем к противоречию.

Импликация ох) ~ б3) доказана.
Перейдем к доказательству импликации о3) г ог). Ввиду того, что 

атомы {А/)*/ ։ кольца 5 (Д^, Д4 , •• •,Д^_, Д>у) выбраны правильно, 
согласно лемме 1, функции |7*  (х)|‘ч_1 будут линейно независимыми на

Л*  *множестве и Ау. Отсюда немедленно следует, что функция М (х)

удовлетворяет условию 1) теоремы 1 . Для проверки выполнения 
условия 2) теоремы 1° сперва покажем, что для любого натурального 
числа г, отличного от всех Л/ и Для произвольных Л, с
с Ау(1 у "С ЛО, где множества атомы кольца Дл , • •
• ••, Д*  , Д’ , Дл, Д^), существуют действительные числа су (К; • Л') 

такие, что



X1 су /> (х) + Хг (х) = О, при и Л,-Л. (3.18)
71

Предположим, что функции /г (х), Л, (х), • • •,/* л-(х) линейно незави
симы на множестве А, тогда линейные комбинации этих функций на 
А образуют )-мернос эвклидово пространство. Но, так как все 
рассмотренные функции постоянны на множествах А; (1 у /V), то 
это пространство содержится в А-мерном эвклидовом пространстве 
линейных комбинации характеристических функции множеств Г, (1 >'

j №). Откуда приходим к противоречию. Значит существуют числа 
(не все а, равны нулю), для которых

а,'/к, (х) г ах /г (х) = 0, при х £ Р.

Так как /г/с£/(1 у /V) и функции (/», (х)‘|^։ линейно независимы 
л՛на множестве и Л у, то получаем, что а,у+|=£0, откуда приходим к 

/=։ \ / 
соотношению (3.18).

Для любого натурального числа г (г к); 1<1у ^Л’) рассмотрим 
все атомы Р\ кольца 5 (А., А. , • • •, А . А, , А, А ), относительно ко- 
торых функция .V(х) имеет особенности. Очевидно, что количество 
этих атомов равно /V и А/с ЛД1 у < /V). Тогда из равенства (3.18^ 
будет следовать выполнение условия 2) теоремы 1?.

Для завершения доказательства теоремы нам остается показать, 
что если система М (х) /я< (х) замкнута и минимальна в Л/>[0,1]^ 
то сопряженная ей система функций {фЯ/ (х))^, полна в Рр [0,1].

Предположим, что для некоторой функции / (х) £ А/' [0,1 ]
1

( / (х) (х) </х = 0 (/=1, 2,- • •).

о
(3.19)

Из эквивалентности условий ох) и ;>3) следует существование атомов
(1 < у Л) кольца 5(А/>։, А*,  •••, А Ак^) и единственных точек 

Ху £А/(1 •</ С Л')» ДЛЯ которых выполняются условия А), Б) и В)֊ 
Пусть Г/) 72?—все интервалы Хаара, длина которых равна 1/2я,+ ։ = 
= 1 2|А^ЛГ|. Выберем из них те интервалы Г/ (1-Су-С/V), для которых 
х, Р Г/; и функция М (х) в точке х։ имеет особенность относительно 
множества Г/ . Согласно условию 2) теоремы 1° имеем

(х)=[Л/(х)1 (3.20)

Так как функции
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/V
V а;яо/А/{х)+/,|<(л)

/"=1

при т 2т ’, (3.21)

линейно независимы на отрезке [0,1 ], тождественно равны нулю на 
.V

множестве Г = [0,1|— и Г/, и принимают постоянные значения на 

каждом множестве Г / (1 “С 7 <^2"։ + 1 ), то получаем, что линейные ком- 
бинации этих функций образуют (2,Л՜*՜ 1 /У)-мерное эвклидоно про
странство характеристических функций Г,(7 Д 7,; 1 /V), то эти
пространства совпадают. Откуда будем иметь, что характеристичес
кая функция любого множества Г/(7=^=7у; 1 равна линейной
комбинации функций (3.21). Следовательно, отсюда и из условий (3.19) 
л (3.20) получаем

\ / (О |Л/(0] 1 </( = о (7=^7/; 1</<ЛМ. (3.22)

Ввиду того, что функция М (х) не имеет особенностей во множестве Г, 
то из условия (3.20) получаем, что если носитель ДЛ( некоторой функ
ции Хаара /л. (х) лежит в Г, (7 7У; 1 < / < Л), то

•?«, (х) - [М (х)] ' х)£ £40,1].

Отсюда и из условия (3.19) следует, что для любой функции Хаара 
(х), носитель которой лежит во множестве (7=^=7/; 1-С/ •>/V)

} /(О [Л/(0] 1 /^(0^ = 0. (3.23)

Из (3.22) и (3.23) получаем, что / (х) [М (х)] 1 =0, при х Г, следо
вательно

/’(х) = 0, при х£ Г. (3.24)
Обозначим через \7.{ (х)}^։ все функции Хаара, носители которых 
лежат в (1 ֊<; < .V). Из равенств (3.20) и из того, что (х) 
£ £" [0,1](7= 1,2, • • •) будем иметь, что все функции <чДх) (7 -1, 2, • ) 
равны нулю на множестве Г — Г(/.. Следовательно, отсюда и из 
условий (3.24) и (3.19) получаем, что

Г /(ОЪ, (')<« = о (1<;<Л). (3.25)

гч
Полагая

(_> _ ( (•։)• пии (3.26)
0. при хДО.и-Г,,.

получим, что система (х)}^ биортогональна к системе Л/(л) 
^х)!Г г Транспонируем функции М (х) (х) и ?у< (х) (7 = 1» 2. ) 
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заменой линейного переменного с интервала 1\. = (а/, 6,) на интер
вал (0,1). Очевидно, что функция

Л/, (х) Л/1(6, — а;) х+ <։>]■ х£[0,1]
в точке 

£/___а/
6/ — а/

удовлетворяет условию *3) теоремы 6, откуда получим, что система, 
полученная транспонированием системы функций {?/у(х)}/‘ ։ с интер
вала Г, на (0,1) полна н /?*  [0,1]. Отсюда и из условий (3.25) и (3.26)
следует

при х £ Г/, (1 у 4С 7V). (3,27)

Из (3.27) и (3.29) получаем, что / (х)=0, при х £ [0,1]. Теорема 8 пол
ностью доказана.
Напомним определение системы Уолша-Пэли. Положим W0(x) ==1; 
если

п~У 2"'1, mq = [log2 п|. (3.28)
1-1 

Положим

(х) = Пм- (з.2<о
1 — 1

где Гт (х) функции Радемахера:

гт (х) — sign (sin 2"’ 1 “х), т =0,1,- • •,
Имеет место следующая

Тео рема 9. Пусть {1£ п (х)}^ система Уолша-Пэ ли и N— 
некоторое натуральное число, где

N = V 2W', Nm = [log. TV], (3.30)
1-1

есть двоичное разложение числа N. Пусть, далее, функция
М (х) LP [0,1], 1 < р оо.

Тогда следующие условия эквивалентны:
s։) Cue те ма М (х) Wn (х))" N замкнута и минимальна в

L" [0,1].
г2) Система М (х) Wn (x))"j/v замкнута минимальна в Lp [0,11 

и сопряженная ей система функций {?«(v)}*̂ v полна относи
тельно Lp [0,1 ].

еэ) Существуют атомы Lj (1 >у N) кольца
•5 (А ^л'| . р j, • • •, 1*  । > 1> ՛ '» р
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Л?Ч|’‘"’ЛХ 1’

и для каждою Ь только одна точка х,, (1 у Л') та՝
кие, что выполняются условия А). Б) и В) теоремы 8.

Доказательство. Согласно теореме 8 условие ։։)эквивалент
но тому, что система {Л/(х)/я. (х)}(\։, где (х))*  , —система, полу
ченная из системы Хаара удалением из нее всех функций /’у1 (х) (1 
< / т; 1 ֊--> к 2 )« ' была замкнутой минимальной системой в 
Ь: [0,1]. Следовательно, для доказательства эквивалентности условий 
£։) и £з)> нам нужно показать, что из замкнутости и минимальности 
системы {М (х) Гд(х);*. %, в Д7’ [0,11 следует замкнутость и минималь
ность в I!> [0,1] системы М (х) 7.м< (х)։ и наоборот. Сначала пред
положим, что система \М (х) /П( (х))*  , замкнута и минимальна в 
//[0,1]. Согласно теореме 1 для доказательства замкнутости и ми
нимальности в Ь'' [0,1] системы {М (х) Г, (х)‘п ч нужно показать,

* Этот факт имеет место и для системы в нумерации Уолиа, в этом можно 

убедиться простой индукцией.

во-первых, что если некоторая функция

у 6, 1Г, (х)
1< о

\м (х)] 1 е С՛ [0,11, (3.31)

то 60 = 6։ — • • . = £>лг ։ = 0, а во-вторых— что для любого натураль
ного числа г 14) существуют действительные числа Ь\г] (0<2/ <-
<՜ /4 1), для которых функция

лг- 1
(х) 4- V V. (х) {М (х)] Ч £’[0.1]. (3.32)

Очевидно, из условий (3.31) следует, что
~ы-\

V ь, г (х)
I =-0

Гл (хНМ(х)[ Ч [0.11- (3.33)

Если число Г4 определяется равенством (3.30), то умножая первые 
функции системы Уолта-Пэли Го (х), Гх(х),-’*,  Гу 1 (х) на функ
цию 11'д' (х), получаем все функции Уолша Гя (х), номера которых 
находятся между числами 2՝‘ и 2^' 1—1 (2ЛГ| п ՝< 2Л| Е и 
- т), т. е. получим целые „пачки“ системы Уолша (см. |9|, стр. 295)*.

Отсюда следует, что функция

мо
выражается некоторой линейной комбинацией /'л‘ (х)(1 т, 1

<Л<2Л/). Следовательно, из (3.33) и из замкнутости системы
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[Л/(.х) /я. (х)}’ ( согласно теореме 1 получаем, что 60 = 6։ = • • • — 
= । = 0. Сейчас проверим выполнение условия (3.32). Действитель
но, (3.32) эквивалентно тому, что

[Л/(х)]
п-\

Г<(х) I- V *[')  1Г,(>) 
<-1

Гл(х)С^[0,1]. (3.34)

Ввиду того, что функции Уолша (х) • (х) (г>/V) не находятся
ни в одной из „пачек“ с номерами /УД! /'^т) и выражаются через
конечные линейные комбинации некоторых функций из системы 
{/г< (х))7_։, то из минимальности системы М (х) /Л/ (*);?.!  согласно 
теореме 1 вытекает (3.34). Таким образом, импликация е3) £։) до
казана. Импликация з։) — з*)  доказывается аналогичными рассужде-
ниями.

Проверим импликацию տէ) 3 з2). Если для некоторой ц»ункции 
/(х)£ Л'’|0,1] 

1
( /(/) (<) Л = 0 (п =Л/, • •),

О
ТО ввиду ТОГО, ЧТО функции ք ո (х)(п *>  
(3.32), будем иметь

определяются равенствами

I
У /(О ЫМО’М') =°> 

о
где 1?п((0}7..։ сопряженная к системе , Л/(х) 7-Я/ (х)}/ ։ система 
функций. Откуда согласно теореме 8 следует, что / (х) = 0. Теорема 9 
доказана.

В заключение выражаю благодарность член-корреспонденту АН 
Армянской?ССР А. А. Талаляну, под руководством которого выпол
нена настоящая работа.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 15.1 V. 1978

Վ. II. ՚Լ1Լ9,11.Ր:111.Ն. Որոշ սիստեմների մո11ւոիււ|।ի 1|ատիլ| |րւս<|մւսն մասին (ամփոփում)

է֊ՈւմԼ^Բ^ 1 թ<Լ ՕՕ, տա րած ութ յունն երում փակ մինիմալ սիստեմների Համար ցտնված 

են րաՎարար պա յմ աններ որպեսցի տրված սիստեմ իր կամայական վերջավոր րանա կով 

ֆունկցիաներ Հեռացնելու ց հետո մնա ցած ֆունկցիաների սիստեմր, որևէ ֆունկցիայի վրա

ր ադմ ապատ կելով , Հնարավոր չլինի ցարձնել [Р •ի րարլիսւ

2- ու մ !)ո*յԲ  Լ տրվում» որ ստացված թեորեմն ե'ւր հայտեի իմ սստով վերջնական են է

X Հ՜ում ցտնվաձ են ան Հրամեյտ և րավտրար պայմաններ ,\\ (X) ֆունկցիա լի վրա, որ*

պեսղի Հաարի սիստեմից կամայական վերջավոր թ վ ո վ ֆունկցիաներ ղոլրս Հետո

մնացածի/. (х)'^ սիստեմր ^\( X) ի վթա րադմասքատկելսլ ^Ւ^Ո3Ո4 Ո1 /=е|
հնարավոր (ինի

դարձնել լԲ (1 ր Հ փակ մինիմայ սիստեմէ

Ասյացու ցվում է նաեէ որ եթե :^(ր)7.Պ
/я=г I

սիստեմր էի ա կ մինիմ աք է

էԲ |0 ապա նրա համալուծ սիստեմր (րիվ

ստացվու մ են նաև Ոէոյյի սիստեմի Համար/
է ճ/40 11 Նոէ յնատիպ արքքյոլնրներ
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Gh. S. (iHAZARIAN. On the multiplicative complet ion of nome dibnu 
(summary)

In the Jj 1 of the paper suff icient-conditions are stated for the” closed "minima I in

Lp, 1 p < so, systems to have the following property: it is impossible to obtain a 

basis in Lp, 1 p <. oo, by taning the given system minus a finite number of elements 
and multiplying this by a measurable function.

In § 2 we show that the theorems proved in the I are in a sense final.
In the § 3 necessary and sufficient conditions on a function M for the 

■ M system to be closed and minimal in Lp, 1 p< ®, are stated where

|x„ J- is a system 
* 3 ' п n I
from it of any finite number

obtained from the Haar 

of functions.

system liy deleting
n 1
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известия АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ԱւսրԼմատիկա \И1, №4. 1978 Математика

Р. И. ОВСЕПЯН

О ПУСТОМ МНОЖЕСТВЕ КАК ЛЛМНОЖЕСТВЕ В КЛАССЕ 
ОБШИХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Напомним, что множество £՜ сг [а, 6]
для ортонормированной (на [с, 6]) системы

1

называется Л/-множестном
(®л)7 , если существует ряд

сходящийся к нулю на 'а, 6|\£, причем V |</,| >0*. В кротином 

случае Е называется ^/-множеством.
Известно, что пустое множество является ^/-множеством для 

тригонометрической системы [1], системы Хаара [2] и системы Уолша 
|2]. В связи с этим возник вопрос, сформулированный в работах 
[3—5]: существует ли такая ограниченная в совокупности, ортонорми- 
рованная, полная в /' [0,1] система (кратко ООНПС) непрерывных 
функций (?п)Г, что пустое множество является для нее М-множеством? 
Положительный ответ на этот вопрос был дан в работе [61. Здесь 
продолжается исследование в этом направлении.

Выясняется как влияют на рассматриваемый вопрос скорость 
стремления к нулю коэффициентов ряда (1) и перестановки системы 
(?«)/ •

Теорема 1. Для любой последовательности (Ьп)~,

(2»

существует последовательность (ժ^)ւ՞

1

(3)

и ООНПС (։рл)1' непрерывных на [0,1] функций такие, что ряд (1)
сходится всюду на [0, 1| к нулю.

В связи с этой теоремой отметим, что В. А. Скворцов при та
ких же условиях на коэффициенты (ап) построил [7| нуль-ряд (сходи
мость к нулю почти всюду) ^ая։/д(/) по системе Хаара. Вопрос о 
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существовании такого (в смысле скорости коэффициентов) тригоно
метрического ряда был поставлен П. Л. Ульяновым [5] и пока не 
решен.

Теорема 2. Для любою р^У существует ОНПС ('?«)։ ’
£ С [0,11 такая, что в классе коэффициентов из /'' пустое мно

жество является М-множеством и для любою г<^р в классе 1' — 
С -множеством.

Теорема 3. Существуют ОНПС (<рп)։ > Тл £ С [0,1] такие.
что пустое множество является

а) М-множеством при любой перест зновке системы (?я),
6) и-множестзом при любой перестановке системы (?л),
в) и~множествол1 при одном порядке и М-множеством при 

другом порядке системы (®я).
В связи с пунктом б) отметим результат Г. М. Мушегяна [8]^ 

который в частности утверждает, что при некотором ограничении на 
коэффициенты рядов по системе Хаара, пустое множество является 
^/֊множеством (в классе этих рядов) при любых перестановках по сис
теме Хаара.

Доказательство теоремы 1

Лемма 1. Для любой числовой последовательности (ап)и , 
у довлетворяющей условиям

ап>0 ул > 0, «л — 0, V а? ос, 
и

(4)

существует на [0,1] ортонормирояанная система (Ья)о непрсрыв 
ных функций с условием

V ал - >я (х) = 0 всюду на [0,1]. 
о

(5)

Некоторые элементы рассуждения заимствованы из работ [3—4]. 
тво леммы 1. Положим

2
□о

п 
о

(6)

(7)

Очевидно, что

2 
п

п

0

п—։ к п

о о

(8>
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Нетрудно видеть, что существует последовательность (*„)" с усло
виями

П усть

- 2 л;
2 Л —* О, V ------ 2~ — 1--

I ’■

я 
— ,2к

(9)

(Ю)

Из (9) следует

₽<>0, 2 1.
1

(И)

Пусть (A/)f занумерованные слева направо непересекающиеся 
тервалы отрезка [0,1]. удовлетворяющие условию

mes А/ = .

ин-

(12)

Рассмотрим функцию

а/ • siп • 4« (13)

Из (8) — (12) следует 
ф0 (х) на [0,1].

Пусть

нормированность (в Е:) и непрерывность функции

Р'< =
вп

я—1

0
ui

п -1 а0 ап
(1,

Оо
(14)

х £
X Ç [хя, 1] п
X Ç [0, Хл-1].

(15)

Непрерывность и, следовательно, ограниченность 
очевидна. В силу (10) —(13) имеем

функций ՛!»«, п О

(16)

о

— W
Çn-% (х) 
о

откуда в силу (7) получаем
I

J Фо dx = В\, п > 0. (17)
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Из условий (7)—(17) следует ортонормированность системы (Ья)^.Из 
(6)—(8) и (14) вытекает

аГ Р1 а0’ ՜ ՜'» «я • рп — а0 ог<?1 •••-}- Пп-| фл—ь л > 2, (18)
откуда следует

V л •' (— I 0 х£[0, .Гл]Ч1 а 1■ • у/ (х) = :
О | '?о’(ао аг71^-----4՜ ал-гдл-1), X (: (х,., 1],

а это равносильно условию (5).
Замечание 1. Числа ։Л из (9) можно подчинить дополнитель

ному требованию

рп?пК М-2п, л > 1, (19)

где М — постоянная (в дальнейшем также).
Л

Пусть = V а2, тогда 
о

Положим а= 7‘ ( | 0). В силу (4) имеем

Пусть 3Л —» оо и такова, что V -уЛ • ^Л оо. Если и< таково, что 7Л X
1

Х3".<2 то положим ?Л/ = 2 П/> 7«/» а в остальных случаях пола
гаем /„ =3Л. Ясно, ЧТО Зл > рл Vя И потому ֊* ОО и 7л • ?л > 

2~п. Ясно также, что ^7л'Рл<С°°- Если положить аЛ=Р~|/2, то из
вышеизложенного получим

(20)

В случае необходимости, заменяя на const-«л» получим для ։Л ус 
ловия (9), (19).

Замечание 2. Если наряду с

1 5л_,Рп~  • ----- —* ОС и потому в силу
О0 ап

(4) ап * 0, то <?Л = —--- » 0, а
Яо

(13), (15) и замечания 1 имеем

ГМ- < const рп • ал < М 2п 2. (21)
Обозначим
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т (22)

Ясно, что система (Ф,,)^ == (ф„)“ U (ф^)^ 2. j ( ортонормирована и со
стоит из непрерывных на [0,1] функций. Кроме того она полна в 
£[0,1], ибо конечными линейными комбинациями функций \>п мы можем 
получить любую из функций ф{, а при любом фиксированном i систе
ма (ф* )* । полна в £ (^), ибо система (sin nx)t՝ полна в Л [0, г].

Замечание 3. Поскольку система (ф^; т 2, />1) состоит из 
непрерывных на [0,1] (следовательно ограниченных) функций и со
держит равномерно ограниченную подсистему (например, (ф^)' ?), то, 
как известно [9] в /Лзамыкании линейной оболочки системы (ф^; т 2, 
i՜- 1) существует полная равномерно ограниченная ортонормированная 
система (£)“ непрерывных функций.

Таким образом, система (фл)" U (/n)j” ортонормирована и полна 
в L* [0,1], и состоит из непрерывных функций.

Напомним свойства матриц А. М. Олевского [10]

Ап = |, 1 < /, J < 2я; п > 1.

1 . Ап имеет порядок 2я и при любом п ортонормирована.

2 . Элементы первого столбика ап = 2 -пГ2 2՞.
о п

2^2

2п т
о М 2я'2.

Пусть теперь (6П) удовлетворяет условиям (2). Выберем числа dn
так, что

•В

</,, = </„>0. 2'֊'<n <2‘; d,t <|6,,|; 42‘ ‘°: 3<£2' = ОГ- <23> 
’ 'Л 1

Ясно, что для выполняются условия (3).
Подставляя в лемме 1 вместо (ая)“ последовательность (<£„ 2я

получим
•в
У </_,«• 2я/?-фя֊։ ( т) =0.

1
(24)
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Теперь введем обозначения для векторов (в виде столбцов)

— (?з՛ ^6* Т» Д •

(?!» ?з) “ Л ^Фз՛ ?<)

(?5.- • Ьв) = А’^з и т. д.

(25)

(26)

В силу свойства Г и того, что (?л)0" и(/л),"—ОНПС система (®/)։” 
также будет ОНПС. Ясно, что непрерывность «функций сохраняется. 
Равномерная ограниченность системы (?Л) следует из замечания 3, 
(21), 2° и первого неравенства в 4 . Ряд Х</я-«я является искомым.

Действительно, в силу (23), (26) имеем

1

Из (25), (26), 2°, 3 следует

*1 = 2П1'2 ?л-1,

1

откуда в силу (24) вытекает

2я

Г2 = 0.

Обозначим 

п шах 
2"- 1,: т 2л

гп
2я’ 2

2я -։ + 1
Так как

*>Л

2п"" ։

гп

т

то и силу 5 и равномерной ограниченности системы (/«) получим

°л (х) 1^2«| '1%! V |а,1| Р Л/-Ы-2Л/2.
1

Второе слагаемое сходится к нулю в силу (23), а первое —поскольку 
>Л = 0, если х Хп । и хЛ ] 1. Таким образом, оЛ (х) —* 0 всюду на 
0,1] и, следовательно, ряд ^с/Л-<рЛ сходится к нулю на [0,1] и в си
лу (23) является требуемым.

Замечание 4. Рассмотрим матрицу
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- ■-Д֊^=֊ — -■ - -

d\>= (у > 1), di 1. / = — р/ (/> 1), dt/ = q, , (у ; i > 2),
остальные <1ц = 0.

Утверждение леммы 1 означает, что последовательность (□„)" ор
тогональна ко всем столбцам матрицы %//Д, а из конструкции этой 
матрицы следует единственность (с точностью до постоянного множи
теля, отличного от нуля) такой последовательности (при условии (4)) 
и, следовательно, единственность ряда (5).

Замечание 5. Поскольку в любой точке отрезка [0,1] только 
конечное число членов ряда (5) отлично от нуля, то он сходит
ся к нулю при любых перестановках членов.

Доказательство теоремы 2

Лемма 2. На [0,՜] существует ОНПС (Фя)։* непрерывных 
функции такая, что ‘1»։ (х) = 31п х, Фя (0) = Ф„ (-) = 0, уп > 2 су
ществуют точки у1 £(0, к) (г>1) такие, что

Фп № ) = 0 yn > i, Ф, (у, ) =/= 0. (26)

Доказательство. Пусть 8Л > 0, (։/„)"—различные точки из 
(0,-) и (fn)~—произвольная ОНПС на [0,՜]. Выберем настолько боль
шое что

I/։ — Sv. (A; sin nx)|< Oj/2. (27)

Здесь ||-| — £’-норма, S.y,— ^\-я частная сумма ряда Фурье А по 
(sin пх)’ на [0,՜].

Возьмем достаточно малые (точнее ниже) числа гтп >0, т, п 2. 
Для каждого 32л берем произвольную непрерывную на [0,г] функцию 
/* с условиями

■ (0) = /’ (</.) - •’ (-) = 0. " > 2. <28)

Ч (л) ¥= о, (у.) = о, п > 2, (29)

I ■
J /■ • sin xdx = 0 п>2; j I2 ■ l2 dx — 0, п 2> 2, (30)

°
I |/3= 1; |/J — sin пх|-< взя, п > 2. (31)

I При подходящем выборе чисел получим [11] (в силу (30)), что
I система sin х U (/J)“^ — базис в £* |0,г]. Ортогонализуем систему 

методом Шмидта и полученную систему 5(/՜; п 3) обозначим
I через (Фд)^« Положим еще =
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«0 
Поскольку V /* = V фл ( V — //‘-замыкание линейной оболоч. 3 з \ *

ки системы (Z;)]’^. то- учитывая вышесказанное получим, что sin xU

и(Ф’); -онпс.
Ясно также, что все Ф2 непрерывны на [0,к] и что за счет 

малости чисел е2я (в силу (31)) можно обеспечить наперед заданную 
малость величин [Ф՜ — sin лх||, 2 п <- TVj. Кроме того имеем

Ф2 (0) = Ф- (-) = 0, п > 2; Ф2 (у2) /О, Ф2 (yj = 0. (32)

Опишем еще один шаг.
Для каждого £зл(п^>3) берем произвольную непрерывную на 

[0,՜] функцию 12п с условиями '

Z3n(0)= Z֊^(r) = Z’(։/,)֊֊ Z3 (z/2)=0, п > 3; Z] (у3) 0, (у3) = 0, п > 3,
(33)

с ж *
Z3 •sin xdx=j Zjj • Ф2 rfx = 0, n > 3; Г\ • Z3 dx - 0, n > 3, (34)

и 0 0 _ 1 .՛ • , ' ֊iy
V3=։> К-Ч|<’з«. «>3. (35)

Систему n>4) обозначим через (4>Д“. Положим еще Ф3 = /;‘. 
Рассуждая как выше, получим, что при достаточно малых гтп система 
sin х U Ф; U (ФДГ—ОНПС и состоит из непрерывных функций. Из 
предыдущего шага и (35) следует, что величины [Ф3—sinnx|J(3 >n /VJ 
можно считать сколь угодно малыми.

Далее имеем
ФЦ(О) Ф;О) = 0, п>3; Ф33(^)¥=0, Ф^(у1) = Ф^(!/2) = 0. (36)

Продолжим этот процесс до шага Nv Получим полную ортонормиро- 
ванную систему sin х U (Ф")2 1 U (Ф^Дц.] непрерывных функций со свой
ствами

Ф„ (0) фп (*) = °> фл (У«) 0 V"

ф? (0) - ф*. (z) = 0, л > ф; (yi)~ 0 л > i. (37)

Обозначим Ф։ sin х, Фл Ф" (х), 2л TV,. Нетрудно видеть, что 
выбирая числа гтп достаточно малыми можно 
малость величин |ФИ — sin лх|, 2 ^n՝<7V1, что в

гарантировать такую 
силу (27) будем иметь

(38)1Л - Р/А <

где /у, — ортогональная проекция Д ня \у ФЛ. Первые /Му функций 
1

искомой системы найдены.
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Теперь надо брать Л2 настолько большим, что расстояние элемента 
Л', Л’։ д ]

/2 до подпространства \уФл\/Фя ’ меньше, чем ~Дальше на

до повторить вышеизложенные рассуждения уже для точек уп, п /V,, 
причем роль функций sin пх теперь будут играть функции Ф^։, 
п^>Л^. В результате определятся функции Ф„, Nx п < Л', с 
условиями (26). При этом система (Фя)*’ U (Ф„’).*•,+։ ~ ОНПС, состоит 
из непрерывных функций и еще

(39)

, N։ Iгде Pf~— ортогональная проекция /2 на у Фя.
I

Продолжив этот процесс до бесконечности, мы получим иско
мую систему (Фя)։ . Непрерывность и выполнение условий (26) и
ф„ (0) = Фя (”) 0 очевидны, а полнота системы следует из условий
(38), (39) и т. д., если чя достаточно малы, ибо система (Р{п)~ будет 
базисом в А2 [0,-] [11]. Лемма 2 доказана.

Замечание 6. Несколько иным путем можно доказать следую
щее: если числовая матрица удовлетворяет условию |3„„|<^соп5։, 
р,мл ?т (У™) и (^я)" — произвольная сходящаяся последовательность 

Г.
различных точек из (0,1), причем Пт 0,1), то существует равно
мерно ограниченная ортонормированная полная система (®я)^ такая, 
ЧТО Ът С С" [0,1],

(0) = V,n (1) = 0 (\т) И ?т (уп) =

Продолжим доказательство теоремы 2.
Пусть (ая)(^’— произвольная числовая последовательность с усло

виями ая>0, (ал)£/р и (ая)если г << р. Поскольку р >2, то (ая) 
удовлетворяет условию (4). Применим к ней лемму 1. Далее, для 
каждого отрезка Д/ = [х1—ь х ] (см. доказательство леммы 1) отобра
жаем на нее систему (Фя)^ из леммы 2 и вне ^1 полагаем равной ну
лю. Полученные системы обозначим через (^)л\3. / ,1. Нетрудно ви
деть, что система ( ря)о II (’]*„; п 2, /^>1) —ОНПС на [0,1] и состоит 
из непрерывных функций. Докажем, что эта система (обозначим ее 
через (фя)։՞ независимо от порядка нумерации) удовлетворяет тео
реме 2.

Пусть У 6л-?я(х) = 0 всюду. Нам удобно разбить этот ряд на 
1

подряды

S bln 
л=»2 0
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Для каждого / проходит следующее рассуждение: поскольку

^6Л 5я(х) 0 всюду, то на Д/ имеем

о
и так как (в силу леммы

Фя (у I) ■- 0,

■ж»
■ % + 2 Ь՛.-ф'„ = о

п =2

2)
ею

п 2, то V дп-՝Ьп (у{) = 0 
л=0

и вследствие конструкции функций 'рп имеем на всем Д/ 2<Л'Ь (х)=о. 
и

Таким образом

2</»-Ь (*) -0, х€[о. 1], (40)
о

и в силу замечания 4 получим </« = аЛ, п 0.
Теперь докажем, что все Ь1п = 0. В самом деле, из (40) следует,

что У Ь՛,,-*^ = 0 на Д/ и, следовательно, У Ь'п • ?я (172) =0. Но по лем- 
п«2 л—2

ме 2 ՛?', (։//,)=#0, ф* (у՛,) —0, п^>2, откуда следует, что Ь, = 0 и т. д. 
Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3

а) В силу замечания 5 для системы (®я)Г, построенной при до
казательстве теоремы 2, пустое множество будет М-множеством по
сле любой перестановки.

б) Требованию этого пункта удовлетворяет система из леммы 2, 
а из замечания 6 следует, что эта система может быть равномерно 
ограниченной (для этого надо в качестве [^л I) брать единичную мат
рицу).

На самом деле для этой системы верно более сильное утверж
дение: если ряд (1) для каждой точки при каком-либо порядке чле
нов сходится к нулю хотя бы по подпоследовательности частных 
сумм, то все коэффициенты равны нулю.

в) Пусть а, (7> 1) —произвольные положительные числа и У а/ = 1,
1

6/ — отличные от нуля числа такие, что

1<з/ • Ь1\ = (41)
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(ар а.) и (6Р Ь.) - линейно независимы, (42)

существуют такие тп' и т", что 
\Ьт’ I Ощ' , \Ьт" I ат՝. (43)

Обозначим од = а։. Из (42) следует, что существует единственный 
/•-нормированный вектор (а/2)Др 0/2=0, 7 3, ортогональный к
(6/)~ и (0/1)1”. Далее выбирается нормированный вектор (а.з)7-г 
а,з — 0 7^>4, ортогональный к (6/)", (ан)/4, (а/г)^. Продолжая так, мы 
получим матрицу |агД столбцы которой составляют ортонормирован- 
ную и полную /’-систему.

Докажем полноту. Пусть (Д)~ /2 и ортогонален ко всем столб
цам (а/у)7. 1» Тогда в силу (42) получим

{А,),' = м3 (а/։)1+^3 (6/)1; (Д)} = и4(аи)։‘ + г'4(6/ ),’
и вообще (Д )" = и« • (ад)" иЛ- (6/)".
Опять же в силу (42) получим и = и3 = и4 = • • •; и = ъ3 = и4 = • • •, 
т. е. (Д )~ = п (а/)р + и- (6/)~. Отсюда следует, что V = 0, ибо в 
противном случае (Д)£ ^2» поскольку (6/) /2 (см. (41)).

Но так как (Д)“ и (а։ )” ортогональны, то и = 0, т. е. А, =0 
Этими же рассуждениями можно получить утверждение: если (Д)” 
ортогональна ко всем стобцам матрицы, то (Д )” = и-(6/. В самом 
деле, сначала получим (Д)~ = и• (а/)~-Ь и- (6։)” и из первого усло
вия в (41) будет следовать и = 0.

С другой стороны, можно указать такую перестановку з (т) стро
чек матрицы <|а.,((։11, что если (Ат)ортогональна ко всем столбцам но
вой матрицы Устз(/п) нН» то Ат = 0 у/и. В самом деле, пусть з (лп)

таково, что V Ь, (,«)• а, (То) = а 0. Это возможно, ибо в силу второго 
т 1

условия (41) ряд ^Ьп-ап условно сходящийся. Теперь имеем

(Аз рл))‘_։ — и • (а, (т)) |
Ясно, что и и V не зависят от перестановок з. Если г/ - 0, то

п։ -1

Но а можно выбрать так, чтобы х 0 и тогда придем к противо
речию. Следовательно, V =0. Дальше ясно.

Ф. Г. Арутюнян заметил, что если столбцы матрицы пронор
мированы и составляют в /’’ полную систему, то строчки также обла
дают этими свойствами. | 

•О
Доказательство. Пусть (®т)Г—ОНПС и 0, = V апЛ •

гл—1
Тогда (бл)~ тоже ОНПС и поскольку атп — { гт*^п 4х, то =

•о
“ У вгпп • рл. Ортонормированность и полнота строчек (ал։я)* ։ экви 

л — 1
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валентна тому, что ОНПС. Теперь покагем, что существует
(Л>)Г € Р такая, что

Ут 1, Ощп — 0(1,,). (44)
Матрица строилась так, что при любом у векторы (Ь„,){. (атл)^ , 
1<>л</ линейно независимы. Тогда, учитывая ортогональность 
столбцов матрицы, получим

(Я/пл)^'; = Ил- + ия-(аот);-1, ул > 3 (45)

(напомним, что аЧ1 = «т), откуда следует
Отп — Ьп1 ՝ Чп *4՜ Ищ ■ Уп У т 1, у л > т >

Из конструкции матрицы следует, что для любого л ^>3

(46)

|лЛ| ил^О.
Пусть л*, л, — все те числа, для которых

пи ՛ п. (47)

ип՛ и в силу 
I

(43) и (47)

имеем

Аналогично получим а2т. „• М • и2-.

Но поскольку все строчки нашей 
последних неравенств следует (ул )7 ։,

матрицы принадлежат то из 
(“л')" 1 € и в силУ (47) по

лучим
(г-,),- е г. (<м)Г € /։- (48)

Далее а՜ (Ь2 ֊4 а2)-(к29 тп " ՝ т гпг ՝ п+ у„) и в силу (48) получим (44).
Будем считать, что 1п > 0 ул^1. 

ствует («А)“ такая, что
Поскольку (/„) Г, то

(1п >0 Л > 1, (1п -» оо, V, £/2 /2 = 1.
1

суще-

(49)

/

Обозначим ‘ XI = V
п -1

1 0

", X (; [х/-ь х, ]=Д/ 

х (; [0, 1 ]ч\д( ,

(ул)Г1 — ортонормирована на [0,1] и тогда в силу ортонормированно-

сти строчек матрицы а/;|| функции 4\=У ая։Л- /п также ортонормиро- 

ваны на [0,1], причем
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\>л= W- 

1 1
(50)

Непрерывность функций на [0,1) следует из непрерывности функ
ций Ф„. Далее из (44) и (49) следует тах (х)| —О(<1 *) = о (1)

а это означает непрерывность Ч\ (х) при х = 1, ибо Ч’я(1) = 0уп 1.

Теперь ясно, что условие V Ап-։ГЯ (х)=?0 на [0,1] эквивалентно
1

тому, что (ДЛ)։Ш ортогональна ко всем столбцам матрицы и, как 
было показано ранее, это равносильно условию

(ДЛ)г =v(6«)r. (51)

Итак, по системе (Ч Д’* существуют нуль-ряды Если же

2 Дж = 0 на [0,1], то отсюда следует, что (/1^)7 ортогональна 

ко всем столбцам матрицы []а, Л] и, как было показано ранее, при 
подходящем выборе а отсюда следует, что А,п —0 \/т >1.

Для завершения доказательства пункта в) теоремы 3 надо вос
пользоваться леммой 2 и провести рассуждения как при доказатель
стве теоремы 2.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 6.V.1978

^ՈՎՍԵՓՅԱՆ. Ղսւտարկ թարսության .\է-րաղժո ւթյուն ||ւնԼլու i|LriupLr|ui| ընղհանուր 
or pnGnr մաւ|որվսւ Д սիստեմների ղասում (ամփոփում )

թողվածում ուսումնասիրվում Լ այն հարցր' թե անրնղ Հատ ֆունկցիաներից րաղկացած 

Լրիվ օրթոնորմավորված սիստեմների համար ղրո-շարրի ղոյությունր ինչպես է կախված սիս

տեմի տեղափոխությունից և գործակիցների զրոյին ձգտելու արա գութ յունի ց ւ

R. I. OVSEPIAN. About the empty set which is M-set in the class 

of orthonormal systems (summary)

In the paper the following question is considered how does the existence of 
s<r։e< _ an tfn (Jjni is a complete orthonormal system of continous functions) which 

converge to zero everywhere depend on the coefficients an and the rearrangements 
of the system [a !
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