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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդված! եր հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ?Մաթ1 մատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

7. Հոդվածների ծավալը, կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպազ, ական մ ամ ուլը

՚ այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մ եքենագրած էջ) է
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվի/ մ են հրապարակ* 

ման բացառիկ դեպքերում՛ Խմ բագրական կոլեգիայի հատուկ որոչմամբւ

2» Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակող» Ռուսերեն
(հայերեն ■ ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կ ջյ ե Լ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով/

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպ արա կվել 
համապատասխան էեզվռվ/

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրա տ առերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը՛ երկու դծիկռվ վերևում/

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա

տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծ վեն ալիքաձև գծով»
4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 

համարը և տեղը տ եքստում էջի ձախ մասում/
5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա1ար նշվում 

է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, Հրատարակման տա
րեթիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա

մարը և տարեթիվը/
Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի Համապա

տասխան տեղում/
6. Ս րր ա դրության ժամանակ հեղինակի կողմից կա տ ա րված քիչ թե շատ զ գ ա , ի փոփո

խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում/
7. Հոդվածը վերամ շակման նպատակով հեղինակին վերա դարձն ելու դեպյյոլմ , որպես հոդ

վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը/
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հե գինակին վերադարձվում է ձե ոագրի մեկ որինակը և 

խմբ ա գրությունը իրավունք է վերապահում չզր ա ղվ ե լ մ երժմ ան պատճառների պարզաբանում ով/

9, Հոդվածի վերջում անհր աժ եշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխա տանքր/

10. Հեղին ակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր 1րիվ հասցեն, անունը ե հայրանունը/
7 7. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 ա ռանձՆ ա ս> ի պ ե ր /

Խմ բա գրութ յան հասցեն' Երևան, 0 ա րե կ ամ ու թ յան 24, Գիտությունների ակադեմիայի Տե- 
ղեկագիր, սերիա է Ս ա թ ե մ ա տի կ ա է •

Издательство АН Лрм ССР. 1978 г.



РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ
Главный редактор М. М. ДЖРБАШЯН

С. Н МЕРГЕЛЯН

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

3. Прописные латинские буквы, одинаковые по начертанию со строчными, должны 
1ыть подчеркнуты черным карандашом двумя черточками снизу, а строчные — двумя 
ерточками сверху. Греческие буквы должны быть подчеркнуты красным карандашом. 

1ндексы обведены соответствующими дужками черным карандашом, курсивные бук-

Л. Б. НЕРСЕСЯН
Л. А. ТАЛАЛЯН
Р. Л. Ш АХБАГЯН

АЛЕКСАНДРЯН
АРАКЕЛЯН 
ЗАСЛАВСКИП

Р. л.
Н. У. 
и. д.

Редакция просит авторов, желающих опубликовать статьи в журнале Известия АН 
Хрмянской ССР, серия «Математика», придерживаться следующих правил.

I. Объем статей, как правило, не должен превышать 1 печатного листа (то есть 
е более 24 страниц текста на машинке). Статьи, по объему превышающие I печат
ан лист, принимаются к опубликованию в исключительных случаях, по особому ре- 
енню Редколлегии.

2. Статьи должны быть представлены в двух экземплярах, отпечатанные на машин-
;е. К статьям, представленным на русском (армянском) языке должны быть прило
жены резюме на армянском и английском (русском и английском) языках.

Статьи зарубежных авторов, по их желанию, могут быть опубликованы на соответ- 
:т юшем языке.

вы должны быть подчеркнуты волнистой линией.
4. Чертежи представляются на отдельных листах в двух экземплярах с указанием 

их номеров и места в тексте на левом поле страницы.
5. Цитированная литература помещается в конце статьи, при этом должны быть 

указаны: для книг—инициалы и фамилия автора, название, место издания, издатель
ство, год издания, страницы; для статей—инициалы и фамилия автора, название статьи, 
журнал, том. выпуск (номер) и год издания. Ссылка на какой-нибудь из цитируемых 
источников указывается цифрой в квадратных скобках в соответствующем месте текста.

6. В корректуре не допускается сколько-нибудь сложная авторская правка (против 
оригинала), могущая повлечь за собой переверстку статьи.

7. В случае возвращения автору его рукописи для доработки датой поступления 
считается день получения редакцией окончательного варианта статьи.

8. В случае, если статья отклонена редакцией, автору возвращается один экземпляр 
Рукописи, и редакция оставляет за собой право не вести дискуссию по мотивам ее от
клонения.

У. В конце статьи должно быть указано полное название учреждения, где выпол
нена работа.

10. Рукопись подписывается автором с указанием его адреса, фамилии, имени я 
отчества.

И. Авторам бесплатно высылается 25 отдельных оттисков статьи.
Адрес редакции: Ереван, ул. Барекамугян, 24, Редакция Известия АН

Армянский ССР, серия «Математикх>.



Индекс 77735
EDITORIAL BOARD

Editor in chief M. M. DJRBASHIAN

R. A. ALEXANDRIAN

N. H. ARAKELIAN

S. N. MERGELIAN

A. B. NERSESIAN

A. A. TALALIAN

R. L. SHAKHBAGIAN
I. D. ZAS L A VS К 11

TO THE AUTHOR’S NOTICE

Contributors who desire to have their articles published in the proceedings 
Izvestia of the Academy of Sciences of the Armenian S.S.R., series „Matematika՜ 
are requested to abide by the following regulations:

1. The manuscripts normally should not comprise more than 24 pages of types- 
script. More extensive manuscripts require special decision of the Editorial Board for 
their publication.

2. The articles to be submitted should be typed, doublespace, in duplicate. Pa
pers in Russian should be provided with summaries in Armenian and English, and, if 
in Armenian, they should be furnished with Russian and English summaries. The 
articles of foreign contributors could be published in the respective foreign language.

3. Latin capital letters, identical with the corresponding characters, should be 
underlined twice in black pencil, whereas small letters should carry two similar lines 
above. Greek letters are to be underlined in red pencil, italics — with a heavy line 
and indices should be supplied with appropriate arcs in black pencil.

4. Draughts are to be submitted on separate sheets in duplicate [with numbers 
and locations indicated on the left-hand margin of the text.

5. The reference list should supplement the article. In case of books, the 
author's initials and name, the title of the book, the place of publication, the publisher 
the date and page must be indicated. If it is an article, the author's initials and 
name, the title of the article, the journal, the volume, the number and date of the 
publication should be marked. Reference to a quoted source is to be indicated by a 
numeral in square brackets properly inserted in the text.

6. No substantial corrections by authors are allowed on the proofsheet, that 
would call for repaging of the article.

7. In case a manuscript is returned to its author for elaboration, the day the 
final version arrives at the editorial office is considered the date of receipt.

8. Only one copy of a declined article is returned to its author, the editorial 
office reserving the right to discuss the motives thereof.

9. The article should contain the full name of the establishment where the work 
has been carried out.

10. Every manuscript is to bear its author's signature, address, and the name 
in full.

11. Authors are entitled to twenty-five free reprints of their articles.

Editorial address:
Izvestia, series „Matematika**

Academy of Sciences of Armenian, SSR
24, Barekamutian St.,

Yerevan, Armenian, SSR, USSR



С. Н. МЕРГЕЛЯН
Академик АН Армянской ССР 
Член-корреспондент АН СССР



ДОРОГОЙ СЕРГЕЙ НИКИТОВИЧ!

Посвящая Вам этот, выпуск, редакция журнала 

„Математика" поздравляет Вас с пятидесятилетием и 

искренне желает Вам крепкого здоровья, дальнейших 

творческих успехов.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ1*ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ՄաթԼմատիկա XIII. № 3, 1978 Математика

М М. ДЖРБАШЯН

ОБ ОДНОМ БЕСКОНЕЧНОМ ПРОИЗВЕДЕНИИ

Путем дальнейшего применения и развития метода, лежащего н 
основе цикла работ автора по теории факторизации функций, меро
морфных в круге ([1], [2], [3]), в его статье [4] были установлены об
щие результаты о факторизации функций, мероморфных во всей ко
нечной плоскости. Эти результаты (см. [4], теоремы 7 и 8) фактиче
ски явились существенным обобщением известной факторизационной 
теоремы Р. Неванлинны (см. [5] и [6]) на случай мероморфных во 
всей плоскости г функций с характеристикой произвольного роста.

Отметим однако, что как теорема Р. Неванлинны, так и основ
ная теорема 7 работы [4] по своему характеру и завершенности были 
весьма далеки от тех результатов для единичного круга, которые 
имелись в его известной факторизационной теореме относительно ме
роморфных функций ограниченного вида и в наших теоремах из ука
занных выше работ.

В заключении указанной статьи [4] были отмечены некоторые от
крытые вопросы, простейший из которых состоял в следующем.

Пусть функция (х) положительна, не возрастает на полуоси 
[О, 4֊ со) и удовлетворяет условиям

<о(0) = 1, ձ(4:)=ձ (I)

где

о
(2)

■’ Ժ х

1Р-)(г;

I г

с простым нулем в произвольной точке * (О |<| <С + 30) комплексной 
плоскости г.

<л (х) х*՜1 <1х <Լ -հ о° (1Հ !հ<Լ + օօ). 

о

С функцией о» (х) ассоциируем элементарную целую функцию
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Пусть, наконец, {z*]f (0 < |zjtK |z* + i| + °0) произвольная по-
следовательность комплексных чисел и

-u (z; z*)=P]4i“} (z; z*) (3)

ассоциированное с нею бесконечное произведение, для сходимости 
которого, как легко видеть, необходимо выполнение условия

(4)

Спрашивается, достаточно ли это же условие для сходимости беско
нечного произведения к„, (г; я*) в каждой точке г У= г* (1 4՜ °о)?

В настоящей статье устанавливается, что при естественных ог
раничениях на регулярность убывания к нулю функции ш (х) при 
х —• 4- ос, а также на скорость этого убывания, поставленный вопрос 
имеет утвердительный ответ.

В § 1 ^статьи устанавливается ряд предварительных лемм 
(1.1 —1.3) о прямом построении и других представлениях функций 
1Г’ (с; С) и (х; С). Здесь вводится также в рассмотрение функция

+ «
£/> (z; С)= log |Л^“) (ге'*;

о
;)!</{- «> ж։, (5)

разные представления которой (лемма 1.4) позволяют установить ее 
важные свойства в единичном круге |"е'*|<4 (леммы 1.5 —1.6). В за
ключении параграфа приводятся также формулы, позволяющие уста
новить представления функции (х; -) для значений |х| |С| (леммы
1.7-1.8).

В § 2 с самого начала выделяется некоторый естественный под

класс 2, функций (х), для которых конечны все интегралы нида (1), 
и убывание которых к нулю при х -*■ 4՜ 00 имеет регулярный характер.

Класс 2. определяется как множество функций ш (х), 
на [1, 4* со) в виде

<о (х) = u> (1) ехр | j (1 -С х <С 4՜ °°)»

представимых

(6)

где а (0 > 1 некоторая неубывающая на [1, 4՜ °°) функция, обла
дающая свойством а (/) | 4- оо при / | 4՜ °°« Очевидно, что для функ- 

ций <’»(х)^2- не только конечны интегралы (1), но вместе с 
тем они могут стремиться к нулю как угодно быстро, или с соблю
дением условий (1) произвольно медленно, в зависимости от скорости 
роста к 4՜ 00 соответствующей функции

d log ш (х) 
d log х

(7)
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В предположении, что (х) £ 2« здесь сперва устанавливают
ся важные асимптотические формулы для некоторых несобствен
ных интегралов, зависящих от параметра С, при |С| — -f- оо (леммы 
2.1 — 2.3 и различные их следствия). Однако, как эти формулы, так 
и приводимая затем теорема 1 об асимптотическом поведении 
log^lrU^; Q ПРИ 1^1 "Г °°> нам удается получить пока что не для 

всего класса функций а только для его достаточно широких 
подклассов, по существу включающих в себя лишь такие функции 
а (х), рост которых при х —* -f- оо не ниже степенного.

Наконец, в заключительной теореме 2 статьи мы устанавливаем 
сходимость бесконечного произведнния “...(z; Zk) для любой последо
вательности, удовлетворяющей условию (4), и в предположении, что 

функция œ(x)^2» подчинена указанным выше ограничениям роста. 
Таким образом, вопрос о том, сохраняет ли силу теорема 2 при 

снятии этого ограничения, т. е. сходится ли бесконечное произведение

г*) лишь при выполнении условий (4) и ш (х)(;2«, остает
ся открытым.

Разумеется, остается также открытым главный вопрос нахожде
ние наиболее естественной внутренней характеристики того класса 
мероморфных на всей х-плоскости функций, в частности содержащего 
и произведения я,» (г; г*), 1/кш (г; г»), который допускал бы полное 
параметрическое представление посредством выделения их нулей и 
полюсов с помощью функций вида кш.

§ 1. Предварительные леммы

| 1.1 (а). Обозначим через 2« множество функций (х), определен
ных на полуоси [0, -}- со) и подчиненных следующим условиям:

1) ш (х) положительна и не возрастает на всей полуоси [0, 4- оо), 
2)

I 1
Ш(О) = 1, а.,= |{1 ֊Мл)} — < + «. (1-1)

I о
3) для любого s £ (0, оо)

и) (х) х'՜ 1 dx < —f- со.
о

Введем в рассмотрение функцию
4- - 
/ь

Д ($) = S I <0 (х) X5՜1 ûfx, s£(0, H- оо)
о

(1.2)

<1.з>

и отметим некоторые ее свойства:
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1°. Если положить

А (0)=1, (1.4)

то функция А ($) непрерывна на всей полуоси [0, 4֊ со). 
Очевидно, достаточно убедиться, что Нт А ($) —1.

5 -4֊0
Действительно, представив функцию А ($) в виде

= △! (х) 4֊ А2 (з), О

получим, что при 0 < 5 1
4

0< А2 (з)< х </х < Д (1) $.
V
1

Отсюда и следует наше утверждение. 
2՜. Для любого х^О

Пт
Х-* + ••

(ш (х) хг) =0. (1.5)

Действительно, полагая, что при некотором хо^-О

Нт 1111 {о> (х) х1*} с0 > 0, 
-Г-* + «

очевидно, будем иметь

ш (х) х*° > с0, х > х0 > 1.

Тогда для любого х х0 получим оценку
4* **

Д (1 4֊ х0) ш (х) х։’ бх
6

(х) хл* бх^ с0 (х — х0),

откуда при х -* со приходим к противоречию.
3°. Функцию А (х) можно представить также в виде

о
[0, 4- °°). (1.6)
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Действительно, если з = О, то
4 -
У X4 с/ {— Ю (х)} — </ (—» (х)) = Ш (0)—ш (4֊оо)=1 = △ (0),

о о

так как <•> (0) = 1 и согласно (1.5) о> (4֊ 00) = 0. 
Если же з^>0, то

Л (5) ш (х) б/х5 =
4 •

У X1 </ю (х), 

о

так как проинтегрированный член равен нулю вновь в силу (1.5).
(б) В предположении, что ю(х)£2«, для фиксированного значе

ния параметра '(0<С'<С 4՜ °°) обозначим через £! (0, 4֊ со; ш) == 
= Ц (0, ֊4֊ со) множество функций <р (х) абсолютно непрерывных на 
[0, 4՜ оо) и удовлетворяющих условию

<?' (х) Ш (х/т)£ Л1 (0; -}-<*). (1.7)

Ввиду свойства 1) функции ю (х) очевидно, что для любой пары 
значений 0< Т1<Х2<С4՜ 00 имеет место включение

А!։ (0, 4- оо) с £ (0, 4֊ ос). (1.8)

Полагая теперь, что при данном т0 (0< 4 оо)<р(х)^А‘ (0, 4՜ °°)г 
введем в рассмотрение оператор

{? (*)} = Я>.» (*) =

= ? (0) 4֊ (х) о» (х/т) </х, т £ (0, т0], (1.9)

заметив, что в силу (1.8) функция (') определена для всех значе
ний 0 < т т0.

Легко проверить, что для функции ? (х) — х4 (0 4^ $<4՜ °՜) спра
ведлива формула

£(«>) (Хх) = д х, (0<з< 4- со, 0< х<4֊ ®).

Отметим, далее, что если для данного *с0

<?(*)€ Ц (0, 4- со) и Вт ? (х) ш (хЛв) = 0,
Г ♦ 4 «֊

то, как легко видеть путем интегрирования по частям, 
' !ф (х)} допускает также представление вида

(1.10)

(1.11)

оператор

о
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(1.12)

(в) Введем теперь в рассмотрение функцию

(1.13)

Таким образом, будем иметь

v«. (хе'₽; С) = Re • (1-13)

в предположении, что <р /= arg С.
Отсюда, заменой переменного интегрирования заключаем:
4°. При любом с (0 <; |С| 4՜ °°)> х (0 <С ~ < + °°) м ф€ [о> 2*1»

<p^=argC, функция V» (хе*’’; С) допускает представление

(1.14)

Установим теперь следующее важное свойство функции Vu, (хе (Л.

Vw (хег>; С) L (0, 2к). 

Введем в рассмотрение функции
(1-15)

։֊2х^ cos(3 — |С|2
ü> (х) dx, (1.16)

О

wL։)(^'։;C)-2—sin։ (»-
J у2 о А

(1.17)
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заметив, что
о, (те*; 9= .

Но по формуле Пуассона
(1-18)

Поэтому, из (1.16) следует, что

(1.19)

для всех С (О <ДС|<-|- со) и 
Далее, из тождества

х2 — 2х — cos (0 — arg С) -+֊ — = 
Т X2

легко заключаем, что справедлива оценка

о<2—sîn2 2L arg՜ b-2xHcos(a_argQ+ KD՜1 < 
'21т t1

2«
Отсюда следует, что

9 <?&<
о

(1.20)

В силу (1.18) из оценок (1.19) и (1.20) следует наше утверждение, 
(г) Введем в рассмотрение функцию

:о (*) (1.21)
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6°. Функция С. (г; «>) целая, и на всей г-плоскости справед
ливы оценки вида

|О’> (։; Ш>| < А. (т) {|։|* ш () к!)}֊1 (О < V < + со), (1.22)

где 7 1 — любое число и

В самом деле, из представления (1.6) чисел △ (Аг) следует, что 
для любого 7^>1 и

4- «
Д (Аг) > у х* <1 {-Ш (х)| > (т |г|)* Ш (1 М). (1.23)

т!*1
Следовательно, для любого г (0^ |д| -|- о©) и 7 1

откуда следует наше неравенство (1.22) при у = 0, так как 

<о (7 1х|) ш (0) = 1.

Заметим теперь, что

£(£֊!)• ••(£-*+!) 
■М*)

откуда в силу (1.23) получим

к - *

Отсюда следуют неравенства (1.22), если заметить, что

V (Л-1)-<! ■ , (т>0).
*=» (1 х) ’

1.2. (а) Наряду с функцией С» (г; *՛>) введем также в рассмотре
ние целую функцию

5« (г; ю) — 2С~ (г; ш) — 1 = 1 +2
Г!д (М

Далее, поскольку из (1.15), и частности, вытекает, что 
€ £ (0,2^) для любого (0 Г.| -|- оо), то интеграл

2<с

С) =
0

г՝, <»>) иц, (е/а; С)

также является целой функцией от переменной г.
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Лемма 1.1. При любом г и ^=/=0 справедливо разложение

Ц7(-)

Kl

А (к)
(1.26)

0 ICI
Доказательство. Из определения (1.24) функции S. (z; ш)

следует, что целая функция

И^-’Ь; С) = ^Ь>_

(г; ч) допускает разложение 

1 (2 к (С) к । ,Ь 2 Г7м г ’ 1г|<+ °°. (1.27)

где
2«

*'»» V. (е'։; С) dû (0 (1.28)
Ü

Обозначим, далее,

е-м& Jog 1 — (1.29)
о

и заметим, что имеет место разложение
1 ~ /„М» 1

log|l— ре‘Ч - (0-< р
п

Тогда легко видеть, что
1) при 0-С г <С К|

0 к = 0

2) при |С|<г

2 1о$ г

ледовательно, пользуясь
дем к меть для любого 0<^ х

krk

определением (1.9) оператора мы бу-

и
■Поэтому, пользуясь приведенными выше значениями функций (г) 
получим формулы
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о

1 </г> (1.30)

По определению (1.13) функции (те,’); С), в силу (1.28), (1.29)

Отсюда и из (1.30) получим формулы

во (С)

-Ь'|

о и

Подставляя эти значения в (1.27), приходим к разложению (1.26) 
леммы.

Лемма 1.2. 1°. Разложение (1.26) функции (г; ^) 
писать также в виде

можно за-

где

С)

1Г<֊Чг;С) = / г (1.31)

|С|

(1.32)
О

2 . Справедлива формула

1 - 5ц (0 = ЛД֊> (£) ш (*) .-------  дх (1.33)

Заметим сначала, что
/С|

о о

о
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и в силу (1.5)

Поэтому
|С| +-

С՜* (х) х*՜’ <1х — С* ш (х) х՜*՜’ <1х —

о П
|С|
У X* <1 [- «О (х)] + |С|2*

О

Подставляя эти значения в (1.26), получим 
леммы.

2°. Из (1.32) и (1.6) следует

формулу (1.31) — (1-32)

Однако, интегрированием по частям, в силу (1.5) получим

<1х (1

откуда и следует формула (1.33) леммы.
Из (1.32) и (1.33) непосредственно вытекает
Следствие. Для любого к (1 к + 00)

0<|^ (С)<1 (0<Г,|<+оо) 

Вт “р* (С) = 1.

(1-34)

(1.35)

В самом деле, что касается неравенств (1.35), то они очевидны, а пре
дельные соотношения (1.35) следуют из оценок

0<1 -р* (О <2£Д֊1

1.3. (а) Наряду с функцией (г; С) введем в рассмотрение
также целую функцию
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ехр {֊ «И-* (г; С)) (1.36)

с нулем в точке х»С.
Лемма 1.3. Если О 1г1 К' 4“ °°» т() функция 4?1 (г; С)

допускает также представление вида

Л<7’ (г; С) = ехр {— (г; С)), (1.37)

где

(1.38)

и

& А (*)

Доказательство. Заметим, что при 0 < |г| |С| имеет место
тождество

Отсюда и из (1.31) и (1.33) вытекает формула

С)=1ог (1-~)+

(1.39)

Или, принимая во 
к представлению

внимание определение функции С- (г; ш), приходим

е/х (0 < И < |С|),

поскольку легко убедиться, что интегралы справа абсолютно сходят
ся, и, таким образом, перестановка порядков суммирования и интег՜
рирования в (1.39) допустима при условии 0-С|г|< |С| <С 4՜ °°-

Нам остается воспользоваться определением (1.36) функции 
(г; чтобы получить утверждение (1.37)—(1.38) леммы.
(б) Введем в рассмотрение функцию

С) = £</Ч1ог И<Г,(ге'’; С){| (1.40)

установим для нее два разных представления.
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Лемма 1.4. 1 °. Для любою ' (0<т < 1), © £[0,2՜] м С (0<14< + эо)
справедлива форму ла

(~eiv; С) = (хе'?; С) —

2* 2
_ -1_ f -------------1^3------------_ (е'»: Ç) dH.

2я J 1 — 2х cos (? — ։>) +
! о

(1.40')

2°. В тех же предположениях, за исключением, быть можгт 
значения © = arg -»> справедлива форму ла

(1.41)

Доказательство. 1 . Из определений (1.24), (1.25) функций 
(z; <о) и (z; С) следует, что для 0 ^ "<1 и ?^[0, 2՜]

■2<

11Г‘?)(ге(?; С)’, =Ц'О)
о

С) ju 4՜

о

Но согласно элементарным формулам (1.10)
£(“» {г*| =2 А (&) (0 < к < 4֊ <»),

причем Д(0) = 1.
Поэтому будем иметь для любого 0<Л<^1 и ?^[0, 2՛] 

£<“) {1р(-)(ге*; С)} =

•э; С) db,

(1.42)

1 4֊ - с< (?-»)
(е

1—

причем легко убедиться в правомерности перестановки порядков сум
мирования՞ и применения оператора £^<о).

Так как согласно (1.36) и (1.40)

(х e,f; 0= £0“) log —£<“> {Re С)}, (1.43)
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то из (1.42) ввиду самого определения функции иш(хе:’; С) мы полу
чим представление (1.40 ) леммы.

2°. По определению (1.9) оператора

( (ге>,. С)| = Ц7?) (0; 0+

[ {Ч7!?* (ге1г; С)) Ш (г/х) </г.
и Ог с

(1.44)

Но в силу формулы (1.26) леммы 1Л

П'Ч0: С)- 
J х 

1С1

֊ 1В*->0֊е‘>; С)| = 
Ог

о /:/
Пользуясь затем элементарными формулами

Ат* 1 е'*’
А (к)

(1-45)

Л-1 Д (к)

подстановкой значения (1.45) в (1.44), получим

с!х —

(1.46)
о К1

При этом легко видеть, что при 0 1 произведенная нами пере-

и

0 о

становка порядков суммирования и интегрирования допустима.
Но ряд (1.46) легко просуммировать и в результате получить 

представление

£<-> { ЦЛ-) 0} =

(1.47)
о
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вновь справедливое при и ?£(0, 2*].
Теперь, пользуясь первым из интегральных представлений (1.14) 

функции в предположении С, из (1.43) и (1.44) получим

(' е,?; С) = — Ре

откуда и следует представление (1.41) леммы.

(в) Обозначим через 21 подмножество функций ш (х) из класса 
2«, удовлетворяющих условию Липшица на каждом промежутке [О, Д]

(О Д —1~ оо). Таким образом, если ш (х) £ 21, то ш (х) £ 2., и, кро
ме того, для любых О С х' <Г х' А

где К (Д)(0 К (Д) < 4- °°) — некоторая постоянная.

Лемма 1.5. Если ш(х)^21, то справедливы следуюгиие ут
верждения:

1°. Функция (г; С) непрерывна и субгармонична в замкну
том круге |г|

2°. На границе г = круга

и., (е1’; С)=0, <2^ (1.48)
и, следовательно,

У* (г; С)<0, |х|<1. (1.49)

Доказательство. Г'. Рассмотрим интеграл типа Коши

являющийся аналитической функцией всюду вне полуоси [0, ֊}֊ ос).

Поскольку ш(х)£21, то так же как и в лемме 1.7 нашей работы 
[3] легко убедиться, что функция

ф (и») = Ре {2^/ Ф («’))
непрерывна всюду, кроме точки ш = 0, если при ш = и£[0, -рос) ин
теграл Ф (со) понимать в смысле главного значения.

Но согласно первой из формул (1.14)
536-2
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vu. (хе/?; С) =

и поэтому функция {г; С) заведомо непрерывна при |г] о° для 
любого значения С (0 < |:| <^+- со).

Функцию V.. (х С) первоначально мы определили согласно фор
муле (1.13)

г՛,. (xe,f;

в предположении, что р arg С.
Но легко видеть, что в данном случае наша функция допускает 

также представление

vu (хе/?;

4- w

Ü

d [— <о (г);

во всей плоскости z = xef, кроме, быть может, луча <р = arg ч.
Не останавливаясь на подробностях отметим, что это представ

ление сохраняет силу также и на луче <р = arg С (см. [3], доказатель
ство леммы 1.8).

Но для любого значения параметра г £ [0, ֊{֊ оо) функция 

субгармонична на всей z-плоскости, а d |—«о (r)j > 0. По

этому функция v, (z; ») субгармонична и непрерывна на всей плос
кости z.

Наконец, что касается утверждения леммы относительно непре
рывности и субгармоничности функции U*, (z; С) в замкнутом круге 
|z| <1» то оно непосредственно следует из тождества (1.40') леммы 4.

2J. Из того же тождества (1.40') легко следует равенство (1.48). 
и в силу субгармоничности функции (z; С) — и неравенство (1.49) 
нашей леммы.

В связи с леммой 1.5 отметим следующее: если не предполагать 
положительности функции ш (х) на всей оси, а положить 

то, как легко видеть, функция (z; С) переходит в фактор Бляшке
6 (г; С) = - "Ц՜ оператор — в единичный оператор, и поэтому

1 — z , ,
Функция 4Л, (z;r,) —в log |Ь (z; С)|. Таким образом, утверждения, со
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держащиеся в лемме 1.5, суть далеко идущие аналоги известных 
свойств фактора Бляшке. Другой важный специальный случай фактора 

и функции (г; С) мы получим, положив лишь ш(х) = 0 
1 х Т °о). Для этого случая соответствующие утверждения лем
мы 1.5 были установлены нами в работе [3].

Наконец, отметим еще один важный специальный случай. Пред
положив, что

будем иметь

ш (х) х5 1 бх
о

Поскольку и в данном случае |*> (С) -* 1 (0 к < р) при С -» оо, то фак
торы Д(и") (х; С) асимптотически ведут себя как элементарным факторы 
Вейерштрасса

В заключение этого параграфа приведем еще несколько лемм.

I (г) Л е м м а 1.6. Если ш (х) £ 2«, то для любою С (0<|С| 4֊ ос)
к X (0<т<1)

I + “ 2к
ГШ (х) 1 Г; ֊ -^-А/хС — 1Л (т е1”; С) б? < 0. (1.50)

| V 2^* 1)
I К| О

Доказательство. Так как по лемме 5 функция £/„>(*; суб
гармонична и непрерывна в замкнутом круге |г| 1, то согласно из
вестной теореме (см., напр., [7], стр. 9), интеграл

2*

тп (т) = — I (' е/ф; С) бЬ, 0 -С т 1
2п з

является неубывающей функцией от т.
Но в силу формулы (1.41) леммы 4

I +••
т (0) = и. (0; С)= - С<1х,

откуда и из свойства «(г; С) < 0 (|г| 1) следуют неравенства (1.50)
леммы.
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Замечание. В случае, когда ш (х) принадлежит более широко

му классу 2« 2D 2\>, справедливо неравенство вида

\U... (т С 1)
и

для 0 г0 Г1< 4֊ оо. Оно устанавливается уже посредством ряда 
тонких оценок, на основе интегрального представления (1.41) функции 
[].„ (г; >) из леммы 4. Отметим, что в случае финитной функции <•> (х)=0, 
х>1 и 0 < П 1 соответствующий результат был установлен в лем
ме 2.2 работы автора [3].

(д) Введем важную для дальнейшего функцию
4- пв

2 (х)= j —֊ dl, XС[0, 4՜ ос) (1.51)

и убедимся, что она обладает свойством, аналогичным свойству (1.5) 
функции (х).

В самом деле, для любого s £ [0, •♦֊ =•) по (1.5) имеем

ш (х) xJ +1 1, х > х$ > 0.

Отсюда следует, что при х > х5

dt

и, т. о., 2 (х) х5 —*0 при X -* 4՜ оо.
Введем теперь в рассмотрение функцию

(1-52)

и в предположении, что 0 z| |ч| 4֊ со, также функцию

Докажем следующую лемму.
Лемма 1.7. Для любою (0 |С|

(1.53)

оо) справедливы тождества

Щг; С)

- м

q

(1.54)
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<0 2 (14) +V (г; С) = С

о 'к|< (1.55)

Доказательство. Поскольку

то интегрированием по частям получим тождество (1.54), ввиду того, 
что 2 (х) -*• 0, при х —♦ Т оо.

Хотя это и было отмечено выше, убедимся, что интеграл 6/ (г;
абсолютно сходится при 0 |г| = г < |^| =/? < 4՜

В самом деле, в этих условиях мы имеем
4-

|^(2;С)|< | С

R

и пока что формально можно написать

А֊1 (к) X* 1 </х.

Так как, очевидно
+ ••

л՜1 (к) 1 Ц> (х) X*՜1 с/х < 1/к (к > 1),

R

Д.56)

<•> (х)
R

= 2(/?)-Н1о? (1-г//?)֊1,

и произведенная нами перестановка порядков интегрирования и сум
мирования в наших условиях законна, а интеграл и (2; С) на самом 
деле абсолютно сходящийся.

Покажем,։далее, что в тех же условиях 0<^ |г| — г < 
интеграл

И* (*!<) = [с. (4
К7

также абсолютно сходится.
Действительно, пока что формально мы имеем
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2 (х) х*՜1 дх.
+ -

£ д‘։ (*) У 

А?

Но, как легко видеть,
+ ■» + ••

1с С 2 (х) х*՜1 <1х = ֊ Я* 2 (Я) -4- Г Ш (х) X*-’ с/х, (0<Л < + оо>.

Я Л
(1.57>

Поэтому, н силу (1.56)

I И* (г; С)| < (1-г/Л)-1

и произведенная здесь операция перестановки порядков интегрирова
ния и суммирования также законна, а интеграл И* (г; ') --абсолютно 
сходящийся.

Теперь уже нетрудно установить наше тождество (1.55).
Для этого составим разность

У(г, С)--֊ и* ՝) =

А А՜1 (к)

Далее, пользуясь формулами (1.57), для R = находим

V (х;С)-4 V* (г; С) =

.-= й (|С|) + 2 (|С|) А-’(Л).

т. е. тождество (1.55) леммы, причем, в силу природы сходимости на
и։их интегралов, все произведенные операции законны при условии 
0 < |х| !"| <С 4՜ 00•

Наконец, вспомнив определение (1.24) функции 5« (г; '),: в силу 
тождеств (1.54) и (1.55), лемме 1.3 можно дать и такую формулировку.

Лемма 1.8. Пусть 0 < |г|։<С 1’1 4՜ °°» пР1*чел< = 1՝1 ***• Гог ди
функция Л{7’ (г; С) допускает п/едставление вида
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C)=exp{-Q<7 (z; С)},
где

*<-> (Х; С) = 2 (|С|) S. (г ш) + И, (z; О 4֊ U. (z; ',). (1.58)

(1.59)

(1.60)

§ 2. Дальней не леммы и основные теоремы

2.1. (а) В этом параграфе мы продолжим изложение, сначала же 
■несколько сузив класс 2..

А именно, условимся отнести функцию ш (х) к классу если 
она удовлетворяет тем же условиям 1) и 2) из п. 1.1 (а), но взамен 

I условия 3) обладает свойством:
J 3') Функция ш (х) на полуоси [1, 4“ оо) представима в виде

f ։*>(*) = exp {—р(г)), 1<х<4֊оо, (2.1)
где

X
р (х) = log 1/ш (1)4- j ^-dl, 

t (2.Г)

a a (t) > 1 —некоторая неубывающая 
a (t) f 4՜ 30 при О 4֊ со.

Легко видеть, что если «> (х) £ 2,

на [1, 4՜ °°) функция, причем

то для любого s£(0, 4-со)

о
Таким образом, из свойства 3') вытекает выполнение свойства 3) клас- 

са 2». Иначе говоря, имеет место включение классов 2» с 2« и, 

тем самым, все утверждения из § 1 останутся в силе при ш(х)(;2«.

| Отметим прежде всего, что если 
нами в § 1 функции

то для введенной

‘ <*>(/)

праведлива оценка
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2(хК (2.2>

В самом деле, из представления (2.1) — (2.1) функции ‘»(л՜) следует, 
что при 1 ■< х 4՜ °° |

X

поскольку, согласно определению функции а (/), мы имеем а(/)^։(х) 
при / ?> х.

(6) Докажем теперь лемму.

Лемма 2.1. Пусть w(r)^2. и arg С = <р. Тогда 
мои по (1.52) функции

для введем

справедливо предельное соотношение

lim 2՜1 (|Z|) U (z; ’) = C» (ze_/?; w), |z| 4՜ œ. (2.3)
i:i - -

Доказательство. Обозначая

Ut (г; С) = S֊' (|С|) и Ç) - С. (г е֊“; ш) (2.4)

и положив г= 1г|, = из тождества (1.54) леммы 1.7 получим
оценку

17/ ( г\\^ С г" ( (*) ,\UX (* г------ I С ----- ; <0 —— dx^2 (Æ)J * l X ' х1 
R

< гС~ (г; «>)֊——— I 2 (х) б/х, 7?>1.
/?2 (R) 3 

R 
Но поскольку

Нт RQ(R) = Г1т 1 2 (х) б/х = О, 
/?-* + «о R -* 4 о© ]

R

то согласно формуле Коши существует такое (А*, -Ь°°)> чтс>

—-—fa (х)</х= - ц (;)------
Æ2(Æ) J U>(E)-2(Ç)

R
Поэтому в силу неравенства (2.2)

lim ----------- I
R- r« /?2(Я).)

R

lim ---------- = О,
:• + - a (Ç) — 1

откуда и из (2.4), (2.5) следует соотношение (2.3) леммы, 
(н) Обозначим при 0 < |z|<|C < 4- ОО
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У, (г; 0=2֊'(l'-l) V (г; С)-С. («֊'’; «.),
положив вновь ср = arg С, где функция V (z; ') определена 
ле (1.53).

Тогда положив вновь 0 г = |z| <С|"1 = R <С 4֊ со, из 
^1.55) леммы 1.7 получим оценку

(2.6) 

по форму- 

тождества

г
R(2 (R)

R

dx, (2.7)I у, 01 <

причем, как было показано в той же лемме, интеграл справа сходится 
при нашем условии R > г.

Из оценок (1.22) производных функции С- (г; и»), н частности, 
вытекает неравенство

•С. (*; Ш)1 < (7) {|z| <0 (7 |zl)} 1 , 0<|z| < co,

где At (7) = 7 (7 —I)՜2 .
Отсюда и из (2.7) приходим к оценке

(2.8)

Но оценка эта будет содержательной, если мы установим, 
теграл

Г У (Rx)
J хо» (7гх)

dx

что ин-

(2.9)

сходится хотя бы для достаточно больших значений г > 1.

I В этом можно убедиться для функций класса 2«, подчиненных до
полнительному условию

а (*) > % log, X, х> х0 > е2, (2.10)
где % (0 < а0<^ 4՜ оо՝> — некоторое фиксированное число.

I В самом деле, во-первых, заметим, что в силу неравенства (2.2) 
.мы будем иметь

7 I ‘"(/?И dx, (2.9-)
I а WJ хш(7гх)
к
причем ввиду представления (2.1)—(2.Г) функции и> (х) для х>1 

/?х 
ш (R*) ( f' a (f) ) I к . А* )

—- - — ехр — |  ' dt < exp — а (7 rx) log — •
ш(1гх) ( J t I I 7г I

Ь 7"
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Предположив теперь, что

/?>х֊1 max {7 г, х0}, х0 = (2.11)

мы приходим к неравенству
-- \ -ехР I՜2։°«։(кх)1 = [։°к (i")]՜’ > х >xt.

О> ( ;rx) «’ (*e«x)

Следовательно, в условиях (2.10) и (2.11) будем иметь
1 * 4 "

и> (/?х)
X'» (х0 /?х) «(/?)

(2.12>

откуда, очевидно, вытекает, что

lim J (г, R) = 0 (0 г + 00)• 
R т •

2.2. Докажем теперь важный для дальнейшего аналог леммы 2.1 
об асимптотическом поведении функции V (х; С), когда С —• от».

а) Лемма 2.2. Пусть I» (х)£2«и при не котором х (0<^х<^1) 
функция з (х) удовлетворяет условию

lim sup (2.13)

Тогда если arg » = ?, то справедливо пре дельное соотношение

lim 2“։ (|С|) V (х; r.) = C« (z е~/?; w), |z| < + х>. 
1-| * 4 **

(2.14)

Доказательство. Для любого /? введем в рассмотре-
ние функцию

₽.

Тогда будем иметь

М. /?|

Далее, пользуясь неравенством (2.2), мы имеем для R х /?։
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дновременно, очевидно, что для любого д > О, “ Ф»' (дх)/ш (дх) —
1(<ух)/х. Поэтому мы приходим к оценке

у (г, R-, ^)< 2 (/?) 
о>(7г)а(/?)

или, в силу определения самого интеграла /(г, R-, к оценке

2(«) , кл 2(/?)
I --------------- 1 1 —  :---------- ах-С ----------------  •
|хв/2£-»М ’ Iх) ■»(к)։(Л|

V \Я /’

Устремив здесь /?, —♦ 4՜ °°> для любого /? 1> V & 1 получим мера*
венство

2 (/?) ։
а» (;г) ։(£)

(2.15)

левая часть которого неотрицательна ввиду того, 
неубывающая на полуоси [1, 4֊ со).

что функция а(х)

Но если < з (*х) и

Поэтому из условия (2.13) леммы следует, что существует число 
такое, что при х /?0

, из формул (2.8), (2.9) ввиду (2.15) вытекает, далее, неравен
ство

К (г; С)| < Л(0 
(1-1 *(*))*(/?)՛

, ввиду того, что (/?) при R — 4֊ оо, получим для
любого г — |г| 1
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lim (z;
|:i- +-

(2.16)

Но поскольку (х; С)} для |С|^>|г| суть семейство функций, аналити
ческих в любом круге |г|г (0<^ г <-Р со), то очевидно, что соотно
шение (2.16) справедливо во всей комплексной плоскости х.

Наконец, из тождества (2.6), в силу (2.16), вытекает утвержде
ние (2.14) леммы.

(6) Из доказанной леммы непосредственно вытекает

Следствие 1. Если ш(х)£2«., причем а (х)/х неубывающая 
функция на полуоси [х0, + °о)сз[1, -рос), то соотношение (2.14) 
леммы справедливо.

Действительно, в этом случае для любого х(0<х<^1)

Прежде чем привести второе следствие, напомним одно определение.
Функция р (х)}>0, определенная на некоторой полуоси [х0, -р оо)с 

с[0, -р со), называется уточненным порядком, если

1) lim р (х) = р>0, 
х -* + *

2) lim {х р' (х) log х[ = 0. (217)

Как известно (см., напр., [8], стр. 48), если р (х)—уточняет по
рядок, то имеет место представление

хр = хр L (х), (2.18)

где Л (х) — медленно растущая функция, т. е. функция, для кото
рой при любом *(0<Сх<<-р °°)

lim L ('x)/L (х) — 1. (2.18)

Условимся теперь функцию р (х) отнести к классу если она кроме 
условий (2.17) удовлетворяет также дополнительному условию

3) lim хр" (х) log х| = 0. (2.17')
X 4- **

Следствие 2. Если со (х) = ехр {— а хр <х)}, где р (х) £ /?р, а 

о>0— любое фиксированное число, то и>(х)£—и кроме того 
имеет место соотношение (2.14) леммы.

В самом деле, обозначая.

мы имеем:
хр' (х) = р (х) (р (х) -Р хр' (х) log х), (2.19>

\ХР' (х)]' = р (х) |[р (х) -Р хр' (х) log х]2 -Р

+ [2р (х) -Р р' (*) log х ֊1֊ хр'' (х) log х]|.
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Из условий (2.17)—(2.17') непосредственно вытекает, что хр (х) * 4-со 
при х| 4֊оо. Иначе говоря, если положить хр' (х) = а₽(х), то функция 
р (х) на некоторой полуоси [х0, 4՜ оо) с [1, 4- со) допускает представ
ление вида

df, х . ? х0,

где яр (х) > 1- неубывающая на [х0,

— 4՜ оо. Таким образом, обозначая

4՜ оо) функция, причем lim ։s (х) = 
х- + •

ш (х) = exp I—3x'lxtj, мы будем

иметь <’> (х) £
Наконец, по (2.18) и (2.19) для любого х (0 < х < ֊р со)

Яр (/х) _ ххр' (хх) L (хх)
ip (х) хр' (х) L (х)

р (хх)Ч-хх Р (хх) log XX
р (x)-t-xp' (х) log X

и, согласно (2.18') и (2.19)

Следовательно, для любого 0<х<^1 функция ар (х) удовлетворяет 
условию (2.13) леммы 2.2, и, тем самым, наше утверждение справед
ливо.
■ (в) В заключение приведем другой важный конкретный пример 

функции ш(х)^^-,для которого соотношение (2.13)леммы 2.2 сохра 
няет силу.
Я С этой целью введем в рассмотрение функцию

4- «е

°°)> Н (ОО <

хС[о, (2.20)

где р (0<р 4֊ со) ИЗ (0 з 4֊ ос) произвольные
параметры.

Легко видеть, что функция 1»Р(х)^>0 непрерывна, 
всей полуоси [0, 4֊ со), причем шр (0) — 1. Так как

убывает на

1—«>. (х)= л, х>о,I гнЗ
■ 0
ТО 1 —(х) О(х^) при х-0, и поэтому

1

о
Далее, для любого s (; (0, 4՜ 00)
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Х1Ч> >$ - 1Р °'1 |
Пн)\ 

о

г (р 4֊ и/'е) 
о^Г(р)

(о’/р гу

Пн + */р)
где

= Г (н) £Р (*»" г; р), (2.21)

р) = У------ --------Л Пн4-*Л>)

целая функция типа Миттаг-Леффлера порядка р и типа 1 для лю 
бого значения параметра р^>0.

Лемма 2.3. Функцию <°Р (х) можно представить в виде

и)р (х) = ехр {— з хр (х)}, 0-Сх<С 4- 30 >

(х) = —-— Г е 1 Р ' с/Л 
' Г (Н)3

адг₽

Поэтому при р=1 мы имеем (х) = е~эх\ и, тем самым, р (х) = р.
Таким образом, нам следует доказать лемму лишь в случае, ког 

да р 5*= 1. Из (2.20 ) интегрированием по частям получим тождество

(2.22)

Из определения (2.20) функции шр(х) имеем

шр (*)= шр (*)>
Г (р)

где

шр (х)= - ---- - е ~г Г1՜2г (р) 3
в.гР 

и поэтому

1% (х)1 < ------  ШР (х), 0 < X < -I- оо.
ахр

Отсюда непосредственно следуют асимптотические формулы

(2.23)

(2.23')

(2.

(2.25
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Далее, из (2.23 ) применением двукратного интегрирования по частям
приходим к следующему более общему чем (2.23) тождеству

др.—1
wc(x) =------- e-“’’ х»'-’’+ 1) о-’ x-f+

Г (р)

I + (Р- 1)(Н-2) х֊2' + (х)), (2.26)

где 
Г 4 ж
11 ** Г ц) г С
г ш, (х) =------ --- о1՜՛* е“р х’-՛*' 1 е՜' Г՜4 Л,

Г(и-З) 3
Н вДГ₽
При этом в силу (2.25) легко видеть, что при х -* 4֊ ос

I шр (х) = О(х-8₽). (2.26՛)

Поэтому из (2.26) и (2.26 ) следует также, что при х —* 4- <х

| ш֊։ (х)=С-^- евх₽ (1— (и— 1) а֊| х-₽ 4-

| +(|1—1) а-’х-^Ч-о (х-3")|. (2.27)

Теперь заметим, что согласно определению (2.22) функции у (х)

Р (х) = log (з 1 log Шр 1 (х)} (log х) 1 ,

а в силу (2.27) при х —• 4՜ °°

с՜1 log ш՜ 1 (х) = з՜’ log (з1՜»1 Г (p)J -J- х° — р (н — 1) з՜1 log х 4՜

4֊ о՜1 log {1 — (թ — 1) з՜1 х~₽ 4՜ О (х՜*’')}.
Отсюда следует, что справедлива следующая асимптотическая фор-
мула:

Р (х) =- Р 4֊ р (1 - и) 3՜։ х₽ 4֊ О (2.28)

Далее, так как по (2.22)

■ хр <*> = а՜ ’ log «Հ 1 (х),

то дифференцированием по х отсюда получим

■ Д-Р (O-I [р (Х) + хр' (х) log Д-) — — 0- (2.291

Но из (2.20') имеем

С»)
р З*1 

гТЙ) (2.30)

Поэтому, и в силу (2.27) мы приходим к асимптотической формуле
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р (х) -Ь х р' (х) 1о£ х — р хр р (л) {1 4- О (х ? )}, х-» 4՜

Но из (2.28) вытекает, что

Кт
Х-* 4֊ -

ХР-Р (Х) = 1 , (2.31)

и поэтому

Вт {х р' (х) 1о£ х} = 0.
X - + •*

(2.32)

Таким образом, р (х) является уточненным порядком и для за 
вершения доказательства леммы нам остается показать, что она удов
летворяет также условию (2.17').

С этой целью запишем тождество (2.29) в виде

р (х) 4- х р (х) 1о£ х = — з х’-р (х)

и затем, дифференцируя по х, получим

2 / (х) + р' (х) 1ог х 4- х р" (х) 1ог X =

Но по (2.25) и (2.30), при х —* 4՜ 00

(х)-------Р (р — 1) х'-Нх)-։^ О(х~։ )

по (2.31), и
£/2 (х) ~ - р х’֊₽ (') Р' (х) ~ о (-^֊ \

\logx/
по (2.32).

Переходя к выяснению поведения функции 1У3 (х) при х —* 4՜ 00’ 
заметим, что из (2.30) имеем

3^ + 1
(х) =  -----  е~а'* Х'ЛР-^Р-2 {1—(н—1/р) °՜1 х~Р },

Г (и)

а из (2.30) и (2.27) следует, что при х — 4՜ 00

IЧ (х)|2 _ з1*4՜1 ра 
ш, (х) ~ Г (р)

е-»хР х|1р + р-2 д-1 х-р _|_

4֊ з֊2 х-2р 4֊ О(х֊3р)).

Из приведенных соотношений следует, что при х — 4՜ °°

е-« х^р+р՜2 |(1 — р՜1 ) 3՜

4՜ (I1 — 1) з՜2 х 2р 4՜ О (х-2?)},



Об одном бесконечном произведении 205

I откуда, пользуясь формулой (2.25), получим

I =(зр)։ х’-’<'> ) <։֊> 4- (р—1)в-։ х-А + О(х-’О) X-1 .

Отсюда по (2.31) заключаем, что при х — 4֊ о®
| V, (х) ~ О (х֊> ).

(Возвращаясь, наконец, к тождеству (2.33) и учитывая как пове
дение функций иI (х)(у =•!, 2, 3) при х— 4՜ ос, так и то, что функция

■ р (х) — уточненный порядок, заключаем, что также lim 1х?" (г)ХX -♦ * *
log х) = 0.

Итак, р (х) £ и лемма полностью доказана.
Из следствия 2 леммы 2.2 и из доказанной леммы 2.3 вытекает
Следствие. Для любою р (0<Ср<С+ °°)» ° (0<3<С4~ °°) u Р (0<^ 

р֊<^4՜ оо) будем иметь <ор (х) £ 2М, и если arg то

lim 2 1 (|s|) Ир (z; С) = Fp (ze~i?; Q, [z|< 4՜ (2.34)
p

Ир (z; Q = j Ep p- dx, 2p (x) — dt. 

I q ■։

(2.34)

2.2(a). Согласно лемме 3 и введенным нами обозначениям (1.52)
и (1.53) функция

при 0 «С |z| <С Г1 <С 4՜ 00 допускает представление
4?> (z; С) = ехр {-2- (z; С)},

где
2. (z; С) = U(z; С) 4֊ И (z; С).

Г1оэтому, пользуясь леммами 2.1, 2.2, следствиями 1 и 2 из послед
ней, или леммой 2.3, приходим к следующей теореме.

I Теорема 1. Пусть функция (0(х) из класса причем вы
полняется одно из следующих условий:
I а) при некотором *(0<^*<С^)
I г л 3 (**> 1
I iim sup -------  < 1,
I х-՝ т - а (х)

б) а (х)/х не убывает на некоторой полуоси |х0, -f-oo)c:jl, 4-°°), 
в) функция и) (х) представима в виде ш (х) = ехр з х?(х’}

(О <^ □ <^ 4֊ ао)։ где р(х)^^₽, или, в частности, в виде
■S6—3
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- /■
u) (х) = Wp(x) = —----- | е-вГ₽ f1₽_| th,

Hl1) J

где р, о и р —произвольные положительные параметры.
Тогда при arg ч — ср (0 < ^ 2՜) имеет место предельное соот

ношение
lim а֊' (|’.|) log 4£-> (z; С) =

К|- + *

= 2 С- (z е **;«>) — 1 = S« (ze~'?; и>), |г| < 4՜ 00 • (2.35)

(6) Приведем, наконец, основную теорему данной работы о по
строении универсальной целой функции с нулями на данной произ
вольной последовательности точек на комплексной плоскости.

Теорема 2. Пусть функция ш (х) из класса удовлетво
ряет одному из условий теоремы 1. Пусть, далее, (0 <С 1^*1 <

I **+1| 4՜ °°) — произвольная последовательность комплексных
чисел, подчиненная условию

* er

dx <Z (2.36)

Тогда бесконечное произведение

где

(2-37)

Г'”) (г;<и F

равномерно и абсолютно сходится на каждом 
сти г, представляя целую функцию я«> (г; г*), 
нуль лишь в точках последовательности {г*}“.

Доказательство. Заметим прежде всего,

(2.38

компакте плоек 
обращающуюся

что

А'.-' (0; С) =

h •

C)i»-o
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Поэтому

Հա, (0; г к) = Ո А(0; гк) « ехр
4—1

лишь при условии (2.36).
I Таким образом, условие (2.36) необходимо для того, чтобы бес
конечное произведение к» (г; г*) сходилось в точках плоскости г, от
личных от точек последовательности {г*}.".
I Согласно предельному соотношению (2.35) теоремы 1

հա {I— А,., {г; |С| е/₽)' Ջ ։ (|'|) = (е г; <»), 
|Ա-* 4 «•

притом равномерно относительно т £ 10, 2՜] и |г| R, где (0, )
любое.

9 Отсюда следует, что для любого 0 существует целое число 
такое что

I ՛ 4 ~
I |1 - л<„-» (г; г„)1 < 25- (/?; «) С Лг, |։| ; /?,

I к41

как только к N (R).
I Поскольку всегда
I ц_|Л(Г)(х; С)| I < ц(г, 01,

то отсюда следует, что при условии (2.36) ряд

I 2 |1 - |Л‘.-> (х; «)| I
■ 4-1
1сходится, притом равномерно в каждом круге |г| R.
I В силу известного признака сходимости бесконечных произведе
ний, утверждение теоремы доказано.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 31.111.1978

1Г. 1Г. ՋէՓԱՇՅԱՆ. 1Г|| անվԼրյ ։սրտսւր|րյա||ւ մասին (ամփոփում)

I Հեղինակի աշխատանքներում կառուցվել Լր մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆ ա կ տ ո ր ի գա ց ի ա յի
տեսությունր միավոր շրջանում 2է Յք և մասնակիորեն ամրՈղջ ւարթութշան մեջ։ [4]
■ Նշված աշխատանքների հիմքում րնկած գաղափարների և մեթողների հետագա ղարգա ց-

ման միջոցով ներկա Հողվածում բերվում ( մի ունիվերսալ անվերջ արտաղրյալի կաոուցոէմր 
Ա(Ո արտաղրյա/ներր կարող են հիմք ծաոայել ողջ հարթության մեջ կամայական ահ ունեցող 
ասրողջ կամ մերոմորֆ ֆունկցիաների ֆա կտ ո րիղա ցիա յի լիակատար տեսության կա ոուցմ ան 
'•ա մ ար է
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M. M. JRBASHIAN. On a certain infinite product (summary)

In the series of the author’s earlier investigation« (1, 2, 3) the factorization 
theory for functions meromorphic in the disk or in the whole plane was developed.

The present article carries out the construction of an universal infinite pro
duct. The construction developos further the ideas and methods, which were the ba
sis of the mentioned above investigations.

The obtained products can serve for a basis in the construction of a complete 
factorization theory for functions entire or meromorphic in the whole plane, having 

arbitrary growth.
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Р. А. АЛЕКСАНДРИИ. Р. 3. МКРТЧЯН

КРИТЕРИЙ ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА 

С БЕСКОНЕЧНОКРАТНЫМ СПЕКТРОМ

Пусть А самосопряженный оператор с областью определения 
Е>л, действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве /У, Е, — 
отвечающее ему спектральное семейство проекционных операторов, а 
Кг — его резольвента.

В работе |11, изучая вопрос о полноте системы собственных 
элементов оператора А в предположении однократности его спектра, 
мы доказали необходимое и достаточное условие полноты, формули
руемое исключительно в терминах резольвенты и заданной сово
купности Л = р.д) его собственных значений.

В настоящей работе мы доказываем необходимое и достаточное 
условие полноты системы собственных элементов Ф= А^к =
= А* <рл, без каких-либо предположений относительно кратности
спектра рассматриваемого оператора А.

Отметим, что указываемое нами условие аналогично классичес
кому равенству Парсеваля для полных ортонормированных систем. 
Кроме того это условие (как и условие содержащееся в |1|) форму
лируется лишь в терминах и совокупности А, поэтому при провер
ке его выполнимости для конкретного оператора А нет необходимости 
находить саму систему Ф, полнота которой исследуется.

Приводимое здесь условие в случае операторов с однократным
пектром содержалось в числе результатов, доложенных нами в янва
ре 1976 года на Всесоюзной конференции по дифференциальным урав- 
ениям, посвященной 75-летию И. Г. Петровского.

1°. В этом пункте мы устанавливаем справедливость неравенст- 
а, которое можно рассматривать как аналог известного неравенства
есселя для ортонормированных систем.

Ниже нам понадобится следующее вспомогательное предложение.
Лемма 1. Пусть в точке Хо неубывающая функция р (О имеет

качок ձ0 = р (/0 4֊ 0) о (л0 — 0) > 0, тогда для каждон функции
Ч'КД, (R1) имеет место предельное соотношение

հու V 
1 -* 0

Е(/) <1? (/)
(1>= Г (МДо-
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4 Рассмотрим функцию р (Н = р (/) — до'8л0 (0 (здесь 0Хв мера 
Хевисайда, сосредоточенная в точке / — которая очевидно является 
неубывающей и непрерывной в точке ?1), поэтому в силу леммы 5 из 
[1| будем иметь

1։т 
х 0

следовательно

г г«)11 гп • ։ --------------- -
R՛

7 = °՛
R1

2 |Г„ (0|’<Ф>» (0= 2
(гп) 

R

= До Нт т 
х-»0

Г(г)<Л. О) о-
R1

2
в

Теорема 1. (аналог неравенства Бесселя). Пусть А — произ
вольный самосопряженный оператор в сепарабельном гильбертовом 
пространстве Н, а Л = {Хя|—некоторая совокупность его собст
венных значении, тогда для любого элемента / из Н имеет место 
неравенство

2 Нт 1’/р < |/|2. (2)
х-*0

◄ Представим пространство Н в виде нижеследующей ортого
нальной суммы инвариантных относительно А подпространств

причем так, чтобы все сужения А{нт имели простой спектр, и пусть 
Ут'- Нт -♦ Ь?т (R1) -изометрическое отображение, существующее по 
основной спектральной теореме, тогда легко понять, что для любого 

будем иметь
/г = 2 = 2 [ . (3)1

(т) (т) (Г — ? '
R

где положено

(т)
Бт (0 Ут/т*

Поэтому ясно, что

11т = >։<п 2 [֊; и)|\г
R

но поскольку нижеследующий не зависящий от х числовой ряд
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очевидно является мажорантным для ряда (4), то переходя к пределу 
под знаком суммы и пользуясь доказанной выше леммой 1, без труда 
получим

1։т /Р = з 1Г„ (>0|։ л* . (6)
”0 <«>

где обозначено Д* ?т = рт (X* 4- 0) — р,Л (>* — 0).
Наконец, пользуясь доказанным соотношением (6) и меняя поря

док суммирования (все слагаемые неотрицательны), будем иметь

3 3 |гя(>»)|։д
-Аел (т)ч+и /II2 = к ртЛ) 1։т т2 0А*

чем и завершается доказательство теоремы. ►
2°. В этом пункте мы доказываем необходимое и достаточное 

условие полноты системы Ф при дополнительном предположении одно
кратности спектра оператора А.

Теорема 2. (критерий точечности спектра). Пусть спектр 
самосопряженною в Н оператора А однократный, тогда система 
ф— |<рА| его собственных элементов, отвечаюгиих собственным зна
чениям X*, принадлежаьуим некоторому их набору Л=|Х>), полна 
в Н тогда и только тогда, когда для любого элемента

Вт (7)

◄ Необходимость. Пусть система Ф полна в Н, т. е. замы- 
ание линейной оболочки, натянутой на элементы из Ф, совпадает с //• 

Рассмотрим выражение |/?хА нт /Ц2, которое, в силу однократно- 
ти спектра оператора А, может быть представлено в виде

Ь֊М2 +х2 (3')

де Г (() = ру, а V: Н —* £2—изометрический оператор, существую
щий по основной спектральной теореме.

Поскольку по предположению Д* р == р (X*-р 0) - р (>* 0), то при-
имая во внимание (3') и лемму 1, будем иметь

Нт Ц/^-н./||2 = |Г(Х>)|«.Д*р. (8)т - О
С другой стороны, по предположению, система Ф полна во всем 

> следовательно вся спектральная мера р сосредоточена на множестве 
, т. е. р (Л) = р (R), поэтому

(* Н011 (0 = 2 1^(М|аД*р. (9>
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Сопоставляя теперь (8) с (9) и суммируя по всем Л*£А> буде 
иметь

X 1>т ։‘|ЛЧ+(,Л։= 2 |Г(>.։)|։ А* р =
К*€Л х*° чел

рпо1‘ </? (о=։/«*

R

для любого /£ Н, т. е. необходимость доказана.
Достаточность. Пусть теперь для каждого (Н имеет ме

сто равенство (7), тогда прежде всего ясно, что Л содержит все без 
исключения собственные значения оператора А. В самом деле, допу
стим, вопреки утверждению, что нашлось собственное значение Хо опе
ратора А, не принадлежащее Л, тогда для собственного элемента 
?0, отвечающего этому имели бы Д?о = М'о и А?о!1^>0, следовательно

ИМ?о) = >оИ7о
или, положив /*в(0 Ир0, имели бы (/ — >‘о) ^0 (0 = О почти всюду по 
мере р. С другой стороны, в каждой из точек >֊*=/= сосредоточена 
положитнльная р-мера, поэтому из последнего соотношения непосред
ственно заключаем, что /“0 Р՝*) = 0 при всех К* Л. Теперь уже, запж 
сав левую часть соотношения (7) для элемента и воспользован
шись леммой 1, получим: 

£ А X О
+ ?0՛՜ = |Г0 (к*)Р Д* р = О,

которое очевидно противоречит соотношению (7), ибо (Р-Ро^до
полученное противоречие доказывает, что А—совокупность числ 

всех без исключения собственных значений оператора А.
Предположим теперь, вопреки утверждению, что непрерывна 

составляющая рс (/) спектральной меры р (/) отлична от нуля, приче։ 
рс (R) = о > 0.

Поскольку рг (/) — непрерывная функция на R, то положительны! 
числа е* очевидно можно выбрать так, чтобы для интервалов а*= (>-*— 

+Е*) имели место неравенства

Рс (□,)< 3/2*4

откуда легко следует, что р^-мера множества - — К*\ и о* больи 
к-1

5/2. Построим теперь функцию Л* (/) на R1, положив ее равной нул 
на теоретико-множественном объединении интервалов т. е. на мт

жестве д з* — и равной единице на множестве 
к-1

Вычислим теперь правую часть соотношения (7) для элемент 
/ = И՜1 Л* (/), тогда, принимая во внимание построение функци 
Л* (/), будем иметь
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R

|Г* (/)!’ * (/) = I |/г* (01’ (։)>
R

> I </рс (0 = Ре (Е) > 5/2.
I

С другой стороны, принимая во внимание (8), непосредственно 
заключаем, что левая часть соотношения (7) равна нулю. Таким обра
зом, предположение наличия непрерывной составляющей спектральной 
меры тоже приводит к нарушению соотношения (7) для некоторого 
элемента /*£ Н.

Итак, вся спектральная мера р сосредоточена на множестве Л, 
т. е. система Ф действительно полна в Н.

3°. В этом пункте мы допускаем, чтобы спектр оператора А 
имел произвольную кратность и опираясь на полученные выше ре
зультаты устанавливаем необходимое н достаточное условие полноты 
системы Ф в этом общем случае.

Теорема 3. (основная теорема о полноте). Система Ф соб
ственных элементов произвольною самосопря женного оператора А, 
отвечающих собственным значениям с*, принадлежащим некоторо
му их набору Л — {/ .}, полна в Н тогда и только тогда, когда для 
каждого / Н

2 Пт ^|Лч+ь/Г = (/|։. (7)
х -♦ 0

Ч Необходимость. Пусть система Ф полна в Н, и пусть 
Фл — та ее часть, которая содержится в инвариантном относительно 

подпространстве 7/п, тогда ясно, что Фп будет полной в Нт. Тог- 
1да поскольку спектр сужения А{т) ~ А\нт однократный, то применяя 
ггеорему 2 к оператору А1т), будем иметь

2 Пт кС /«Г = (/Д’, (7՜)
I V* 0
где резольвента оператора А<т}, а Лт — та часть набора Л,
готорая состоит из собственных значений оператора А<т'.
I Пусть теперь /—произвольный элемент из Н и / = 2/«. где
I |

тогда поскольку числовой ряд (5) является мажорантным для 
Ряда V х2 , /р, то будем иметь
I

2 Нт х’||/гх.+„л։= 2 Кт т1 2 /д’=

I =22 Кт г‘ /Д= =22 Кт г’
I ("») Т-0 (*>) Л <-»0

I Лд€Л ■»-*0 х#€л ■'-’0 (т)
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Далее, поскольку, по самому определению множества Лш, каждое 
из Х*^Л\Ая։ очевидно не может быть точкой разрыва спектральной 
меры р/п оператора А(т), то по лемме 5 из [1] легко заключаем, что

2 1>т тЧ/?ь+М|2 =2 2
(т)

или, принимая во внимание (7'), получаем

2j lim -:s|^+/xÆ=
Ад(;А * -»О if42 = W.

чем и завершается доказательство необходимости.
Достаточность. Пусть соотношение (7) выполнено для всех 
и в частности для всех {т^Нт, тогда, поскольку очевидно

ПО / 112__ |О,т՝ Г И2__ С (/)| </р/п (0
|А>*+/т/т|| — |]КАж+/г/т| — I —----- —— — ’

.) 0 — >*У 4֊ V R
то записав соотношение (7) для / =в силу леммы 5 из [1], легко 
заключаем, что все слагаемые левой части, соответствующие собствен
ным значениям ^~՜ Хт, обратятся в нуль, и поэтому это соотношение 
примет вид

Теперь уже, в силу теоремы 2, заключаем, что часть Ф, содер
жащая все собственные элементы, отвечающие тем X*, которые при-] 
надлежат Лт, полны в Нгн, откуда с очевидностью следует полнота 
всей системы Ф во всем Н.
Институт математики I
АН Армянской ССР Поступила 6.1.197М
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K. A. ALEXANDRIAN, R. S. MCR FCH1AN, A completeness critérium for a 
system of eigenelements of a sei fad joined operator with spectrum 

possesing infinite multiplicities (summary)

f or operators of the type mentioned In the heading a sufficient and nocessarj 
condition for completeness of the system of eigenelements is proposed which remind! 
the classical Parseval equation for complete orthonormal systems.

JI И T E P A T У P A

А. А лексан дрян, P. 3. Мкртчян. Об одном критерии полноты системы со^И

ственных элементов произвольного самосопряженного оператора с однократны 
спектром, Изв. АН Арм.ССР, сер. „Математика0, X, № 6, 1975.
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ОБ ОПЕРАТОРАХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЛЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ

В теории дифференциальных операторов второго порядка рас
сматриваются три типа операторов преобразования (см. [4]).

1) Пусть у (х, X)— решение уравнения

у ~~ у \х)у : А2 I/ = 0, (0.1)

с д (х) £ А։ (0» /)> удовлетворяющее начальным условиям у (0, X) = 1, 
у' (0, X) = А. Тогда существует абсолютно непрерывнаяфункция 
К (х, /) такая, что при всех значениях параметра X справедлива фор
мула

у (х, X) = СО5 Хх 4՜ К (х, /) СО5 X/ Ժ/, 0<х</. (0.2)

Оператор / 4՜ К, определяемый правой частью формулы (0.2),
вается оператором преобразования. Этот оператор преобразует

назы-
реше-

и

X) = соз Хх уравнения

ф" 4 X2 ф = 0

с

(0.3)

начальными условиями ? (0, X) = <?' (0, X) = 0 в решение у (х, X)
уравнения (0.1).

2) Пусть փ(х, X) — произвольное решение уравнения (0.3), а
(х, X) — решение уравнения (0.1), удовлетворяющее начальным усло

виям и (0, X) = փ (0, X), սք (0, X) = Հ (0, X) 4- հ Փ (0, X). Тогда суще-
твует функция М (х, է), не зависящая от ф (х, X), такая, что

и (х, X) = փ (х, X) + I М (х, է) ф (է X) Ժ/, (0.4>
V -X

-ели в уравнении (0,1) у (х)£/։ (— I, I), то формулы (0.2) и (0.4) 
:праведливы при —- / х'С/. В отличие от /-Т X, оператор 1 4 М 
։реобразует всякое решение уравнения (0.3) в решение уравнения 
0.1). Формулы (0.2) и (0.4) получены А. Я. Повзнером [1].

Впредь функцию / (х, /)> непрерывную по совокупности аргументов и аб- 
олютно непрерывную по каждому аргументу, вкратце будем называть абсолютно 
'прерывной.
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3) Пусть в уравнении (0.1) функция д (х) определена на полуоси
и хд (х)^Л1(0, оо). Тогда уравнение (0.1) имеет решение

г (х, X), удовлетворяющее условию

Пт V (х, X) е_/Кх — 1, 
дг -*  *»

1т X > 0,

кроме того, существует функция Л (х, /) такая, что
во

V (х, X) =еах 4՜ ( Ь (х, /) еш <//, 1па X > 0, 0 < х то. (0.5)

Правая часть формулы (0.5) определяет введенный Б. Я. Левиным [3]
оператор преобразования / 4՜ А, сохраняющий асимптотику решений.

Операторы преобразования для дифференциальных уравнений
порядка п^>2 изучались в работах [5]—[15]. В этом случае операто
ры преобразования имеют более сложную структуру, чем для уравне
ний второго порядка, и только в случае уравнений с аналитическими
коэффициентами (см. [8]—[10]) операторы преобразования имеют такой
же вид, что и для уравнений второго порядка. Приведем 
полученный Л. А. Сахновичем [8]. Пусть у (х, X)— решение

результат
уравнения

У(п} 4՜ Рп -2 (х) У՝п~г> 4- • • • 4՜ Ра (х) у = Xя у, 0 < X < ОО, (0.6|

у(0, X) = 1, ^’>(0, X) = 0, 7= 1, 2,

с целыми аналитическими коэффициентами рк (х) (к = 0, !,■•• п — 2)
■> п

а ® (х, — решение уравнения
?(0, Х)=1, ?(’)(0, X) = 0(7= 1,2,.

с начальными условиями
п — 1), тогда существует анали

тическая функция К(х, /) такая, что имеет место формула

у (х, X) = ф (х, X) 4֊ К (х, 0 ® (^, X) 0 < х < оо.
V О

(0.7)

В настоящей работе приводится простой вывод формулы (0.7) и

одновременно эта формула обобщается на случай операторных 
нений. Доказывается, что для справедливости формулы (0.7) 
О х < I достаточно требовать принадлежность коэффициентов

урав-
При

урав
нения (0.6) классу Нх аналитических функций в четырехугольнике А)’с
вершинами

0, /, I 1— ехр 1 ехр

При / = ос область А)я превращается в сектор

содержится я книге И. И 

круговых областей, а

Определение класса Нл аналитических функции 
Привалова |16]. В |16| обозначение Нх применяется д\я 

произвольных областей применяется обозначение Е*.
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в этом случае требуется принадлежность коэффициентов классу 
/^(Р՞) при каждом а (0 < а < оо). Эти условия, наложенные на коэф
фициенты, в некотором смысле согласуются с условиями в случае 
уравнений второго порядка, поскольку замкнутая область Т)? при п = 2 
превращается в отрезок [0, /]. Аналогичные обобщения допускают и 
формулы (0.4) и (0.5), которым автор надеется посвятить отдельную 
статью. В работе используются следующие свойства функций класса 

(см. [16], [17]). Пусть { (г)£ Нг (£>"), тогда
а) Почти всюду на границе С области £);п существуют гранич

ные значения функции / (г), которые на С определяют суммируемую 
функцию. Если / (г) £ Нх (£)[),  то функция / (г) непрерывна вплоть до 
контура С и абсолютно непрерывна на С.

*

6) Если К — произвольный прямолинейный отрезок, лежащий в 
Й1, то

811 р (0.8)

в) Если Г—произвольный треугольный контур, лежащий в Р/, то

У / (г) = 0. 

г
(0.9)

1 1. Для формулировки результатов введем несколько обозна
чений. Обозначим через Оа замкнутую четырехугольную область на 
комплексной плоскости г с вершинами 0, а, а (1 —ш1)՜' , а (1— 
где

. 2ж
Г Л 1 1 (1.1)шз~ е , 5 = 0, 1, • • •, п — 1.

Обозначим И= {(;, г); область V в трехмерном
пространстве (с горизонтальной комплексной плоскостью г и верти
кальной вещественной осью ;) представляет собой пирамиду с верши
ной (/, 0) и с основанием Р/. Обозначим через Ф (х, ).) решение сле
дующего операторного уравнения относительно матрицы-функции Ф (х)

ф(՞) — ф = 0, (1.2)

Ф (0, X) = /, 4><'> (0, >.) = О, » = 1, 2,-п - 1, 

где /—единичная матрица. Заметим, что

где

ф (х, X) = ? (х, л) /,

? (*. >՝) е ' .

(1.3)

(14)
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Отметим следующие свойства функции ф (х, X):

-- «(«-։-*) (х, X) = — ( (х — и)4 ф (и, X) ди, к = 0, 1, • • •, л—2, (1.5)

* Эти условия нужно понимать как условия на элементы матриц (г) и 

Г (х). Рассматриваемые в работе матрицы являются квадратными и имеют конечны«՛ 
причем одинаковый порядок.

>" и
о

1 Л՜’
ф (х, X) 7 (/, X) — —<? (х + 6 X), (1.6)

5=0
ф (^ X, X) = ф (х, X), 5 = 0, 1,-• п — 1. (1.7)

Обозначим через У (х, X) решение следующего операторного уравне
ния относительно матрицы-функции У (х)

У‘я> + Л-2 (х) Г<я֊2> + ---Н֊Ро(х) У-Х- У=Г(х), 0<х</, (1.8)

УИ(0) = А, 1,..-, л-1. (1.9)

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Если в уравнении (1.8) Р{£} (г) £ Нх ) (к = 0, 1, • • •

• • •, л — 2) и Л(х)£А։(0, /)*,  то существует единственная матри
ца-функция К (х, /) (0</ < х Г),֊имеющая по обеим переменным 
абсолютно непрерывные частные производные порядка л —2 и та
кая, что имеет место формула

У(х, Х) = Л0Ф(х,Х)֊^К(х, I) Ф(6 Х)^, 
и

0<х</. (1.10)

При этом К (х, 0 *=  Ко (х — /, /), где матрица-функция Ко (:, г) оп
ределена в пирамиде V и все частные производные которой поряд
ка п — 1 при фиксированном ; принадлежат классу Нг (£>/_£).

Доказательство. Непосредственной проверкой можно убе
диться, что У (х, X) удовлетворяет следующему интегральному урав
нению:

У(х, Х) = ф (х, X) Ао 4- у ф (I, X) В(хЧ)Л + 

О

и

>.) <?*  (О г (6 >)л, (1.П)

где
л—3

В(х)= А, + 2
к—о

-4*+г
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4------------- I (х— и)п 2 Е (и) с1и, (1-12)
(л —2)! 3 

О

<Ь(х) = у (֊1)‘-+1с,‘г;_./V--;’. <*>•  *=о.  плз»
V-О

Действительно, если уравнение (1.11) л раз продифференцировать, 
предварительно заменив 

ЛЭ лэ
I ® (/, л) В (х—0 <7/ — I ф (х — X) В (0

О 6
то с учетом формул «(я) (х, X) = Xя т (х, X) и

«-о
получим уравнение (1.8). Аналогично проверяются и условия (1.9). 

С учетом условий теоремы из (1.13) следует, что

<21л֊2֊*»  ММт к. = 0, !,•••, л — 2. (1.14)

Применяя метод последовательных приближений к уравнению (1.11), 
получим

Г(х, л)=2 /?;(х. X), (1.15)
>-о

где функции R) (х, )) определяются из рекуррентных соотношений

Яо (*»  0^ ?х) Л + У <Р (*»  Х) В (*  —<#• 
о

(1.16)

л 2 Х

/?ж (х, X) - —у I т<«֊։-‘> (х —/, X) (2*(0  /г, (I, X) <//, ;=0. 1, 2,-• •• 
Xя I

(1.17)

Покажем, что матрицы-функции R, (х, X) можно представить в виде

R, (х, X) = ф (/, X) К, (х — /, /) (//, у — 1, 2,- • (1.18)
и

С учетом формул (1.5), (1.16), (1.17) матрицу Rl(xf '^) напишем в 
виде

(*.  х) = Т’и» Х) Х)» <1Л9>
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Г(х, Х) =

<2*  (/) Т (6 X) (х — и)*  ср (и—/, >) ։П,
I

(1.20)

(х—и)к ? (и—Л X) <Р (V, X) В (/—V) (К'дидЕ

Г о
(1.21)

Если в (1.20) поменять порядок интегрирования, то получим
и

I, X) о*  (о (Иди. (1.22)
к О о о

В силу (1.6) формула (1.22) принимает вид

к\ п
| Ф (/, X) (х — ()к | (2*  (к) (К 4֊ 

о о

(1.23)

Однако
и

л —1 и

о и

и

<7/ =
1—0)

<//. (1.24)

Согласно (1.14) и (0.9) имеем
ои

1՝ » (6 >֊) <2«. и — (
1—О)д

<7/ = <р (7, X) (}к

и> ги

(1.25)

Кроме того, 
о

в силу (1.7)
и

(6 >■)
и --  О) 5 {

1 — о)$
(1.26)

шхи

и

О

—

С учетом формул (1.24), (1.25) и (1.26) имеем
X и
( (х —о)4 । ф (и — / + 7, X) <2*  (/) (И с!и=

с 0
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д1ди —

о
? и.М (х—I—и)к ди сП.

формула (1.23) принимает вид

/>

Г(х,Х)^ (1 Х) щх_( (1.27)

О

ди. (1.28)

Если в последних двух интегралах, стоящих в 
сделать замены переменных г Ь и (1 — и>5)-1

правой части (1.28)
= ՝’ " и ; и

учесть формулы

Л=0, !,•••» п-2,

то в силу (1.14) и (0.9) получим

(1.29)

Н *) =

Сделав в (1.21) замену переменных иг = и, 1х = и~1, г»г — и —I + г, и 
опустив индексы у новых переменных, получим

Повторяя рассуждения, 
приведем к виду 
536-4

и V

{ У? (/, М ■? (V-/, >) О» («-') в (и-»)

® " (1.30)
сделанные при выводе (1.27), формулу (1.30)
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<?(Л л) Н (х — /, О <Н, (1.31)

л-2 . л-1 С Г /Ё__  и \*
— V —V (1 —ш5)4 I » (---------И г— С) О» (и-ЬС) В(и) сГ. ди.

,.о* !л"| 3 Л \1—/

(1.32)

С учетом (1.19), (1.27) и (1.31) приходим к формуле

/г, (т,).)= ь(/, ։.)/(, (х-(, ()«, (1.зз)

0 I
где

К, (;, г) = Н (Е, г) А„ + Н (Е. г). (1.34)

В силу (1.14) из формул (1.29), (1.32), (1.34) следует, что матрица- 
функция Кх (:, г) определена в пирамиде V и все частные произвол 
ные порядка п — 1 при фиксированном ; принадлежат классу. 
НХ{Э1- ). Возможность представления матриц-функций (х, X) (у = 1. 
2,---) в виде (1.18) докажем методом математической индукции. При 
у = 1 такое представление уже получено. Предположим, что при не
котором у формула (1.18) верна, причем соответствующая матрица 
функция К) (5, г) обладает всеми свойствами, высказанными выше от 
носительно Кх (с, г). Тогда, согласно (1.17) и (1.5) имеем

л~2 х х I
/?/+! (х, 4 = У -77 Г О*  (') 1 (х — и)*  ® (и — (, X) X

л-о ь) и I՝ и / I
1 I

X ] (и, — V, и)дидид1. (1.35’1

и I

Повторяя относительно (1.35) рассуждения, сделанные при выводи
(1.33), получим формулу (1.18) для В/+\ (х, X), при этом I

к £-«_ I

Л7ут<(Е. г)= V 4֊ V (1-ш։)*1  I ( (Ъ (и+<.)К,(и,С)
Го^!л։-1 3 3 ՝։-•■ ' I
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О* (и-ЬС) К] (и, ч) (ГЛи.

<1.36>

Из (1.36) следует, что К^\ (;, г) тоже обладает свойствами, высказан
ными относительно Кх (5, г). Формулы (1.18) доказаны.

Из (1.14) и (0.8) следует, что

Л—1 2*- +1
п 2 р 
п к-

511р
(1.37)

где |<Л (г)| — сумма модулей всех элементов матрицы (2*  (г). С учетом 
(1.37) из формул (1.29), (1.32), (1.34) легко получается оценка

(&, *)1  < с [Ио| + I тах |2? (£)|| = с0. 
0<Е< I

(1.38)

В силу (1.37) и (1.38) из формулы (1.36) по индукции получим оценки

1^7+1 (В, *)|  < с0 с7
&
-Г, / = 0, 1, 2,.. ..

Положим

Кв(Е, г) = £(<)֊+֊ (1.39)

В силу равномерной сходимости ряда (1-39) матрица-функция (;, г) 
при фиксированном ; принадлежит классу Нк Если формулы
(1.36) просуммировать по значениям у и учесть (1.32), (1.34), то для 
Ао (;, г) получим следующее интегральное уравнение

/Со(-, х) = В (6) + Я (£, г) Ло +

Е- и
.-։ 1 «֊՛ л‘7'л \*

-У 4- У Г-----+։֊с (?.(« + 0 (и, С)Ыи.
.) V՛ \1—ш։ /О о

(1.40)

Если обозначить К (х, /) = К0(х— /), то с учетом формул (1.16),
(1-18) и (1.3) из (1.15) получим формулу (1.10). В силу (1.14) из (1.40) 
следует, что матрицы-функции АГ0 (5, г) и А (х, 0 обладают всеми свой
ствами, высказанными в теореме. Остается доказать единственность
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матрицы-функции К(х, /). Пусть суммируемая матрица-функция К (х,
такая, что

о

К (х, /) с//.

Если из равенства (1.41) вычесть (1.10), то получим

/)(/Г(х, 0-А (х, /)] <// =0. (1.42)
и

Разлагая функцию ։ (х, /■) в ряд по степеням

(1.43.1

из (1.42) получим

Г‘[К(х, 1)-К (х, 0] <И = 0, / = 0, 1, 2, ...

Отсюда следует, что К (х, = К (х, У). Теорема 1 доказана.
Замечание 1. Если в начальных условиях (1.9) при некотором 

/и (1 т п — 1) Л, = 0 (\< -- 0, !,•••, т — 1), то из уравнения (1.40) 
следует, что 

2 (-!)> С' —Ко (с, Х)|;.о = Л,т1, 4 = 0, 1,- •» т — 1, (1.44)

и в частности

с)*
( 1) ^х՝ ^/“х = +̂ь  = !»՛••> т — 1. (1.45)*

Замечание 2. Пусть в (1.9) при некотором лп(0<лт֊Сп—1) 
Л,= 0 (՝*  = 0, !,•••, т—1). Тогда если правую часть формулы (1.10) 
т раз проинтегрировать по частям и учесть (1.45), то получим

У (х, о = /и Фт (х, Х)-Ь у£(х, 0 Фр, 0, X) 

о
где

Их, 0 = (-1Г^ К{Х, о.

а Фт(х, >•)- решение уравнения (1.2) с начальными условиями 
Ф(,л)(0) = /, Ф(’>(0) = 0 (у =/= ли): при т 1
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<К (х,).) = —1— I (х - 0” 1 ф >-) Л- 
(т —1)!.)

о
Обозначим

ДоО. х)-| (֊1Г С>. — к0 (5,

(1.44) из (1.40) для Ло (;, г) можно вывести следующее ин
тегральное уравнение:
С учетом

где

в уравнении (1.8) + (г) 6 ТА (Р/) (^ = 0» 1» '*»Если

(1.47)

п — 2) и
Л1* + '> (х) £ Ц (0, /)*,  то из (1.46) следует, что все частные производ
ные порядка п —1 4֊ г (порядка п 4- г) матрицы-функции £о(;, г) 
(матрицы-функции £0 (», г) — В т} (;) Н,п (5, х) Ат) при фиксирован
ном с принадлежат классу Н, (Рг_т), а матрицы-функции Л (а, !) и 
Ь (х, I) — В{гп>> (х — 0 — Н,п (х—1, I) Ат имеют по обеим переменным 
абсолютно непрерывные частные производные порядка п — 2 4՜ г и 
п — 1 4՜ г соответственно.

Замечание 3. Из (1.47) следует, что
"-։ ял-1
У (-1)'------------- Нт(х—1, /) =
у-о

=, V "у---------А-------- — 9*՞- 2՜* ’/) • (1.48)
. ■» "1/1 \л — 1—^ \ 1 /5-1ш* (1— “>»> • \1—

* Впредь (х)\^Д։ (О, /) при \ > I будет означать лишь абсолютную не- 

прерывность функций (х) (/ — 0, !,•••, * — 1).
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Поэтому матрица-функция, стоящая в левой части (1.48), зависит толь 
ко от разности х — (.

2. Обозначим через У(х, X) и Y (х, )•) решения следующих урав 
нений

А(У)-Х" Y = F(x), 0<х</, (1.49)

У«(0) = Л., V = 0, 1,-.., п-1, (1.50)

Л(У)-Х»У = F(x), 0<х</, (1.51)

У<’>(0)=:Л„ 4 = 0, 1,..., п-1, (1.52)

где дифференциальные выражения Л (Y) и Л ( Y) определяются по 
формулам

Л (У) = + Р„_2 (х) + • • • + ро (X) Y, (1.53)

Л(У)= У<"> + Л_2(х) ?("-’)+•••+Ро (х) Y. (1-54)

Теорема 2. Пусть в начальных условиях (1.50), (1.52) при 
некотором т (0 т п—1)

Л„ = Д, = 0 (v=0, т—1) и det Ат=£0.

Если в уравнениях (1.49), (1.51)

Р1‘+,’(А РГ+,) М (Л) (*=0,  -2),

Л’<"+И (х)> Дп*,)  (x)e£i (0> Z)>

то существует единственная матрица-функция К (х, t) (0 t -С 
х I), имеющая по обеим переменным абсолютно непрерывные 

частные производные порядка п— 2-f-г и такая, что имеет ме
сто формула

X
Y (х, >) = АтА֊' У(х, л) + J К(х, t) Y(t, Y)dt, 0<х</. (1.55)

о

При этом К(х, t) = K0(x—t, t), где матрица-функция Ко (;, z) опре
делена в пирамиде V и все частные производные которой порядка 
п — 1 4֊ г при фиксированном ; принадлежат классу

Доказательство. Согласно замечанию 2 имеем

Y (х, X) = Ат Ф„ (х,Х)+ L (х, О (/, )•) dff (1.56)
о
х I

Y(x, Х)=Я„Ф„ (х, i)+ I Д(х, 0 Фс (I, X) dt. (1.57)

и
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Формулу (1.56) можно рассматривать как интегральное уравнение 
относительно Ф™ (х, >), решение которого, в силу det Д-п=£0, имеет
вид

ф„ (х, Х) = Д;‘Г(х, >•)- [ Л/(х, 0 Y(t, /) dt, (1.58)

о

при этом матрица-функция М (х, t) удовлетворяет каждому из сле
дующих интегральных уравнений

Ж
М (X, t) = A֊' L (х, t) А-' ֊ С A֊' L (х, и) М(и, t) du, (1.59)

I t

M (x, о = Д՜1 L (х, t) Д՜’ — Л/(х, u) L (и, О A՜1 du. 11.60)
f

Если выражение Фт (х, ).) из (1.58) подставить в (1.57։ и обозначить 

К(х. t) =L(x, f) А֊' Д тп Л/ (х, о — L(x, и) М (и, 0 du, (1.61)

то получим формулу (1.55). Из (1.59), (1.60) и (1.61) следует, что 
К (х, О удовлетворяет следующему интегральному уравнению:

К(х, 0 = 1 (X, () А֊1-А„ А֊11 (х, ()А-<- К(х, 0 Ь («, О

(1.62)

Поскольку к уравнению (1.62) применим метод последовательных при
ближений, то остальные утверждения теоремы следуют из (1.62) с 
учетом замечания 2. Теорема 2 доказана.

Замечание 4. В силу замечаний 2 и 3 из (1.62) следует, что 
матрица-функция

К(х, 1)-В^ (х-0 - Н,п[х- 6 0 Ат — 5^>(х֊0֊

-- Нп (х ---0 Ат

имеет по обеим переменным абсолютно непрерывные частные произ
водные порядка и — 1 4- г, где В (х) и Hm(^t z) определяю ՛- i соот 

ветственно по формулам (1.12) и (1.47), а В (х) и Нп (*»  z) строят
ся аналогично, исходя из уравнения (1.51), (1.52).

Замечание 5. При условиях теоремы 2 существует еще мат
рица-функция Кх (х, О такая, что
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Г(х, >-) = У(х,У)А-'А„ + 1 У «, >) К, (х, О Л, 0<х</.

5

Замечание 6. Основываясь на идеях работ [2| и [11] можно по
строить дифференциальные уравнения с неаналитическими коэффициен
тами, решения которых связаны соотношением (1.55). Построение та
ких уравнений приводится ниже.

Приведем несколько свойств матрицы-функции К (х, /). Обозна
чим

Л*  ( У) = (-1)*  ро) + 2 (-1)*  [ урк (х)](*1.

* В символе Л, индекс означает, что Л д 'йствуог ю переменной х.

** Обратное утверждение леммы установлено в работе [11].

<:=0

Лемма. Если в условиях теоремы 2 г^>1, то 
летворяет следующим соотношениям

(1.63)

К (х, /) удов-

(1.64)Лх [А (х, 01֊ л; [АГ(х, 0] = 0,*

к — 0, 1, • • • п — 2,֊ 2 (֊։)’“*-^4 1*< х- 0 Ям (/)]!<« = о,
. ог~к (1.65)

о
л֊(х, о г у) </<+

1^ (х, 0 Рц1 (I) ] |(.о Г'->(0, ).) = О, (1.66)

1где 8= Ат Ат , Рп (х) = Рп (х) — /, Рп-\ (х) = Рп-г (х) = 0. Обратно**,  
пусть У (х, X) — некоторое решение уравнения (1.49) с коэффи
циентами Р^ (х) £ (0, /) (к ~ 0, и —2). Если матрица-функ
ция К (х, /), имеющая по обеим переменным абсолютно непрерыв
ные частные производные порядка п — 1, удовлетворяет соотно- 
шениям (1.64), (1.65), (1.66) с некоторым 5, то матрица-функция

У (х, /), определяемая по формуле 

Г(х, л)=5Г(х, X) Н-С

о
К(х, /) У (6 Х)Л, (1.67)

является решением уравнения (1.51).
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Y (х, а) из (1.55) под-Доказательство. Если выражение 
ставить в тождество

Л[Г(х, л)]-Х՞ Г(х, ).)-Г(х) = 0 (1.68)

и учесть, что ¥(х, ).)—решение уравнения (1.49), то получим

SF(x) - Г(х)+ К(х, П Г(0 dt+ Л [5Г (х, >.)]֊ 5Л [Г (х, >•))+
I

с 
о

К(х, О МП*,  М]^=0. (1.69)

Обозначим через С (х, !)> (х) (£ = О, !,•••, п ֊ 2) и № (х) правые
части формул (1.64), (1.65) и (1.66) соответственно. Если учесть, что 
при г>1 К (х, /) имеет по обеим переменным абсолютно непрерывные 
частные производные порядка л —1, то тождество (1.69) легко приво
дится к виду

к-о
(1.70)

Однако, согласно теореме 1

Y (х, ))= <р (х, ).) Ао J © (Л л) Г (х, О dt. 
о

С учетом замечания 1 из (1.71) следует, что

lim п )т~к е лл (х, X) = Ат, к — 0, !,•••, и — 2, 
К —

(1.71)

(1.72)

причем сходимость равномерна по х (0 ֊< х I). Вейлу (1.72) из (1.70)
с учетом det Alfl=*  0 получаются равенства Мк (х)֊0 (1 = 0, 1, • • •, п 2),

G (х, О Y (f, /) dt = 0. (1.73)

1 аким образом, соотношения (1.65) 
1 (х, >.) из (1.71) подставим в (1.73)

доказаны. Далее, выражение

/
С (х, и) Г (и, о du dt = Q. (1.74)

Если в (1.74) взять К — 0, то получим
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dt, (1.75)
о t

в силу чего (1.74) принимает вид

dt = 0. (1.76)
о t

Разлагая ф (/, X) в ряд по степеням X (см. (1.43)), из (1.76) получим

о
Поэтому

о

?

(1.77)

Если формулу (1.77) продифференцировать т раз по t и учесть за 
мечание 1, то получим

(֊1)"GU о Ат
дт 
dtm

Г (и, /) du = 0. (1.78)

Однако, в силу условия det /lw=/=0 уравнение (1.78) имеет только 
тривиальное решение G (х, t) = 0. Но тогда из (1.75) следует, что 
N (х) = 0. Итак соотношения (1.64) и (1.66) доказаны. Обратное ут
верждение леммы получается из следующих соображений. По предпо
ложению имеет место равенство (1.70), которое эквивалентно равен- 

ству (1.69). Но, согласно определению Y (х, X) (формула (1.67)), ра
венство (1.69) принимает вид (1.68). Лемма доказана.

Замечание 7. Формулы (1.65) и (1.66) остаются верными и 
при г — 0, а формула (1.64) в этом случае, вообще гово 
ря, теряет свой обычный смысл. Однако, нетрудно убедиться, что 
при г =0 лемма остается верной (при этом в обратном утверждении 
леммы достаточно потребовать абсолютную непрерывность частных 
производных порядка и —2 матрицы-функции К (х, /)), если (1.64) за
менить формуле!

[К(х, /)֊Л/(х, 0]֊(֊1)п
дп
eft'1

[К(х, /)֊ М (х, /)Н

л-5 _

дхп

*--0

dk 
dx''

п~2

S (■֊!)' 
it —О

д*
V—(АГ(х, /) л (01=0,
Otk
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где матрица-функция М (х, /) такая, что К (х, /) — М (х, /) имеет по 
обеим переменным абсолютно непрерывные частные производные по
рядка п—1, а матрица-функция

л-1

(-1)'
дЛ-։

дх ди
М(1.0

зависит только от разности х — t. Отметим, что на основании заме
чаний 3 и 4 для К (х, О такая матрица-функция М (х, t) всегда суще
ствует.

Следствие. Пусть уравнения (1.49), (1.50) и (1.51), (1.52) 
удовлетворяют условиям теоремы 2, а матрица-функция К (х, /) соот- 

ветствует решениям Y (х, X) и Y(х, X) по формуле (1.55). Если 
Yx (х, X) — решение уравнения

А(Г1)-Х" Г։=Г։(х), Г{’> (0) = Л', v = 0, 1,-• п —1, (1.79)

то матрица-функция Yx (х, X), определяемая по формуле

К (х, О Г։(/, i) dt,

является решением уравнения

Л(У1)֊Х" Г1 = Г1(х), (1.80)
где

Л (х) = Am А^ Г(х) + 1 К (х, /) Л։ (0 Л +

о

ч =0
1А'(х, 0

Это непосредственно следует из леммы, причем в случае г — О 
нужно учесть замечание 7. Отметим, что если в уравнениях (1.4^), 

(1.51) и (1.79) Л(х) = /?(х) = (х) = 0, то из этого еще не следует,

что в уравнении (1.80) (х) = 0 (по этому поводу см. [11], [12])-
3. Перейдем теперь к построению дифференциальных уравнений, 

о которых было сказано в замечании 6. Пусть дифференциальные вы
ражения Л и Л*  определены по формулам (1.53) и (1.63) соответствен
но, при этом предполагается, что коэффициенты выражения Л подчи
нены только 'условиям (х) £ (0, /) (к = 0, 1, • • •, п—2). Рассмотрим
следующие две краевые задачи (краевые условия берутся в точке 
* = 0):

Л ( Г^-Х« Y, = 0, (1-81)
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/Л ( У։) = О, V = О, 5 < л—2, (1.82)

Л*  (Г2) — X*  Г2 = 0, (1.83)

* Можно взять, например, 6^ ( У\) К, ’ (0) * О (V 0, 1, • • •, п—2) (/(,( К2) 

Г։ (0) = 0.
“ Можно взять, например, Р (х, /) К։ (х, X,) У3 (/, Л։), где У։ (х, Л) » 

У] (х, /) — некоторые решения краевых задач (1.81), (1.82) и (1.83), (1.84) соответ
ственно.

( ^։) = * — О» 1»’։ *»  п ~ 2 — 5, (1.84)

при этом краевые условия (1.82) и (1.84) выбираются так*,  чтобы 
для любых функций У3 (х) и У2 (х), удовлетворяющих соответственно 
условиям (1.82) и (1.841, имело место соотношение

о—1

О

|У,(0 Р,(<)]|« ГД (0) = о.

Пусть матрица-функция / (х, /), имеющая по обеим переменным абсо
лютно непрерывные частные производные порядка п 1, удовлетво
ряет следующим условиям **:

лх[Г(х, 0] = л;[Г(х, 01; (1-85)

б) Л(х, /) относительно удовлетворяет условиям (1.84)

4/;и(Г)= 0, "֊-֊0. Ь---, п-2֊з; (1.86)

в) Интегральное уравнение

А7(х,

при каждом х (0^х < /) имеет только тривиальное решение Н (х, /) = 0.
Матрицу-функцию К (х, /) определим как решение интегрального 

уравнения

К (х, /) = Л(х, /) 4֊ К (х, и) Л (и, /) ди. (1.87)

В силу условия в) решение К (х, 0 существует и имеет по обеим пе
ременным абсолютно непрерывные частные производные порядка л—1 
(см. [2]/ С учетом (1.86) из (1.87) следует, что

470(0=0, у = 0, !,•••, п- 2-5. (1.88)

Пусть У (х, >.) -некоторое решение краевой задачи (1.81), (1.82). Со 
гласно выбору краевых условий (1.82) и (1.84) из (1.88) вытекает, что
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/1 — 1 (л - 1 6»- ■' *

дк *
(х, г) Р/+։ (/)]Ь в (0, ).)= 0. (1.89)

Теперь из соотношений (1.65), взяв 5 = /, определим матрицы-функ

ции Ри (х) (£ = 0, !»•••» л—2) и по формуле (1.54) составим дифферен- 
** ***

ииальное выражение \. Покажем, что функция У (х, л), определяемая 
по формуле

Г(х, Х)= И*,  М + К(х, 0 Г (Г, / ) <//, 
т х

является решением уравнения

Л (У)-к" У = 0.

(1.90)

(1.91)

Для этого достаточно показать, что матрицы-функции У (х, л) и 
К (х, /) удовлетворяют условиям леммы. Отметим, что согласно фор-

муле (1.89) и определению матриц-функций Р*  (х) (к — 0, 1,- -,п —2) 
соотношения (1.65) и (1.66) выполнены. Остается показать справед
ливость соотношения (1.64). С учетом формул (1.85), (1.89) и (1.65) 
имеем

Ад [х՜(х, о]-л; [Х(х, о]-Лд[Г(х, о|+

и) /■ (и, 0 </и У Х(х, и) л; [Г (и, /)]</„= 

о

= Л,[+(л,Г)]֊Лд[Г(х, О] + Лг 1 К (х, и) Г (и, () ди 
о

г х

- К (х, и) Аы [Л (и, /)] ди — {А г[АГ(х, и)] А" [Л՞ (х, и)]} Г (и, /) ди. 
о о

1аким образом, получили уравнение

X
Лд [X (х, 0] - л; [X (X, 0] = Г (Аж [Х(х, и)] - л, [Л (X, и)]| А (и, О Л/.

о
(1.92>
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Однако согласно условию в), уравнение (1.92) имеет только тривиаль
ное решение. Значит условие (1.64) леммы тоже выполнено. Таким 
образом построены уравнения (1.81) и (1.91) с неаналитическими коэф, 
фициентами, решения которых связаны соотношением (1.90).

2°. Приведем аналоги формул (1.10) и (1.55) для дифференциаль
ных уравнений в пространстве вектор-функций. Рассмотрим следую- 

А А
щие уравнения относительно вектор-функций у (х) и уу (х):

</(Л) 4֊ Рп-г (х) • • • + Ро (х) у — Xя у = / (х), 0 < х < I, (2.1)

(0) = а„ v — 0, 1,- • •, п — 1, (2.2)

уГ” + ՛ •. + /> (х)у, - ).« у, = /, (х), 0<х</, (2.3)

у\"(0) = о„ к = 0, 1,-• •, п — 1. (2.4)

Вместе с этими уравнениями рассмотрим следующие операторные 
уравнения:

У<п> + Рп..2 (х) уи֊2)4-..-4- Р0(х) У -Xя У=Г(х), (2.5-

У™ (0) = Л„ v = 0, I,---, n—1, (2.61

Л_2(х)рл-2.՝+...+ро(х) Г֊кяУ = Р(хУ (2.7)

У(’>(0)=А, v= 0, 1,..., п-1, (2.8)

в которых матрицы F(x), F (х) и А,, А» (v = 0, 1,--, п — 1) явля- 
А А

ются диагональными и удовлетворяют соотношениям F (х) 1 = / (х), 
А А А А ~ А А , А

F (х) 1 =/х (х), А, 1=ol, А. 1 = а, (v = 0, 1,- • п — 1), где I — еди

ничный вектор. Обозначим через <р (х, X) решение уравнения

Ф(я) -- Xя ф = 0, ф (0) = 1, (0) = 0, v = 0, 1, • • •, п — 1.

Заметим, что

Нх, Х)=ф (х, X) 1, (2.9)

где <р (х, X) определяется по формуле (1.4). 
А

Теорема 3. Пусть у (х, X) -решение уравнения (2.1), (2 2*  
Если уравнение (2.5) удовлетворяет условиям теоремы 1, то су 
шествует единственная диагональная матрица-функция Е (х, О 
(0 /х ^/) такая, что имеет место формула

Е (х, 0 ф (f, X) dt, 0 < х < /. (2.Ю

При этом Е (х, /) обладает всеми 
теореме 1 относительно К (х, ?).

свойствами, высказанными
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Доказательство. Пусть У (х, — решение уроннения (2.5),
2.6). Тогда, согласно теореме 1, справедлива формула

У (х, X) = Ао Ф (х, Х)+ К (х, О Ф (<, X) <//. (2.11)
о

А
хли обе части формулы (2.11) применить к вектору 1 и учесть со-

Л ДА А
тношения у (х, X) = У (х, /.) 1, ® (х, X) = ф (х, X) 1, то получим

у (*,  Х) = До ф (х, Х)4- 1 К (х, 0 ф (С X) (Н. (2.12)

пределим диагональную матрицу Е (х, /) по формуле

Е(х, 0 1 = К(х, 0 1. (2.13)

3 силу (2.9) из (2.13) следует, что Е (х, /) ? (/, X) = К (х, /) ? ((, /). 
Поэтому формула (2.12) принимает вид (2.10). Теорема 3 доказана.

А Л
Теорема 4. Пусть у (х, X) и ух(х, X) решения уравнении 

2.1), (2.2) и (2.3), (2.4) соответственно. Если уравнения (2.5), (2.6) 
4 (2.7), (2.8) у довлетворяют условиям теоремы 2, то существует 
•динственная диагональная матрица-функция Е (х, /)(0 </^х < /) 
■пакая, что имеет лгесто формула

У\ (х> Х)=Д,п^4/п у (*»  Х)4- Е (х, О у (с X) ժէ, 0 х < /. 
о

ри этом Е(х,/) обладает всеми свойствами, высказанными в 
еореме 2 относительно К (х, ().

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.

нститут математики 
Н Армянской ССР Поступила

Ь. Դ. հւԱԱԱՏՐՅ 1ԼՆ. Րսւրձր կարցի դիֆերենցիալ 
|»յսւս օպերատորների մասին ք ամփոփում)

էւավասարումների համար ձեափոխու-

^ոդվաձ ու յ էքիՄւարկվոլմ Լ 
Ւ^ւի նկատմ ամ ր.

հետևքայ օպերատորային հավասարում ր } (х) մ ատրի ց - ֆուՆ կ -

Н»’ +А_, (х) /”-’՛+ ■-4֊ Л>(х) У У = Г{х), 0

' 0, 1,

այդ Տադասարսաս у ու а ուս и հ, որր է 
и կ ղրն ա կան պայմաններին! Ն^անա կենր

ր<’> (0. х) я.

л-1 <-՝
ք (х, > ) = — У ’ Հ = е , տ = 0, 1>-

ո Տ-Շ
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Հողվածում ապացո՚ցվոլմ 4, որ եթե (։) (1է = 0, !.•••, 71—2) մատրից-ֆունկցիաԼե

տնսղիտիկ հե 0, I, I (1—“»1)՜1 . I Օ՜~ ս>ո-։)1 էա9աԲնհրՆ ունեցող քւաոանկյուն տիր„, 

թո,մ և պատկանում են Ւ1յ ղասին, իսկ Բ (X) է ճ։ (0, /), ապա ղոյություն ունի /Հ (*,  0(0 
Հ. է < X I) ե) ատրից֊ ֆունկցիա այնպիսինէ որ տեղի ունի ,ետեյա( րանաձևր

Y(x, X) = ք (x. X) Л + (է, X) К (x, t)dt, 0 < х < Z:
О

I. G. KHACHATRIAN. On the transformation operators for high order 
differential equations (summary)

Th© following operator equation with respect to matrix-function Y (x) is 

sidcred:

y<">+ P,-S(x) r-->+ ••• + Po(x) y->" Y ~ F (x), 0<x</.

Let Y (x, X) be the solution of this equation, satisfying initial conditions

r(,) (0. Х)-Л, 0 = 0, 1, . .. Л-1).

Put

? (x, X) = _ v e »!, = e , s = 0, 1, - • •, n —1. 
n 5^0

It is proved, that if the matrix-functions (z) (k = 0, 1, • • ■, n —2) belong to t 

class Z/։ of analytic functions in the quadrangle with the vertices 0, Z, I (1 —<"։)՜ 
Z (1 —u՛*  ])“* . and F (x) £։ (0, Z), then there exists a matrix-function K (x,

(0 t x < Z), such that the formula

Y (x, k) =*  ® (x,)) Ао 4- j փ (Z, )) К (x, t) dt, 0 < x < I

is valid.
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С. К. ПОГОСЯН

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ЛОГАРИФМА 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ СУММЫ

Введение

Рассмотрим конфигурационную непрерывную систему одинако
вых частиц, находящихся в некоторой ограниченной области (сосуде) 
А с R' ^-мерного пространства и взаимодействующих с помощью пар
ного потенциала и (х),’х£ R1 \(0). Пространством состояний такой си
стемы служит пространство С (А) всех конечных подмножеств (конфи
гураций) сосуда А с некоторой, естественно определенной в С (А), 
з-алгеброй А (А) и лебеговой мерой с элементом (1с (подробнее см. в 
|3]). Аналогично этому через С (R') мы будем обозначать простран
ство всех конечных конфигураций с с. R ' с з-алгеброй А (/?’) и лебе
говой мерой с элементом вс такими, что их сужения на пространство 
С (А) с С (R՝), где А с: R՝—произвольный ограниченный сосуд, сов
падают с з-алгеброй А (А) и лебеговой мерой на С(А). Распределе
ние вероятностей на С(Л), задаваемое плотностью относительно ле
беговой меры на С (Л)

г (с) -
гХ(с) е-ЗЖО

(0.1)

называется распределением Гиббса. Здесь А (с)— число точек в кон 
фигурации с, Н (с)— энергия этой конфигурации, задаваемая фор 
мулой

77 (с) = — у), (0.2)

г (активность) и & (обратная температура) — некоторые положитель
ные параметры и, наконец, нормирующий множитель (статистическая 
сумма) Н (А, р, г) равен

ժշ. (0.3)

Как известно, при довольно общих предположениях относительно по
тенциала и и расширяющейся последовательности сосудов Ага А, с 
с Аа с. ... верна следующая асимптотика (теорема Ван-Хова или тео
рема Ли и Янга)
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In - — с0 |Л*| -j- о (|ЛА|), к —* со, (0-4)

где с0— г) константа, зависящая от параметров г, 3 и по
тенциала и, а |Л*|— ^-мерный объем сосуда Л>, к = 1, 2,--..

В предлагаемой работе, вводя некоторые дополнительные пред
положения о потенциале взаимодействия, а также о границе сосуда 
Л, мы получаем при малых значениях параметра г—дальнейшие чле
ны в асимптотике (0.4). В статье [2] точно описан класс потенциалов 
У (х), х(;/?*\{0}, для которых верны приводимые ниже теоремы. 
Этот класс состоит, грубо говоря, из функций С! (л), х(;^'Х{0|, 
к + 1-раз дифференцируемых, к = 0, 1,2,-- , при всех х=^0, достаточ
но быстро убывающих на бесконечности вместе со своими производ
ными

ЯН и£/)(х) = ֊° и - +

где 5 = (£(|),••• — некоторая прямоугольная система координат в
V

R*у а =: (ар- - •, аД— мультииндекс, |з| = V а/, и принимающих в неко- 
/—1

торой окрестности нуля достаточно большие положительные значения 
и при том так, что для любого му льтинндекса о, |о| к + 1 выпол
няется оценка

\(D* £7)(х)|<С|6Чх)р, |х1></, </>0, (0.5)

где </, С и 7 — некоторые константы (вообще говоря, зависящие ст А).
Перейдем теперь к описанию рассматриваемого нами класса со

судов. Обозначим через Г= Г (Л) границу выпуклого ограниченного 
сосуда которую мы будем предполагать к-]- 2-гладким, к—0,1,2,- •• 
•••, V—1-мерным подмногообразием в R . Для любой точки х£Г (Л) 
через Ту (х) обозначим касательную гиперплоскость к I в точке х и 
выберем затем прямоугольную систему координат (։",•••, , т,) в
R4 с началом в точке х так, что ось т( направлена по внутренней 
нормали к поверхности Г в точке х, а оси лежат в ги
перплоскости Т\ (х) и и< направления совпадают с направлениями 
главных кривизн поверхности Г в точке х. Далее, полагая

7|)гг(Е, •/}), обозначим через (х|)/(х), / = 1»* 1>х£Г главные
кривизны поверхности Г в точке х и через Эг (х)с Гг (х)—множество

Dr (х) = {; £ Г, (х): R|<M> (0.6)

где < = inf {[2 max (*г)с (х)|՜’ ) и |с| - эвклидова норма вектора 
4^1’

с С R’՜*1. Пусть Ег (х) — связная компонентна множества {($, лК Г: 
с £ Dr (х)), содержащая точку х С Г. Очевидно, для любого х £ Г, Е (х) 
задается уравнением
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Л — /г. х (*), - € Dr (х), (0.7)

где д х 4֊ 2-глад кая функция на D.՝ (х) со следующим разложением
в ряд Тейлора по ч

/г. х(’) = S аг. $ (х) c5-h гг, (:> х), (0-8)

где $։ = (sp ■ • •, s»- i) — мультииндекс,

(0)аг.։«=/Ь7Г2 <°-9>

и использованы обозначения:

fv .•
։* =П (0)=^й-------:,

<-1 П д (:<'>)’'
;=0 

i-1

w-| v-1

|s| = У si и s! = П si!, 
1 1

наконец, остаточный член гг. * + 2(», х) допускает оценку, равномерную 
по х £ Г

|гг.*+2(;, x)|<Fr(v, W+2> (0.Ю)

где |;|— эвклидова норма вектора и

7г (л &) = (v— l)*f2 sup {sup |/<‘> (^)П- (0.Н)
х€1 ՝ E6Op(x).|s| =>+:

Введем для любого выпуклого ограниченного сосуда А с величину 
£, (Л) _ |Л|1(*, называемую средним линейным размером сосуда Л, и, { 
дополнительно предполагая границу 1՝ (Л) к -|-2*гладкой, положим

sup 
лег

max (аг, (х )(£, (Л))!՛!-։, |s| О ֊Ы; F\ (v, £)(/-,(Л))л + 1|

(0.12)

Заметим, что для двух гомотетичные сосудов А и А (т. е. получаю
щихся один из другого линейным растяжением или сжатием относи-

тельно некоторого центра) величины Л(А) и Л (А) совпадают.
Пусть V*, а 0, &=0, 1, 2, ••• —класс выпуклых ограниченных 

сосудов Ас/?’ с к 4- 2-гладкой границей 1\ удовлетворяющих усло
вию

7* (А) а.
Из вытекает следующая оценка для

(0.13)

величины ог = оГ(Л):

4а
(0.14)
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Действительно, если 
членах в разложении 
(0.13) следует, что

заметить, что коэффициенты при квадратичных 
(0.8) равны половинам кривизн, то из (0.12) и

(*г)/ (х) 2а (£, (Л))֊‘ , 1,.

откуда и вытекает (0.14).
Функционал Ф (Л), определенный на совокупности всех ограни

ченных сосудов А с R' (или на некоторой части этой совокупности, 
инвариантной относительно гомотетичных преобразований R՝) мы на
зовем к — однородным, А-вещественное число, если при любых А и

Ф (£>(А)) = )*ф(АЬ

где £л: х—»к»— гомотетия R՛ с коэффициентом >.
Обозначим через Z’՜1 полугруппу (относительно покоординат

ного сложения всех мультииндексов (sn*-՛, s,֊i), а через ЭЯ = 
— ЭЯ (Z՜1) — совокупность всех неотрицательных целочисленных фи
нитных функций, определенных на Z^՜1, и для любого Zcz Z’՜1 поло
жим ЭЯ (Z) = |т £ ЭЯ: sup pm ^.Z . Пусть, далее, Z< s^Z'j1: 2 < |s|-<
< -|- 11 и, наконец,

лп£ЭЯ (Z»):

Теорема 1. Пусть потенциал V удовлетворяет указанным 
выше услови ям и активность г достаточно мала. Тогда для лю
бого сосуда А из класса V*, 1 величина 1п - (А։ 3» г) имеет
следующее разложение՝.

1пЕ(Л, х) = с<1(г/)|Л| +
к

а (Л; Ufi, z) + /?.(A; U, р, г), (0.15)

где с0(П) = с0 (И, 3, г)--та же константа, что и в (0.4), а вели
чины сг(Л; и, 3, г), 7 = 1,---, к являются соответственно [-од
нородными функционалами от А и имеют вид:
в случае 1 / ֊С » — 1

с»(А; U, 3. z) =
1

v — I
(-1)" V
"! rnt'wyk)

< П (х),

(х)Г (5) (х), (0.16)

где |ш| = 2 т (5), п (х) — внешняя единичная нормаль в точке х £ Г,

— скалярное произведение в R', элемент • 1 лгерной
площади Г {индуцированный вложением Г с R ), а явный вид коэф 
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фициентов у'п * (х) = т (х; и, р, х), у — О, !»•••, I — 1, т £ ЭХ/ (2*) 
будет указан ниже: 
в случае I — *

с. (Л; и, ?, ։) = 1п (£. (Л)) V У֊֊՞* 
/=0п«1 п‘

х> Ял.т (х> (п (аг. 5 
$

(х))"*(п) </з (х), (0.17)

а величина Як (Л, И) допускает оценку

(Л. и)\ <
О, (£. (Л))’֊»֊'
О. 1п (4. (Л))

Оз

при 
при 
при

(0.18)

где В, = О, (У, 3, х, а), г = 1, 2, 3 — положительные константы за
висящие от потенциала И 

Отметим, однако, что в
циала и* коэ ициенты

и параметров г, а.
случае эвклидова-инвариантного потен- 

т (х) не зависят от х £ Г, и поэтому вы1 1

1 •

ражения для С! (Л, И), I = 1,- • к можно упростить по сравнению с 
общим случаем. Для примера приведем выражения для сх (Л, (У) и 
с. (Л,

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы, 
и потенциал 1У дополнительно обладает свойством эвклидовой 
инвариантности. Тогда величины сх (А; [У, 3, х) и с2 (А; [У, 3, г) в
(0.15) примут вид

сх(Л; V, ?, х) = </1 (П, х)5(Г(Л)), (0.19)

с, (Л; И, ₽, х) =

—?, г) М(Г (Л)) 4- </'(£/, ?,г) ЛОГ (А))], 
V —2

֊■</,((/, ₽, г)М(Г(Л)) 1п|Л|,

(0.20)

где </р б, и б, — константы, зависящие от потенциала 1У и пара
метров^ и с, 5 (Г (А)) — площадь поверхности Г (Л), а величины М

и М равны

Л/(Г(А)) = (х), (0.21)

М(Г(Л)) =

То есть и (х) и (1*1).

с/з (х). (0.22)
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Аналогичные разложения верны и н решетчатом случае. (Подроб
нее это составит содержание отдельной публикации). Заметим, что в 
решетчатом случае второй член асимптотики был явно вычислен Доб- 
рушиным [5] и независимо получен в недавней работе Фишера и Ка- 
гиналпа [6].

Наметим теперь вкратце основную линию наших построений. В 
§ 1 мы выделим некоторый класс функций ф (с), с£С(£), называе
мых нами кластерными, и рассмотрим его важный подкласс, состоя
щий из функций, названных нами кластерно-гладкими. Мы покажим 
(теорема 4), что для таких функций и любого ограниченного сосуда 
А существует интеграл

'? (с) с/с (0.23)

и, в случае сосуда с достаточно гладкой границей, этот интеграл 
имеет асимпотическое разложение вида (0.15) с коэффициентами 
Яп т (х)> зависящими от ф. Далее, как показано в работе |2], при 
указанных выше предположениях относительно потенциала взаимодей
ствия 1/ и малых значениях активности г найдется такая измеримая 
функция фг.з(с), с£С (R ), называемая функцией Урселла, которая 
является кластерно-гладкой и такой, что для любого ограниченного 
сосуда Ас/?

1п Н (А, ?, г) -= (А, у). (0.241

Тем самым теорема 1 окажется следствием теоремы 4.
Далее, в § 2 мы приведем упрощения соответствующих коэффи

циентов разложения для величины (?(А, ф) при условии эвклидовой 
инвариантности функции ф (теорема 5) и получим отсюда теорему 2. 
В заключение заметим, что существует следующее представление для 
интеграла ф(А, у)*:

которое легко следует

О (А,

из тождества

(0.25)

/ (с! и с2) с/с , (0.26)

[3]). В дальнейшем мы будем также

С (А)

часто пользоваться формулой

I Ф (С1 и сг) ~ |
с<л> С(Л) С(Л,(ГЛР

(0.27)

Впредь, для удобства мы будем писать хА/с вместо хф’с.

? (с) </с,
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где Л։, Л.? с /? —произвольные сосуды, удовлетворяющие условию 
Л, Л Л5 = 0. (Эта формула следует из определения меры <Ус).

§ 1. Кластерно-гладкие ункцни н разложение
Q(A, j) для этих ункцни

Для любого вектора через "л (с) обозначим сдвиг конфи
гурации с £ С (R՝) на вектор з: т (с) — [хф з: х £ с}. Функцию ф (с), 

назовем трансляционно-инвариантной, если для любых с 
(R'') и з^Я' выполняется равенство ф (*՝ (с)) =’Ь (с). Введем обо

значения: через сгС'(л’), где С' (R) -- С (/?‘ )\{ 0}, обозна
чим совокупность всех цепей (цепью мы называем совокупность не
ориентированных ребер, соединяющих последовательно все точки (вер
шины) данного множества) с
7 € — множество ребер цепи
с концами и х։. Заметим

множеством вершин с, через Р (7), 
7 и через |хп х2], хп х2 £ с — ребро 
попутно, что число элементов мно-

жества равно /V (с)!
2

Далее, пусть М¥ есть класс всех неот

рицательных, ограниченных и суммируемых функций на неотрицетель- 
ной вещественной полуоси [0, оо). Для любого положительного числа 
р через Л/., обозначим класс функций / на R՛, определяемых по фор

муле: / (х) -=/(|х|)(14- |х|) р, х^', и
= 1, 2,*-- обозначим подмножество

через NJ, cz Мр , i

q (х) dx , sup q (х) < 2՜' ’ 
i гея* J

Лемма 1. Пусть q £ N^, тогда уравнение

\f (у) q (х—у) dy = f (х) - q (х) 
V
A?’

(1.1)

имеет единственное решение / = Уу, причем Уу Мр и

(1.2)
/?• /г

Доказательство леммы дано в приложении. Заметим, что если
<7 € М", то определены функции Ук у £ М;, к !»•••, п, причем

/Г

1—к\у (х) dx к -- 1, • • •, п.

R՝

Для любой функции д £ Л/и любого положительного числа А 
обозначим через Ь'1 я класс функций 'р (с), с £ С’(£’)» удовлетворяю
щих оценке
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1Ф (с)| -< А
т6«7 I-г.. ДГ»1С-Р(т)

9 (*։-х2), сбС'(Я'). (1.3)

Функцию (с), с^С (А՝) назовем кластерной, если она принадлежит 
классу Ц А при некоторых Л>0, р>у и

Лемма 2. Пусть 6 £ Ц' д, где ч 14’, тогда для любого (ог
раниченного или неограниченного) сосуда \ а R интеграл

«\(с> =-■ ? (си с) </с, С (R)
с (Л)

(1.4)

сходится и £ Ь?■ д։, где константа Аг равна

/Г

(1.5)

Доказательство леммы 2 состоит в дословном повторении рас 
суждений доказательства теоремы 2 из [2|. Сформулируем ряд след
ствий. Для любого сосуда Ас А՝4 введем оператор Н\, определенный 
на множестве Ь/ А класте рных функций таких, что и действую
щий по формуле

(Н\ <*) (с) = шл (с), с £ С' (R ). (1.6)

Следствие 1. Пусть ՛? € С' д, где тогда при любом
л А'

С ф (X и С) </(. < л (1.7»
3 Л(с)+1

с (/г՝)

где константа А1 определена в (1.5).
Следствие 2. Пусть где ч тогда для любого

ограниченного сосуда Ас R интеграл (? (А, Ф) сходится и удовлет
воряет оценке

|<2(Л, +)|<А, |Л|, (1.8)

где константа Дх введена в (1.5).
Следствие 3. Пусть 6 С Ц Лп где п-натуральное чис

ло, тогда для произвольных сосудов Л։, Л«, • • •, Ач с А функция 
Н\п принадлежит классу и , где константа Ап

имеет вид

(1.9)

Заметим, что при п — 1 мы цриходим к утверждению леммы 2, а да 
лее следует применить математическую индукцию.
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Следствие. 4. Пусть Ф £ Л։, где п-натуральное
число, тогда для произвольных сосудов Ад,«««, Ля с А1 и любой точ
ки х £ /?՝ имеет место оценка

• •• |'Ь|) (х11с) </с< Ля+1 Хя + ։ (г), (1.1)

с£1$х (Н* 0 Я
где 3' (г) =/? \5Л (г), Л.г (г) — шар радиуса г>0 с центром в точке 
х, А+1 — константа, введенная в (1.9), а функция Хя + ։ (г), г 0, л = 
= 0, 1, 2, • • • равна

>-.(<■)= (’ (1'«*'Ч)(у)</у. (1.11)

Аналогично, если ՛> 6 13' . и то для любого х н R*Я • л • г

|<ь (х и с)| </с < А Ц (г). (1-10 )

ГП^,. (г)* /

Доказательство. Пользуясь следствием 3 и формулой (0.27),
получаем

• •. //л,|р|) (xUc) de = J dcx X 

C- (S* (г))
/■>
| (H, n.՝ ■ •. Z/a,|?|)(x U Cj U c2) dc2

C <5r(r)) <:՛ (< (O)

(HSx(r) (H\n. •

• • •. H|-b|) x U c) dc =

C(S* (H)

(7V(c)4-1)-։(//5x(o//aw. •

a t

Замечание 1. Если функция L;/ А трансляционно-инвариант
на и q NJ։, то интеграл

си( ?) = с0 (х,
Г '■> (xjc) de
J Л/(с) + 1

(1.12)

не зависит от точки х£ R .
Обозначим через V(Л) приграничную полосу в сосуде Л шири

ны 1: И(Л) == Л; р (х, Л') << 1), где А'= Л, а р (х, А') — 
inf [х — у\ — расстояние точки х до границы Г
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Теорема 3. Пусть функция 1де И1, и р>2* 4-1 —
трансляционно-инвариантна. Тогда для любого 
ценного сосуда А с R имеет место равенство

выпуклого ограни-

О (Л, Ф) = с0 (р) |Л| -Р R (Л), (1.13)

где с0 (Я определяется формулой (1.12), а слагаемое R (Л) допу- 
скает оценку

|/?(Л)|<К|^(Л)|, 

где К~К{у, — констант а.
Доказательство. В силу (0.25) и замечания 1 имеем

А /?' Л спА

где через R (Л) обозначено второе слагаемое. Отсюда, пользуясь 
(1.10 ) и монотонностью функции Х1 (г), получаем, что

|7? (Л)| < Л, С А, (р (х, Л')) <7х+Д, 1՜ А, (р (х. Л )) </х <

УЧА) А\У(Л)

лл(0)-|У(л)1+А

А\И(А)

(о (х, Л')) (1х. (1.14)

Пусть, далее, 5Х (р (х, А')) с R — шар радиуса р (х, Л ) с цент
ром в точке х, тогда, как легко видеть, при любых х£Л\|/(Л) и у 
£ И(Л)п5г(р(х, А')) имеет место неравенство

>1 (р (х, Л')) < гл (р (х, у».

откуда вытекает, что для любого х£А\1/(Л)

\(р(х, А'))<|И(Л)п5л (Р (X, А'))|“։ >.1(?(х,.у))^л
И(л)

<ад;։ Х։ (р (х, у)) бу,
^(Л)

где ш. — объем шара в R' радиуса 1/2. Отсюда для второго слагае
мого в (1.14) получаем оценку

С Х։(р(х, I бу I >֊։ (р (х, у)) бх < ад;1 |1/(Л)|
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Последний интеграл н (1.15) сходится, в силу условия теоремы 
2у4- ]. Таким образом, из (1.14) и (1.15) следует, что

|/? (Л)| </С И(А)|,
где /1 к

K-K(q, А)-А, [л» (0)4- W7։ I ММ) dx у 

R4
Теорема доказана.

Оказывается, что при дополнительных предположениях относи
тельно функции j и сосуда А можно уточнить вид остаточного члена 
R ( \) в формуле (1.13). Для этого заметим, что на множестве 
Сл (А՜ ), /V =1, 2,- • (/V-точечных конфигураций в R") можно ввести 
топологию, а также структуру бесконечно-дифференцируемого *ХАА- 
мерного многообразия. Рассмотрим с этой целью какую-нибудь орто
гональную систему координат в R' — (?/}, • • •, £( ') и построим с ее по
мощью систему координат 7=1,-Л7; а = !,•••,*! в (А՝)л 
(Мая декартовая степень /?'’), где £|а), а = I,-*-, v—координаты ком
поненты х, R' в наборе (xj,-• •, х v) А (R՝ )л . Пусть ((/?)л)'с 
а [R ) v совокупность наборов (x։,---,xv), состоящих из различных 
точек: х, х, при Тогда каноническое отображение ((А')л)' > 
— Сл (А՝), действующее по формуле (х։, • • •, хд.)—- [xjp՛ = с, позво
ляет ввести систему координат в достаточно малой окрестности О (с0) 
любой конфигурации с0£Сл (R ). А именно, пусть О (coj столь мала, 
что ее полный прообраз (О(с0) состоит ровно из /V! связных
компонент, и пусть G —одна из них. Обозначим через ограничение 
отображения я на (7. Очевидно, — взаимно-однозначное отображе
ние, в силу чего существует обратное к՜’: О (с0) —• G с ((£ч)хЛ )', 
порождающее систему координат я = !,•••, х(;с) в окрест-
ности О (с0) по формуле

(<•> = (с) = ֊ (;<”)о,
где

(V/>, • ■ ^<’>) - (т^1 (с))/ = х, а ((В<‘>)в, (Ч’Оо)=("о։(со)Ь

7=1, /V.
Далее для любой ^-гладкой, к 0, !,••• функции (с), с^Сл(А’) и 
произвольной, определенной на конфигурации с0£Сл {R ), функции 
лп тс. = |/и(1) (х)^2: : а V; х^сл), определим величину

(D^) (СО) =-֊ ------ ------ =----------
П д (.,<?’ Г՝՞’«'»

-г = (г/в>) а = 1,.•X ՝ • А ' v • ’ v; х£с0 (1.16)

где ('^’/^о; а= 1, v; x£coj координаты точки Сл (А¥) в ло

кальной системе координат, a |m|=2 (х). Функцию + (с),
О. V
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(/?*) назовем ^-гладкой, к — 0, если ^-гладкими ее суже
ния на подпространства Сл (R) для всех И 1, 2, • •, а величину 
(£>"’* ф)(с), с£С'(/?4), положим равной фУ( )(с), где \ суже- у* г * • » ю •
ние функции ф на подпространство Для любых чисел к,
к = 0, Д>0 и любой функции д^М~ через М , обо-” г * R • </« д
значим класс /^-гладких функций ф (с), с£С' (R '), все 
водные /)'” ф, |т| к которых принадлежат классу 
ф (с), с£С (R՛) назовем кластерно-^-гладкой, если 
которых д^ЬП. Д>0 и & —0, !»•••.

частные произ- 
Ч.л* Функцию

1€Ц.И при не-

Лемма 3. Пусть Ф6Ц.,.Л,, где g Ç N*. и .пусть Лр -, 
произвольные сосуды в R', тогда 1) функция H՝,.--. H „ j при
надлежит классу L£ л , 2) для любой точки xor R и г >0 имеет

место оценка

| (Н.п ))(*■■ U с)| de < An+i >.я (г) (1.17)

при |ли| к и пт(а) (х0) — 0, 7 = 1,--., х, где смысл обозначении тот 
же, что и в (1.10).

Утверждения этой леммы непосредственно вытекают из следст
вий 3 и 4.

Введем обозначения: (х)я -- (хг, • • •, )”, (;)я
(т,)я = (7]1։-• •, 7]я)^(/?1)л и (х)я = ((;)я, (^)я), где х< = (Ь, 

7^/), / — п. Кроме того, для любого единичного вектора
положим

/?1=(х £/?’:<>, и><0| и œy (c)=(HR, ф)(с), c^C'(Æ'). 
V

При доказательстве теоремы 4 нам понадобится также следую
щая лемма

Лемма 4. Пусть ;0 = 0, с1։• • •, :я £ R՝՛՜՝, п=1, 2,• • •, (к l)(v • 
4-2, а г = (гр- ••, гп)— произвольный мультииндекс такой, что 
|ri<4 4-l. Тогда при р > » + (к 4՜ I)2 {к -И 2)(>* 4֊ 2) имеет место 
оценка

С п

</?՝-»)« /=|<
где A4 = Kj (к) 0 — константа, а величина А,я.л((с)я) равна

я rS-mt{s)

к.., ((£).)= 2 П П - ----Г
+1' <=1 /71‘՜

/и,+
где ли! = П т, (s)L

56^*.՜’

(1.19)
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Доказательство. Как легко видеть

|,и/|

П (1 </(£)..<
1

mi !
(/?՝ -I) л

Л

П (1+|« - Uil)՜* X
1

С другой стороны

п |E,|(‘*1Xr'+llrf(E) 

1
(1.20>

п п
п

n i-J

Следовательно

О?*“1)'»

1Ы

■. /i*0:
n (*■» ։)(r, • i)

МН l)Cri ♦ 1>

п

н

п п

[п (4г + 1)(г, +1)]! i

(/?—■)«+ /f=n I)

X n (1+15,(l+|;|)-<r«y<co

для всех n = l, (k 4- l)(v 4-2), откуда с учетом (1.20) следует
оценка (1.18). Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть Лс/?*—сосуд класса ХИ, 1 к v оф— 
трансляционно- инвариантная, кластерно-к 4-1-м едкая функция из 
класса Ц + где р > v -f (£-|-l)։ (к 4֊ 2)(v -|֊2), а q ЬР такая, 
что ее верхняя грань sup q (х) достаточно мала. Тогда величина 

x€flv
С?(-^> ф) имеет следующее разложение 

k
<2(Л. Н — с։(4>)|Л1+У Ct (Л, 1)4- Rk (Л, и. (1.21)

In 1

?дс с0(:>) определено в (1.12), величины ci 1.А, ф) равны: при 1 ■ v—1
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1 р
С((Л, •!>)=—֊2 2 - 2 <л(х|,ж>г; „Сг, и х

”• яе®,»»»гГЧ
|л1|—/-г л

х(п (аг.з(х)) "<'> б/з (х), (1.22)

при I = V

где гг (х) —внешняя единичная нормаль к Г (Л) в точке х

шл<л))(х, (;)«» (0)„) К«, г((с)п) с/ (»)л (1-24)

и, наконец, величина В* (А, Ф) допускает оценку

( В10 (у, Ао, а)(£л (А))’՜ *~։ если к < * — 1
(А, Ф)| < Вп (д։ Яо а) ]п £, (Л) если к — » — 1 (125)

I В12 (у, Ап, а) если к = \

где Вг0, Ви, В12 — положительные константы.
Замечание 1. Величины п (х; У, р, г), участвующие в (0.16)

и (0.17), равны: §'я т (х; и, ?, х) = £' т (х, К ,), где К з — функция
Урселла, соответствующая потенциалу и (см. введение).

Прежде чем приступить к доказательству самой теоремы сфор
мулируем и покажем несколько вспомогательных лемм. В силу тран
сляционной инвариантности, впредь, не ограничивая общности, будем 
считать, что А содержит начало координат пространства А , Рассмот
рим семейство сосудов |Л£ = £\ Л։: Л^>1|, где Ек гомотетия про

странства с коэффициентом Л, а Ах = £(4дл)г1 А.
Лемма 5. В условиях теоремы 4 производная интеграла

(2 (Ад, Ф) по Л имеет вид

—9(Лд, Ф)=£-‘ I <п (х), х>шд (х) ^(х), (1-2Ь)
</А V

О,
>де п(х)- внешняя единичная нормаль к границе Г (Л) сосуда Л, 

а и>4 = шА£.
Доказательство. Пусть Хи-Лд+А1\Ль Д/.>0, тогда из 

(0.27) получим, что



252 С к Погосян

л՜
(1.27)

где R = (с) de. Но, как легко видеть

( П (*к!

R о (ДА), при ДА֊* 0. (1.28)

Действительно, в силу леммы 2

( И</)(х1 х2) de <

Сл(А'д£) те « с I v։. X:|tF (т)

фз л/," |^г. 

л-2

(1.29)

где Мх sup (1Л?)(х), а — v-мерный объем множества Ки., кото-
■г6?>

рый равен

1^11 = (А + ДА)* 1л| ֊ 1л1 = (ДА), при ДА —0. (1.30)

Из (1.29) и (1.30) следует (1.28). Преобразуем теперь второе слагае
мое в (1.27), имеем

I шд (х) dx= | - I &L (x)<Cn (х), х^> dztl (х) — (1.31)
J , u J ■

k.l / гв

= ДА—- I (хХ п (х), х)> d^L (х) + о (ДА), при ДА — 0.

Здесь мы воспользовались непрерывностью подынтегральной функции 
по и, что следует из непрерывности функции Ф. Таким образом, из 
(1.31), (1.28) и (1.27) окончательно получаем

4<2(Лъ ф) = ։։т A(Q(AI+4t, <?)֊Q(At> 4)] = 
dL - о ЬЬ

Х> ц>£ (х) d‘L (х),

что и требовалось доказать.
Для любых А>1 и х£Гд обозначим

Вд(х)= (И 7rL (X):

где для оГ|, в силу (0.14) и А, (Л։) = 1, имеет место оценка

(1.32)
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Положим также

Фд (*) = 'Л К Од (х), 0<т)</д.х(В)},

где /д.х — /| д, х (см. (0.7)). Заметим, что функции /д.х и /։. при 

х £7՜1 (х), х^Гд связаны соотношением

Л. х (5) = А /1. х' (А՜1 В), В е Од (х). (1.33)

Формула (0.8) для случая /д, х примет вид

Л. X (В) •֊= рд. х (В) 4- г*. д (В, х), В е 6д (х), 

где многочлен Тейлора рд, Л(В) функции /д. х (В) равен

рд.х (В) = 2 ад,,(х) В5 (1.34)
р|<*т1

с коэффициентами ад, # (х) = агд, л (х), х£Гд, введенным в (0.9), а 
остаточный член гд.»^гг£>*, в силу (0.11) и (1.33), допускает оценку

</7(^)А՜*“1 (1.35)

где А {к) = АТ, (*, к). Далее, пусть

Р(х) = {(в, ве 7\(х), о<тг<р£,х(в)|.

Лемма 6. В предположениях теоремы 4 для функции (х) 
х^Гд, А^֊1 имеет место равенство

Шд(х)= V (—1)л шя(х)(хи с) 4с 4֊ У(х, Ь, к), (1.36)
я=0 Сп (Р (х»

где п (х) — внешняя единичная нормаль к Г։ в точке х, а слагае
мое / (х, А, к) допускает оценку

|/(х, £, *)| <Я£֊*֊1 (1.37)

с константой В =■ В (р, Ао, а) > 0.
Доказательство. Пользуясь тождеством (0.24), легко пока

зать, что имеет место равенство

(х) = (— 1 )Л (С| (ж) (х и с) (1.38)

С(\[ (ж))

где (х) = /<*.(х)\Ад (х). Отсюда

юд (х) = | (—1)'У<С) (х) (х 1) с) </с 4՜ .Л (х, £)
С (Фл (ж))

где 71 (х, А) имеет вид
36 — 6

(1.39)
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сел! (г)

^ЛФ£ (■*)♦ Ь

(-1)Л'<Н ЮЯ (ж> (х и с) </с

и удовлетворяет оценке

1Л(х, £)|<я։ £֊*֊«, (1
где = 2? (д, о) х> о а ф' (х) == д* л \ оИ 1гп „ ’ л£ (х»\ф£ (х). В самом д
(1.10) получаем, что

I

171 (дс, £)|< Л2Л։ (оГ։£ )< Ла (1 4“ 4-,
I г

£՝т’) (И֊|»|)'’(И։<?)(։/) </у,
R'

откуда, обозначая последний интеграл (сходящийся в силу 
через Кх (д) и пользуясь (1.32), находим, что

Г'д е М*

_ р 
!/,(։, Д)|<Л։А։(<7)(4«)<’£ '+’< 5,£-‘ ՛.

Пусть, далее, для любых £> 1 и х£Гд

₽1 (х) = {(*> ч) £ Р ' £ °1

Ад (х) = Фд (х)ХРд (х) и В1 (х) Р/ (х)\фд (х),

тогда, так как Фд (х)=(Р/ (х)и А/, (х))\В/, (х), то в силу (0.27)

( <֊1)л'<‘’ш.։ж)(хис)Л= [ (֊1)-У('»«>»и»(хис)Л+/։(х>Л). 

' с <р£и) илд (д)>

где О-4»

А(х, £)֊֊֊֊ у (_։р(.11Л1 С (֊1)««.,мииС։иС։)А։1 

С <в£(-г)) С(Ф£(х))

причем имет место оценка

17г (х, £)| >։ (1.42)
где /?■,= £,(<?, /(„, а)>0. Действительно, с помощью (0.26) и (0 271 
находим, что

( <^У | (А(с)4֊1) 1 (Нф^х}Ннч |Я)(хи։/ис)</с <

Вд(х) С(В£(л))
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(ЛММ*, р) <*р>

В£(х)

отсюда, пользуясь следствием 3, оценкой (1.35), по аналогии с (1.40) 
получаем при ’ + к +1 оценку (1.42).

Аналогично

С (_1)ЛЧОШ„ (,) (х и с) </с= I (-1)*1'1«. <х)

С(Р£(х)иЛ£(х)) С

(х и с) </с+ /э(х, ^-)г

(143>

где величина (х, Ь) равна

С(Р£ (х))

и удовлетворяет оценке
|/, (х, £)| < В, Ь->-' (2֊44)

с константой В։=5։(д, Л. <О>°- Таким образом, из (1.39)-( 1.44) 

вытекает равенство

։1>д (х)= (—1)л,<։»«>П(х։(хис) /։ (х, £), х^Гд,

С(₽д(х>) *

(1.45)

причем
1Л (х, £)|<В./.-‘-‘, (1.46)

где В,= ВА(Ч. А. а>>0- Пусть теперь

Л (х, к, к) — (-։)' I »» (х) (х 0 с) </с, х С ГI, 

(;л(Р£ (х))

(1.47)

тогда, учитывая, что

-ГП О-43>
|Р, (х)| < К: (о) £ ’ •

где |Р, (х)| - -мерный объем области Рд (х), с помощью леммы 2 по-

лучаем. что

сл։Рд(г,)

2 П ( И9) (X, - х։) </с ֊< 
т€«\их ։*»• А’։еГ (т)
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Л^(п+1)|РНх,Т<Я5 L-k-\ (1.49)

где М, == sup (Ид) (х), а Вь = В. (д, Ао, а) > 0 — константа. 
хе₽’ х

Таким образом, из (1.45) — (1.49) следует равенство

«Ч (х) = (—I)” I иМх) (*U с) de 4- J6 (х, L), х Гд,
я=0 с«(Рд (*))

причем 

где Вв = Ва (д, Ао, а) —константа.
Отсюда утверждения леммы (1.35) и (1.37) получаются повторе

нием рассуждений, с помощью которых были выше получены (1.39) и 
(1.40). Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть выполнены все условия теоремы 4, тогда 
для функции и»д (х), х£Гд, А 1, имеет место разложение

л _
«»£ (х) = V ы (х, Ад, ф) 4֊ у (х, £, £), (1,50)

/=о

где величина У (х, Ь, к) допускает оценку

|У(х, £, *)|<В7 £-*-*, (1.51)
*

а величины а (х, Л-с, ф) равны

с0 (х, Ад, ф) — ( Ф (хис) </с, (1.52)
• ՛ 

С((Гп(х»

с,(х> Л£, ф)= V՛ V U՜ ( П (at. .(*))“<*») 5'. „ (х), :(1.53)

|/п| - / + п 
/ = 1, к,

где величина g'n>rn(x) определена в (1.24).
Доказательство. Пусть

Jn (х, £) = шя(x))(xUc)</cj л = 1, 2,• - •,

Со(р <Х»

тогда, разлагая функцию ‘”«(rn(x, (;)п, в ряд Тейлора по пере
менным (tj)„ в окрестности точки (х, (1)л, (0)Д и полагая для п = 1,1 
2,-

Рд. х(֊,) PL.x^n)
Jn(xy Lt к) = -i- 2 -5- 1 d(t)n ( d^.-- -, ( x I 

n՝ |r| 4Л r! J1 1 (ГГ(Х))Н J I
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X (Р' (_г)) (х, (;)«, (0)я)« <Г<1П
И

/п (х, А, к) —
л! |г| • + 1

(Г,-<лг))л

</(<)"

X (Р[ (л)){х, (с)я, 0 (т4)я) (^); </7|Л|

где г = (гр •••, гл) — мультииндекс, (т))я — |՜] т}?, а б (т;)я = (Сти, • •• ,6^)»
I /=1

в силу (1.36), мы приходим к равенству
~ | (*+1К»*2) (*т1Х»+2)

“Ч (х)= с0 (х, Л£, ф)-|- у (— 1)« ]'г. (х, £, к)-\- у ( — 1)л/?х, £, к).

Преобразуем первую сумму в (1.54), с этой целью проинтегрируем
по переменным (т։)л в ,/п{х՝ к)

(Тг(х))п

(։)», (0)-)П (Р/. ж (£.))''+ 1</НЬ •X (О' Ш„ ( г))(х, (1.55)

С другой стороны из (1.34) нетрудно получить, что

П (Р/-. Ж (;<)) '
1

= П<г‘ + 1)! тГ I П («։. Л*))"՛'«։>">•
|/п|=|г| + л

(1.56)

где величина К^. г ((£)я) введена в (1.19), или, в 
(1.56) можно переписать в виде

силу (1.33), формулу

п п Л(|г|4л) —

П (««^Р՜1 = П<г‘+ 2
I 1 / —|г| + л (2р:

|л||=И + л

(1.57)

где хг — Е.-\(х). Подстановка (1.56) в (1.55) дает

(* + 1)(*+2) * - -
2 (-1)’ /„ (х. *)= 2 (х. л£, о.) + Г (х, О к),
л=1 /=։

(1.58)

где величины с/, / = !,•••, к определены в (1.53), а слагаемое

7'(«. Л к), в силу (1.57), допускает оценку
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(1.59)

где Вя = В* [д, Д(Р а)^>0. Для завершения доказательства леммы 
осталось убедиться, что аналогичная оценка имеет место и для второй 
суммы в (1.54). С этой целью заметим, что для любых х1։ х2 £ R'

( И<7)(х1 ֊ х,) < М, (1 -ь |х1-х2|)-/’ < < (1 + |*х ֊ У)֊', 

где Л/։ =вир (1-+- |х|)р (1Л?)(х), а х/ = (£/, ), £ R', 1 = 1,2.

Отсюда, с помощью лемм 3 и 4, а также формулы (1.57), по аналогии 
с (1.49), получаем оценку

(» + 1К’ +2)
У (֊1)я/;(х, А, А)|<^ А֊*֊‘

где В9 = В9 (д, Ао, а)^>0. Таким образом, лемма 7 доказана.
Перейдем к доказательству теоремы 4. Заметим, что 

(1.57)

(1.60)

в силу

(1.61)
где х' = Е1֊\(х). Далее, из (1.26) и (1.50) вытекает соотношение

4՜ А՜1 | / (х, А, А)<п(х), х><А?£(х), 

О,

откуда интегрированием по А, с учетом (1.61), получаем

<2(л, Ф)= У с0(х, Аь ф)<п (х), х> </з (х)4֊2 С/(Д, ф) 4- ф),

г (л> *-։
(1.62)

где коэффициенты с/(Л, ф), I = !, •-, к введены в (1.22) и (1.23), а 
величина А*» (Л, ф) равна

/?л(Л, ф)=<2(Л1г ф) 2с,(Л։. ф)֊ 
/-1

/1
( с0(х, лп ф)<п (х), Х></51(Л) -+■

Г»
(Ч

( А 1 | / (х, А, А)<п (х), х></з (х).

г ■՛<
Оценим (Л, |») для случая к = V (случай 
аналогично). Так как |Л։| = 1, то в силу (1.8)

10 (Л։, Ф)|< Ах.

к<^ч рассматривается

(1.63)
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Далее, нетрудно убедиться, пользуясь леммой 4, а также (0.12) и 
(0.13), в существовании константы К2 (а)>0 такой, что

|с/(х, Лр < К2 (а), I — к.

Откуда получаем, что

1 с/(х, Ар ф)<п (г), х> (х) < К2(а) I <п (х), х>^з1 (х)= ^К2 (а)
Л .)
Г» г.

(1.64)

для всех / = !,•••, Здесь в последнем равенстве мы воспользова
лись формулой Гаусса-Остроградского, согласно которой 

где Л с: — произвольный выпуклый ограниченный сосуд с гладкой 
границей Г (А). Таким образом, из (1.63), (1.64) и (1.51) следует, что

(л, Ф)| < В12 (<?, /4?, а),

где 512^>0. Остается заметить, что из сравнения (1.62) и (1.13) вы
текает, что

с0 Л, Ф)<п (х), Х> (х) = с0 (у).

г (Л)
Теорема доказана.

§ 2. Разложение ((2А, Ф) для
эвкдндово-ннвариантных, кластерно-гладких ункций

В этом параграфе мы докажем утверждения, аналогичные утверж
дениям теоремы 2, но для величин с։ (А, Ф) и с, (А, Ф), где Ф—эвкли
дово-инвариантная, кластерно-гладкая функция (теорема 5). Теорема 2 
будет непосредственно вытекать из теоремы 5 в силу того, что функ
ция Урселла Фг.«., соответствующая эвклидово-инвариантному потен
циалу взаимодействия, очевидно, сама обладает тем же свойством.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, где уело՜ 
вне трансляционной инвариантности заменено более сильным — 
эвклидовой инвариантностью. Тогда величины с ։ (А, у) и с2(А, Ф), 
введенные в (1.22) равны

С1(Л, '?) = <('?) Л (Г (А)), (21)

(А, Ф) =

[< (ф)М(Г (А)) 4- <72 (ф) М (Г (Л))], если *>2 
V —2

— </._> (ф) М (Г (А)) 1п |А|, если * =2,

(2.2)
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где

<Х е>2 (0, 0

/г’-1

6} (*) = —

е>2 О)* (0, 5։, Ь.) <Я։ </;а,

2’ 2 (о, £։, ?2) & (2.3)

а величины М и М равны

М (Г (•')) = (2.6)

(2.7)

При этом использованы обозначения: е, v£R' 1 — произвольные
единичные векторы е։, е։ £ R 1 произвольная пара ортонормиро-
ванных векторов (очевидно, интегралы 
сят от выбора этих векторов). \

Доказательство. Заметим, что 
сти функции Ф следует, что при любом

(2.3), (2.4) и (2.5) не зави՝

из эвклидовой инвариантно- 
Л с: /?* функция юд и ее

частные производные также обладают этим
зом, величина д' 9 т
х £ Г (Л), поэтому

(х, Ф), введенная в (1.24),
свойством. Таким обра- 

не зависит от точки

Отсюда, ввиду того, что оси с<։),- • »-1

правлениям поверхности Г (Л) в точке х,
направлены по главным на- 
получаем, что

2(> 2) Г!
( ^ <,)(*. 5)(?"»)’ </;• 1<Л(х),х>(хг),(х) </з(х) = 

ТТОО Г(л) • С

V-! и,_2 $! €

Теперь заметим, что согласно формуле Минковского для площади 
поверхности выпуклого тела с достаточно гладкой границей при * 2 
имеем

что и заканчивает доказательство (2.1). Установим теперь справед' 
ливость (2.2). Пусть V > 2, тогда
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= ] <л(х)> Х>Л-(О>■/’Ы х
Г (А)

/гЛ <°> Л'Л (°) (*) А

(А, шл (х))(х, 5) ;4'4 ՝-• д

С другой стороны, из эвклидовой инвариантности функции >, как 
легко видеть, вытекают соотношения

О при |я| =

Следовательно
V —

X С Г <». (г> (х, Е„ ч)(«‘>)։ (Ц'1)“ </։, </։- = . ' „ М (Г (А)) 
Л и 4 (*—2)

Гр(дг) Гр(х)

7|(Н /Г(.г)

Аналогичным образом устанавливается справедливость соотношения 
(2.2) в случае * — 2. Теорема доказана.

Приложение

Здесь мы приведем доказательство леммы 1. Пусть М есть про
странство всех суммируемых и ограниченных функций на [0, <х), и 
пусть Мр~ банахово пространство функций на 7?՜, представимых в 
виде/(х) = 7(|х|)(14-|х|)-^ хС;/?’, 7(:М с нормой



R'

Для любого q^Mp через Aq 
пространстве Мр по формуле

обозначим оператор, действующий в

(Д7 /) (х) = / (х) ç (х — у) dy.

R'

Нетрудно убедиться, что при любом Ар является линейным,
ограниченным оператором, причем

М4 < М- (1)

Уравнение (1.1) теперь можно записать в виде следующего опера-
торного уравнения:

{Е — АА / == ç,

где Е единичный оператор. В силу (1) при ||д1! < 1 оператор Е—Д<7 
имеет обратный {Е—ДД՜՜1, так что для завершения доказательства 
достаточно заметить, что Л/+с: Мр и Ар М+ при любом

В заключение приношу глубокую благодарность Р. А. Минлосу 
за постановку задачи и внимание к работе.
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И. *4. ՊՈՂ11II3 ԱՆ. Ստատիստիկ <|Ուլք(սրի (ոդարիքյմի ասիժււ|տոտիկ i|b րլոէծո ւ[»յ ունբ

4ահմանափակ Ո..,ո։ցիկ V=l, 2,... տիրույթում գտնվող միանման մասնիկների
կոն ֆիգո։ րա ցիոն անրնղ Հատ սիստեմի րյեպրոււ! ստացված է այրյ սիստեմի ստատիստիկ զու- 
մարի ւողարիթմի ասիմ պտոտիկ վերյուծութ յան ր։

S. K. POGOSIAN. /he asymptotical expansion of the partition function 
logarithm (Summary)

For the case of continious configurational system of idenfical particals in the 
convex bounded region the asymtotic expansion of the partition function logarithm 
is obtained
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