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կել Հայկական ՍՍՀ ցիտո, թ յոլնների ա կ ա ղ ե մ ի ա յի Տեղեկացիր սերիա ^Մաթ! I ստիկա» ամ»
սաղրում, հև տ և յա յ կ ան ոնն ե ր ր'

ր> ր սյ ե յսքԼէք ր Լ ղե րաղան զի մ եկ սէ»ղա | ական մ ամ ա / ր

I տ յԱին րն ււ ա»( 
Մեկ տ »ցա ղր ցե րաղան ցող ծ ավայով հողվածներն րնղունվէ մ են հրա

2. Հողվածները ւղետր Լ ներկայացվեն ղրա մ ե ք են ա ց ր վա ծ , երկու ւրինակոլ,* Ռուսերեն 
հայերեն) ներկայացված Հողվածին անհրաժեշտ ( կ ց ե յ ամփոփումներ հայերեն, անց/երեն

‘եղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ. կարող են հրս^արակվեյ

3, Մեծատաո յատինական տառերը, որոնը միանման են համ ձնուն փոքրատառերի •» պետք

Ւ րնղղծվ են սև մատիտով երկ.էլ ղծերով ներրևում , իսկ փ Ո ր ր ա Սէ ա ո ե ր ր' երկո< 
յունական տառերը էղետր Լ րնղղծվ են կարմիր մատիտով, ինղե րսնե րը ' 

տիտով, իսկ կուրսիվ սւ ա Ո ե ր ր րևղղծվեն այիք.ա^.և ղծով»

ւ ց ծ ի կ է ժ կ երե ում ւ 
րշ անց է 1< սև մա»

4. Դձացրերր ներկայացվում են աոանձին Լչերի վրա, երկու օրինակով, ն շ * / * / նրանց 
արր և տեղը տերս տ Ում (ք ի ձախ մասում»

րրականութ յրւնր տեղավորվոէմ Լ հողվածի վերքում, րնղ որոլմ, ցրրերի հհ1աէ նշվոլմ 
Լ եղինակը, ղրրի աևոէնր, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հ ր ա տ ա ■» • կ-է սն տա» 
րեթիվր Ա Լքերը, Հողվածների համար նշվում /Հ հեղինակը, հոդմ^ժի անունը, ա1^\.’*.Հրր, հա» 
մարը և տարեթիվը»

Լ րա ոա կուս ա •
տասխան տ ե ղում է

6• Սրր ա ղր ությ ան ժամանակ հե ղին ա կի 
խու թ յոլնն երր (օրիղինայի նկատմամր) յեն

կոՂ^ՒՕ կատարված րիչ թե շաա ղց^ ի փոփ

վա ծ ի ստացման

վերամշակման նս/ատակով հեղինակին վերաղարձնեյոլ ղեսյր^լմ9 սրսյես հող» 
ժամկետ »ամարվոէմ Լ վերշնական տերստի նտացման ք)րրւ

մ եր մ մ ան ղե <ղրում հ ե ղինա կին վ ե ր աղ ա րծվոլմ Լ ձեոաղրի մեկ ւրինակր և

9, Հողվածի
իրավունը Լ վերապահում ձՂԲաՂ11^1 մերժման պատճառների պ արց սրանումովւ 
վերքում անհըաժեչտ / նշեյ այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատարված

Լ տվյւպ աշխատանրրէ

10. հեղինակը սյետր Լ ստորացրի հողվածը, նշի իր [րիվ հասցեն, աև^ւՆր ն հայրանունը»

//. հեղինակներին ուղարկվում Լ անվճար նրանց հողվածի 25 աոաե^Լ աս ի պեր»

1սմ բ ա ց ր ու թ յան հասցեն' հրեան, /՝ ա ր ե կ ա մ ո լ թ յ ան 24, Գ ի տոլ թյո ւՆՆ ր ի ակս քեմիա^ի Տ ե - 
ղեկացիր, սերիա « Ս ա թ ե մ ա տ ի կ ա Ք ք
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К. А. ЯГДЖЯН

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ В КЛАССАХ ЖЕВРЕ

Введение

В настоящей работе исследуется задача Коши для многомерных 
гиперболических скалярных уравнений произвольного порядка, вырож­
дающихся на начальной гиперплоскости. Как известно, вообще гово­
ря, задача Коши для нестрого гиперболических уравнений не яв­
ляется корректной в пространствах Соболева. В связи с этим воз­
можны два подхода в исследовании подобных задач. Один из них за­
ключается в нахождении таких условий на оператор, при которых за­
дача остается корректной в пространствах Соболева. Этому подходу 
посвящено много работ, причем в некоторых случаях найдены необхо­
димые и достаточные условия. Из них выделим работы (1]—[4], ре­
зультаты которых будут нами использованы. Другой из подходов со­
стоит в отыскании подходящих пространств функций, в которых зада­
ча Коши является корректной. Такими классами функций оказываются 
классы Жевре,

Последняя задача также достаточно хорошо изучена (см., на­
пример, [5|—[9]), однако, в большинстве работ выбор класса Жевре 
делается в зависимости только от главной части оператора, в то вре­
мя, как естественнее считать класс Жевре зависящим от всего опера­
тора. В работе [8] именно с этой точки зрения была рассмотрена за­
дача Коши для скалярного уравнения второго порядка на плоскости. 
В [8] было выявлено, что некоторые гиперболические операторы до­
пускают двойные оценки: с потерей гладкости и без потери гладко­
сти, но с неинтегрируемым весом, что позволило определить классы,н 
которых задача Коши корректна, если рассматривать младшие члены 
оператора как возмущение.

В настоящей работе этот метод перенесен на случай многомер­
ных гиперболических уравнений произвольного порядка с характерис­
тиками переменной кратности.

§ 1. Постановка задачи. Формулировка результата

Рассматривается задача Коши для уравнения

Բ (х, £)) и — /, (1)



где

P (x, D)~ 3 а, (x) D-, X = (хс, х„- • х„) е R’ £>,= А ֊- 
1«1<т I dx.

х0 I, С(т,о. •,0)=1, а оператор Р — гиперболический относительно 
х0, так как необходимость гиперболичности для корректности в клас­
сах Жевре задачи Коши доказана в [5], [9]. Далее обозначаем

Л(Х, о֊ 3 O.W f—)7-^Ул(х, 5),
hi - s \dx / \ 04 /

а через (7 (7) —класс бесконечно дифференцируемых, определенных в
R1 функций, таких, что для {^С (7) существуют М и R такие, что

Rn

MR^ Г (1 +7 (2)

для всех а, где Г (х) — гамма функция Эйлера. Топология в G (7) за­
дается обычным образом. Через G (о, 7, т), о 0 обозначаем функции 
/(/, х), непрерывно отображающие [0, о] в 6(7), вместе со своими 
производными по t до порядка т включительно, т. е. G (о, 7, лп) = 
= Е([0, б], G (7), zn) с равномерной по / топологией. Предполагается, 
что а. (х) £ G (1, 7, т).

Обозначим через А псевдодифференциальный оператор (п.д.о.) с 
символом (1+№'2> £ = (4. • ՛ • > М> а через R— оператор интегриро­
вания по /, т. е. для

t
и^С (Яя+1), (Ru)(t, х) и (т, х) </'.

Полагая начальные условия однородными, запишем (1) в виде интегро- 
дифференциальной системы первого порядка: 

ми^ dU

dt
-iA (x, D) AU "%

*=-0
Bk (x, D) RbU F,

где U = (U\ U2,--, U"), ^ = A*-> u, F=‘(f, 0,---,0),

A (x, D)-|a"(x, a<+1,/(x, £>)=!, a1* (x, D) = a‘ (x, D),

ord a' (x, Z)) = 0, m,

a остальные ai} (x, D) равны нулю, 

Bk (x, D) (x, bl> (x, D) = bk> (x, D)t

где ord bkJ = 0.
Обозначим через множество дифференцируемых на [0,11 век- 

тор-функций 1‘2,-• где р<=1, / = !,•••, т — г֊Н, удов­
летворяющих условиям



Задача Коши в классах Жеврс
■■ —■ ——_ - __ _ т֊_ --- ֊ __ .  ------------------------

Н (4- 0) = О, Р/ (/) = > о, / = т — г 4֊ 2, • • ■, т, (4)
а1

\ч/\Ч < СОП$1 Н + ։/н + Ь

Н/4-1 (О < сопв! МО. I = т — г 4- 2,- • •,

Нш-г+2 (0< (О

т — 1,
(5)

(6)

(7)

с некоторой положительной постоянной
Введем теперь два вспомогательных оператора

— ь4 (х, О) А — з'в‘(х,
*-о

Л/,= д 
д(

£>) А - 2՛ В" (х, О) R“, 

*=0

(8)

(9)

5^

где (А (х, Р))и = а1' (х, О), если />2, либо у < т — -г 4՜ 1, и
** А

(Л (х,/))),; = 0 — в остальных случаях; (2?‘(х, £)))</ = 2п(2?*),;, если

;<т-г+2, и(А‘(х, £>))<; = <ч< (В* (х0, £>)),,.** 2 /В*'”Х
|Э1<Р 7

X (х0,(Кс^ (0.
если ут — г 4՜ 2; (Вк (х, /)))/7 = 0, если )^>т — г-г-1 и (В*(х,£)))ч = 
~Ьи(В*)ц при У-С ли — г 4-1.

Мы предполагаем, что оператор М является г-правильным в 
смысле следующего определения.

Определение 1. Оператор М вида (3) называется /--правиль­
ным, если

ее

(О для любого § (/, х)£Е([0, 1]; П //*(£"). 0) задача Коши
*=о

М։ 1/ = С, V (0, х) —О, С — ' О, • - •, 0) (10)

имеет единственное решение, принадлежащее Е ([0, 11; П //* (^Л), 1);
1=^0

решение задачи (10) удовлетворяет энергетическому нера"
венству

т

| | л֊ И(3) ||£ (3)|| 

о
(И)

если

(12)
о
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т

2 н (01И' (г)| = Х*(О о (1), > 1 0. >■ (0 = !*™ (О 
/-»

с некоторыми постоянными с, М 0, не зависящими от И и
(111) для задачи

Л/2 И=(7, 1/(0, х) — 0, 6 = '(£, 0,..., 0) 

имеет место оценка

(13)

(14)

ш- г > 1 л

(15)

Оператор Р вида (1) „г-правильный", если соответствующий ему 
оператор М вида (3) является г-правильным.

Отметим здесь, что кратность корней характеристического поли­
нома /--правильного оператора равна, вообще говоря, г. г-пранильны- 
ми операторами являются, например, операторы, описанные в рабо­
тах [1]—[4].

Таким образом, вспомогательный оператор Му должен допускать 
двойные оценки: с потерей гладкости и без потери гладкости, но с 
неинтегрируемым весом (11).

Обозначим через

С» (х, О) = В» (х. О)-№■ (х, 1С1' (х,

где
С‘/(х, £>) = »„,» (х, О), , = т-г + 2,---, т, и С'> (х, О) =0

А

для остальных у. Таким образом, Вк (х, И) = Вк (х, 
Сформулируем основное условие:
|А|. Существуют дифференцируемые на (0,1]

И) 4֊ С*(х, О).

неотрицательные
функции ят-г ■ 2, • • •, и а и постоянная / такие, что

а/ ( /! ^ 0, а (/) 0, / = т — г -|- 2, • • •, т, (16)

'Ч՜1 (/) а* <?>(/, х, =К<7(1,Ъ 1), |;|=1, |?| < р.

а< (0 -С а (0 -С СОП5( к)/՜1, />0,

(17)

(18)

н,•՛ (') «՛'՛” (I, х, 0€С(1. ъ 1). |5| = 1, 1?|<р. (19)

где постоянная р зависит только от п.

Пусть г такое, что аот_г + /(/)^0, 1>г, г < г.
Теорема 1. Пусть вспомогательный оператор М является 

г-правильным, и пусть выполнено условие [А]. Предположим, да­
лее, что с некоторыми положительными постоянными &։, о2
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где

lini 
/֊•о

max
<.С|О, /|

t

11

= 0, (20)

m֊r + r М0
МО

Тогда задача Коши

Ри — /, D* и = t = 0, £ = 0, • • •» т — 1, (21)

/ £ С (1, 7, 0), #4 £ С (;), имеет единственное решение в С (1, 7, т).
Доказательство теоремы 1 будет проведено в § 4 после ряда 

вспомогательных утверждений.
Следствие 1. Пусть оператор Р является /"правильным опе­

ратором, причем вместо условий (7), (17), (18) выполнены

7* (О֊1 a*O)(f, X, 7, 1), 1₽1<Р. 1^1 = 1. (22)

а? (/) < const н (/) н! 1 (0 (23)
и имеют место (19), (16). Тогда для корректности задачи (21) доста­
точно выполнения условия

3т- r+1-H (з) к 
----------------S S
Ртп—r + l + / (s)

lim max 
/-о /,С|0. /|

П-J)
= 0, (24)

если a*(Z, х, ;) = 8//, (t, x, ։), Z=l, 2, • • •» r — 1, k =0, • m —1.
Определение 2 [2]. Оператор P называется гиперболическим 

равномерно г-вырождающимся при t — 0, если Р—строго гиперболи­
ческий при t > 0, и существует функция X (f) £ С1 [0,1] такая, что 
X (0) = 0, X' (0>0, / <1, и характеристические корни полинома
Рт (х, Ео, с) удовлетворяют соотношениям

Xf(x, OK const Х'и< |$|, ®о = О, /=!,•••, г, (24 )

причем 1< Wj < ш2 wr; X/ (t = 0) 0 при г < i < т,

<const L-El , а0 = 1, (24")
*4 * (0

(X/ - Ху)2 > const Х^ |^|2, ;•< i< г, (240

(X/ — Х;)2 const l^l2, г у < ։ или у -С г < i. (24 " )

С помощью теоремы 1 [9] можно получить следующие два след­
ствия.

Следствие 2. Пусть Р—оператор с аналитическими коэф­
фициентами, равномерно r-вырождающийся при t = 0 с i0j = • • • =wr> 
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и предположим, что выполнены условия следствия 1. Тогда для того 
чтобы задача (21) при любых /£(7(1, 7, 0) и £1 £ <7 (7) имела реше­
ние и £(7(1, 7, 1) необходимо и достаточно, чтобы имело место (24).

Следствие 3. Пусть Р — равномерно г-вырождаюшийся опе­
ратор с аналитическими коэффициентами и г < 3. Тогда для того 
чтобы задача (2Р при любых /£(7(1, 7,0) и £*£(7(7) имела реше­
ние и £ (7 (1, 7, 1), необходимо и достаточно выполнение условия (20).

Отметим, далее, что если а/(£)'С с Н (О» т* е- выполнены доста­
точные условия С’-корректности, то (20) не накладывает никаких 
дополнительных ограничений.

Следствие 4. Пусть Р—г-правильный оператор. Тогда при 
любых младших членах задача (21) имеет решение м£ <7(1, 7, 1) для 
произвольных / и из (7 (1, 7, 0) и (7 (7) соответственно, если

§ 2. Некоторые свойства г-правильных операторов

Лемма 1. Пусть V Ц) £ С’ ([0, 1]) и * (/) > 0, V՜1 (/) /£<7(1, 7, 0). 
Тогда сугиествует единственное решение задачи (14) V к оно не­

прерывно зависит от /, причём * 1 (/) И £ (7 (1, 7, 1).
Доказательство можно легко провести методом работы 

[10]. Поэтому мы его опускаем.
Лемма 2. Дл я задачи М։ V0, • ■ ■, 0), К (0, х) == 0, 

й €0 (1. о) сугиествует функция И £ (7 (1, 7, 1), такая что 
Л/, (Г - Р) = '(/, о,---, 0), л-и/€С(1, -г. 0) » и (0, х)=0.

Доказательство. Пусть И С (7(1, Ъ 1) и

МУХ=։ 0, •••, 0), 1/, (0, л) = 0. (25)

Л/, (Г- I/,) = <М: - М,) V,, (М2-Мх) УувО, 7, 1). (26»

Аналогично

М2 11 —(М2—Л/։) 17-ь 1/1(0, х) = 0, к = 2, 3, • • •. (27)
Тогда согласно лемме 1 И* £(7(1, 7, 1) и

л
МЛУ-Ъ 14) = {М.-М,} ¥Х-Мг 1Л- + 1 = '(/, О, •••, 0), (28)

4 1

1 де (Л/2 — |/д £(7(1, 7, 1) и при достаточно большом Л

'-”/££( 1, 7» 1), а
.V

И= 1/1.
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-им— ш ՝ -ц," = —:—: — ■ ■ ■ ■■ -г, - .=.22" -_7— —

Лемма 3. Пусть / такая, что ». И/С И (1, 7, 0). Тогда реше­
ние задачи

м. я(о, х) = о. г=ч/, о,--, 0) (29)

существует, единственно и >՝* ՝՛£ С О» 7» 1)«
Доказательство. Существование ? £ П Н* (R՛) и его един- 

*
ственность непосредственно следуют из того, что М1 является /--пра­
вильным оператором. Определим

Фл (фз тах г-и(а) И' (3)|£и* • * £ («)1 , т-0, 1,-•
’€|0. 0 П,•••./«./

(30)

Покажем, что

Фп։(/)<Л'е‘/я"(Ц֊0'па’" Г (1 + >), т = 0, !,•••. (31)

Тогда из (31) будут следовать оставшиеся утверждения леммы. Обо­
значим

<_ = о,т я.
Докажем (31) индукцией по т. При т =0 оно очевидно. Сделаем 
переход от т—1 к т. Пусть

|5| Р (6 !•;(/) МК'*| 1 г (14-7 (М - I)).

2 |Ы'0> (/, X, 'К — МК ’I Г (1 + 7 |а|), у = 1,- ■ т—г 4֊1 .
3։ р т

(32)

(33)

Подействуем на обе части уравнения (29) оператором £)/,••• X)<т՝

Ьй- /,п] — I ‘ А х, £>)] Л ? -
т - I

(34)

Отсюда

л*] /?• г = л, • ■ • £>/„ /, (35)

где [•, ■] — коммутатор двух операторов. Подсчитав коммутатор и 
учитывая (32), (33) и применяя (11) к (35), получаем

I1/ (0 М, , (?)Ьс'."(/Ц )֊«(т)(|Л,
V
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+ МКУ (1 4- 7) 2 у [Ч. ../„»։ + Н-։р-т,-/„11+
>. р> ) к

+ Л/№Г(1+27) 2 н> 1К-.։, V -«•11+Н.-!р-։, «!+•••
*. Р, г, я. I р ч Г т ' *

+ МК՞-' Г (14- 7(„-1)) 2 [М + МО +
Аг* /

мЧ-1,-/Л+

4- МК1 г (1 4- 21),,2 р, М...••• +

4- МК” Г (1 4՜ ~,гп) 2 </', (36)
/

г*е <"г 1р..= ^ -‘р֊\‘р + \ •••
г ։

Фт(О<</т Ф„ (т) </г 4-с I Х-И(т) 2 р;,.. Р1п/(-)р-4-

(^»+С' Ф„,-,](КЛ)'Г(14-Г)-/-,

(37)

где с/ = сМп, и С^4’=0. Применяя лемму Гронуолла, получаем

[2С£ * п (<Ът-р (х) 4- Фт_р_։ (т)) +

+ СРт Фот_Р(т)](Кл)РГ(1-Нр)^.

Учтем теперь, что

2 Р<, -՛ о,,„/(/)(<>«(0 МКт Г(171т) 
/1.- \ /

т\
{т—р)\ р\

(т — р 4֊ 1)(п 4՜ 1)>

(38)

Г39)

(40)

поэтому

(/-х) Кт Г(14֊члп) е/-4-
и

Ф/п(0
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I
2</(л 4- 1) С срт (т - Р 4- 1 )(Кп)р Ие^т՜ р}'Х

п J ".о '

Х(1 4-^™-/’а"։ '’Г(1+7р)Г(14-7 (т-/>))<

< — • — е-''"' К™ Г (Ц--,т) +■ 
п бт

2</(л + 1)-7Уе-""<У СЦ, (1+От-^‘ат (—)' Г (Ц-1р)Г(1+7(т֊рЖ 
п _ . \ а ՛

пт
е(Ьп1 !^т Пеит{ (14-0"' ащ К (41)

где обозначено

р® 1
;р) г (14-7 (/л — р))> (42)

Приведем здесь одно неравенство, которое легко доказывается:
т

Р 1

Г (1 4- ;р) Г (14-7 (54- т —р))ОГ (14-7 ($4-лп)), (43)

где е — 0 при а -* оо, равномерно по 5 и т.
Учитывая (43) из (41), получаем (31), выбирая а и /V достаточно 

большими. Лемма доказана.
Те орема 2. Для любого (л (1, 7, 0) задача (29) имеет 

единственное решение £^С։(1, 7, 1), непрерывно зависящее от /.
Доказательство. С помощью леммы 2 задача (29) приво­

дится к новой с быстро убывающей при / , 0 правой частью, а затем 
применяется лемма 3.

Приведем теперь несколько более общее утверждение.
Следствие. Пусть V (/) £ С։ ([0, 1]), * (/) 0, V (/) > 0 и

(')-* / € С (1, 7> О)« Тогда задача (29) имеет единственное решение 
ь, непрерывно зависящее от / и такое,что у~1 g^G(l, 7, 1).

Доказательство. Предварительно доказываются леммы, ано- 
логичные лемме 3 для операторов Мг и Л/2, затем делается редукция.

§ 3. Вспомогательные оценки для последовательных 
приближении

Лемма 4. Пусть С (1, 7, 0), 80 (0, л) = 0, и 
ги —1

ся =2 СА Ап 8Я_1, ея (0, х) = 0, п = 1, 2,- • •. (44)
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Определим
п

Ф* (0 == тах Л-и (а) V |£>, •••/)/ г* (՝=)!» к = !»•••» ли, (45)
П։ 0< з < / *-

т
Фл. Л (()= 2 н* (О Ф‘,, (О- 

*=I
Тогда

А / г — 1 \
Ф„, 4 (О< Ка" е"'1 (1 + О' ьз R I 2 /?'•+' < • • • X 

\||в! /

(46)

(47)

Ф£-'+,+' (/)< No՞ (1+О,+у ьз+’ R

(48)

с некоторыми постоянными /V, а, 6.
Доказательство проводим индукцией по п и 5. Выведем пред­

варительно одно общее неравенство, которое нам понадобится в даль­
нейшем. Подействуем оператором /)<,••• О, т на обе части (44), затем 

применим (11). Обозначим ц . г$= о,։Справа в результа­
те получится сумма, один из членов которой равен

/

о

т —1

(49)

Легко усмотреть, что он оценивается сверху через

р=0

С? (КлКПЦ-ттОФ!,., (^)</:. (50)

Поэтому, как и при выводе (38), получаем
/ *

Фл,.(о< ֊( 2’ ' 2 СЦКпУ Г <14-7/») Я( (’) *^։. ,_,« <7՜+
п У 1-/П-Г + 2 р-0

п (Ф,_р (т) + Ф։.,_։ (:)) 4- с՞ Ф։_р (Т)]Х



Задача Коши в классах Жевре 13

X (Кп)р Г (1 4- -(р) </т, 

И = сМп. Пусть теперь л = 1, 5 = 0. Тогда
(51)

т -1

О

О

Г

и

1), поэтому

4'1, о (О (52)

Предположим теперь, что (47) имеет место при $—1, л =1, и дока
жем для б. Для этого воспользуемся (51):

л/
л

I
ИК*

п , 
о

ХГ(14-'т(5֊р4֊/1)) К‘>^ +

+ 4<У(п + 1) 1Уа 6' е““ R (2 «,,/?"+՛) 6''Х 
п

У (1 + 01 Г(1 +тр)Х

ХГ(1+т (։-₽ + /,)). (53)

В силу (43) за счет выбора К, И, Ь, Н, а достаточно большими по­
лучаем (47) с л = 1.

Предположим теперь, что (47) имеет место при л — 1 для всех 
5. Докажем, что тогда (47) верно и при л.

При 5 = 0 (47) очевидно. Сделаем индукцию по 5. Из (51) имеем
I 4

Ф«.. (0 < ֊ С е“<>֊'> ” 2 «, Ф'_,. , (х) </х +

п у 1-т-г 2

+ 2 2 С?(/ГЛ)'>Г(1+тр)««_,+1+(,(х)Ф^;].1'.(х)</х +
п у <1-1 р-1 X
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(56)

где е —* 0 при а —> œ, Ь —* оо равномерно по s. 
Точно так же

Nan edst

где —» 0 при 6 ֊* оо равномерно по s.
Из (54) — (57) следует (47). Используя уравнение (44), из (47) 

получаем (48). Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть z— целое неотрицательное число. Тогда су­

ществуют постоянные N, а, Ь, не* .зависящие от z такие, что 
для любых к и s имеет место

Доказательство проводим индукцией по к. При к = 0 это 
очевидно совпадает с (47). Из (51) имеем

г/ • т
О (/) <^ ----  I V + 0 (’) <

П J 1^т -г+ 2

(59)

откуда следует (58) для s=0. Сделаем индукцию по S. Имеем из (51)
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— *■ =^=а =3*

!Ч (-) Ф' *-1..»

{СГ1 л + С'} (КпУ Г (Т+тЛ)

X Ь'՜՞ Яр . • яр

А

Очевидно, что

Я'г+1 (60)

։
л (* *

( е^'-^р (-) V (Кп)р Л/а"*՜1 е4* <*-'’>• (1 уЧ
п ’’ р—0

2

(61) 
где £2 — 0 при Ь — оо равномерно по 5.

Затем оцениваем А2 точно так же, как это уже делалось выше. 
Таким образом, лемма доказана.

С ледствие. Пусть А — целое, определяемое по формуле

к — к (и) = п п-------------------—
(7

+ 0п€[о. I). (62)

Тогда при любых п и 5 имеет место оценка

• •
с некоторыми постоянными /V, а, Ь.

(63)
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Доказательство. Подставляем в (58) 2 = п— к.

§ 4. Доказательство теоремы 1

Используя теорему 3 и повторяя схему леммы 2, а также учи­
тывая условие (18), нашу первоначальную задачу можно свести к но­
вой, с правой частью / (/, х) такой, что (1, I, 0) и с ֊ 0,
1=0, !,•••> /и—1. Затем применим метод последовательных приближе- 

ний. Решение 4/(/, х) ищем в виде ряда£/(/, х) V а* (/, х), где -» зада- 
Л 0

ются посредством (44), гк 6’(1, *, 1).

/= 1, • • -, т — г -|֊1 равномерно сходится 
ми в некоторой полосе 0 < о, о> 0.

Покажем, что ряд

вместе со всеми производны-

Нетрудно видеть, что

Л’а/,

X dt. dt2-• •

Я — *

(64)
но

и

4. (0 < Л/а ' 6' • ЯЗ

(65)

поэтому
И ֊ Й

и
,1-4-1

(const)'

1435֊ 2

л-Jr-J
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’ (1,)Х

о

(67)

Итак

(Л-1ХЛ-4-1)

(68)

А К
Выбираем к = О при 7 , а при 7 ^>-֊----

г — 1 /—1
При достаточно большом М получаем

как указано в (62).

Г (1 4-7$ 4՜ п 4-1.4- (Л-1)(п-&-!))

Г (1 4- п 4- 1 4֊ (г - 1)(п - к ֊1)) 

Пусть лп = п-|-14֊(г — 1)(п — к — 1), тогда

(69)
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2 —
1)(1 + М- 1 )[(1 -1)(Г ֊ 1) 11

л»

и из (69) следует

(70)

(71)

В силу условия (20) отсюда имеем

сл (с/т)“
Г (1 4՜ •; з 4- ли)

Г (1 4֊ ш)

м

< с'е՜' тт* е' (1- = с' (1 — О)՜*' ’ Г (1 4- ;$), (72)
О

где 0 £ [0, 1) за счет выбора о достаточно малым. Теорема доказана.
Для вывода следствий из теоремы 1 воспользуемся следующей 

леммой.
Лемма 6. Пусть Р — равномерно г-вырож даюшийс я опера­

тор с <«г = 1'>2 = ••• — <о, и с аналитическими коэффициентами, а 
р = (/?о» * * * > Р*У такой, что 0֊^ рь 1» и

(73)

(74)

Пре дположилг далее,

5 <С т

Тогда имеют место условия (24).

Пример

§5. Примеры
1:

(£>? — & 4- а/ ) и = /,' А I (76)
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где р, v — положительные числа. Условие (20) имеет вид

и совпадает с необходимым условием работы [9], когда 2р, * целые. 
Пример 2:

__ 2_ _£
(Di—е D\ -\-at~2e DXl) и = f. (77)

Т — zТогда |» (f) exp t ’j, и условие (20) выполнено, если Р ------- •
I ~1

При Р^-1 выполняется необходимое и достаточное условие С"-кор- 
ректности. Критерии работ [5]—[7], [9] неприменимы к уравнению (77).

Пример 3:

(6 х) £>i + 2 (Z, х) f “ DJ £>i
/ + i+|k|-3
l<4 J

(78)

где x£ Rn, к = (klt • • •, kn), G (1, 7, 4) и *д = const, vy0 = 0, j = 
= 1, 2, 3. И пусть К (/, x, S), /=!,•••, 4, —вещественные корни от­
носительно ;0 характеристического уравнения

Ч + 2 (I, х) = 0, (79)
/4|*1-4. / <4

причем /ч (/, х, ;) ~ где |;| = 1, р 0 и Х։ =у= при / > 0, / =/=у.
Тогда условия (24) эквивалентны следующим неравенствам:

^>3р՝-4р~\ Ц|=3; ,м> ?^-4р ֊2՜ . М=2; (80)
7—1 7—1

^>2^-3 |4. = 2_ > ₽7^3р-27 , и| = 1;

7—1 7 —1

Ъ»> £^Р—I , |<| = 1; V.. > 3\ |Л|» 1. (82)
7-1 7-1

Согласно теореме 1 [9] и лемме 6 настоящей работы условия (80) — 
(82) являются также необходимыми для разрешимости задачи Коши в 
случае, когда а,* аналитичны.

Отметим, что неположительность правых частей неравенств 
(80) (82) означает, что соответствующие коэффициенты свободны от 
ограничений. Таким образом, нетрудно найти те значения 7, при ко- 
торых условия накладываются только на часть коэффициентов. В

частности, при 1 < 7<1
Зр — 1

все коэффициенты свободны от огра-

ничений, причем последнее неравенство совпадает с необходимым ус­
ловием слабой 7(1'-регулярной гиперболичности работы [9].

При 7 -* 4՜ 00 условия (80)—(82) переходят в необходимые и до­
статочные условия С”-корректности работы [2].
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Пример 4:

utll - (tp 4֊ t7p + uttx 4֊ (t3p 4֊ l'p 4֊ /5р) u/гл —
— t6p Uxxx 4՜ b (0 UXX = /. (83)

Для этого уравнения 1^=1, |Ч = ipt \'л = 13р- Согласно следствию 1 из 
теоремы 1 для того, чтобы задача Коши для уравнения (83) была 
разрешима в классе Жевре с показателем 7 достаточно, чтобы 
|6 (01-С const-Г, где

6р-, - 9р 2;
2(i֊D

(84)

Следовательно, задача Коши для (83) будет слабо '((т)-регулярной,
если

2(3/>-1)
(Зр - 1>0). (85)

В то же время, согласно теоремам 1, 2 работы [9], 
корректности задачи Коши необходимо, чтобы

для слабой 7(т>-

а для слабой ^^-регулярности необходимо, чтобы

2р — 1

(86)

(87)

Вопрос о том, какое из условий (84), (86) ((85), (87)) или, может 
быть, некоторое другое условие на Ь (I) (7), является необходимым и 
одновременно достаточным для 7(т)-корректности (^^-регулярности) 
задачи Коши остается открытым. Отметим, что следствия 2, 3 здесь 
неприменимы из-за нарушения условия о>1 — о>2 =

Пример 5: Вышеизложенная схема, незначительно измененная»
применима также к уравнению

-4 ֊2
Utt t՜ Uxx с Uyy 4՜ al Ux 4՜ bt~‘ e Uy — f (88)

"T — 2и гарантирует корректность задачи Коши, если (3^> ------- и > и 2,
7 —1

- 2? — ^

Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 16 V.1977
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2. 31ԼՂՋՅԱՆ. ►иц քփպերբ Ո|սւկւսն հավասարման համար ։lo»nt խնդիրք! ԺԼվրԼի դ

Հո դվա ծ ում տրված են սկզբնական Հ ի պ ե բ Հ ար թ ութ յան վրա վերածվող կամ ա յակւսն կարգի 
բազմաչափ սկա/ յար հ ավաս արմ ան Համար մեվրեի դասերում հոշու Ւ^ԴՐՒ բավարար պայ- 
մաններբր Մի ՀաՐ? դեպքերում ցածր կարգի ածանցյալների գործակիցների Համար ստացված 
պա րէ աններբ համբնկնում են ք^] աշխատանքում նշված ան Հ րամ եշտ պայմանների հետւ

K. H. YAGDJIAN. The Cauchy problem for weakly hyperbolic equation 
in the classes of Gevrey functions (summary)

In the paper the Cauchy problem for weakly hyperbolic equations with initial 
conditions given on the hyperplane of degeneration is considered. For a given operator 
a class of Gevrey functions for which initial value problem is solvable is determined.
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ДОБАВЛЕНИЕ ПРИ КОРРЕКТУРЕ

Для операторов с характеристиками постоянной кратности получены 
(В. Я. Иврвй. Сиб.мат. жури. XVII, № 3. 1976, 547-563 и К. H.kosahuro, F RIMS 
12, Suppl., 1977, 233—245) необходимые и достаточные условии корректности зад ачя 
Коши в классах Жевре.
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А А. ГОЛЬДБЕРГ, Л. С. КОЧИНЯН, С. Ц. САРКИСЯН

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ТИПА ПИКАРА

1°. Пусть / — мероморфная в С функция, не равная тождествен­
но постоянной. Будем без пояснений использовать стандартные обо­
значения неванлинновской теории распределения значений [1], в част­
ности, через г. (г, а, /) обозначается число а-точек функции / в кру­
ге {г: |г| < г). Пусть ф — непрерывная функция, ф: R —* С. Нас бу­
дут интересовать условия, при которых можно утверждать, что урав­
нение

/(4 = ?(И) (1)
имеет хотя бы один корень в С. Оказывается, что случай, когда (1) 
не имеет корней в С, возможен лишь тогда, когда ср (г) при г —* о 
достаточно быстро стремится к предельному значению, которое яв­
ляется пикаровским исключительным значением для /. Условие, что 
в правой части (1) стоит функция от к|, а не просто от 2, очень су­
щественно, как показывают известные примеры (например, /(г) егТ--г, 
Ф («)=Д

Приведем сначала формулировки полученных результатов.
Теорема 1. Пусть /—произвольная мероморфная функция и 

/ £ постоянной. Если не существует предела функции ? при 
г —* оо, то уравнение (1) имеет хотя бы один кореньев С. Если при 
этом функция / трансцендентная, то уравнение (1) имеет не­
ограниченное множество корней.

Если ср (г) —* а при г —* оо, то не уменьшая общности, можно счи­
тать, что а = оо. В самом деле, если а^= оо, то мы рассмотрели бы 
уравнение (г) = ср։ (|г|), где Л = (/ — а)՜1 , «4 = (ф — а)՜’ . Поэтому 
в дальнейшем предполагаем, что если ? имеет предел при г - , то 
он равен оо.

Теорема 2. Пусть ср (г) -* оо при г -+■ оо. Если / имеет непу­
стое конечное множество полюсов, то уравнение (1) имеет по край­
ней мере один корень. Если / имеет бесконечное число полюсов, 
то уравнение (1) имеет неограниченное множество корней.

Теорема 3. Пусть <р (г) —* оо при г — ос. Если / — целая 
функция и

Нт (Г (г, /) — 1п |? (г)|| >5 1п 2, (2)

то уравнение (1) имегт по крайней мере один корень. Если / 
имеет не более конечного числа полюсов и
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։- 7՜ (г, /) 1п |? 01. _ ~ _ 
- 1п г

то уравнение (1) имеет неограниченное множество корней в С.

Теорема 4. Пусть ?(г)~* при г > оо. Если / имеет не 
более конечною числа полюсов и

Нт
Г *

!1п М (г, /) — 1п |® (г)|) > О, (4)

то у равнение (1) имеет непустое множество корней, причем не­
ограниченное, если /-трансцен дентная функция.

Замечание. В теоремах 1 — 4 говорится о неограниченных, а 
не просто о бесконечных множествах корней в С, так как очевидно, 
что уравнение (1) может иметь неизолированные корни. Например, 
если

А
| —֊ —1 при 0 г 2,

1 при 2 г <՜ ст֊,

то множество корней (1) является окружностью {г: — 1| = 1}.
Очевидно, если бы в (4) стоял верхний предел вместо нижнего, 

то теорема 4 содержала бы теорему 3. Хотя нам не удалось так уси­
лить теорему 4, все же условие (4) можно ослабить. Этот и другие 
вопросы, касающиеся точности полученных достаточных условий, бу­
дут обсуждены в конце статьи, где будут также указаны некоторые 
открытые вопросы.

Постановка задачи, рассматриваемой в этой статье, принадле­
жит Б. Я. Левину (1962 г.). Ему же принадлежит идея, лежащая в 
основе доказательства теоремы 3. Авторы приносят Б. Я. Левину 
искреннюю благодарность.

Уравнение (1) с у (|з|)~|г|՜ впервые рассматривалось в статье 
С. Ц. Саркисяна [2], который применил полученные результаты при 
изучении обобщенных систем Коши —Римана и М. Б. Балка [7], изу 
чавшего распределение значений бианалитических функций.

2 . При доказательстве всех четырех теорем будет использована 
следующая лемма.

Лемма 1. Если для некоторою р, 0<^р , выполняете я
п (р, ? (р), /)>0, то уравнение (1) имеет по крайней мере один 
корень. Если существует последовательность (ря), стремящаяся 
к оо| такая, что п (р'д, ® (рп), У)՜*00 при п —♦ » , то множество 
корней уравнены я (1) нсограничено.

Доказательство. Пусть / = где #։ и целые функ­
ции без общих нулей. Функцию э также можно представить в ви/е
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Ф = где «։ и <р2 непрерывны и ограничены на R+ и одновре­
менно не обращаются в нуль. В самом деле, нетрудно построить не­
прерывную на R I- функцию такую, что <?j (г) = ф (г), если i?(r)|<l, 
и |«р։ (г)| = 1, если |?(г)|>1. Определим ?2 так: <р2(г) = 1, если |?(г)1< 
<^1, ф. (r) = (г)/ъ (г), если |?(г)|>1. Очевидно, ф2 также непрерыв­
ная функция на R-, причем если ф,(г)=0, то ср2 (/-)=], а если 
?։ (г) =0, то |?i(r)l=l- Тождество ? ~ ?i/?2 легко проверяется. 
Введем непрерывную в С функцию G (z) = ф2 (|z|) g։ (z) —<рг (lz|) g2(z). 
Легко видеть, что множество корней уравнения (1) совпадает с мно­
жеством нулей функции G.

Пусть п (р, '£> (р), /)>0. Предположим, что уравнение (1) не 

имеет корней. Тогда функция ф (г) — Arg G, где через Лг Arg G
2'

обозначено приращение Arg G на окружности z:|z| = rj, определена 
и непрерывна на ]0, оо[.

Поскольку функция ф принимает лишь целочисленные значения, 
то она тождественно равна постоянной. Но по принципу аргумента, 
примененному к целой функции ср2 (р) gy (z) — ?։ (f ) gt (z), имеем ф (?)— 

| = я (₽, ? (р), /) > 0. Поэтому ф (г) = ф (р) 0. Из того, что ф (1 п) >0.
по принципу аргумента вытекает, что целая функция (1 п) gt (z) - 
— Ti'(Vя) Яг (2) имеет в круге |z: |z|<3 п} по крайней мере один нуль 
zn. Переходя к пределу при п — со в равенстве ф2 (1 n)gi(zn) — 

I — <Pi (1/п) £2(zfl) =0, получим, что G (0) — 0, т. е. уравнение (1) имеет 
корень при z = 0, вопреки предположению. Тем самым первое утверж­
дение леммы 1 доказано.

Пусть п (ря, <р (рл), /) -*֊ со и ря —»• оо при п—► ос. Предположим, 
что все корни уравнения (1) лежат в круге lz: |z|< /^ <^ 00! - ^Тогда 
функция ф (г) определена на оо[ и тождественно равна постоянной 
на этом интервале. Но при рл R имеем ф (рл) — п (ря, <р (ря), /)—• »
и мы приходим к противоречию.

3°. Доказательство теоремы 1. Так как функции <р не­
прерывна и не имеет предела при г—> ՛՝՝, то множество предельных 
точек ? (г) при г-+оо бесконечно. Поэтому существует такое а £ С. 
что ф (ря) —* а при п —» оо и уравнение / (z) = а имеет хотя бы один 
корень и бесконечное число корней, если / — трансцендентная функ­
ция. Не уменьшая общности, можно считать, что а= оп. Пусть z0- 
полюс /. Из известных теорем о локальном поведении аналитических 
функций следует, что существует такая проколотая окрестность L 
точки z0 и такое М, что для всех т < М множество U П {z: |/ (z)|= т 
является замкнутой жордановой кривой Г (т), обходящей z0, и прира­
щение Arg/ по Г (т) равно—2"Х, где X—порядок полюса / в z0< 
Возьмем настолько большое р, что (р)| М и L cz {z: |z| L p}. Оче՜ 
видно, что на Г (ли) с т = |<р (р)| существует корень уравнения /(z)՜ 
= <р (р). Следовательно, л (р, ® (р), 0^>0 и по лемме 1 уравнение (1) 
имеет хотя бы один корень.
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В случае, когда /—֊трансцендентная функция, возьмем наперед за­
данное число п полюсов х։,։ • хЛ и такое М, что для всех т мож՛ 
но построить описанные выше кривые ГДлп),-- •, ГЛ(т), Г; (т) обходит х/ 
Возьмем настолько большое рЛ> что ?я^>л, |? (рл)| М и все кривые 
Г/(Л/), 1 ; «С и, лежат в круге (х: |х| < рЛ). Тогда уравнение / (х) =
= ф (рЛ) имеет по крайней мере по одному корню на каждой кривой 

Г> (гп), где ят = |ф (?я)|, следовательно, п (рЛ, ф (р„), /) >л. По лемме 1 
уравнение (1) имеет неограниченное множество корней.

Доказательство теоремы 2 точно такое, как доказатель­
ство теоремы 1, с тем различием, что информация о наличии полюсов 
у функции / введена в условие теоремы. Теорема 2 для ф (|х|) = |х|2 
по существу была доказана в [7], лемма 1, и в [8), теорема 1. Ис­
пользованный М. Б. Балком метод может быть легко приспособлен и 
для доказательства наших теорем 1 и 2.

4 . Доказательство теоремы 3. Пусть / (0) со. Если 
выполнено условие (2), то существует положительное число и по­
следовательность (гя), монотонно стремящаяся к од, такие, что для 
всех п £ N выполняются неравенства

Т (''л, /) > In |<р (гя)| 4֊ 5 In 2 4- (5)

(6)

Обозначим гп — min [г > гп: |ф (г)| = 2 |ф (гя)|). Обозначим через ЕГ1 
кривую Еп — \а — ф (г): rn ՝Сг՝Сгп}« Очевидно, что Еп с. {а: |а/ «С 
< 2 |ф . По известной теореме Д. Пойа ([3|, стр. 294) трансфи­
нитный диаметр dn множества Еп не меньше |ф (гя)1/4, так как длина 
отрезка, соединяющего точки ф (гя) и ф (г.), не меньше (гЛ)|. Со­
гласно известному соотношению dn = exp (—*(Л), где ^ — постоянная 
Робэна для множества Ent имеем In (4/|ф (гя)|).

Пусть р-я (а) — распределение Робэна единичной массы на Еп. По 
формуле О. Фростмана ([1], гл. VI, § 4) имеем

In
п

I/ (0)֊ а|

N (г. a, f) d\Ln (а).

Из свойств распределения Робэна следует, что для

ип (х)= ( In—— с/ря (а) 
J |г-֊а|
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выполняется
ип (г) = при г £ Еп, ип (г) < при *(• Е՝. (9)

При |*|^> 4 |? (гя)| и а^Еп имеем |*/(* — а)| 2, следовательно, с
учетом (6) и (8)

ип (г) = — 1п |*| + </’Ч (а) 1п+ |г| 4֊ 1п 2. (10)
г —а

Из (9) следует, что для всех г^С выполняется
ип (г) < 1« < 1п (4/1? (гя)|).

Так как при |г| > 4 |? (гЛ)| выполняется

1п ----- -------1- 1п+ |г| < 1п 16,
|?(гя)|

то из (10) получаем, что

ип (*)<^— 1п+ |г| + 1п 16.
Поэтому

2г

1п ----  е/։ч (а) < - /и (г,/) 1п 16.
2г J Р !/(ге )—а| и •

Далее

11п ----- --------(1^п (а) 1п ----------- ---------- .3 1/(0) —а| I/(0)1 + 2 |? (ГЯ)|
? п

Из (7), (11) и (12) получаем

/V (г, а, /) д^п (а) > Т (г, /) 4-

(И)

(12)

— 1п 16 = (13)

= Г (г, /) — 1п |? (гг.)|-֊ 5 1п 2 — 1п (1 + 1/(0)! \
2|?(гл)| /

Учитывая (5), получаем

А/(Гл, а, /) с/|ь, (а) 1п 1/(0)! ।
2|?(гл)|/

следовательно, при достаточно больших г„ выполняется

(гп, а, /) </<1я (а)> 0. (14)
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Тогда существует ал £ Еп такое, что М (гп, ап> /)^>0. Отсюда выте­
кает, что п (гл, ал, /)>0. Пусть р-, гя^?п^гп, таково, что °п— 
— ф (р„). Тогда п (ря, ф (ря), /) '> п (гп, Ф (рл), /) >0 и по лемме 1 урав՜ 
пение (1) имеет по крайней мере один корень.

Если / (0) = со и

У (2) = си '4՜ 0-1 2՜ ' * * 4՜ • • •, сх =А= О,
л £ 14, то в (7) вместо интеграла в левой части равенства стоит 
1п (1 |с>|) и в правой части неравенства (12) вместо — 1п (|/ (0)|4 2|гт (гЛ) 
будет стоять — 1п |сА|. Очевидно, это не повлияет на справедливость] 
дальнейших рассуждений.

Замечание. Если /(0) =0, то из (13) легко получаем, что 
уравнение (1) имеет корень, если существует хотя бы одно г такое, 
что |<р (г)| > 1/4 и Т (г, /) — 1п |ф (г)| > 5 1п 2.

Пусть теперь / имеет не более конечного числа полюсов и вы­
полняется (3). Если /(0)=£оо, то возьмем такое о^>0, что |/ (г)| М 
при ?| и такое г0, что |^р (г)| ^>Л7 при г г0.

Возьмем последовательность (гЛ), гл г0, гл -► оо, такую, что

Г(г„ /) —1п I? (г„)| (15)
1п гп

при П ОО. \
Повторяя прежние рассуждения, приходим к (13), откуда, учиты­

вая (15), получаем
1АГЯ= - ----- /У(гл, а, {) (1\1п (а )— оо (16)

1п гп յ

при П —> со .
Но у нас £’лП|1а|<^ М\ = 0, поэтому для любого а £ Еп

М {гп, а, () (гп, а, /) 1п ~ • (17)
о

Из (16) и (17) следует, что

---- — | п (г,, а, /) ^чЛ(а) - К, - со. 
п гп

л л

Очевидно, существует рл, гл<рл<гя, такое, что

1п (гл/б)
Тем оолее п (рЯ| ф (рл), У) и из леммы 1 следует, что уравне­

ние (1) имеет неограниченное множество корней.
Если У(0)= ос, то мы не можем получить (17), поэтому несколь­

ко видоизменим рассуждения. Пусть на окружности [г: |г| = В] выпол­
няется |У (г)| <
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Запишем формулу Фростмана (7) (в которой первое слагаемое 
слева равно —1п |с>.|) для г о и для г = 5 и из первого равенства 
вычтем второе. Тогда похучим

Л (г, ос, /) —ОО, /)■=“֊ ( 1п * ---- (а) —
2» и • |/(ге”)֊а|О Ч

2« р
---- — i d'> I In 1 ---- • </|Ъ1 (а)4- I {N (r, a, J)— N (4, a, f)} dp» (u).

2՜ J J I/ (oe,s)- a|О лл 1 П
(18>

Так как
N (r, a, f)-N (o, a. /)< n (r, a, /) In 4" ’

1
l/(6e'e)-a|

d^n (a) In 1
? + 2|?(r„)

то учитывая (И), получим

In — i n (rn, a. f) d\in (a)> T (гЛ, /)— In |c (гЛ)|—5 In 2 
о J

In I 1 4- —֊-----
k 2f?(rn)l

/).

после чего, используя (15). как выше, приходим к соотношению 
п (рЛ, ? (ря), /)-> со при п -* оо и доказываем теорему.

5°. Доказательство теоремы 4. Сначала докажем такую
лемму.

Лемма 2. Пусть И- неубывающая выпуклая на [х0, [ функ­
ция, Е(х) ос при х — 4֊ К и — постоянные, 0 < А < \

Обозначим Е — х € [*о> Т, , где под

понимаем левостороннюю производную при х > .г0 и правосторон 
нюю пр и х = х0. Тогда

Л
Л

mes f Е Пd. (Е)-\\т
X • »

(19)

Доказательство. Обозначим А ~[х0, оо[\£, А (г) = А П [х0, г], 
Aj (г) ՛-= А П | г, оо[. Пусть rj = min |r: г £ А ;. Обозначим через г։ 
корень уравнения F (х) = F (г։) ֊г ур Очевидно, этот корень единст­
венный, и г։ hlF' (г։) г,. Пусть выбраны гп ։ и
гр '*> гп—г Тогда выбираем гя = min 'г: г Ах (г„_։)! и гп такое, что
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F(rn) = F(rn) 4֊ Tj, (20)
и выводим, что

(21)

Из (20) следует, что /'(гя)>(л-1) г, 4֊ Л (х0), значит, гя монотонно 
стремится к при п—► оо. Фиксируем х, х ^>х0. Пусть гп -С х, 

п
Гп ։>х. Тогда А (х) с и [гя, гя] и 

/-1

mes А (х) (22)

н силу (21). Поскольку /----выпуклая функция, то
>■' 1— Г,) > Г <Г/+!> — Г (ri) > Т), N,

Тогда

(23)

Из (22) и (23) получаем, что

7г֊ mes А (х) , Лlim ------------- — »
х- ֊ х 7]

откуда сразу следует (19).
Приступим непосредственно к доказательству теоремы 4. Пред­

положим, что /—трансцендентная функция. Не уменьшая общность, 
можно считать, что все полюсы /, если они имеются, лежат в круге 
{z: |z|<^l}. Разложив / в ряд Лорана в \z: jz| 11 и обозначив через 
/0 правильную часть этого разложения, а через ш—главную часть, ви­
дим, что / — fQ 4՜ % где /0 — трансцендентная целая функция, а ю —ра­
циональная функция, аналитическая при |z|^>l и имеющая нуль н оо.

Будем обозначать М (r) = M (г, f), MQ (г) = М (г, /0). Очевидно, 
что М (г) = Л/о (г) 4֊ о (1), г —» оо. Из (4) получаем, что существует 
такое положительное число что для всех г, начиная с некоторого, 
выполняется Мо (г) > е’ |? (г)|. Обозначим р = р (г) •= min {х^>г: |<р (х)| = 
= M(t(r)}. Пусть V (г) — центральный индекс функции /0, С — С(г) = 
- гехр (7б(г)) такая точка, что |/0 (С (г)1| = Л/о (г). Обозначим через 

D(r) сектор
/9 (/■) | |z| — r| г v (г)՜1 |arg z - в (r)|
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Известно ([4|, стр. 101, теорема 29), что для всех г>1, кроме, воз­
можно, множества £, интервалов конечной логарифмической длины 
(т. е. |(/1пг <^оо) при (г) выполняется

/ z \* (Г)
/о (*)=( — ) /о (’)U + (z)), И (г)\ < ÄS (г)֊’ (24)

где К— некоторая постоянная. Зафиксируем число Л, 0<^Л<П, Л<СГ?2- 
Пусть q = q (г) == [v (г)։/32], * (г) = arg (/0 (С (г))/? (р(г))), |Ь (г)|< 
Тогда легко видеть, что при всех достаточно больших г

? (г)
* (г)

Следовательно, для г г Ег, где Е.>— некоторое множество конечной 
логарифмической меры, при х^Д(г) выполняется (24).

Для некоторого измеримого множества £с2|1, ос[ величина
Г

d* (£} — lim — [ Z (/, Е) dt, 
r j

i
где / (I, Е)—характеристическая функция множества Е, называется 
нижней плотностью Е, а величина

c/Z+ (Е) = lim
г —♦ »

/ (/, Е) d In t

— нижней логарифмической плотностью Е.
Покажем, что на некотором множестве Е3 таком, что dl^ (£’л)^>0, 

выполняется

(25)

В силу монотонности (г) для этого достаточно показать, что

М0 г ( 1 4 —֊ Л < Л/о (р (г)), г £ Е3.
\ X Ч'') V

Но для всех достаточно больших г

(р (г)) > е*1 |ф (р (г))| = ет՛ Мо (г).

Значит, (26) будет доказано, если мы покажем, что

Мо( г ( 1 -|-----| ) < е1» Мо (г), г £ Е3.
\ \ ^(г) //

(26)

(27)
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Обозначим ’Г (/) = 1п Л/о (е'). По теореме Адамара о трех кру­
гах Ч* (/) возрастающая выпуклая функция. Тогда по лемме 2 не-
раненетво

2А \
Ч" (/)/ т (О +т. (28»

выполняется на некотором множестве таком, что (Ек) >1 — 
(2Л) Заменяя в (28) / = 1п г и обозначая через Еу образ Ек 

при отображении / е(, получим, что (И* (Е) (£’4)^>0 и при г^Еь
выполняется

л/. 2Л \\ 
d In Мй (г)// ехр

d In г d In г
(29)

где под d 1п Мй(г)!4 1п г понимаем левостороннюю производную. Из­
вестно, что вне некоторого множества конечной логарифмической меры

,(г) = П+ о(1»)

(см. [5], часть 1, п. 4; [6], стр. 171, теорема 1.3.18). Тогда вне неко­
торого множества Е^ конечной логарифмической меры

» (г) > -- rz£,. (зо)
2 a In г

Приняв Е3 = Ел \Ев, из (29) и (30) получим (27), а следовательно, и 
(25). Из (25) вытекает, что

Д (г) с (г: |q< р (г)}. (31)
Будем теперь рассматривать только значения г £ Е. — Е3\Е., 
dl* (Е-)^>0. Покажем, что для всех достаточно больших г Е- урав­
нение f (z) — ® (р (г)) имеет в Д (г) ровно 2g (г)—1 корней. Пусть 
? (? (г)) — Мо (г) exp (zfi (г)).Используя (24), запишем

/(*) — ? (р (г)) = /о (г) — А/о (г) е1'՝(г) -1֊ w (г) =

Обозначим

<*><'» - 1 ( Д/о (г) 4-

М0(г) е1™.

<Мг) = I }/(^) (*)+ “» (г)-

В А (г) функция Ф։ имеет ровно 2д—1 нулей, —столько, сколько раз 
обращается в нуль



О некоторых теоремах типа Пикара 33" =^= - III-- ■■ ■ I .R---------------- - .■■■ , „
ехр {/ ((х— О (г)) *(г)+ Ф(г))} — 1 при 

у-(,(г)+ l<d .
* (г) у (г)

Так как /(г) — ? (р (г)) = Фх (г) -}֊ Ф2 (г), то нам достаточно показать, 
что на д& (г) выполняется |Ф2 (г)| < |Ф։ (г)| и применить теорему Ру­
ше. : 1ри г £ (г). |г| = г 4֊ Ьгу (г)՜՜1 имеем (г -* Го)

= (1 + о(1)Це" Ку (г) 1,16 4֊ О (1/Н)(ел — I)՜1 = о (1).
Аналогично при г (г), |г|= г — Кгу (г)՜1 имеем

+ о(1))(е ‘ +О (1/г)М1-г-*)-' — о(1).

Если

(г), arg г = 6 (г)— ± (2<7—1) ——֊.
v(r) >(г)

ТО

Ф2(г)
Ф1 U)

Значит, при х£дА(г) имеем |Ф, (г)/Ф1 (^)| — о (1) 1 для всех доста­
точно больших г. Следовательно, / (х) = ф (р (г)) имеет в Д (г) ровно 
2 <7 (г) — 1 корней, и с учетом (31) получаем

п (р ('■)» ? (р ('■)). (г) — 1.
Теперь возьмем любую последовательность гп-*оо, гЛ £ £;, положим 
рп = р (гл) и, принимая во внимание, что д (гя) -* ос, найдем, что 
п (ря, ? (рл), /) —» оо. Из леммы 1 следует, что уравнение (1) имеет 
неограниченное множество корней.

Если / имеет хотя бы один полюс, то наличие у уравнения (1) 
по крайней мере одного корня следует из теоремы 2. Остается рас­
смотреть случай, когда /—многочлен. В этом случае также опираем­
ся на теорему Руше, но предыдущие рассуждения существенно упро­
щаются, так как вместо (24) мы можем воспользоваться соотношением 
/ (г) = а, х* (1-ро (1)) при г -► оо и. более того, в (4) заменить ниж­
ний предел верхним.

1435֊ 3
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Замечание. В случае, когда /[—трансцендентная функция, ус­
ловие (4) можно заменить следующим более слабым: для любого, 
е, 1 > е^>0, и произвольного Е с [1, оо[, такого, что (//* (£) 1 — £, 
выполняется

lim
Г-» ••

(In М (г, У) -In |?(г)||>0.

Доказательство проводится как выше, но /? берем столь малым» 
чтобы выполнялось (24)/»; Тогда —е и в дальнейших
рассуждениях ничего менять не надо.

6°. Условия теоремы 3, по-видимому далеки от неулучшаемых. 
Если бы в теореме 4 можно было в условии (4) заменить нижний пре­
дел верхним (как шаг в этом направлении см. замечание в конце 5 ), 
то теорема 4 полностью покрыла бы теорему 3. Во всяком случае, 
вероятно, в (2) можно заменить 5 1п 2 нулем.

Пример / = 2~п , ср (г) = г с Т (г, /) = п 1п+ г показывает, что в 
(3) нельзя справа поставить какое-либо конечное число и утверждать, 
что уравнение (1) имеет неограниченное множество корней (в нашем 
примере все п корней уравнения (1) лежат на единичной окружности).

В теореме 4 нельзя вместо (4) требовать лишь 1п М(г,/)> 
> 1п |ср (г)| для всех достаточно больших г. На это указывает пример:

У (z) = ie*t 'շ (г) = exp

для которого при всех г>0 выполняется 
уравнение (1) не имеет ни одного корня.
Львовский государственный университет 

им. И. Франко,
Всесоюзный научно-исследовательский
институт радиофизических измерений
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Ա. Ա. ԳՈԼԴՈԵՐԴ, Լ. II. 1Ո9ԻՆՅԱՆ, II. Ծ. ՍԱՐԴՍՅԱՆ. Պիկարի սփս|ի d|i շարք pLnrLd-

Ь Ь Г հ J ա и ]» u (ամփոփում)

Դիտարկվում է J (z) = հք (! X | 

մերոմորֆ ֆունկցիա /, իսկ հք : R

շարր p ավար ար պայմաններ, որոնց

Հավասարում ր, որտևրլ ք-ր վերջավոր ՚ արթ ութ յան մեջ

, — 0 անրնդհատ արտապատկերումն Հւ Ստացված են մի 
ղեպրում նշված հավասարումն ունի մեկ արմատ կամ

անվերջ րացմուքէյամր արմատներ։

A. A. GOLDBERG, L. S. KOCHINIAN, S. C. SARKISIAN. On some 
theorems of Picard’s type (summary)

The equation / (x) = y (|x|) is considered where / is a function meromorphic in 

the finite plane and y (r) is a continuous mapping y: R h —* C. A number of sufficien 

conditions has een received for the mentioned equation to have at least one root 
or an infinite set of roots.
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Р. А. АВЕТИСЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ 
ДРОБЕЙ

РЯДАМИ ПРОСТЫХ

В 1921 году Вольфом ([1], см. также [2], стр. 35—36) была до­
казана следующая

Теорема. Пусть С — ограниченная жорданова область, и пусть 
функция / (г) аналитична в соответствующей замкнутой области 6. 
Тогда функция / (:) может быть разложена внутри 6 в ряд вида

(1>

который сходится к /(г) внутри С равномерно на любом компактном 
подмножестве С. •

Данжуа [3| показал, что в условиях теоремы Вольфа точки 
можно выбрать таким образом, чтобы представление (1) имело место 
в О и {гл}' = дб.

Естественно возникает вопрос об отказе от условия аналитич­
ности / в некоторой окрестности области С. Первой работой в этом 
направлении была статья Т. А. Леонтьевой [4]. В ней показано, что 
голоморфная внутри единичного круга функция

ք (г) = V ап гп
л-0

представима в виде (1) внутри единичного круга, если ап

<С> О и ряд (1) сходится равномерно, если ап = О I ---  ) , а > 0. В
\п2+’/

той же работе в сноске сказано, что С. Я. Хавинсон показал, что 
даже в случае единичного круга не любую функцию, аналитическую и 
непрерывную вплоть до границы в нем, можно представить в виде 
(1) равномерно в замкнутом единичном круге.

В настоящей работе также дается некоторое обобщение теоремы 
Вольфа в случае единичного круга. Для этого введем соответствую­
щие обозначения. Пусть Е есть замкнутый единичный круг О или от­
резок [ —1,1] комплексной плоскости С. Обозначим через А (Е) мно­
жество функций, непрерывных на Е и аналитических во внутренних 
точках Е. Для /£ А (Е) мы скажем, что /' £ А (Е), если /' допускает 
непрерывное продолжение на Е. Если Е — отрезок [—1.1], то под / 
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понимаем обычную производную.
Пусть К (Е) есть множество функций из А (Е) таких, что

1. /ЧЛ (£),
2. Существуют такие, что

- “ ш/' (?4-|)'$4 ■ 1о£ -—
2 Ой == О < 4- ОО, 2 < 4֊ ОО, 

4=1 4=1
(2)

где Шу ('4 —модуль непрерывности производной функции / (е '). если 
Е есть О, а в случае отрезка [—1.11 — модуль непрерывности функ­
ции

но = ?* = $*+1 + $>+24*• • •» Аг =1, 2,• • •.

В данной работе доказана следующая основная
Теорема 1. Пусть №). Тогда функция { разлагается 

в И в ряд вида (1), причем

Для доказательства теоремы 1 нам понадобится одно очевидное за­
мечание к теореме Вольфа.*

Замечание 1. Если С есть жорданова область со спрямляе­
мой границей, то коэффициенты /К, Аг=1, 2,••• могут быть выбраны 
в разложении (1) таким образом, чтобы было справедливо нера­
венство

(3)

где сх - Ь дл. 7,7 = дб.
1°. Приступим теперь к доказательству теоремы 1. Для этого 

нам понадобятся 2 леммы.
Лемма 1. Пусть /'£Д(£>). Тогда функция / может быть 

непрерывно дифференцируема продолжена в комплексную плос­
кость С, причем так, что

сг<»г (|г| —1), (4)

где / есть продолжение функции /, ыр (г4 есть модуль непрерывно­
сти производной функции с2— постоянная, не зависящая от/, и
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Доказательство. Продолжение функции / удобно записать 
в полярных координатах г- ге“. Продолжим функцию / во нею ком­
плексную плоскость по формуле

Тогда очевидно, что функция / будет непрерывна во всей комплек- 

сной плоскости С. Дифференцируемость функции / внутри и вне еди­
ничного круга следует из того, что - А (£>). Для проверки диq)՜ 
ференцируемости на границе единичного круга заметим, что из того, 
что /А (О), следует

га д{Отсюда вытекает непрерывность функции —— во всей комплексной

плоскости С, а с ней и непрерывная дифференцируемость функции 

/ по г.
Аналогично проверяется и непрерывная дифференцируемость

функции / по К
Для завершения доказательства леммы I нам осталось доказать 

неравенство (4). Пусть г = гец и г>1. Тг да

Лемма 2. Пусть

Тогда для любого будет справедливо неоавенство

*4

где сэ—постоянная, не зависящая от к.

(5)
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Доказательство. Введем обозначение

(z) =

Тогда функция <р^ непрерывна во всей комплексной плоскости С, так 
как является сверткой локально-интегрируемой функции -Д с ограни­

ченной функцией, имеющей компактный носитель. Поэтому функция 
достигает своего’максимума в некоторой точке г0. Ясно, что Обо­
значим через Зо*) круг радиуса 3'4 с центром, в точке г0. Тогда

Вычислим интеграл по D (z0, 3'4)

Заметим, что во втором интеграле правой части неравенства (6)
имеем

|С —ZoOö! (?֊ f0),

= arg z0, *? — ar? >> и не зависит от к.
замены переменной С = ге1* получим

Следовательно после

Л* D (го. 3Ö4)

d i d Q >. dr </ф-Са2'0А • log — 
4

Отсюда и следует доказательство леммы 2.
Приступим теперь к доказательству теоремы 1. Пусть / А * 

Тогда по лемме 1 функцию /(г) можно считать непрерывно-дифферен­
цируемо продолженной в круг й (0, 1 4՜ $), причем таким образом, что

max /(z)|-4 • log

Тогда по обобщенной формуле Коши, когда точка z £ D (0, 14՜'')»
имеем

0(0. 14-6)
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Положим

Функция аналитична н круге /) (0, 1 4՜ *>), и следовательно по тео­
реме Вольфа ее можно представить в /) в виде (1) и так выбрать 
коэффициенты Аь, чтобы

И»|

Следовательно, вопрос сводится к представлению в виде (1) функции

Для этого разложим кольцо

на кольца

Тогда

Положим

Очевидно, что каждая из функций (г) будет непрерывной в комп­
лексной плоскости С и аналитической в круге £) (О, 1 + 3*). Следо­
вательно, по теореме Вольфа ее можно представить в виде (1) равно­
мерно в О. Причем очевидно, что в представлении (1), соответствую­
щем функции точки п = 1,2, • • •, можно выбрать таким образом- 
чтобы

Но из (2) и леммы 2 получаем следующие оценки:

< су шах (х)| < сг (О,

гпах' С2
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с։ Со С3- max |d / (>)1'• log----
О*

Следовательно

Отсюда и следует теорема 1.
Из теоремы 1 легко можно получить 2 следствия.
Следствие 1. Пусть Допустим, что существует

такое число 0 < д 1, что V (</*) < -}- о- (где «>/» 
Л-1

непрерывности функции /' (е"))- Тогда / представляется в Ь 
(1), причем

модуль 

в виде

(7)

Действительно, первый пункт условия (2) выполнен. Вторая часть 
условия (2) будет выполняться, если положить о* = д*, так как оче­
видно, что в этом случае сходимость ряда из условия (2) эквивалент­
на сходимости ряда (7). Следовательно Такими будут, на­
пример, функции, у которых модуль непрерывности производной 
имеет порядок

У)/. (о) = о/ —!—- \, е > о.
iog’+Ц-1

\ G /\ /
Обозначим через Lip, (D) класс функций, удовлетворяющих в круге 
D условию Липшица с показателем я, где 0<^я<Л. Из следствия 1 
непосредственно вытекает

Следствие 2. Если /' £ Lip, (D), то 
виде (1), причем

f представляется в D в

<^Ц-оо,

В слу не единичного круга, используя интегральную формулу Шнар- 
Ца, можно методом Вольфа получить следующее

Утверждение 1. Если функция / аналитична в некоторой 
окрестности е диничного круга, то ее можно представить в Э в 
виде

/(-)= S Ck 4֊ ic, с Im / (0),

’Де а, вещественны и могут быть выбраны таким образом, что

(8)
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Из утверждения 1, следуя доказательству теоремы 1, может быть по 
лучена следующая

Теорема 2. Любая функция (О) разлагается в 22 вря, 
вида (8), причем Си вещественны и

Доказательство теоремы 1 показывает, что важно, чтобы д / (г) = 0 
во всем круге 2), а на его границе. Поэтому по аналогичной схеме 
можно доказать утверждения о представлении в виде (1) не только 
аналитических функций. Введем соответствующие обозначения. Пусть 
Е есть отрезок [—1.1], тогда верна следующая

Теорема 3. Пусть ( £ К ([ — 1,1 ]). Тогда функция / пред­
ставляется на отрезке [ — 1.1] в виде (1), причем

у --------- < 4- оо, р (гй) = 1п(/ [гл — /|.
Г,Р(г.) '61֊ЬЧ

Доказательству теоремы 3 предпошлем 2 леммы. В статье [5| 
доказана следующая

Лемма 3. Пусть С1 ([ —1,1]), тогда / можно непрерывно­
дифференцируемо продолжить во всю комплексную плоскость С, 
причем так, что

1. d f (z) ~ 0, когда Im z — О,
2. 0)Э/ (5) < С4 Ш/’ (8).
Лемма 4. Пусть имеем прямоугольники в R2

1ЦЧ-(1+Ш1+М1Х[^ ₽*-i],n*=[-(i+₽*),(i+₽*)]x[-₽*-i,֊N, 

п* = [ - (1 +^-|), ֊ (1 + М] X [- ₽*,
п* = ((1 + W, (14- ?*->)] X [-₽*-!, ^-1].

Тогда для произвольного справедливо неравенство

—֊— d\d-С с5 • 8* • log — » (9)
|С—z| 3*

П)

с5 не зависит от I и к.
Доказательство. Так как доказательство всех четырех слу* 

чаев аналогично, то достаточно доказать эту оценку для первого 
прямоугольника. Обозначим через
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Очевидно, что ® (г) — непрерывная функция и достигает своего мак 
симума в некоторой точке +/тю и го€П*. Поэтому

^а- ։

= С 1п «1 + Ка+Р.-М’+Ст-’Ь)’) +

'•А

’___________________
. | 1п(-(1 +?»+ ;0)+ги +р1+5<,։г-г(’|-’;.)гГ'<^= р+&

к
Оценим Р

с*՜1|Р|< [ |1п ((1 + ?* - и + I (1+₽»-^ + (п-ч,)։) !</’<<

•А

»*-։ ?*-։ '՛*
|1п |тз — т։0| | </>] = — ^ 1п И—т։0|</т5= — 1п (т(в —т,) </у^—

\ Ц а

р* 1Г 1п (^ — Тю) = (^5— М 1п (гл— р4) 1 4֊ ։ — Т4) 1п 1 4֊

4-2?ч< 4-о* Под
2 
О*

Последнее неравенство имеет место в силу того, что производные
функции

?1 (;,) = (л - ?,) 1п (ч- . ?2 (1) =•(₽։-! ֊ ч) 1п (₽»-։ ֊ ч)-1
являются соответственно положительной и отрицательной на отрезке 
[л> ?л-1] и, следовательно, функции и соответственно возра­
стают или убывают на [За. Л-։]- Например,

Для Q имеем

1п(-(И-Р»+ У + 1 (Ц-г-.+чР-Мч-’м)2) 1 <*ч =
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Отсюда и следует лемма 4.
Доказательство теоремы 3. По лемме 3 функцию / мож­

но считать непрерывно-дифференцируемо продолженной во всю плос­
кость, причем так, что для функции д / (г) выполняется второй пункт 
условия (2).

Пусть 3 = V Возьмем прямоугольник с центром в точке 0 и

вершинами
Д = (—(1+3), — 3), В=(֊(Ж). 3), С-((1+3), 3), £) = ((!+&),-о).

Обозначим его внутренность через П. Тогда по интегральной форму 
ле Коши, когда г£П будем иметь

Положим

д(1 п
Функция + является аналитической в П. Следовательно, по теореме 
Вольфа ее можно представить на отрезке [—1.1.] в виде (1), причем 
так выбрать коэффициенты Д* в разложении функции чтобы они 
удовлетворяли условию

Р (*>)

Следовательно, вопрос опять 
функции

сводится к представлению в виде (1)

и
г----- d\df\.

Для этого будем следовать схеме доказательства теоремы 1. Пусть 
По — П, возьмем прямоугольники П>, к =1, 2,։**с центрами в точке О 
и вершинами
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< = б4 = (-(։+М. М, «։ + ?*), м.

Тогда
< = ((1 + Н -М.

Положим

Каждая из функций %к аналитична в прямоугольнике и непрерывна 
во всей плоскости. Следовательно, по теореме Вольфа ее можно пред­
ставить на отрезке [—1.1] в виде

(Ю)

I 1ри этом можно выбрать точки 
бы имело место неравенство

п = 1, 2, • • • таким образом, что-

В силу замечания 1 и леммы 3, можно выбрать коэффициенты Апк в
представлении (10) таким образом, чтобы

V

л =1

тах (^)| с1 тах 
гес г£С

Ю/О1 
|: ֊ *1

<С1С<С5О>/' (Р* 0-й*-1о£ — •
<>к

Следовательно, в силу условия (2)

ш/ (?*-։)-Ч-1од —

Таким образом, при £ С [—1, 1] ряд

Ь-1 я —I

сходится равномерно и абсолютно к функции Теорема 3 доказана.
Конечно здесь также имеют место следствия, аналогичные след­

ствиям 1 и 2 из теоремы 1.
2°. Как было отмечено ранее, не любую функцию / £ А (£)) мож­

но представить в Г) в виде (1) с условием
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Л

Однако, если не требовать условия равномерной 
в /), то легко может быть доказано следующее*

Утверждение 2. [Пусть С — жорданова 
ляемои границей и Тогда функция /

сходимости ряда (1)

область со спрям­
лю жет быть разло­

жена внутри G в ряд вида (1), причем V |Ak| 4՜ о?. 
&-1

Обозначим через Af. множество функций, аналитических в еди

ничком круге и таких, что ап — О ~ Гле °п — коэффициенты Тей­

лора функции /.
Покажем, что в этих обозначениях основная теорема статьи [4] 

следует из утверждения 2 и следствия 2. Действительно, первое ут­
верждение этой теоремы непосредственно следует из утверждения 2, 
так как если / £ Ар и р^>1, то /£ A (D).

Пусть f^Ap н р>2- Тогда р = 24-։, где а > 0. Покажем, что 
/' Lipp (D) для любого числа ? такого, что Проще всего
это сделать, воспользовавшись двумя теоремами Харди и Литтльвуда 
(см. [6], стр. 397— 399). Действительно, из этих теорем следует, что 
/' £ Lip3 (D), если

Но если функция / имеет коэффициенты

а^>0, то функция J” будет иметь коэффициенты Тейлора ап

Если теперь взять числа q и т такими, чтобы
п

из неравенства Гельдера немедленно следует

Так как для любого 3 такого, что 0<^ 3 < а, можно выбрать # таким.

чтобы ? = —, то отсюда и следует основная теорема статьи [4|.
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Ռ. Ա. 1ԼՎԽՏԻ11 ՅԱՆ. Ֆունկցիաներ 
( ամփոփում )

Поступила 23.VI.1977

պարզ կոտորակներ|։ շարքերով ներկայացնելու մասին

Հողվածում տրվում է, Վո/ֆի թեորեմի րնդհանրացոսք միավոր շրջանի դեպ ք ում է Ապացուց- 
Լ, որ որոշ պայմանների դեպքում ածանց յալի վրա, անալիտիկ ֆունկցիան միավոր շրէա-
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On representation of functions in series of simple 
fractions (summary)

The article contains a generalization of Volff’s theorem for the case of unit 
circle. It is proved that under some conditions on the derivative an analytic function 
in unit circle can be represented uniformly as a series of simple fractions.
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И. В. КОВЛЛИ1ПИНА, Г. М. ЧУБКОВА-ВИДОВА

ПРОБЛЕМА НЕВАНЛИННЫ-ПИКА ДЛЯ 
НЕВАИЛИННОВСКИХ СИММЕТРИЧЕСКИХ 

МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ В ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ

Введение

Основы обшей теории аналитических /-нерастягивающих матриц- 
функций впервые были изложены В. П. Потаповым в его диссерта­
ции, опубликованной в 1955 году [4]. Аналитические /-нерастягиваю­
щие матрицы-функции сразу же нашли применение в теории линейных 
операторов в гильбертовом пространстве: введенная В. С. Лившицем
характеристическая матрица-функция несамосопряженного оператора 
является /-нерастягивающей.

Следующим этапом в развитии теории явились исследования 
В. П. Потапова и его сотрудников по аналитической теории электри­
ческих цепей [6]. Одним из важнейших установленных здесь фактов 
является то, что при естественном дополнительном требовании веще­
ственности ս՛ (X) на вещественной оси объекты теории становятся фи-
зичными: каждая

ция при յ=

такая рациональная /-растягивающая матрица-функ- 
О

о
является проходной матрицей пассивного 4тп-по- 

т

люсника с сосредоточенными параметрами, и наоборот. Тем самым 
теория /-растягивающих матриц-функций стала одним из математиче­
ских проявлений закона сохранения энергии.

С другой стороны, в конце 60-х годов профессором В. П. Пота­
повым был намечен перспективный план исследований по применению 
теории аналитических /-растягивающих матриц-функций к решению 
классических задач анализа. Под этим общим названием объединены 
задачи Шура, Неванлинны —Пика, Лёвнера, Каратеодори, Каратеодо- 
ри— Фейера, проблемы моментов Стилтьеса, Гамбургера, Хаусдорфа, 
задачи о продолжении эрмитово-положительных функций, абсолютно 
монотонных функций и др.

Исследования, проведенные по этому плану, показали, что все 
эти разнородные по своей постановке задачи следует рассматривать 
как задачи теории /-растягивающих матриц-функций. В самом деле, 
для всех этих задач характерно появление в заключительной фазе 
или на решающем этапе исследования функций и« (г) определенного 
класса (чаще всего неванлинновских), являющихся либо прямо либо 
опосредствовано решением поставленной задачи. В случае множествен-
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ности решений совокупность всех таких функций ад (г) описывается 
дробно-линейным преобразованием

ш (х) = [а (г) «> (г) 4՜ 6 (*)1 [с (г) ® (г) 4՜ 4 (*)] 1
матрица коэффициентов которого

строится по данным задачи и является одним из объектов теории 
/-растягивающих матриц-функций, а параметр является произвольной 
неванлинновской функцией.

Ценность исследований в области электрических цепей и клас­
сических задач состоит не только в построении аналитической теории 
электрических цепей и решений всех классических задач методами 
теории /-растягивающих матриц-функций, но также и в обогащении 
самой теории новыми фактами.

Так теория электрических цепей привела к появлению группо­
вой элементарной матрицы-функции и ее частных случаев —веществен­
ной, симплектической и реактивной матриц-функций. Описание 
структуры групповой матрицы-функции, и особенно ее частных слу­
чаев, потребовало преодоления значительных аналитических трудно­
стей. Решение задач Шура, Каратеодори и проблемы моментов приве­
ло к созданию целой теории еше одного /-растягивающего объекта 
так называемого кратного множителя [7].

Настоящая работа состоит из двух частей: в первой— изучается 
частный случай групповой элементарной матрицы-функции А (г) по­
рядка 2т, обладающей дополнительно свойством симплектичности, 
то есть матрицы-функции, удовлетворяющей следующим трем усло­
виям:

1) А (г) /?А * (г) /2 > 0, г > 0, /2 =
О — /7,я 
ит о

2) А (г) /гА (г) = /„ ]т г = О,

3) А' (г) /2 А (г) = /2.

Матрицу-функцию А (г) будем называть элементарной симплектич- 
ной.

Полученные здесь результаты о структуре, отщеплении, пара­
метризации А (г) полного ранга являются вкладом в общую теорию 
/-растягивающих матриц-функций и, кроме того, могут быть полез­
ными в теории электрических цепей.

Вторая часть работы посвящена постановке и решению частной 
проблемы Неванлинны —Пика для матриц т-го порядка, когда в уз­
лах интерполяции заданы значения искомой функции ги (г)

ш ) — ш, (/ 1, 2, • • •)
1435-4
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и значения ее производных « •
и» (гу) =

Итоги проведенного в этой части исследования являются еще 
одним свидетельством мощности методов теории /-растягивающих 
матриц-функций, позволяющих совершенно единообразно решить лю­
бую классическую задачу.

§ 1. Элементарные симплектическне 
матрицы-функции

Пусть /2-растягивающая в верхней полуплоскости матрица-функ­
ция и» (г) имеет полюсы в точках

*1» Хр ^2» » гя, 2п

порядков $я соответственно, и пусть

ее лорановы разложения.
Тогда основное матричное неравенство [7] для ш (г) имеет вид 

(см. стр. 64)
Элементарная симплектическая матрица-функция ш (г) с полю­

сами в точках г*, г* (к = 1, 2,•••, п), нормированная равенством 
ш (ос) — Д может быть записана следующим образом

а ее структура характеризуется теоремой:
Теорема 1. Матрица-функция (1) является элементарной 

в том и только в тол։ случае, когда выполнены следующие два 
условия:



Справедливо и дуальное неравенство.

П
роблема П

еванлннны П
ика
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где

а*/2 а* = О (к = 1, 2,-• •» л)

в виде
При этой /«-форма элементарной функции представляется

Имеет место также
Теорема 2. (об отщеплении элементарных множителей). Пусть 

матрица-функция w (г) имеет полюсы в точках

^2> ^2» > Zn (Im Zk ֊ 'k 0)
co еле дующими лорановыми разложениями:

2я-Ъ Х^п найдены из уравнения
AQ=Z

и пусть матрицы Хи X,-՝
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*711

<721 7.’2

72 л. 1

по формулам

7։.2л-1 7։.2л

••• 72. 2л-1 72.2л

«■’Чл -Ч- —ч- -Ч»

2 • • • 72Л-1. 2л —1 72л ։, 2л

• • • 72л. 2л - 1 72л, 2л72л. 2

72л - ։. ։ 4՜ 72л-1, 2~Ь ' * ' Ч~72л ։. 2л-14՜72«֊։ 2«

72л. ։ 4- 72л. 2 4- • • • 4֊ 72л, 2л-1 4՜ 72л. 2л ~ Х>п.
'01 да

1) матрица-функция

д?п-1. 1 72 л-։.

является элементарной;
2) (?) отщепляется от (г) слева

ш (г) = ш (г) -«4 (г);

3) при этом отщеплении порядки полюсов в точках

^1» ^2> » 2гг

у частною (г) понимаются на единицу;
4) порядки полюсов обратной матрицы ю[՜1 (г) не повышаются.
Замечание 1. Пусть

— элементарная матрица-функция и (см. стр. 54) 
соответствующее ей основное матричное неравенство отщепления.

Сейчас третье условие леммы о блок-матрице |4| имеет вид

С - Х'АХ = О

и означает, что построенный по формулам теоремы 2 элементарный 
множитель
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I

О
А
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совпадает с ш (z):
А 

œ (г) = ш (г).

Замечание 2. Умножим неравенство (2) для элементарной
матрицы-функции справа на

_ S։ 0 • • • О О
О 52 • • • О О

0 0 . • • 5?Л О
- О 0 ••• 0 /

слева на Т՛, где 52, • • •, — произвольные неособенные матрицы
порядка 2/пХ2т. Описанная в теореме 2 процедура приводит к по­

строению элементарного множителя ш (г), совпадающего с *•> (г).
Действительно, перепишем неравенство (2) в виде

А В\( I 0 \/ Л 0 у/ 0
В*С ) \Х* I До С- X* АХ До / /

По замечанию / блок С — X* АХ = 0, поэтом у

rang = rang А.

В новом неравенстве

0 \ / A B\/S 0\ в /5* AS S*B \ 0 
: )\вг сДо / ) \b*s с /

в силу неособенности Т

и неособенности 5

rang А = rang Д.

Следовательно, и сейчас справедливо равенство

С- Х*А i = o,
что и требовалось.

Среди групповых элементарных матриц-функций

особое значение имеют так называемые элементарные матрицы-функ 
ции полною ранга.
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Имеет место общий факт:
Для любой J., растягивающей матрицы-функции

О ilm 
i I т О

ранг старшего коэффициента лоранового разложения н окрестности
некоторого полюса z* не превосходит т, т. е. если

то rang Си т.
Сц будем называть коэффициентом 

С\ = гп.
Элементарную матрицу-функцию

полного ранга, если rang

а 
2 

*-1 Z “2k

будем называть матрицей-функцией полного ранга, если rang а*. = 
= т (k 1, 2, • • •, п).

Существование и структура элементарной матрицы-функции пол­
ного ранга устанавливаются следующей теоремой:

Теорема 3. (о параметризации). Если элементарная сим- 
плектическая матрица-функция

являете я функцией полного ранга, то для нее единственным об՝ 
разом определяются „параметры*1

w։, w2, • • •; wn, wv Wo, • • •, wn,

являющиеся квадратными матрицами т-ого порядка, у довлет՝
воряюгиими условию

w։ Wn

zx — Zn

W] — Wn

Wn

w։ — wj w,— Wo wi ~ w2
-----=  W J —  =------------  

zi ~ zi zi~ *2 zx — z2
• • • ♦ 

•• Wj — w. W|— W2 W|—Wo 
Wj ~=---------—-------------- —

1 ~ £*>

Wn— WyWn — W2 Wn — W„ Wn Wn ------г— ■ ■ _ - ---------- . . . ---------
Zn — Zx Zn — Zn Zn — Zn Z,t — zlt

• • • •
wn— Wt wn—W2 Wn—w2 • .
- — — — —----  • • • Wn
Zn Z^ Zn Z2 Zn ~~ Z2

Wn— Wn

z n — Zn

такие, что ш (z) допускает представление
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(3)

г ле

Обратно, любая матрица-фу нкция указанного вила является эле­
ментарной симплектической матрицей-функциегг полного ранга.

Прелставление (3) назовем параметризацией элементарной
матрицы-функции полного ранга.

Доказательство.
1°. Пусть о) (г) элементарная симплектическая матрица-функция 

полного ранга.
Запишем для <•> (г) основное матричное неравенство [7] (см. стр.58).
Пусть неособенные матрицы и (&= 1,2, • • •» п) таковы, что

5^2֊* а* = НЧ / \ 
0 0/’

55.” 2-* а» =

Умножим (4) слева на матрицу

5 0
0 /



л Ln 
0°

U) (is) Угш* (Hl) ~ Л щ(н)У2 ա* (На)-/з

Hi — H Hi - Нг

i i

ш(Н1)Лш*(Н2л) ~ J շ
Hi — H2n

Щ(Н«) /гш*(Н1)— Уг Щ(Н2) Угш* (н2 )~Уг

Нг — Hi Нг — Нг

i i

w(H2n) Խ* (Hi)—/г Ц> (Н2л) Уг^ЧНг)-/.»

օ> (Нг)/гш*(Р2л)—/e

Нг — Н2л 
• • I

щ(Н2*)/аш* (Н2л)—/2

Н2л—Hi Н2л—Hi Р2л —Н:л

I

ա (Ht) — ш (*)

Н1~г

1

<ջ_( ւլ.- ) — «> ( g)

Н> 2

I

<р (Нал)—Щ (г)

\^n — z
I

U)* (z) y2œ (z)- J2 
z — Z

l

(4)

И 
В 

Ковалиш
пиа. 

Г. M
. Чуйкова Видова



Проблема Неванлинны Пика 59

справа на 7'*и перейдем к пределу при

!12л-1 -♦ «*, (& = 1, 2, - • л).

Новое неравенство имеет вид

О О-.. Ш1՜ У- О о 

2> 2п 2^ 2п
а»:—Ш|

ич

О

ООО 0 0 0 0

О Ц,1~~Ц|1 0 ц»1—и>я 0 Ш|- и>„
2} 2| 2| 2л 2^ 2д

О О О ••• О О 0 0

о <1

1

IV«— сс>| о>я ю1 о ия-и>л 
2п — 21 2п — 2\ 2п — 2п

о о о ;о ••• о 
• • • 

и»я—и>| изп—ад։ _—-----=— 0 —=------ - 0 • ■ • и>п
гп ~ гп — 2\ 
ООО 0-- О

О и/п о

О 0 0
о 14՜"’-’ о

2л 2л
О 0 0

шя / 1
О 0 1п

П 4
. О 0 2—гп «

Формулы теоремы 2 (см. замечание 2) приведут 

ментарной матрицы-функции ш (г), совпадающей
Для этого введем обозначения

к построению эле-

О О

О О

и՝п 1
О О

л

о о

Известно [7], что уравнение АХ =

г—гп

В, следовательно и
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имеет решение, но тогда оно будет иметь и решение вида

~9и Ям * ‘ * 9ь

0 0 0

9«л-1, 1 9«л-1. 2 • • * <74л-1. 4л

֊ О 0 .--0
Равенство

А<к= г
равносильно

и՛
ш։— и»4 и»։

20 |
иц — го 1 и'1 гол П»| —

и>4 П’1 гол — го. Ып — И)п
Шл

Шл—«Чи’л — Ш1 Шп— Шп
ШЛ

Г9и Ям <71. 4л —I

Язз Яз2 93, 4л-1 Я*. 4л

94л-3,

9<«—։.

94л֊3, 2 • • •

?4л-1. 2 * • •

94л 3. 4л —1 <?4л 3 4л

</4л—I, 4л-1 71л-1,4л-

[шл, Г]1

Последнее соотношение распадается на два равенства

-<7п

9з1

94 л-3. 1

<74л-|, 1

9и ‘ 4л-1

Язз ’ ' • <73. 4л-1

Я*п-3. 3 ••• <74л-3. 4л-1

94л —I, 3 • • * 94л—1, 4л-1

Г«’1

Шл

П’л

А^п •

912 914 ••՛ 9։.4л -1 р /

Язг 9з4 ’ • ’ 9з. 4л _

94л —3, 2 94л—3,4 94л—3,4л /

94л-1. 2 94л—1. 4 94л—1,4л □ Ь- /

Из второго вытекает, что матрица А^п неособенная, поэтому
9п

9з1

94л-3, 1

94л —1. 1

912 ։ * ’ 9։. 4л-1 91,4л

9з2 • • • 9з, 4л-1 93. 4л

94л-3,2 ••• 94л-3, 4л-1 94л 3, 4л

94л-1. 2 ••• 9«л-1. 4л-1 94л-1. 4л-1

(5)

Используя правило построения элементарной матрицы-функции

«1 (г), отщепляющейся от ш (г) [7], положим
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где
<7Й 0 94л —I, 1 °

'***
Я\п-\. 4Л

и՛, — и\
------- ֊_- 0 и)г 0 • • •
*1“ *1

• гх'л — И’п 
• и»я -֊--------------

2. — 2п

о о о О •••

л го । — и* . -ш> 0 ֊_---- 1- О - ■ •
*1 — ֊1 

О о о о •••

юу— 1Уп 0 и^ —ТОл $ 

г^ — гп гх — гя
О ООО

о о
2։— 2Л 2Х—2п 

О ООО

• •
и’л—ич А и^д —и»д֊О)д 
------------ =т— и------------------ С) • • ----------------_— I) и»л и

2д — 2л ?п 2п
О О О 0- 0 00 о

Шл —и»1 и»л—и՛, л •• п и*л— ХОл п——— о —--------о • ” • и)л о —-------- о
2п 2Х 2 л «л 2п

О 0 0 0 ••• 0 00 о

<711 <712 ՛ ՛ ’ <?։. 4л

<71л-1, 1 <74л-1,2 • • • <74л-1, 4л
О О -..О

9ц 9з1 ’*’ 9-4л֊з, । 94л-1,1

912 9з2 '՜՞ 91Л-3.2 91Л-1.2

• • • •
91,4л —1 9з. 4л-1 94л-3, 4л-1 91Л-1, 4л-1

♦ • • •
91.4л 9з, 4л 91Л-3, 4л 91л-1,4л

гл^и>п ц,г ~

гх —гп 21 — 2л

• • •
XV! — И» л «»|—Н’л

21— 2« 2Х —2л

-х»

Шп— и» л 
---------------   " И’л

2п —
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<7։։ <71« ' * ' <Л, 4л— 1 41.4л

9з1 4з2 ' * ' </3. 4л -1 9». 4л
■->-

94л-3. 1 <?4л 3. .*• • • 94л-3.4л-1 ?4л-3, 4л

9и-։. । 94л-։. ’••■ 94л-|, 4л । 9։л-1, 4л

Здесь мы использовали соотношение (5). 
Теперь строим матрицу-функцию

2'1 а1> ' * ' » Од» 2*л Ол}^
•Л

и эта матрица-функция. в силу замечания 2, равна и» (г)

<« (г) = ш (г).

2 . Пусть теперь 2Р •••»£„— произвольный набор точек из
верхней полуплоскости, а матрицы

•••» и>/1, о>2, •••, и>п

удовлетворяют условию

и», — и»1 и»!—и»!—
------ 1-— • • • ----------------— ------------------

. — г։ *1 — г* 21~-2л
/4» — • ♦ • •

■П и»1 — и՛, и'|—Шп и»л— <4'ли*1 ---- • • • ——--- =----- =-------
-1~г1 21—гп г։~ £п
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о
ич—и'1 и>1 ич— и)п

2п 2п
иЧ — IV» Ш п— V’ 1 и» л и՝п—и>п

Рассмотрим матрицу

Т/'1

гг։

2л

1«>л,

п>а > Л

и построим матрицу-функцию

ш (^) — 1 ~1՜ I [2_֊1 ср 2 ՝1^1»

ш (?)—элементарнаячто

(6>

Покажем, 
ранга.

Для этого 
цы Н

МиГ} ица-функция полного

вычислим /2-форму, используя тождество для матри-

/]н = -1 (нг-гн), (7)

Аегко следующее из тождества для А՜'1:
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г — гп_
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откуда, в силу неотрицательности Н, следует элементарность ш (г).
Симплектичность <■> (-г) также легко проверяется.
Убедимся теперь, что »о (г) полного ранга. В самом деле, из 

тождества (7), переписанного с учетом (6) в вид?

2'1

1«>

Н35-5

|2:1 «р

2'л Пл

_ ■ 2 Л (1ц

«гл /| • • •

П'л

’2л 1.1 [П’р

М'л
«2л. 2 [«’р«2л. 1 [иЧ, /]£]_£'’

и»* л
/

«2л I, 2л-1 [«’/ > /|

2II —

I
О
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где
зп а12 ••• 3|, 2л-։ *1.2л
я21 ։sa • • • 22. 2л—1 2 2. '-’л
—*"W -**■ ***■

։?n ։. ։ «2л i.2 ••• а2л-1.?л-1 а2л-1.2л
aJn. I ®2л. 2 ‘ * а2л, 2л -1 я2л, 2л

вытекают равенства

2ч < /г «1 =

&2п- I, 2л-I [«’л, /],

а11 [«’1, 1\* 1

/

из которых следует, что rang а* — т (к — 1, 2,* ••,/։).
3՜. Докажем, наконец, единственность представления (3). До

пуская, '.то <•’ (г) имеет два представления

получаем, в силу равенства /»-форм,



Проблема Неваклинны Пика 67

из которого следует, что

откуда /4?л = Л;я, что и требовалось.

§ 2. Проблема Неваялинны-Пика

Постановка задачи следующая: дана последовательность точек

^1. *2> " » ’

из открытой верхней полуплоскости и две последовательности квад­
ратных матриц /77-го порядка

юр ик2, • • шп,- • • 
• • •

юр и>2,- ■ • • -

из открытой верхней матричной полуплоскости; ищется неванлиннов- 
ская, симметрическая матрица-функция ш (г), т. е. голоморфная в 
верхней полуплоскости матрица-функция, удовлетворяющая условиям

ю (г) — ю* (г) 0. 1т г О

ю' (г) = ю (г),

такая, что

ю (гг) — Юр ю (г2) — ю2, • • ю (гя) юя, • • • • • • • • • 
ю (г1) =юр ю (г2) =-■ ю2, • • •, и» (гя) = юя,- • ••

2°.1. Сначала решается усеченная задача для п наборов ю», 
1, 2,---,п). Справедлива

Теорема 4. Для тою чтобы матрица-функция ю (г) была 
решением проблемы Неванлинны-Пика для конечною числа наборов 
г*, ю*, ю* (& = 1, 2,-*-,п), необходимо и достаточно, чтобы мат­
рица-функция и՝ (г) удовлетворяла основному матричному нера­
венству
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X). (8)

Необходимость теоремы следует из неравенства Шварца-Пика 
[5], записанного для точек

2р Ир ' > ^п9 Нл, *

после перехода к пределу при — гк (к = 1, 2, • •֊, л) и принципа 
симметрии для неванлинновских матриц-функций

и>* (х) = № (г).

Достаточность легко усматривается из неотрицательности блок-
миноров

— ичс I и’* — №* (г)------- - и» * -----------=----  
х» —г* | гь— г

Шк— и’Л । №*—№* (г)
и»* -=------- 1 -----=-----=—

г*—. гк— г >0.

и» (г)— и»* и» (г) —и»* и* (г)— и* " ( г)
г —л г — г* г — г

Справедлива и дуальная теорема.
Будем решать ОМН (8) при условии, что Д2Я^>0. Имеет место 
Те орема 5. Общее решение ш (0 неравенства (8) представ- и 

ляется в виде дробно-линейною преобразования произвольной не­
особенной, неванлинновской, симметрической пары [р (г), д (<0|

Р*
<7* .

0. [р, /г Р*
<7*

0, [р, </1
Г 

р
/ 

д

ш (г) [р (х) Ь (г) 4֊ д(г) </(г)] 1 [р (г) а (г) 4֊ д (г) с (г)],
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матрица коэффициентов которою строится по матрице О

и являете я элементарной симплектической матрицей-функцией 
полною раню с полюсами в узлах Интерпол яции.

Доказательство.
1) Предположим сначала, что неванлинновская, симметрическая 

матрица-функция удовлетворяет неравенству (8)

2п

оно эквивалентно не­

и՛ (г)—а’я и|(г)—а» (г) — а» (■?)— а»!

г — гп

По лемме о неотрицательной блок-матрице
равенству
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и»„— и»* (г)

I

(10)

Построим матрицу-функцию (9).
В силу теоремы 3 А (г) является элементарной 

матрицей-функцией полного ранга с /։-формой
симплектической

/
_г—гп-
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Обратная матрица А ։(г) может быть вычислена по принципу
симметрии

и ее /3-форма имеет вид

I

/
г—гп

1

Сравнивая последнее выражение с ядром второго члена неравен­
ства (10), замечаем, что они равны.

Таким образом, введение матрицы А (г) позволяет переписать 
неравенство (10) в весьма компактной форме

(И)

2) Определим теперь пару матриц [р (2), <7 (2)]» полагая

[р (г), д (2)] = [го (2), /] А1 (г). (12)
Очевидно, р (2), д (2) голоморфны в верхней полуплоскости, а из не
равенств

|р> ?] = [ш, /] А՜1 (г) А՜*’ (2)

(р> 91 /г = [«’. Л /2

следует, что пара [р (2), д (2)] неособенная, неванлинновская и сим­
метрическая.
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Разбив матрицу-функцию А (г) на блоки

соответственно матрице

А (г) =

, из (12) получимО — И
И О

[«’ (г), /| = |р (г), <7 (г)] А (г) - |р (г), <? (?)|

[р (г) а (г) 4֊ <7 (*)с (г) р (г) Ь (г)-\֊д (г) (1 (г)],
откуда

™ (г) = [р (г) Ь (г)Н֊7 (г) с/ (г) ] ’ [р (г) а (г) + <7 (г) с (г)]. (13)

Первая часть теоремы доказана.
Здесь установлено, что любое решение усеченной проблемы Не- 

ванлинны-Пика представляется в виде (13), где |р(г), д (г)] — некото­
рая неособенная, неванлинновская, симметрическая пара.

3) Обратно, пусть [р (г), д (г)| — произвольная неособенная, не­
ванлинновская, симметрическая пара голоморфных матриц-функций и 
пусть матрица-функция

определена соотношением (9).
Рассмотрим пару

[и (г), V (г)] [р (г), д (г)] А (г).

Показано, что матрица-функция

V (г) — р (г) Ь (г) 4- д (г) (г)

обратима в верхней полуплоскости.
Поэтому имеет смысл функция

«’ (г) = V 1 и = \рЬ 4֊ [ра 4՜ 9с].

Она удовлетворяет неравенству

/| А '(г)/2А-'-(г)
и»

= [и, V] А՜1 (г)/г А՜1* (г) и* 
и* 2

[«’, /1 А֊»(2)/г А֊’*(г)
и»* 
/

р* 
д'

>0,

о,

V

эквивалентному, в силу (11), неравенству (8).
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Тем самым доказано, что дробно-линейное преобразование (13) с 
произвольной неособенной, неванлинневской, симметрической парой 
(р(г), д (г)] н качестве параметра является общим решением усечен­
ной задачи Неванлинны-Пика. Справедлива и дуальная теорема.

Из теоремы 5 вытекает, что усеченная задача Неванлинны-Пика, 
удовлетворяющая условию адекватна заданию параметри­
зованной элементарной симплектической матрицы-функции А (г) (9) с 
полюсами в узлах интерполяции.

2°,2. Параллельно рассматривается 
Устанавливаются следующие факты:

1) Если

и пошаговое решение задачи.

где

«1 (*) (^) 
с> (г) < (г)

элементарная симплектическая матрица-функция полного ранга, а 
\р (г), д (г)| — произвольная неособенная, неванлинновская, симметри­
ческая пара, то дробно-линейное преобразование

ш (г) = [р (г) 6г (г) 4֊ д (г) (г)] 1 [/> (г) аг (г) ֊г д (г) с1 (г)] =

= (г) Цр (г), Я (г)]}
определяет матрицу-функцию те (г), являющуюся общим видом неван- 
линновских, симметрических матриц-функций, удовлетворяющих усло­
вию

• • 
те и0= «»р и» (г1) = ти1*.

2) Общий вид неванлинновских, симметрических матриц-функций , 
удовлетворяющих любому конечному числу первых условий

ш те (г2)=ш2;- • и» (хя) =
• • • • • • 

ш (21) = и»!; т (г2) = ш2;- • -,«• (гя) = и'я, 
представим в форме суперпозиции дробно-линейных преобразований 

ш (г) = 6։ (г) |62 (*){••• {6Я (г) {(г), дя(г)]Н • • }}, 
где |ря (г), дп (г)]— произвольная неособенная, неванлинновская, сим­
метрическая пара. Матрица коэффициентов результирующего дробно-

Это утверждение является частным случаем теоремы 5 при п 1. 
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линейного преобразования равна произведению элементарных симплек- 
тических множителей полного ранга

Ьп (г) Ьп -1 (г) • • • Ь2 (г) 6։ (г)= А-։

где матрицы а՛^' последовательно находятся по формулам
/ V ' (к) и»4 (г*)=~6*֊1 (г>) (гл) । • • • {6։ 1 (г*) |ш*}} •••<(,

(1с = 2, 3, • • •, п), ги,*) = ю։.

Отметим, что положительность информационных блоков /42, Л4,- • • ,/4гп 
обеспечивает неособенность матриц

„,(*) НГ — и>ь (*) и» и
«,(*)• (к)

֊ П) к

Таким образом, постановке любой задачи Неванлинны-Пика, 
удовлетворяющей условию /4гл^>0, соответствует бесконечное произ­
ведение простейших множителей полного ранга

п-ые частичные произведения которого

А,(г) = Ьп (г) Ьп ։(?)••• (г) Ь1 (г)

являются матрицами коэффициентов дробно-линейных преобразований 
произвольных неособенных, неванлинновских, симметрических пар 
[р„ (г), дп (г)], дающих общее решение соответствующей усеченной 
проблемы.

Справедливо и обратное утверждение. В самом деле, зададим 
произвольное бесконечное произведение простейших симплектических 
множителей полного ранга

2 — 2к

2/ ’* ак

2 —
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Определим две последовательности квадратных матриц лл-го порядка 
по следующему правилу: рассмотрим к-ое частичное произведение

ак (z) 6* (z) 
(z) ch (z)

— A> (z) = bn (z) • • • 62 (z) 61 (z) 

и дробно-линейное преобразование произвольной неособенной, неван- 
линновской, симметрической пары [р (z), q (z)],

w W =/[₽ (*)M*) + Q (^) d* (z)]՜1 \p (z) ak (z) -r q (z) ct(z)].

Обозначим
W (Zj) = Wj

w (z) — Wj nm --------------- — wJtz --  2y

Считая далее k—\> получаем последовательности

Wp W2J * > W' • • •
Wj, w2, • • •; wn,- • •.

Теперь формулируем проблему Неванлинны-Пика: найти неванлиннов- 
скую, симметрическую матрицу-функцию w (z), удовлетворяющую 
условиям

w (z<) = wA; w (Zk) — Wk (к ֊1, 2,- •).

Тем самым показано, что проблема Неванлинны-Пика со строю 
положительными информационными блоками Лгл (п = 1, 2,-• •) адек­
ватна изучению бесконечною произведения простейших множит - 
лей полною раню.

2' .3. Далее рассмотрим так называемые круги Вейля.
С помощью А (г) неравенство (9) переписывается в виде

или

где

(14)

— матрица Вейля.
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Как и в предыдущих задачах [1], [21, [3] неравенство (14) пере­

писывается в виде «• (г) — SR 1 4՜ 1՜ SR 1 5* — Т ՝v -—==֊, w*< /. С 
I А

геометрической точки зрения это отношение означает, что решение 
усеченной проблемы Неванлинны-Пика при любом фиксированном г0 

( Г|> ~го>>О ) принадлежит матричному кругу R (гп) с центром с= 5Я՜՜1

и радиусами: 
левым 

5/?֊1 5* - о zo

2л

Zq — Zn

и правым

/ /
—- 1

Zq — Zn Z0—Zn

^0 z Л

—1

соответственно.
Из симплектичности А (г) следует, что

'Jg ~

Рассматривая пошаговое решение общей проблемы Неванлинны- 
Пика с геометрической точки зрения, мы связываем с каждой усечен­
ной задачей круг Вейля Rn. Поэтому нас будет интересовать поведе­
ние кругов R„ (z) с ростом п. Имеют место следующие утверждения: 
центры с Sn R^՝ стремятся к конечному пределу; радиусы р^ и ?<1 
монотонно убывают; каждый круг Вейля вложен в предыдущий.

В силу основной теоремы С. А. Орлова [6], ранги левого и пра­
вого радиусов предельного круга не зависят от выбора z Ф z*.
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Для вполне неопределенной проблемы Ненанлинны-Пика (оба 
радиуса имеют неособенные пределы) справедлива теорема, являю­
щаяся обобщением известного критерия Данжуа. Здесь используется 
разложение элементарных множителей на произведение двучленных 
множителей [4].

Ьк (з) = /4------ — — —= 6*| (г) 6« (г)=
2—2 к 2—г к

где

՛ Pli = РкГ, Pki 0; Рк2 - Рк2\ Рк2 J<i < 0.

Для удобства записи перейдем в единичный круг и будем счи­
тать; что двучленные множители нормированы к модулю в т, ; 0.
Тогда

6, (С)=

и имеет место
Теорема 6. (критерий Данжуа). Для тою чтобы проблема 

Неванлинны-Пика была вполне неопределенной, необходимо и до­
статочно, чтобы сходился ряд

(1 - г>*1) р» + (|С*К1).
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ւսսւնարթու[>ւունէ1էմ էԼվանփնն |ան. սիմԼսւրիկ մատրից-ֆունկցիաների fi։ujiur (ամփոփում)

Ներկա հոդվածում դիտարկվում ( Ն ե վ ան / ինն ա ֊ Պ ի կ ի Ւ՚^ՂՒրՐ ®' (2) 41֊ րդ ^ШГЧЬ նեվան- 
11'^նյան մատրիցա ֆունկցիաների Համար

w (z) — w* (z) 0
Z— Z

որոնք բավարարում են յրացուցիչ սիմետրիկության պայմանի

w' (z) = w (z).

եէնղիրր Լուծվում Լ անալիտիկ Տ֊ճդվող մ ատրիդ֊ ֆունկցիաների տեսության մեթոդներով:
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1. V. KOVALISHINA. G. M. CHUBKOVA-VIDOVA. Nevanlinne-Peak problem 
for nevanlinne's symmetric matrix-functions in the upper half plane (summary)

This article deals with Nevanlinne-Peak problem for nevanlinna matrix-fun- 
(v> (z) — w* (z) \

-------------- —-------- >01, satisfying an additional symmetry 
z — z---------/

Condition ti/ (z) = W (z).
This problem is solved by the methods of the theory of analitic /-stretching 

matrix-function.
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

1°. В журнале „Математика“ была опубликована статья [1], со­
держащая непосредственное обобщение одного из основных результа­
тов более ранней нашей работы [2].

В заметке [3], представленной к печати несколько позже и вы­
шедшей почти одновременно с [1], также был обобщен один результат 
работы [2].

В конце работы [1] было помещено примечание при корректуре, 
где, в частности, утверждалось: „это обобщение (т. е. заметка [3]) не 
содержит, однако, результатов работы |1|“.

Это утверждение неверно, так как, — как выяснилось впослед­
ствии, — из общей формулы заметки |3| в принципе можно получить 
соответствующий результат работы [1].

2°. В формулировке надлежащих условий, обеспечивающих спра­
ведливость основной формулы (3.18)—(3.19) нашей работы [1], имеется 
упущение.

Ситуация такова:
а) Если параметры {ру/о" и {р->|о связаны соотношением

И/ =р/ ' (О < у < п),

то, как формулировка теоремы в [1], так и вывод формулы (3.18) — 
(3.19) не нуждаются в коррективах.

б) Если же

И/ ֊Ру О
то в формулировке теоремы на разлагаемую функцию / (х) из класса 
Сл + 1 {[0, /), <Р/>> Ну^>) нужно налагать дополнительные 
условия

^у”РУ’ (*)
О Д(Л/(0)=0, 1

где
Ру — 1 < Ну “ Р7՛ < Ру (Ру՝ > 1 — целое)

(1 < к О п).
Отметим также, что, как и в случае а), если при данном у (0 > 

л) мы имеем Ну—Ру \ то Для этого индекса условия ( ) просто 
снимаются.

Указанное упущение тем более досадно, что доказательство на­
ших формул (3.18)—(3.19) остается тем же, если только воспользо­
ваться давно известной нам формулой
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04)-{(х)=/(х) -

где р 1—любое целое число и — 1 а р (см. 14], стр. 570).
В заключение отметим, что на отсутствие неких дополнительных 

условий в формулировке теоремы работы [1] обратил внимание 
Г. В. Бадалян в своем письме в редакцию.

Настоящим мы в явной форме корректируем свой результат.
М. Джрбашян, Б. Саакян
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