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Հայկական ՍՍՀ

խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդված! հր հրապարա- 
գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա հՄաթ! 1 Ատիկա* ամ- 

սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'
7. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպա / ական մամուլը 

՚ այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)>
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվեմ են հրապարակ­

ման բացառիկ դեպքերում' Խմբա գրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամ բ։
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գր ա մ ե ք են ա գր վա ծ, երկու /րինակուլ՝ Ռուսերեն 

< Հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կ չյ ե չ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեղոլնե րովէ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպարակվել 
Համապատասխան չեզվովւ

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համ սնուն փոքրատարներիդ, սլետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու դծիկով վերևում/ 

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
* ամ արը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում է

5. Դրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա քար նշվում 
/ հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, Հ ր ա տ ա ր ա կ չո ւթ յո ւն լւ, հրատարակման տա­
րեթիվը և Լշերր, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողմ •չ՛ ծ ի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տա րեթիվը։

0 գտա գո րծվւսծ դրա կան ութ յո ւն ր նշվում 
տասխան տեղում։

է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա-

6. Սրբագրության ժամանակ հե դինակի 
քսությունները (օրիգինալի նկատմամբ) շեն

7 • Հոդվածը 
վ ա ծ ի ստ ացմ ան

8. Հոդվածի 
խմ բագրոլ թ յոլնր

9. Հոդվածի

վերամշակման նպատակո

կողմից կատարված քիշ թե շատ զգալի փոփո֊ 
թոլյլատրվ ում ։

հեղինակին վե րա գա բձն ելու գ ե պ/լում, որպես հոդ-
Ժամկետ համաբվում է վերջն ական տեքստի ստացման օրը*
մերժման դեպքում . ե գինակին ւէե ր ա դա ր ձւէոլմ Լ ձեռագրի մեկ օրինակը և 

իրավունք է վերապահում շգբ տղվ ել մերժման պատճառների պարգւս բան ում ով։ 
վերջում ան1, բաժ եշտ Լ նշել այն Տ իմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կա տարված

տվյաԼ աշխատանքը ։
10. Հեղինակը պետք է ստորաղրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը/ 

^1. Հեղինակներին ուղարկվում / անւէճար նրանց հոդվածի 25 ա ռանձն ատիպ երւ
^վսմբագրու թ յան Հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, Գիտությունների ակալեմիայի Տե- 

^ղէէլ՚ադիր, սերիա 0 Մ ա թ ե մ ա տ ի կ ա ւ) ।
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С. О. СИНАНЯНО КВАЗИАНАЛИТИЧНОСТИ, ПОРОЖДЕННОЙ МЕТРИКОЙ ПРОСТРАНСТВА Լ՛'

§ 2. Введение

Пусть Е— нигде не плотный компактна комплексной плоскости, 
С (Е) — пространство непрерывных на Е функций с равномерной мет­рикой, R (Е) — подпространство, порожденное аналитическими на Е функциями (или, что то же самое, рациональными функциями, полюса которых лежат вне Е). А. Г. Витушкином было получено необходи­мое и достаточное условие на Е для того, чтобы R (Е) = С(Е) ([!]).Когда Е(Е}=/=С(Е) естественно ожидать, что некоторые свой­ства аналитических функций (при дополнительных ограничениях на множество Е) могут передаваться функциям из Е{Е],Здесь рассматривается свойство единственности аналитических функций: из обращения в нуль на некоторой (произвольной) порции множества Е функции /£ R (Е) следует равенство нулю такой функ­ции на Е. Чтобы R(Е) оказалось носителем свойства единственности, 
Е должно быть в некотором смысле достаточно „массивным“ мно­жеством (для компенсации отсутствия внутренних точек).Существование такого примера следует из работ М. В. Келды - ша. По предложению С. Н. Мергеляна аналогичный (более сильный) пример был построен в интегральной метрике ([3]). В некотором смысле точный пример был построен А. А. Гончаром ([2]).Через ЬР(Е), р > 1, обозначим банахово пространство заданных на Е измеримых комплекснозначных функций с конечной нормой:I ) 1/(*)Г (г)!1 * * * * * * В

Егде т — плоская мера Лебега.
ЕР(Е) — подпространство, полученное при замыкании множествааналитических на Е функций (или, что то же самое, рациональныхфункций, полюса которых лежат вне Е). При 1 < р<^2 всегда

Ер(Е) = Ер(Е) ([3]).В работах [4], [2] имеется описание нигде не плотных компактов 
Е, для которых ЯР(Е) = Ьр[Е), Если ЕР(Е) £ ЕР(Е), р> 2, то свойство единственности аналитических функций (при дополнительных ограничениях на множество Е) может быть „унаследовано“ фу нкциями из Ер(Е), р^>2 ([3]). Отсюда как следствие получается, что функции из R (А) также обладают свойством единственности. Для Ер (А), р^-2, Бреннан получил более сильный результат (|5]).



424 С. О. СинанянТаким образом, указанное свойство единственности непосред­ственно не привязано к свойству непрерывности функций и к равно­мерной метрике.В работе рассматривается более общая метрика, которая в со­стоянии сохранить свойство единственности аналитических функций.Пусть ф (г) > 0 почти всюду на Е, ՛]> £ Ьу (£). Через £р(?), р^-1, обозначим банахово пространство заданных на Е измеримых комплекс­нозначных функций с конечной нормой:
|Д-= Ь^(г)Г •■?(*)</"•(*)  "л

R'1 (՛/)— подпространство, полученное замыканием множества аналити­ческих на Е функций (или, что то же самое, рациональных функций, полюса которых лежат вне Е), Будет доказано, что при естественном ограничении на функцию <՛, метрика этого пространства в состоянии передать свойство единственности.
§ 2. Построение множества единственностиПусть функция ’У1 ?> О почти всюду на единичном квадрате А = {д: 0 Ие г 1; 0 1ш г -С 1}. Кроме этого Ьу (А) и[ ՛■?! (*) (^т (2) > — °°- д (I)Теорема. Существует такое нигде не плотное компактное 

множество Е, что функции из R где ф — сужение функ-
иии 6։ на Е, обладают свойством единственности аналитических 
функций: из обращения в нуль произвольной функции /$/?"’(*)  на 
некоторой порции множества Е еле дует,.что / = 0.1 . Построение множества Е. Рассмотрим последователь­ность нечетных натуральных чисел: 1 = п0 Пу <\П2<\• • • < лд<^• • •. В дальнейшем на эту последовательность будет наложен ряд ограни­чений. Положим Л/д -= пг • п2-• • па, к = 1, 2, 3, • • •. Разделим квадрат А параллельными к сторонам прямыми на п^ равных квадратов (первого ранг а). Обозначим полученный центральный открытый квадрат через А]1)> а остальные квадраты через 8/՝\ 1 -С / Ль Каждый из квадра՜ м 1)тов ч։ в свою очередь разделим параллельными к сторонам прямы- ми на п-_> равных квадратов (второго ранга). Центральный в О/ откры­тый квадрат обозначим через Д/2), а все остальные квадраты (второго ранга) — через о,-2’, 1֊<у’<^Л2. Пусть квадраты к-го ранга А;’; 2 э1 -С Р ՝Г Л*,  1<Су<^Л*_],  уже построены. Разделим каждый из квад­ратов 8{,*\  1 -С р < Л*,  параллельными к сторонам прямыми на п?+1 равных квадратов. Полученный в 8)/՝ центральный открытый квадрат обозначим через А^'1՜, а остальные квадраты ((к -|-1 )-го ранга)— че­рез 8, ]), 1^у<^/Ул+1. Продолжая этот процесс, получим последова­тельность открытых квадратов |А,/)|. Определим
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I <2>2°. Пусть /££■’(?)> а I/?։ (г)|—последовательность рацион альных функций, полюса которых лежат вне Е и удовлетворяют условию•р (z) dm (z) = 0. (3>
R (z) можно представить в виде .и
где Ri, I (z) -сумма простейших ным полюсом в центре квадрата рациональных дробей с единствен-Г', P(z) — многочлен. Можно счи­тать, что
где

Е

> (z) dm (z).
Предполагается, что функция / равна нулю на некоторой порции множества Е. Нужно доказать (при некоторых ограничениях на после­довательность |п*}),  что / = 0.Основная схема доказательства состоит в следующем: сумма простейших дробей высших рангов мала за исключением множества малой площади. Остальная часть рациональной функции R. (г) близка к нашей функции и аналитична на конечносвязной области. Коридоры этой области достаточно широки (в сравнении с кривой, соединяющей две произвольные точки области), поэтому малость функции на части области передается на всю область.

§ 3. Основные леммыI 3 . Дальнейшие оценки основаны на следующих двух леммах. Эти леммы получаются с помощзю класси аеской теоремы Сегё.Теорема Сегё. Пусть — линейная мера Лебега на единич­ной окружности |z| = 1 и А>0. Через обозначим мно­жество аналитических на единичном круге функций, которые обра­щаются в нуль в начале координат. Тогда расстояние от единичной функции до Ао задается формулойinf — [ |1 —f\p՝hd^ = exp ! — I log hd^ 1 •I /6-4.2« J 12«. jОбозначим через K(Z, г) круг z: |z —’| <^ г}.



426 С. О. СннанянЛемма 1. Пусть ф— почти всюду положительная на коль­
це з = \г: /?о<С121<С^ функция, у довлетворяюицая условиямФ € Л (з);
Тогда для произвольной аналитической в круге функции, обрагияю- 
шейся в нуль в некоторой точке круга А'(О, /?0), имеет место не­
равенство

Доказательство. Имеем/?
а К, 1г1Функция XV конформно отображает круг ЛГ(О, г) в единич-ныи круг АГ(0, 1) так, что точка гбудет отображение г = = ч переходит в XV — 0. Обратным • Для производных

бг 
быимеем оценки

бы
б г

о

б/ц>

г — /?о при
приоБлагодаря этим оценкам и теореме Сегё, имеем

о
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то получается утверждение леммы.Лемма 2. Для произвольной аналитической в 
функции имеет место неравенство|/С)Г<С- [ |/(г)|',-Иг)<//п(2), |Ч<Л0.

Для доказательства достаточно применить лемму

круге К (О, R}՝

(5)՛
1 к функции

§ 4. Дальнейшие оценки4°. Пусть М = М(е)— номер наивысшего ранга квадратов А, содержащих полюса функции (г). В силу абсолютной непрерыв­ности интеграла Лебега существует такое число Мх = Л/Дг) > М, что|ЯДг)|։ф(г)</7П (*)<Др.и։ + 1где ш- 1[)т = Д\ ( иЛ-1 IЧерез а/, ь обозначим центр квадрата △!* ’, черезвписанное в центром в точке . ц — кольцо,.и радиусами
I 2 2М-!Применим лемму 2 к кольцу 2 Уи։ ֊1 0 I 2-Л.и.Получим

-И,где
R /?0)-ехр —

R»



428 С. О. СинакянИз последней оценки следует, что после выбора Л^и, 1 число /Уи, мож­но выбрать настолько большим, чтобы
| | В Г2 (1 т <7 уд(.И։) В

М] '

Тогда
Многократно повторяя это рассуждение, получим

Откуда
|/? |2 / с/т

Л-ИИ

(6)
5՝. Для наглядности будем пользоватьсяПравую нижнюю вершину квадрата и ։ и рассмотрим кольцо с центром в внешним образом касается четырех квадратов

чертежами 1 и 2.
Ч-И-1) хго, обозначим через этой точке, которое

△;И) (М- г о ранга) и несодержит подобные квадраты (чертеж 1). Ширина кольца беретсяравной -ли — > где — — целое число,
МЫм м

----- -------. Концент-
рическиественно, - А(И~1) квадраты- Д/ , и 5.и выбираются л( И-1) Эи О исо сторонами * уу~■ » соответ-такими, чтобы имело место расположение,указанное на чертеже 2. л'Ю Теи-։) \/2>(.4-1)дОИ-1)

Согласно лемме 2 для С принадлежащей кругу, окруженному кольцом имеем
|Л. Г.)|։<С‘/1-։’-|‘|Я.|’֊Нт< С.и_։-в,

«<■«֊»где Си-1 = З-зир С/ и “ определяется числами ТУпи и 5,и. Можно I■считать, что С£Л\1|Д;И). Из формулы
/ — г
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Чертеж 1.

Чертеж 2.
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а \ и МЛ"

)имеем

6 . Обозначим
I В.

и д'?'».

Л1

к = т I

(7)
(8)

Согласно неравенству Коши и (6), (7) имеем
С о ։/։ ( С 11/2I |Ф.и12 ф с/т < 1^1" Ф ^т\

л м Ем

Так как Ф.и аналитична на множестве II то опять согласно
Iлемме 2 и благодаря тому, что площадь этого множества можно сде­лать достаточно маленькой (за счет выбора Мм), можно добиться вы­полнения неравенстваI |ф.м|2 ф с/т

1>М

1 + №и-1 (9)
Теперь Ф.и находится в такой же ситуации, что А*։ , только но­мер ранга на единицу меньше. Поэтому многократно повторяя анало­гичные рассуждения, мы придем к следующим леммам.Лемма 3.

|Ф.и|2 с/т А- В, (10)
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г де.

л- з-П 11+М.։•
к — 1* .И *Лемма 4. Для г^Д\( II II А/'Н) имеем

£ II 'и о С Ч’ —2 2 |/г,.,и)|< ойЪ=т I Вт•(Конечно, предполагается, что последовательности
достаточно быстро стремятся к нулю).7". Пусть о!* о) — наибольший квадрат среди квадратов (*>7  ’ (с наименьшим верхним индексом), для которого на множестве о0 = £’По,^' предельная функция / равна нулю.Пременим леммы 3 и 4, взяв вместо А квадрат а вместо
В — число а (г) = | |2 ф Тогда будем иметь:
I 60а) сумма

м
2 У \Ъ. / (г)1>

*-* 0 Iгде А՛/’б) 0/о , равномерно вне О/о стремится к нулю при (лемма 4);
- О (лемма 3).£ -*0  J 

№
Г *0Поэтому с самого начала можно считать, что рациональные функ­ции 7?е не имеют полюсов на квадрате о/* п\обозначим концентрический с ч(*>

-*/на стороны которого больше стороны последнего
•2 Вт—1 , 1 .—ту-------  » к т — 1. 1Лт концентричный с А квадрат со

гп —1
квадрат, дли­на величинустороной дли-

л О/«—1вы 1 — —---------V Мп -1Введем в рассмотрение область
где знак (*)  означает, что сумма распространяется по тем индексам, для которых квадраты Л/՝ находятся во внешности — концентриче-
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ский с круг радиуса г0= ------------и с центром Основной областью8в нашем рассмотрении будет

Ът = Ит\к0. (12>Рассмотрим гармоническую в этой области функцию котораяудовлетворяет граничному условию1 для г(-дК0, (13> О для г дОт.Согласно лемме 3 и предположению, что рациональные функции л£ не имеют полюсов ;на Сч։ . имеем|Фт 'Ъс/т 2 Л • В.отш(Ло)ГП /©

С помощью леммы 2 теперь нетрудно получить оценку|Фт(г)|<Л„,.]- 5, г£О՝„, (14)Ггде постоянная Ат зависит только от 5т-1 и Мт—\՛Опять с помощью лемм 2, 4 будем иметь
Поэтому для достаточно малых е О|ф£ (г)| < Вт • . г^Ко, (15)

•^тгде
Вт = 3 Со-Ст-1 ' А'Х-Л В.Согласно принципу максимума для субгармонических функций(для области От) имеем 1о?|Ф^ Ы1<(1-шт (г))-1о£ (Л„,1 В) -ф (г)• 1о£( Вт (16)

где г £ От.9°. Займемся оценкой гармонической функции о>т. Существеннымявляется то обстоятельстго, что ширина коридоров области боль֊ше, 1 чем ------------ -
2 Мт—2Через Вт обозначим подмножество тех точек От> расстояние ко­торых до границы этой области не менее, чем 5,п-1

Мт _ ։
. (Нетрудно проверить, что т (ЕхЕ,,,!—»0, т (В/Н\Е) —* 0 при т —► оо).
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Точка

- € К„.удалена от границы круга Кр на расстояние, не менее, чем
9

.Легко видеть, что количество кругов можно взять не более, чем 16Л/т.2.Введем в рассмотрение гармонические функции |10(г), Г1(*)>  
?•> («)»• • •» ГрМ-

(*) > Гр (^) Для z £ К(гР, г).

Го (г) = 1 при |z — z0| = г0 и |i0 (z) = 0 при На круге— • имеем
I / ч 1 \z — ^11 ' ։ 1I н(*)='-х-։о? ------------ / log—*I г / оГ1 (*)  = \ при |z— zj ֊■— и p1(z)=0 при |z — zj = г. На круге 8
К(z2, г) имеем

/\ \ I I2 ’ 2*1 I А - .Ил (z) = /д-лг • log------------- log — » 1 k p,

Г< (^) — '1^2 при |г — г>| — — и р*  (^) = 0 при !г — г*|  = г. Поэтому 8для г - К (гл, г') имеем ц*  (г) >| Совершая последовательный переход по кругам А'о, Аг,---, Кр, и каждый раз применяя принцип максимума для гармонических функ­ций, в силу последних оценок получим
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5„է-ւ
Пт —1Таким образом, для любой точки С, Հ £ Fm, имеемlog |Ф‘»։ (С)1 < log (Л„ / В) + л,-).?՜' -log[B„ (17>

\ т /Каждый раз после выбора /Vlt 7V2, • • •, /Vm-ь число Nm> затем 9
Sm выбирается настолько большим, чтобы правая часть неравенства(17) стремилась к —со при т -*  со. Остается учесть лемму 4.Теорема доказана.

Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 16.V.1977

U. Հ. ՍԻՆԱՆՅԱՆ. Լ1' ւոարսւծ nipjtuG iîLinr]il|Ui |ով ստաջացած I վսւ<|խսնա||ւտ]ւ1|Ո1|»յան մա-

ujlli ( ամփոփում)

Դիտարկվում է կոմ պլե րս հարթության վրա որոշված դրական ֆունկցի ա, որր բավարա­

րում / բնական պայմանի ( պ այմանս վորվա ծ Սեդւոյի կլասիկ թեորեմայով)։ Ապացուցվում 
է այնպիսի ամենուրեբ նոսր կոմպակտի դո յությունր է որ այդ կոմպակտի վբա դիտարկված 
ֆունկցիայի սահմանափակումը։ հանդիսանր ւմ է այնպիսի կշռային ֆունկցիա, որբ ապահո֊ 

վում է լր տարածութ յան մ ետրիկա յի միջոցով անալիտիկ ֆունկցի անե րի մ իակութ յան հատ- 

կու թ I ան փոխանցում ր։

S. O. SINANIAN. On quasianalyticity genet ated by the metric of the F space 
(summary)

A positive function defined on the complex plain and satisfying some natural 
condition coming from the classical Sege theorem is considered.

The existence of a nowhere dence compact is proved, such that the metric of 
the F space (with weighting function, which is the restriction of the considered 
function on the compact) ensures the transmission of the uniqueness property of 
analytical functions.
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I О. А. МУРАДЯН

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ 
И ВЕЛИЧИНАХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

АППРОКСИМИРУЮЩИХ АГРЕГАТОВ В ЗАДАЧЕ МЮНЦА

В работе [1] нами рассмотрены дополнения к аппроксимационной 
теореме Мюнца, связанные с учетом величин коэффициентов, аппрок­
симирующих полиномов. При этом аппроксимация ведется на ком­
пактах более общих, чем [0,11.

Как известно [2], возможность учета величин коэффициентов ап­
проксимирующих полиномов связана с такими теоремами единствен­
ности теории аналитических функций, в которых заключение 
выводится из того, что С (г) достаточно быстро убывает на некото­
ром множестве точек. В работе [1] нами были в этой связи получены 
некоторые теоремы единственности для Л (г), являющихся обобщенны­
ми преобразованиями Меллина, естественно возникающими при изуче­
нии аппроксимационных задач типа задачи Мюнца.

В настоящей статье, непосредственно дополняющей работу [1] 
мы рассмотрим ряд отличных от принятых в [1] ситуаций для подоб­
ных теорем единственности; это позволит, в частности, произвести 
учет величин коэффициентов аппроксимирующих агрегатов в задаче 
Мюнца и в тех случаях, когда допустимый рост коэффициентов ока­
зывается более медленным, чем указанный в [1].

Известна следующая теорема (13], стр. 19).
Пусть § (х) — функция ограниченной вариации на (— ՝, + со), 

постоянная вне некоторого конечного интервала. Если (С, а) — на­
именьший интервал, вне которого ст (х) постоянна, то для преобра­
зования Лапласа

| ег1 Ժհ (է)

С
имеем

Нт - = а, Нт (1)

(х — вещественное).
Мы дадим сейчас обобщение этой теоремы для распределений

масс на некоторых компактах и получим 
предложение для преобразований Меллина. 
связано с первым из пределов (1).

отсюда соответствующее
Наше изложение будет

1147-2
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Пусть Е — какое-то замкнутое множество в конечной комплекс­
ной плоскости, не обязательно ограниченное и, следовательно, не 
обязательно компактное, ц комплексная бэровская мера на Е с ко­
нечной вариацией.

Рассмотрим обобщенное преобразование Лапласа--Стильтьеса:

(2)

Предположим, что

(3)

Тогда при 
ся, причем

и интеграл (2) абсолютно сходит-

(4)

Из (4) следует, что

(5)

Обозначим последний Пт через А

Пт
Л (6)

Теорема 1. Пусть 2д—открытое множество, определяемое 
равенством

= {г: Ре (7)

Ед = {г: Ре г > А} П Е. (8)

Пре диоложим, что £д — связно, т. е. является областью и 
граница д~д области 2д содержит Ед.

Тогда вариация меры по множеству Ед равна нулю

I = 0. (9)

Ед

Заметим, что теорема, цитированная нами в начале этого пара­
графа, является частным случаем вышеуказанного результата, когда 
Ес (—сю, оо).

Доказательство. Рассмотрим обращение преобразования (2)

Ф (*) = | е*' Е (х) бх. (Ю)
о
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Интеграл (10) абсолютно сходится в гполуплоскости Ие"^>Д. 
Действительно, для точки С, НеС>Л. Возьмем г^>0, Д-|-£<^Не՜. В 
силу (6) имеет место неравенство

Л(х)<Се<Л+‘> х, х > 0, ' (11)

с некоторым Поэтому

е» «•
У 1е~'г:1 \Г (*)! С е~х <Ке>~ •)> с1х

I о о

и абсолютная сходимость выяснена. Ясно также, что Ф (С) аналитична 
в указанной полуплоскости. Далее

р р р р
Ф (С) = 1 е~х: дх I е“х (м)= 1 с/х 1 ех (ы-с) </р> (и). (12)

I о £ о £

В полуплоскости Не получаем
■о **

(1х |ех(а“РеС) ||^Р (и)1 |сф (и) ел (а"Рс</х < со. (13)
0 £ £ о

Значит в указаной полуплоскости повторный интеграл абсолютно 
сходится и можно переставить пределы (теорема Фубини). Получаем

ОО
Ф(С) = I </!1 (и) ( е֊х С-“) </х С • (14)

.) .1 3 С-и
Е О Е

Представление (14) выведено нами в полуплоскости
Но совершая аналитическое продолжение, получим, что то же пред­
ставление будет иметь место и в области 2д. При этом, как было 
доказано выше, функция Ф (£) аналитична не только в -д, но и в по­
луплоскости Не г > А. Чтобы завершить доказательство теоремы, во­
спользуемся следующей теоремой из работы [2] (теорема 8).

Теорема (*). Пусть е — компакт и и — некоторая бэровская 
комплексная мера на е. Положим:

а

п = 0, 1, 2, --

и пусть

R — Кт у/՜ |ся| > 0.
Положим 

и
— {г: |г| >

е R} П £.
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Если (<} — область, т. е. является связным множеством и пол­
ностью входит в состав границы (2, то на мера ц отсутствует

|</։*1 - 0.

Отобразим полуплоскость Ее и <. А на единичный круг |?| < 1

и — А 4* 1
и — А — 1

(15)

При отображении (15) множество Е перейдет в 
причем е2—вне единичного кру-га, точка С в точку

компакт з, Е\ в ер

и интеграл (14) преобразуется следующим образом:

1Ч Г2<л (/ш ֊1)
1) ------------------ ’֊ г

(16)

где </՝-*(/)— пересаженная с помощью отображения (15) на г мера с/п.
Положим (?) = (/— 1)<Л(?) и рассмотрим интеграл типа Коши

(17)

В силу свойств <6 (С), 6 (г) аналитична вне круга |г|^1, причем отно­
сительно части з1 множества г, лежащей вне единичного круга, вы­
полнены условия теоремы (*).

Если положить

(18)

то аналитичность интеграла (17) при |г| 1 равносильна тому, что

Вт | |сл| — 1. (19)
П -* во

Поэтому, применяя теорему (*), заключаем, что вариация V на 
равна нулю. Теорема доказана.

Замечание 1. Доказательство было проведено для А — оо. 
В случае А — — оо теорема также верна, в этом случае условия на 
2л и Е\ сводятся к тому, что Е не разбивает плоскость и нигде не 
плотна. Доказательство теоремы в этом случае отличается от про­
веденного сейчас некоторыми не очень существенными деталями. Это 
доказательство содержится по существу в доказательстве теоремы 7 
работы 1. Заметим также, что получить результат для А — — оо из 
разобранного здесь случая А — оо предельным переходом нельзя.
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Нетрудно построить такое Е, которое не разбивает плоскость и 
нигде не плотно, но при любом А — оо не выполняются требуемые 
в теореме 1 условия относительно 2\ и Е\.

Приведем соответствующий пример. Построим множества Еп, 
п = — 1, —2, •՝• следующим образом:

Е= I х + i |п|, п — 1 С х л + 1},

п

Если положить теперь Е = U Еп, то Е — замкнутое множество, 
не разбивает плоскость и однако при любом А 0 множества и •

задаваемые формулами (7) и (8), не таковы, как это требует 
теорема 1.

Обозначим через с Е замкнутый носитель меры и, совокуп­
ность точек роста меры. Положим

а0 = sup Re«. 
«€$.х

Очевидно, а0 а (в теореме 1 достаточно
оп< + °о).

Следствие. В условиях теоремы 1

Л = а0.

(20)

было предполагать

(21)
Действительно, по доказанному а0^Д. С другой стороны, не­

равенства (4) и (5), где, очевидно, можно заменить а на а0, показы­
вают, что А а0.

Пусть Г — компакт конечной комплексной плоскости. Будем 
считать, что устройство Г позволяет выделить на однозначную
ограниченную ветвь функции argf, и пусть
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Ь — зир |аг$0 (22)

(23)

Пусть р — бэровская мера на Г; рассмотрим функцию

г|п'Лр(О (24)

преобразование Меллина (обобщенной меры) р; в случае 0£Г пола­
гаем р {0} = 0 (ср. [1]).

Теорема 2. Пусть Г — компакт, удовлетворяющий условию 
(22), р—комплексная бэровская мера на Г , / (г) — преобразование 
Меллина (24) для р. Пусть

. 1п |^(х)| _ .
11ГП —-

Л - 4֊ X

(Очевидно, А <. а = зир 1п |/|). Обозначим
<ег 

(?»=!<: 1п |/| > Л|\Г,

Гд = (<: 1п И> А\ ПГ, (26)

и предположим, что <2\ связно и граница области (2\ со дер жит Гд. 
Тогда

|</р| = 0.

гА

Георема 2 немедленно следует из теоремы 1, если сделать за­
мену переменного и — 1п /. Относительно случая А = — оо, здесь 
можно сказать то же, что в предыдущей теореме.

Дальнейшие формулировки .будем ради краткости приводить 
лишь для преобразований Меллина. Будем сейчас считать с оо.

Теорема 3. Пусть компакт Г удовлетворяет условию (22), 
не разбивает плоскости и не имеет внутренних точек, а после­
довательность комплексных точек удовлетворяет условиям

Нт — = И О,
л-’°° гп

\гп — гт\ (п — т) б,

(27)

(28)

(29)

(30)

Если для преобразования Меллина (24) 

п -* ®
Нт
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то F (z) = 0 и мера р = 0. В то же время существуют функции 
вида (24) такие, что для любой последовательности [zri , для ко-

I торой Zn —♦ со, arg zn 0,

lim =
л-* iz„|

(31)

Доказательство. Заметим, прежде всего, что случай с 
(0£Г) рассмотрен нами ранее — в теореме 7 работы [1]. Согласно из­
вестным теоремам В. Бернштейна —Н. Левинсона ([3], [4]) имеем

In ^’(z,,)!

Применимость этих теорем для нашего преобразования Меллина 
легко проверяется, см. [1]. Условия на и Гд из теоремы 2 очевид­
но выполнены, ибо А < с.

Возьмем теперь ^0£Г, 1п |^0| = с и рассмотрим функцию

F(z)^tz0 = e‘[e+ta'K ,el

Для этой функции имеет место (31).
Обозначим через Гс множество (с из (23))

Гс = {* € Г: 1п / = с}.

Теорема 4. Пусть (гп}— такая же, как в

1п|/7(гл)| пт --------------- с,
п~°а |гя|

(32) 

теореме 3,

(33)

j 1^н1 — 0»
Г«

(34)

и выполнены условия теоремы 2 относительно 
Тогда р 0.

Действительно, по теореме 2

Qc и Гс (А = с).

r\rf

Так как имеет место и 33, то

J |о,!11 = о, 
г

что и требовалось доказать.
Заметим, что геометрические условия в теоремах 3 и 4 различ­

ны. Используя конструкцию, близкую к описанной в замечании 1, 
легко построить компакт I , не разбивающий плоскость и нигде не
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плотный, но такой, что при любом А с условия теоремы 4 не вы­
полнены. С другой стороны, окружность радиуса ес с присоединен­
ным прямолинейным отрезком удовлетворяет условиям теоремы 4, но 
не 3. - I

Для случая, когда Г расположен на луче, последние два ре­
зультата можно несколько улучшить.

Теорема 5. Пусть Г лежит на некотором луче, выходящем 
из начала координат. Пусть последовательность {zn} у довлетво- 
ряет еле дующим условиям:

arg zn -* 0, (35)

— г,-я| |п — d, (36) 

(37)

Если для функции /՛ (г) вида (24) имеет место (30) (может 
быть и с — — со), то Р (г)^ 0 и р.= 0. То же заключение сохра­
няется, если выполнены (33) и (34).

Замечание 2. Условия (26) и (27) всегда влекут расходимость 
ряда (37). Теперь же мы заменяем условие (27) более слабым усло­
вием (37). Заметим также, что при с~ —со теоремы 5 и 6 работы 
|1] дают более сильный результат.

Доказательство. Если компакт лежит на луче аг£ / = 8=^=0, 
то при помощи функции

t = = t' е‘г>. /£Г, t\ |0, оо]

можно отобразить I на положительную ось (см. [1], теорема 5). По­
этому достаточно рассмотреть случай Г с (0, со).

В этом случае

(38)

и можно воспользоваться теоремой XXXVII на стр. 107 из [4].
Замечание 3. Следует указать, что в цитированной теореме 

из книги [4] кроме условий (27), (28) указано еще условие

lim
П — <Х»

о, (39)

которого у нас нет. Возможность обойтись без этого условия была 
отмечена без доказательства в работе Боаса, хотя в более поздней 
его книге [3] это условие вновь появилось. Можно доказать, что если 
последовательность {гп՝( удовлетворяет условиям (35), (36), (37), то 
из нее можно выбрать подпоследовательность , гп,, - с 
возможной перенумерацией, такую, что
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9 

Г1ГП • — = 0.
1 ■* • гЯ/

(40)

Это было отмечено в нашей диссертации [6|; см. также [7], 
стр. 605 и след.

В работе А. Ф. Леонтьева [7] была доказана следующая весьма 
глубокая

Теорема. Пусть £՜—конечная аналитическая дуга, удовлетво՜ 
ряющая условию: угол между касательной к Е в любой точке и ве­

щественной осью по абсолютной величине меньше —. 
4

Пусть последо-

вательность (24-'}, гл >• 0, удовлетворяет условиям:
л©

Тогда для преобразования Лапласа меры ч, 8 Е имеем

От
п -*■ ОС

1п |Л(гл)|
-= а0

(а0 — Бир Ре 5 (н)).

Формально наша теорема 5 не содержится в этом результате, 
так как у нас гл — комплексные. Нам показалось полезным провести не­
посредственное доказательство теоремы 5, так как оно много проще 
рассуждений из [7].

Отметим в качестве следствий из теорем 1 — 5 несколько ранее 
полученных различными математиками результатов.

Следствие 2. (Боас [5]). Пусть / (/)—интегрируемая на [х, 3], 
0 а р функция, {гл} удовлетворяет условиям теоремы 5 и

Нт

1п Еп / (0 (Н

< 1п а, (41)а

тогда / (/) = 0 почти везде.
Это просто частный случай теоремы 5, когда 

но непрерывная относительно лебеговой.
Следствие 4. (Минусинский [8]). Если

мера и — абсолют-

3
|гв/(0 <Л=О(а 4֊е)п (42)

а

при уз^>0, то /(/) = 0 почти везде. 
Здесь гл = л</, (42) влечет (41).
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Следствие 4. (Лерх [9]). Если (а^>0)
3 »

а

- о, п = 1, 2, • • •, (43)

то / (/) =0 почти везде.
Следствие 5. (Рыль-Нарджевский (10]). Пусть Г — спрямляе­

мая кривая, имеющая не более одной общей точки с кругом (Д р, / (/) 
интегрируемая на Г функция.

Если

/«) Л = О (₽"), 
г

(44)

то / (/)-^0 почти везде.
В качестве примера использования полученных теорем в вопро­

сах учета величин коэффициентов аппроксимирующих агрегатов при­
ведем следующий результат. (Придерживаемся терминологии из [1|, 
|2|). Добавим к величинам а, Ь, с из (22) и (23), характеризующим 
геометрию компакта Г, величину

? = 1п( |аг£- /|, 
/егс \

(45)

и пусть

Рассмотрим вопросы усиленной полноты системы

(46)

в пространстве С (Г) непрерывных на Г функций с равномерной мет­
рикой.

Теорема 6. Пусть компакт Г, удовлетворяющий условию 
(22), не разбивает плоскость и не имеет внутренних точек, при­
чем 0 I . Если {гп}—последовательность точек, удовлетворяю­
щая условиям (26), (27), (28), то для П) £ С (V), и
можно найти >п такие, что имеют место неравенства

(47)

Если последователеность {гп} удовлетворяет условиям

гп = хп 4֊ 1уп — оо, хп > 0,
хп

(48)

и мы обозначим

хп
(49)
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то существует функция о» (/) £ С (Г), для которой при любых. 
).л не могут одновременно иметь места неравенства

(50)

Доказательство. Возьмем линейный функционал / (?) над
С (Г) и рассмотрим преобразование Меллина А (г) для меры р, пред­
ставляющий этот функционал.

Проверка полноты системы (46) в С (Г), описываемой неравен 
ствами (47), согласно изложенной в [1], [2] теории приводит к нера­
венствам

|/ (Л91 = |Г(г,)| < е“-”Ч , 2,- • (51)

из которых должно следовать, что / = 0. Но (51) дают
I 1п|Л(г,)| . ,,
■ пт ---------------с—
I г՛

рм 1 = 0. Следовательно, по теореме 3, р = 0. А это означает
I теоремы 3 [2], что система (46) полна в смысле (47).
■ Рассмотрим теперь точку /0£Г, 1п |/0| = с, |аг$ /0| = ? и
I точим в этой точке меру р^>0, массу которой определим
■ Преобразование Меллина для р имеет вид
I = р е^с+Ы

I и

(52)

в силу

сосредо- 
позднее.

(53)
Так как

|Г(г;)| = « Ие'>(‘+!М>> •

. 1 !у/
^7 = 1, 

е

то при достаточно малом р будут, хотя / 0, выполняться нера­
венства

]/(,'')! =|Г(г/)|<е"!+?։'’|г>| (54)

| и, следовательно, для системы (46) не имеет место (50) в силу тео- 
| рем из [1], |2|.

Ленина канский филиал Ереванского 
политехнического института им. К. Маркса Поступила 14.11,197 7
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(Լ И. 1ГIII'ՐԱԴՏ ԱՆ. Միակության որոշ թեորեմների և Սյունցի խեցրի մեջ մօտարկււրյ 
բազմանգամների գործակից ների մեծության վերաբեր յալ (ամփոփում)

Աշխատանքում ու ս ու մնասիրվա ծ են մ իակուքէ ա յն թեորեմների համար մի շարք իրավի֊ 
ձտկներէ որոնք տարրեր են /1 խում րն ղու նվածն երի է) ։ Կատարված է Մ յունցի խնղրում մոտա֊ 
վորող աղր Լ ղտտների ղ ո ր ծ ա կի րն ե ր ի հաշվարկ նաև այն ղե ւղ քո։ մ, երծ ղո ր ծ ա կի էյն ե ր ի քէույ- 

յատրելի աճր ավելի ղանղաղ քան ք էխում։

Օ. A. MURAD1AN. On some uniqueness theorems and the values of coeff icients
of approximating aggregates in the Muntz problem (summary)

This paper studies some situations different from those in the theorems on 
uniquenese. The magnitude of coefficients of approximating aggregates in Muntz 
problem is taken into account as well- as the cases when the admisssible rate of 
growth of coefficientsappears to be lower than that of [1].
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* При а - 0 предполагается, что > < — 1 и множитель----- опускается; при
I Па)
а — 1 предполагается, что V > 0.

*’* Интегральные преобразования, ядрами которых являются функции Воль­
терра, рассматривались М. М. Джрбашяном в монографии [5].

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1Гшр1> 1Гинп|11|ш XII, № 6, 1977 Математика

Б. С. РУБИН

ОБЩИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ НА НЕТЕРОВОСТЬ 
ОПЕРАТОРОВ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

СО СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ЯДРАМИ
НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ

В настоящей статье исследуются на нетеровость операторы типа
потенциала

(Ку) (х) = ? (у) <1у՝

? Ч ^Р ^)» 1 < р С оо, 7 > 6 — а.

■ Для V = 0, 0 я

работах 11], [2|. Случай

— операторы типа (1) рассматривались в 
Р

^>0, 0<я<^— был изучен в [3]*.  В дан- 
Р*

ной статье предлагается единый метод исследования операторов (1)
для произвольного вещественного V и а(;[0,1]**.  Этот метод заклю­
чается в применении операции дифференцирования произвольного по­
рядка по параметру а и основывается на свойствах высших трансцен­
дентных функций типа функций Вольтерра

§ 1. Некоторые вспомогательные результаты

Введем обозначения:

? (у) ф (* — у) <1у, ®

а

Ь
Ь р
♦ Ф= I ? (у) Ф (у ֊ х) с/у,

X

Из устного сообщения автору известно, что случай г — 1. 
вален А. А. Килбасом методом, аналогичным методу работы [3].

՝* > 0 расематри-
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(/' '?)(») =
(_I с/1-1+1

4 + 1
(7< + *+1“*1 ф) (а), ^<0.

При а — 0 будем писать просто * 'Ь. Для того чтобы подчеркнуть, 
что оператор /*  применяется по некоторой переменной I, будем пи­
сать /,\ Все функции для простоты предполагаются вещественными. 
Соотношения, в которых участвуют функции из Ьг (а, 6), понимаются 
в смысле „почти всюду“.

Применим к равенству

1 / х \а-\ 1
гКГ\~/ * Г(р)

оператор А' / = [(/’ / (։, ₽)) (’) 11 (1—»). Вводя обозначение

1

г (О
получаем

На, * * Н1 —~ 0*1)
I у

Поведение в нуле функции и>/, > (х) характеризуется равенством ([4], 
стр. 231):

(1.2)

которое позволяет распространить соотношение (1-1) по непрерыв 
ногти на случаи а — 0, V 0 и а = 1, у<^0.

Из (1.1) вытекает легко проверяемая
Лемма 1.1. Соотношения {/ = з * А («» 6)} и

а

!/*  — |Ч֊а,= V * 1, (а, Ь) '
( а а ]

эквивалентны.
Далее введем обозначение:
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Лемма 1.2. Пусть функция с — с (х) непоерывна на [О, Ь -а] 
и непрерывно дифференцируема на

(О, Ь — а], с = Нт с (х), С = С/—-----с°.
л 14 ч

Тогда для любой функции Л (а, Ь) справедливо равенство

где
•г у

(1.3)

1 Г~ " (у) dy 4 *
I V <7

и О

(/) — н-а.—> {x — t)dt6L (О, Ь-а). 
dx

2 Доказательство. Убедимся сначала, что 0 (х) £ Л (О, Ь — а). 
В силу (1.2) при я^>0, у>0 имеем

(.r)| dx < const •

const (y)i dy

const

У
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Для случаев а — 0, V ^>0 и 7-^>0, V 0 выкладки проводятся анало­
гично.

Воспользуемся леммой 1.1, полагая / = р * сич. V: 
а

/ * Н—«» —» = [? * (с р-а, V 4՜ ֊!1։. V )] *   Н-а, -*  ~
а *[ а а

С - * 1 4՜ ® * (-»Ра, V*  ' Р1— а, —»)•
а а у

Непосредственной проверкой легко убедиться, что

г 1
’’Н”։» ’ * ’ Р1—а, — V — ф * 1,

т
откуда вытекает, что

/ * — Н-а, -V = (с ? + ® * Ф) * 1. 
«7 а а

Но тогда в силу леммы 1.1, /=(с ® 4՜ * ф) * Ра, V, что и требова-
а а

лось доказать.
Из леммы 1.2, учитывая равенство нулю спектрального радиуса 

оператора Вольтерра [6], получаем критерий разрешимости в Ьр (а, 6) 
интегральных уравнений первого рода вида ® * сиг, ՝ — Ф.

Теорема 1.1. Пусть функция с (х) (с(0)=#0) удовлетворяет 
условиям леммы 1.2. Для того чтобы уравнение <р * сил, = Ф было 

а
разрешимо в ЬР (а, 6), 1 необходимо и достаточно, чтобы

ф £ {/// = ср * ра, V, ? 6 Ьр (а, Ь)}. 
а

При выполнении этого условия решение ՛? единственно и находит­
ся по формуле՝.

где И; <р = <р * ф, /—тождественный оператор, 
а

Описание класса правых частей Ф в терминах свертки с функ­

цией — содержится в лемме 1.1, которая является обобще-
I

нием теоремы Тамаркина ([10]) для уравнений вида 'р * р.,, „ = /.



.Четод исследования операторов 451

В Отметим еще два утверждения, которые вытекают из лем­
мы 1.2 и играют в дальнейшем важную роль. Пусть # (х) £ Л (О, Ь -а), 
]Ее7 Р 00 • Введем банахово пространство

В Ьр (а, 6) *£={/|/  = ?*£>  <?€£/> (а, 6); И/Ц = Мд .Л) I. 
Я

В Лемма 1.3. Справедливы следующие утверждения:

ч а) Если с 0, то ЬР (а, Ь) * сиъ -, = Ьр(а, 6) * >ч, .

Я 6) Если с° = 0, то имеет место вложение

(О, 6) * СИч, м * Ьр (□, Ь) * у ~ Ар (<1, Ь) * 7 ,■
причем оператор вложения вполне непрерывен.

Я Утверждение а) вытекает из обратимости в (а, 6) оператора 
И: <? —*с  р 4՜ ? * ф ([6])- Утверждение б) очевидно.

■
| В заключение заметим, что все приведенные в этом параграфе
В
результаты для сверток * верны и для сверток * .

а

§ 2. Свертки со степенно-логарифмическими ядрами
и сингулярные интегральные операторы

Г. Введем обозначения:

(2.1)

| При 7 = 0 будем писать просто /*  + р, р. В случае а = 0 мно­

житель ------ в выражениях (2.1) будем опускать и брать V — 1.
Г (а)

При а =1 будем предполагать, что у 0.
Рассмотрим сингулярные операторы

Iй л<5«.. ?)(«)= .1 ('Л—-°у Ш =
< г.,)\х — а/у — х '}\Ь-х/ у — х

<1 а

(2.2)

(Еа, а-| С) (х) =

ь

а

(2.3)

1147 3
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___ - - .֊ - - — — - " " 1 ■ ■ ■ — ■ —-  — ■■ I —» II

Эти операторы ограничены в Ьр (о, 6): первые два при------- 1 '
Р

<^а<^—, вторые два — при — - 7 <С------И I (|7])‘.
Р Р Р

В настоящем параграфе выводится ряд соотношений, связываю­
щих операторы (2.1) с операторами (2.2), (2.3).

Поменяем порядок интегрирования в композициях /’ ։50,,, 
«» 4' «-1» /£_ Применяя формулы 3.228 (2) и 3.228

(1) из [8], получаем следующее утверждение:
Теорема 2.1. Пусть у£Тр(а, Ь), ^^Р^00, 0<а<1. Тогда

1'ь_ г =^а-. (СО5 (й՜) ® + 5‘п (а՜) а ®)»

+ (СО8 (1-) ф — 51П (аг) 8Ь,ч «),

(2.4)

(2.5)

а при — 
Р

Ть_ = /’+ (соб (аг) ф—5т (аг) 5Я, „1 ф)4֊ (7)(/--а)’’՜1 <#, (2.6)

ь
?=4>_ (СО5 (7՜) ? +(я՜) А. ’֊1 т)+ ֊г I ? (0(^—О“՜1 <**•  

г (а) J
а

Равенства (2.4), (2.5) были получены ранее в работе [1]. Для 
достаточно гладких функций они выполняются при 0 а < 1, а ра­
венства (2.6), (2.7)—при 0<^«<^2.

2 . Используя результаты § 1, получим аналог теоремы 2.1 для
степенно-логарифмических ядер. 

Пусть

(^, е/)(я1) Н/(51)> а1“К а + £]; 0» а1.€ 1«, «-НН, 0<а<а-(-£<— ? 
Р

(Л"е/Кя1)== (/(я1)> а1€[« —е, <*];  0, «^[а—е, а]}, —<а —Е<а<1; 
Р

К /=с^г( /) (7); С, = , «>0; 1, а = о[-
\ Т»4 / и (а) )

Указанные условия являются не только достаточными, но и необходимыми 
для ограниченности операторов (2.2), (2.3) (|7]).

Поэтому „плохой“ случай а = ----  в данной статье не рассматривается.
Р

При а 0 равенства (2.4), (2.5) понимаются в предельном смысле, то есть 
« — с.
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Через Ир И2 и т. д. будем обозначать вполне непрерывные в Ьр (а, 6) 
вольтерровские операторы.

Рассмотрим соотношение (2.4). Заменим в нем а на я։ и приме­

ним по оператор /+.
а) Преобразуем сначала левую 

Пусть V > 0 (при а = 0 будем брать
часть получающегося равенства, 
v > 1). Тогда

при х —* 0 ([8], формула 8.357).
В силу леммы 1.3 и равенства (2.4)

с ? * ±£L. = и, ? =/£• М+. И, ? =?„•;• V, N.+. Г,

где Nt = cos (/“)/+ sin (t~) Stl t, /—тождественный оператор. Таким 
образом, получаем

7; 7?_ ֊-=/; - - /а\՜ v И3, где и3 = и2 м+։ Иг (2-8)

Пусть теперь v 0, я 0. Тогда

= Са7а(֊I)1՜4

</1-4 н

</3[-*j +11

= ~ С, ?

Применяя лемму 1.3 и соотношение (2.4), получаем

с, ? * —__2L Ч+v+i-vj (х) = /’_ И4?-/;-7՝ ИЛа Ир

откуда вытекает равенство, аналогичное (2.8). 
б) Преобразуем теперь выражение
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Пусть v^>0. Интегрируя по частям, получаем

Отсюда, в силу леммы 1.3

/; COS^ г)Л?, = ГаГ (cos Ы /4- Ив). (2.9)

Для ՝1 < 0 аналогичное соотношение получается так же, как и в 
случае- а).

в) Рассмотрим, наконец, выражение / +/«+ sin (ат к) 5’а, в, <р. Как. 
и в случае 6), все рассуждения мы проведем для v > 0. Незначитель­
ное увеличение выкладок для v <_ 0 с принципиальными трудностями
не связано.

Произведем интегрирование по частям:

dtf гдео

Поскольку выражение, аналогичное первому слагаемому, уже
рассматривалось в пункте 6), то в силу леммы 1.3 имеем

е
laa՝ sin (а^) = /’/'(sin (ar) Sa a-|֊I/7+ j Vt Sn<tdt, (2.10)

u
где И/ — оператор-функция, вполне непрерывная в LP (а, Ь) при t />0 
(при f = 0 на основании первого утверждения леммы 1.3 полная не­
прерывность не имеет места).

Обращаясь к выкладкам леммы 1.2, легко убедиться, что опера­
тор-функция // непрерывна по t в операторной топологии на (0, е] и 
ограничена равномерно по t на [0, е]. Отсюда, в силу неравенства
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([3], лемма 3.3), вытекает полная непрерывность в (а, 6) операто' 
£

ра И/
и

Объединяя результаты, полученные в пунктах а), б), в), прихо­
дим к соотношению

В (c°s (я՜)/4՜ sin (я՜) Sa. ՝ 4- T), (2.11)

где T — вполне непрерывный в Lp (a, 6) оператор.
Если к (2.11) применить слева и справа оператор A:f (а-\- 

4՜ Ь — х), то получим аналог соотношения (2.5).
| 1
* Для случая —\ a -% 1 соответствующие соотношения получают-I р
ся аналогичным образом из (2-6), только с помощью оператора 1 .
₽ Подводя итог проделанным рассуждениям, можно сформулиро­
вать следующую теорему:
■ Теорема 2.2. Пусть ъ Lp (a, b), 1 р се> у 0 д <4 1, — ос

\'• «С ос*.  Тог да при 0 а <^ —

* См. сноску на стр. 447.

Т р

РЬ- V (COS (a՜) ? +’sin <a՜) « ? + Л ?)» (2.12)

/a.j ? =/a,2 (CQS (a-) ? _ Sjn T* (2.13)

а при £
P

i 41

Л՜- ? =/a+ <cos (Я՜) ~ sin (a՜) ? 4՜ Т3 3) -h Sj ?, (2.14)

Л’+ ? = рь~ (cos (a’) ? 4֊ sin (ак) Sb, ,_i ? 4- Л <p) 4֊ S, (2.15)

где Ti (i ՝-= 1, 2, 3, 4) вполне непрерывные в Lp (a, b) операторы,
b

a

W(p- (t -a)"՛-՛ )(3) df;

b

a

Из соотношений (2.12), (2.13) получаем
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Следствие 1. При 0 а < —банаховы пространства(7.Л (а, 
Р

Л)) и Гь՝2 {ЬР (а, 6)) совпадают с точностью до эквивалентности норм.
х • 1 1

Для случая —<С а •֊■> 1 подобное утверждение не выполняется. 
Р

Это вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.1. Пусть —а < 1. Для тою чтобы выполнялось 
Р

равенство

® = к, где у^Ьр(а, b), к — const,

необходимо и достаточно, чтобы ? = 0 и к = 0.
Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необхо­

димость. В силу леммы 1.2
а. V
Л 4-

где V—вполне непрерывный в Lp (а, Ь) вольтерровский оператор. 

Свертывая это равенство с функцией — [Ч֊а, _ъ на основании соот-
I

ношения (1.1) получаем 
л х-а
[ (? + И?) (О dt = — С Н-а. -V (0 dt, 

<7 i J
a 0

откуда (/+ И) <? =— |* ։_։,_,(х-а). 1В силу (1.2) н֊»,-Л*  — а)€ 

£ Ьр (а, 6), поэтому к = 0. Но тогда и 'у = 0, как решение однород­
ного уравнения Вольтерра.

Доказанная лемма очевидно справедлива и для правосторонних 
интегралов .

Лемма 2.1 дает нам возможность ввести новые банаховы про­
странства Х±, X- как прямые суммы

= /’•; (Л/, (а, 6)) ф R, Х- = R’2 (Lp (а, 6))ф R,

где R — одномерное вещественное пространство. Нормы в этих про­
странствах определим следующим образом:

<₽ + л|х+ = » + |л|,

И*-  = Vu ? + ль.. = <•> + |л|.

Корректность такого определения вытекает из леммы 2.1.

Теперь на основании соотношений (2.14), (2.15) можно сформу­
лировать

Следствие 2. Пространства X + и X. совпадают с точностью 
до эквивалентности норм.
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§ 3. Операторы типа потенциала

В настоящем параграфе будет получено утверждение о нетеро- 
вости оператора типа потенциала (1).

Относительно функции с (х, у) введем следующие предполо­
жения:

1) с (х, у) = {и (х, у), х>у; v (х, у), х < у}.

2) Функции и (х) = и (х, х — 0), V (х) = V (х, х 4- 0) непрерырны 
на [а, Ь].

3) При функции и (х, у), и (х, у) удовлетворяют на [а, 6] 
по переменной х условию Гельдера порядка > а равномерно по у.

4) При а = 1 функции и (х, у), V (х, у) дифференцируемы по х, 
причем справедливы неравенства:

ди 
дх

const

!7)1՜4

|w (х, у)֊и (у, у)| < const (х — у)5*,  |v (х, у) —V (у, у)|< const (у — х)% 

е2 > 0.

Действие оператора (1) будем рассматривать из пространства 
(а, Ь) 1 р \ ос в специальное банахово пространство X, которое 

в силу следствий 1, 2 из теоремы 2.2 вводится следующим образом:

VПредставим оператор (1) в виде: где

и (х, у)—и (у, у) In' ? (у) dy

К*՝ ’ — ‘ о

a, v I

а

b

а(У
? (у) dy.

Лемма 3.1. Операторы Т՝՝ 2 вполне непрерывны из Ьр (а, Ь) вХ.

Доказательство. В работе [2] были выведены следующие 
соотношения:

?՝’■«=/;_ л/;(0<а<1), (3.1)
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где
X X

X / \ а 81П р . . , Р и (х, я)—и (У, я) „ (М\ ф) (х) = ----------- ? (։) Л ------— -------—— Л,
77 л и (У — я)1՜® (х — /)1+’

. а $

(м; ?) (х)=“֊^ (։)
Я 3 .1 (я— /)1"а(/ — х)1+в

-Г -V

—֊вполне непрерывные в ЬР (а. Ь) операторы.

Преобразовывая равенства (3.1) с помощью оператора /+, ана­
логично тому, как это делалось в § 2 с равенствами (2.4), (2.5) (см. 
также [3], § 4), получаем

Гр 4 = /’-/ Л/р *, г(3.2)

где Л/։‘2 — некоторые вполне непрерывные в Ьр (а, Ь) операторы.
, л - 1Для — утверждение леммы вытекает непосредственно

Р

из (3.2). В случае —< а < 1 введем операторы вложения 
Р

Щ’,;; (Ьр(а, 6))-Х), у (/;•_’(£, (а, />))-*%):  // = /+ 0, у/ = /4֊0.

Тогда получаем

Т;’(Ь„(а, Ь)-Х)~ И^; Т°2-'(Ьр(а, 6) - X) =} м՝2- ’,

откуда следует утверждение леммы.
Рассмотрим теперь предельный случай а = 1. Так как

где оператор

А : ф (х) - — ( Т[ - ф) (х) 
с/х

ограничен в 2.р (а, 6) в силу предположений относительно функции 
С (х, у). Отсюда, учитывая вложение (а, 6))Л ' (Гр (а, 6))
(см. лемму 1.3), а также ограниченность оператора / (Г;+' (Ц, (а, 6))-*  
—* 2С), получаем полную непрерывность оператора Гр*  из (а, 6) в 
X. Для оператора Г2։ все рассуждения проводятся аналогично.

Из доказанной леммы вытекает, что нетеровость оператора ' 
эквивалентна нетеровости модельного оператора К^՛ *,  который в силу 
теоремы 2.2 представим в виде:

К^‘ * = 4֊ В\ (3.3)
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где

N1 ф =
(и 4֊ v cos я-) Ф 4֊ Sin (։-) 5«, « т>ф 4՜ Тгуъ, 0О< — , 

Р
(и -|֊ v cos ал) ? — sin (ал) Sa, «-i w? 4՜ ~ <C 7

P

(по поводу остальные обозначений см. (2.12), (2.14)).
Из (3.3) видно, что вопрос о нетеровости оператора К՝п- (Lp(a, 

b) —*•  X) сводится к вопросу о нетеровости сингулярного интегрально­
го оператора N‘ (Lp (а, b) — Lp (а, 6)). Применяя к нашему случаю 
результаты из [9], получаем основную теорему настоящей статьи.

* Ind К՞1' v — dim ker 4 - dim coker №'

Теорема 3.1. Для того чтобы оператор типа потенциала 
Кг> ' был нетеровым из Lp(a, b) в X, необходимо и достаточно вы­
полнения еле дующих условии:

. ( 1 'i/ ат: sgn | а---- |
1) inf |м (х) 4֊ v (х) е ' | ^>0, х £ [а, 6];

2) функция

fl ii нт. sgn------а
( \ ( X ри (х) -г v (х) е

՝. ; Г՜i , х £ (а, b ],
/ая sgn | а----- )

/ х . /х Ри (х) 4՜ v \х) е 

1, х£[— ОО, оо]\(а, 6],

являете я ^-неособенной, где

При выполнении этих условий

Ind К'՛

Заметим, что в крайних точках а = 0, 1 необходимые и доста-- 
точные условия нетеровости заключаются в выполнении неравенств

с (х, х — 0) 4- с (х, х |- 0) =#0 при 1 = 0, с (х, х-0)-с(х,х4֊0)¥=0

при а — 1 и Ind К^՝v = {0, а = 0; —1, а = 1}.

В заключение отметим следующий интересный факт, вытекаю­
щий из теоремы 3.1.
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Теорема 3.2. Введение в ядро оператора типа потенциала

(К՜1 ©)(х)

ь
1 Ր с (*>  у)

Г (а).) |х —yl1՜“ ? (#)

множителя Irf ---- '----- , ослабляющею или усиливающего (в зави-
|х-.у|

симости от знака v) особенность ядра на диагонали, изменяя об­
раз one ратора, не влияет на его нетеровость в том смысле, что 
нетеровость оператора из Lp (а, Ь) в X эквивалентна нетеро- 
вости в Lr (а, 6) сингулярного интегрального оператора

Л'о? =

не зависящего от ՝>.

Ростовский государственный 
университет Поступила 20.1V.1976

1Լ I). ՌՈՒՔԻՆ. ՎԼրշավոր հատվածի վրա որոշված աստ|ւհսւնալոզարի|>մական կուվսլ- 
ձերով Ա| и in Լ ն ց ի ա । ի in]iii||i օսլԼ ՐատորնԼրի նյոտերականությունն ուսւււմնաււ|ւ րԼլւււ [ւնղհանոէՐ 
JbpniJ է ամփոփում)

Հոդվածում ստացված է նյո տեր ա կանութ յան հայտանիշ ա и տ իճան ա - ( ո դար ի թ մ ա կ ան կո­

րիզներ ով օպերատորների

նից որոշակի ձևով կառուցված X

որոնք դործում 
րանա/սյան տարա

են Լր (а, 6), 1 < /)< ՕՕ տ արած ու.թ յու-
ծության մեջւ П ւս ումն ա и ի ր ութ յան մեթոդը

հիմնված է րստ աստիճանի ց^ւցշի կամայական 
տիպի րարձրա դույն տրանսցենդենտ ֆունկցիաների

դիֆերենցմ ան դործոդութ յան 
հատկությունների վրա է

և Վոլտերա յի

B. S. RUBIN. A Neterity Criterion for potential-type operators with 
power-logarithmic kernels on a finite segment (summary)

In this paper Neterity criterion in obtained for the potential type operators 
with power-logarithmic kernels, acting from Lp («. 6), 1 <; p < oo into special Ba­
nach space X. The method is based on orbitrary order differentiation with respect to 
the power and on properties of Volterra type functions.

Л ИТЕРАТУРА

1. С. Г. Самко. Об обобщенном уравнении Абелн и операторах дробного интегриро­
вания, Дифференц. уравнения, IV, № 2, 1968.

2. Б. С. Рубин. Об операторах типа потенциала на отрезке вещественной оси, Изв. 
вузов, Матем., № 6, 1973.

3. Б. С. Рубин. Операторы типа потенциала со степенно-логарифмическими ядра­
ми в случае неотрицательного показателя степени при логарифме, Изв. 
СКНЦВШ, Сер. естеств. наук, № 3, 1976.

4. Г. Бейтмен, А. Эрдейи. Высшие трансцендентные функции, эллиптические и 
автоморфные функции, функции Ламе и Матье, СМБ.М., Изд. „Наука", 1967.



Метод исследования операторов 461

5, М- М. Джрбашян. Интегральные преобразования и представления функций в 
комплексной области, М., Изд. „Наука“, 1966.

6. П. П. Забрейко. О спектральном радиусе интегральных ^операторов Вольтерра, 
Лит. Матем. сб., 7, № 2, 1967.

7. И. Lf. Гохберг, Н. Я. Крупник. О сингулярных интегральных уравнениях с не­
ограниченными коэффициентами, Матем. исследования, 5, вып. 3, 1970.

8. И. С. Градштейн, И. М. Рыжик. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произве­
дений, Физматгиз, 1962.

9. И. Ц. Гохберг, Н. Я. Крупник. О спектре сингулярных интегральных операто­
ров в пространствах с весом, ДАН СССР, 185, № 4, 1969.

Ю. /. D. Tamarkin. On intégrable solutions of Abel's intégral équation, Annals ofc 
Math., (2), 31, 1930.



2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
<—■с-շլ.- ■ -՛ ՚ ՜ "՜՜~ ■ — ---- я—. .. . -
Մաթեմսււոիկա XII, № 6, 19/7 Математика

Г. В. ВИРАБЯН

О КВАДРАТИЧНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКАХ 
С НЕПРЕРЫВНЫМ СПЕКТРОМ

Ряд задач математической физики, связанный с теорией малых 
колебаний континуумов (гидродинамическая устойчивость, теория вол­
новодов, малые колебания вращающейся жидкости и др.), приводят к 
изучению квадратичного операторного пучка

£ (/) = )«/+\-В+ С (1)

в гильбертовом пространстве Н.
Для этого пучка ставится вопрос о так называемой двукратной 

полноте системы собственных и присоединенных элементов (С.П.Э.), 
впервые введенной и изученной в работе [1] М. В. Келдыша.

В дальнейших работах как советских, так и зарубежных]авторов, 
были установлены различные критерии о кратной полноте системы 
С.П.Э.

Однако во всех, по крайней мере известных нам, работах квад­
ратичные операторные пучки с непрерывным спектром не рассмот­
рен ы.

В настоящей работе для одного класса самосопряженных квад­
ратичных операторных пучков вводится понятие непрерывного спект­
ра и делается попытка построения спектральной теории этих пучков 
при наличии непрерывного спектра.

О . Здесь и всюду в дальнейших пара.'՝рафах будем рассматри­
вать квадратичный операторный пучок (1), где относительно линей­
ных ограниченных операторов В и С, переводящих гильбертово про­
странство Н в себя, предполагается, что

1. Оператор В самосопряженный: В = В*.
2. Оператор С равномерно отрицательно определенный:.

С< — <х/(0<а).

Обозначим через Н гильбертово пространство, которое представ՛ 
ляет ортогональную сумму двух копий гильбертова пространства Н

Я=НфН (2)

со скалярным произведением
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где ('» ’) — исходное скалярное произведение гильбертова простран­
ства Н.

В пространстве Н рассмотрим матричный оператор

(5)

который порождается квадратичным операторным пучком (1) при его 
линеаризации |2]. В работе М. Г. Крейна и Г. К. Лангера [2( уста­
новлена тесная спектральная связь квадратичного операторного пучка 
(1) и ассоциированного с ним оператора (случай, когда оператор 
В самосопряженный, С — положительно определенный компактный 
оператор). В частности показано, что собственные значения пучка (1) 
и оператора II совпадают вместе с их собственными и алгебраически­
ми кратностями и что, если у оператора П в гильбертовом простран­
стве Н имеется полная система корневых векторов, то у операторно­
го пучка (1) имеется двукратно полная система С.П.Э. и наоборот. 
Так что полноту системы корневых векторов оператора II можно 
брать как новое определение двукратной полноты С.П.Э. квадратич­
ного операторного пучка (1), которое эквивалентно первоначальному 
определению М. В. Келдыша [1].

Исходя из вышеприведенного, нам представляется естественным 
следующее определение непрерывного спектра для операторного пуч­
ка (1).

Определение 1. Мы скажем, что квадратичный операторный 
пучок (1) имеет чисто непрерывный (простой) спектр в гильбер­
товом пространстве Н, если спектр самосопряженного оператора 
П чисто непрерывен (и простой) в гильбертовом пространстве 
Я=НфН. Заметим, что при сделанных выше предположениях 1 и 2, 
оператор П оказывается самосопряженным по отношению скалярного 
произведения (3). В самом деле, для произвольных векторов

пространства Н имеем
к к

< П п, и^> = (— Си2, 

= (— Сии г.,) 4֊ (и2, --

г>г)+( — Си, — Ви2> и2) = 

Сг’х — Ву2) = < и, П V ^>. (6)
/

§ 1. О собственных дифференциалах 
квадратичного пучка Л (л)

Пусть квадратичный операторный пучок (1) в гильбертовом про­
странстве Н имеет чисто непрерывный спектр. Тогда оператор П в 
гильбертовом пространстве Н — Н ф Н будет иметь чисто непрерыв­
ный спектр.

Пусть спектр оператора П в Н и, следовательно, спектр квад­
ратичного пучка Л (/.) находится в промежутке |/п, М\.
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Определение 2. Если непрерывная в промежутке [т, М\
функция и (X) 0 со значениями из гильбертового пространства Н,
для любого промежутка , М\ удовлетворяет соотношению

I (1и (/■) = 0, (7)

то и ().) будем называть

Д’ Д 'П

собственным дифференциалом или дифферен­
циальным решением для квадратичного операторного пучка (1). Мы ска­
жем, что система собственных дифференциалов {ир (/.)){* пучка (1) обра­
зует полную в Н систему, если из ортогональности (и, нр(Х))=0^ 
р—1, 2, 3, • • •, V £ Н следует V — 0.

Наконец, систему собственных дифференциалов пучка (1) назо­
вем двукратно полной, если соответствующая система собственных 
дифференциалов оператора П полна в ортогональной сумме гильбер­
товых пространств Л/=НфН.

Имеет место следующая
Теорема 1.1. Если спектр квадратичного операторного пуч­

ка Ь (/) чисто непрерывный, то у этого пучка имеется двукрат­
но полная система собственных дифференциалов в гильбертовом 
пространстве Н.

Доказательство. Из условия теоремы следует, *что само­
сопряженный оператор П в гильбертовом пространстве Н имеет чи­
сто непрерывный спектр и следовательно обладает полной системой 

А
собственных дифференциалов |и(Х)| в Н.

Для каждого собственного дифференциала и (X)•= ( 11 ՝
\и2 (К) /

('КН, и2 (X) £ Н этой системы и для произвольного отрезка Д из 
[ли, М] имеем

(8)

или, что то же самое

(>)
— СДп, ().)- 5Дп2(Х)

I 1*6их (X) \
Д |

| Х</и2 (X) / ►
(9)

Отсюда получаем систему равенств

Ди2 (л) = | Лб/и (>),
Л

(10)
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Из первого равенства системы (10) находим
к

!
>
). би1 (/.) 4֊ и2 (т).

—

(И)

Подставляя последнее во второе равенство системы (10), получим

'С ('•)] + В = 0. (12)

А А А.
Далее из непрерывности и (л) в Н и из того, что и (/) 0, очевид­
ным образом следует непрерывность функции и1 (К) в Н и что иД'-) 0.

Таким образом, мы доказали, что первые компоненты собствен­
ных дифференциалов оператора П являются собственными дифферен­
циалами для квадратичного пучка Ь (/.).

Покажем, что полученная система собственных дифференциалов 
иг (л)} образует полную систему в гильбертовом пространстве Н. В 

самом деле, пусть элемент V£ Н и

(и, О! (/-)) = 0

для всех “1 ('՝) € {«1 (') •

Тогда

0= (и, и1 ('/ ))=( —С С 1 V, а1 (/))+(0, и2 (>-)) = < V, и (/֊)> , 

(13)

(13*)

где
а / V \ А к
v = \ 0 гн՝ и{)}^ {и(>)|-

Но система собственных дифференциалов [и (/.)) оператора П полна в
А А

гильбертовом пространстве Н, и поэтому V — 0, т. е. г» — 0. Теоре­
ма доказана.

Теорема 2.1. Через систему собственных дифференциалов 
квадратичною пучка Ь (л) можно восстановить соответствующую 
систгму собственных дифференциалов оператора II в Н.

Доказательство. Пусть и (X)— собственный дифференциал 
квадратичного пучка А ().) в Н. Эго значит непрерывная, отличная от 
тождественного нуля функция со значениями из гильбе ртового про­
странства Н, удовлетворяет соотношению

С [Ан (а)] 4֊ Б

К
г*

1 Уб и (/)

т

Для произвольного промежутка А из [т, Л/].

(14)
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Положим

(15)

Тогда очевидно, что векторнозначная функция и (X) непрерывна в 
гильбертовом пространстве Н, тождественно отлична от нуля, и в 
силу соотношения (15), для любого отрезка △ из [т, М] удовлетво­
ряет равенству

П [А и (>-)] =
Аи (X)

(X)

Д А !П

(16)
А

Таким образом, и (') является собственным дифференциалом опера­
тора П в Н. Теорема доказана.

Обозначим через Е> спектральное семейство проекторов операто­
ра П в Н, и пусть Р (£)) — оператор, проектирующий гильбертовое 
пространство Н в НфО (ОфН).

Теорема 3.1. Всякий собственный дифференциал квадра­
тичною пучка Ь равный нулевому элементу при \ = т, имеет 
вид

и (М) 
/И
У (X) 

т

где и (М) =и (X) — РЕ, и (М)

Доказательство. Пусть 
квадратичного операторного пучка

ной теореме 2.1 векторнозначная

и (X) — собственный дифференциал
(1). Тогда согласно вышедоказан-

функция и

П в Н. Посколькудет собственным дифференциалом оператора

и (т) =

ч т

= 0, то по теореме 4.1 см. [31, стр. 363) имеем
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и (/.) — Е, и (М) = РЕ. и (М)

С^Е, и (М}
(17)

А
Отсюда заключаем и (/.) = РЕ- и (А/), что и требовалось доказать.

§ 2. О собственных ункционалах квадратичного
операторного пучка Л(/)

В работах Р. А. Александрина [4], [5] в связи с исследованием 
спектральных разложений дифференциальных операторов гиперболичес­
кого типа, (порожденных задачей малых колебаний вращающейся жид­
кости, впервые сформулировано важное понятие собственного функ­
ционала и, в частности, установлена одна общая теорема (см. [6]) о 
спектральном разложении по системе собственных функционалов для 
произвольного самосопряженного оператора с чисто непрерывным 
спектром.

Цель настоящего параграфа—перенесение вышеупомянутой тео­
ремы Р. А. Александряна на квадратичные операторные пучки Л (/) 
с чисто непрерывным спектром.

Пусть ~£(/.) — инвариантное относительно оператора

Е (>.,) = I + В + С (Е(,0) (х,> с 2/. <*.>)

линейное топологическое пространство, состоящее из всюду плотного 
в Н множества элементов и более сильной топологией, чем тополо­
гия исходного гильбертового пространства Н. Обозначим через 
сопряженное пространство линейных непрерывных функционалов над 
топологическим пространством (х0). Тогда очевидно включение 

а£Ыенс2;м. (18)

Определение 3. Линейный непрерывный функционал Еа 
С 2/ п ч назовем собственным функционалом квадратичного оператор- Е (Ао>
ного пучка 7, (/.), соответствующее собственному значению /• = /0, если 
для любого элемента ф£2£(х0) выполняется соотношение

Л.(^? + >о5?+С?)=О. (19)
Предположим, что спектр квадратичного пучка Л (X) простой и чисто 
непрерывный. Тогда в силу определения 1 спектр самосопряженного 
оператора П в гильбертовом пространстве Н простой и чисто непре­
рывный. Поэтому на основании общей теоремы Р. А. Александряна 
[6] существует линейное топологическое пространство 2п» состоящее 
из всюду плотного в Н множества элементов, сходимость в котором 
влечет сходимость в Н и семейство функционалов Т\ 2П со следую­

щими свойствами: 
1147—4
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1 . П2п с ֊֊II (инвариантность), 
А А А

2. Гх (П <р) = / • Г> (?), о £ 2П (диагональность),

(20)

(21)

(формула разложения),

(22)

(полнота).

(23)

А А

Здесь о(/) = <^£\£, где £>.—спектральная
А

П в Н, § — порождающий элемент.
Обозначим через 2։ (22) множество первых

функция оператора

(вторых) компонент

всевозможных векторов из линейного пространства о
*** п •

Очевидно, что (22) является линейным многообразием в гильберто­
вом пространстне Н. В самом деле, пусть ?х, £ 2р Тогда они яв-

х \ * / 'Л \ляются первыми компонентами векторов '■? = (' )» Ф = ( ’ ) из 
\?2/ \'?г/

и, следовательно, для любых чисел я, 3

(24)

т. е. аф։ + £ 2Г
Положим

Относительно линейного пространства предположим, что оно пред­
ставляется как ортогональная сумма подпространств 2, (/ - 1, 2)

2п=х2։ф22. (26)

В пространстве -֊2 определим сходимость следующим образом. Мы 
скажем

Пространство 22 с такой сходимостью обозначим через Посколь­
ку сходимость в 2/ сильнее, чем сходимость исходного гильбертова 
пространства Н, то имеет место следующее оснащение:
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1 . П2П с: 2П (инвариантность),
А А

© ч 2ц (диагональность),

(формула разложения),

(полнота).

(20)

(21)

(22)

(23)

Здесь р(/) = <\£'х от, где Е,—спектральная функция
А

П в Н, §— порождающий элемент.

оператора

Обозначим через -֊! (22) множество первых (вторых) компонент

всевозможных векторов из линейного пространства «п.

Очевидно, что (22) является линейным многообразием в гильберто­
вом пространстне Н. В самом деле, пусть

ляются первыми компонентами векторов ? = (
\?2

I огда они яв-
А / »\ \

? — I ИЗ

и, следовательно, для любых чисел я, 3

(24)

т. е. +
Положим

Относительно линейного пространства 2П предположим, что оно пред­
ставляется как ортогональная сумма подпространств 2/ (/ — 1, 2)

1 Ч "“Л,

Г 2

2п=-_ 2։ф2г. (26)
В пространстве --2 определим сходимость следующим образом. Мы 
скажем

А / О \ А

—* 0 в 22 ($<Л> £ 2„), если — ( ) -* О,
\?« /

Пространство 22 с такой сходимостью обозначим через 2д. Посколь­
ку сходимость в 2/ сильнее, чем сходимость исходного гильбертова 
пространства Н, то имеет место следующее оснащение:
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Пусть ? — произвольный элемент из 
Тогда имеем

где

п՛

Здесь был использован тот Факт, что Т, £ - ’ является собственным 
функционалом оператора П. Таким образом, системы вышепостроен- 
ных линейных непрерывных функционалов /*21 £ -* являются си­
стемами собственных функционалов для квадратичного операторного 
пучка Ь (к).

Пусть теперь /—произвольный элемент гильбертового простран­
ства Н, а ср — произвольный элемент линейного пространства 2д. Со­
ставим векторы

7=-(°кяи ? = и 4= ('?’’՝)$2„.
\ / / \ ? / / \С? /

Тогда в силу соотношения (22) имеем

(Л ф) = (-СО, 0)+(/,?) = </, ?> =

(32.)

— м —

(32..)
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Таким образом, произвольный элемент / гильбертова простран­
ства Н, рассматриваемый как линейный функционал, представляется 
в виде интеграла Лебега-Стильтеса через систему собственных функ­
ционалов /(хп£2’ квадратичного операторного пучка £(/), а также 
выполняется равенство (322).

Наконец, докажем полноту вышепостроенных систем (28) соб-
4 / 0 \ственных функционалов. На основании (23) для вектора ? — ( И. 2„, 

где ф £ имеем

<*?(')=" |Ь (?)1г«/р('),

|СфГн + р.|2-|(-С)'/.фГн (?)|= ф, (/.).

(33.)

(33.)

Из формулы (33) видно, что если /П) (ф)= 0 или /,2) ( -)для всех 
то © = 0.

Резюмируя вышеизложенное, при наличии предположения (26), 
мы приходим к следующей теореме.

Теорема 1.2. Если спектр квадратичного операторного пуч­
ка простой и чисто непрерывный в гильбертовом пространстве Н, 
тпо сугиествует линейное пространство 2/., состоящее из всюду 
плотного в Н множества элементов, сходимость в котором вле­
чет сходимость в Н, и семейство функционалов /’•’'£'2' со 
следуюгиими свойствами:

1 . Л () ) 2д с £2д (инвариантность),

2 . (Ь, (?)) = 0, г ^2/., (/=1,2) (диагональность),

+ «■
(Л ?) = 4 ('՝) • С1’ (?) 0)» /€ Н, © € 2/.,

(^1, — >Сф) Сф—©)= | С (г)б^ (©)</? ('); 21, £2-;Н, ®£2д 
— ОС

(формулы разложения),

(?)Р ъ о),

( — С) ’ 3||2 - | 1*12) (ф)|2 <*Р 0) (полнота).
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§ 3. О построении собственных ункционалов квадратичного
операторного пучка £ (а)

В работах Р. А. Александрина [5] предложена достаточно общая 
конструкция построения полной совокупности собственных функцио­
налов для произвольного самосопряженного оператора А с простым 
и непрерывным спектром исключительно в терминах резольвенты R,- 
этого оператора. Эта формула в общем случае имеет вид (7]

х (<?) = 11гп -------------------------------
--<>((/?, ё)

(34)

для всех и для некоторого множества а полной спектральной
меры.

-л — некоторое линейное .пространство, состоящее из всюду 
плотного множества элементов гильбертова пространства Н, ё — по՜ 
рождающий элемент. Если спектр оператора А лебеговский, т. е. 
спектральная плотность р (л) = (Е, ё> #) абсолютно непрерывна по 
мере Лебега, то формула (34) принимает вид

7’и<?) = ^Т7—Г 11т ((Ях-н-֊ Як-«,) <р). 
2-гр (а) ֊-*о

(35)

Цель настоящего параграфа — нахождение аналогичной конструк­
ции построения полной совокупности собственных функционалов для 
квадратичного операторного пучка £ (а).

Пусть спектр квадратичного операторного пучка £ (а) простой 
и чисто непрерывный. Тогда спектр матричного оператора П будет 
простым и чисто непрерывным в гильбертовом пространстве Н. По­
этому полная система собственных функционалов оператора П по­
лучается по формуле Р. А. Александряна (34)

(36)

§ — ( ) — порождающий элемент в Н.
^82 /
Перейдем к построению резольвенты ассоциированного с квад­

ратичным пучком £ (а) матричного оператора II в ортогональной сум­
ме гильбертовых пространств Н © Н Н.

Рассмотрим уравнение для резольвенты

П и — г и = V, где и = V ,

г — невещественно.
В раскрытом виде оно имеет вид

и2 — г-и։ - г\,
— Си1 — Ви2 — ги, = и2.

(37)

(38)
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Применим к обеим сторонам первого равенства этой системы опера­
тор С, а второе равенство с обеих сторон умножим на —г, получим

| Си2 — г - Сих — Су»
1 Сих ֊}֊ г • Ви2 4֊ г2и2 = — гУ2.

(39)

Подставляя Сих из первого равенства системы (39) во второе, по­
лучим

Ь (г) и2 = Сух — г-у2. (40)

Из соотношений (38) и (40) находим

“1 ֊-------- *'1+ — (г)(Сух — г у.,),
г г (41|

। м2 ~ В՜' (г)( Сух — 2У2).

Последнее означает, что

(42)

Подставляя в выражение резольвенты (42) соответственно г = > ±1՜ 
и составляя их разность, после элементарных преобразований получим

После подстановки выражения (43) в (36) мы получаем формулу, оп
ределяющую систему собственных функционалов в виде

г--г 0

+ (-2/-А-1 (>-+*) ?г + [/-՜' ().—/■)](С?1-Н' ~ '•).?■)■ ?■)| .
+ (-2г-£֊‘ (),+ ։Ч) г։+[£-' ('+/-)-£-' ('- - *)] (Сй, + ('֊- Л) ?.). ?,.)!

(44)

В случае, когда спектр оператора лебеговский, формула (44) прини- 
мает вид
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2՜// (X)
/.֊’О—/-)]хЛ (?) =

с?։ ш֊2М--'(Ч-*) [/.-՝(>.+й)֊г- '(х֊л)]х

(45)

Теперь уже на основании (28) можно записать формулы, дающие си­
стему собственных функционалов квадратичного операторного пучка

(<р)-~ Нт X 
т- +о

([А՜1 (X 4֊ г) - А~։ (X — /■)] (С?г + (X — /-) #2), — С?)

(44։>

+ (-2/т£-1(ХЧЛ)я2+[£֊1(Х+г-)֊А-1(Х-/х)](С^4֊(Х-Л)^),(С?-֊^)
—(֊2г-А՜1 (Х4-г-) ^2 + [А_1 (X + г) —А՜1 (X— г’-)](С^ 4֊ (X г)#2), £2)

(442)

А в случае лебегового спектра

-С[£֊' (X ЬЛ)֊ А֊1 (/-/-)](С?1+ (>—<Ч) г։)֊

Вт Х-)](Ся, + (/. '■) Яз)

(45,)
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+ ([/--' (/.—п)](С£։+(>— ։-) g2) — Դր.Լ~' {ւ + Ւ.) g,, Cf)| •

(45..)

В заключение отметим, что здесь мы не касались вопросов ха­
рактера спектра и структуры собственных функционалов (характе­
ра непрерывности функционалов). Эти важные вопросы требуют от­
дельного изучения.

Ереванский государственный 
университет
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մի ղասի Համար մուծված Lb
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կան դիֆերենցիալների 
ետացված Լ ն ա և

դիֆերենցիալ լուծումների և սեփ ական ֆոէն կ ց ի ոն ա / ի դա դա փ ա րն ե ր ր: 
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րանաձև ֆունկցիոնալների կաոուցմ ան համար։

G. V. VIRABIAN. On quad rat ic operator bundles with continuons spectrum 
• (summary)

For a class of selfconjugated quadratic operator bundles the notions "of 
continuous spectrum, the differential solutions and eigenfunctionals are introduced.

Under the condition of the existence of a simple doubly continuous spectrum on 
double completness of eigenfunctionaIs and eigendifferentials are proved.

A formula for construction of eigenfunctionals is also obtained.
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А. А. ВАГАРШАКЯН

О НЕКОТОРЫХ ОБОБЩЕНИЯХ ТЕОРЕМЫ 
МЮНЦА-САСА

В настоящей статье мы будем рассматривать систему функций 
(е՜՜*1 )**-!> где Ре/^^О, & = 1,2, •••. Через Со (Е) обозначим про­
странство непрерывных функций, определенных на Е и стремящихся 
к нулю при х —♦ эо, х £ Е. В известной теореме Мюнца-Саса (см. |1]| 
утверждается, что для полноты вышеприведенной системы в про­
странстве Со [0, ос) необходима расходимость ряда

и достаточна расходимость ряда

А. — 1

Тот случай, когда некоторые Хя в последовательности {/л}л i встре­
чаются несколько раз, был рассмотрен М. М. Джрбашяном [5]. До 
сих пор не получено условие, необходимое и достаточное для полно­
ты системы Мюнца в пространстве Со [0, ио). Отметим, что наилуч­
шее необходимое условие получено А. М. Седлецким [4].

В настоящей статье обобщается теорема Мюнца-Саса в двух на­
правлениях. В первом параграфе мы рассматриваем вопрос о полноте 
системы е А (\...| в пространстве Со (Е), где Xfc—действительные 
числа, причем inf /-k^>0, а £ —счетное замкнутое множество. Во вто­

ром параграфе рассматривается вопрос о полноте системы

e ) ft‘ Г 
(1+М-1 (1)

в пространствах Со [0, оо) и 10, оо), где а>0 и Ие >0, А = Ь 
2,•••. При некоторых ограничениях на я получены необходимые и до­
статочные условия для полноты системы (1) в Со [0, оо) и Ер [0, эо).

1 . Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть множество Е содержит бесконечно мною 

точек и удовлетворяет с ле дующему условию՝, для любой точки 
х^Е, или (х, со) П Е — 0, или существует такая точка у^Е, 
х у, что (л, у) А Е = 0. Пусть {/*}—действительные числа и 
։п( л* > 0. Тогда для полноты системы в пространстве

I
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С(](Е) необходимо и достаточно, чтобы е * 1 содержала беско­
нечно мною функций.

Доказательство. Так как множество Е содержит бесконечно 
много точек, то пространство Сс (£) бесконечномерно и, следователь­
но, для полноты системы {е '* *} в Со (Е) необходимо, чтобы она 
содержала бесконечно много функций.

Докажем достаточность. Пусть система [е к } содержит беско* 
нечно много функций. В случае, когда /< не—»4* оо система {е * ' полна 
в Со [0, и, следовательно, она полна в Со (Е). Теперь рассмотрим 
случай, когда X* —• оо. Достаточно доказать, что для любой конечной 
меры на Е из условий

f е-х»'|1(Л) = о, fc=l, 2,--- (2)

Е

следует, что ц = 0. Обозначим х0 = inf (х/х £ £}. Так как Е — замкну­
тое множество, то х^Е. По условию теоремы существует £ Е 
такое, что х0<^։/0 и (*о> Z/о) П Е = 0. Тогда в силу (2) имеем

|Уо,

н(л)-֊=о.

Следовательно

е"х*(/-Гв) !!(<//) (3)

Правая часть неравенства (3) при ՝лл —♦ оо стремится к нулю. Поэто­
му Н ((*01) = 0-

Заметим, что множество Е, которое удовлетворяет условиям те­
оремы, является вполне упорядоченным множеством. Применяя транс­
финитную индукцию легко убедиться, что р- = 0. Теорема доказана.

Множество £с=[0, ос) не удовлетворяет условиям теоремы 1, ес­
ли оно состоит из конечного числа то«ек, или содержит монотонно 
убывающую последовательность.

Теорема 2. Пусть множество Е содержит монотонно убы­
вающую после дователъность. Тогда сугиествует последователь- 
ность /.* -* со , такая, что система е |л-1 не полна в простран­
стве Су (Е).

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда Е со­
держит последовательность {хя}А (, которая монотонно убывая стре-
мится к нулю. Выберем из этой последовательности подпоследова
тельность I- которая удовлетворяет следующим условиям:
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Рассмотрим следующие функции:

(О =: ехр {— Л/,2яИ 0----- — ехр {— хР2п¥2 /}, п = 1, '2,-• •.
4мм

Мы имеем

Далее, в силу (4) имеем

Теперь рассмотрим функцию
ОО

/(():= 4֊*’«։(0.

Пусть п 1 — некоторое целое число. Тогда в силу (5)

Аналогичным образом получается оценка

1п 8

Р2п 1

Из приведенных оценок следует, что функция 
нуль в интервалах

/ (/) обращается к
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Обозначим эти нули через Ря)~_։. Очевидно, что /Л — ос. На про­
странстве С0(Е) рассмотрим линейный функционал

“ / 1 \
М?)= 3 4 »՛ (г(х,2։+1) —֊8 (х,2я,։) ։ •

л-1 2 /

Заметим, что Ь (#) непрерывный функционал. На функциях \е 
он обращается в нуль

ОТ

)=2 4 ().4) - / (л.) =0, *=!, 2, -.
«--1

Следовательно, система [е /<с/}Г=1 не полна в Со (Е).
Если монотонно убывающая последовательность [хк}к-.1^.Е не 

стремится к нулю, т. е. Нт хк = х0 0, то тогда мы строим функцию 
£ ♦ «’ 

/(/) для последовательности — х0!*-1 и в дальнейших рассужде­
ниях вместо /(/) рассматриваем функцию е х<>1 / (/).

2°. Обозначим через Н'Р', 1-^р<^оо, к — 1, 2, •••, простран­
ство аналитических функций / (г), определенных на единичном круге 
и таких, что /{к) (г) принадлежит пространству Харди Нр в круге. 
Аналогично определяется пространство аналитических функций /(г), 
определенных на правой полуплоскости (г/Ие г^>0) и таких, что 
/(4' (г) принадлежит пространству Харди НР в полуплоскости. В по­
следнем случае мы скажем, что ос).

Теорема 3. Пусть — некоторая последовательность
различных точек в правой полуплоскости. Для тою чтобы система

(6)

где была полна в пространстве
достаточно, чтобы

к

Со [0, ) необходимо и

(7)

(8)

Ме б (/х, |лА)) = 1п( |/х —>֊*|.4
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Доказательство. Заметим, что для неполноты системы 
в пространстве Со [0, со) необходимо и достаточно, чтобы сущее
вала конечная мера ц 0 такая, что

о
и (<//) =0, k = 1, 2,-•

Рассмотрим функцию

Докажем, что (1 4֊ X) 2 f 0) £ (0, по). Имеем

■ ГМ
(1 + х)2

(Ю|

Так как / (X) ограниченная функция, то первое слагаемое в (10) при­
надлежит Нх (0, оо). Далее

ас

и

а
0.

Так как - не имеет нулей, то нули функции / (л) удовлетво­
ряют тем же условиям, что и нули функции из класса (0, оо). 
В работе С- А. Виноградова и Н. А. Широкова [2] доказано, что ну­
ли 1 г к | ! функции удовлетворяют следующим условиям:

оо

1 — |zj< оо

и
2г.
|| In d (е'!>, {z/J) </«> ^> — оо, 

О

где d (е։,>, {z*}) = inf |е' ՛ — zk\. Из приведенного результата легко сле­

дует, что нули |Х*}~ 1 аналитической функции /^//1։:)(0, о ) удовлет­
воряют условиям (7) и (8).
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Теперь докажем достаточность. Пусть — последователь­
ность н правой полуплоскости, которая удовлетворяет условиям (7) 
и (8».

Заметим, что если / (л) — аналитическая функция, определенная 
в правой полуплоскости и / £ (0; оо), у = 0, 1, к, причем к

т 4֊ 2, то она допускает представление (9) с конечной мерой р-. 
Действительно, так как / - И2 (0, со), то в силу теоремы Р. Пэли и 
Н. Винера функции /(л) допускает представление

г»

О

где ^(0€^2(0, со). Далее, так как / (г) Н(7к) (0, о֊), то § (/) £ 
£А2(0, со). Ясно, что /(/) допускает представление (9) с конечной 
мерой р, если сходится интеграл

| ОС

1(1+0 !«(О|Л<2- ^(0|л+1(1 'г 0’1? <01 Л

0 0 1

1 во ей

С
՝* \ !/2 / Р /Vе \ • 2 / \ 1/0

1?(О|2Л | +( ֊-<» )■ ( 11^5(01’Л ) '•

0 I I

Так как £>а-+2, то правая часть приведенного неравенства конечна.
В работе Б, И. Коренблюма [3] доказано, что если Ы;=|֊ по­

следовательность в единичном круге, удовлетворяет условиям (11) и
ее

(12), то существует функция / (г) С П НН, которая обращается в нуль 
к=0 ~

в точках ։. Из приведенного результата Б. И. Коренблюма
следует, что если |ал)Г. — последовательность в правой полуплоско- 
сти, которая удовлетворяет условиям (7) и (8), то существует функ-

ОТ
ция /())(; П (0, сп), которая обращается в нуль в точках 

/м
ОО

Но мы уже заметили, что / (7)^ П А/1,4'(0, ос) допускает представ­
лю

ление (9) с конечной мерой р-.
Теорема 4. Пусть {7>}*°=։— последовательность в правой по­

луплоскости. Для того чтобы система

где а 1 ------ ։ 1 д оо, не была полна в пространстве Ьц (0, ՝■ ),

необходимо и достаточно, чтобы
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— «ЭС*

и

Доказательство. Рассмотрим функции /('•), допускающие
представление

(13)

= 1. Как и в теореме 3 для доказатель­

ства необходимости достаточно заметить, что производная функции 
(1 4֊ л)՜2/ (л) принадлежит пространству Н1 (0, со). Действительно, 
если х^>0, то имеем 

Так как 1
4------ , то правая

7
часть вышеприведенного неравенстваа > 1

конечна.
Докажем достаточность. Как и в теореме 3 достаточно дока­

зать, что если / (г) — аналитическая функция, определенная в правой 
полуплоскости и /(/։ (г) £ Н., (О, оо), у = 0, 1,---, к, для некоторого чи­
сла О, то (14՜-г)՜1/(2) допускает представление (13), где

֊ Лр (0, оо). Пусть (х) £ Н.у (0, со), у = о, 1, - - -, к. Тогда / (г) допу­
скает представление

е 21 И (/)

где Л (/) £ Л._, (0, оо), у — 0, 1, • • •, к. Мы имеем
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Следовательно, для того чтобы (14֊х) 1 / (х) допускала представление 
(13), достаточно, чтобы сходился интеграл

е‘ (/)| сП

о

I
Н'е'|Л (01 Л 4֊

о

Р I г/р 
ах | тах I е‘ (£)| с// -р

о

(1+ х\р е~хр
1/Р

° \ 
с/х )

о1

е‘\Ь (£)| сП ) с/х V

1

ак как первые два слагаемых в правой части вышеприведенного не­
равенства конечны, то остается оценить последний интеграл:

X » * X
е'|Л (01 (1+х)ч’е~"’ ■֊֊ в |Л (01 <лУлс<

I 1 1

-24- е21 стремится к бесконечности,
того

сП \/2к

и кроме

21 2е21
^2* + 1

(/ — 0, / к.

^едовательно, функция / 2* е2‘ монотонно возрастает при /^>к. По­
тому существует число Л7<^оо такое, что
147-5
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Легко заметить, что если £ > а 4------- 1------ ,
2 р 

сходится. Теорема доказана.
Замечание 1. Теоремы 3 и 4 верны

то последний интеграл

и в случае, когда в по­
следовательности Р՝Л/Г=--։ имеются повторяющиеся члены. В этом слу.
чае, следуя обозначениям М. М. Джрбашяна, вместо системы (6) нуж­
но рассматривать систему

где «а — число появления ).* в множестве р1։ Х2,•••, к*).
Замечание 2. Теорема 3 верна, если вместо системы (6) рас­

сматривать систему

'Л (/)};»,, (14}

где А (/) — непрерывная функция на [0, оо) и удовлетворяет нера­
венствам

где А, В, т — некоторые положительные числа. Теорема 4 верна, 
если вместо Л р) рассматривать систему (14), где А (/) — измеримая 
функция на [0, оо) и почти всюду удовлетворяет неравенствам

где А, В, т — положительные числа, а <։> 1 — •
Я
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A. A. VAGARSHAKIAN. On some extensions of Miintz-Sz&sz theorem 
(summary)

Two extensions of Miintz-SzSsz theorem are given.
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մորֆ ֆունկցիաների լոկալ եզր ա յին հատկությունների մասինՌ. Գ. Հայրաւդետյան. Խառը խնդիր երկրորդ կարգի հիպերբոլական հավասարում­
ների համար ............

Հ. Մ. Հայ րասլե տ յան . Ոազմապատիկ ին տ ե ր պո լյա ց ի ան և ռացիոնալ ֆունկցիաների 
'մի բիօրթոգոնալ սիստեմի բ ա զի ս ո ւ թ յո լն ը Հարդիի դասերում . . .Գ. Ա. Հովհաննիսյան. Անկախ փոփոխական մեծություններից կազմած շարքերի վե­

րաբերյալ . ............Հ. Մալոնեկ. Ֆր ա դմ են - Լին դե լ յ ո ֆ ի տիպի թեորեմներ մ ասնական ածանցյալներով 
կոս պլեքս դիֆերենցիալ անհավասարությունների լուծումների համարII. Ն. Մանուկյան. Կոնստրուկտիվ փաել կորի նկատմամբ արտաքին և ներքին էլետի 
գաղափարների մի հատկության մասին .......Հ. 9. Մաոսնջյան. Ալգորիթմների նվազագույն համարների ր ա գմ ո ւթ յո ւնն ե ր ի Հ-աս- 
տիճանների մասին ...........Հ. Ա. Մարտիրոս յան. Պ ուանկարե յի խնդիրը խիպտիկ համ ակարգերի համար հարթու­

թյան վրա .............Ֆ. է. Մելիք-Ագամ յան. Հիւրերտյան տարածությունում կանոնիկ դիֆերենցիալ օպե­

րատորների վեր ա բ եր յալ ..........Ի. Պ. Միլովիդովա. Թ՛վա բան ա կան թվային շարքի միջինների հաջորդա կանու.թյան սահ­

մանային կետերի բազմության վերաբերյալ . ......

Լ. I). Միքայելյան. 0-թեորեմներ վիլանդյան խմբերի որոշ դասերում
Լ. Մ. Մուշեղյաե. Տեղափոխությունների նկատմամբ շարքերի ունիվերսալության մասին 0. Ա. Մուրադյան. Միակության որոշ թեորեմների և Մյունցի խնդրի մեջ մոտ/սրկող 

բազմ անդամների գործակիցների մ եծ ու թ յան վերաբերյալ ....Վ. Ա. Յավրյան. Որոշ ինտեգրալ օպերատորների հետքի մասին . . . .

5, 380

2, 120

1, 46

5, 341

2, 147
3, 204
3, 229

3, 335
5, 365
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3, 165
4, 245

3, 234

1, 32
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5, 358

2, 8.9

3, 303
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5, 399
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քՒ. Լ. Կահքա1||ան. Լլիպտական խնդիր պարամետրով անվերջ թվով անկախ վւոփոխա֊ 
կաններից կախված երկրորդ կարգի հավասարումների համար ... 4, 252Ա. է. Ջ։՝ք1սշյւսն. Դիրիխլեի վերջավոր ինտեգրալ ունեցող ֆունկցիաների ենթադասերի
զրոների մասին ............1, 54II. Մ. Ջ^թաշյան, Ր. Ա. II ահա կյ ա ն. ք)'եյլոր֊Ս ակլորենի տիպի բանաձևերի ընդհա­
նուր դասեր ............1, 66Ա. Ղ. Ջ>[արշեյշւ[ի||1. Երկու փոփոխականի անալիտիկ ֆունկցի ա յի վարքը եզակի կե­
տերի շրջակայքում և մ ի ա կութ յան թեորեմներ ...... 2, 102Լ. Մ. 1Ւայ|Ա. յ~ էրմ իտ յան օպերատորների բիինվոլյու տիվ ին քն ահ ա մ ալուծ բիրնգլայ֊
նումների վերաբերյալ 178ք*. II. Ռութին. Վերջավոր հատվածի վրա որոշված աստիճանալոգարիթմական կորիզ֊
ներով պոտենցիալ տիպի օպերատորների ն յոտեր ա կանութ յունն ուսումնասի­

րելու. րնդհանուր մեթոդ • 6, 447Ս. Դ. Աամկո. Ռիսի պո տ են ց ի ա լն ե ր ի I” (Լ ր) պա տ կե րն ե ր ի նկարագրության վերա­

բերյալ ............. 5, 329II. Ս|11’ւԱ1նյւսն. ԼՕ տարածության մետրիկայով առաջացած քվա զի ան ա լի տ ի կու֊
թյան մասին ...... ...... 6, 423Ա. Ա. Վաղարշակյան. Նեվանլինն ա յի ֆա կտ ո ր ի զա ց ի ոն թեորեմի րն դհ ան ր ա ց ում ը . 1, 3Ա. Ա. Վաոարշակյան. Միակության թեորեմ սահմանափակ անալիտիկ ֆունկցիաների
համար և նրա կիրառությունը մոտարկումների տեսության մեջ . . 5, 345II.. Ա. Վաղարշակյան. Մյունց֊Սասի թեորեմի որոշ ընդհանրացումների մասին . 6, 476Գ. Վ. Վիրաքյսւն. Անընդհատ սպեկտրով քառակուսու յին օպերատորային փնջերի

մասին ............. 6, 462

1լ^11^^Այլ-լւԱԴ1Հ|1Վշւ^լ|. Ռացիոնալ ֆունկցիաներով լավագույն մոտարկման մասին

հպվող բազմությունների վրա ......... 2ւ 157Վ. Տուշկե. Տված կորի վրա որոշակի խզումներ ունեցող կոմպլեքս մասնական
ածանց յա քներով ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների լուծումներ . 2, 138
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