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Խմբագրությունը 

կել Հա ք կական ՍՍՀ

խնդրում է այն անձանց, որոնր ցանկանում են հոդվածն *•, հրաւգարա* 
գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա օՄաթ! I Ատիկա» ամ*

սաղրում, հաշվի աոնել Հետևյալ կ ան ոնն ե րը

/. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպաւ ական մամուլը 
՚ ա/սինքն' ոչ ավել քան տերստի 24 մեքենագրած Էջ)*

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածնե րն ընդունվր մ են հրապարակ* 
ման բացառիկ դեպքերում Խմբ ա գր ա կան կոլեգիայի հատուկ որոշմամբւ

?. Հոդվ ածն եը ը պ ե տ ր Ւ ն ե ր կ ա յ ա ց վ են գրամերեն ա գրված, երկու ։րին ակուէ ՚ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկաւաւյված հոդվածին անհրաժեշտ է կօ^է ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ոո է սե ր են լեզունե րովէ

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնր միանման են համանուն փորրա տաոեըիհ, պետք 
Ւ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում է

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիյւ մատիտով, ինդեքսները շրջանցւ/են սև մա* 
տիտով, իսկ կարս իվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկա յա ցվ ում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշհյօ Հ նրանց 
համարը և տեղը տ եքս տ ում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, ղըթնրի հ ս։ I ա լ, նշվում 
// հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տա* 
րեթիվը և էջերը, հողվածների Համար նշվում է' հեղինակը, հոդմ^ծի անունը, ամսագիրը, հա* 
մարը և տարեթիվը։

0 գտա գործվես ծ դրականությունը նշվում 
տաս քսան տեղում t

6. Ս րբադրոլ թյան մ աման ակ հեղինակի 
խություններր (օրիգինալի նկատմամբ) չեն

փակագծե րամ, տեքստե համապա*

7 . Հո դվա ծ ր 
ված ի ստացման

8. Հոդվածի 
խ մ բ ա գ ր ո լ թ յ ո լն ր

9, Հո գվա ծ ի

վե ը ամ շա կմ ան ն պա տա

կողմից կատարված րի չ թե ջաա Կդա ի փոփո* 
թույլատրվում լ

հեղինակին վ ե րա դա րձն ելու դեպյ/nijfh •t/ւսլես հոդ*

մամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։ Ն
մ երժման դե Այրում հեղինակին վեր ա դար ձւԼում է ձեռագրի մեկ »բինա կր և 

իրավունը է վերապահում չ*1բաղվե[ մերժման պատճառների պսրգւսբանումՈվ, 
վերջում անհրաժեշտ / նշեք այն Հիմնարկի լր ի վ անունը, որւոեդ կա տա ըվ ած

Է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր [րիվ հասցեն, ան^։Նր և հայրանունը։

11. Հհ գինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 ա ոա ե * է ա '/• ի պ ե ր t
1սմ ր ա գր ո։ թ յ ան հասցեն' հրեան, /• աբեկամո։թյան 24, Գիսւությունն հրի յյկս լեմ իա յ ի Տե* 

ղ ե կ ա գ ի ր , սերիա all ա թ ե մ ա տ ի կ ա a I
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Սսւթեմաօփկւս XII, № 5, 1977 Математика

С. Г. САМКО

К ОПИСАНИЮ ОБРАЗА Ւ (Լ;>) ПОТЕНЦИАЛОВ 
РИССА

Пусть

Л»"

(1)

есть риссов потенциал с плотностью Л/, (/?"), •
а

В [1] — [2] было дано описание образа /։ (£р) = {/: ^< ЬР}
в одномерном (п = 1) случае (см. также [3], где это описание распро
странено на пространства Орлича). Целью настоящей заметки являет
ся усиление достаточной части этого описания с одновременным обоб
щением на многомерный (д^1) случай. Пусть

(2)

есть оператор риссова дифференцирования (см. [4]), где (Д' /) (х) 
есть конечная разность функции / (х) порядка I а* с векторным 
шагом нормировочная постоянная с/а. / (?) выбрана так, что в

А

образах Фурье />' / (х) = Iх|1 / (х) и интеграл в (2) понимается как 
условно сходящийся в О1/—Нт 1' /, где [У1 / соответ-

•. - О 
(£/>>

ствующий усеченный интеграл:

I

Если в (2) используется нецентрироваиная разность (Д^/)(х) (— 1)*С* К
‘ Л-О

ք (г X-/). то условие /> з можно ослабить до / > 2 с обязательным выбо-о

ро.м / 1 при з 1, 3, 5,--.
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Покажем, что в описании /’ (£,,) = {/: / 9 =----------
п — ар

в достаточной части можно вместо сходимости усеченной „производ
ной“ Р’/ требовать лишь ограниченности / в Ьр для какой-нибудь 
последовательности —* 0, к -- 1, 2,---.

Теорема. Для тою чтобы / (х)1 /’ (ЛР), 1 <С р < — г необхо- 
2

днлю и достаточно, чтобы / (х) (R՞), ц — пр (п —яр)՜1 , и что
бы существовала последовательность £х—*0, к — \, 2, • • ♦, такая, 
что |£)п Д, с, где с не зависит от

Доказательство. Необходимость. Условие / £ следует из 
теоремы С. Л. Соболева [5]. Дале? для / = /*?, ? £ справедливо 
представление

Р.«Л(х) = 1՞ X/,« (Ы) ■? (х — --у} <1у, (3)

где

п

к[, □ (х) = (д! £,) (л), кг (х) = 1 (а) |х| ’ , у = (1, 0,•• •, 0),
)

которое получается перестановкой порядка интегрирования в компо- 
зиции £)'' /’ ф и заменами переменных. Так как

^,«(^1)^ = 1 (4)

нп
следствие выбора нормировочных постоянных), то из (3) следует, что

/ - ?• Тем самым в необходимой части доказано больше, чем е
ограниченность Д,. Основную трудность составит доказательство 
достаточности.

Итак, пусть /(;Л7 и

Р։°, Яр<с<ос> ^-*0, (5)

где с не зависит от Зх-. Пусть Дп։,, (х, /г) -(Д''։ к,)(х), т > а. Можно 
показать, что А п. 7 (х, д\я любого при т у. Счи
тая, что т 2, обозначим

Л) ф (/) <//, = О; /.
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Имеем

Так как ±т.1 (х, Л)££р то здесь допустима перестановка порядка
интегрирования, так что

\ (I

откуда после замены у = зу, т = е |</| rot, где roty х — вращение в

Кп, такое, что гоЦ. у = у I։/!՜1 , получим

V —у

с учетом тождества |/| у* R — 7у| приводит к равенству 
«

Лр։ = К{,, (|г/|) (А՞ /) (х — зу) ду.
яп

Правая часть сходится в £<,(/?") к (Л;//) (х) в силу (4). Тогда

(^/) (х) = lim Af. е -* О
q 1

и тем более
(6)

где щ-Вш означает слабый предел в (А?1). Покажем, что слабо 
<р

сходится в 1.р (/?')• В силу (5) достаточно (теорема Банаха-Штейн- 
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гауза) проверить слабую сходимость в £/> на функционалах а 
образующих плотное множество в £х/, например, для финитных

Для таких функций имеем (0 г* 1):

l(g> ?<, — ?<»)! = - ■О’) %• /)1 <

F/k ' I 1 \г )g^' С 1’ /I/ ‘

рг|</ sup 14 ։,< |Г| -к 
;(.Mipp ц

при s* —»0, что доказывает фундаментальность последовательности 
(g, ?,.) и> следовательно, слабую сходимость ф в Lr. Так как опера-*՝ ՝ 'Ь
тор А ограничен согласно теореме Соболева из Lf, в Lq, то из (6) 
имеем

? = w-lims CLP. (7)
Up) *

Очевидно, (А я) (х) = (A"' / с) (х). Поэтому (7) означает тождествен
ное совпадение конечных разностей функций /(х) и /'«: z.
Тогда / и /'’ср могут отличаться друг от друга разве лишь многочле
ном, а так как /£ LQ, /’ ср £ Lqt то они совпадают:

{=1ЛЪ (8)
что и требовалось (при этом из (8) следует согласно необходимой 
части, что ф является не только слабым, но и сильным пределом в 
Lp усечений ф. = D" f). Теорема доказана.

Заметим, что в одномерном (п = 1) случае близкое утверждение 
содержится в [б|. Заметим также, что в одномерном случае для по
тенциала „феллеровского типа“

•W

ЛГ , = С 0 < ։ < 1,

— ге

где Cj, с2 — произвольные постоянные, образ М՛' (Lp), 1 » не 

зависит от clt с2 и совпадает [2] с образом L (Lp) операторов лиувил-
лева дробного интегрирования / (или потенциала Рисса). Поэтому

где </ —----------и с не зависит от г* > 0.
1 — ос р

Ростовский на-Дону
государственный университет Поступила 25.IV.1975



К описанию образа потенциалов Рлсса 333

II. Դ. IlllirUfl. 11’իււի Ա|11Մ1Լնց|ւալնԼ rfi /7(А;) օյասւ1|ԼրնԼրփ ն1յս>ր uiq г n i р յան ։|ЬгшрЬг|иц

^ո դվա ծ ում տրվում է П ի п ի էգ ո տ են դի ա էՆևրՒ ՈԼրՆՒ արմերների

բազմության նկարագրով/ յունր Հ ի պերս ինգույյար ինտեգրայների տերմիններով' (Լ ք}
այն ա միայն այն դե Աք բում, երբ

քէԿ(&), ч = —1 и°'/։<> < с, 
ո — ар

a dt,
|2|>г

(-V/)(х)—f(x) Գո,ՆԿօՒաէԻ կենտրոնավորված կամ Ոչ կենտր ոնտվորված տարբերություն

Ավեյի վաղ նման նկարագրություն տրված է եղել հեղինակի կողմից Լ(/ՀՈ) 
ղու դամ ի տ ութ յան տերմ իններով։

S. G. SAMKO. On the characterization of the range Ц (Lp) of fractional integrals
(Riesz potentials) (summary)

The characterization of the range I 0 < a <Հ n 1 < p < — » of Riesz 
a

potentials I1 z y(0 dt
in terms of h epersingular integrals (Riesz differenti-

Rn 
ation) is proposed:

iff /СМП q = —У
n — a p

and

R/IpCc,
where c does not depend on 6, 

1П
being a finite difference of f (x). Earlier the analogous description was given by the 
author in terms of the convergence of D* f in £„(/?").
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1Гш |»Լւքւստ|ւ1|Աւ XII, № 5, 1977 .Математика

Ш. А. ГРИГОРЯН

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ФУНКЦИЙ ИЗ (0<д<оо) 
В ПОЛУПЛОСКОСТИ

1 .Обозначим через //"(£)) (0<Ср<^-г°°) класс функций, анали
тических в единичном круге О — [ш; и удовлетворяющих ус-
ловию

м
2*

и
I.? ^ге<'

Пусть последовательность (|7л| 1) отличных друг от друга
комплексных чисел для некоторого '* (0 <> 1) удовлетворяет усло
вию

п >о >0.। п ք
1 к Հ - « յ к

(1)

Именно с такими последовательностями связана следующая теорема 
Л. Карлесона ([11, [2], см. также [3]).

Теорема А. Если последовательность (|а±| 1) отлич
ных друг от друга комплексных чисел удовлетворяет условию (17г 
то для любой функции (0<^р<С°°) имеет место не
равенство 

ГС

2 (1 - Ы։) I? («*)Г< С (г)М;, (2)
к 1

где С(о)^>0— постоянная, не зависящая от g.
М. М. Джрбашян в работе [4] дал чисто аналитический метод 

решения задачи кратной интерполяции в.//”’(/)), там же была уста
новлена следующая важная

Теорема Б. Если последовательность !а*| р (|аА| < 1) удов
летворяет условию (1), то для любой функции § (а?) £ Н2 (£)) спра
ведливы неравенства 

где С (г, о) 0 - постоянная, не зависящая от функции £.
Отмеченные теоремы имеют важное применение при решении за

дач как простой, так и кратной интерполяции в классах Н։> (й) 
(0-<р<оо) и лежат в основе доказательства базисности некоторых 
систем рациональных функций в этих классах ([5], [6]).
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Обобщая результаты этих теорем, Ф. А. Шамоян [7| установил 
аналогичную теорему для функций из Нр (О) (0<^р<^ ос)-

Теорема В. Если последовательность 1®л| ։“ 1) удов
летворяет условию (1), то для любой функции £ (и>) *
(О р <С °°) имеют место неравенства

2 |^(®01р(1-М2Г+1<СДг, о)И|р,
*=։

г = 0, 1, 2, •••, (4)

1 де Ср(гу о) > 0 — постоянные, не зависящие от о.
В данной заметке мы получим аналог неравенств(4) для функций 

из Н'՝ — класса аналитических в верхней полуплоскости
•С< + ) = х; 1шх^>0} функций, для кэторых

Ц/|Ь = зир ( I |/(х 4- /у)|/’</։/)’71 <+ 00 • (5)
у><՛ J — ем

Как известно (см. [3], стр. 191), для любой функции
{О р \ 4՜ 00) почти всюду на вещественной оси (—ос, 4՜ °°) суще
ствуют угловые граничные значения, причем

В дальнейшем нам понадобится теорема М. Рисса для полуплос
кости (см. [8], стр.

Теорема Г. 
для функции

176).
Если Л (О £ Ь,, (— «о, 4֊ 00) (1 < р < 4՜ °°), то

/ (х) = и (г) 4

выполняются условия:
в н₽<м;ыи
2) Г(г)£Н՛;,

3) I! ^1/» Мр ||Л||р»
где М‘„ и Мп — постоянные, не зависящие от и и Л соответственно.

Последовательность ху-|* (1тху^>0) отличных друг от друга 
комплексных чисел отнесем к классу Д, если при некотором о(О<Т><1) 
выполняется условие

Отметим, что из этого условия автоматически вытекает условие 

(8)
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обеспечивающее существование произведения Бляшке для верхней
ПОЛУПЛОСКОСТИ С НуЛЯМИ В ТОЧКаХ £ = 2)

(9)

2 . Теперь приступим к доказательству нашей теоремы, исполь
зуя прием, примененный Ф. А. Шамояном в работе [7].

Теорема. Если то для любой функции
(О < р 4֊ оэ) справедливы неравенства

лс
2(1тгН'',+Ч/')(гО|" А„(г, г)||/||;, г = 0, 1, 2, •••• (10)

где Ар(г, ։)2>0 — постоянные, не зависящие от (.
Доказательство. Сначала же заметим, что из (2) конформ- 

£ — Iным отображением ад = ------  полуплоскости С 1 на |ха'< 1, учиты-
2 4՜ I

вая тот факт ([9], стр. 189), что при этом функция » (г) = о / ----- X
I ' \г 4- / /
В< (г 4՜ О՜1 С ЕГ.> получим неравенство, отмеченное также в замет
ке [10]

2 (11)
4-1

Пользуясь теоремой о факторизации ([ 3], стр. 191), функцию / (г) ^Н’՝ 
можно представить в виде

/(г) = В(г)-?(г),
где В (г) — произведение Бляшке с нулями функции /(г), а г (г) £ Н'\ 
и ?(г)-4 0, г £(?+).

Следовательно, определив функцию

будем иметь б
(г) = [?(г)]л2, 

им; = И< = М-
Далее, так как (х)|£ Е, (— оо, 4֊ оо), то положив

(12)

(13)

(14)
ее

по теореме В можем утверждать, что Л (г) £ Н 
Из (14) следует, что

<1
2 = X 4- 1՝у £ (7 (15)Л
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u(z) = |u(z)| < |Л (z)I, z£G(l), (16)
причем (см. [9], стр. 176)

Н = WIs- (17)
С другой стороны, так как h (z) Н2 , то по теореме Г имеет место 
неравенство

Mi < М՝
Отсюда и из (17) получим

1/4» (18)
где М2 = 14՜ ЛД. 

Ввиду того, что % (z) (; № , она представима интегралом Пуас
сона (см. [9], стр. 183) 

ом •

IW

Отсюда и из (15) следует неравенство 
|?*(г)|<и(г), г£(7< + ). (19)

Теперь обозначим через /)о(гл) = {г; \г — гл| 0 !т г*} О<^0<^1 
круг с центром в точке + \ лежащий внутри С( + ). Тогда по ин
тегральной формуле Коши длч любого г^1 и 1 <&<^4՛ 00 имеем

«Ш, (Z . )0 х

max |/(0| 
г!

бг+1 (Imzjt)'
Отсюда, ввиду неравенства

|/(z)|<|T(z)|, z€G<4
а также используя (12) и (19), получим

1/(и (гл)| О֊֊ Г'----- max |<? (01 =
(6 Im zk)r

г> г!
=-------------  max I?* (0l?,p ------------- max [h (OF P*

fJlmzJ' t&D^zk) (0 Im z*)r t&>D£zk)
(20)

Но и (г) — неотрицательная гармоническая функция, и по нера 
ненству Гарнака

14-0
тах п(0<------’«(**) (1<^^\4-°°).1 — 0

Поэтому из (20), учитывая (16), будем иметь

(1т гк)!’г 1 |/(г)^1р-С ( ) (——1т гк [и (г*)]2 <
\ дг / \1 — О/

< Лл(0, г) 1т г* |Л (г*)12 (1<£<4-°°)-
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Наконец, используя неравенство (11), в силу (18) и (13) для любого 
г^-1 получим 

лг
У. (Ьп zkYr 1

er

hn zi |А (z*)|* < A'ti (О,. Г. '■) ДО?

;а;,(% r, = а„(г,
и теорема доказана.

Շ. ճ. ԴՐԻԴհՐՅԱՆ. Կիսա(ււսր|>ու[>(ունում J-fп (0 <; р < оо) quinի ֆունկցիան Լ ր ի մի
հսւակու իjiufj մասին (ամփոփում)

Դիցուք T / օպերատորր որոշված է IՈ1 կիս ահ արթ ութ քունու մ անալ ի տիկ ֆունկ-
րի անի երի (0 p — ՕՕ ) ղասերի վրա հ Lui և յալ կերպ

<1 ’

Այս աշխատանքում ստարվա ծ են սլա յմ անն Լ ր Հ ա յորղա կան ութ յան

համար, որ պես ղի տեղի ունենա հետևյալ ա ոնչությունր

SH. A. GRIGORIAN. On ci certain property of functions from HP (0 p <Z 4՜ <*>) on

the half-plane (summary)

Let the operator Tf be defined on the H space (0 < p <z r oo) in the half
plane:

Tz: |/<'>(zt)(lmz4)'+'*|->
The paper gives some conditions on the sequenec յ~ (Խո zk > 0) under which

Tf.4p -lp
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Б. Т. БАТИКЯН

ПОДАЛГЕБРЫ КОРАЗМЕРНОСТИ 1 
(НЕКОММУТАТИВНЫЙ СЛУЧАЙ)

Пусть А — ассоциативная алгебра с единицей е над алгебраичес
ки замкнутым полем К, и пусть В— такая подалгебра алгебры А, 
что е 6 В и clim/c А! В — 1. В этой работе мы опишем все подобные 
подалгебры.

Аналогичное описание для случая коммутативной банаховой ал
гебры (над полем С комплексных чисел) было получено впервые 
3. Савоном и А. Варжехой в работе [1]. Результат состоит в следую, 
щем. Если В образует подалгебру коразмерности 1 в коммутативной 
банаховой алгебре Л, то линейный функционал ù, ядром которого слу
жит В, либо имеет вид ù=c(0 —о), где с—константа, a Û и ф- суть 
гомоморфизмы алгебры А в поле С, либо Ф есть точечное дифферен
цирование, т. е. существует такой комплексный гомоморфизм 9 алгеб
ры Д, что ù (axa2) — ։'j (aj % (on.) -|- у (а2) Ô(а։) для любых а1։ а2^А.

В дальнейшем Е. А. Гориным [2] было показано, что результат 
Савона и Варжехи является по существу алгебраическим и сохраняет
ся, например, для любых коммутативных алгебр с единицей над ал
гебраически замкнутым полем. В работе {3] А. Вилански рассмотрел 
случай некоммутативных алгебр. Здесь, в частности, сформулированы 
условия, при выполнении которых приведенное выше описание подал
гебр коразмерности 1 остается справедливым и в некоммутативном 
случае.

Мы покажем, что каждой подалгебре Вс: А коразмерности 1 мож
но сопоставить некоторое специальное представление алгебры А в ал
гебру М(2, К) всех матриц второго порядка над полем К. Явный вид 
функционала ՛/, для которого В — ker ф, будет зависеть от степени 
приводимости этого представления.

Положим для любого Очевидно,/ обра
зует двусторонний идеал в алгебре В и левый идеал в алгебре А. 
Заметим, что dim B]I= 1. Действительно, если то найдется та
кое а £ А, что ab^z В, т. е. ab = bt -f-1 а, À £ К. Но тогда b — f-e /, 
другими словами В = / К.

Обозначим через т естественный эпиморфизм алгебры А на дву
мерное пространство А/L Каждому элементу а £ А поставим в соот
ветствие линейный оператор Та} действующий на пространстве .4 / по 
следующему правилу: Та т (а') = " (аа ), а (;Д. Отображение 
и осуществляет требуемое двумерное представление алгебры Д. При
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этом образ “(Д) алгебры А содержит нетривиальную подалгебру ко
размерности 1, а именно "(В), и если У— такой линейный функцио
нал на ” (Л), что кет У =- " (В), то У ("(□)) = 'Ь (а) с точностью до
нормировки.

Рассмотрим теперь следующие возможности:
1) представление " неприводимо. Тогда по теореме Бернсайда 

(см. [4], стр. 495) "(Д) = Л/(2, Л), и, следовательно, ~(В) совпадает 
либо с алгеброй Мх всех нижних треугольных матриц, либо с алгеброй
всех верхних треугольных матриц. Пусть 
я (В) = Мг Если

для определенности

то 0 (п) = 3. Положим а = 6(о) и о = ф (а). Для любых а;, а2 Д име
ем — 'Иа1) ? (<*։) 4՜ $ (°։)- При этом линейные функциона
лы б и ф, как легко видеть, удовлетворяют соотношениям 0(а։а.)֊ 
0 (а։) б(и2) + б (а։а0) О (аоа>) и ф (аха2) = ф (а1)ф(а.Д ֊г г (я^о) ? (в0а2)> 
где а0 и а, — соответственно, прообразы матриц

/О 1\ /0 0\.
( ) и ( ’\0 О/ \1 0'

2) представление “ приводимо, но не вполне приводимо. Мы мо
жем предположить, что - (А)с Мх. Тогда

и поэтому отображения О ; а —* л и ф : а —* о являются гомоморфизмами 
алгебры А в поле К.

Пусть сперва -(Д) = Л/1. Как уже отмечалось, алгебра ~{В) со
держит единичную матрицу и образует подалгебру коразмерности 1 в 
я(Д). Отсюда следует, что ^(В) либо есть алгебра М2> состоящая из
матриц вида

либо алгебра М^\ содержащая все такие матрицы

что 7 = к (я — о), к £ К.
Если п(5) = Л/։, то кег Ф — кег (б — ф), т. е. найдется такое 

что — г (0 — ф).
Допустим, что ~ (В) = Внутренний автоморфизм алгебры 

Л/р порожденный матрицей
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переводит М^1 в алгебру Л/а всех диагональных матриц. Следователь
но, можно предположить, что тс(В) = Мл. В этом случае функционал 
ф является (0, ^-дифференцированием, т. е.

? (а,а2) == Ф (а։) ° (а>) + ф (а2) ? (а։).

Пусть теперь г.(А) Тогда, поскольку алгебра Л/֊*’ вполне 
приводима, п(Д) может совпадать только с алгеброй М, а г. (В) — с 
алгеброй Л/4, состоящей из матриц, кратных единичной. В этом слу
чае 0 — ф, и ф является точечным дифференцированием, соответству
ющим гомоморфизму 0;

3) представление " вполне приводимо. Тогда
т.[А) = Мл, т:(В) = Л/4 и ф = Х(б —ф).

Подведем итоги.
Т е о р е м а. Пусть dim А В = 1, ф — К-линейный функционал 

на А, для которою В — кет ф, и "— описанное выше представление. 
Тогда

1) если представление г. неприводимо, то найдутся такие 
К- линейные функционалы & и ?, что для любых alt а,^А будем 
иметь ф (лха2) = ф («J ? (о2) 4֊ ф (а2) 0 (а։).

При этом в А существуют такие фиксированные ненулевые 
элементы а0 и ст0, что

и
V (аз«,) = ? (ах) (а2) *+֊ ® {ахаА ® (а'а2).

2) если представление - приводимо, но не вполне приводимо, 
то либо ф =/. (6— ф), где О и ? — гомоморфизмы, либо ф есть ($,?)- 
дифференцирование, либо '-{-точечное дифференцирование՝,

3) если представление я вполне приводимо, то ф = л (5 — т>), 
2 де 5 и ? — гомоморфизмы.

Из полученных результатов легко следует описание подалгебр 
коразмерности 1 для коммутативного случая. Действительно, из всех 

перечисленных подалгебр алгебры М(2, К) коммутативными являются 
подалгебры М.,, Мл и Л7Г Поэтому, если алгебра А коммутативна, то 

— /к/4, а ~(А) совпадает либо с М, (тогда ф есть точечное диф
ференцирование), либо с М3(ф = Х(9 — ®)) (ср. [2]).

Следующие замечания относятся к тому случаю, когда В обра
зует подалгебру конечной (не обязательно равной 1) коразмерности в 
алгебре А.

Замечание. Пусть АтА/В = п. Вновь рассмотрим идеал / = 
= {Ь^В'аЬ^В для всех а£Л). Если обозначить через з естественный 
эпиморфизм А на А!В, то каждому Ь В можно сопоставить линей
ный оператор R), на пространстве А] В՝. (а) = з (аЬ). Фактор-
пространство В / изоморфно пространству операторов {Вь , по-
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скольку = 0 тогда и только тогда, когда b^I. Следовательно, 
/ = dim л2, и dim Afi —I + п. Точно также, как и выше, устанав
ливается, что подалгебре В отвечает представление А в алгебру 
М(1 + п, К).

В коммутативном случае совокупность операторов Г?ь} образует 
алгебру. Известно, что размерность любой коммутативной подалгебры 
М (и, К) не превосходит числа

. . | т2 4֊ 1, если л -- 2/л,
г (л) = <

I т (л1 — 1), если л = 2л?—1 
(см. [5]).

Следовательно, / = dim В/՝< г (п). Это означает, что в коммута- 
тивном случае подалгебре коразмерности л отвечает представление, 
размерность которого не превосходит г (л) 4՜ л.

Замечание. В работе [2] доказано следующее утверждение 
усть А — коммутативная алгебра над алгебраически замкнутым полем 
К, В—подалгебра в Л и dim Л В — и. Тогда существует неуплотня- 
емая цепочка подалгебр

В = Лос Лгс • • • с Лп = А
длины л, причем dim Ai+}/Ai ~ 1, i = 0, 1, •••, л— 1.

В случае некоммутативной алгебры подобной цепочки может не 
существовать. Например, в алгебре М (4, К) имеется подалгебра ко
размерности 3, но не существует подалгебр коразмерности 2 или ко
размерности 1.

Автор благодарит Е. А. Горина за постановку задачи и ценные 
советы.
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B. T. BATIKIAN. Stibalgebras of condintension 1 (nocommutative case) (summary)

All subalgebras of codimension 1 of associative algebras with identity are des
cribed.
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А. А. ВАГАРШАКЯН

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ 

В ТЕОРИИ АППРОКСИМАЦИИ

В статье С. Я. Хавинсона [1] доказан следующий результат 
Пусть последовательность |гД" р |гл| 1 такова, что 

2 (1-Ы)= о

и
I 1^1-1 | — | ^ I > О " ֊ О

(1 — 1^+11) (1 —Ы)

где о^>0 от к не зависит. Если /(г)— ограниченная в круге |г|<С 
аналитическая функция, удовлетворяющая условию

Нт (1 — |гл|) 1п |/(г*)| ~ — оо, 
к-* *

то / (а) = 0.
Аналогичный результат, при несколько других предположения 

на последовательность р был получен И. В. Ушаковой [2], [3] 
В дальнейшем И. В. Ушакова 14] обобщила эти результаты на более 
широкие классы функций.

Теоремы вышеприведенного типа свазаны с такими аппроксима
ционными процессами, в которых учитываются не только отклонения 
приближающего полинома от приближаемой функции, но и величины 
поэффициентов приближающих полиномов.

Основы теории, связывающей теоремы полноты, с учетом вели
чин коэффициентов аппроксимирующих агрегатов, с теоремами един
ственности, были даны в работах Дейвиса, Фань-Цзи [5] и С. Я. Ха
винсона [6].

В настоящей статье доказаны новые теоремы единственности 
для ограниченных аналитических функций, аналогичные теоремам 
И. В. Ушаковой и С. Я. Хавинсона. Используя результаты Дейвиса, 
Фань-Цзи, С. Я. Хавинсона, эти теоремы применяются в теории ап
проксимации.

1 . Введем несколько обозначений. Пусть а 0, а ЕС^д&—неко
торое множество, где 7) = 1 [. Рассмотрим всевозможные по
крытия множества Е счетным набором шаров радиусов г4-:

4

850-2
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II положим
М,(Е) = inf (V г’), 

i
где infimum берется по всем таким покрытиям. Подробно о величинах 
ЛЛ (Е) можно познакомиться в книге Л. Карлесона [9]. Заметим, что 
ЛЛ (£)—неотрицательная, монотонно возрастающая, счетно полуадди- 
тивная функция множеств. В случае, когда я—0 для любого непустого 
множества / dD имеем Л/о(/?|>1, а в случае а^>1, М, (dD) ~ 0.

Пусть 1 <С °՜ и 0<^Д<С°°* Обозначим

где у^дИ. 

Лемма 1. Пусть 1 Р <------- » а м(х)— неотрииа-
1 — а

тельная гармонически я функция, опре де ленная на О. Тогда для 
множества

Г ~ {у € «ир ((1 — |х|)в и (к)) = «Н

имеет место
Мз(]_о) (/ ) = ()

Обратно, для любого /adD такого, что Л/?(1-в) (/■’) = G, сугиеству- 
ет неотрицательная гармоническая функция и(х) такая, что в 
любой точке у г / имеет место

sup ((1 — |х|)։ и (х)) — оо.
,(у)

Доказательство леммы"!, в несколько более общей форме, можно 
найти у автора [7|.

Лемма 2. Пусть z*)*՜ ։ после довательность в D, удовлет- 
воряюгиая условию 

**
У (1 — М) <С °°-
4-1

Тогда существует множество E^c)D такое, что

(Е) — 0, 
где 

и

для любого у ^d.D'^E.
Доказательство. Для точек 0 =/= z £ D положим 

.С (z) = y^dD z^ Д , (։/)).
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Через /(г, у) мы обозначим характеристическую функцию множества 
С (г), определенную на дБ. Введем функцию

f(y)= 2 (1֊М'/(«, у), y^cD. 
£=1

Легко заметить, что

fly) -

Следовательно, достаточно доказать, что для множества Е 
— 11/ С /(у) = ос ], а)(£’) = 0. Предположим, что это не так,
т. е. (Л) ^>0. Согласно теореме Безиковича (см. Л. Карлесон 
[9], стр. 18) существует компактное множество Е^Е такое, что 
Л/-71 ֊7) (7՞) ^> 0. Далее, по теореме Фростмана (см. Л. Карлесон [9], 
стр. 14) существует константа а такая, что для любого компактного 
множества Е существует неотрицательная мера р., обладающая свой
ствами:

•1(5г)<Гя1 а)
для любого интервала Src.dD длины 2г и

р (Л) > (Л).

Следовательно, мы имеем

— 1**1)’ | 7 (**. 1/) !1 (<fy) <

V (1 — W)’ <ое, 
£-1

где а В (г, иц)—произведение Бляшке с нулями в точ
ках г Тогда для любого множества {*л|~ ։» удовлетворяю- 
гиего условиям

/
y(C(z))

(1-1*1)'—

Заметим, что С (z)— интервал на

1 1

2 А 3 (1 — |z|) 1 . Следовательно

6D с центром в точке — и длиной 
1*1

sup —7 й (5,) < _Ф-’( 2 (1-ы ))<«•, 
г3(1-а) \ /г хЛ-| '

где supremum берется по всем интервалам длины 2г. Из полученного 
противоречия вытекает, что Afiq-.,) (Е) = 0.

Лемма 3. Пусть — последовательностъ в D, удовлет
воряющая условию V



348 А. А. Вагаршакяи

и

С*'

л -= 1

Кт(1— |г„))’ 1п \В(гп, пч)|^> — ОО. 
л -* ■*

имеет место

Доказательство. Рассмотрим отображение

֊.(г) = ^-(1֊(1 И)’),
1?!

где 0 =^= г О и г (0) = 0. Заметим, что "(г) отображает единичный 
круг на себя и для любого г £ О, Пусть го и г—точки из
£), удовлетворяющие условию

1

пип {|и»|, |г|| 1 —(2(1 —а)) •

Докажем, что имеет место неравенство

(1)

Обозначим х ֊ 1 — |и? и у = 1—|г|. Тогда неравенство (1) примет
вид

* ~ У
х + У ху

(2)>

1
где 0<х, у < (2 (1 2)) ' . Сначала рассмотрим случай, когда х у.
Неравенство (2) можно записать в виде

(х* — у )(х Д- у — ху) < (х — у) (х'' -г {/" ֊֊ х\у7)»
или

2х\|/ 4֊ ху* + г 4՜ -X՜ 1 У* < ‘Э-Ху1 4՜ Хч4г}у 4- х^у1 1.

Так как ху1 1 < х’ \у, то достаточно доказать, что

^х'у 4- х''+1у’<4 Яху՝ 4՜ х'у1

или, что то же самое

2։;1-,а — у < 2х1^* — х. (3)

Заметим, что функция /(/)—2Р՜7— / имеет неотрицательную произ- 
I

водную при 0 </<(2(1—а)) \, и поэтому в этом интервале /(/) — 
неубывающая функция. Из приведенного замечания и из неравенств

1

0<У<л<(2(1֊։))՜
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следует неравенство (3). Аналогично рассматривается случай, когда 
1

0<x<tf<(2(l֊«))՜.

Не теряя общности, можно предположить, что
1

min (|w*|, |zj' >1 — (2 (1 — i)) ' , к = 1, 2, • -.

Тогда .в ,силу (1) имеем
ас

1В(|-(г)1, |-(wO|)| = Г1
1=1

1-1

£\B(z, w*)| (4)
1^*1 — |г|

1 — |wj |z|
1

при |z| 1 — (2 (1 — я)) . Заметим, что последовательности .
л (“(^л)]՞0 । удовлетворяют условиям

Из условия! следует, что произведение Бляшке с нулями ! 1՞ (и’*)1 ՛ 
сходится В (г, ]՜ (-ич)|) 0, из 2 ;и 3 следует, что последовательность
{|ь(гл)|)/7 ։ удовлетворяет условиям теоремы И. В. Ушаковой и С. Я. 
Хавинсона [1] (эта теорема приведена во введении настоящей статьи). 
Следовательно мы имеем

Кт (1 — |~ (д,։)|) 1п \В |՜ (шхИ|)| > — оо.
п —

Пользуясь неравенством (4), получим

lim (1 — |zj) ‘ In \В «Дл, «»л)| >> — ос.
Н - ос

2°. Теперь докажем основной результат настоящей статьи.
Теорема 1. Пусть последовательность \ги ։с/Л числа

О <" а <" 1 1 8 , 2 < А <՜ ос ц множество Е^-дР таковы,
" 1 — а

что для любви точки у Е существует подпоследовательность 
,[дл, | “ удовлетворяюшая условиям*.
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а множество Е у довлетворяет условию

(£) 0.

Если /(г) — ограниченная, аналитическая на О функигся и

Кт (1 — |гЛ|)'1п |/(гЛ)| =— <», (5>
п -* ՛■* 

то / (г) = 0.
Доказательство. Предположим, что теорема не верна, т. е. 

существует последовательность \гк]^ Р удовлетворяющая условиям 
теоремы и ограниченная аналитическая функция /(г) 0, для которой
имеет место (5). Не теряя общности, можно считать '/(х)|<^1, |г|\1. 
Из факторизационной теоремы Неванлинны следует, что

֊:
/(г) = г''В(г, «ч)ехр | — I —— «(<Л») + /С | ■

I 3 е'8 —г I
О

где р — натуральное число, ич) — произведение Бляшке, состав
ленное по нулям функции /(г), р конечная положительная мера, а 
С действительное число. Следовательно, имеем

(1 — 1*1)“ 1п — р (1 — >|)' 1п 3- (1 [г|)’1п'5(г пч-)|

— (1 — |г|)’ и (г), (6)

где и (г) неотрицательная гармоническая функция. Из леммы 1 сле
дует, что существует множество Е\с^.д[} такое, что

М, (| п)(Ех) — 0 (7)

и для любой точки у^с)[}^Еу

Бир (1 — |х|)’ и (г) < о?, (8>
ли »* '

Так как
Кт (I — |г|) 1п — 0, 

| г< 1

то нам остается оценить второе слагаемое в (6). Из леммы 2 следует, 
что существует множество такое, что

Л/з(1_в) (Л2) = 0, (9)
и для любого у д£)\Е2

У (I — < оо, (Ю>
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где сумма берется по тем «ч, которые удовлетворяют уловию

ич 
У - ;—, |w*| (И)

Далее, так как

и՝ к 
|ич|

о
—~ (1 - - ։w*|)

|—неотрицательная гармоническая функция на Г), то из леммы 1 
кает, что существует множество такое, что

(Л,) = О,

и для любой точки у (- ()О\Г3

вытс-

(12)

A;,(y)V
(13)

к 1

В силу (7), (9) и (12) имеем

Мч1-а) (Z7) = О,

где Г = Ех и и Е3. Так как Л/щ_,)(£) ^> О, то существует точка 
I) £ Е Е. Разобьем произведение Бляшке В(г, нч) на три множителя

B(z, zu к) = Вх (z) Bt(z) B3(z),

где В1 (г)— произведение Бляшке, составленное по тем ич, которые

удовлетворяют условию wj — > B2(z) составлена по тем ич, 
4

которые удовлетворяют условию (11) и |г/ — w.|<^ —— » а B}(z) состав- 
4

лена по остальным точкам wЗаметим, что

lim (1 -|։')4n|5,U)| =• 0. (14)
Z-* V

Прежде-чем продолжать изучение произведения Бляшке, докажем одно 
неравенство. Для любых точек z, w £ D имеем

In

(15)

Последнее неравенство имеет место, так как 
Далее заметим, что если

In (1 4- х) < х, х 0.

2(1֊Н)< (16)
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то справедливо неравенство

Следовательно
и»

1и\

Поэтому, если г и и» удовлетворяют неравенству (16), то в силу (15)
имеем

1п
(17)

Теперь предположим, что ш удовлетворяет условию

4 23+41 -Н)< у --- 
। |«’1

где у £ дЭ—заранее фиксированная точка,г £ Л, (у) и а»|,

(18)

Тогда имеет место неравенство

(19)

Действительно, если
и»

то неравенство (19) очевидно, так как

Предположим, что

г

и՝
М

Тогда имеем

гп 3 I *Ш
ЫУ

Следовательно вспоминая, что А >2, получим



Теоремы единственности 353

Далее

2(1

Таким образом, мы доказали, что если

и»

1и>!
удовлетворяют

условию (18) и ((/— г] то имеет место (16), сле-

довательно имеет 
ния Бляшке Вл(х)

место и неравенство (17). 
удовлетворяют условию

Так как нули произведе-

3

И \у —

имеет место

У 1«ч!

то из вышеприведенных оценок следует, что для

(1 -|ш*12)(1 -|г|2)
и՝ к ? (20)

Пусть 2пк Т ՛ — подпоследовательность, соответствующая точке 
У, о которой говорится в формулировке теоремы. Из леммы 3 следует, 
■что

(1 — |гЯд1)’ 1п \В.: (глД| > — о. (21)

Таким образом, и» оценок (13), (14), (20), (21) имеем

1ат (1— 1п 1Я(гЯж, 
*.

XV т

Наконец, учитывая (8), получим

1։ш (1 — 1п |/(хЯ|։)| > — оо, Л -• X

что противоречит ։(5). Теорема доказана.
Аналог теоремы 1 верен и в крайнем случае, когда я = 0, / 1.

В этом случае имеет место
| Теорема 2. Пусть последовательность \Zn\~ , п множество 
ЕаиП положительной меры таковы, что для любой точки у ; Е 
существует бесконечная подпоследовательность \гПк )/ ։, удов
летворяющая условиям

< Д (1 ~ |гЯд|), * = 1, 2, • • •,
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где А < от к не зависит. Тогда из того, что՛ лая ограничен
ной аналитической функции /(г) имеет место

Нт/(гя) = О, 
п

следует, что /(:)=О.
Доказательство вытекает из того, что ограниченная аналитичес

кая функция, не равная тождественно нулю, почти всюду на д£) име
ет некасательные граничные значения, которые не могут обращаться 
в нуль на множестве положительной лебеговой меры֊

Замечание. Вторая часть леммы 1 показывает, что доказан
ные выше теоремы в некотором смысле точны.

3 . Приведем приложение доказанных теорем в теории аппрокси
мации. Приведенная ниже конструкция достаточно՛ универсальна и 
ее можно применять во многих случаях. Для иллюстрации этого мето
да мы рассмотрим вопросы приближения функции из 1 
рациональными функциями с фиксированными полюсами. Сначала 
сформулируем некоторые общие теоремы, доказательство которых 
можно найти у С. Я. Хавинсона [8].

Пусть X—нормированное пространство, а р •••, 'я)—норма в 
п-мерном пространстве (/1։ •••, /п)^Тп, причем для любого т^-п и 
любых / п • • •, г п

Р 0' ' ' > л) Р 0 ։» * " ՛ » ^л» 0, • - •, 0)..
/и— п

Пространство, сопряженное к Е4 обозначим (•£>,)’’л\ а через р* нор
му в нем.

Определение. Мы скажем, что система " Р о (р) полна 
н X, если для любого £ ^> <) и любого элемента .гX существуют 
числа !л2, •••, /п такие, что

и

п

Теорема (С. Я. Хавинсон). Для того чтобы 
была о(р) полна в X необходимо и достаточно, чтобы 
нейного функционала / X* из неравенства

система !?. }/ ։ 
для любого ли-

п = 1, 2,

следовало бы, что I 0.
Теорема 3. Пусть последователъностъ ц • такова, что

| 1 । *
|г2А|<1, 122л411>1» * = 1» ’ • * • Предположим, что \г„к ~ ։ и -------

удовлетворяют условиям теоремы 1. Далее пустг> Ск— положи
тельные числа, такие, что Ск —*• х>. Тогда для любой функции
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1 р сс , и любою числа 
тельность • • •., t п такая, что

и

0 существует после дона

п
С/с

1

Доказательс

■систему

т в о. В пространстве Lp, 

В Е'1 введем норму

, рассмотрим

Заметим, что

п

'*) 2l'k|exp
Л-1

___ £*____I. 
|1 — 1г»1Г I

Р ֊(11 > " * ՛»

Р՛ (»и • Ю =-* sup 
п

• kIехр

Пусть 7^; Д’. Тогда существует функция g — 4------= 1, такая,
Р Я

что

sup 1 ч 1' ч л
Обозначая

О

</н,

получим

I |Л(т*)К«хр [---- ----- —------ [ . k 1, 2, (22)I l|l- k4l՞ I
Функция E(z) аналитическая на D и принадлежит H4. Из факториза- 
ционной теоремы Неванлинны следует, что функцию Е(z) можно 
представить в виде
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где /^(z) и F.,(z) -аналитические функции и 
Из неравенства (22) следует, что

|F։U)| < 1.1Հ(շ)| - ։,

(1 - Ыг In |Г, («է)| <(1 - Iml)։ In If (m)| ֊<--------2—— .
(1-խ*)’

Поэтому н силу теоремы 1 имеем Л’(г)£=0( при Аналогично
доказывается, что Л (г' 0 при |г|^> 1. Следовательно, функция
,?(е/։), которая порождает функционал /, равна нулю почти всюду. 
Поэтому / 0. Теорема доказана.

Аналогично доказывается
Теорема 4. Пусть последовательность (гъ Г такова, что I

|гл|<1, 1^2* г1| 1, <’ = ],.♦• и подпоследовательности 1г-2к, Т ։ и

I 1 Г 7(•== [ у довлетворяют условиям теоремы 2, а с к положитель- 

ные числа и Ск - . Тогда для любой функции 1 р ,
и любого е>0 сугиествует последовательность /р г., •••, /я, та-
кая, что

и
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A. A. VAGARSH AKI AN. A n niqueness theorem for bounded analytic functions and 
its application in the theory of approximation (summary)

In this paper new theorems of uniquens for hounded analytic functions are 
proved. An application in the theory of approximation is indicated.
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Г. К. ОГАНЕСЯН

О РЯДАХ ИЗ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В работе [1] доказана следующая
Теорема. Пусть ряд из независимых случайных величин с 

ну левыми математическими ожиданиями

п 1

сходите я с вероятностью 7 к случайной величине Если

Р^\>у) О(е-УЧ).

при некотором q 2, то у величин {;я} су шествуют все момен
ты и

V (М ) •’ 4֊ ОО
л-1

о \ 1 Я при всех Р^> —• —-—• 
2 9 — 1

В настоящей работе доказывается одно обобщение сформулиро
ванной теоремы. В частности, это обобщение содержит следующий 
результат: пусть ряд из независимых случайных величин с нуле' 
выми математическими ожиданиями

п 1

сходите я с вероятностью 1 к случайной величине :. Если 

Р(\\\>у} 0(е֊'?),

то у величин {;я} существуют все моменты и

при любом г 0.
Для формулировки нашей теоремы введем функции Н (у) и 

Н (у). Пусть Н(у)—положительная, непрерывная, строго возраста
ющая функция на [0, 4-°о). Функция Н՛ (у) определяется соотноше
нием Н(Н'՛'՝ (у)) = у ֊+֊ 1 или же Н* (у) — Н՜՝ (у 4֊ 1).

Предположим, что при некотором а 1
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Я* (у)
(1)

справедливо.
Теорема 1. Пусть ряд из независимых случайных величин с 

нулевыми математическими ожиданиями

п — 1

сходится с вероятностью 1 к случайной величине ;. Если

(2)
1 то у величин {;„} существуют все моменты и

при любом 2 ? 0.
Предварительно докажем ряд лемм.
Лемма 1. Пусть случайная величина ; удовлетворяет усло

вию (2). Если
Ф (г) = Мег ՝,

то
|Ф (г)| се՛4' ։

Доказательство. Интегрируя по частям, получим

|Ф(г)| = | ег'с/Р(;

+• -«
1 — ( е|г||у| 6Р 11‘| >, у) = 1 — е1*1 ■'՛ Р(|;| > ^)[у’ 4

г /о
АГ Л

■ +1*| ]е1г,) ау՝

■
I Положим |г| - г и, используя условие (2), имеем

вI |Ф(г)|<с1[Ц֊г еП~У,,(^бу}.

■
При у > Н' (г) выполняется неравенство

I гу — уН{у)^ — у,

используя этот факт, получаем
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о

(О

у/Лу) >•''<»(/у]
Н^Г)

с*! [ 1 4՜ ег//('֊) — 1 -г /■] 'С с.:ег//Г(г).

Лемма 1 полностью доказана.
Лемма 2. Пусть ©(О — неубывающая на [0; 4՜ °՜') функция. 

Пусть, далее, Н (?) — монотонно возрастающая, положительная, 
непрерывная функция, удовлетворяющая условию (1). Если

Г _
2

(3)

то

Г 1
.՛ /Л/* (/) )ог1 Ч*>

</? И)< + °°- (4)

Н* (х) бх

Доказательство. Введем обозначение А (/) = —----------------
х

Из условия (1) следует неравенство

-^֊Н*(0<А(0<№*(0.
7 4- 1

(5)

Из неравенства (5) при помощи несложных выкладок убеждаемся, что 
Л (0 монотонно возрастающая, положительная, дифференцируемая 
функция, удовлетворяющая условию

А (О 
г

Используя эти свойства А(/), из (3) получим

(6)

Из (6) следует, что если г гх, то

?(/) 
t Iод՜1 +* / Л (О I 1од1 + ։ /

б-------
А (О

А (0 Л' 1о£1+‘ /
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df.

Отсюда получаем

/V/ для г (7)

Таким образом, имеем

- (г)

/։ (/) f log1 5 t

2

------------- d-------
t log* £ t h (t) t.

2
Л (t) t2 log1 £ t

h(t) t2 log2 s t
dt.

Из (3), (6), (7) следует, что правая часть этого равенства ограниче
на. Следовательно, ограничена и левая часть. Из неравенства (5) вы
текает справедливость неравенства (4), что и требовалось доказать-

t

Введем обозначение N (t) = I
о

г
где п (г) число нулей

функции Ф (2) = Ме^՝ в круге |г| г.
.\ с м м а 3. Пусть Н(Г)—положительная, монотонно возраста-

юшая, непрерывная функция, которая при некотором з < 1 у доз- 
летворяет условию (1).

Пусть — последовательность нулей функции Ф (г) = 5/е’
с учетом их кратности. Если

то
|Ф(2)|<сеН«*(М.\ (8)

(9)

Доказательство: Из формулы Йенсена следует (см. [2]> 
стр. 220)

Я (О
Отсюда получаем 

ОО ж>
Г W Г 1I —------------------- dt <^с, I ----------------
J Н (t) t2 t J Hog1 f
и ՛•

850—3
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Если теперь в лемме 2 вместо »(/) возьмем N (/), то получим

и
Я* (/) t log1՜1 * t

dN (/) < 4՜ сс»

Отсюда имеем

? М/)

J //*(0*2log։+4 
о

СчЭ
dt = | -------------dN(t}<^ + ос.

.1 H*(0Hog։+4 
о

Следовательно, если в лемме 2 вместо '■&(/) взять п(/), то получим
вс

। ---------- ------------ dn (/) <* 4՜ 00 •
I /У* (0/log1

Далее имеем

1
/У* «) Hogt+4

dn (t)=

ас

С 1= I —------------------- dn (/) <Г 4՜ .
J H* (t) t log1 * t 
о

Доказательство теоремы 1. ЗаЦ>иксируем произвольное 
число п. Тогда случайная величина ; допускает разложение

где itn —

По теореме Леви-Райкова (см. [3], стр. 77) следует, что для случай
ной величины с„ также имеет место соотношение (2). Пусть Ф(г) — 
характеристическая функция ;, /«(г) и 6Я(г) — характер!сткческге 
функции величин ;л и соответственно. Из равенства

Ф(г) =/n(z)^(z)
следует, что все нули функции /1(2) являются нулями функции Ф(.г). 
В силу сказанного имеем

и

(Ю)

(Н)

где последовательность нулей функций с учетом кратности
Еведем обозначение
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РМ = \Н’>(х Т)|ог1*'(х'Т)> 'хТ.

Воспользовавшись условием (1), получим Р(х)*х 1 . Отсюда
следует, что Р (х) - полуаддитивная (рункция (см. [4], стр. 105). Из 
(10), (11) вытекает, что

Р(М(;2))<

Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть ряд из независимых случайных вели

чин с нулевыми математическими ожидания ми
ОО

'R

л-1

сходится с вероятностью 7 к случайной величине :. Если

- О(е

при некотором <?^>2, то у величин (;л) существуют все моменты 
и

« <7
- М(;?) - «*Г

I + : _______ .

Отсюда следует, что если для сходящегося почти всюду на [0, 1] 
ряда по системе Радемахера

/(/) = V апгп (/) 
г. — I

выполняется условие

Р(\((Ь\>У>=О(е’') (9>2),
ТО
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Следствие 2. Пусть ряд из независимых случайных вели
чин с нулевыми математическими ожиданиями

Ж

сходите я с вероятностью 7 к случайной величине ;. Если

то у величин j;rtJ существуют все моменты и

Л =
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ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОЙ 
МАТРИЦЫ ЯКОБИ

Изучается прямая и обратная задача теории рассеяния для урак- 
нения

| + «։!/2 = ' У\»
I ап-]ун-\ 4՜ Ьпуп 4՜ апуп + \ = куп (п — 2, 3, 4, • • •), 

где

ап 2> 0, 1т б« = 0 (п = 1» 2, 3, • • •), \ п (|1 — а„| 4՜ |6Я|) < со, (2) 
п=1

Формальное решение обратной задачи рассеяния для(1)с Ьг. = 0 рас
смотрено в работе [1] при условии, что а„ —* 1 при п — ос достаточно 
быстро. В настоящей работе изучена задача рассеяния в классе ко
эффициентов а,,, Ьн, удовлетворяющих условию (2).

Задача рассеяния для дискретных уравнений, но в других поста
новках изучалась также в работах [2], [3], [4].

§1. Специальное решение

Рассмотрим дискретное уравнение

I 0/1 ——1 4՜ Ьг>Уп 4“ ЛпУп\\ — 9 Уп 4, К

где {^/п1Е — искомое решение, X—комплексный параметр и

(1.1>

«л Z> 0, Im Ьп — 0 (л — 1, 2, 3, • • •), у
л «■ 1

Уравнение (1.1) эквивалентно нахождению 

л(|1 -aJ + |6j)<oc. (1.2>

вектора удовлетво-

ряющего уравнению
Qn. ll/'i — ] 4՜ buy п 4՜ йпуп -ti — 1 Уп 1 > 4, ■, яр 1) (1.3)

и начальному условию
</„ = 0. (1.3)

Обозначим 
№ 

з (п) = 2 (Ц — af)l 4՜ 16р|). 
р - п

В уравнении (1.1) положим л = 2 cos z, где z = 54“fx« Через ; всюду 
в дальнейшем будем обозначать только вещественный параметр.
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Теорема 1.1. При условии (1.2) уравнение (1.3) имеет един
ственное решение, допускающее пре дставление 

т -1

где У-п и А пт являются вегщественными числами

А„т = 0 при т < 0; lim = 0 (т = 1, 2, 3, • ■ •). 
л-*֊

Далее
А) «д и Aftm удовлетворяют соотношениям

(1.4)

и litn ая = 1;
Л • * М

*

(1.5) 
f

+ т ^л/п Г ЬпАпДт1 1 4" т + 2 -^л, т+2 — 0

(1.8)

Наоборот, если Annt удовлетворяет (1.5), (1.6), (1.7), а ая (1.8), 
то функция fn(l), построенная по формуле (1.4) с помощью ъп и 
Апт, является решением у равнения (1.3).

В) ая и АПт определяются однозначно по ап и Ъп по формулам
er

«л =( П М-’(п = о. 1,2, •••), 

р - Л

(1.9)

А„,, = - 2 bf, (n = 0, 1, 2, • ••), (1.10)
р=л + 1 

«» W Мк
Лп. 2= 2 (1-ар+ 2 2 Ь„Ь, (п = 0, 1, 2, (1.11)

Р=л+1 р—л + 1 в"֊р+1

ОО 4 ОО <•

А..м+1 = — 2 6,— 2 2 М«.2« + (1.12)
р—п 1 I 4- 4- <7 — 1 р—л+1+4-7

4 — 1 ос

+ 2 2 (1-а“ ,)А,.2,+1 (л=0, 1, 2; А=1,2, 3, •••),
<7=0 р=л+l + 4-tf

Ап.^= 2 2 Ь,.Ь. + 2 (1 ֊ oj) + 2՛ 2 (1 - aJ_։) 2, -

р-л,4 0=р+1 р-л + 4 0=1 р=л+1 (-4-g
к— 1 оо

— 2 2 W.2A+1 (п=0, 1, 2, •••; Л=֊-2, 3, 4, •• •). (1.13)
0=1 р=л + 4—0

Имеет место оиенка

(1.14)
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1 де через [•] обозначена целая часть, а С положительная посто
янная, не зависящая ни от п и ни от т.

С) Решение /«(:) обладает следующими свойство ми*.
1. /л (’) непрерывна на вещественной оси — • оо со и до

пускает аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость 
О и там при каждом п относительно г имеет асимптотику

Ш = але"“[1 + О(е֊’)| {г = * + /’, ’>0), (1.15)

где РЦе ')-*0 при -—»со равномерно по п(п^'Ь).
2. /п (-) при 1тг^-0 относительно, п имеет асимптотику

(п (г) - е/лг[1 4- о (1)1, (1.16)

1 де 0(1)—* 0 при п —■ ос равнолгерно относительно г, 1т г 0.

/л (г 2г)I

Доказательство. Утверждение А) проверяется непосредст
венной подстановкой (1.4) в (1.3). Формулы (1.9)—(1.13) вытекают ил 
(1.5) —(1.8). Докажем оценку (1.14).

Ищем АПщ в виде ряда

Апт= (т>3),
л=и

где
Л%+. = ֊ 2 ьр (к = 1,2. 3, •••), 

р = Л + 1 4 к

= - 2 2 ь"ь> + 2 (։ - <* = 2.3.4, • •
р — ПА к 0 = р*-1 р~г\^к

к &—> ••
Л'О — — V V А V V (1 а‘ )Ап. 2л + 1 “ Д ЬрНр.чч 7^ 2 ар-ь՛ Р- 2</ + 1»

</=1 р—Л + 1 + &—4 ^-О^Н+4 ч

(1=1, 2, 3. к = 1, 2, 3, •••),

ЛГ/-1) 
^р, 2<г+1

+ У V (1 - <,) А<;.֊й 

0=1 р —л-г1+Л— 0

('= 1, 2. 3. •֊•; к = 2. 3, 4, ••■)֊

Введем обозначение

сс
тДп) = V |1 — а*|,

п

ее

* М — У |М,

аг
^1(л» £) = У (п֊-/<)|1—о;,1 (^՝ п), 

п

по

С։(п, Л) = У (п—£)|6/։| (£<п).
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Нетрудно убедиться, что

откуда и следует оценка (1.14)
Утверждение С) следует из представления (1.4) и оценки (1.14).

§ 2. Прямая задача рассеяния

Определение 2.1. Пусть {'?„(/.))• и —два решения урав
нения (1.3) с однгм и тем же/. Их вронскианом называется вели
чина

-аЛ [ф„ (՝')£<■ + ! О)“ '?«+։ (')#«(')] = НЧ’М'О» (2-1)

Лемма 2.1. Пусть |Фл(а))о> « 1?л(։1)|^— два решения уравне
ния (1.3). Имеет место тояс дество

а,_1 [ — % ('•)#«-! (|*)] —а» [?» ('•).?»+! (Н) — % и Р) «»(|*)] =

= (>— и)■?»(> ) <М։‘). (2-2)

Доказательство. Так как

а п — 1 фл -1 (а) Т Ьл '^л (а) Т Оп фл + 1 (а) = 1 /л (/•),

Оп-1 %п-Х (р) Т Ъл^п (р) 4- ап£л±\ (р) = Р^л (р),

то умножая первое из этих тождеств на £л (р)> а второе — на фп (/) и 
вычитая второе из первого, получим тождество (2.2).

Полагая в (2.2) р — а, получаем
Следствие 2.1. Вронскиан двух решений уравнения (1.1) от п 

не зависит.
Из (2.1) очевидным образом следует
Лемма 2.2. Для тою чтобы решения (фл (Ао))" м !#л('о))(Г 

являлись линейно независимыми необходимо и достаточно, чтобы 
^[фл (\г)| 8п О о)] 4= 0.

Из вещественности ап и Ъп следует, что вместе с |/п(;)}(7 ре

шением уравнения (1.3) является и (/д (>)}^ = |/л ( — с))о . Так как 
вронскиан двух решений не зависит от п, то он совпадает со своим 
значением при п — - <х>. Поэтому, принимая во внимание (1.16), нахо
дим, что

^[/л(0> /«(֊:)] = ֊2/510 (2.3)

Обозначим через (®л(?))о* Реш^ние уравнения (1.3), удовлетворяющее 
начальным условиям

(2.4)
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Лемма 2.3. При всех с =f= кт. (к — 0, + 1, 4- 2, • • •) справе дли 
во тождество

где

(2.5)

(2.6)

и функция S(?) обладает свойствами

$(;)==$(-;) = (5(5»-’.. (2.7)

5 (5 +2՜) = 5(5). (2.8).

Доказательство. Из (2.3) и леммы (2.2) следует, что при 
; 4* (£ = 0, ± 1, ±2, •••) пара [А(;)!р (/п (—;)|^ образует фун
даментальную систему решений уравнения (1.3). Поэтому

(?) = Сх/П(',) 4֊ С2/п ( ;)_ (2.9)/
Отсюда, в силу (2.3)

Далее
2/sin ;

^[?«(;), А (;)] = -/0 (О-
и

Поэтому тождество (2.5) следует из (2.9).
Заметим, что /о(;)^=О при ; =/= к т (к = О, +1, 4- 2, • • •).

Л е м м а 2.4. Функция f0 (z) в полосе П j. = z = ; 4֊ i

4> 0 может иметь только конечное число, причем

простых нулей в точках z; = i'j (у = 1, • • •, /Vo), Zj ~ “ 4՜ i~j ( / = 
= А'о 4 1, •••, N). Имеет место равенство

fl -1

Uf* точкой над функцией обозначена производная по z.
Доказательство? Сначала выясним распределение нулей 

Функции /0(z) в верхней полуплоскости. Пусть /о(го)=О, где z0 =
+ ’о>°- Тогда |/л (-z0)} f будет экспоненциально убывающим

при п ֊♦ оо решением уравнения (1.1). Из симметричности этого уравг 
нения следует, что )0 =2cosz0 может быть только вещественным, 
следовательно, ;0 ~ к г. (к = 0, ± 1, ± 2, • • •)• Таким образом, функция 
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/0(г) в полуплоскости 1тг^>0 может иметь нули только аа прямых 
Кег = к~ (& = О, + 1, ±2, •••). Покажем, что нули простые.

Из уравнения (1.3) имеем соотношения

аЛ_1 /Л_-1 (z) -1֊ bn fn (z) + anfn + \ (г) = 2 cos z fn (z),

an֊\ fn -i (z) 4՜ bnfn (г ) 4֊ an fni i (z) = — 2 sin z fn (z) 4՜ 2 cos z fn (z).

Умножим первое из этих тождеств на {п^г)՝ а второе—на и вы
чтем второе из первого. В результате мы получим

ап-\ [fn-\ (z)fn(z) — fr,-i (z)/n(z)j — 

— an [fn (z)fn + i (z) — fn (z)/л + 1 (z)] = 2 sin z fn (z).

Сложив эти тождества при п = 1, 2, 3, • •• и принимая во внимание, 
что fn (z) -* 0, /n(z)-»0 при n—»то, Imz>>0, получим

CV
/о (-)/] (г) “7о (*)/i (г) = 2 sin z V /֊(z).

л-1
Полагая здесь z = z0, мы получим

/л ( го)•

Отсюда следует, что (так как (г0) =£ 0, в противном слу
чае в силу /(,(г0) = 0, мы получили бы /я(го) = О) и одновременно мы 
получаем формулу (2.10).

Покажем теперь, что /0 (г) в полосе П+ может иметь только ко
нечное число нулей. Из (1.15) следует, что /0 (г) — а0 при т—* оо. По
этому нули функции /0 (г) в полосе П-ь образуют ограниченное мно
жество, которое может иметь предельные точки только в точках 
г = 0 и г — Следовательно, если /0 (0) 0, /0 (тс) =■= 0, то в силу ана
литичности, множество нулей функции /0(г) в полосе П+ конечно.

Покажем, что независимо от значения функции в точках 
г 0 и г = тс множество ее нулей в П+ конечно. Будем это доказы
вать аналогично тому, как это сделано для уравнения Штурма-Аиу- 
вилля в [5]. Обозначим через 8 точную нижнюю границу расстояний 
между двумя соседними нулями функции /(| (г), лежащих на прямой 
Ие г = 0 или Ке г — тс. Достаточно показать, что 6 0. Предположим
противное. Тогда мы можем выделить такие последовательности нулей 
15 ТС 4- !зтс I /тД (здесь 5 = 0 ИЛИ 5 = тс) функции /о (г), что 
։>П1 'л) — 0, ~к 0 и тах <С М. Из (1.16) следует, что при

А- - ’֊՛ к I

достаточно большом л0 равномерно относительно ' > 0 и п^- п0 будем 
иметь I
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Поэтому

(2.11)

С другой стороны, так как собственные векторы симметрическо
го уравнения (1.1), отвечающие различным собственным значениям 
ортогональны, имеем

я = ! п

л.-։

л=1

АГ

п =

Переходя здесь к 
при 1 п п0 — '

пределу при к —- <х> и принимая во внимание, что- 

к

мы получим

О > Пт У /„ (5 т. -֊ /-А)/„ ($ тг 4֊
А'-* вс (2-12)

Неравенства (2.11) и (2.12) противоречат друг другу. Поэтому наше 
предположение неверно, т. е. £^>0, следовательно функция /0(г) н 
полосе П+ может иметь только конечное число нулей.

Обозначим

Рормула разложения

6, о. О 0 0 • • • 1 *
Цд Ь2 а2 0 0 • • •
О а2 Ь3 а3 0 • • •

Тогда уравнения (1.1) могут быть записаны в виде

֊Л/ = Ку.

и спектр

(3.1)»

Матрица /, как известно, называется бесконечной матрицей Якоби.
Обозначим через /г(1, «О гильбертово пространство векторов

У = таких, что У | у. | < °° со скалярным произведением 
я=1
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(*,</) = У хпуп.
*— 

/1 — 1

Далее, обозначим через Л минимальный самосопряженный опера
тор, порожденный матрицей (3.1) в /2(1, оо). Резольвента оператора 
А определяется по формуле

(г) = 4
.и удовлетворяет уравнениям

| т (z) -Ь axRz. т(г) — 2 cos z R\, т 
I CI n — 1 Rn-X. in (г) 4՜ b„R nm (z) 4֊ an Rn И, (z) 2 COS 3 Rnm(z) — f/nm*

(3.3)
m

(л, т — 1, 2, 3, • • 
где опт—символ Кронеккера.

Из результатов предыдущих параграфов следует, что векторы 
!««(;) ", ип (з?) ", определенные по формулам

ип (;) = /п (- «) ֊ 5(?)/„ (=) (0 <; < г), (3.4)

Un(zj) = M)fft(zJ) (J-1, /V), (3.5)

являются ограниченными решениями уравнения (1.1).
В этом параграфе мы покажем, что они образуют полный набор 

нормированных собственных векторов этого уравнения.

Теорема 3.1. Имеет место формула разложения по собст
венным векторам

(3.6)
о

причем решения |ил(;)}1\ !^(^))Г ПР'Л побладают асимпто
тиками

ип (:) = е-'я 1 — 5 (;) е/л5 4- о (1) (0 < 5 < к), (3.7)

иа(г) = М)е1^),[1 4֊о(1)] (у = 1, И). (3.8)

Доказательство. Наметим только путь вывода формулы 
(3.6). Пусть ՛ЛТ произвольная финитная последовательность. Из 
уравнения (3.3) следует, что имеет место асимптотическая формула

где

(3.9)

*

В /-плоскости । берем квадрат с центром в начале координат и 
со сторонами, имеющими длину, равную 27?, где R — достаточно боль-



Задача рассеяния 373

шое положительное число. Обозначим контур этого квадрата через 
Г/?. Если взять от обоих частей (3.9) интеграл по контуру Г/?, то при 
Д’ —* со мы получим

(3.10)

С другой стороны, мы имеем

Переходя в (3.11) к пределу при R —■ со, принимая во внимание (3.10) 
и используя формулы (3.2) и (3.4), (3.5), мы получим формулу (3.6).

Асимптотические формулы (3.7), (3.8) вытекают из (3.4), (3.5), 
соответственно, н силу (1.16).

Теорема 3.2. При условии (1.2) оператор Ь имеет непрерыв
ный спектр, заполняюший сегмент | — 2, 2] и конечное число 
простых собственных значений, лежащих вне непре рывного спек
тра. Если Ьп = 0, то собственные значения лежат попарно сим
метрично относительно точки л = 0.

Доказательство. Покажем, что собственные значения опе
ратора Д являются простыми. Действительно, пусть собственному 
значению Х0 = 2соз.г0 отвечают два собственных вектора [^л(г0)'Г и 
| ,?л (г0)) . Так как вронскиан двух решений не зависит от п, пе
реходя к пределу в формуле

Ял ['«Ч (xq) gn 1 (^q) ?л + 1 (^q) gn (г0)] U?)

при п —»ос, получим U^['?n(^o)’ £л(го)]=О» следовательно, в силу 
леммы 2.2 {'Ь/* (2<)))Г и ։^л (z0)}f линейно зависимы.

Теперь покажем, что для того чтобы некоторое число ,q = 2 cos д q 

Im > 0 было собственным значением оператора L, необходимо и 
достаточно, чтобы /0 (z0) = 0.

Действительно, пусть /о(го) = lniz0^>0. Тогда явля
ется решением уравнения (1.1) и в силу (1.16) /л (г0) экспоненциаль
но убывает при п —» - . Следовательно, { /я (z0)i ։՝£ Z2 (1, ՛ ) является, 
собственным вектором оператора L, соответствующим собственному 
значению >0 = 2cosz0.

Наоборот, пусть /.0 = 2cosz0, Im z0 > 0-собственное значение и 
!։/л (г0)}о։— соответствующий собственный вектор краевой задачи (1.3)
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(1.3'), следовательно, */о(2о) = 0. Покажем, что /0(г0) - 0. Допустим 
противное, пусть /о(го)^°- Тогда в силу равенства И/1 /,,(г0), ?Л(г0)]

/'0(г0), векторы {/«(«о)}^, образуют фундаментальную сис
тему решений уравнения (1.3). Поэтому

уЛ(*о) = Сг/пМ + С.2^п (г0) (л 0, 1,2, •• •), (3.12)

где С\ и С2—постоянные и хотя бы одна из них отлична от нуля.
Так как {уЛ(г0)}Г € /’U, ’*), {/«(*о))Г^2(t °°)> а {?«(*о)‘г Г TH 1» °°)> 

то С2 = 0, следовательно С\ 0. Поэтому полагая в (3.12) л = 0, 
получим, что /o(zo) = O-

Так как, в силу леммы 2.4, функция /0(z) в полосе П^ может 
иметь только конечное число нулей в точках - i “ (j — 1, •••» A/(t), 
z = 77 -u i t. ( j No 4՜ 1. • • ՛ > АО, то оператор L может иметь только 
конечное число собственных значений в точках X =2cos£-£(2; ос) 
(7=1, • • •, А/о), Ху = 2 cos zy £ (— оо, — 2) (/ = TVo + 1, • • •, A').

Записав формулы (3.6) в виде интеграла Стильтьеса, мы полу
чим, что

(3.13)

о֊решение уравнения (1.3), удовлетворяющее начальным
условиям <р0 (X) — 0, 
тора А, причем

(X) — 1, а р(X)— спектральная плотность опера-

*> при i

arc cos —

2 >2
при X £ [— 2, 2].

Полагая

п 1

из (3.13) имеем

п (3.15)

Умножая обе части равенства (3.15) на ЛЛ и суммируя по л в преде-
до ос, мы получим равенство Парсеваля

2 |Л»1’= |/Wrfp(0.
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Из вида спектральной плотности (3.14) следует, что непрерывный 
спектр оператора Ь состоит из отрезка [—2, 2].

Последняя часть теоремы 3.2 вытекает из того, что при Ьп = О 
в силу (1.10), (1.12) Ап,2^ + 1 =0, следовательно, /0 (и) является перио
дической функцией с периодом к.

§ 4. Обратная задача рассеяния

В § 3 (см. теорему 3.1) мы видели, что набор величин »5(0 
(— е<;<оо); •••, Л/р •••, Мч} полностью определяет асим
птотику при п ՝ оо всех нормированных собственных функций урав
нения (1.1).

Определение (4.1). Совокупность величин 5(;) (— 00 <;<^ 03) 
гр •••, Мр •••, Му} называется данными рассеяния матрицы 
Якоби (3.1).

Обратная задача рассеяния состоит в определении матрицы Яко
би (3.1), т. е. уравнения (1.1) по данным рассеяния.

1. При решении обратной задачи важную роль играет так назы
ваемое уравнение И. М. Гельфанда—Б. М. Левитана или уравнение 
В. А. Марченко, выводом которого мы сейчас займемся.

Подставляя в (2.5) вместо /п (:) его выражение (1.4), мы получим

2/ ;

ее

к=\

։(/։ + *):
I - ■$(;)] е

к-}

Умножая обе части этого равенства на ---  е1(я + т): и интегрируя ПО

в пределах > получим

3-2
2/ зт с
———

где

не

- Г. 2

Покажем, что интеграл в левой части равенства (4.1) может ныть 
вычислен с помощью контурного интегрирования. Действительно, 
функция
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2/ 51П г / Ч . о- • -----------  ?„(?) , 21 51П ПС
/о ( 2)

Г. Ш. Гуссинов

е'(п т)г периодична с периодом 2 ". ана

литична в верхней полуплоскости, причем имеет лишь простые полю
са в нулях функции /о(-) и’ возможно особенности в точках г — к~ 
(к — 0, 1, ± 2, • ■ •) (так как возможно, что /ф (к “) -- 0 (к — 0. +1,
± 2. • • •).

С помощью уравнения

. г у 1 + ։

а>1, т
I С1л при п

Ьп. т =
при
при

можно показать, что функция 51п г ------- не имеет особенности в точках

ип 

о

к - (£==0 Поэтому левая часть (4.1) равна

большое число, а Г/?—замкнутыйгде А? > 0- достаточно

ный контур, состоящий из отрезков:

прямоуголь

' = R и охО

ватывающий все нули функции /0(г), лежащие в полосе П,. Первое 
слагаемое в (4.2) есть сумма вычетов подынтегральной функции, а
последнее, в свою очередь, принимая во внимание, что

СО
равно

— Г(о) _ V А 
1 2л+т /1 + +

где

ги г
Л’

Далее, так как при 1т г ос 'хя(2) = -*- е-'(л-П*[ 1 о( 1 ) ]։ М*) —
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то второе слагаемое в (4.2) при R дает

—— 1 рот •

в результате, из (4.1) мы получим
СЮ

пт А- т 2п о (п =0, 1, 2,-

(4.3)0О

Л *=-1

2 М;т

— к

Таким образом, мы получили, что Апгп удовлетворяет уравнениям 
(4.3), причем Ет построены только по данным рассеяния. Уравнение 
(4.3) называется основным уравнением обратной задачи.

С помощью уравнения (4.3) нетрудно доказывается следующая 
Лемма 4.1. Для функции /0(') справедливо представление

если /о ( 0)= 0, 
если /р (-) — 0,

где функции (;), А2 (;)
со, периодичны

непрерывны на вегиественнои оси — 
периодом 2՜, допускают, аналитическое

продолжение в верхнюю полуплоскость и /41(0)=^0, А., (”) — 0.
2. Покажем теперь, что основное уравнение (4.3) при каждом 

фиксированном п (п = 0, 1, 2,-- ) имеет единственное решение.
Пусть при некотором п (п = 0, 1, 2,•••) однородное уравнение

Лп։ 4՜ У, Л* Ек + т +?„ =0 (т -֊ 1, 2, 3, • • •) 
я=1

(4.4)

имеет ненулевое решение А=:{Л/п}* из (1, ՛ ). В силу веществен
ности Ет без ограничения общности, можно считать, что Лт 
ственны. Продолжим вектор Л на все пространство Г (— , ), по
лагая Ао ==.- А_։ — Л_2 = .,.. = 0, и обозначим

вс

У Ь,п е1т՝ — Н (;)•
т -1

(4.5)

Функция Н (;) допускает аналитическое продолжение 
луплоскость.

В силу обычного равенства Парсеваля

в верхнюю по

(4.6>

850 4
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--   дд -д֊— LS 3C= j—: - ---- —- —   —    :----- --------- ■—   ֊ - ֊ =»S

Умножим (4.4) на h,t и просуммируем по т в пределах от 1 до ос;
ч х>

v л™՛ V V л- /։*F‘ ™ + 2" =°-
т - 1 т - I к — 1

Подставив сюда вместо /՛„։ его выражение (4.3 ) и принимая во вни 
мание (4.5), (4.6) и (2.7), мы получим

периодиОтсюда, в силу положительности всех слагаемых и 
подынтегральной функции, имеем

Н (гу) = 0 (; = !,•••, /V),

Н (-֊) - S (:) е21я՝ Н (;) = 0 (— о < ; < œ ).

в

чноети

(4.7)

Пусть сначала /0 (0)7= 0, /о(~)7=О. Подставив (4.8) вместо функции
5 (ç) ее выражение (2.6), получим

(4.9)

Функция

силу (4.7) она не имеет особенностей в точках
и непрерывна на вещественной оси. Из (4.9) следует, что по прин
ципу симметрии она аналитически продолжается в нижнюю полуплос 

е1пг Н (2)кость, следовательно, эта функция—целая. Так как------------------ 0 при
/о (*)

1т г — сю, то эта функция тождественно равна нулю, следовательно, 
/7(г) = 0, значит /ъя = 0.

Если хотя бы одно из чисел /0 (0), /0 (-) обращается в нуль, то 
следует умножить обе части (4.9) на / (1—е“':)(1 е ) = 2 51п ; и
дальше (принимая во внимание лемму 4.1), мы рассуждаем для п 1 
как и в первом случае. При п=0, в силу того, что при 1т г - ос 
/о (2՛) ~ 7о 4՜ ° П)> Н (^) — /4 е,г [1 о (1)], мы получим, что

С другой стороны, в силу (4.9) функция 

следовательно, /7(;) = 0.
Таким образом, уравнение (4.3) при

9 . . И(') ֊2 sm ;----------- нечетная,
/оН)

каждом и (п = 0, 1, 2, • • •)
имеет единственное решение.

3. Уравнение (4.3) позволяет нам формально решить обратную 
задачу рассеяния. Действительно, пусть совокупность величин
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*л՛; • • •, Af/v} является данным рассеяния для задачи (1.1)
փ(1.2). Построим с помощью данных рассеяния последовательность 
р,п по формуле (4.3) и рассмотрим уравнение (4.3) с неизвестными 
А,от. Как выше показано, это уравнение имеет единственное решение

По Апт мы определяем bnt а,։ по формулам (1.7), (1.6) соот
ветственно.

Однако, эти рассуждения носят условный характер, так как мы 
заранее предполагаем, что совокупность величин (5(;); zi։ --,za՛;

Mv} является данными рассеяния. Поэтому возникает вопрос 
о нахождении необходимых и достаточных условий на совокупность 
величин {S (;); • • •, z.v; МХУ • - •, для того, чтобы она являлась
данными рассеяния для некоторого уравнения вида (1.1) с коэффи
циентами из класса (1.2). Эта задача нами будет рассмотрена в дру
гом месте. '

В заключение приношу глубокую благодарность своему научному 
руководителю Б. М. Левитану за внимание к настоящей работе. 
Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова Поступила 9.XI.1975
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G. Տհ. GUSEINOV. Scattering problem for the infinite Jacobi matrix 
(summary)

The direct and the inverse scattering problems for the infinite Jacobi matrix 
s discussed.
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А. А. АНДРЯН

ОБЩАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ СОСТАВНОГО ТИПА

В выпуклой области Г), ограниченной замкнутой ляпуновской кри
вой Г, рассмотрим систему уравнений составного типа вида

-֊? ֊ <7 (х,у)Р— = ՝՝՝ а1' (х, у) V/ а"(х,у)и,1 Ьа (х, у) и„ Л, (1) 
0: 1)2 ~

() 9 с)» т
~ М«» у) — = 2 У (х՝ у) г,1 Ке (о (*. !/) *>о) {)> (2)

<’Х °У
I/ := !,•••» 7п|

где z = х 4- iy, q (х, у)—комплекснозначная, а \ (х, у), - • •, (х, у) —
— действительные функции, принадлежащие классу С1 (D Г) и 
q (х, r/)| -С const ; 1, а h(х, у) I/ (х, у) при i J; остальные коэффи
циенты системы (1) (2) предполагаем принадлежащими классу 
С1 (D-р Г), причем функции 6/ (х, у) (/, у = 1,- • •, т) являются дей
ствительными; F (х, у) С Сх (D -ИГ), /j (х, у) £ С1 (D Р Г)(у=»1,- • •, т)— 
заданные, a Vj(х, у) С £։ (^) П С, (/) -р Г) (у = 0, 1 ,•••, т) — искомые 
функции, причем функции V1 (х, у), -> v,n (х, у), (х, у), - • •> f,n (х, у)
являются действительными.

Предположим, что каждая характеристика семейства характери
стик /.у (х, у) = const (у = 1,•••, т) системы (2), проходящая через 
область D, пересекает ее границу Г ровно в двух точках и имеются 
лишь две характеристики этого семейства, которые касаются грани
цы Г, соответственно, в точках М, и Njt причем касательные в этих 
точках параллельны. Не ограничивая общности, будем считать, что 
М) следует за Л/у + |, N, — за Л,֊!, a Nn следует за Мх, Ма—за.

Положительно ориентированные дуги MjNj и NjM, обозначим, 
соответственно, через Г1 и Г*.

Рассмотрим следующую граничную задачу.
Граничная задача А. Найти решение системы (1) — (2), 

удовлетворяющее граничным условиям
т

т
Re [а, (/) V., (/)] -|- У akj (0 v, (/) == (/), t TJ, (4)

(k 1 • • •, /и), 
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где ап (0 комплекснозначные, а а*. (/)— действительные функции, не
прерывные по Г ельдеру, соответственно, на Г при & = 0 и на Ц при 
к = 1, • • •, <т; Ло ՛(/)(; С» (I ), а (0 (; С\ (Г[) (&—-1,• ■ •, т) - заданные 
действительные функции.

Пусть е<'> = ։е‘11, к = т и о;»> (о=|<2;М1- а=1.---. т—1- 
квадратные матрицы, соответственно, порядка т — £4-2 и к 4-1, где

(О = Я/-1 (0, p'je (t) ~ at 1. е (0, j —1. • ' ■ , ni ֊֊ 
— k 2, e = 2, • • •, m — к 1 ;

<21-1 (0 — а0 (0> С?1, г |-1 — Ос՛, т о е (Р, С/, 1,1 (О — <Ън- А+е (О »

,С/ + 1. е 1 (() = & 71 — к ], т—к+е (/), у, С = 1, • • •, 7П.

Относительно коэффициентов граничных условий (3) — (4) пред
положим следующее, что

det Р'։) (/) т 0 при ^Г|П1՝;р

det Р(А)(0--О при f П Г;я_л 2, к^2,--, т,

а0 (0 0 при t £ Г, П Г*.,

det Q'kl (f) 0 при fCr;„_fr+1 ПГ^_А, £=1, •••> m֊l,

□О, ni — к + 1 (0—1 ‘ ‘ ~ U rn — А, от - А +1 ( 0 — 0. Q.w — А - 1, от - А т 1 (0 1

в точках Nk, к = 1,՝՝‘г т,
tl<\ m — k 1 ( 0 —• Um — к -2, т — к + 1 (0 — б» Д/п — А + 1. ni— V + I • 0 •֊

в точках Mki А:“!,--՛, m.

В этих предположениях в работе [1| для главной части системы 
(1) —(2) доказана следующая

Теорема 1. Граничная задача /1 является нгтеровон, а ее 
индекс равен

■/. = — [arg b0 (0]г -г 1, 
• »

I ж
Ме 60 (0 — вполне опрзделзнная функция.

В настоящей работе теорема 1 устанавливается и для общей 
системы (1)— (2), а также строится сопряженная граничная задача к 
задаче А и условия разрешимости неоднородной задачи А формули
руются в терминах сопряженной задачи.

Исследование граничной задачи -4. Церез обозна
чим подпространство в С. (D 4- Г), состоящее из функций, аналити
ческих в области D. А через /7у обозначим подпространство в
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С (£>+Г), состоящее из функций, постоянных вдоль /-ой характе
ристики системы (2) (/=!,•••» т).

Все операторы, которые встречаются ниже, являются линейными.
Условимся через А с различными индексами обозначать вполне 

непрерывный оператор в С, (/9 р Г), а через В с различными индек
сами—вполне непрерывный оператор из /7, в С1 (/) ֊И')(У=1, • • •, гп).

Уравнение [1] эквивалентно уравнению следующего вида (см. [2]):

(5)

где ?(!)(' = ' решение однородного уравнения Бельтрами

дъ

Решая уравнение (5) относительно и0 (С), получим (см. [2]}

(6)

где А2, А3— некоторые вполне непрерывные операторы.
Система (2) эквивалентна следующей системе интегральных 

уравнений (см. [3]):
1 (* т

= Ф/ (’> *)) — ;—---- — у 6/ (х, у) V,- (х, у) <йду —
Г 1 + '] 3

1 //:. г?'՜՜1

1 Г
Ке (С/(х, у) vn (х, у)) -------^—- | /у (х, у) (/$ху> (7)

1 1 > ■ .1
71) 7 ^(с. т()

(/ = !,■••» т)
где /,(֊*, — часть у-й характеристики системы (2), соединяющая
точку (;, т() с I ՛, а 'Ь, (;, у() — решение однородного уравнения

Систему интегральных уравнений (71 разреши л относительно 
функций у1 (;, V п (;, <(). Эго решение з дп ас «1вае гея в виде
(см. [3]) А

V; («, '^) = Ъ (՝» *)+ J Ке (с, (х, у) г0 (х, г/)) </$Ху 4֊ 
т()

т
4՜ 2 В\< (;, т() -р >4,1 т»0 (;, ՛} С)\ (/р • • •, /,«),

/-1
(8)

(/ = !,•••, т)
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где С1 (Л)-|-Г) —» (£> г Г) — ограниченный оператор для
/ --= 1, • • •, т.

Теперь подставим и0О из (6) в (8). Тогда система уравнений 
'8) примет вид

Р т
■0, = ՛^— I Ке (с/ (х, #) ? (х, #)) гй.<у 4֊ у В//՛>, 4֊

4՜ Д;2 ? 1 >4/3 (Uj, • ՛ •, V/n) 4՜ Cj2 (fit' ■ • » f m, /” )> ((*)
где C 2: Ci (D 4՜ 1 ) - Ci (D f- Г) ֊ ограниченный оператор для

— соответственно банаховы пространства вектор-функций

v = (v0, г’1»։ ' •’ v'»)> w ~ it> ’?։»

Подставим выражение V/(у =0, 1, •••» т) из формул (6), (9) в 
граничные условия (3), (4). Результат подстановки запишем в виде 
одного уравнения

Tw=Li v L.,w 4՜ Мх f 4՜ A, (10)
где

7w = ( Re [a0 (/) ? (/)] 4՜
m

2ao/ (/) '?/(/),•
>=։

Re |a„, (t) <? (/)] 4-

т \
+ V а„ч (0 •!>,(<) ) ։

/=1 '

/-1։ £2, — некоторые операторы, причем Л1։ А2 — вполне непрерыв
ные (см. |4]>, а Мх—ограниченный.

Из утверждения теоремы 1 следует, что Т — нетеровый опера
тор с индексом, равным ՛/.

Далее систему уравнений (6), (9) также запишем в вид? одного 
уравнения

Еи — Муи 4՜ 4՜ М2/, (Н)

где Е — единичный, М — вполне непрерывный, а -V.., М. — ограничен
ные операторы, причем размерность ядра сопряженного оператора к 
М.у равна нулю.
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Таким образом, мы получили, что граничная задача А для сис
темы (1), (2) эквивалентна системе линейных уравнений (10), (11) в 
банаховом пространстве.

Как показано в работе [4], система уравнений вида (10), (11) 
является нетеровой, а ее индекс равен 1пс1 Е 4֊ ‘те! Т — г..

Итак, теорема 1 установлена и для общей системы (1), (2).
Далее, аналогично тому как это сделано в работе 14], можно 

построить сопряженную граничную задачу к граничной задаче А и по
лучить условия разрешимости неоднородной задачи А в терминах со
пряженной задачи.
Ереванский политехнический институт 

им. К Маркса Поступила 20.IV.1976
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A. A. ANDRIAN. General boundary value problem for systems of composite 
type (summary)

I or the first order systems of composite type with arbitrary number of diffe
rent characteristics on the plane the general boundary value problem is considered. 
The complete theory of the problem is constructed.
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И. П. МИЛОВИДОВА

О МНОЖЕСТВЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТОЧЕК 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СРЕДНИХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ

ЧИСЛОВОГО РЯДА

Введение

Рассмотрим условно сходящийся ряд
I *■

У «Н
/7 — 1

(1)

с действительными членами. Пусть ряд

(2)

получается из ряда ,(1) н результате некоторой перестановки членов.
Обозначим через — к-ую частную сумму ряда (2), а через

Сп Տլ ռ-ую среднюю арифметическую ряда (2). Мы будем

рассматривать вопрос о множестве предельных точек последователь
ности ах, з2, а3,••• средних арифметических ряда (2) и свойства этих 
множеств. Для описания свойств этих множеств мы докажем две 
теоремы. В работе [1] мы получили те же самые свойства для после
довательностей частных сумм ряда (2).

§ 1. Теорема о множестве предельных точек последовательности
средних арифметических ряда

Теорема 1. Множество Г—предельных точек последова
тельности средних арифметических ряда (2) есть либо точка՝ 
либо отрезок вещественной оси, конечный или бесконечный.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 1 докажем сле
дующую лемму.

Лемма. Пусть П—множество предельных точек последова
тельности средних арифметических ряда (2), получаемого пере
становкой членов из условно сходящегося ряда, и пусть а и Ь 
Две точки этого множества. 1 огда

[а, 6] <= А (3)
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ствует точка с, такая, что 
нуто, то существует такой 
Ь ) П А ). Возьмем число

Если включение (3) неверно, то суще 
с^(а, 6), с^Г. Так как множество Л замк
интервал (а', 6), что а

0> удовлетворяющее условиям

О >4>

Докажем, что Пт (з зя) = 0. Действительно, так как ряд
п

условно сходится, то п ая частная сумма ряда (2)
соотношению 5,։. I — 5д-- аа -*  0 при п -Так как 
арифметических регулярен, то отсюда вытекает, что

удовлетворяет 
метод средних

п

п

П

п
5

Л *
8л

1 п

Отсюда и

I '1 т 
п - *

= о
п *-1

п 1 п

п I; 2 П

п 1
V
4?-1

5
п Т 1 1 — г«) — -'п 4 1

п п

из соотношения (5) вытекает, что

Нт ( зя + ։ — 5Я--------- гI + 1 ----------51 
П

(6}

Так как Пт а,( = 0, то из регулярности 
Л -*

ски.х вытекает, что

*
Гпп

метода средних ари:’ метиче

Пт -— = 0.
- ** /г

Тогда для любого £ найдется такое натуральное число 0, чтоО

о- Следовательно, для любого п А'о

п
О>

п

п
(71

Л ---*о+1 п Л-1

Далее, для г найдется такое натуральное число п0, что для всех но-
о

меров п > п0 выполняется неравенство 8« — п, откуда
п к I

и из соотношения (7) вытекает, что для п "и то есть

Пт 'л
п -*  * п
(6), получаем Пт (з

= 0. Учитывая это и принимая во

— ’я) — 0. Это значит,

п

внимание

ЧТО для

соотношение

е0, удовлетво-
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ряющего неравенству (4), найдется такое натуральное число IV, что 
для всех номеров п /V выполняется неравенство

+-1 Зл| £()• (8)

Возьмем на интервале (а , 6 ) какой-нибудь отрезок \а", Ь ] длины 
(это можно сделать в силу соотношения (4)). Так как а и 6 — предель
ные точки для последовательности средних арифметических ряда (2). 
то отсюда и из неравенства (8) следует, что на отрезке [а", Ь'] на
ходятся величины ~п для бесчисленного множества различных номеров 
п; а в таком случае на [а , Ь | с. (а', 6') лежит предельная точка по
следовательности зя (^ = 1, 2, З,*«).

Следовательно, наш вывод, что интервал (а , Ь ) не содержит ни 
одной предельной точки множества Е—предельных точек последова
тельности средних арифметических ряда (2) неверен; к этому выводу 
мы пришли, исходя из предположения, что включение (3) неверно. 
Следовательно, оно верно и лемма доказана.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 1. Покажем, что 
множество Е замкнуто и связно, а так как всякое замкнутое связ
ное множество точек на прямой есть либо точка, либо отрезок этой 
прямой (конечный или бесконечный), то отсюда будет вытекать ут
верждение теоремы 1. Замкнутость множества Г следует из того, что 
множество предельных точек любой последовательности замкнуто. 
Докажем, что множество /՛" связано. В самом деле, если оно состоит 
из одной точки, то теорема доказана- Если же существуют две точки 
а и Ь, а<^Ь, такие, что а С Е, Ь ~ Г, то из леммы вытекает, что 
Е— связное множество и доказательство теоремы 1 завершено.

§ 2. Теорема о некоторых перестановках членов ряда

Теорема 2. Если ряд (1) с действительными членами услов
но сходите я, и если задан отрезок [а, 6] действительной оси, то 
члены ряда (1) можно переставить так, что у ряда (2), полу
ченною в результате этой перестановки, множество пре дельных 
точек последовательности средних арифметических совпадает с 
отрезком [а, 6].

Доказательство. Так как ряд (1) условно сходится, то его 
можно разбить на три ряда:

ОС

V х (Л> 0; / = 1, 2, 3, - • •), 
/ = 1

ОС

У ■ = * (с/ > 0; I — 1, 2, 3, • • •)> 
/-1

•о

у 6, = —ео (6,<0; | = 1, 2, 3,- 
/=1

(9) 

(Ю) 

(11>
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не содержащих общих членов. Отсюда следует, что 

Кт 6/ = Нт = 0. (12)
4 / - во

Пусть а։— первый член ряда (I), и пусть такое положительное 
число, что удовлетворяется неравенство

2 |а, — а| < (13)

Переставлял члены ряда (I), будем строить ряд (2), обозначая через 
5 его п-ую частную сумму, а через з'п— его среднее арифметичес
кое порядка п. Таким образом

1 Д ՛ 
п — -— 7, 5« • (14)

П *=1

* Здесь и всюду в дальнейшем, при построении ряда (2) ил рядов (9), (Ю)- 
(11) мы берем члены, еще не использованные н процессе построения ряда (2).

Положим а( = аг Пусть натуральное число «>1 так велико, что удов
летворяется неравенство

(15)

(г1^>0 удовлетворяет соотношению (13)). Из ряда (10) возьмем в оп
ределяемый ряд (2) о/ членов е(0) (1 у о/) так, чтобы

(16)

(это возможно сделать, так как ряд (10) сходится)*.  В силу неравен
ства (16)

<՛/ -г 1 — тх,
Полагая

(17)

отсюда имеем: |$/И1 — а| . Из соотношений (17) и (15) получаем:

3^1 + |6 — а|

ний (16) и (17)

з։. Оценим |з’П1 — а|. Из определения з. и соотноше-

имеем
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и, следовательно,
(И>

Рассмотрим последовательность чисел, удовлетворяющих условию

6-а>21>2г2>2Ч>-->2,-*̂>2*2*  1>-->0, (П)
>

где удовлетворяет неравенству (13). Пусть заданы натуральные 
числа ть (4 = 1, 2, 3, • - •, г) и и» (к = 1, 2, 3, • - •, г — 1) такие, что 
удовлетворяются неравенства

1 * \ . п 2 гп ь ч^ п * т ••• т г ։

3:- + 1б-——<5. (4 = 1, - (20)
пи

Предположим, что у ряда (2) уже определены члены от номера 1 до 
номера тг так, что

|4л- а|О (4 = 1, 2,--, г), (21) 

(4 = 1, 2,--г). (22)

Заметим, что из соотношений (21) и (22) при 4 = г в силу неравенств- 
Зя,——а|-|-|5Яг —а| вытекает, что

(23)

9
Частная сумма 5тг может лежать на числовой оси : 1) левее точки а,
2) на отрезке [а, 6], 
венства (22) следует,

3) правее точки Ь. В 
что

третьем случае из нера-

| 5/7/ (24}

В случае 1 и 2, если не выполняется неравенство (24', опреде- 9
ляемый ряд (2), после того, как задана частная сумма $тг, строим 
следующим образом. В качестве следующих членов определяемого 
ряда (2) возьмем из ряда (10) столько положительных членов по мо

дулю меньших —* (обозначим их через <//', 
2

г>, • • - , б1' -7), чтобы вы-

полнились неравенства

Это возможно в силу соотношения (12).
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Итак

(25)

(если неравенство (24) выполняется, то полагаем г» г 0). Пусть

(26)

Возьмем натуральное число

<’>г > 1 (27)

настолько большим, чтобы удовлетворялось неравенство

(28)

В силу сходимости ряда (10) из него можно взять членов, не во
шедших в частную сумму (обозначим их через с('}, £=1,2,- • •,
так, что

После члена с номером тг -г Уг поместим взятые нами члены с(^ 
(к 1, 2, • • •, о>г) в определяемый ряд (2) в том порядке, в каком они 
расположены в ряде (10). Положим

ГПг + У Г + Шг = Пг. (30)

Таким образом, мы определили члены определяемого ряда (2) для 
значений п, удовлетворяющих неравенству

ГПг <С п < пг. (31)

Отметим при этом, что члены ряда (2) для л, удовлетворяющих не
равенству (31) есть либо </(лг)>0 (к ֊1, 2,- • •, УГ), либо с’.г)>0 (к = 1, 
2, ---,юг). Из соотношений (27) и (30) ясно, что тг<^пг. Из нера
венств (25), (29) соотношения (30) и построения ряда (2) следует, что

(32)

или в силу соотношения (30)

Отсюда и из соотношения (22) имеем

(33)
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Из соотношения (32) вытекает, что

|*֊4/<֊  • (34|

Заметим, что из неравенства (33) и построения определяемого ряд» 
(2) следует, что

(35)

Оценим разность зПг — зПг. Учитывая соотношения (26), (23), (29), (30) 
и определение с('> и <ол после (28) получаем <’>0, к 1,2,-•• и

т,

откуда

: ‘V) 5 ,7

* I

1'1 г

֊Г»')

М

Отсюда и из соотношений (34) следует, что

(37)

Принимая во внимание (22) и (37), естественно ввести следующее
Определение 1. Построение частных сумм определяемого 

ряда (2) для номера п, удовлетворяющих неравенству

ГПг <С П Пг, (38)

назовем г-ым обходом отрезка [а, 6] слева направо из точки Зтг>
Докажем теперь, что все обобщенные частные суммы ол опреде

ляемого ряда (2) с номерами п, удовлетворяющими неравенству (38), 
лежат на отрезке [о —Ззг, Ь Ззл]. Действительно, в силу соотношения
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(39)

для этих номеров п

(40)

Полагая в (39) п = тг, получаем

Отсюда и из соотношения (23) вытекает, что

Из последнего неравенства и из (38)

(41)

В силу (33), (35) и замечания после неравенства (31) имеем для но
мерой п, удовлетворяющих этому неравенству

+ У с[г> < 16 - о| + . (42»
2

В силу (22), (41) и (42) для номеров п, удовлетворяющих неравен 
ству (38), из (40) вытекает

зг 3
а — - - ------- — гг <' с'п а { \Ь — а| 4՜ Ззл, то есть

Асе обобшенны? частные суммы ап определяемого ряда (2), полу
ченные при г-ом обход1 отрезка [а, 6| слева направо (см. опреде
ление 1), лежат на отрезке Га— Ззл, Ь Ззг].

После г-го обхода отрезка [а, 6| слева направо, строим далее 
ряд (2) следующим образом. Из ряд! (1) берем первый член, не ис
пользованный при построении ряда (2) (обозначим его через а(И) •՛ 
помещаем его на (п,4-1)-ое место в ряде (2). В силу неравенства (341 
имеем
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(44)

Из определения (см. 14)) и неравенств (37) и (44) вытекает

п
пг 1
4-1 пг

—ь

(45)

Частная сумма 1 удовлетворяет одному из двух неравенств: слу
чай 1

(46)
случай 2

I (47)

В случае 1 определяемый ряд (2) строим далее так. Из ряда (И) в 
ряд (2) помещаем члены Ь[г} (/ = 1, 2, •• •, иг), не вошедшие в част.

Г
ную сумму 5Я/.4-1 , такие, что

|4!г’|<-֊- (7=1, 2,- -, и,), (48)

причем иг выбираем так, что

I 1

(это возможно сделать в силу определения ряда 
(12). В случае 2 полагаем иг = 0. В случае 1 из 
и построения определяемого ряда (2) вытекает,

(49)

(11) и соотношения 
неравенств (48), (49) 
что

(50)

Очевидно, что в случае 2, когда иг- 0, из (47) получаем 5лг4-1-г«л а, 
а из (34) и определения а* г} имеем

0 \ » 1+ Ь $пг+\ + иг |Я г ! *

Из двух последних неравенств и соотношения (50), справедливого 
Для случая 1, следует, что во всех случаях выполняются неравенства

850 5

(51)
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После члена с номером пг 4՜ 1 4՜ н, определяемый 
следующим образом. Из ряда (9) берем в ряд (2)

шие в частную сумму аПг ։ „г, д, (7=1, 2, • • •, /г)

ряд (2) строим

члены» не вошед

так, чтобы удов
летворялись неравенства

(52)

(53)

(в силу свойств ряда (9), соотношения (12) и неравенства (51) 
возможно сделать). Пусть натуральное число рг так велико, 
удовлетворяются неравенства

это

что

(54)

(55)

После того, как построена частная сумма определяемого ряда (2| с 
номером пг 4՜ 1 Н-г/г-Мг, в ряд (2) помещаем р членов ряда (10), не

вошедших в сумму 5Лг+1. |7/.+ 1Г (обозначим их через с) , 7 1,2, • »/>,)>
причем рг выбираем так, чтобы выполнялись условия:

(56)

(57)

(это возможно сделать в силу соотношений (10) и (53). Из неравенств 

(51), (57) и положительности (7 = 1, 2,• ♦ М и с!и(7=1,2, • • •, рЛ 
вытекает, что 

•г ~ Рг

так как еГ4.] гг (см. (19)). Положим

Пг 4֊ 1 -{֊ II г 4՜ 6 4՜ рг = 7Пг + 1.
Из (57) и (59) и построения определяемого ряда имеем

(58)

(59)

(60)
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Из соотношения (39) (в котором полагаем п = тг^}) неравенств (55),. 
(56) и соотношения (59) следует, что

5 гп|3М

(61)’

В силу неравенств (60) и (61) имеем

13,иг+1 а1 13шг + 1 —5 "'г 1 । ~ ~ Я1 'х. ®*+1«  (62)

Принимая во внимание (37) и (62) естественно ввести следующее 
Определение 2. Построение определяемого ряда (2) для 

частных сумм с номерами п. удовлетворяющими неравенству

Пг < П ГПгч-|, (63)

назовем г-ым обходом отрезка [а, Ь] справа налево из точки . 

Оценим теперь "Л для номеров п, удовлетворяющих неравенству (63). 
В силу соотношения (39)

• г к— 1 * / к— 1 \ * лх= (5я-6)---6-Х]—а։-Ь 2 (1-—)о։. (64>
д. = ] И к~пг х 1 \ Л

Из (39) при п = пг и неравенства (36) имеем

Отсюда получаем, в частности

(65)

В соотношении (64) оценим последнюю сумму. Из (51*)  и построения 
определяемого ряда (2) (см- определение «' ’ после (43), рассуждения 
после (47)) имеем

(66>
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Из (44), (51) и построения ряда (2) (см. рассуждения после (47))
имеем

| + 1« - 6| < 1« ֊ 6| + 2 + г,. (67)

л - + 1 + //

Из соотношения (66), в силу неравенств (58) и (67), получаем

<|а —6| 4-4!а<нЦ-2сг; (ПГ < П < 7Лл+1). (68)

Из соотношения (64), в силу неравенств (34), (65) и (68), имеем
• £ г Ег

"л!>-----;---- рЬ----------- 1а — 6| — 4 |а г||—2ег — а — 4 |а(л,| —Ззг, (69)

пг <С л тг 1.1.

В силу определения а(г) после (43), построения определяемого ряда 
(2) (см. рассуждения после (47), (51), (55)) и условия (58), имеем 
.Ь\г} <0 (/ = 1, 2, • • • , и,) и неравенства

<^2 |а(г>| + зг, пг С п С апг + ь

(70)

Из (64), в силу неравенств (70), (31) и (65), имеем

(71)

Из соотношений (69) и (71) следует, что

При г-ом обходе отрезка [а, 6| справа налево (см. опреде
ление 2 после (59)) средние арифметические суммы для опре- (72) 
деляемою ряда (2) лежат на отрезке, [я — 4 |а|г,|—Зз,-, Ь 4՜ 
4-4 4-Ззг].

Из утверждений (43) и (72) следует, что

Все средние арифметические суммы ^определяемою ряда 
(2), п о лученные при г-ом обходе отрезка [а, 6] слева направо 
и при г-ом обходе отрезка | а, 6] справа налево, не выходят 
за пределы отрезка [а, 6] дальше чем на 4 |а(л'| 4՜ Зз/֊.

(73)
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Заметим, что з ,1г ։ и ^тг । для определяемого ряда (2) удовлетво
ряют соответственно неравенствам (60) и (62), то есть неравенствам 
(22) и (21), в которых полагаем к = г |-1. Далее, натуральное число 
тг ь в силу соотношения (59) и (54) удовлетворяет неравенству (20) 
для к — г 4՜ 1- Тогда у нас выполняются все условия, которые поз
воляют нам сделать следующий (г-|֊1)-ый обход отрезка [а, 6] слева 
направо из точки $я։г+1 и справа налево из точки зЛ/.д1 с помощью 
частных сумм определяемого ряда (2). Сделаем эти обходы. Далее, 
делая последовательно (г-|֊2), (г ; 3), (г-|-4) и т. д. обходы отрезка 
[с, 6] слева направо и справо налево, мы полностью определяем ряд 
(2). Докажем теперь, что каждая точка отрезка [а, 6] является пре
дельной для последовательности средних ари рметических сумм по
строенного ряда (2). Действительно, так как соотношения (21) и (37) 
выполняются соответственно для любых натуральных к и г, то в си
лу (19) и построения ряда (2) вытекает, что точки а и Ь являются 
предельными для последовательности средних арифметических сумм з'п 
ряда (2), и этот ряд получается перестановкой членов из условно 
сходящегося ряда (1). В таком случае из леммы, доказанной после 
формулировки теоремы 1, вытекает, что каждая точка отрезка |а, 6] 
является предельной для последовательности средних арифметических 
построенного ряда (2). Поэтому для доказательства теоремы 2 ос
тается показать, что все предельные точки последовательности сред
них арифметических зя для построенного ряда (2) лежат на отрезке 
[а, 6]. В самом деле, возьмем произвольное з >0. Из (19) следует, 
что Пт £/- = 0; кроме того а(г) (г —1, 2, З,-) являются различными 

Г о©
членами условно сходящегося ряда (1) и, следовательно, Кт а,г = 0. 

Г -*  л?

* Теорема имеет место и для случая, когда отрезок [а, />| бескэнечп ыи. Если, 
например, отрезок (а, 6] [п, со), то ряд (2) строится следующим образом. Пусть 

Возьмем систему отрезков)«, 6^, |а, 614*1). [а, п |, • • •. Час: 

Тогда найдется такое натуральное /V, что

(74)

Из (74), утверждения (73) и построения ряда (2) вытекает, что начи
ная с /У-го обхода отрезка [а, 6] слевт направо и справа налево, все

средние арифметические зл ряда (2) лежат на отрезке
з

а так как з — произвольное положительное число, то все пре дельные 
точки последовательности 3Л (п~1, 2,---) лежат на отрезке [а, 6], и 
теорема 2 доказана*.
Московский стаикоинструментальный

институт Поступила 23.111.1976
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Աշխատանքում գիտարկվում են իրական անգամներով պայմանական գագամ ետ շարքեր՝ 

Ապացուցվում է, որ եթե այգպիսի շարքի անգամներր որևէ ձևով տե գ ափ ոիւվ են , ասրս տ ե գ ա - 

փոխված ՝արր/ւ միջին թվաբանականների սահմանային կետերի ըագմոէթյունր հանգիսանում Լ 

կետ, կամ իրական աոանցրի հատված (վերջավոր կամ անվերջ)։

Ապացուցվում է նաև, որ եթե ոսԼՂՒ ‘Լր™ տվա^ 4 հատված, վ երջավոր կամ անվերջ, ապա 
պայմանական ցուգամետ շարքի անգամներր կարելի Լ այնպես տեգտփոխել, որ ստացված 

շարքի միջին թվաբանականների սահմանային կետերի ըագմությանր համ ընկնի տվյալ հատ֊ 

.վա ծ ի .հետ։

I. P. MILOVIDOVA. On the set of limiting points for the sequence o) 
arithmetical means for numerical series (summary)

In the paper conditionally convergent series with real elements are considered, 
it is proved that if elements of any such series undergo permutation, then the set of 
limiting points of the arithmetical means for the resulting series is either a point or 
an interval on, finite or infinite.

Also, every conditionally convergent series may he permitted in such a way. that 
the set of all limiting points of arithmetic means for the resulting series will coin
cide with any prescribed .interval.
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ную сумму строим так же, кик и для случая конечного отрезка [о, 6]. Затем де
лаем последовательно обходы первого отрезка системы слева направо и справа на
лево; обход второго отрезка системы, третьего и т. д.

Если [а, 6] = (— оо, -г <ю), то (берем систему отрезков |0, 11, [ — 1,0], [0,2],9
—2,0], [0,3], [ — 3,0|,- -, полагаем = а1 и делаем последовательно обходы каж- 

лого отрезка слева направо и справа налево.
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Г. С. М И К А ЕЛ Я Н

D -ТЕО РЕМ Ы  В Н Е К О Т О Р Ы Х  К Л А С С А Х  В И Л А Н Д Т О В Ы Х
Г Р У П П

В в е д е н и е

В статье применяется аксиоматический подход  к силовской тео 
рии бесконечных групп. В § 1 приводятся определения основных по
нятий и основные результаты. В частности, на языке классов групп 
формулируются и обобщаются понятия £>-теоромы (см. [5 ]) и 0-ви- 
ландтовой подгруппы. Последнее  является обобщением понятия ниль- 
потентной холловской П-подгруппы группы, рассматриваемом Виланд-  
том [2]. Приводятся некоторые D -теоремы, имеющие место в 0-ви- 
ландтовых группах. В § 2 проводится некоторое необходимое в даль
нейшем исследование силовских классов групп. З д е с ь ,  в частности,  
строится оператор силовского замыкания Syl.  В § 3 устанавливаются  
некоторые свойства О-виландтовых групп, необходимые также и в д о 
казательствах основных результатов,  которые приводятся в последнем  
параграфе.

§ 1 . О-теоремы в б-виландтовых группах

При изучении теорем типа Силова Ф .  Х олл  в своей работе [5] 
ввел в рассмотрение сл едую щ и е классы групп: Е„ — класс групп, в
которых сущ ествую т холловские П-подгруппы; С п— класс £„-групп, в 
которых холловские Г1-подгруппы сопряжены; D„ — класс CVrpynri, в 
которых каждая П-подгруппа содержится в некоторой холловской 
П-подгруппе (здесь  и в дальнейшем через П обозначается некоторое  
множество простых чисел).  С другой стороны известно, что различ
ные теоремы типа Силова можно получать, заменяя класс 1 I-групп н е ՜  
которым „хорошим41 классом групп X (см., например, [3]). Но тогда,  
естественно,  следуя  Ф .  Холлу,  ввести и исследовать классы групп 
£ х ,  Сх и Z)x- С р а зу  же отметим, что для большинства классов X,  
для которых имеет место какая-нибудь нетривиальная теорема типа 
Силова, класс Е \  совпадает с классом всех групп, а классы ( \  и 1)\  
совпадают. Рассматриваемые нами классы (силовские классы) также  
являются такими и мы ограничимся исследованием только класса D \ .

П усть  X —абстрактный класс групп— класс групп, содержащий  
вместе с каждой группой все ей изоморфные.



О п р е д е л е н и е .  Группа принадлежит к классу D \  тогда и толь
ко тогда, когда каждая ее Х-подгруппа порождает Х-подгруппу вместе  
с некоторым сопряженным любой Х-подгруппы этой группы. Если  
С  (շ то скажем еще, что в G справедлива Dx-теорема.

Классическими примерами D x -теорем, при подходящих выборах 
класса X, являются упомянутая теорема Силона и известная теорема  
Ф. Холла о холловских П-подгруппах конечных разрешимых групп- 
Ряд интересных D -теорем содержится в работе [5].

В работе [2] Вилаидт показал, что конечная группа, обладающая  
нильпотентной холловской П-подгруппэч,  содержится в классе D \ ,  
если в качестве X взять класс всех П-групп. Н о  нильпотентная хол- 
ловская П-подгруппа группы разлагается в прямое произведение сво
их />-подгрупп, р  £  П, т. е. является ^-разложимой при некотором  
частном выборе расщепляемой системы абстрактных классов групп 0. 
Учитывая еще, что ^-компоненты нильпотентной холловской П-под-  
группы являются максимальными р-подгруппами и в исходной конеч
ной группе, мы приходим к следую щ ему определению.

О п р е д е л е н и е .  Подгруппу А  группы G назовем О-виландтовой 
в G, если она О-разложима и каждая ее максимальная Х-подгруппа та- 
кока и в 6 ' для всех X £ G. Группу, обладаю щ ую  О-виландтовой под
группой, назовем О-виландтовой.

Теперь нильпотентные холловские П-подгруппы группы стан о
вятся С'-виландтовыми, если в качестве класса X £ О взять класс 
р-групп для некоторого простого числа р у при этом предполагая, что 
для различных классов X эти числа различны. Максимальные Х -под
группы группы, т. е. Х-подгруппы группы, не содержащ иеся  в д р у 
гих Х-подгруппах этой группы, также являются О-виландтовыми под
группами для всякого класса X, если взать 0 = | Х } .

Итак, на языке классов мы имеем формулировки и обобщения  
понятий D -теоремы и нильпотентной холловской 11-подгруппы. Н о  эти
понятия связаны между собой: например, в теорем е  Виландта— из с у 
ществования в конечной группе нильпотентной холловской П-подгруп
пы следует  выполняемость в ней некоторой D -теоремы. П оэтом у  мож
но ожидать, что аналогичная импликация имеет место и в упомяну
том общем случае и тогда естественно поставить вопрос: не справед
лива ли какая-нибудь D -теорема в О-виландтовых группах? (Отметим,  
что аналогичный вопрос, связанный с холловскими подгруппами групп,  
поставлен во U части работы [2 ]).

Конечно, не реальна попытка установления D x -теорем в произ
вольных О-виландтовых группах, без  каких-либо ограничений на 0 и па 
группы. Обычно, при аксиоматическом подходе  к силовской теории
групп, на классы из 0 накладываются некоторые естественные ограни
чения. Чаще всего это силовские классы: классы групп, замкнутые  
относительно взятия подгрупп, гомоморфных образов,  расширений и 
локальной теоремы. Рассмотрением таких классов и мы ограничиваемся
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и под 0 всюду будем понимать некоторую расщепляемую систему си- 
ловских классов (см. [3|).

Отметим, что хотя такое ограничение па классы из 0 и довольно  
сильное, но все же у нас сохраняется большая возможность выборя 
различных расщепляемых систем силовских классов. В самом деле,  
если X —произвольный класс групп, а Л  простая конечная группа,  
не лежащая в X, то, применяя лемму 3, легко доказать,  что y4~Sy i  X,  
где через  S у 1X обозначается силовское замыкание класса X — мини
мальный силовский класс, содержащий X (легко сообразить,  что он 
однозначно определен) .  О тсю да  следует ,  что два класса групп, один 
из которых содерж ит простую конечную группу, не лежащую в д р у 
гом, порождают различные силовские классы. А это даст нам воз
можность построить большую серию различных расщепляемых систем  
силовских классов.

Ясно, что при установлении D x -теорем в G-виландтовых группах 
в качестве класса X нужно брать некоторый, зависящий от 0, класс 
групп. Этот  класс должен быть связан с 0 примерно так же, как и 
класс П-групп ֊ с  системой классов />-групп по всем Ясно так
же, что чем шире класс X, тем сильнее соответствующая D x -теоре-  
ма. В этом отношении самым широким классом X, для которого мы 
устанавливаем D x -теорему в соответству.ощи* ' -виландтовьи группах,  
является класс

X =  Syl ( U б).

С л е д у е т  отмзтить, что для полного соблюдения той связи меж
ду X и О, которая отмечалась выше, нужно было в установленных
нами / ) \ -т е о р е м а х  взять X -= S y l ( U 0 )  (см. § 3).  Однако,  при таком 
широком выборе класса X установить £).<-теоремы в О-виландтовых 
группах видимо очень трудно,  если это вообще возможно (см. также 
замечание после теоремы 4).

Обычно, для перенесения силовских теорем на бесконечг:: ;е 
группы, на эти группы необходимо налагать некоторые условия ко
нечности. Чаще всего - э т о  конечность числа сопряженных подгрупп 
рассматриваемого типа данной группы (см., например, [ 1 0 ]). При та
ком ограничении на О-виландтовые подгруппы группы у нас получает
ся следующая теорема. (Напомним, ито под фактором группы, как 
обычно, понимается фактор-группа любой ее подгруппы).

Т е о р е м а  1 . П у с т ь  локально конечная группа обладает
б-виландтобои подгруппой с конечным ч и с л о м  сопряжзнных. : о г д а , 
если в каждом конечном фактор? группы  О спразгдлива Ds.-m?o-
ргма для  всякого  X է  0, то Dsy\ (Г0>.

Другим условием конечности, налагаемым на бесконечную груп
пу при установлении в ней силовских теорем, является конечность 
индекса соответствующего радикала (см., например, [ 1 1 1» П ֊ ]Ь  Д ля 
формулировки полученного в этом плане результата напомним, что

О-теорсмы и классах ipwm 401
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О-радикалом группы называется ее  максимальная инвариантная О-раз- 
ложимая подгруппа. Он однозначно определяется  (см. [3]) и обозн а
чается через R о (G).

Т е о р е м а  2. Пусть локально конечная О-виландтовая группа  
(/ обладает О-радикалом конечного индскса.  Тогда,  еслч в каждой  
конечной п од гр у пп г  группы G справедлива  Dx-теорема д л я  всех
X (է О, то G £ Dsvire •

Наконец, сопряженность в группе силовских подгрупп или баз» 
картеровых подгрупп и т. д. очень часто зависит от силовского или 
нормального нормализатора некоторой подгруппы или базы данного  
типа рассматриваемой группы. Такая связь установлена в теоремах
3, 4. Отметим, что этот  подход в теореме 3 комбинируется с под
ходом, применяемом в теорем е 2.- Приведем необходимое

О п р е д е л е н и е .  Нормальный нормализатор подмножества А  
группы G обозначим через  W0 [А]  и определим равенством:

N 0 [A} =  Ո g ՜ '  N q (A) g.
geo

Д а л ее ,  назовем группу 6/V-группой, если все ее Х-подгруппы являют
ся .V-группамм (см. [1 ]) для всех X հ 0.

Т е о р е м а  3. П уст ь периодическая  группа G обладает т а 
кой Ь-виландтовой подгруппой А ,  что G = G / N g [А] я в л я е т с я  ло~ 
кально конечной ON-группой с 0-р а д и к а л о м  конечного индекса.  Тог 
да если в каждой конечной п о д г р у п п г  группы G справедлиза  
D x -теоргма д л я  всех  X (լ 6, то G Հշ D  s>i<iT6).

Пусть число силовских классов в Ь больше 1 или же 0 состав
лен из одного, но силовского класса периодических групп. Тогда  
справедлива

Т е о р е м а  4. Если группа G обладает такой 0-виландтооои  
подгруппой A t что {G G N q [ A ] — конечная ON- г р у п п а , в каждой  
п о д г р у п п 0 которой справе длива D x -теорема д л я  всех  X Հշ г>, то
G(z D s ;i<i-e).

Отметим, что в работе [7] П. А. Гольберг доказал,  что если не
которая группа G обладает разлагающейся в прямое произведение  
своих /^-компонент, / ? £ П ,  холловской П-подгруппой А  с конечным чис
лом сопряженных, то в ней для всякой П-подгруппы В  сущ еств ует  та
кой элемент g,  что g ~ ] А,  т. е. G £  D \ ,  где X —класс всех 11-групп.
Заменяя классы из О некоторыми классами /?-грулп, при этом пред по* 
лагая, что для различных классов берутся различные простые числа 
р , мы сможем получить эту теорему из леммы 13 настоящей статьи,  
которая носит редукционный х а р а к т ер — выполняемость D x -теоремы в 
группе сводится к / )<-теореме для некоторого конечного фактора  
этой группы (в ситуации теоремы Гольберга в указанном факторе ра
ботает теорема Виландта).  Однако,  при сделанном выше выборе  
классов из 0, приведенную теорему Гольберга нельзя вывести из тео
ремы 4, как и теорему Виландта из леммы 8.  Э то  было бы в о з м о ж н о ,



если бы в предположениях теоремы 4 справедлив был бы результат
ւօյ, что, по-видимому, не так.

Д а л ее ,  в условиях теоремы 4 предполагается, что если О {X , 
тс X — силовский класс периодических групп. Отметим, что при та
ком частном выборе 0 известна теорема Б. И. Плоткина [3], в кото
рой X — произвольный силовский класс, и отсутствует  условие G 
£ ! Х |  /V теоремы 4. Однако в ней предположение теоремы 4 о том,
что каждая подгруппа группы G лежит в ճ) \  усиливается и заменяет ՜  
ся аналогичным предположением относительно всех конечных факто
ров группы G.

§ 2. Силовское замыкание классов групп

П осле  появления работы Ф. Холла | 6 ], в теории групп широко 
и с успехом применяется язык операторов.  При этом под теоретико
групповым оператором понимается функция, сопоставляющая каждому  
классу групп некоторый второй класс групп. Значение оператора Ս  
на классе X обозначается через UX.  П о  традиции определяются  
операторы Տ, И, Е , Լ — если X произвольный класс групп, то SX  
класс всех подгрупп, а И Х  — голоморфных образов  Х-групп, ЕХ  
класс всех расширений Х-групп при помощи Х-групп, А Х — класс всех 
групп, обладающих локальными системами из Х-групп. О ператор  Sy|  
сопоставляет каждому классу X его силовское замыкание Syl  X. Как 
суперпозиция функций определяется произведение операторов,  причем 
в произведении Ս V  сначала применяется оператор U.  Например,

(см. [4])
Syl  А  =  H S R N ,

где А  — класс абелевых групп, R N — класс R N - групп (см. [ 1 ]). Для  
всякого оператора U  помимо степени Ս ՜ = ^ Ս - Ս  определяются также все 
степени Ս т — для всякого порядкового числа հ подставляется Ս ] Ս 
и если для всех !1 < ^ 7  все Ս Հ Уж<? определены, то для произвольного
класеа X предполагается U'՝X Ս Ս 1 X, если Հ  — предельно и U ■

и<т
=  U ‘ L/i~\  если Հ — 1 су щ еств у ет .  Для всякого оператора U  опреде
ляется также оператор Ս: Ս  X есть объединение всех классов I X. 
где հ пробегает класс всех порядковых чисел.

П усть  X — произвольный класс групп, Ս, V  теоретико-группо-  
вые операторы. Для всякого порядкового числа Հ определим классы 
Х[г у следующим образом: X /  v =  U X ,  X] յ ■— V U X .  Д алее ,  е с \ и
для всех порядковых чисел |լ< 7  классы Х ;/ v уже определены, то 

положим X; у — Ս X;. г , если Հ - предельное.  Если же Հ — 1 суще-
1А<7

ствует и является предельным, то подставим Xj к =  U X ] ~!., а если

существует Հ — 2, то Х[. „ =  \  Щ ~ \ ’ ПРИ ^ i \ v =  и Щ  г ~

-  пр" x u7v =  ™՝и:I -

D -ieopcvu в классах групп 4 0 3
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Л е м м а  1 . Д з я  осякого порядкового числа и всякого класса  
групп  X из  ЛХ =  X с ле д у е т

ЛХ* =  X ՛ ,  ( 1 )

где в с ю д у  в дальнейшем принято обозначениг

XI  =  Ճ Լ  £

д л я  всех  1>о;;я д к о з ь . х  чиссл  Հ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем индукцию по Հ. П у ст ь  Հ - 0  м 

G ^ E X ,  G/В, 8 ( լ \ .  Есл ւ А  —произвольная подгруппа в G , то ввиду 
теоремы об изоморфизме и из условия леммы получеам А  Ո В, А Л  Ո 
П ^ ^ Х  и А ^ Е Х .  Пусть для всех порядковых чисел \1<Հհ (1) верно.  

Т огда  случай предельного հ тривиален, а случай X ՛  =  Е Х (~ 1 прове
ряется аналогично случаю 7 =  0, если же Х т =  АХ*՜1 и \G-Jz (շ / ]— локаль
ная система из Х т~ !-групп X'-группы G, то система [ А  Ո Gi\i. (լ I] б у 
дет  локальной для А,  и применяя индукцию, получаем ^ f Z - X 7՜ 1.

Л е м м а  2 . А л я  всякого порядкового числа и всякого класса  
X из И Х  = Х  с л? д у е т  Н Х 1= Х :.

Доказательство проводится аналогично предыдущему.
Л е м м а  3. Д л я  всякого класса  групп  X £ A X = ( j X (, где *

I

пробегает класс вс?х п о р яд к о вы х  чисел.
Доказательство очев идно.
Выше была подчеркнута большая роль силозских классов при 

изучении теорем типа Силова. П оэтом у  важно иметь описание опера
тора S уI. Такое описание дается в следующей теореме.

Т е о р е м а  5. b y l — E L H S ,  т. е. д л я  всякого класса  групп X
Syl  X =  T l H S X .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что E L  H S \  ^ S y l  X.  С другой
стороны нетрудно заметить, что H S X  =  S H S X  =  H H S X  и применяя 
леммы 1 , 2 , 3, получаем

ձ’ E L H S X  H E L H S X  E L H S X ,

Покажем, что L EL H S X  = E L H S X .  11усть 0( լԼ E L H S X  и [Օղ/ Վ 1  | —
ее локальная система из групп, принадлежащих классу E L H S X .  По
лемме 3 каждое G содержится  в некотором классе { H S X y (l). Так 
как / — множество, то сущ ествует  некоторое  порядкозое  ч !сло Հ бо \ь-
ше всех հ (о.) для всякого а հ /. Тогда G £  ( H S X ) i  для всякого а £ / ,
т. е. G £ Է Լ  H S X .

Очевидно также, что Е ԷԼ H S X  *= EL H S X . Таким образом,
EL H S X  является силовским классом. Т еорем а  доказана.

Теперь приведем пример силовско1 о класса, лежащего  
между елловзхимл классами п е р ю д и  веских гругы и в~еч
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групп*. Сначала отметим, что нам не удалось решить следую щ ую  
проблему:

П р о б л  е м а. С ущ ествует  ли силовскпй класс, лежащий между  
классами всех р-групп и локально конечных />-групп, где р — простое  
число?

Обозначим через Р  класс периодических групп. Покажем, что  
класс Syl  ( A U  не совпадает с классом всех групп и, тем самым,  
б у д е т  промежуточным силовским классом между Р  и классом всех 
групп. П усть  X =  A  U Р- Тогда Н Х  — X и по лемме 3

S y l X  =  U Х т,
т

где Հ пробегает класс всех порядковых чисел. Индукцией по Հ по
кажем, что никакая свободная группа рянга больше 1 не содержится  
в Х г. При Հ = 0  это очевидно. Пусть оно верно для всех !1 <Հ՞ք. Тог
да при предельном у все ясно. Если же հ — 1 сущ ествует ,  то воз
можны два случая:

1 ) Х Г= £ Х Т | , и G свободная Х '-гр ул .и .  Т о г д 1 д \ ч  некоторого  
А<1 G A ,  GjA  £  Х ^ ՜ 1. Ввиду индуктивного предположения и теоремы  
Нильсена— Ш рейера А  =  1, что приводит к противоречию с индуктивным 
предположением.

2 ) Х т =  L X f ՜ 1. Этот  случай аналогичен предыдущему.
В заключение приведем еще одну лемму, необходимую в даль

нейшем.
Л е м м а  4.  Syl  ( U 0) Ո У — У, где У (լ б, а через У обозначен

класс  всех групп,  любой элемент которых порождает цикличес
к у ю  У-подгруппу .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 3 Syl  ( U 0) = - U X , где X U Г;-
7

Индукцией по հ покажем, что X ՚ Ո У — У• При ;  -  0 и предельном  
все очевидно. Пусть հ — 1 сущ ествует  и Х Г= £ Х 7-1. Тогда для неко
торого А<з G A ,  G А  £ X ՛ ՜ 1. И з  G է У следует ,  что А  է  У, G, А  £  У . 
Применяя индукцию, получаем A,  GjA է У, т. е. G (Է У. Аналогично  
рассматривается случай Х т — А Х * ՜ ՜1.

§ 3. Некоторые свойства 0-виландговых групп

В настоящем параграфе устанавливаются некоторые свойства 
г-виландтовых групп. Все  эти свойства необходимы также при дока
зательстве основных результатов статьи.

Л е м м а  5.  П у ст ь^ С  — конечна и д л я  всгх  X (լ G հ D \ .  10 2  да,  
если А  — О-виландтова подгруппа  в 6 , а В  — ег инвариантная  
У-подгруппа д л я  некоторого У Էլ 0, то А В — О-зиландтова в G В.

* З т о т  пример автору сообщил Б. И. Плоткин.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что В ^ А  и А / В  О-разложима. О ч е 
видно также, что каждая максимальная К-подгрунпа группы А; В  та
кова и в G В. Пусть С  В  максимальная Х-подгруппа в А В, Х^ О,
X У. Тогда, ввиду X Ո Y 1 можно применить лемму Ш ура ,  соглас
но которой С  — В^В, где В} ^  С В , т. е. В х £ X. Пусть В,  — с о д е р 
жащая /э,Л'-под1 руппа в А.  Тогда из равенств В ХВ В..В и В [\ В  1 

получае м В.. В х, т. е. В х является максимальной Х-подгруппсй в А 
и, следовательно,  в G.

Покажем, что ВгВ / В — максимальная Х-подгруппа в Gt B. Пусть  
В'1 В £ Х  и В' /Вр_ ВХВ)В,  Тогда по той же лемме Ш у р а  В՛ В ՛В ,  
где В  ' В В. Следовательно,  ВгВ  ^  В"В.  Но из G հ  D \  сл едует  
g ՜ 1 В о С  В х, g (լ О и мы получаем:

g-< В" Bg  =  g ՛ Б" g В  <= В,В.

Сравнение порядков групп В х В и В В и полученные включений дают  
нам: В :В В В — В ,  что и требовалось пэказать. Лемма доказана.

Обозначим через ПО класс О-разложимых групп.
Л е м м а  Ъ. Если каждая подгруппа конечной ^-виландтозои  

группы G являете я D^-ipynnoi i  д л я  вс?х  X £  0, то G Հշ Д,о.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ичдукциел по порядку группы докажем,  

что если А  — О-ниландтова подгруппа, а Н — произвольная ПО-под- 
группа в G, то для некоторого g է  G

g  1 Hg  С  A . (2 )

Ясно, что для некоторого X (լ 0 инвариантная Х-подгруппа В 
группы Н  нетривиальна. Сначала предположим, что В'Л G. Тогда,  по 
лемме 5, А В — О-виландтова подгруппа в G В. Рассуждения,  анало
гичные сделанным в доказательстве прздыдущ?й ]}леммы, показывают,  
что каждая максимальная К-подгруппа группы С/В  яв \яется  образом  
некоторой максимальной К-подгруппы группы G при естественном го- 
момомэрфнзме G —>G/B,  для всякого 0. О т сю д а  и из того, что 
G (լ Օ. , Y (լ 0, для каждоч подгрупп՛^ GJ из 6 , получаем G՛ В\ В (լ D \ . 
Таким образом, группа G В  удовлетворяет всем условием леммы. П р и 
меняя индукцию, получаем g  1 H B g ^  A,  g ^ G ,  т. е. (2) в случае  
В <I G доказано.

Предположим, что не В'Л G. Пусть / 4 \  и М \  — максимальные Х -п о д 
группы соответственно в группах А  и М  N , ( 3 ) .  Тогда из G ( ^ D \
следует

В  С  М \  с=_ £  1 A x g , (3>

где g (լ G. Обозначим A ՛ M f ] g ~ l A g .  А  ' С-разложима. Д а л е е ,  для  
всякого ) է  0 ее  максимальная К-под!руппа, будет  такой же и в 
группе М.  Действительно,  при У X это сл ед у ет  из (3), если же  
Y=J=X,  то ввиду 0-разложимости А,  из (3) получаем g ~ ] A y g C =  М .  

Таким образом, .4 ' О-виландтова подгруппа в М  и группа М  удовлет
воряет всем требованиям леммы. Но, так как \М\ <Հ |(7| и то

4 0 6  Г. С. Микаеляи
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согласно индукции /У <= g f 1 A g lt или /УС ( # £ , ) >  А  (?# , ) ,  где £ М.
Включение (2) доказано и в этом случае.

Теперь, для доказательства леммы достаточно заметить, что 
если Н х и Н,  — П rJ подгруппы группы С, то по (2)

87 ՝  Нх Ян g2 ] Н* A ,  g v  g ^ G

и отсю да  получаем G ^ Д ,о ,  ввиду Л £ ПО.
Л е м м а  7. Пусть А — Ъ-виландтоза подгруппа О,}о-группы G 

и X — класс  групп,  обладающий тем свойством,  что в Л со де р
жится некоторая сопряженная каждой Х -п одгрупп е  группы G. 
Тогда этим же свойством обладает и класс  LX.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Н — Z-X-подгруппа в G, \ Н л/х ^ /] -  
ее локальная система из Х-подгрупп. Ясно,  что каждая Н  0-разло- 
жима. П о  теореме 3 Плоткина [3] Н  5-разложима. Остается  заметить,  
что 3-виландтова подгруппа группы максимальна в группе как Пб-под- 
группа.

Л е м м а  8 . П уст ь каждая подгруппа  конечной группы G яв 
л я е т с я  D ) -группой д л я  всех Y  - 0. Т о г д а , если G обладает 'J-eu- 
ландгговой подгруппой А,  то д л я  всякой ее Х'-по дгруппы Н  с у 
ществует такой элемент g G, что

g ՜ 1 Hg  А ,  (4)

где X =  U քյ, а классы  X ՛  о б р а з у ю т с я  т а к , как  в лемме  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим совместную индукцию по по

рядку п группы и по порядковому числу Հ. При ո =  1 утверждение  
леммы тривиально, а при у — 0  оно  с л ед у е т  из того, что G է  D\ для 
сякого У Հշ б. П усть  оно верно для всех  пар (;ւ, ո) и из справедли
вости для пары (;s к) сл ед у ет  его справедливость для пары ( ц -j-l, к) 
для всех к <  ո , ;*• Т» П усть  группа G имеет порядок п. Ясно, что 
если Հ предельное,  то псе очевидно. Пусть հ — 1 существует,  тогда 
возможны два случая.

1 ). X* =  L X :՜ 1. Д остаточно  в этом случае применить леммы 6 , 7 .  
Ввиду конечности группы G этот случаи легко сходится к индукции 
и непосредственно.

2 ). Хг =  £ ’Х՛"-1. Тогда Н / С  D y где С, D f X ՛ ՜ 1. Если С  1 , то
հ  Հշ Хг - 1 и достаточно применить индукцию. П усть  С  1. Гогда по 
индукции С  ^-разложима и, следовательно,  обладает нетривиальной 
нормальной К-подгруппой В  для некоторого Y - Разберем два 
случая:

а) В <ւ G. Тогда,  по лемме 5 А В  б у д ет  0-виландтовой подгруп
пой группы G В , в которой, Как показано при доказательстве леммы 
6 , каждая подгруппа является Օհ-группой для всех ՀՀշ 0. Пусть / В - 
произвольная Х |_ , -подгруппа в G В. Тогда, если Հ—2 существует,  то 
ясно, что X *՜1 =  L X ՛՜2 и FIB обладает локальной системой из Х*~‘- 
1 рупп. О т с ю д а  с л е д у е т  F f B ^ X ^ ՜ 2, т* е. Z ^ X ՛ ՜ 1. Но 7 — ^1°
индукции для некоторого g  £ (7 получаем g ~ l F g ^ A  или g  1 FI В а С
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А / 5 ,  где g  Если же ՝; — 2 не сущ ествует ,  то при предельном
- 1  Е / В ^ Х '  !լ <Հ՜ւ — 1 и* следовательно, F ( շ ճ ՝ ՜ \  а при հ — 1 =  0 

F ' B ^ Z  для некоторого Z  > 0. Если Z =  У, то * F £ У, а если К,
то F  =  F  В,  где Ր ' — FjE £ Z. П о  предположению для некоторого
а ^ G rr՜ 1 F' о с :  Л пли о * / 7 #  g  ^  AfB,  где g gB.  Итак, мы пока
зали, что группа G/ В  удовлетворяет условиям леммы и для ее  
X '“ '-подгрупп верно заключение этой леммы. Так как В  ի  1 Н \ В Հշ
^ X т по лемме 2, то применяя индукцию получаеми g 1 Н \В  о С  А ՝ В
или о ՜ 1 A,  g է G.

б) не В'Л G. В обозначениях леммы 6 группа М  б у д е т  удовлетво  
рять всем условиям нашей леммы. Пусть D  ее  Х 7~'-подгруппа. Она  
будет  такой же подгруппой и для G и по индукции

f f f 1 D g  1 <= A,  g L^ G,
• • 

т. е. DO-разложима. Но тогда, ввиду того, что М  удовлетворяет всем 
условиям леммы 6 , получаем g . ՜ 1 D q n с  A*.  g 2 f  М.  Таким образом, в
группе М  порядка \М\ для Хт-'-подгрупп верно (4) .  П о  индукции оно 
верно и для Х г-подгрупп группы М.  Н о  Н  ^  М  и остальная часть 
доказательства проводится так же, как и в лемме 6 . Лемма доказана.

Л е м  м'а 9. 1 Ո Syl ( U 0) С  П9, где чергз  -  обозначен кл а с с  ц и к 
лических групп.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко показать, что если су щ е с т в у е т  б е с 
конечная циклическая Syl ( U 6)-группа, то 0 составлена из одного  
класса. Поэтому предположим, что Л —конечная циклическая группа  
из класса Syl ( U 0). Очевидно,  достаточно показать, что если А  — цик
лическая ^-группа, р  — простое,  то А  է  У для некоторого У Հշ 0. Поль
зуясь леммой 3, берем представление Syl  ( Ս 6) =  U X*, где X = = L )6 и

применяя индукцию по հ покажем, что если А  — циклическая р-груп
па из класса Х ;, то А  (շ У для некоторого У (շ 0. При հ =  0 и при 
предельных Հ все очевидно. Пусть *յ — 1 сущ ествует .  Тогда возможны
два случая:

1) X T =  L X 7_1. Э тот  случай тривиален.

2) Хт =  £ Х т ֊ 1. Тогда А / В ^ С ,

где В и С  — циклические р-группы из класса Х т~ !.
П о  индукции В  и С принадлежат некоторым классам У, Z £ О, 

Но так как 0 — расщепляемая система силовских классов, то У =  Z  
и, следовательно,  А է  У.

Л е м м а  1 0 . Если А — Ь-виландтова подгр у пп а  группы G, Н - е е  
Syl  ( U 0)-подгруппа,  то из Н  <= N q {А)  с л е д у е т  Н  Գ  А .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что если А х  — Х-сомножитель в А,  
X  (; 0, то она максимальна как Х-подгруппа в G  и N q {А)  С  N q (>4х).
1 еперь, для доказательства леммы достаточно воспользоваться пре
дыдущей леммой, при этом имея ввиду, что Х-элементы нормализа-
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тора максимальной Х-подгруппы лежат в этой подгруппе для всякого 
силовского класса X.

Л е м м а  11. С-виландтова подгруппа Կ-виландтовой группы со՜  
держит ее Դ֊ ра дикал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д остаточно  заметить, что для всякого 
класса X ^ 0 произведение Х"сомножителей ^-радикала и 0-виландто- 
вой подгруппы принадлежит классу X и, следовательно,  содержится  
в последней.

Л е м м а  12.  Пусть G — локально конечная группа , каждая  
конечная подгруппа  которой содержится в классе D \  д л я  всех  

Тогда , если А ее Ъ-вилан дтоза  подгруппа конечного индекса  >
то А  =  A  R г, (G) бу дет О-виландтозой подгруппой  группы

G =  G/Ro (G).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что А  О-разложима и ее  максималь
ная Х-подгруппа имеет вид BR; (G) R(t (G) В , где ВХ  — сомножи
тель в А,  X (լ 0. Покажем, что В — максимальная как Х-подгруппа и 

в группе G. П усть

В ֊ С =  C/R՛, (С)  £ X.

Очевидно,  можно предполагать, что

C = F  Ro (G), (5)

где F — конечная группа. Обозначи л

X = S y l  ( U 0 4 X ) .

Пусть X — элемент в С. Тогда,  по теореме об изоморфизмах

1е }/{с ! ո Л  (G) £ X.

Но, по лемме 2 из [8 ], X Ո X =  1. Следовательно,  с ^ Rb (G),  т. е. все 

Х-элементы группы С  образуют подгруппу в ней, что б у д ет  верно и 

для ее подгруппы Г. Д а л е е ,  из / ՛  £  S y l ( X U X )  сл едует ,  что для вся

кого b £  F  {հ} F ԲՀշ X, где Ւ —  максимальная Х-подгруппа в Р. При

меняя здесь  лемму 4, получаем F / F (լ X,  так как F F - X. Отсюда

лемма Ш ура нам дает Ւ Е • F, где Е ^ Х .  Теперь, имея ввиду (5),
получаем

C = E F R в ( G ) = E R X (G) R,r (G),

где О' 0 \ { X } .  Н о  по лемме из [9] C £ Z ) x ,  так как E R \  { G ) ^ X ,  то
для некоторого х (շ С  х ՜ ՛  E R \  {G) x  ^  В  или

N50 6
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С  v ՜  х 1 СЛ- с  BRh(G).

О тсю д а  мы получаем С  В, т. е. В  максимальна в G как Х-под-
группа. Но это вместе с 0-разложимостью А  И означает,  что А% т 1,̂  i 1 • % • * I 1 \ Հ\ Ч ̂
О-внландтова в G. I .1N * է С«II1 « л  и ГК ; .О И Ղ ) с / I

I . К1 . \  ' • . . .  ՚ I ՚ I
§ 4. Д ок а зат ел ь ст в а  D - теорем;՛ ' 1<ОЭ ,ОИе?

В этом параграфе приводятся доказательства теорем 1 -4 .
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 . Пусть А  — О-виландтова

Հ \ ^  Հ %

подгруппа группы G, обладающая конечным числом сопряженных..  
Тогда по лемме 11 R« (Շ) CI А  и по лемме 1 работы Б. И. Плоткина  
[ 3 1 группа A/'Rг, (G) конечна. П о  известной лемме Дизмана конечной 
б у д е т  и нормальный делитель .

В - [g 1 Ag{g կ G I Ei, (G)
--  ճ О \  > < I Հ f

группы G = G ' R u  (G).  П усть  H  Syl ( U 0)-подгруппа в G. Тогда из ко- 

нечности числа |<7: No {Л)\  с л ед у ет  конечность |G: Д/ , М ) |  а из это-

го — конечность индекса \Н: N ֊ ( A ) n H \ ,  где Н  HRd (G) R՝it (G). Но

по лемме 10 / / f |  .V— [А )  содержится в конечной группе А .  Следова_

тельно, Н  конечна, и поэтому конечна группа Н В ,  которая вместе с 
тем и О-виландтова, согласно лемме 1 2 . Теперь, применяя относитель

но группы Н В  лемму 8 , получаем g H g ֊  A ,  g ^ H B .  П е р е х о д  
к прообразам и по сущ еству  завершает доказательство теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. П усть  А  — О-виландтова под
группа группы G. Тогда по лемме 11 Rh \ G )  А .  П о  условию группа

А х к о (G)fR<,(G) S  ЛхУЯх (G ) ,  7 : г
. Л • о  ) СЛ Г| ■) ՝ V  

где X Է 0, конечна. И з  конечности группы G՝R^{G)  следует ,  что су
шествует конечное число классов из 0, для которых не A\< i  G. Пусть
такими классами являются X ,, • • -, Х„. Тог да

A x . - B . R x . i G ) ,  ‘ (б)'
<1 •. ՛ ■՛ 1 .U с. ՛.! . "v I . . (• .;.՛ и ! ՛

где Bi — конечная группа, п. ^
П усть  С  Syl  ( U 0)-по дгруппа в G. Ввиду CRh ( 6 ) (շ Syl  ( U 9) моЖчо

считать, что /?o(G)S= С.  Предположим, что С С' Ra(( j ) ։ где С'  ко
нечна. Обозначим еще D = D ' R n ( G ) ,  где D ~ \ С \  # , , • • • ,  Вп\. Ясно, что 
I) конечна. Она и О-виландтова. Действительно,  п / с т ь  В ։ — содер ж а 
щая В/ максимальная Х«-подгруппд группы Ծ . Тогда учитывая (6 ), 
получаем

A %t& B t RXt(G), В] /?Х( (G) £ Х ( ,

а отсюда ввиду того, что ^ х ,  максимальна в G как X,-подгруппа
получаем A \ i =  B l R x t (G), т. е. В . ^ / х . ,  / 1 , •• • , п. Н о  тогда 9



очевидно, В {, будет  О-разложимой, как подгруппа группы
А .  Прибавляя к ’ней Х-подгруппы группы D  для классов X փ  X/  ,

Гz— п , мы получаем О-виландтову подгруппу А  группы D ' .

Теперь, по лемме 8  для некоторого g D' g ~ x С  g С  А ’. О т сю д а

g ՝ Си  =  g ֊ ՝  С' g  R ,  (С )  С  A'  R„(G) =  A .
; . О Г  . I I t * ; • ՝ , ;  - j f  v  ; : . i  /  , \ ' s  ; ; P 0 0 f Г > Л Я О !  ՚ V )  * •* *. (

Это и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  П усть  локально конечная группа G обладает  

О-виландтовой подгруппой конечного индекса. Тогда, если каждая ко
нечная подгруппа G является /^ -гр у п п о й  для всех X ^ 0, то  все ее
Syl  ( U 0)-подгруппы О-разложимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не сложно показать, что в предположе-  
ниях следствия 0-радикал группы G имеет в ней конечный индекс.  
О стается  воспользоваться доказательством теоремы 2 .

Для доказательства теоремы 3 нам нужна следую щ ая лемма.  
П усть  X — класс групп, замкнутый относительно взятия подгрупп и 
гомоморфных образов и

П О С Х С  S 7 l7 u '0 ) ,

Л е м м а  13.  П уст ь периодическая ipy nna  G обладает такой  
О-виландтовой подгруппой А ,  что G = G N q \A]  я вл яет ся  r>N-ipyn-  
пой, в которой ^-виландтовы подгруппы суть максимальные  X-
подгруппы.  Тогда из G ^ D x  с л е д у е т  G (լ D \ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим сначала, что группа

Я = =  A N  о \A]INa \ А \

является О-виландтовой подгруппой группы G, клк с л е д у е т  из вклю
чения N q [А] ^  Ло { А \ )  и леммы 2 работы [8 |, согласно которой об
раз максимальной Х-подгруппы А \  группы А  и, следовательно G , б у 
дет такой же подгруппой в 6  при естественном гомомофизме G-*G.  
Теперь, если Н ~  Х-подгруппа в G, то / /  HMg {А  ] 'Ао \ А ] будет  X-
группой и по условию g ~ ] H g ֊  А ,  где g Հշ G. П ереходя  к прообра
зам, получаем g  1 H g  сг А  • No [А  ], т. е. если ե(շՒէ,  то g ~ l hg ab , 
где а ^ А у  b ^ N a \ A \ .  Таким образом,  g ~ l ե g  (լ Nq (А)  и остается вос
пользоваться леммой 1 0 .

___

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Покажем, что G — 0-виланд-
това. Обозначим A  A N g [A] No [А].  Пусть Ах — максимальная X- 
подгруппа в Л  и пусть

А х * = А х  Nr, [ A ] / N g [А]  с: В  =  В  N<, [А]  £ X. (7)

Так как С  — 0 /V-группа и включение в (7) строгое,  то для некото
рого Ь ^ В \ А \  будет  b 1 /4x6* =  А \ .  О тсю да  для каждого а -  А х

D -теоремы в классах групп 4 ] |
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получаем а с b~* ab,  где а - Л х ,  հ(շՏ ,  c ^ N q \ A \ .  П о лемме 2 из 
[8 ] можно предполагать, что |6 |  (; X. Теперь ясно, что ե ՜ Հ ab (շ No(Ax)
и, следовательно, b ! a b ^ A \ .  Таким образом,  b ^ N o ( A x )  и снова 
b А  у, так как [6 } f X .  Полученное противоречие и показывает, что
А \  максимальна в О՝ как Х-подгруппа,  и, следовательно,  G О-ви-
л андтова .

Группа G удовлетворяет всем условиям теоремы 2. П о  этой тео
реме (յՀշ /Л  ւ (ւՊհ С  другой стороны, по следствию из теоремы 2 в О’ 
О-виландтовы подгруппы являются максимальными Տ у I ( Ս 0)-подгрупла-  
ми. К группе G можно применить лемму 13, которая нам и дает
G  (շ D s y l  (UB)‘

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. П о  лемме 10 А  содержит  
все Syl ( U ^-элементы группы No  [Л]. Тогда группа К  А  Ո No [А]
составлена из всех Syl  ( U 6)-элем"ентов группы No [А \  и характери
стична в ней. Следовательно /Со G. Ясно, что группа А К  конечна и 
содержит конечное число сопряженных в G К, в силу изоморфизма  
А  К ՜>֊ A No  | А ]/ No [ А \ .  П о  лемме Дицмана {а 1 А д  g (շ G К  К  будет  
конечным нормальным делителем в GjK.  Тогда очевидно, для всякой 
Syl  ( U ^-подгруппы В  группы G G, -- В { g ՜ 1 А%/g Հլ GJ — периодичес
кая группа, так как при |^|^>1 классы из 0 периодичны по лемме 1 

из (8 ), а при |6խ- 1  Syl  ( Ս 0) — класс периодических групп по п р ед п о 
ложению. Теперь, учитывая

N o t \ A ] =  N ( l [ A ] n G }>

получаем

G J N o , \ A ] ^ G l N a [ A ] l N o [ A \ .

1 аким образом,  группа G, удовлетворяет всем условиям тео р е
мы 3. По этой теореме для некоторого g (շ Gx g ~ x Bq  С  А.  Т е о р е 
ма доказана.
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The axiomatic approach  to the  Silov group th eo ry  is used. In te rm s  of classes
ք՚ք groups the notions of /^ - theorem and of O-Vilandt group՝ is e s tab l ished  an d  <je- 
neralized.
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