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Խմբագրությունը 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա տՄաթ! I ստիկա» ա մ •

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չսլետք է գերազանցի մեկ տպալ ական մամուլը 
՚ այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ) ւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվեմ են հրապարակ
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբւ

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գ րա մ ե քեն ա գրվա ծ, երկու »րինակոդ* Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կ ց ե լ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համսնուն փոքրա տաւլեըիԿ, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փ ո ք ր ա տա ռե րր' երկու դ ծ ի կ • վ դերևում։

^ուն ա կան տ առե րը պետք է րն դգծվեն կարմիր մատիտով, ին դե քսնե ր ր 'րջանցւ են սև մա
տիտով, իսկ կուրս իվ տառերը ըն դգծ վեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշ^/ո ք նրանց 
՛ամարք և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում ւ

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա էաք նշվում 
է՝ ւեդինակր, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տա

րեթիվը և էջերը, Հոդվածների համար նշվում է՝ հեղինակը, հոդվածի անունը, ա1՚։ՀԿթրր, հա-
մարը և տա րեթ իվըւ

0 գտագործված գրականությունը նշվում 
տասխան տեղում»

6, Ս րբադրության ժամանակ հեղինակի 
խոլթյուններր (օրիգինալի նկատմամբ) չեն

7» Հոդվա 3ր 
վա4ի ստ ացման

8. Հոդվածի 
խմբագրությունը

9, Հողվածի

վԼ ր ա մ շ ա կմ ան ն պա տ ա կ ո

կողմից կատարված քիչ թե շաւո գղ^' ի փոփո- 
թու յլա տ բվում ւ

հեղինակին վերադարձնելու դե պլյոլմ, որպես հոդ֊
ժամկետ Կամարվում է վերջնական տեքստի ստացման °ըբւ
մ երժմ ան դեպքում Հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ ւրինակը և 

իրավունք է վերա պահ ում չգբ աղվել մ երժմ ան պատճառների պարդ ս բանում ովւ 
վերջում անհրաժ եշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատա րված

/ տվյալ աշխա տանքըւ

10» հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն , անոլՆր և հայրանոլնր։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' երևան, P ա ր ե կ ա մ ո լ թ յ ան 24, Գիտությունների ակս՚լեմիայի Տէ- 
ղեկագիր, սերիա a Մ ա թ ե մ ա տ ի կ ա օ ւ
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Ս*ւսք»Լմաււփկսւ XII, № 4, 1977 Математика

Ю. А. КУТОЯНЦ

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРА 
КОЭФФИЦИЕНТА СНОСА

Приводится пример диффузионного процесса, для которого оцен
ка максимального правдоподобия параметра коэффициента сноса обла
дает следующим свойством. При одних значениях этого параметра 
асимптотическая дисперсия убывает с ростом времени наблюдения Т 
как Т~х, при других значениях — как Г՜1. Число /V > 1 можно выб
рать произвольным, меняя некоторый параметр задачи.

1°. Пусть задано основное вероятностное пространство {2, Е. Р}; 
семейство {Е/, /^-0} о-подалгебр Е и случайный процесс [Х{, Гц, 
/ 0}, допускающий дифференциал

4Х։ = Ь\Х։1* ժէ + ժաԿ />0, Ао = 1, (1)

где Е/, ( > 0)—стандартный винеровский процесс; а — известный 
параметр, а параметр 9 £ R1 требуется оценить. Будем ис
следовать асимптотические свойства оценки максимального правдопо- 

А
добия 9г, получаемой по наблюдениям Хт = (А/, Т} при Г-* со.

Отметим, что коэффициент сноса 9 |х|* не удовлетворяет усло
вию Липшица в окрестности точки х — 0, но тем не менее можно по
казать [1], что уравнение (1) имеет сильное решение.

Схема наблюдений (1) выбрана для иллюстрации того, как в 
естественной ситуации скорость убывания дисперсии оценки зависит 
от значения оцениваемого параметра. Представляет интерес изучение 
асимптотических свойств оценок, когда дисперсия имеет более чем две 
скорости убывания. Например, если в уравнении (1)9 = 1 и исследу
ются свойства оценки параметра а £(0,1), то, по-видимому, каждое 
значение а имеет свою скорость убывания дисперсии.

При О<^0 свойства 9Г исследованы в (2].
В силу непрерывности X/

о

и меры Р<г\ наведенные в пространстве (С(0. г| , £(о. т| ) непрерыв
ных на [0, Г) функций решениями (1), при разных 9£^7 эквивалент
ны. Обозначим Р{ Г) меру, отвечающую винеровскому процессу. Про
изводная Радона-Никодима меры Р^Т) По мере Р равна [3]
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(X1) — ехр
т

^2 
др^

К

Оценка максимального правдоподобия 0г имеет вид

|Х|2а сП. (2)
о о

Положим 
_ —֊ — 1 +а

аг (9) = 9 1 (1 4-а)(1 — <?) 1 »

°։ (6) =(-29)‘+*(1 + а)՛4’ а֊՛ Г (֊֊֊У֊՛ ( — ) .
\14-«/ 4՜ а /

где Г (•) —гамма функция, и введем функцию

(0)՛ Т 9>0 
9<0.

Сходимость последовательности функционалов \т {Х7} от решения 
уравнения (1) по распределению к гауссовой случайной величине с 
параметрами (0, з) обозначим Ее Иг (Л7)} 3 - /V (0, з).

9° л * 1 „л, . >
• Теорема. При 9 О оценка &т состоятельна, асимпто

тически эффективна и асимптотически нормальна, точнее,

Ее {(0г֊0) <?г (&)-1/2}г> И (0, 1).

Доказательство. После подстановки наблюдаемой реализа
ции (1) в (2) получаем 

т т
9Г = б 4- Г|Х/|а ( |А/12’ сП. (3)

о о
Предварительно докажем ряд лемм. Отдельно рассмотрим слу

чаи 9 у> 0 и 0 < 0.
Лемма 1. Если 9 У> 0, то

Рч [Нт Хт ■
Т "♦ ОО

1 1
Т 1-а=19 (Ь֊«;]1՜“) =1..

Доказательство имеется в книге [4],. часть I, § 17. 
Лемм а 2. Если 9>0, то

1 + а Т 2ч )+а
Рч Нт Т

Л
(4)

О
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Доказательство. По формуле Ито для функции / (х) = х 
имеем

t

о о

t

о

t

о

6 (MX])ds,

О

где мы воспользовались неравенством Йенсена. Введем функцию q{ = 
= sup MX2. Очевидно

2

Поэтому, начиная с некоторого /0 (S) для всех t > /0
2

(5)

где С = (36)
2

1—а
. Введем функцию 

а на интервале (—1, 1) положим Ф (х) = ? (х), где

? (*)=
3—2а-f-За2 , 3—2а
8(1 -И») 4

Функция Ф (х) имеет две непрерывные производные и следова
тельно процесс У\~Ф(А\) допускает представление

т т т
YT= —------(-0 [ф(Хг)|Х1’Л+ — [ф(Х,) dt + )dw,. (6)

1 т a J 2 J J
о оо

Так как при х>1 имеем у — (1+ а)՜1 х1+а, то по лемме 1
I+а 1

A {lira Yt-T '՜’= (!+«)֊• [в (1-а)]‘-}=1. (7)
'Г
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К стохастическому интегралу в (6) применим неравенство Че
бышева (6>0)

“2 ~а
Ф (X ) </«»/

О

Пусть /.{в} — индикатор события В и =

(А7)2Л.
О

Используя оцен -

ку (5), получаем
г т

Т֊™ \М Ф (Л, )։ Л= Г֊2Л' М1%,|г‘ 7. {|Х,|>1} л + 

о о

т _ 1+3,1
: Т֊™ (Х,у Х{|Х((<,} Л < Т֊™Т?т + т - о

о

при Г֊> оо. Поэтому

I 4 а Т
" 1—а Г •

Ре— Вт Т Ф (X.) (1и>։ = 0.
Т -* О© ]

\о
Аналогичные вычисления приводят к

_ 1 + ՜ т
Рц— Вт Т 1 Ф (Х1) (И = 0. 

/’-♦ее 1
о

14՜։
1 —

Следовательно, после деления (6) на 7 с учетом (7) получаем 

_ 112 т
Р,-\\т-Т [ф (Х,|)|Л,|։ </; = О։(0)-' . (8)

г °° I
о

Введем случайный момент т = зир {<: X/ <!}• Гак как Ро]ВтЛ7= 
т->

= оо) =1, то имеем Р {т<^ос} = 1. По определению функции Ф (X) 

очевидно Ф (л) 'х|’ 
|х|<1, поэтому

приа

т т
Ф {х() \х( |а сП — \Х( |2’ сП

о о

Теперь из (8) следует (4), так как

Лемма 3. Если б 0, тпо
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I 4- а
2(1-«) '

֊> М (0, о, (9)). (9)
и

Доказательство. По лемме работы [5] условие [4] является 
достаточным для выполнения (9).

* — лг
Теперь асимптотическая нормальность (Оу — б) (б)-1՛'2 Т2 

следует из представления

1+я Т

(9՝г - 9) о, (9)->/2 Г՛2 лг = а, (9)֊‘ Г՛՜’ 1’|Х Р’ Л

О
_ 1+а Т

Х«։(6)1'։Т 2"- рх 1’ </и>,

о

и лемм 2 и 3.
Лемма 4. Если 0 0, то

Рь ( Пт 
( г- -

Доказательств

т =

По лемме 2
1 4-а

Рв — Пт т1Т- Т 1 =0. 
7՜ -

Пусть — оо — подпоследовательность, для которой

Рь {Пт т1Гк- Тп 1 “= 0} = 1. 
к + <»

Тогда
1 + а 1 + <!

С |Х|Ь Л = (а, (9)-։ + г^. Т,'՜“) ■

О

7 Го р \
1Х/1'1 с/ш(: I |Х|2’ = 0 I = 1.

и и Iо о

о. Положим
Г 1 + а
/> —- ■■

|Х р” Л-а, (9)-՛ Г1՜'.

1+а 1+2
>(’1(9)-1-|’1П|-Г» ՛”). Г,'՜“֊, ос.

Следовательно

Рв < I |Л։ |2а сП = со I = 1.
о
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Теперь утверждение леммы 4 следует из леммы 17.4 книги [3].
Представление (3) и лемма 4 устанавливают сильную состоя-

А
тельность 9г при 0^>О, т. е.

А (hm ег = е| = 1. (Ю)
Г -* <»

При 9 < 0 процесс X/ является эргодическим и 
ведлив усиленный закон больших чисел

для него спра-

А
— <ю

(П)

где щ ( •) —эргодическое распределение Xt [61. Вычисления приводят к

|АТ" </!Ч (х) = а, (6).

Условие (11) по лемме работы [5] обеспечивает 

т
Le Г՜1՛'2 ( |А\ |e dwt | N (0, о2 (9)). 

V/ /о

Следовательно, при 9<^0

Ls { (9г — 9) о։ (9)֊։(2 712}r>/V(0, 1).

В силу (11) лемма 4 справедлива и при 9 < 0, поэтому (10) 
имеет место и при 9<^0.

Семейство мер |/% , 6^/?1\{0}} локально асимптотически нор
мально с нормирующими функциями, квадрат которых совпадает с 

А А
асимптотической дисперсией 9г. Поэтому оценка 9Т асимптотически 
(слабо) эффективна при Т —* оэ [7].

Замечание. При 9 > 0 для любого /V > 1 выбором параметра 
Н-1 

а = 1 получаем

Le {(9г— 9) а, (9)-։/2 Г‘/2Л’}=> N (0, 1).

В заключение автор выражает глубокую признательность Р. Ш. 
Липцеру за критическое прочтение рукописи и ряд полезных за
мечаний.
Институт радиофизики и электроники

АН Армянской ССР Поступила 15.VII.1975
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Yu. A. KUTOYANTS. On the estimation of the trend parameter (summary)

The stochastic diffusion equation (1) is considered. The 
estimate of the parameter 0 is under investigation.

maximum ։ likelihood
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էՌսբԼմատիկա XII, № 4, 1977 Математика

Р. Л. ШАХБАГЯН

ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА С ПАРАМЕТРОМ ДЛЯ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С БЕСКОНЕЧНЫМ 

ЧИСЛОМ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

О". В настоящей статье обобщаются результаты работы [1] на 
тот случаи, когда символы рассматриваемых операторов зависят от 
переменной х.

Для эллиптического уравнения второго порядка с переменным 
символом ставится краевая задача в полупространстве и строится ее 
регуляризатор.

1°. Обозначим через //вещественное гильбертово пространство 
4, //Р по определению, — гильбертово пространство последователь՜

\ 1,1
V Х*°* 2Ч » где !°*)Г=։
л=1 '

— заданная последовательность положительных чисел, удовлетворяю-
ОО

щих условию V а՜2 <^ _|_ оо.
А=1

Обозначим, далее, через Н՜՜ полупространство //]+ = [х^//1, 
В Н*  рассмотрим эллиптический оператор второго порядка

с символом вида
ОО

Л = 1
(1)

>֊ — комплексный параметр, принадлежащий С+ = ()֊(;С, Ие//>0}։ 
матрица \а,ь (х)|| предполагается симметрической, коэффициенты пред
полагаются бесконечно дифференцируемыми на Нх и вещественными.

Условие эллиптичности символа (1) означает, что существует 
постоянная 7 > 0 такая, что

ОО

Т-’Ц^< £ ай(х)М*<ТЙ г (2)
/, л=1

Vх €

Для простоты изложения мы опускаем члены 
лагаем ап=1, а1п = 0. п = 2, 3, •••.

первого порядка, а также ио-
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Полагаем, далее, что символ А (х, л) допускает представление

где Д0(Е, л) = (А2 :
> ՛՝/ г к-*,

* Подробнее об этих пространствах см. [1 ], [2).

) + л и А2 удовлетворяет условию (2)
,3)

Пусть на гиперплоскости х^О задан оператор первого порядка 
с символом

бесконечно дифференцируемы на //,.
2°. Введем функциональные пространства, связанные с изучением 

краевой задачи.
Пусть Сф—пространство бесконечно дифференцируемых финит

ных цилиндрических функций.
Пространства СЬХ (Нг) и СЬ'' (Н+)*.  Обозначим

№. R = Бир О <7? < + оо.

1/11 R = ^1 1р’ Л>. R, 0 < R ■< + со.
1’1 ' 5

По определению, функция / £ С2/ (Н^, если /£ С5 (С՝ — простран
ство з раз непрерывно дифференцируемых функций на Нг) и для нее 
существует последовательность {/Л}~=1, С Сф такая, что

1|/л /Йл՜, Rв) — 0, у/?>0.
Л -» о©

Сходимость в пространстве С£5 (//։) вводится следующим обра
зом: (Н}) сходится к /, если для нее выполняются условия
а), в).

Функция / (х), по определению, принадлежит пространству 
СЬ (М+), если она является сужением функции, принадлежащей про
странству СЬ5

3°. Классы 25’ >) и <:« х) вводятся точно так же, как в [1]^



254 Р. Л. Шахбагян

Напомним вкратце их определение.
Пусть функция Q (х, X) определена на /Д (х) X {Н (0\°‘ ХС+(Х) 

и QGC”. Обозначим (7л’(х, zv, X) = N Q (x, ;v, X). Предполо- 
жим, что для любого целого и Х£СХ ядро Сл(х, X) £

. ՝ • ■

Введем обозначения

|Q (х, Х)||о " sup ||GA (х, zN, Х)| / Y\ , (5)
N L'\Hz J

-<j rl3|
|||Q(x, E, >. Ill <’> = sup Mo ’ (E', >)/>’ d? Q (x, E, ։.)L (6)

где ReX>a>0, a -< a0, |8| < ₽0,

II! Q (x, E, >-) III <”s = sup III D: Q (x, >.) |||<”.

С мвол Q (x, E, M> по определению, принадлежит классу 25'Л-д) 
если V*o»  Po> Q выполняются следующие условия:

III Q(x, E, /.) Ill <’>. < + co и \fN III Q (xv, >.) |||'’>„ < -I- eo, (7)

lirn III Q (x, E, Л) - Q(x", E, )•) III<’> = 0, y/?, 0 < R< + co. (8) 
4 V -► OO

По определению, P (x, ПС (՝i> И), если выполне
ны условия (7), (8), при этом преобразование Фурье берется по

= (;2> • ’» ^Л')> а под знаком нормы в (6) стоит дифференци
рование по Г. 

А А
Пусть А и В — операторы, каноническим образом построенные 

по символам (1) и (4) соответственно.
Можно доказать (воспроизведя по существу доказательства тео- 

> А.
рем 3 и 4 из [1]), что операторы А и В допускают замыкания в 
пространстве CL° (Н+) и CL° (HJ соответственно.

4 . Обозначим через SO? оператор, действующий следующим об
разом: 

УЯи — |Л и(х), Hi , Ви\Л1=о|,

а область определения его замыкания — через
Рассмотрим краевую задачу

Лп(х)=/(х), x^Ht,

Bu\Xi^0 = g (x'), x' £ H\ ,

(9)

(10)

(11)

где g(x')tCL*(H\).
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По аналогии с конечномерным случаем (см. [3]), будем искать 
правый и левый регуляризатор поставленной задачи в виде

[л. ' е-3 (X. Е՛, X) дг,
/5(0, х', Г,

П2>

где
1/2

1

— оператор сужения функции, заданной на /7,, на полупространст
во //—гладкое продолжение/ на пространство Нг (//£; СЛ° (А/)),
а и։ =ЖД՜՛ (х, Е, X)//.

Всюду в дальнейшем предполагается 
условие (аналог условия Лопатинского):

выполненным следующее

/л (О, х, V, к) + (б(х'), п + ух'6 л;. ։։1 + Р1¥=о. (13)

Лемма 1. Оператор Р А֊' (х, Е, X) о I отображает простран
ство

в СД։(Н+)ПЙл, 

где — область определения замыкания оператора А.
Доказательство. Рассмотрим вначале оператор Рх/4՜1 и 

докажем, что он отображает СЬ~ (Н^) в СА2 (///).
С этой целью возьмем произвольную последовательность 

фл £ Оф (//։), сходящуюся к ® в СА*  (М). Последовательность
I ? 1(хп I(х*)  = р+ > (2к)-"/2 | е А-1 (х\ 5я, X) <?Л (5я) | п

нп
очевидно принадлежит С1" (///) и, следовательно, Ск:(Нх).

Дифференцируя функцию ф,у по переменной х*,  1 к -С IV, по
лучим

+ Р+ (— А՜' (х\ Е", X) (14)
/

Поскольку символ А՜1 £ ^д,2+*՛  ■*  (2 > 0, 5 — любое), то в силу 
определения класса / имеем

У ||£; (Д֊։ (х, $я, X) ֊ Л֊’ (л\ $я, Х)Ж - 0, (15)
։ а | < $ л ■*  *•
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откуда, в частности, следует, что

Пт Фл- (х») = Р+А-' (х, И <рл = 'И*)  в СА°(7/+). 
.V - -

В самом деле, имеем

|ФНхл') ֊ ф (х)| = |Р*  А-' (х\ В", >.) 9„-Р[ А -՛ (х, >) <р„| <

САПИ-՛ (х, е, х)-л-՛ (хл’,

где К^>0— некоторая постоянная. Отсюда следует, что
- о у/?>о (16)

(5₽ = |х £ Н„ х, >0, ||х|г < /?|).
С/.1 (Н^. Поэтому, воспользовав

шись (15) для 5=1, получим
Далее мы имеем, что <рл —* <р в

откуда следует, что

-֊-*  0, у/? >0, А = 1, 2,- • •. Л'-® (17)

Из (16) и (17) непосредственно вытекает сходимость последователь
ности /у к Ф в СЛ1 (Н{).

Совершенно аналогично доказывается сходимость 4этой последо
вательности в Си՝{Н{). Для этого необходимо еще раз продифферен
цировать соотношение (14), воспользоваться сходимостью <рл к в 
СА (Н^ и условием (15) для 5 = 2.

Заметим теперь, что функция Ф (х) = Р+ Д՜1 (х, ;Л, )) <?Л зависит 
от п и, следовательно, нам необходимо совершить предельный пере
ход по п и, тем самым, установить сходимость этой последователь
ности в СЬ2 ).

Поскольку, как уже отмечалось выше, А 1 £Тт2+£,<5, то

Р+ А~у (х, Е, к) ?Л - Р Л֊։ (х, /.) ? в СА° (/V.1).

Чтобы убедиться в сходимости этой последовательности в 
С Ь2(Н^) необходимо воспользоваться формулой (14), заменив в ней 
хл на х.

Таким образом, доказано, что
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Ру А֊' : СВЧ//,) СЬ‘(Н().

Для завершения доказательства леммы заметим, 
продолжения / отображает пространство С 7/ (Ц+) в 

скольку ф (х) = 'Ь(п) (х)^2д и — Р+ А՜1 (х, 5, X) в 
С£2(Я+), то

что оператор 
О? (Н^ и, по-

пространстве

Р+ Л֊1 о I: С1.*  (Н; ) ^СЬ*1(Н1 ) П 2д.
Лемма доказана.

Замечание 1. Аналогично доказательству леммы 1 можно 
установить, что оператор Рл А 1 ъ I осуществляет непрерывное ото
бражение пространства С/°(//1+) в себя.

Замечание 2. Можно доказать, что оператор Р4՜ Д՜1 о / на са
мом деле не зависит от оператора продолжения I.

Из доказанной леммы, теоремы 3.3 из [4] и замечания 1 выте
кает следующая

Теорема 1. Для любого а£С + существует счетно-аддитив
ная мера (х, X) в такая, что для произвольной функции 

СЬ° имеет место представление

Р+А-} 1Г (х) = Р 1{ (х֊х) Н (х, бг, X).
я*

(18)

Для того чтобы убедиться ■ справедливости утверждения тео
ремы достаточно заметить, что А՜' £ 0 с ° и воспользовать
ся теоремой (3.3) из [4].

Перейдем к рассмотрению второго слагаемого, входящего в выра
жение для регуляризатора R задачи (10), (11), а именно, рассмотрим 
оператор

(19)

Символ этого оператора обозначим через Вх (х, ; , )). 
А

Л'емма 2. Оператор Р¥ Вг непрерывно отображает про
странство С1У (Н\) в пространство САС (Ну ).

Доказательство. Пусть последовательность {гя}^ цилин
дрических функций, ?п £ С<1> (Н,> сходит-.я К (р (х) в СЛ° (/7(). 

Рассмотрим последовательность функций

_ я
фл(хл,)=Р+ В1Тя =Р+[(2֊) 2 е'

Я'1՜1

ХВ, (хл’. (Г)" л л) (О')"-1) </ (;')"-՛= <?„, л>п.
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Операторы (7,\ являются операторами типа поверхностного по
тенциала.

Для 5 (х, Г, X) имеем, в силу вышеуказанных к условий, равно- 
I мерную по х оценку

|5(.г, Г, Х)|</Г(||П + /р.|),
где Л^>0— некоторая постоянная. Поскольку Ие 5>0, то при *1^>0  
символ Вг (х, Г, л) € ^л01+։'А (5^*0  — любое, £>0).

Рассмотрим ядра операторов 6’дг :

вх (х\ (г')"՜՛. >•) = Р¥ ՛ - (Г)"֊1 Х>-
Очевидно

Г Юл- (хл՜, >)| (г’)”1 <М< + ®, V*"  € 1.

нп-1

(20)

Далее, поскольку д?, Вг (х, (В )"՜՝, X) также принадлежит простран
ству Л, для любого мультииндекса а, то, в частности

для любых хл 7?л, Л и п.
Наконец, легко убедиться в том, что

Это утверждение следует из условия, что символы класса 2.д։՝ »»сла
бо“ зависят от далеких переменных.

Из условий (20)—(22) вытекает сходимость последовательности 
{>л (хл’)| при /V— ос. Обозначим ее предел через 'Ь(л) (х):

/V— ОО

Устремляя теперь п к со, получим, что

11т (х) = Р+ Вг (х, X} <рп

(предел понимается в смысле пространства СЛ° 
Лемма доказана.
Замечание 3. Условия (20) —(22) обеспечивают существование 

семейства мер ц (х, dz', X), определенных на Нг
5*.  В этом пункте будет доказан основной результат настоящей 

статьи, а именно
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Теорема 2. Пусть операторы А и В с символами (1) и 
(4) удовлетворяют условиям (2), (3) и (13). Тогда, при достаточ
но больших Ч оператор R, задаваемый форму лой (12), является 
двусторонним регу ляризатором задачи (10), (11), точнее имеет 
место представление

Ж"Р=ЕД Т, где ||Л , -и < 1
С ( ) (23)

и

R о УЯ — Е Тг, где (24)

Доказательство теоремы основано на формуле композиции, уста
новленной в [3] для псевдодифференциальных операторов с символа
ми, принадлежащими классам и 'ЭД՛*,  а именно (см. [2], теоре
ма 2.3, а также [4|, теорема 4.1) имеет место

Теорема 3. Пусть (х, М 6 2^’* и (?2 (х, к) £ / ։
| > > > 
где I достаточно велико. Тогда оператор (2 = (2Х ъ ф2 пором дает
ся символом (?(х, 5, к), принадлемащем классу 2£д где <7 = <714-<72, 
при этом имеет место разложение

Q (х, Е, X) = 2 4 д! <2, (х. Е, X) О; <2 (х, Е, X) + <2, (х, Е, X), (25)
|-։|<Л а'

где остаточный член (х, £, к) принадлежит классу У/1!՛ * для лю- 
бого > <71 + <7г — г.

Замечание 4. Формула (25) остается справедливой и в том 
случае ([2], теорема 2.4), когда (х, к)£'2^5,

<22(х, г, к) = 5^(х, к) (5^ Т

Заметим также, что эта формула верна и в случае, когда 
02 =*?  + •$’.

Доказательство теоремы 2. Ограничимся доказатель
ством утверждения (23), поскольку (24) проверяется аналогично.

Пусть вначале/^ СЬг (//+). В силу леммы 1 Р*  Л~~ЧСП (Н^).

Рассмотрим композицию А г> Р~А՜^ I/. Ввиду того, что А — диф
ференциальный оператор второго порядка, то в силу формулы компо
зиции (25), имеем представление

До Р+ (А֊Ч/) = Р+ (А о Д֊» !/) = Р+ (£+ С_14֊С-\) //, (26)

где

(27)
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-- — ֊ — ■ ■ . 2 . ■■ ■ гг - _ _

Легко проверяется, что символы С_/ , г = 1, 2 принадлежат

классам У7/+։'*.  Действительно, — ?’О

откуда следует, что С֊1 £ +6* С

ь՜2
Покажем теперь, что символы

Аналогично устанавливается, что

С _/ удовлетворяют оценке

— —+ е
|С_, (*,  5, Х)|, < М Же Х| 2 , ; = 1, 2. (28)

Это вытекает из следующей теоремы, доказанной в работе [21 
Теорема 4 ([2], теорема 1.2). Пусть Р (х, Г) €тогда

символ

<Ж Ч 1)= р (*, V) (29)

принадлежит классу с ч = р — к — ? — э, где к 0 — целое чис
ло, а е — произвольное положительное число. При этом справедлива 
оценка

_ «I

М» ’ (Г, >■) <2 (х, 5, >֊Ж < М |Ие >-| 2 , 0<г։<е, Ке ). > а>0. (30)

Легко убедиться в том, что символы С-\ и С-2 представимы в 
виде произведения символов вида (29) и, в силу сформулированной 
теоремы 3, для них имеют место оценки (28).

Таким образом, для любого СЬ2 (Н+) имеем представление

А о Р+А֊' Ц = Р+ /+Т2/> (31)
А АЛ

где через5Г2 обозначен оператор С-\ 4՜ С ֊2 .
В силу (28)

2_
IЛ Л (л+)< М Ж© Х|՛ )/( , +р (32)

откуда следует, что при достаточно большом |Ие Х| и достаточно ма- 
А

лом 8^>0 норма оператора Т2 меньше 1.
Далее,|для произвольного /£СА° (//*),  необходимо взять последо

вательность {/„), /л С£։ (//+), сходящуюся к / в СС (Л/+).
Для каждой функции /я, л = 1, 2, ••֊, неравенство (32) нами уста

новлено, совершая в нем предельный переход, легко убедиться в его 
справедливости для /£ СА° (Н{).

Совершенно аналогично, применяя оператор А ко второму сла
гаемому представления (12), можно убедиться, что для него имеет 
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место оценка, аналогичная неравенству (32) (здесь мы пользуемся тем 
обстоятельством, что оператор, построенный по произведению сим
волов АВХ суть нулевой оператор.

Используя формулу композиции, можно далее убедиться, что 
граничное условие (11) выполняется с точностью до оператора с ма
лой нормой.

Теорема доказана.
Ереванский государственный университет, 
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 16.VI. 1976

Ռ. I.. Շ1ԱՈԱՂՅԱՆ. էլիպտական խնդիր պարամետրով անվերջ թՎուք անկախ փոփոխա
կաններից կախված երկրորդ կարդի նավաււարումների Տամար (ամփոփում)

Հոդվածում ընդհանրացվում են (1 յ աշխատանքում ստացված արդյունքները ա {ն դեպքի 

համար, երք դիտարկվ ող օպերատորների սիմվոյներր կախված են Հ֊ից։

Փոփոխ ական սիմվոլով երկրորդ կարդի էլիպտական տիպի հավասարման համար դրվում է 

եդրա ւին խնդիր կի ս ա տ ա ր ա ծ ո ւ /7 յուն ո ւմ և կառուցվում նրա ը եդո ւլ յա րիդ ա տ ո ր ր :

R. L. SHACHBAGIAN- Elliptical problem with a parameter for the second 
order differential equations with infinite number of independent variables 

(summary)

The results of [ 1 ] are generalized to the cas**,  when the symbols of the opera
tors considered depend on x.

For the second order elliptical equation with variable symbol the boundary 
problem in the half space is considered and its regularizator is constructed.
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Г. М. АЙРАПЕТЯН

КРАТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И БАЗИСНОСТЬ 
НЕКОТОРЫХ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ В КЛАССАХ Н„ ХАРДИ

В работах М. М. Джрбашяна, посвященных вопросам представ
ления ядра Коши и решению интерполяционных задач в классе Н2 
Харди ([1], [2]), были построены биортогональные системы, порожден
ные произвольной последовательностью комплексных чисел под
чиненной условию

2 (1 — խ|2) < оо. (1)

С системой рациональных функций {г* (х)| ”, где

(տէ֊1)!/*՜։г* (г) =
(1֊а,

(* = 1, 2,--) (2)

и 1 кратность появления числа а* в совокупности при усло
вии (1) ассоциируется система (2* (г)}” аналитических и ограничен
ных в круге |г| < 1 функций, биортогональная с нею на единичной 
окружности.

Путем определенной модификации системы {2* (х)}^ в работе 
[2] была построена другая система {2’ (г)}”, также биортогональная 
с системой {г* (г)|р на окружности |г| = 1. При помощи этой новой 
системы М. М. Джрбашяну удалось установить результаты о суще
ствовании и явном представлении посредством системы {2* (г)1~ Ре՜ 
шений интерполяционной задачи вида

/<г)€ М. Л՜” ('«/) = «’/ (7=1, 2,--) (3)
для узлов ограниченной кратности 5 = эир $&< оо и при соблюде
нии условия обобщенной отделимости

ւոք П
Օյ

օ>0. (4)

Каждая из биортогональных систем {г, (г)} и {^« (г)} не замкнута в 
метрике пространств Харди Нр В связи с этим м. м.
Джрбашяном в работе [2| был поставлен вопрос об исследовании ба
зисное™ этих систем в подпространстве {<**} с: Нр (1<^7><^°°) 
их замкнутой линейной оболочки.
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В работе автора |3] была установлена базисность этих систем в 
подпространствах ^'р । ) (1<^р<^оо)в том частном слу ։ае, когда все 
числа последовательности {<*;}* отличны друг от друга и удовлетво
ряют условию (4) отделимости Л. Карлесона [4]. В другой работе 
автора [5] доказывается, что условие (4) вместе с условием

зир з* — з < сю 
* > 1 (5)

является необходимым и достаточным для того, чтобы системы г* (г)}" 
и {2* (г)}* образовали безусловный базис в >֊2{а*|. Там же было до
казано, что решение интерполяционной задачи (3) можно представить 
посредством системы {2»։ (г)}^ в виде

©С
/(*) = 2 М- (б)

1

Отметим, что базисность систем {гь (г)}՞ и {2^ (г)}* в Х2 при 
з* -- 1 (к - 1, 2,-) была установлена раньше в работах [6] и [7|. 
В связи с этим отметим также работы [8] и [9].

В настоящей статье исследуются вопросы базисности систем 
{г* (г))* и {2* (г)}7 в подпространствах [а*}, а также интерполя՜ 
ционная задача в пространствах Нр (0 < р < ос).

Метод исследования этих задач аналогичен методу, который при
менял автор в работе [3]. Мы существенно опираемся на результаты 
и оценки статей М. М. Джрбашяна [1] и [2] в классе Н2, а также на 
одну оценку Ф. А. Шамояна [10] в классе Нр (0 < р < со).

В § 1 статьи даются формулировки ряда лемм и теорем, на ко- 
орые мы существенно опираемся в дальнейшем. Здесь приводятся 

ттакже определения функций 2* (г)(&=1, 2, •••) и 2<и)(г) (£= 1, 2,• • •), Л»
(/1 = 1, 2, ■••), которые необходимы, когда мы рассматриваем 
интерполяцию в классе Нр (0 р 1).

В § 2 исследуется интерполяционная задача

։)(аД = (у=1, 2,-)

при 0<р<^оо. В теореме 1 доказывается, что если последователь
ность ՛а«) ~ удовлетворяет условиям (4) и (5) (коротко это будем обо՜ 
значать |оц}~ ^ △ ?), то для любой последовательности удовлет
воряющей условию

2 + 1 <еог (8)
/=։

функция о©
/ (*) = 2 ’Ш) 2, (г) (9}

1
при 1 р оо принадлежит классу Нр и является решением интер
поляционной задачи (7). В теореме 2 этого параграфа доказывается, 
что если то функция



264 Г. М. Айрапетян

ОО

f (г) = 2 wj
1

при 2/(п -|- 1) р < 1 принадлежит классу Нр и является решением ин
терполяционной задачи (7).

Отметим, что если sup fs*) =s<C°°> то условие {аА}" £ так
же необходимо для того, чтобы интерполяционная задача (7) имела 
решение для произвольной последовательности удовлетворяющей
условию (8). Указанная необходимость условия |я*)j“ С △ л- в случае 
s* = 1 (к = 1, 2,---) установлена в работах [11], [12],'и общий случай 
может быть легко получен на основании этих результатов цитирован
ных работ.

В § 3 доказывается, что условие |ял|“ £ необходимо и доста
точно для того, чтобы системы jr* (z)}^ и |2* (z)|f образовали ба
зис в подпространствах (аА| (1<С/><С°°).

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1. 1. (а). Пусть {а, |1՞0 (0-С|а7| < 1) — произвольная последователь- 
ность комплексных чисел, среди которых могут быть и числа про
извольной кратности.

Обозначим через $*?>1 и р» (п) кратность появления числа а* 
соответственно на отрезках (яу)“ и («у|р Впредь будем предпола
гать, что наша последовательность удовлетворяет условию Бляшке

«
2 (1- |аА|2)< + ОО.

1
(1-1)

Из этого условия очевидно следует, что при 
к (1 < к < со) з* < рь = рь (со) < 00•

В этом предположении нашу последовательность

любом целом

отнесем
к классу Д5, если

SUp Sfr = s

и при некотором 3 (0<^й<^1) соблюдается условие Л.
(1-2)

Карлесона

= о.
I 1—

(б). С последовательностью {яу| 
Бляшке

ассоциируем ее

(1.3)

функцию

л* ы, 
а/

а также функции
п

а ;
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Следуя работе [1], введем в рассмотрение системы функций

г к (г) = (*= 1,

а также

2л. к (^)
Ол, V ( ^-к )

(г-а,)'։“'”-;։‘+1~

265"Т - *

(1.5)

(1-6)

(4 = 1, 2, --,п), (1.7)
Рк <л)-л>

(1.9)

Нам необходимо рассматривать также систему функций

9 — 0

/1— \п= (г) („ = 1,2,...), (£ = 1, 2,...).
\1—а* г /

(1.10)

Отметим, что при п = 0 2^ (/) = 2ИД (& ~ 1, 2, • • •).
1.2. (а). Доказательства следующих лемм не отличаются от до

казательств лемм 1.2, 1.3, 1.6 работы [2].
Лемма А. Системы функций (г* (г)}^ и (2£ (г)}։~ биортогональ- 

ны на окружности |£| = 1 в смысле

~ 1'0(0 2^(01^1 = ^, (п = о, 1,-..). (1.11)

. 1'1=1

Лемма Б. Пусть {114}'" (1тп < оо)—произвольная последо
вательность комплексных чисел. Тогда регулярная и ограничен
ная в круге |г| << 1 функция 

т

4-1

удовлетворяет следующим интерполяционным условиям:

5т’՜ "(«•) = (1<.֊><т), (п = 0, 1, 2,.. ).

Лемма В. Если (аД* то для коэффициентов (1.8) спра
ведливы неравенства

|а, (а*)|<0(о, 5)(1֊ ЫУ»՜’,
где а (о, з)— некоторая постоянная, не зависящая от к.
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Следующая лемма доказана в работе [11 .
Лемма Г. Для произвольных значений переменных £ и \ и 

для любого п (1֊^ п со) справедливо том дество

1 о , , 5?(С) В„ (г)-----~— = У 2»,4(г)г4 (С) 4 *—=—1-----  (1.12) 
։—^ *=1--------------------------1—Сг

Приведем теперь неравенство из работы [10] в его эквивалент
ной формулировке.

Теорема А. Для любой функции / (г) £ Нр (0 р < со) спра֊ 
ведливо неравенство

УЦ/։‘ '’(«»)!” О 
*֊1

(1.13)

где С не зависит от / и {а*}* Д^.
(6) . Обозначим через Нр + класс голоморфных в £)< > = (г; 

|г|<П} функций, принадлежащих известному классу Нр Харди, а через 
Нр (£И֊))— класс голоморфных в = {г; [г| > 1} функций, предста
вимых в виде

где Е(г) £НР ([)< + )).
Для каждой функции 

последовательность функций
/ (г) £ Нр (г)1 })(1 р < со) рассмотрим

(1.14)

а также функцию

(1.15)

Справедлива следующая (см. [3])
Лемма Д. Пусть / (г) Нр (О^ (1 р со) — произвольная

функция. Тогда <
1° /?„(/; г)^Нр{И^)> (н = 1, 2,-..),
2° 1։т ||Яя (/; г)—R (/; г)Ир — 0. Л-**»

/?(/;

(в) . Введем в рассмотрение следующий класс функций (см. [13], 
[14]).

Обозначим через Хр[а*| класс функций, определенных вне точек 
окружности |г| = 1 и удовлетворяющих условиям

1. 7(г)е//р(^)), + \
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2. f{z) = B(z)f(z), /(«>)= О, f\z)^HP{D^)t z^D^.

3. Угловые граничные значения функций / (z) изнутри и извне 
окружности |z| = 1 почти всюду совпадают.
I Следующие леммы доказаны в работах [14] и [3].

Лемма Е. Для тою чтобы функция f (z)^ НР (Z)(r))(l<^ р <оо) 
принадлежала классу >•/>{«*}, необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось условие

B(t) t — z
|/|-1

, z^D^.

Л е м м а К. Любая функция f (z) Нр (D^) (Д < р < со) пред
ставима в виде

f (z) — fl (z) 4՜ /2 (г)>
где

fl (г) (а*|, /2 (z) = В (z)fi (z),

И
2-Z J B(t) t-z 

|/|-1
kHp(D^Y

§ 2. Интерполяция с кратными узлами в классах 
Нр(0<р<«э)

2.1. (а). Пусть (и>л}։<ю — некоторая последовательность комплекс
ных чисел, удовлетворяющая условию

2 (2.11
1

Если 1 <р<°о, то справедлива слелующая
। Теорема!. Если {«*)Т £ А$, то функция

X
[ /(г) = 2 ш. 2» (г) (2.2)
К 1

принадлежит классу Нр (£)( + 1) и для нее выполняются интерпо
ляционные условия

г /<^֊։)(а*) = иц (£==1, 2,.-.). _ (2.3)

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций
I л

(г) = V. и>ц 2* (г). (2.4)
1

Пользуясь теоремой Хана-Банаха, можем утверждать, что
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|5„ (z) - 5„ № = sup 1 [5,„ (О - S„ (/) ] g (<) |d/| 
ge'-Q 2^ J
ИгИ<1 ki’i

(2.5}

где q = pj{p- 1). Ho no (2.4) имеем

— — sup
g&-q 
llgll < ։

= sup g (Q 2» (C) |rf'|

где

g* (r) = 1 f t-1 g (1/C) Л
1r.i J 5(1/C) С-г 

i:l-։
€ H,DW). (2.6)

Учитывая теперь лемму В и теорему Рисса [15], будем иметь

|5„ — а (о, s) sup V V (1 — !aft|z)p*՜'' -----------------

_ I Ш _ Pk~sh
Xg^ 'k a (i, S) sup 2 |w.|(l-KIT* 2 X

* e л 4՜ 1 v «■ 0

_  I m I Pk~sk
X|w»l'։ (1—KlT’<։*֊1)+1| sup | 2 I 2 (1—|а։|У*-'*-’+։'’ x

} 1 ->=o

Но замечая, что

(l_|։*|0'’*֊’"J‘+,'<'|g'‘ s*->)

x(i-№)’(',‘֊s‘-”+!
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5

v-l

(/֊D ' Мл

из теоремы А получаем

I X sup У 2 (1-|«*1։)’ <'-”+1 («.)|’ <՝ А, С'+'-" а (4, s)
» у =4 k - п -г 1

и ( т 11 р■ X 2 |w*|" (1 — Ь*|’К <։*֊’> + 1 .
k в /1 4- 1 '

и, тем самым первое, утверждение теоремы доказано.
Теперь (2.3) немедленно следует из леммы Б.
Теорема 2. Если (а*}~ £ Лл- и при фиксированном р, 2/п-|֊1 1 

последовательность jw*)“ удовлетворяет условию (2.1)»
то р яд

(2.7)

сходится абсолютно и равномерно внутри круга и опреде
ляет функцию / (г) Нр (О'которая удовлетворяет следую
щим интерполяционным данным:

Л’г» (։>) = wH7 =i, 2,..-). (2-8)

Доказательство, 
из |z|<^l. Обозначая

Пусть F— некоторое замкнутое множество

= тах {*), 
I 
будем иметь и поэтому

I *nf |z ֊ ал|Л = р5> 0 (п=1, 2,-•s),

где р есть расстояние между множествами Г и Е = |а* |+ ։ . Но тогда 
из леммы В и (2.10) следует, что

|w* 2(лЛ) (г)! =

1«’л|
Pk֊sb„До (3, s)

Р5
2 (i-hiPp-’+X
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где А = max |В (г)/(1 — |z|)|, z<^F.
Но если 2/п 4՜ 1 Р < h то применяя неравенство

ГГ1
< У а՞ (а* >0),

А==1

(2.9»

получим

тем самым равномерная и абсолютная сходимость ряда доказана. 
Обозначим через Мр (г, /) величину

2»

м,, (г, /) = Г I/ (ге'։)Г </е (2.10)

о
и докажем, что ч

sup Мр (г, /) ОО.
0<г<1

Учитывая (2.9), для каждой функции 2(АЛ)(г) (к. — 1, 2, • • •) будем иметь

Pk֊sk
м„ (г, S<’>) < X 1а. (>»)|" (1֊ |а*|։)<> »

,=о

I кМ
I J,

< ар(8, s) (1֊Ы2\Р (Pk~՝| + Л> (1—|алР)-/’<р*-^+Л + 1 - v) -fl

Pk~sk
= a"(o, s) 2 (l-i“*l։)'’U‘"1’=sa',(«, s)(l-|«»|։)'(’*'”+։ 

V — О

и, тем самым, для любого 0 г 1 имеем
ео

мР(г. /х 2 \WP\i’MP(r, qw)< 
л=]

ОО

<2i)w*/>’ (1 -|“*1։)',“‘֊1Ж’ 
А=

так что функция / (г) из (2.7) принадлежит классу Нг>. Утверждение 
(2.8) следует из леммы Б.
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§ 3. О базисностн систем и (2* (г))~

3.1. (а). Лемма 3.1. Системы функций {г> и 
принадлежат классу Ьр (я«}.

Действительно, применяя лемму Е, имеем

I 1ДВ(')<-' „До-/«-./* В(О'-- ’

так как
I Г*՜1 1

------- =—— • ------------- = о (Н|՜2 ) при /—»ос.
(1—/«*)* ВШ-г)

Аналогично доказывается, что 2< (г) £ {ад}.
Лемма 3.2. Пусть удовлетворяет условию (1.2). Тогда 

для каждого к (к—\, 2, •-•)

с, (1 - ։ |г4„ < Сг (1 - м2)1'՛'’-’», (3.1)
где 0 Сх < С3 ос—постоянные, не зависящие от к.

Д о к а з а т е ль с т в о. Для каждой функции гл (г) (к — 1, 2, •••) 
при имеем

где С2 = $! 2₽у 2. Но при з* = 1

1/КН-1

< (1 -|ал|։)1^֊1 < С (1- ЫП1"-1,

где С не зависит от’А'. Тем самым, второе неравенство леммы доказано 
Обозначая теперь та—аг^я*, оценим величину Цг*|)р снизу. Имеем

с1(1֊Ы’)1,р-л*.

(б). Лемма 3.3. Если кратность узлов {а*}" не ограничена,
то есть
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sup Sj? = 00, 
k 1

то системы функций [г* (-г)}" и {2> (г)}~ не являются базисом в 
К Ы-(1<р<°°)-

Доказательство. Обозначая опять <рй = аг£ а*, будем иметь
Г |dC| |։" 
) (1--Са*Г* (

(sfe-l)!| С
2К I J

(1— |«а|2)2 Ч֊4|ак|I »-/>*!< 1-1«л1

(3.2)

теперь предполагая, что {г* (2)}” является базисом в {а>}, по тео
реме Банаха [16] должны иметь

ЬкРКС (3.3)
где С не зависит от Аг и

= sup 
/€\р{<Ц> 

п/ц < 1

Учитывая теорему Рисса [15]

֊ f / G) а* (') И 
2к J

|1^*Н</ = sup 
Ж, 

II /.I < I

и лемму К, получим

= sup

И/ll < А

sup
{<։*}

U/II Лр(1 + Лр)

где Ар не зависит от Аг и \lp-\-\fq =1. Так что из (3.3) следует
||г*[|р С**

Но учитывая, что При = рь 
ом- (1 -1^-1 Т *_______1 ^£1,

" (ри—1)! П а/ ~я> 'а>' г
<Хад 1 — ау ал а;

(3.4)

(3.5)
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как и в лемме 3.2 будем иметь (здесь |а*|>1/2)

I N)(3.6)
•J \ /

I Теперь из (3.2) и (3.6) для упомянутых к получим

р*

что противоречит (3.4).
Лемма 3.4. Если / (г) ~ )р (а*} и / ь (а>) = 0 (к= 1, 2, • • •), то 

/ (г) = 0.
Доказательство. Для любой функции / (г) Нр имеем

W.

Применяя лемму Г, получим

остается применить леммы Д и Е.
3.2(а). Для любой функции / (г) £ Нр (ЕН՜)) введем в рассмотре

ние ряд

1
(3.7)

где

<=*(/)= ֊ I/С)йГ(У|Л|(Л=1. 2.---). (3.8)
I " Jici -1
Из леммы В легко получить, что

|с» (/)|<Û (8, s) S (l֊|aJT‘-’|g!"‘"’֊V(3»)| (А = 1. (3.9)
и —О

где g* (z) определяется по формуле (2.7).
Лемма 3.5. Если Хр {ал} и с* (/) — 0 (к = 1, 2, • ■ • ), то 

f (z)=0.
Доказательство. Согласно определению класса Ур {а*1 на 

окружности р| = 1 имеем

В (t) Z/ 1 \ ՝*/(')=֊ /(֊). где f (г) е н„ (D<+>).

Применяя лемму Е, получаем
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I /Д)--- Л_ = I \ < / _Л_ = 0> г£ £>( + >,
' В (0 / — г ) I I — 2

|Л-1 4 <1-1

где ' ' •

так что / (а*}. Теперь согласно условию леммы имеем

с»'/>= Л и2* 1Л1 =■
‘2- л 

4Л=1
= —Ц/з ‘-£112*1- у'*»-^՜” (7*)г=0(Л=1, 2,-- ).

(зл—1)! ч=0 (/>* —х*—и)!
(3.10)

Учитывая, что ао(5л)=/=О {к = 1, 2,• • •), из (3.10) заключаем, что

У’*"'(а») = 0(Л = 1, 2,•••). Так что в силу леммы 3.4 будем иметь

/ (г) = 0 и, тем самым, лемма доказана.
Теорема 3. Для тою чтобы система 1г* (г)!" образовала ба

зис в )р (а*) (1<Ср<С°°)’ необходи мо и достаточно, чтобы
Доказательство. Для каждой функции / (?)^)р рас

смотрим последовательность функций
т

8т (г) V С* (О ГА (Д
1

(3.11)

где о (/)(&=!, 2,- • •) определяется по формуле (3.7). По теореме 
Хана-Банаха имеем

где

ЦЛ'/п ^л|} — Бир

1'1- ।

[5т(0 - 5„ (/)] я (0 |Л|

= Бир

gi:LQ 
Нгв ։

т

2 с* (У) С<։-֊։> (а։) 
л + 1

= 511 р

поп
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Учитывая теперь оценки (3.9), как и в заключительной части теоре
мы 1 докажем, что последовательность (3.11) фундаментальна в

(а>|. Но так как {а4| — замкнутое подпространство класса
Н, (Р<4))> то заключаем, что

Л

:

с* (/) Гц (z) — /0 (/) — о, /0 (г) £ >.р !а*|. 
р

(3.12)

Но тогда с. (/,) = с» (/) (к = 1, 2,- • •) и по лемме 3.5 / (г) ж/։ (г). Тем
самым, достаточность теоремы доказана.

Теперь предположим, что (г* (г)}։՝ является базисом в >р г* . 
Тогда как и в лемме 3.3 будем иметь

J С *»
где С (0<С<^°о) не зависит от к. Применяя опять это неравенство
для тех 4, для которых 5* = р*, согласно лемме 3.2 и (3.5) имеем

так что

*1—

1—’J ’А Cs!
Теперь, учитывая лемму 3.3, завершаем доказательство теоремы.

(в). Теорема 4. Для moto чт ы система (г)1Г оброзова-
ла базис в {а,}, необходимо и достаточно чтобы А .

Доказательство. Необходимость условия доказывается так 
же как и в теореме 3.

Рассмотрим последовательность функций

5„ 0) = 2 Г’*՜" (х*) 2. (х) (т = 1, 2,- • •). (3.13)
I

Так как по теореме А для точек (&=1, 2,--«) выполняется не
равенство

5(м)" (1 - |«»1։Г,*’1М+ ։< 
1

то тем же способом, как и в теореме 1 доказывается фундаменталь
ность последовательности (3.13). Так как каждая функция (г) при-

надлежит классу {алг)» то предел последовательности (3.13) / (г) 
также принадлежит классу лр {!*} и выполняются условия

Учитывая лемму 3.4, завершаем доказательство теоремы.
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В заключение выражаю благодарность профессору М. М. Джрба- 
шяну за постановку задачи и внимание к настоящей работе.
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2. Մ. 2ԱՅՐԱՊԵՏ8ԱՆ. Րւսցմապատիկ ինւոերս|Ո((ացիա և ոսւցիոնա[ ֆունկցիաների մի 
յ>իօրթոցոնւսլ սիստեմի բազիսությունբ 2արցիի /7 ղասերում (ամփոփում)

Հոդվածում բերվում է Ււ(0 թ < ՕՕ) տ ա ր ա ծ ութ յ ունն ե ր ում բազմապատիկ ին տեր պոլյա - 
ցիափ խնդրի լուծումր։ Գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պա յմ աններ, որպեսզի հետևյալ 
ֆունկցիաների սիստեմր

г к (z) —
(s>- 1_)! z5'-' 

(1—7.* *)'* (&-i, 2, •)

(к 1.2. * - • ) հանդես դա չու կար զն է j Ղ . } *-ու

նրա հետ բիօրթոդոնալ {Ջ* <-•>) սիստեմր կազմեն բադիս իրենց դծային թա դա

մինչպես նաև 

նթի էի ա կմ ան մեջ

H. M. HAIRAPETIAN. The multiple interpolation and the basisness of some 
systems of rational functions in Hardy H/։ classes (summary)

I
The multiple interpolation problem on the classes H/t (0 < p •< oo) is solved. The 

nacessary and sufficient conditions for the system of functions

(1 -afc z)'* (&՜ւ> 2; --)

(where hA|< 1 {k 1,2, •••), s* is the multiplisity of ik in and its biortho-

gonal system J (z) to form basae for their linear bulle in H(!</>< co) are 
found.
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Примечание при корректуре

Поскольку при sup {Sk} = 4-00 система {rA (z)}.w не является ба- | 
зисом в |аА} (1<^/?<^оо), то в силу одной теоремы из работы 
С. А. Виноградова „Базисы из показательных функций и свободная 
интерполяция в банаховых пространствах с //-нормой“ (ЛОМИ, 
т. 65, VH, 1976), множество {(/'* 11 f^H՞} не совпадает ни
с каким весовым пространством 1Р.

635-3
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Г. М. МУШЕГЯН

ОБ УНИВЕРСАЛЬНОСТИ РЯДОВ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ПЕРЕСТАНОВОК |

I
§1 . Введение

В настоящей работе рассматривается некоторый класс систем из*  
меримых, конечных и определенных на [0, 1] функций (х)}*_ ։, по| 
которым существует ряд

Л

I
п=1 I

который универсален относительно перестановок в смысле сходимо
сти почти всюду в пространстве измеримых функций.

В этом направлении интересные результаты получены А. М. 
Олевским |4| и Н. Б. Погосяном [6], для четкой формулировки кото
рых приведем следующее

Определение. Скажем, что ряд (х), составленный из 
п

измеримых конечных функций, является "-универсальным, если для 
любой измеримой (не обязательно конечной) функции £ (х) существует 
такая перестановка те = {п<} чисел натурального ряда, что

ес

почти всюду.
Теорема (А. М. Олевский). Существуют ортонормальная систе

ма (х); равномерно ограниченных функций, полиномы которой всю
ду плотны в пространстве С [0,1], и функция / £ (1<^р<^2), ряд 
Фурье которой те-универсален.

Как известно, вопрос о существовании тригонометрического ря- । 
да, почти всюду сходящегося к бесконечности, не решен.

В связи с этим П. Л. Ульяновым построен пример ортогональ
ного ряда, обладающего этим свойством и являющегося рядом Фурье 
в несобственном смысле от (см. [7]). Он же поставил вопрос о 
существовании сходящегося к -4՜ со ряда по ограниченной системе 
(см. [5], стр. 28). Пример, реализующий положительный ответ, при
надлежит Р. И. Осипову и А. А. Талаляну (см. [9]). Далее Ф. Г. 
Арутюняном [3] был указан тригонометрический ряд, который после 
некоторой перестановки слагаемых сходится к -р Аналогичный 
пример для системы Хаара был приведен А. М. Олевским (см. [4]).
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По системе Уолша и по базисам пространства С [0,1] такой пример 
построен Р. И. Овсепяном [10].

В работе [13] А. А. Талаляном было установлено существование 
ряда У ап ®л (х), где (?л (х)}— произвольный базис пространства кр, 
который универсален относительно перестановок в смысле сходимо
сти по мере и в смысле суммируемости почти всюду методами Чеза- 
ро положительного порядка. Первый пример ортогонального ряда, ко
торый при двух различных перестановках почти всюду сходится к 
различным функциям, был приведен П. Л. Ульяновым (см. [14]).
I П. Л. Ульяновым был поставлен вопрос (см. [8]): существует ли 
^-универсальный ряд по любой полной ортонормированной системе? В 
том случае, когда полная ортонормированная система ограничена, 
положительный ответ на этот вопрос дан Н. Б. Погосяном (см. [6]).

В настоящей работе по некоторым системам строятся г-универ՜ 
Сальные ряды, существование которых не следует из ранее извест
ных результатов (система Хаара, базисы пространства С [0,1] и т. д.). 
Одновременно приводится новое доказательство некоторых ранее из
вестных теорем (например, для тригонометрической системы и систе
мы Уолша).

При доказательстве используются свойства систем типа (/), при
веденные Ф. Г. Арутюняном в [1].

§ 2. Вспомогательные определения 
и обозначения

Пусть (фл (х)}—некоторая система функций, определенных на 
[0,1]. Рассмотрим полиномы

т1г Я
Рь (х) = V а/ф/(х); к = 1, и <2(х) = V 6*  Рь (х).

| Л— 1

Обозначим

тс! Рк (х) = п*,  1пс1 Рк (х) = лпь

1пб С?(х, {ф*])  = т'ш {пь, 1 тб О (х, [ф*])  = ппп

|и [Л (х, БПр

= БПр
) 
3 

/-1

3 а/ ф/-(х)

Ь1 Р( (х)

|и[<2(х, (Р»|)|| =(ЫП1

1и [<2(х, (фл|)]| = |и |(2(Х, (Л|)]|4-зир |и[Л (х, [ф«))]|.

Через А обозначим класс систем, измеримых, почти всюду ко
нечных функций {?*(х)определенных  на [0,1] таких, что для про-
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извольного интервала (а, Ь)с [0,1] и чисел е > 0, 0 < 6 1, /У^>0
существуют множества Е<1) и £’(2) и полином 

п 
Р(х)= V ак '£>к (х), Л 

Ь — т I
обладающие свойствами:

1° Е^\ Е& являются объединениями конечного числа интервалов 
Р'>П£<2) = 0, £<'>и£<2) с (а, Ь), р (£'>)>2֊‘(1-2֊1 8)(6—а), / =1, 2;

2° И |х: х£Е(1\ |Р(х)֊(֊1У|<8) >2֊’ (1-8)(6-а), 2 = 1, 2;
3 |1 {х: х£ [0, 1]\(а, 6), \Р (х)| < е} < (1 — Ь а) 8;
4е т > Я. |

В настоящей работе будет доказана следующая
Теорема 1. Пусть последовательности {(аг*,  {ел|*_р

такие, что 
♦о о©

£* 0, 8* > 0, к = 1, 2, • • •, У, е* 1, 8Л 1. (1)
Л=х Аг—1

Предположим, что ряд 
- "Ч
УаА Рк (х, {?*}), где Рк (х) = V а/ '?/(х), (2)
л=1 1=П/1

у довлетвоояет еле дующим условиям՝.

I. (х)}^ — система из класса А, для полиномов Рк (х) 
имеют место условия 1 , 2 . 3 , где е = £*,  (а, 6) = (ай, 6а), 8 = 8*,  
N--֊- Ы Л-1 (х), Е’1>=411, £<2) = Е'?-,

I ОО ЛО
П. и fl U (яа, 6а)1/=1 А=1

III. если г < к и I — 1 или 2, то имеет место одно из следую
щих соотношении:

либо (оа, 6а)<= Е{г1\ либо (ak, bk) П Е(г1} = 0;

IV. lim (6а — ак) = 0; к «с
V. lim ՛ U [я  Рк (х, {?})|  ~ 0 почти всюду на [0,1];* *Д’ ♦ ос

VI. ряд (2) расходится почти всюду на [0,1].
Тогда ряд

~ WA
2 2 аА ai <?i(x)
А=1 i — nk

֊-универсален.
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В формулировке теоремы 1, полагая Р*  (х, {?*')  — /л (х), где 
(X*  (х)} система Хаара, получим, что произвольный почти всюду на 
[0,1] расходящийся ряд Хаара

2 а, X*  (х), 
Д=1

для которого имеет место условие

Р |х: Нт а- 7„ (х) = 0} = 1,

^-универсален.

§ 3. Вспомогательные утверждения

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 1. Пусть d >0, 0<^ е< —, 0 < о 1, 0— некото-
2

рые числа, а (а, Ь) — интервал из [0,11. Тогда в условиях теоре
мы 1, существуют множество G и подсумма ряда (2)

т

Q (*)=  2 a*z Р*,  W, 
/—J

которая после некоторой перестановки г. ею слагаемых удовлет- 
воряет условиям:

a) d— е Q- (х) d 4֊ е при x^G,

6) I U [Qr (х, (<р})]|  < d 4- е при x^G,*

в) р |х: х^[0,1]\(а, 6), | U [Q (х, {<рА ))]| > е.) > (1 — b — а)(1 — о),
г) G а (а, 6), р (G) (6 — а)(1 — 3),
д) 7V<ind_{Q(x, (?л}).

Обозначим 
при х€£<'), /=1, 2, 3

1 ’ '1 О при xg-£■<*> U £« . (J)

Из условий теоремы 1 следует, что ряд 
се
2 «о Р>м (4)
А=1

расходится почти всюду на [0,1].
Справедливо следующее
Предложение 1. Если ряд

ас 
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расходится почти всюду на Е, то существует множество Е}, 
Е1аЕ, р(Е1) = р(Е), на котором имеют место следующие два 
условия:

_____ Л Л

11т У аА (х) = -|- эо и Пт У аЛ (х) = — оо. (5)
А-1 Л-ОО д_|

Доказательство предложения 1 легко получить, используя опре
деления класса А и условий I—IV теоремы 1. Для этого достаточно 
рассуждения, примененные для функций Хаара в работе [5] провести 

для системы [Рк (х)}, что делается почти дословно.
Предложение 2. Для произвольною открытого множества

С и чисел > 0, 0 <С АГ > 0 существуют множе

ства Е1У Е, и полином
т либо О-ь 

либо О
(6)

такие, что
1) и Е2 являются открытыми множествами, имеющими ко

нечное число составл яющих интервалов,

2) | и | Т (х, |/\|)]1 < с/֊г 7 при х£[0,1],
3) Г (х) < с/4֊ 7 при С; — б — 7 Т (х) — б при

х Л2 а С,

4) | II [ Г (х, {Л))]1 = 0 при х^С,

5) и(Л)>1—- г (С), 

Доказательство. Выберем числа №, R так, чтобы

Пусть [*$л(х)}~=1 — последовательность частичных сумм ряда (4),

= |х: а» Р„ (*)>0},  £?)(а)={л-: а» А (л:) <0},

Е„ (а) = £!•> (а) и £<2) (а). К к
Рассмотрим следующий ряд:

ОО
(8)

А-.И
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где

и 1 п<^к — 1),

аА при к £ [к: Е*  (?) с С, |։*| —т, 15Л (х)К<7 при всех х £ Ек(а),

О—в остальных случаях. (9)
Из предложения 1 следует, что ряд (8) сходится почти всюду 

на [0,1|, и при этом

* = Л1

почти всюду на С.
Следовательно,‘существует число М' М такое, что

Из определения функций Рь (х) имеем, что /г,|) и Л*- 1 являются 
объединением конечного числа интервалов. Из (10) вытекает, что 
имеет место хотя бы одно из следующих неравенств:

Л(С)(1֊^ (12)

Пусть для определенности имеет место первое неравенство (12).
Покажем, что р. (С). Из 1° и (9) имеем

| Ьк Рк{х) (1х 
о

Положим
ЛГ

Н(С).

(13)

(14)

Из (13) и (7) имеем

в

и
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Т(х)</х = 1т՝(х)</х4- 7’(х)</х+ Т(х)</х < ^Чр(С).
J J J R՝
0 г«1» с\:М‘)ил(2»

Учитывая (10), (11), (14), получим

֊ (1 ֊ -И I1 (С)- (</+ -1) ± и (С)(1-V) - </,л (С) + < И и (С).
.2 \ /\ / \ К Л /х /\

Отсюда и из (7) следует

R

Полагая, что в (12) справедливо второе неравенство, аналогично 
получили бы р (Л(1)) 2՜1 (<■ (С) (1 —тд). Следовательно, предложение
2 доказано.

Отметим, что способ построения полинома

У, Ьк Рк (х) 
к—Л1

не нов, он был применен в работах [1] и [11].
Пусть полгном 1\ (х) удовлетворяет условиям предложения 2, 

где С\ = (а, 6), </ = </, I = ь- е-2՜3, >] = 3-2֊3 . Л» = Г[1>, 
а число АГ выбрано так, что

а ) V р [х: х^(0,1), |Р*  (х) — РА(х)| >е>|< 2 (6 — о),
л ’ л ՛

оо

к=К'

Предположим, что уже определены полиномы { Тг (х)}]”1, множе
ства {Сг, /:*|), которые удовлетворяют требованиям предло
жения 2, где для Тг (х), ^/= с/, т =-р = е2-(г+2>, т] = = о2֊('’+2) 
.V — 1п<4 Тг-1 (х), =/7г1), Л(2) =-а множества Сг определяются
из следующих условий:

а) если г0>1, существует число г', г <^г0 и Г (Г <1 или 2) та
кие, что

при любых Г И X, V՛ \
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р) при любых фиксированных г, г0, /, 1 < г < г0 < /, I = 1 или 2 
имеет место одно из следующих соотношений:

либо СГо <= либо C-.nAJO = 0,

ггнп иU

на для любого г,
* = 1

.2 в противном случае.

Из условия 7) И ИЗ ТОГО, ЧТО £ <^ — имеем

d

учитывая условие 3) предложения 2, получим, что

А=1
-у> "Ри х € • (15)

откуда следует существование числа п , где

ri = min г: г i— 1, F<2) П

Положим

с'2)Л/, при

Т1 / \ d г(1)2 Tk на 7Г/
л-1

'I
П (х) ^d—z на 

*=1

(16)

Применяя предложение 2, где </=</, 7 = е-2 (/ + 2>, 7]_ &-2 (/•->, IV— 
= 1пс1 Т1-1 (х), С — С1, определим полином 7/(х).

Продолжая этот процесс, получим последовательности

Покажем, что ряд

5
А-1

(17)

сходится почти всюду на [0,1].
Сходимость ряда (17) на множестве

следует из условия 4) предложения 2, а на множестве
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и {с,\(Г}։> и/7;2»)} /=»!

из условия 3) предложения 2 и из а).

Предположим, что на множестве Е П и (Л'риА’р) ряд

ОО о»
(17) расходится. Ясно, что Е с П (] С( .

Ь— 1

Отсюда, учитывая а), будем иметь

при х £ Е, г = 1, 2, • • •. (18)

1,1 к
!>1

Из условия 2) предложения 2 и из (18) при х £ Е получим

4՜ тах 
пг<1<тг

(19)

X»

Так как — некоторая расходящаяся подпоследо-

вательность частичных сумм ряда

Л — I I а п д.
Ь. Р, (20)

%
то ряд (20) расходится на Е. Из предложения 1 и из (19) 
что н (£) = 0, и ряд (17) почти всюду на [0,11 сходится.

учитывая, что </----- -  <|7\ (х)| < </4֊ — на 7™ и Я»,
4 4

следует, 
Отсюда,

получим

пи (Л<։>и а;2՛) = о. Изопределения чисел и из условия 5)

предложения 2 имеем
ОО

о. (21)

Из условия *[)  следует, что если при некотором г и I
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При х^Е(г‘\ ТО существует /, />г, для которого С/=Отсюда, 
учитывая, что С1 = (а, Ь), легко убедиться в справедливости следую
щего соотношения:

а, 6)\ 6 (Гр’иЛ2’) с (х: </- — < V 7((х)<</ | и
I 4 ". 4 I

и 0 {СМЛЧиЛ։»)}. 
^-1

Следовательно, можно указать число М такое, что

Рассмотрим следующий полином:
_ м _
£(*) = 2 7* (х)»

Л=1

где
( —1)/+1</, при х^Е[1\ / = 1или

О при х £ } и Е[2),

(22)

Учитывая, что е< —, получим

R (х) = г/, при х £ Е = ) х: (1 —
.и

— • (23)4

Легко убедиться, что существует единственная последовательность 
натуральных чисел

* (1)
1 = пг \ и» < • • • < пл < Л/ такая, что Е — и ЕП[ • (24)I — 1

Ясно, что для полинома R (х) в условиях а), ?), ч) неравенство

примет вид

ооозначим частные суммы полинома (22) и
докажем следующее

Пусть - множество из объе динения.

(24),
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1 < л,s, к' тах {к: Гц (х) = — d, при х Ç Лл/ J

Тогда существует число nJt у довлетвор яющее следующим уело
виям:

1) Лл”сГ<»,

2) если при некотором 1 < /\ $ имеет место Ллу с/7!2' и
п / ։ т > то П)О т о

3) Т^О) (х) — и на 7^);  T^f)(x) = d на п = г, + 2, где*
а I Р У

{к, }^=\ = {к: к' <С /с < п՛! | Тц (х)| = d, при х £ Л«/),

{$}} р^=։ = {к: к' < I < л,, | Г*  (х)| = 4, при х £ Ел,}.

Доказательство. Так как 7\ (х) =—d при х (; то су- 

ществование числа к' очевидно. Из условия а) имеем Ец՛֊} (х)<^0, при 
х^ откуда легко убедиться, что множество непусто.
Из определения числа к4 следует, что

Л</) (х) = d при £ Гп\}, 1 < а < п. (25)а

Отсюда

~ ~ Г1 ~
А^(0(х) = /?*'-1(х)  г 7г (х)+ V 7* (0 (х) == е/ при х^/7/1’ 

'' .-!
И

/?г-1 (х) = — (г/ — !)</+</ = — Т 2<7^ 0 при х Т(„] и п ^-2.

(26)
Ясно, что

Ец -1 (х) = — (г/ — 3) </ при х £ Ец’ (х) —(—г/4֊1) d, при х •

(27)
В том случае, когда г с — 2, положим л7 = к' и условия 1) и 3) дока
заны. Пусть п ^>2. Примем к\/} = к' к\՝}. Предположим уже опре
делены числа к‘Р<^ • • • < к\^, 1<^п — 2, причем /:(/><^(/՝. Через к\^ 
обозначим число, удовлетворяющее условию =/(^’ . Существо՜ 
вание числа к^} следует из (27). Из условия 7) следует, что

1 г ' ~ 2’ Пусть определены числа к’/\ / = 1, 2, •• •, г» — 2- 
Ясно, что
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Полагая п/ = &г,-2, легко убедиться, что условия 1) и 3) т редложе- 
Ния 3 выполнены.

Предположим, что /’’л'? с: и А А*« 1/ = 0. Обозначим

!Й'> = {к: к' < к, I Г. (х)| = </, при х е Л'>֊); <к(гМ < • о՛'՛1.

Так как k\Jt} — к\Ч, П Fn , то учитывая, что из определения числа 

к' имеем Г*  (х) —■ d при x^F(n\} и к£\к: к'<^к, Тл (х)=£0, на А’лУ), 
легко убедиться в существовании числа Zo, /0 < г,, для которого имеет 
место условие I •

С= №, л» (х) = - т«> (о при х е t г<՛/.
* /, *!. у‘

Отсюда

кт=кт՝’ при т</0> и R (х) = R (х) + 2</, при x(-F՞!, •
1о I.

(29)
Если 10 = п, то из условия 7) из (29) получим, ЧТО ri < 5 и

*‘Д1<&Йь •• и П,•,>«,.

Предложение 3 доказано.
Предположим, что построена некоторая подсумма полинома (24), 

которая после некоторой перестановки слагаемых имеет вид
'•֊1

Q/_i (х) = Тп՝ (х), где 1 < п. < М, 1 < i < s (30)
V=1

и удовлетворяет следующим условиям:

Г) IUIQ/-. (х, {ГлЗ)]|= <//_! при х
I

2 ) <Л-1 (х) = Ь при х(; и Ел} = Е1-1,

3 ) если 7* 0 (х) = 0 на то к0£ п. ,

4 ) если Тк0 (х)^0 на то существует число V такое, что 
к ~ п/, 1 ^'/•^6—1,

5') Тп^ (х) = 0 при хб (о» Ь).

Заметим, что при i = 1, (х) = Тх (х), F^--F\x ’ и все условия Tj —
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5 ) выполнены.
Рассмотрим множество Пусть пу, к\1} < к{.р< ■ • • <^к(г]>

к<»<Н» < • числа, фигурирующие в формулировке
НИЯ 3. Пусть

I

I

Т/,И)(х)֊{- 7\ (х) 4- (х), при п. — к'
г) 1

7\(х) 4՜ 7\и) (х)> при п. — к\,}
9

ТПч (х) — в остальных случаях.

Из условий предложения 3 следует, что

7\ (х) = 7\ (0, При X £ Ал1? и I € (32|

Составим новый полином
- °՜՛ - I

Ql.l (х) = 3 Тп՝ (х). ' (33)
*=]

Из (32) следует, что полином (33) удовлетворяет условиям Г)- 
м— *

5'), где система {7\(х)} заменена системой ( 7\ (х)}. Учитывая, что 

все частичные суммы полинома ТПч (х) на Лд’1 принимают значения 

нуль или 7^ («/), у С то в (33) вместо Тп՝ (х), подставляя его 
выражение (31), раскрывая скобки, не нарушая порядок следования и 
перенумеровав, получим полином

(21 (*)  = 2 7\(х). (34)
4=1

Из предложения 3 легко следует, что полином (34) удовлетворяет 
всем условиям Г)—5), где 7—1 заменено на 7.

Продолжая этот процесс, получим полином

а (х) = 2 К (Д
> — 1 * И

который удовлетворяет условиям 1՜)—5 ), где 7—1 заменено числом 
5. Рассмотрим полином

(35)

Из (22) и из условий предложения 2, используя определения чисел 
п у будем иметь
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е

№.

О, при Л'ё (а, Ь),

Полагая в условиях предложения

лг

/V.,

подставляя в (35), получим

(36)
у=1

В полиноме (36), заменяя Рь(х) 
ложения 1, а также а°), р°) и из

на Р> (х) и учитывая условия пред- 
внутренней суммы в (36) отбрасы-

и

15 V

вая те слагаемые, для которых 6*  =₽ а*,  получим полином

* знак (') на средней сумме означает, что к не принимает те значения, для 
которых Ь^ак, в этом случае = 0 (см. (6)).

** знак (') означает, что к не обязан принимать все целочисленные значения .

5 ‘ * ГГ1 к

м —1 / — п

который удовлетворяет требованиям леммы 1,где

N'

и и х£[0,1], |11[а*  А (х, 1Ы)]|
е

§ 4. Доказательство теоремы

Вначале укажем такой подряд

V Д (х, (х)|)**
Л = 1

(37)

ряда (2), который после некоторой перестановки слагаемых прини 
мает вид
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ос 2Л 2
2 2 S (-1)1 ОД <*•  (9'1) (38)
л=1 г = 1 / — I

и удовлетворяет условиям

Г. р {х: tn |<2{։Л| (х) — X (л;)| > <3„} < зл; П = 1, 2, - - 
i =1, 2,

г = 1,--,2я,

где есть интервалы Хаара n-ого разбиения, а х(А„)~ харак
теристическая функция множества Д'.

1Г. 1> а„>0, V 2Л ая< 4- ОО, /„>0, tn I 0, 2 tn = 4-00, 
1 . 1

IIIе. р (х: х £ Уп, | U [t, Q^\ (х, (<рл))]| > tn 4- аЛ) < зЛг

IV=. р {х: xfa;, I U [6։ (х, {?*))][>  зя) Ол,

V . множество сегментов

{[ind QW (х, 1<р*) , ind Q\n\ (х, {<?*))]},  п = 1, 2,- • г = 1, 2, - • •, 2я;

попарно не пересекаются, то есть

lind ОД’, (*•  I?*)),  ind (х, (<p»|)]n 

n[ind (x, {։*},  ind <ОД(։(х, (®*|)|  = 0, 

если нарушается хотя бы одно из следующих равенств: п1 = п2, гг = rit 
1\ = 12-

Предположим, что уже построены полиномы

1ОД’(х, |<р»)), п = 1, 2, -»m; г = 1, 2, ■ •2”, ։ = 1, 2.

Полагая d = tn, е = оя, = оЛ, (а, 6) = и применяя лемму 1, 
построим полиномы Q(rm+])(x, {<?*})  и (х {?*}),  которые удов
летворяют условиям а) — д), причем это можно делать так, чтобы 
имели место неравенства

max {ind Q՝"'i(x, {?,}): n = 1, 2, - -, m; 1 <> <2՞, i = 1, 2)<

< jnd <?<"+՛’<Jt> {<F*})<i^d  ОД+|>(х, {®»})<таОД+!>(х, |<p։|)<

<tod Q<”+» (x, {«pj <ind Q^'l (x, {?։|)<ind Q<™+՛։ (x, {?»))<

<ind (7ЛЙ <Jt- (?»»> r=1> 2--՛՛. 2m+1-

Продолжая этот процесс, построим подряд (38). Ряд (2) разобьем на 
два ряда
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оо тЛ •

2 ' а» 2 а; ?; (х) + 2 " 2 а, ?, (х) (39)
д=1 *=«* *-1 /-л^

так, чтобы первый ряд после некоторой перестановки совпал с рядом 
(38). Из условия V следует, что

Нт ял сц (х) = 0 почти всюду на [0,1].

Отсюда легко убедиться, что для заданной измеримой функции 
а (х) (необязательно конечной)

«о 2« 2 « тя

2 2 2 (-1)'*«  (*»  {?<}) и 2" 2 а*а/?/(х)
I — 1 &=1 1=п^

можно перемешать и указать порядок следования слегаемых так, что- 
бы полученный ряд сходился к # (х). В полученном ряде вместо 

(х, {<р/ )), подставляя свое выражение по системе (?£ (х)) и учиты
вая условия III и IV, получим, что существует такая перестановка 
слагаемых ряда

Л=1 1х=»п^

при которой он сходится к § (х). Теорема доказана.
Замечание. Условие IV теоремы можно заменить требованием

со

/) 2 ал (*)  ~ + °° почти всюду на [0,11 и 
*-1

I
Рк (х) дх = 0.

о
Действительно, из условий теоремы и из (3) следует сходимость

рядов

I М —Р; (х)] и
со

2 |а*  [А (х) — Рк (х)]| почти всюду 
Л=1

на [0,1].

Остается убедиться в почти всюду расходимости ряда ^кРц(х), 
что можно получить из расходимости ряда 4 я^ Р?к (х) на подмноже
стве полной меры отрезка [0,1]. Достаточно провести доказательство 

так, как это сделано в работах [2] и [12] в случае, когда | Рк (х)|*̂1  
есть система Хаара.

Докажем, что по любой системе функций из класса, рассмотрен
ного в работе Ф. Г. Арутюняна [1], существует ряд, удовлетворяю
щий условиям нашей теоремы.

Обозначим через г множество двоично рациональных точек от
резка [0,1].
635-4
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Определение 4.1. Полином

Т(/) = V ХА (/) 
Л-р + 1

(40)

по системе Хаара назовем свободным, если сц а} У-1 (/) X, (/) — 0 для 
всех / £ [0, 1]\г, р + 1 Р + <?•

Определение 4.2. Пусть /—произвольный интервал из [0,1].
Условимся писать Г£/[‘Хд] (Г определяется по формуле (40)), если —Л
Г (/) свободный полином и ад ХА (0 = 0 для всех р-\-1֊^.к^р + д 
(через / обозначено замыкание интервала >/).

Пусть М — натуральное число, Т определяется по формуле (40), 
У—произвольный интервал из [0,1], ш — положительное число, 0<ш<1,

Л (0 = Р'2 * ₽*  ** (0-
Р։+1

Определение 4.3. Скажем, что '1\ Хх՝ (/, <») или соответ
ственно 7^ £ / ( Г, /, о>), если выполнены условия
а) Л£/(ХА),

б) 1пс1 [ Г, ('/.}  | N или соответственно 1пЗ [ Ти (Хд)] ։пс1 [ Г, (Х^|],*

в) |7՝1(/)|<11 для всех /£[0,1],

г) Р ({#: 1Л (01 = 1}) (/)•
Пусть, далее, 0 < 6 <£ 1— п-натуральное число. Обозначим через 
и Ш’ъ интервалы, центры которых совпадают соответственно с 

центрами интервалов

4° (*)  >0}(0), ^2) = (х: 'Хя (х) <0] «»*

и для которых, кроме того, выполняется соотношение

то положимЕсли 0 <о <£ 1,

х«’ (о = х„ а) при /$|[о.1]\(Дл"ил!,’')и л!,՛’л и д(Л

и интерполируем линейно и непрерывно на отрезках, лежащих вне 
указанного множества.

В случае 6 = 0 положим Х^ (/) = 7,п (/) для всех /£[0,1].
Пусть свободный полином Т определяется по формуле (40). По

ложим

Знак (0) означает внутренность множества.
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р + <7

Г'(О a*  ZV՛’ (О

Определение 4.4. Система измеримых функций опреде
ленных на [0,1], называется системой типа (Z), если существуют поло
жительные числа М и о), такие, что для любых чисел г ^>0,

интервала /с[0,1], натуральных чисел п и N существуют 
полиномы Т (t), Р (t) соответственно по системам {*/*}  и {?*},  число 
о', 0-С S которые удовлетворяют условиям:

а) Т^Еп (], ш),
б) пн! [Р, {<?}]  >*

в) |Рф֊ Г3')(0|<е, ^[0,1],
г) Ю[Р (I, {?})]|<Я  /€[0,1].*

!
Отметим, что как было показано в работе |1] системами типа 

(/), в частности, являются: тригонометрическая система, базисы про
странства С [0,1], система Уолша.

Справедливо следующее
Предложение 4. Если —система типа (/), то

для произвольных чисел е 0, 1^>3^>0, № и интервала (а, Ь) су
ществуют множества Л(1>, и Е{2' и полином Р (х, [<?*})>  обладающие 
свойствами

Г) Е^\ £(2) являются объединениями конечною числа интер
валов

ЕтпЕт = 0, £<՛> и £(г> с (а. 6). р (£('>) > (1 — 8) /=1, 2,—

2") |Р(х. |<?*|)  — при х € / = 1, 2»

3") при х€[0,1]\[а, 6|, 

4") |Р (х)| < 1 + г, |U[P(x, Ы)]|<М + 3, при х€ [0.1],
5") ind Р (X, {ф*})  > N.

Е О

— И ----------  •
2 212

Доказательство. Согласно определению 4.4 существуют по
линомы Л (х, (х*[),  7]'^ (х, (Хй(), РДх, {?*)),  удовлетворяющие всем 

условиям а)—г), где з и о соответственно заменены на

Пусть уже определены полиномы

которые удовлетворяют следующим условиям;
T=l|u U (х: Tj (х)
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IV՜) полиномы Т, (х, {/-*)),  Т\ /1 (х, {/(к5)})’ {?*})  удовлетворяют

условиям а)—г) определения 4.4, где е, о заменены числами ------
2/+1

Л
--------- -, а вместо / взято открытое множество С։-!, являющееся 
12-2'+»
объединением конечного числа . интервалов и удовлетворяющее усло
виям

и на каждом составляющем интервале множества С/-1, полином 
։—1
V Г, (х) принимает постоянное значение.

Заметим, что в случае т = 1 условия Г—IV՜ выполнены. Через 
Ст обозначим открытое множество, состоящее из объединения конеч
ного числа интервалов, удовлетворяющее условиям

Р (Сш) = н. (Ет), Н (Ст) < (6|- а)
<0 \«

и на каждом составляющем интервале которого функция принимает 
постоянное значение. Пусть {*7'1/-! —последовательность составляю
щих интервалов множества Сгп. Согласно определению 4.4, для интер
валов Х**,  / = 1, 2, • • •, 5т можно определить полиномы

^./(х, |Х.}), Т^»(х, Ы).

которые удовлетворяют’всем условиям а) — г), где е, о, / соответствен
но заменены через

$т
---------- » / = а числа п и /V 12.2^ 4-2’ '

выбраны так, чтобы имели место условия:
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1пс1 Тт(х, {'/*})<  тс! Тт, { (х, [Х#))<3пс1 Тт.1{ху (Х*|)<  

1ПС^ Тт, I +1 ( X, { /■Ц | )> 

։пЗ Рщ (х, {<рЛ}) < 1пс1 Р,п,1 (х, {<?*})  <

< ։пИ Рт,1 (х, (?*!)<  'шс1 Р,п,1 + \ (х, {«*),

В каждом интервале X'՞ выберем произвольную точку х/ и рассмот
рим полиномы

(43)

Так как Тт. I (х) есть свободный полином Хаара на /<*«>,  то из ус 
ловия г) определения 4.3 имеем

|*  |х: Тт, / (х)= 1} > Н (X՞) Н {*:  / (х) = — 1} > у *
Л

Отсюда и из определения полинома Тт^\ (х) легко убедиться в спра
ведливости условия

откуда

Н

1

Гак как множества

представлены в виде объединения конечного числа отрезков (откры
тых, полуоткрытых, замкнутых), то отсюда следует существование 
открытого множества б'т + ь состоящего из конечного числа интерва
лов, так что
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Р ( С /п + 1) — Р ( Ет )> Р (&т + I )( Ь О.

т

Условия (Г— IV ) провер։

Оои

и на каждом составляющем интервале множества Ст ’ 1 ФУ НКЦ 
т ч !
2 Т} (х) принимает постоянное значение.

ются непосредственно.
Выберем число т настолько большим, чтобы

(6 — а

Из (42)

гп

Учитывая, что Т՝; (х)—свободный полином на (а, 6) 

будем иметь
а (6-а)

12 -2'-'’
Стало быть

Ясно, что имеет место хотя бы одно из следующих неравенств:

(45)

Пусть имеет место первое из них.
Множества, стоящие под знаками р в (45), обозначим соответ

ственно через Е1 и Е2. Гак как Ту (х) — свободный полином Хаара 
на (а, 6), то
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Отсюда и из (44), (45) имеем
о

ак как при /-1 или 2

то учитывая (45) и (46), получим

Внутренность множества (х) = (— 1)/ + ։[ обозначим через Е<1}.

Учитывая, что | Т;^ (х) — (дг)| --
—

при х£[0,1], легко убедить

ся, что условия 1"), 2 ), 3 ), 5") 
вторую часть условия 4"), так как 

Поскольку

выполнены. Остается проверить 
первая часть очевидна.

I

то для произвольного х £ [0,1] имеем

| 1) [/>(*.  < Бир ^Л(х)
т ,,

-Нир 
1 1<т

Бир X

и предложение 4 доказано.
Убедимся, что по системе (х)} типа (/) 

сальный ряд. Пусть последовательности (г*}^
существует "-универ- 
и 1МГ-1 удовлетво

ряют условиям

3 ^<1» 2 ^<1, £)» |0, % ю. 
Л—I А—1

(46')

Предположим, что построены полиномы (х), п пт, I
— <зл), которые удовлетворяют условиям предложения 4, где
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7Т

6 = 8Я, (а, Ь)=(а<‘\ Ы"), [(«<*’, 6^)= (0,1), = И,

а число М выбрано так, чтобы

Ы Я1’1 (х) < Ы (х) при /2 >/1, а в случае, 

когда ^'2 ^1«
При этом имеют место следующие дополнительные условия: 

i) U |а(Д W] = [°»1!’ (а(!)» П(а<м, 6(/)) = 0, при i=f=k, j =I =^\ 7 7 7 7
п) для Любых чисел у։, /2, /2, 1 -С Л <С/2 С шр 1 С 4 ՝гС 3/-1 1 >С

-С4՝С3п имеет место одно из следующих соотношений:

либо (a(G), czЕ\1 i> либо (а('։), 6*' г)) А £(.°/ = 0 ՝ J2 It ' J\*  *i  J։ /t >։• *i
где через Е(1\ I = 1 или 2 обозначено множество Е1, соответствую
щее полиному Р'Л (х) в предложении 4,

Учитывая, что множества Е'1\ имеют конечное число составляю 
щих интервалов, легко убедиться, что существует последовательность 
интервалов 6^), г =1, 2,- •> 3т+1), удовлетворяющая всем
трем предыдущим условиям, где число т заменено на т 4֊1.

Полагая

e=hzi2_, 8 = о„+1( (а, Ь) = (а<Д„ 6»>+1), i =1, 2,■ , о,„ +1, 
3т + 1

согласно предложению 4 последовательно определим полиномы 

rtlhu Ы), Р^+, (X, Inl), , Р^+\'(х. l?4J), 

так, чтобы имело место условие

ind Р{̂ т} (х, {?>*)) <jn_d |©*))<ind  Pif+t (х, (?*))<

ind (х> {?*/)  ПРИ любом z, i = 1, 2,- • •, a^+i—1.
Предположим, что уже построена последовательность

{?*})./•=։.  2.-(47>
Имеем
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Пусть последовательность {аЛ}~ ։ удовлетворяет условию аЛ —* 0 
во

при П -> оо И 2 <*2  = +оо, 
я=!

тогда из (48) следует, что ряд
ОО 5/1
2 2 ал [Р1п (х, {«>*})]* — -|-оо почти всюду на |0,1|. (49)
л=1 <=1

Легко убедиться, что ряд
֊ ’л
2 2^(*>  {<₽«!) (50)
л-1 /=1

удовлетворяет условиям I—V теоремы. Подставляя в (50) вместо 
Р‘п (*>  {?*})  его выражение из (49), согласно замечанию будем иметь, 
что полученный ряд ^-универсален.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 13.11.1977

Լ. ։г. ւրու՚ՇհՂՅԱՆ. Տեղափոխությունների նկատմամբ շարքերի ունիվերսալության մասին
ամփոփում )

Աշխատանքում բերվում է ֆունկցիոնալ հաջորդականությունների մի դասի (0֊[@։1]՜ի 
բո["ր բազիսները պարունակող ք, որոնցով գոյություն ունեն տեղափոխությունների նկատմամբ 
ունիվերսալ շարքեր ։

G. M. MOUSHEHGlAN. On the series, universal with respect to transpositions 
(summary)

The paper describes a class of functional sequences, which includes all basae 
from C (0,1] and in which serias universal with respect to transpositions existe.
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С. Н. МАНУКЯНОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ПОНЯТИЙ ВНЕШНЕЙ И ВНУТРЕННЕЙ ТОЧКИ ОТНОСИТЕЛЬНО КОНСТРУКТИВНОЙ ЗАМКНУТОЙ КРИВОЙ

орема. Существует несамопересекающаяся замкнутая

Рассматриваемые понятия конструктивного анализа определяются таким же образом, как в [1]—|5|.Цель дальнейших рассмотрений заключается в доказательстве следующей теоремы.Те
[конструктивная кривая 5, не имеющая угловой функции относи
тельно некоторой точки х?у, удаленной от 5.Таким образом, можно построить конструктивную замкнутую са- монепересекающуюся кривую, для которой некоторая точка, удаленная от нее, не является ни внешней, ни внутренней относительно этой кривой.Для доказательства теоремы нам потребуются некоторые дополнительные утверждения.Пусть Ф—точное невырожденное дизъюнктное бесконечное сегментное покрытие сегмента а&Ь. Говорим, что сегменты Ф/ и Фу покрытия Ф являются связными, если существует конечная последовательность сегментов Ф/։, Ф/,, •••, Ф/5, такая, что1. (Ф/։ = Ф/&Ф/9 Ф,)\/(Ф‘‘ =■ Ф/л = ф0;2. для всякого где 1Эп (Ф^) = Эл (Ф/ /+1).Лем ма. Каково бы ни было бесконечное сегментное точное 
невырож денное дизъюнктное покрытие Ф сегмента а^Ь, невозмо
жен алгорифм б такой, что для всяких натуральных чисел г, у (/ * у), и 0 (г * у) = Л, если Ф/ и Фу связные, б (7 * у) =£= Л, если Ф/ и Фу не связные.Доказательство. Пусть Ф — покрытие сегмента а&Ь, обладающее перечисленными свойствами; для простоты положим а £ Фо.Пусть существует алгорифм б со свойствами, указанными в формулировке леммы. Тогда при помощи алгорифма б можно построить алгорифм ш, такой что при любом натуральном п имеют место следующие условия:1) «> перерабатывает п в рациональную точку вида а -Т т X 
X (Ь — а)-2~п , где т — некоторое натуральное число, т^2‘",



304 С. Н. Манукян2) Каждый из сегментов Фг и ФА, объединению которых принадлежит ш (п), связен с Фо.3) Каждый из сегментов Фг и ФА, объединению которых принадлежит <о (п) 3- (Ь — а)՝2~п не связен с Фо.В самом деле, для построения алгорифма ш с требуемыми свойствами достаточно положитьш (п) = а -Г 2՜" -(6 — а) • (|1 кк [О (К (а 4֊
+ (Ь-а) к-2-՞ ) * 0) * Л] - 1), где через К обозначен один из характеристических алгорифмов покрытия Ф.Легко видеть, что при всяком п будет ш (п 4- 1) ~ <о (и) или (п-}՜]) = и» (и) 4՜ (Ь — а)-2”(л + 1). Отсюда следует, что всегда 0 < <з1)(п4_р)—10 (п) <2֊л (Ь—а), а потому последовательность ш конструктивно сходится. Построим /7?-число х такое, что ш (п) —* х. Тогда, как легко проверить, для всякого /7?-числа у £ а^Ь оказывается: если то каждый из сегментов Ф։ и Ф/, объединению которых принадлежит у, связен с Фо, если же у^>х, то каждый из сегментов Ф/ и Ф7, объединению которых принадлежит у, не связен с Фо. (Действительно, если у <С х, то u)(n)^> у при некотором п, и сегменты Ф/ и Ф7 связаны с Фо; если же у х, то w (п) 4՜ 2~л '(Ь— а) <^у при некотором п, тогда Ф/ и Ф/. не могут быть связаными с Фо). Рассмотрим теперь сегменты Фг и Фу, объединению которых принадлежит х. Построим сегменты ФЛ1 и ФА։, соседние, соответственно, с Фл и ФА и отличные от Фг и Ф5 (такие сегменты можно построить в силу утверждения из 11], стр. 463). Положимг = — min (|Ф,|, |Ф,|, |Ф„ |, |Ф^). 

21«Рассматривая в роли у число х — е, легко показать, что каждый из сегментов Фг и Фг связен с Фо. Рассматривая в роли у число х 4՜-• легко показать, что каждый из сегментов Фг и Ф$ не связен с Фо. Полученное противоречие завершает доказательство.Доказательство теоремы. Согласно [1] построим сегментное дизъюнктное невырожденное точное бесконечное покрытие Ф сегмента ОМ, обладающее свойствами О^Фо, 1 € Фр Построим алгорифмы ; и т? такие, что (1) ; (0) = 0; (2) для всякого 7, если 7^=0, то Эп (Ф:(։)) — Эл (Ф/); (3) т) (1) — 1; (4) для всякого 7, если 7=^=1, то Эл (Фг 0)) = Эп (Ф/) (возможность построения таких алгорифмов следует из [1], стр. 463).Пользуясь теоремой из [6], построим несамопересекающиеся и не Г7/ пересекающиеся друг с другом конструктивные простые дуги г и г > заданные на сегменте ОМ, содержащиеся в замкнутом квадрате 0-И * ОМ и такие, что Г' соединяет точку 0-0 с точкой lol, a F соединяет точку 0о1 с точкой 1о0.



О свойстве функций 305Через 1Е и к' (соответственно и" и И") обозначим левую и правую компоненты кривой Е' (соответственно У7").Построим алгорифм Л, такой что
Ai =---- min (|Ф,-|, при любом натуральном Z.Построим конструктивные последовательности функций , ՛/, ф", У такие, что при любом /^>1 функции <р,։ заданы на сегментеЭл (Ф/) △ Эл (Ф /) 4֊ Эп (Ф/) 2и удовлетворяют при всяком А принадлежащем этому сегменту, следующим условиям:Ф; (0 = д. >и' (2- (< ~ Эл (Ф'» ) - Л • V ") +■' \ !Ф,| / \ 1*<| /+ Эп (Ф/);

{1}=А1 . у /2« ֊֊Эл (Ф, ))Ч + л / 2и_Эл_(2М) р Л;■' \ |Ф/1 / к |Ф.| '

сегменте Эл (Ф,) △
функции <р։, <1Л при />1 заданы на том же сегменте и удовлетворяют таким же условиям, с заменой и՛ на и и V' на И'.Построим К' и К"—конструктивные последовательности кривых — таким образом, что при любом г 2>1 кривые К1 и К1 определены на Эл (Ф/) + Эп (Ф/) ----------- - ---------------равенствами

к\ (о = ?;(о оф; (о, аг; (о =Нетрудно убедиться в том, что и АГ- при каждом / ^> 1 суть не- самопересекающиеся и не пересекающие друг друга кривые, такие что К'{ соединяет точку Эп (Ф,) з (—Л,) с точкой Эп (Ф/) з Л/, АГ/ соединяет точку (Эп (Ф/) — Л/ ) з 0 с точкой (Эп (Ф, ) + Л/) з 0, причем обе кривые К\ и К, не выходят за пределы замкнутого квадрата с вершинами(Эп (Ф։-)— Ai) <з0, Эп (Ф/ ) зА/, (Эп (Ф/)+ Ai) з0, Эп (Ф/) з (—Л/)(в этом замечании термин „замкнутый квадрат“ употреблен не в том смысле, в каком этот термин был определен в [3], однако он истолковывается очевидным образом).Теперь построим последовательности кривых А , А , R , А таким образом, что при любом /^>1
Ц = ЛО Эл(ф/)+Э1,(ф,„ д9п(ф;) (Эп (Ф<) зА д Эп (Ф,) .

2 *О (2 - Эп (Ф< )) * Эп (Ф,) а (2 ֊ Эп (ф/)) Д (4 - Эп (Ф,)) з
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— ' ' . ......................... .... ' -—да (2 —Эп (Ф/)) * (4 —Эп (Ф,)о (2-Эп (Ф/)) Л (4-Эп (Ф/)) ао (Эп (Ф,)-2) • (4 — Эп (Ф;))а (Эп (ФО —2) Д (Эп(^)=> а(Эп (Ф/)-2) • Эп(Ф,(0)а (Эп (Ф,) —2) ДЭп(Ф,(0) о3 (— -4,,<о):

~ ЛОЭд (Фр + Эп (Фр ((Эп (Ф/) + А։) о 0Л 
____ __Д Эп (ФрД (Эп (Фг,(П) — Лт.(о) ^0);далее при любом 1\> 1 кривая (соответственно получается посредством склеивания кривых К\ и А’ (соответственно, К". и Л։), и наконец

R', = ЛОф0 (ОзОДОз (— ЛГ|(о)) * Оз (— Ап(о)) ДД Эп (Фт)(и)) з (—ЛГ((0))),~ ЛОф, (ОзОД (Эп (Ф,] (0)) — АТ) (0)) °0),
R'՝ = ЛОф, (1з (֊ Лх) Д 1 о0),
R; = ЛОф, ((1 -л^зодгзо).Очевидно, что для каждой из последовательностей R' и R" удовлетворены условия „Теоремы о склеивании“ (см., например, [1|, стр. 479), а потому можно построить кривые Н' и Н’\ заданные на 0Д1 и такие, что для всякого г имеют место равенства Н' (t) = R՚l (/), Н" (/) = 

— В, (/) при каждом / Ф/. Легко проверить, что Н' и Н" суть простые дуги , не пересекающиеся друг с другом, не содержащие точек открытого квадрата 1^3՜ ( — 1)71 и такие, что Н' (0) = Н" (0) = 0з0, Я'(1) = Н"(1) = ьо.Построим, наконец, кривую 5 на сегменте 0Д1, такую что при любом х^0Д1
5 (х) = Н" (2 — 2х) при

5 (х) —Н (2х) при 0
Ясно, что 5՝ несамопересекающаяся замкнутая кривая, определенная на 0Д1. Г Докажем, что 5 не имеет угловой функции относительно точки 2з0 (то, что точка 2з0 удалена от 5, следует из построения 5). Этим будет, очевидно, завершено доказательство теоремы.Допустим, что 5 имеет угловую функцию ? относительно 2’0. Из определения кривой Н' и кривых А՜ при 7>1 следует, что для любого / }> 1 при



О свойстве функций 307

х £ —Эл (Ф/)Д -֊֊(Эл (Ф/) Ч֊Эп (Ф,))2 4значения <р (х) находятся в промежутке вида
при некотором целом д; с другой стороны, на сегменте— • (Эл (Ф/) 4- Эп (Ф;)) Д — Эп (Фг)) 4 2кривая 5 представляет собой линейный образ цепочки отрезковЭп (Ф() оЛ/ А Эп (Ф/) з (2 — Эп (Ф/)) * Эп (Ф4) зз (2—Эп (Ф/)) △ (4 — Эп (Ф/ )) з (2 — Эп (Ф/)) * (4 —-Эп (ФО) з (2 — Эп (Ф,)) А (4-Эп (ФО) з (Эп (ФО--2)) * (4-Эп(ФИ)з(Эп(ФО֊2) Д(Эп(Фт<(0)зз (Эп (Ф/) - 2)) * (Эп (Фп (о ) з (Эп (Ф/) ֊ 2)) Дд Эп (Фт,(/)) з (— ЛЛ(о).Отсюда вытекает, что для всякого IС> 1 осуществимо целое д, такое что имеют место соотношения

Но тогда для всякой системы натуральных чисел (/р •••./*), больших 1 и удовлетворяющих условию Эп (Ф<;) — Эл (Ф<у+1) при осуществимо целое число д, такое что
при всех у от 1 до к. Следовательно, для всякой системы сегментов Ф/։> Ф/,»-,։>Ф«л> удовлетворяющей указанным условиям, имеем

Пользуясь только что установленными соотношениями, мы можем теперь построить алгорифм 6, применимый ко всякому слову вида1 * у, где I и у — натуральные числа и такой, что при любых нату-
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------'.1. -----------== ■ ■' 1 ■■■ . .Л—------- Jральных 7 и у 6 (7 * /) — Л, если Ф/ и Ф/ связны, и 9 (7 * у) =/= Л — в противном случае. Для этого достаточно построить алгорифм такой что при любых натуральных 7 и уГ (/ ♦ 0) = 7, с* (7 * (у+ 1)) = НГ (7 *у)),после чего алгорифм 0 определяется следующими соотношениями:9 (7 * 7) = Л; 9 (7 * у) = О (- (7) * у) = б (tj (7) * у) =— 9(7 * Ա7)) = 9(7 * Ա7)),если 7^>1, у 1 и осуществимо натуральное число

такое что Эл (Фе</. *) = Эл (Фу) V Эл (Фе (у. А)) = --Эл(Ф( ), то 9 (7 * у) = А,если 7 > 1, у^>1, и невозможно натуральное число к с указанными свойствами, то б (7 * у) = 1. Легко проверить, что построенный таким образом алгорифм 0 удовлетворяет перечисленным выше условиям. Однако такой алгорифм невозможен в силу леммы.Доказательство теоремы окончено.Аналогичным образом можно показать, что всякая точка, принадлежащая открытому квадрату 1 V Зг (—1)7 1, обладает таким же свойством, какое мы установили в отношении точки 2^0. С другой стороны, можно показать, что существуют точки, внешние относительно кривой 5, а также и точки, внутренние относительно нее.Формулировка основной теоремы настоящей статьи была опубликована в [7].
Вычислительный центр 
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Ս. Ն. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ. Կոնuարու կտիւ| փակ կորի նկասւմամյ? արտաքին և նԼրքին կետի զա՜ ւլափարների մի հատկության մաււին (ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ qn յու [f յուն ունի ինքն իր Հետ չհատվող կոնստրուկտիվ փակ կէք՝
որի Համար Նրանից հ ե ո ա ց վ ա ծ ինչ֊որ կետ ոչ արտաքին է և ոչ ներքին:

S. N. MANUKIAN. On a property of ihe notion of interior and exsterior 
point with respect to constructive closed curve (summary)

It is proved, that there exists a constructive closed curve without selfinter
sections with respect to which some distant point is neither interior nor exterior.
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ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ

Введение

В области О — ||г| 1) рассмотрим эллиптическую систему
До и.\х (1)

где До, Др Д2 — постоянные, вообще говоря комплексные, квадрат
ные матрицы порядка п; и (г) = (г), • • •, ы,։ (г))—искомая комплекс
ная вектор-функция.

Обозначим через А,-корни характеристического уравнения

Не! (До — ' 4- / Д2) — О,

а через Հղ,---, Л'т— соответствующие кратности, причем
1т/7Д> О при у = у,
1т \ 0 при у = * г 1, • • •, т.

Предположим, что система (1) правильно эллиптическая, т. е.
՜4~ Тс? — 1 п. (2)

Будем говорить, что функция ? (г), заданная в области |г| > 1 
принадлежит классу 77 (А,---, А)(А>'**»  Ь—некоторые фиксирован
ные точки на окружности Г= {|и| = 1}), если ? (г) ограничена в ок
рестности бесконечно удаленной точки и представляется в виде 

(3)

где (г) удовлетворяет условию 77 (Гельдера) (см. [1], стр. 18) в 
любом кольце 1 <Дг| 7?.

Далее скажем, что функция ? (г), заданная в области |г| > 1, 
принадлежит классу 77’(А, • • •, А), если ср (г) ограничена в окрест
ности бесконечно удаленной точки, а частные производные первого 

порядка — и ֊— принадлежат классу /7՝ (Аг՜'» А).
дх ду

В настоящей работе рассматривается следующая граничная за
дача: найти в области У)1՜ дважды непрерывно дифференцируемое ре
шение системы (1), принадлежащее классу 771'(А»’՜*,  А) и удовлетво
ряющее граничному условию
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■» (О «х (О + ? (О Uy (О = / (О, t € г, (4)
где а (0, 3 (О—квадратные комплексные матрицы порядка п, задан
ные на Г и удовлетворяющие условию Липшица на каждой замкну
той дуге tk tk+\ (к = 1,-• е; tk+л = А)> а в точках tk могут иметь 
разрывы первого рода; f (t)—заданная вектор-функция на Г, принад
лежащая классу Ht (см. [1], стр. 32 или [2], стр. 92), т. е. / (t)(t— 
— — teY удовлетворяет условию И на Г для любого положи
тельного числа е.

В ходе решения задачи (1), (4) будем ставить некоторые усло
вия на а (/)» 3 (О и докажем, что при выполнении этих условий зада
ча (1), (4) нетерова, т. е. однородная задача (/ (/) = 0), имеет конеч
ное число линейно независимых решений, а неоднородная задача (1), 
(4) разрешима тогда и только тогда, когда выполняется конечное чи
сло условий ортогональности на f (/).

В § 1 доказываются две леммы и приводится общее решение 
системы (1) в классе te)- В работе Н. Е. Товмасяна (см.
[3], стр. 5) и в монографии А. В. Бицадзе (см. [4], стр. 111) приве
дены общие представления решений системы (1). Для нашей цели нам 
нужно построить общее решение системы (1) в классе С) и
в специальном виде. Затем в § 2 граничная задача (1), (4) приво
дится к задаче Гильберта с разрывными коэффициентами (см. [2], 
стр. 95—127). В § 3 дается эффективное решение граничной задачи 
(1), (4) в случае, когда а (/), |3 (f) кусочно-постоянные комплексные 
матрицы с двумя точками разрыва.

§ 1. Общее решение системы (1) в классе

Для построения общего решения системы (1) в классе Н\ • • 
•••, /г) докажем следующие две леммы.

Лемма 1. Если ? (г)—аналитическая функция класса 
Н*  (^,- ••,/<■) в области 1*1  /п0

• Класс функций Я* te) R области |z| 1 определяется аналогично.

Нт (1—|-г|)г = 0; £о<Г, Г4 = 1, • • •, е), (5)

где г = 1, 2, •
Лемма 2. Если <р (г) — аналитическая функция класса 

в области |г|< 1, то функция (1—1г|)'?(И (г) также 
принадлежит классу Н (е)-

Эти леммы дают возможность построить общее решение систе
мы (1) в классе /7։* (6, • • •, так чтобы произвольные функции, вхо
дящие в общее решение, принадлежали классу а ГРа՜

ди ди _ „яичные значения -— и — на 1 имели простои вид. 
дх ду
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Перейдем к доказательству лемм 1 и 2.
1 . Доказательство леммы 1. Пусть ? (2)—аналитическая 

функция класса Н*  (?1։ • • •, 1е). Если /0 =#/*  (& = 1, • • •, е), то в доста
точно малой окрестности этой точки <р (г) принадлежит классу Н.

По интегральной формуле Коши

М < 1> (6)

где 7 — окружность радиуса (1 — |г|) и с центром г. Отсюда имеем

т
Поэтому, так как (2) £ Н и |/ — г| = 1—|г| при будем 

иметь следующую оценку:

|(1 - ИГ ?<') (г)| < С (1 ֊ И)‘, 0 < а < 1. (7)
Отсюда вытекает равенство (5).
2 . Доказательство леммы 2. Вначале покажем, что если 

® (2)—аналитическая функция класса Н в области {|2|^1), то (1— И)'Х 
х ?<-> (2) € Н-

Пусть 2П 22 — произвольные точки круга {|-г| <С 1} (гх = |2Х| <С 1> 
г2 = Ы<1). Для определенности предположим, что гг г2.

Возможны два случая:
1) 1 — < 21^/— 2,1,

отсюда

Из этих неравенств, в силу (7) получим опенку
1?(г) (2^(1 - (22)(1- |22|)Я < С И - 22|’;

2) 1 — Г1 > 2 |21 — 22|.
(8)
(9)

Оценим разность
?(г) (21)(1 - Н1)' - ?И) (г2) (1֊ Н1Г =

где
Л = ?<'> (г2)[(1֊п/ ֊ (1 ֊ г2Г), /2 = [?<'> (г։) ֊ (22)] (1 - Г1у.
По формуле Лагранжа имеем

(1֊ г,)'-(1 ֊ г2у =Г(1֊Г*Г֊|  (г2-Г1),
где г2< г*  <гг
Отсюда на основании (7) и (9) для будем иметь

1/11 = Н(,) и2)(1-г*)'-՛  (гг - г,)| < г (г, - Г,)| (72)(1 ֊ г2Г-Ч <
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Теперь оценим J2. В силу (6) имеем

где с центром z2 иf — окружность радиусам 1 — гг (из (9) ясно, что
лежит внутри 

Поэтому
1)-

т

В силу неравенств (9), при имеем

|С-г։|> ֊ (1-г*) ; |С-г։|<2(1-г։). (11)

Так как |Х—г2| = 1 — г2; |? (С)—? (г2)|< С (1 — г2)а, при то
из соотношений (10), (11) для У2 получим следующую оценку:

Из оценок, полученных для и /2, вытекает оценка

Отсюда и из (8) имеем

(1֊М)Г <12)
Пусть теперь с (з) £ /У*  (^։,•••> 6?). Ясно, что лемму 2 достаточ

но доказать для е = 1.
Утверждение леммы 2 будет доказано, если покажем, что

def
* (z) “ (z - /,)’+' (1 ֊ |z2|)' U) 

принадлежит классу //, где e — произвольное положительное число.
В силу (3) (е = 1) для ф (z) получим сумму, в которой каждое 

слагаемое имеет вид
const (1 - |z|)'-‘ ?• <"-*>  (z) (i^1) (г-<1)։ >

\z—Г1 /

а так как <р*  (z) ( Н, то согласно (12)

(1 — И)"*  (*)€#-
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Таким образом, осталось доказать, что

или, что то же самое

которое проверяется непосредственно.
Итак, лемма 2 доказана.
Замечание 1. Утверждения лемм 1 и 2 остаются в силе, если 

вместо функции * (г) взять аналитическую функцию относительно аргу-
_ _

мента г-рр-г или г Т р г, где р, р—произвольные комплексные чи-

Зэ. Теперь построим общее решение системы (1). Без ограниче
ния общности будем предполагать, что А., = — Е, где Е — л-мерчая 
единичная матрица.

В обозначениях

ди.-, диъ . ՝----= ----  = г/п + й, (к~ !,•••, п
дх ду

система (1) принимает вид
ду . Оу — =А — , 
ду дх

где

(13)

(14)

(15)V = (г/и • • •, У}пу, А —

Как известно, существует такая неособая матрица В, что пре
образование искомого вектора у {г)

у = Вы, о» — (и>п- • •, ш2я) (16)

приводит систему (16) к каноническому виду
д^е: + Ь д^е-+/с дше + £-1

= 1՛ ~х 4 ‘-1 <?х (17)

где к — кг, • • •, к;՛, е1 = 0; е, = кг 4- • • • 4֊ 4/-1; О/0 = 0, а,*  = 0 или 1> 
при к 1.

Известно, что если решение и (г) системы (1) ограничено в ок՛ 
рестности г = оо, то их и исчезают в бесконечности, т. е. стре
мятся к нулю при г—*оо.  Поэтому, согласно обозначению (13) и пре
образованию (16), решения системы (17) мы должны искать в классе 
функций Н՝՝ (/п • • •, (р), исчезающих в бесконечности.

Общее решение уравнений системы (17), соответствующее ин
дексу 4 = 1, в области /)+, дается формулой
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о»е;+|։ (г) = <рг>+1 (^4՜ (18)

где р,у=_ -—причем |||-у|<1, а фГу + ։ (« 4՜ — произвольная анали-
«4-Ху

тическая функция относительно аргумента г 4՜ р,г, при |г|^>1, исчеза
ющая в бесконечности, т. е. I (С) —аналитическая функция в обла
сти О,, являющейся образом /4՜ при отображении С = г 4֊ р; г .

В случае 1т Ху < О

шгу (г) = <реу+։ (р7 г 4-г), / > V, (19)

где на этот раз |*у  = ——- (у^>*);  |р;|<О, а +| (ч) — произвольная 
I г—Ху " '

аналитическая функция в области £)у (И,—образ О при отображении
' = о-уг 4֊ г), исчезающая в бесконечности.

Пусть /(*4н4>  ? (г 4֊ 11^), /(^4֊ г), ? (Н*  4֊ г) — некоторые
аналитические функции своих аргументов, при |г|^> 1, где

I1 = ?(1тХ>0), (1тпХ<0),

к—некоторые комплексные числа). Ясно, что |р|<1, |р-1<О- -^ег 
ко убедиться, что в области £)+ общие решения уравнений

— — X — = (г — {(г + рг))г ® (г 4՜ Н *),  (20)
ду Ох

“■ — х — -- (г — / (рг 4֊ г))г <о (рг 4՜ г), (г = 0, 1, 2,- • •)
ду дх

даются формулами

ш (2) = Ф (г 4֊ аг)-------------------- (г —/(г 4՜ Р *)) г + 1(Р (2 4“Н^)>
(г 4-1 )(/4֊Ъ

<0 (г) — Ф (рг -р г)4- ------ ---------- (г — / (рг 4--г))Г *։ ? (р*4՜  г), (21)
(г 4֊1)(г — X)

где Ф(г4~рг) и Ф (аг4՜^)—произвольные аналитические функции
своих аргументов при |г£>1.

Чтобы получить общее решение системы (17) поступаем следую
щим образом: подставив и)Г/ + 1 (г) ((18), (Ю)) в (17) (при к = 2) и ис
пользуя формулу (21) при г = 0, получим «><^4.2(2), подставив которое 
в (17) (при к = 3) и используя формулу (21) при г = 1, получим 
°’^+з(г) и т. д.
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Таким образом, решение системы (17) получается в следующем 
виде:

^е;+к (С) — произвольные аналитические функции в области £)/, а 
//(՝>) — произвольные фиксированные аналитические функции в обла
сти исчезающие в бесконечности.

В (22) через у' (С) обозначена производная функции 9 (С) относи
тельно своего аргумента, а символом [/ (г, г)](։г)—производная поряд
ка г функции / (г, г) относительно х. В правой части выражения (22), 
при к = 1 суммирование происходит от 1 до 0. В этих случаях в (22» 
и в дальнейшем будем считать, что сумма равна нулю.

Теперь определим функции // ('), входящие в формулу (22) так, 
чтобы функции

г~// (*  + г-/*),  /’ < 2 — // + Д
стремились к нулю при |г| — 1.

Рассмотрим аналитические функции

г
(М 2

С = 4----- , |г| < 1։ ;> V.
г

Ясно, что

более того, оба отображения являются взаимно однозначными, сле
довательно, существуют обратные отображения:
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а это означает, что

Теперь легко убедиться, что функции

(24)

удовлетворяют нужным нам требованиям.
В дальнейшем в формуле (22) в качестве функций /, (С) будем 

брать функции, определенные равенством (24).
Из определения функций /у (ч) следуют равенства 

г—Л (*  + Р-/ *)  =(к| —1) П (г, Д У < г —/) (н/ г + г) =

= (И՜1) *0'  (г, г)>

где 7/ (г, г) ограничены в окрестности окружности Г.
Далее, в силу лемм 1, 2 и замечания 1 не трудно убедиться, что 

в общем решении (22) с1></ + *(г)  принадлежат классу //*  (£։, 1е)
и исчезают в бесконечности тогда и только тогда, когда Че]+к (ч) при
надлежат классу Н*  (^,---, 6) и исчезают в бесконечности, причем

меу+к (0 = <ре.+к (/ 4֊ р, /), / < V, {£ Г,

“>е} + к (0 = ^е^к (М + 0> />*,  *€Г-  (25)

Теперь, исходя из общего решения (22) системы (17), на осно
вании (13), (16) найдем общее решение системы (14) в классе

/7* •

Обозначим через Ьк = (Ь\к՛՛՝ Ьзп, к) А'-ый столбец матрицы В и
введем векторы

(26)

Так как матрица А имеет вид (15), а преобразование V — В^> при
водит систему (14) к системе (17), то векторы г*к  и О*  связаны соот
ношениями
%+1 = >7%чр Ъ ^+г 4֊ а-]г %+г-н, г—А'; 1. (27)
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В силу (13) и (16)» из (22) непосредственно получаем

}ikr[(z—fj (z + p;z))rX

)L • tni J \
4֊ 2 2 *'j+k  Ь?гу+А (V-jZ 4֊ z) 4֊

+ 2 tyr [(* — fj (Р/2 + 2))г ?';+*- r(?l 2+ 2)]x ■ ։)| ’ (28)
г ■ 1 * J

I I
X + (2 + Н/ 2)]х ֊4֊ 2 2 ?9+* (И/ 2֊Н 2) 4՜

I / — * + | к=\ I
4-1

+ 2 V [(2—// (ь՛ 2 4- 2))Г Ъ^к-г (\Ч 2 + 2)]х -1) • 
г=1 )

Далее, решая систему (28) относительно и (г) в классе ограни
ченных и непрерывных функций, получим общее решение системы (1) 
в классе Н' (/р..^).

Так как аналитические функции к (С) исчезают в бесконеч-
ности, то

(С)= а֊^֊ + (0, С О„ (29)

где ае: + к — некоторые комплексные постоянные, а (С)—аналити-9 J
веские функции в области удовлетворяющие условию:

const (30)2

Подставим выражения «Рпу+л (С) из (29) в (28) и полученное выра
жение разобьем на две части следующим образом:

— = (г) + (г); — = Ко (г) +- 1/2 (г), (31)
Ох Оу

где



Задача Пуанкаре для эллиптических систем 319

а функции Ух (г) и И2 (г), на основании (24) и (30), удовлетворяют 
неравенству (30).

Так как И։0 (г) и Уз0 (г) получаются из (28) при

г к (О- —4֊ и {, (С) = 0,

то из вывода формул (22) и (28) следует, что 2л-мерная вектор-функ
ция Уо (г) ֊ (У10 (а), Иоо (г)) удовлетворяет системе (14). Следова
тельно

<Ж0 = дУх0 
дх ду

дУ2 = дУх 
дх ду

(33)

Отсюда, так как (г), У2 (г) удовлетворяют неравенству (30),
то для системы

существует непрерывное ограниченное решение, которое дается фор
мулой

г

Щ (*) = Ух (г) дх 4- К (г) ау. (34)

Следовательно, система (31) в классе ограниченных и непрерыв
ных функций будет иметь решение тогда и 
классе ограниченных и непрерывных функций

только тогда, когда в 
имеет решение следующая

система:

Ох
(35)

Легко проверить, что общее решение системы (35) в односвяз
ной области О'—[1, со) выражается формулой

Л / 1—1 1п (г 4֊ Ру/) —
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(36)

Функция и0 (г) в области О будет
тогда и только тогда, когда имеют место

ограничена и непрерывна
следующие равенства:

V у^2 2^ + к | (I у ) О-е у . к + */.  к - 1 О-е' & - 1 ] 0,
У=1 Лс=1
т к; т /
2 2 %•+*  [(г — }֊/) ае.^к — а/, к-1 ае/+к-1 ] = 0. 

/=*+1  к=1
Таким образом, в силу (28), (31), (34), (36) общее решение 

темы (1) в классе н\ (/р • • •, 6) будет иметь следующий вид:

(37)

сис-

2
и (г) = и0 (г) 4- у Ит (г) (1х 4՜ У2 (г) ду, (38)

где (г) определяется формулой (36) (постоянные а; удовлетворяют 
равенствам (37)), а У\ (г), К (г) определяются из формул (28), (31), 
(32).

§ 2. Приведение граничной задачи (1), (4) к задаче 
Гильберта с разрывными коэффициентами

Вычисляя — » — на границе Г и подставляя их в условие (4), 
дх ду

получим некоторую граничную задачу в классе Н*  (/։,--*,  М для ана
литических функций ‘Ьеу+х (-), которую легко свести к задаче Гиль
берта.

На основании формул (25), (13), (16), (26) из (28), (29) для гра
ничных значений их, иу будем иметь
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Подставляя полученные значения в граничное условие (4), по
лучим

Далее, легко убедиться в том, что функции

(41)

являются аналитическими функциями соответственно в 
и £>֊.

В силу (2) можно ввести следующие обозначения:

областях D+

def

= И>1
I z 2 F (z), |z| < 1,

£0 W (0» • ■ •» bn U)||, (0 = Iten+i (0, • • •» b?n (Oil-

Предположим также, что

det BQ (0 =7^ 0; det Bo (t) =/= 0 при любом Г. (43)

В обозначениях (41), (42) граничная задача (39) примет вид

Z+ (/) = /з в֊» (f) Во (/) ֊X- (0 -Н 1 (0 g (0. (44)

Из условий, которым удовлетворяют матрицы а (0> 3 (0 и вектор 
/ (0, на основании (43) имеем, что граничная задача (44) есть задача 
Гильберта с разрывными коэффициентами (см. [2], стр. 35, 119).
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Таким образом, решение задачи (1), (4) привели к хорошо изу
ченной задаче Гильберта с разрывными коэффициентами для кусочно
аналитической вектор-функции, исчезающей в бесконечности.

Используя результаты теории задачи Гильберта с разрывными 
коэффициентами получим, что при выполнении условий (43) задача (1), 
(4) является нетеровой.

Приведенный метод решения задачи (1), (4) можно применить 
для решения следующей задачи:

а (/) ил (0 ֊}- ₽ (0 иу (0 + <7 (О « (О = / (0> > € Г.

§ 3. Частный случай задачи (1), (4)

Предположим, что֊л(/) и 3 (0 — кусочно-постоянные матрицы с 

двумя точками разрыва 7е^Г. Тогда матрицы Во (/) и Во (О тоже 
будут кусочно-постоянными.

Пусть

(45)

(46)

где Г։ — часть окружности, заключенная между 7Р 72, а Г2 — осталь
ная часть.

В § 2 задачу (1), (4) привели к задаче (44). Задача Гильберта 
(44) в обозначениях (45), (46) примет вид

ф: (() = ('ф- (0 + ^(0.

ф+ (<) = ев. Вг՝ в.: вт՝ ф-(<)+«Дв.:՝г,. (47)

Так как в силу условий (43) матрица
де( — — 

Г> Г)“ I

неособая, то существует 
жордановой форме, т. е.

неособая матрица С), которая приводит Р к

(48)

где тп—собственные значения матрицы Р (некоторые а*  мо*
гут совпадать), а &>(/=!,•••» п — 1) равны либо нулю, либо единице-
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Введем функцию
7'(г) = О"1 Ф (г). (49)

Относительно кусочно-аналитической вектор-функции Т (г), исче
зающей в бесконечности, из (47) получим граничную задачу, которая 
для компонентов вектор-функций Т (г) = ( Тх (г), • • •, Тп (г)), в силу 
(48) имеет вид

) ГГ (0 = /։ 7՜,-(О + ЛЛО,/СГ, 0
I ТГ (0 = М3 ГГ(/) + Л։(<), .-€Г,,

]ю = <’ гг+։ (') + А*+>  (о, < €г.
| Г4+։ (0 = «1+1 7Т+1 «)+։»<’ ГГ(О+Л* +1(О. ^Гг(4=1,- --,П֊1)>

1 (51)

где кх (/),•••, Лл (0 — компоненты вектор-функций

Л(0 = /<2-'г(0, / € г, 
tQ-^ В.В,-' <£Г։.

(52)

Граничная задача (50) является задачей сопряжения для кусочно
аналитической функции 7\ (г), исчезающей в бесконечности (см. [1], 
стр. 253-271).

Вычисляя индекс >4 задачи (50), получим:

= — 3, если > 0 
и

= — 2 — в остальных случаях.
Следовательно, решение задачи (50) существует тогда и только 

тогда, когда соблюдены условия разрешимости

( ՛- Ь (,2 <11=0, ; = 0,1,---, — х,—1, (53)
■ 3 <(О

где (/) — граничное значение канонической функции Хх (г) задачи 
(50) (см. [1], стр. 257, 260).

При соблюдении этих условий решение (единственное) дается 
формулой (см. [1], стр. 261)

Л (г) =
Х> (г) Г А1 (П
2я/ (/)(/ — г)

(54)

Подставляя Г։ (г) из (54) в (51) при к =֊-1, получим аналогич
ную задачу сопряжения для кусочно-аналитической функции Т2 (г), 
исчезающей в бесконечности и т. д.

При соблюдении соответствующих условий разрешимости (ана
логичных (53)) для вычисления 7\ч-1 (г) получим рекуррентную фор
мулу
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77+1 (z) =
Xk+i (2) СЛ*+1  (/) + eJt t3 Tk (/)

2z/ J *t +։ (')('-*) df, (55)

(k—lt - • n — 1)
где Хк+\ (г) — каноническая функция соответствующей задачи сопря
жения.

Пусть г — ранг матрицы алгебраической системы (37), а п0 —чи
сло действительных положительных чисел среди <*1,  •••> "л.

Тогда для индекса \ задачи (1), (4) получим

х0 = и — г — л0.

В заключение выражаю глубокую благодарность моему научному 
руководителю Н. Е. Товмасяну за постановку задачи и постоянное 
внимание при её выполнении.
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2. Ա. ՄԱՐՏԻՐՍՍՅԱՆ. Պուանկարեյի խնդիրր էլիպտ|։ 1| համակարգերի համար հարթությա‘1 
։|гш ( ամ փ ոփ ում )

Աշխատանքում ու սումն ասիրվում է կոմպլեքս հաստատուն գո ր ծ ա կի ցն ե ր ով երկրորդ կարգի 
էլիպտիկ համակարգ, որի համար դրվում ( խ զվո գ եզրային պայմ աններով եզրային խնդիր։ 
Համ ակարգի յուծման համար ստացված ներկա յացմ ան օգնութ յամ ր ուսումնասիրվող խնդիրը 
րերվում է Հիլրերտի խնդրին։

Իսկ երր եզրային պայմ անի գործ ակիցներր կտոր առ կտոր հաստատուն մատրիցաներ են, 
տրվում է խնդրի յուծման էֆեկտիվ մեթոդ։

H. A. MARTIROSIAN. Pouancare’s problem for the elyptic sistem 
on the plane (summary)

A boundary problem for second order ellyptic system with constant complex 
coefficients is considered.

By means of a specially developed representation for the solution the problem 
isr educed to Gilbert’s problem with discontinous coefficients.

In the case, in which the coefficients ara piece wiseconstant matricies, an 
ellective solution is proposed.
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Sül. Ա. hlllinnjlliü ց. Պատա Հ ական պրոցեսների պարամետրի գնահատականը

Ռ. Լ. Շսւհթաղյան. ^էլիպտական խնդիր պաոամ ետրով անվերջ թվով անկախ փոփոխա

1Г.

U.

1Г.
Ն.

կաններից կախված երկրորդ կարգի հավասարումների համար .

Հւսյրապեւոյսւն. Բազմապատիկ ինտերպոլյա ցիան և ոացիոնւպ ֆունկցիաների մի 
րիօրթ ոգոնալ սիստեմի բադիս ութ յունր Հարդիի Ւ1թ դասերում .

ՄուշԼղյան. Տեղափոխությունների նկատմամր շարքերի ունիվերս ա լ ութ յ ան մասին
II ւսնուկյան. Կոնստրուկտիվ փակ կորի նկատմամր արւոարին և ներ րին կետի

IL
գաղափարների մի հ ատկութ յան մասին ......

II Uirin|irnujuili. Պունկարեյի խնգիրր ԼւՒս{տՒկ համակարգերի համար 
թյան վրա . ...........
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