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ման բացառիկ դեպքերում^ Խմ բ կան կո[ևդիայի հատուկ որոշմամբ։

Խմըա դրոլթյունր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանամ են հոդված! եր հրապարա֊ 
կել Հայկական 1111Հ դիտՈւթ յՈւնների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա օՄաթէ 1 Ատիկա» ամ֊ 
սադրում, հաշվի աոնել Հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածնե րի ծավալը, որւդես կանոն, շպետք է դե բադան ցի մեկ տպա՚ի ական մամուչր 
'ա/սինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենացրած էջ)ւ

Մեկ տ պա դրա կան մամուլը դերաղանցող ծավալով հոդվածներն ընդոլնվէ ։ մ են հրապարակ֊ 
ա դր ա2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դր ա մ ե ք են ա դրվա ծ, երկու ւրինակուչ* Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված Հոդվածին անհրաժեշտ է կտ^Լ ամփոփումներ հայերեն, անդլերեն 
և ռուսե րեն լեղոլնե րով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հր սպարակվել 
համապատասխան Լեզվով։

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրա տառերի •, պետք 
Ւ ընդդծվեն սև մատիտով երկու դծերով ներքևում , իսկ փոքրատառերը երկու զՅիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդդծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա֊ 
տիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդդծվեն ալիքաձև զծով։

4. Գծադրերը ներկա յացվո^մ են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մաս ում ։5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա (աք նշվում 
է' Հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարր կմ ան տա֊ 
րեթիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա֊ 
մարը և տարեթիվը։

Օդտադործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեյստի համ ապա֊ 
տ ասխ ան տե ղում։

6. Ս րբ ադրոլթյան ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ դդա,ի փոփո֊ 
քսությունն երր (օր ի դին ալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դե սլլում, որպես հոդ֊ 
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձե ռա դրի մեկ օրինակը և 
խմ բադրոէթ յոլնր իրավունք է վերապահում չզբաղվել մ ե րժմ ան պատճառների պարզաբանումով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է Նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
/ տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր [րիվ հասցեն, անունը և Հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում Ւ անւքճար նրանց հոդվածի 25 ա ոան .4Լ ա Ա» ի պե ր ։
1սմբա դր ու թ յան հասցեն' երևան, Բարեկամության 24, Գիտութ յՈւնն հրի ակս լեմիայի Տե֊ 

ղեկադիր, սերիա Ծ Մ ա թ ե մ ա տի կ ա ւ) ւ
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X. МААОНЕК

ТЕОРЕМЫ ТИПА ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЁФА ДЛЯ РЕШЕНИЙ 
КОМПЛЕКСНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Предметом настоящей работы является исследование поведения 
роста непрерывных решений некоторых комплексных дифференциаль
ных неравенств с частными производными в угловом пространстве. 
Свойства этих решений, изложенные в § 1, делают возможным при
водить все рассмотрения к случаю голоморфных функций.

В качестве разультата получены теоремы типа Фрагмена-Лин- 
делёфа. При допущении некоторого (зависящего только от угла 
раствора) максимального роста решений внутри углового простран
ства из ограниченности на границе следует их ограниченность внутри 
углового пространства. При этом классический случай голоморфных 
функций содержится как частный случай.

§ 1. Некоторые свойства решений комплексных 
дифференциальных неравенств с частными производными

Рассмотрим в области С комплексной плоскости С однозначные 
непрерывные решения ги (г) комплексных дифференциальных нера
венств вида

dw (z) 
~d^ < К (z) |w (z)|

и
dw (z)
17*՜

(i)

(2)

(г* означает сопряженное с z комплексное число).
Производная функции хи (г) понимается при этом как обобщенная 

производная в смысле Соболева. Кроме того допустим, что К (г) и

К (г) —определенные в С вещественные и неотрицательные функции, 
принадлежащие некоторому введенному И. Н. Векуа [9] простран-

ству Ар, 2 (С), р 2. Если К (z) и К (z)—заданные только в G функ
ции, то предположим, что они вне G равняются нулю.

Класс дифференциальных неравенств (1) формально совпадает с 
классом дифференциальных неравенств, однозначными решениями ко
торых являются введенные Л. Берсом [2] аппроксимативно-аналити
ческие функции (approximatively analytic functions). Но, например,
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X. Бегер [1] предполагает в случае неограниченной области (7, что 
К (г)—вещественные неотрицательные и ограниченные сверху функции, 
для которых имеет место

К (ь) = О (|г| 0 ) при |г| — со, о > 1. (3)
Легко показать, что такие К (г) принадлежат некоторому простран
ству 2 (С) (например, если р = 2՜), однако в каждом 2 ((^-про
странстве существуют функции, для которых не выполнено условие 
(3). Это показывает следующее рассуждение.

По определению [см. [9], стр. 29]/ (г) принадлежит г (С), р^>2> 
если она удовлетворяет условиям

1. / (г) (; (Е՝), где Ег = (г: |г|<1) и

Функция, удовлетворяющая этим условиям, но не удовлетворяющая 
условию (3), была бы, например, постоянная в Е։ ив остальной плос 
кости С неограниченная функция / от 1г| — г, для которой

является неограниченной, но интегрируемой функцией*.  Тем самым

* Р (г) можно представить себе, например, в виде неотрицательной функции 
которая вне некоторых, содержащихся в 0<г<1 интервалах

класс дифференциальных неравенств (1) при условии

(4)
шире чем класс неравенств, который рассматривал X. Бегер.

Отметим еще, что функция

(5)

(/V означает множество нулей функции го (г) в (7), определена, непре-

обращается в нуль. Во внутренности ь она является непрерывной функцией, при
нимающей в качестве максимума зависящие от /(х)(|г|)>1) значения, которые вме
сте с п неограниченно возрастают. Интегрируемость функции Р (г) гарантируется 
тогда выбором достаточно малых оп.
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рывна и ограничена на всей плоскости С*. Из^ основной леммы 
Векуа ([9], стр. 156) следует тогда, что ш (г) е~։։) (г) является голо
морфной функцией.

Перейдем теперь к свойствам аппроксимативно-аналитических 
функций, т. е. непрерывных (однозначных) решений (1) и непрерыв
ных решений (2), которые позволяют приводить все к голоморфному 
случаю.

Аппроксимативно-аналитические функции допускают, во-первых, 
факторизацию [2] (в случае ограниченных областей ср. [8]), именно 
представляются в виде

ш (х) = Ф (л) ш0 (г), (6)
где Ф (г) — некоторая голоморфная функция, а а>0 (г) =еш (г) и ш (г) 
определяется как в (5).

В случае непрерывных решений и՛ (г) неравенства (2) можно из 

них извлечь голоморфное слагаемое Ф (г), т. е. имеет место

ги (г) =-Ф (г)4- ш0 (г), (7)
при этом

w0 (-)

и (7) следует в силу леммы Вейля из того факта, что

В обоих случаях функции w0 (z) и г1»0 (г) определены, непрерывны и 
ограничены на всей плоскости С.

В дальнейшем мы укажем некоторые оценки для функций, по
рожденных оператором Тс.

Во-первых, приведем основанную на неравенстве Гельдера оценку 
при помощи нормы пространства Ар. г'С) (см. [9|, стр. 30). Мы обо
значаем норму через Р, г.

Надо, конечно, при этом предполагать, что быть может несобственный инте։՜ 
рел (5) абсолютно сходится. В нашем случае (4) было бы достаточно предположение, 

т /гчто —~— принадлежит 2 (С) (ш и § полагаем равными 0 вне С), так как изме- 
—

римам функция |» (г)1р на £։ мажорируется интегрируемой Функцией К (г)1' и
] \ Р / ] \ р

§ | • 1’1 * мажорируется функцией К I----у — Тем самым обе функ

ции являются интегрируемыми на Ех. Отсюда вытекает, что £ (г) £ Ь., (С) и сле
довательно существует (5).

О существовании интеграла ср. примечание 2.
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Имеет место следующее
Предложение. Если функция ? (г) £ 2 (С), удовлетворяет

условию

|<p(z)|^K(z) (A(z))*,

то выполняется неравенство ([9], стр. 60)

I 7с ® (г)К |]? (z'||;>. 2 < МР '|А (z)||р, 2, (8)
причем Мр есть зависящая только от р постоянная. Она определяется 
([9], стр. 54) таким образом:

МР =
р-\

3/2՜ (р -И)уГ 
Л Р ֊ 2 / (9)

Другую оценку для Тс © в случае, когда К (г) принимает специаль-

ный вид (все, конечно, имеет место аналогично
К , если |z| <1 г0

А .֊4^’ если |z|>r0 (l>2, r0>°, А = const) 
l*P

(Ю)

поучается при помощи введения полярных координат. Эта граница 
вычисляется легче чем в первом случае, так как выражается доволь
но просто через величины К, г0 и 7. Кроме того, она при некоторых 
условиях точнее чем первая граница, как будет показано в дальней
шем на примере.

Пусть К (г) имеет вид (10). Тогда очевидно имеет место

Если введем интегралы

то тем самым получим

Легко сообразить, что

(А ч- 44). (11>

(12)

Как всегда имеется в виду, что К (г) и К (г) принадлежат 2(С), р>2.
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Чтобы оценить /2 рассмотрим круг радиуса р }>0, центр которого на
ходится в точке г и два множества Р и точек С, причем

Тогда получим

и

Г I —1= 2к--------!------- г
33 ркг р(т֊2)г07՜՜

I

Как легко проверить, минимальное значение правой части неравен

ства достигается при р= так что мы наконец получим

(13)

(11), (12) и (13) вместе дают окончательную оценку

I Тс 2*>ь (14)

если только |э (д)| К (г) ((14) аналогично имеет место для К (г)).
В конце этого параграфа мы сравним обе оценки (8) и (14) в 

случае, когда К (г) принимает вид (10). Для простоты считаем при 
этом г0 =1. Так как К (г) по-видимому удовлетворяет условиям 
X. Бегера (К (г) — вещественная, неотрицательная и ограниченная свер
ху функция, для которой выполняется (3)), то она принадлежит не
которому Ал, 2 (С)-пространству и (ср. [9], стр. 30)

։кми 2 -֊ к+1!к2 «и р>2,

В силу (10)

| |Р означает норму пространства Тр

-Уу 
2+(т-2)р/ /

Вместе с (9) это дает (8) точное значение оценки при помощи 
Ар, ?(С)-нормы, именно
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2р-3 р-1

\р-2/ \ \2+(-г֊2)р/ /
Следовательно, (14) лучше чем (8), когда выполняется неравенство

2р-3 р-1

Так как р

)<з-2 ' 1+ —£-- V
/ \р —2/ \ \2-Hl—2)р/

2 непосредственно видно, что 
р-^1 1_
г >1 и А+/—2---------у\^1.

(15)

2+(*г֊2)р

2р-3

Это неравенство можно еще продолжить, замечая
2р-3

что 2 *> 1 2 , так
как р > 2. Значит, если требуем

то обязательно выполняется (15). Но последнее 
другого не означает как то, что

неравенство ничего

I

то есть по меньшей мере при таких 7 оценка вида (14) дает точнее 
границы для 7с <?, чем всякая оценка (8) при помощи Лр, 2 (С)-норм, 

если только К (г) (аналогично К (г)) имеет вид (10).

§ 2. Оценки в угловых пространствах

В силу изложенных в § 1 свойств аппроксимативно-аналитических 
функций имеет место следующая

Теорема 1. (Теорема Фрагмена-Линделёфа [6] для аппрокси
мативно-аналитических функций”1. Пусть в угловом пространстве

С = {г: 0< агд г а՞, 0 а 2) (16)

ы — ш (г) является аппроксимативно-аналитической функцией и 
у довлетвор яет следующим условиям:

Для каждой конечной точки С, граничной для области О,

/Для голоморфных функций теорема н этом виде была доказана в [5].
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lim |w (z)| < С, С — const, z '■ G, (17)՛

и кроме того
।• ■ т ( Г ) л / - . 1 о\11т ------ -г------ < 0, 2 = ге‘т, (1о)

г
где

(г) = 5ир |и> (2)|.
И|-г

Тогда в области С

|ш (2)| к- С (19)

и постоянную к, зависящую только от р ^>2 и К (г), можно оце
нить следующим образом:

1 •< k С е ’Ир 2 (20)

или в случае, когда К (г) имеет вид (10)

Если |и> (г0)| = к • С в некоторого точке г0^С, то го (г) является 
обобщенной константой*.

Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, 
что го (г)^б. Тогда существует такая голоморфная функция Ф (г), 
что, соответственно (6)

ги (г) = Ф (г) е*>^ (22)
причем (г) является определенной в (5) функцией.

В силу (1)
|со (г)|<£> (2£С), (23)

где О в случае (4) равно Мр ||Л? (г)Цр> г, а в случае (10) мы имеем

Так как IRe ш| <1 |ш| I), то

е ~D < eRe ш (2) <С el) (г£С). (24)

5= inf eRee>4 (25)
:е<эо 

причем ч — конечная точка и dG означает границу области G. Тогда

(26)

Определение обобщенной константы см. [9], стр. 166.
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В силу (17), (25) и непрерывности функции <и (г) тем самым для аб
солютной величины голоморфной функции Ф (г) должно иметь место

неравенство (где вместо —— пишется Т)

Вт |Ф (г)|С г-: ։п( еПе® (I) (21)

а соответствующее условие для |Ф (г)| получается следующим об
разом:

Условие (18), которое налагает определенное ограничение на 
возможный рост (г)| при |г| — оо^эквивалентно следующему. Для лю
бого £^>0 существует строго монотонно возрастающая неограничен
ная последовательность '/?„} положительных чисел Нп = 7?» (=) та
кая, что

[«’ (г)| < е£ |г| , при И = /?п (п = 1, 2, 3, • ••). (28)

(22), (24) и (28) вместе дают нам

|Ф (х)| е"п<^ |«՛ (г)| С е ՝г1 , при |*| = Яп (п — 1, 2, 3, • • •),

то есть

|Ф (г)| < е 11 при |г| = (п =1, 2, 3,- • •).

В силу неравенств

1

1п |Ф (г)\
1 
а

|г|

и произвольности е имеем, что

1п Мь (г) 
I пт ------ ;--------со, (29)

Г

и мы получили искомое условие для |Ф (г)|*.
Наконец, (27) и (29) позволяют нам применить классическую тео

рему Фрагмена-Аинделёфа к голоморфной функции Ф (г), в силу ко
торой должно иметь место неравенство

|Ф (г)| с Т (30)

при всех С.

Нт 1п(, конечно, может быть равен — оо.
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. ■ -1 .■■■—■ .......................... .............="—    -■ ■"-2..-   1 ■■ —11 - ■ " -ш ,  

Чтобы теперь из (30) сделать вывод относительно функции и» (г), 
введем обозначение

5'= зир ейсв<2><ео. (31)

Так как Ие ш (г) является непрерывной в й функцией, то 
5<5'. (32)

Оценки (30) и (31) вместе нам дают (г £ С)

|ш (г)| = |Ф (г)| ”••<*> < Г 5' = £•$' = кС,
О

причем откуда сразу вытекают оценки (20) и (21) для к, если

учесть (26), (31) и (32), а именно

(вместо О надо подставить соответствующие значения). 
Остается рассмотреть еще случай, когда

|ш (г0)| = к-С
во внутренней точке г £ С. Это означает, что

1Ф (z0)| eRe ш <'•> - к • С = S' • Т (z0 б О,
откуда следует

1Ф(г<,)|= Т. (33)

Допустим противное. Если |Ф (г0)| > Т, г0 £ С, то это противоречит 
(30). Если |Ф (г0)|<С Т, то должно иметь место 

ш (гв)

что противоречит (31). Следовательно, имеет место (33).
Применяя принцип максимума для голоморфных функций, из (33) 

получим
ф (г) = с = const.

Следовательно, w (z) имеет вид

ш (z) = с е",{г) (z^G),

т. е. действительно является обобщенной константой. Тем самым тео
рема полностью доказана.

Следствие: Однозначные непрерывные решения дифферен
циального уравнения типа Векуа
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где А, В £ 1-р, 2 (С), р^>2, очевидно являются аппроксимативно-анали
тическими функциями. Они удовлетворяют дифференциальному нера
венству вида (1), причем

К(г) = \А (г)| + |В(г)|.
Применяя теорему 1 к этому классу функций, мы получим тео

рему Фрагмена-Линделёфа для обобщенных аналитических функций. 
Другое доказательство такой теоремы путем прямого применения 
классических методов доказательства на случай обобщенных аналити
ческих функций имеется в [3].

Теорема 2 (Теорема Фрагмена-Линделёфа для однозначных 
непрерывных решений (2)). Пусть О есть определенная в (16) об
ласть из С, = ш (г)—однозначное непрерывное решение (2), при- 

чем К (г) 2 (С), р>2- Если (г) удовлетворяет условиям (17)
и (18) теоремы 1, то в области С имеет место неравенство

|w (z)| + С (34)

и постоянную к можно в общем случае оценить так՛.

<2Л/„||К(г)||„.2, (35)

а если К (г) имеет специальный вид, аналогичный (10), то имеет
место оценка

(36)

Если имеет место знак равенства в (34) для хотя бы одной
внутренней точки г0 £ (7, то ш (г) можно представить в виде

dw
dz*

с= const. (37)

Доказательство. Как было замечено в § 1, 
допускает разложение в виде суммы двух слагаемых

функция w (z)

причем в силу (7)

есть определенная 
В силу (2), с

Ф является голоморфной функцией, a w0 = Тс

(38)

в С непрерывная и ограниченная функция, 
использованием (8) и (14), мы получим

|«Г0 (г)|<Л/Р И (z)||p, 2 (z£C), (39)

если К (г) имеет общий вид (4), и

о (40)
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если К (г) принимает специальный вид (10). Обе границы обозначим

буквой О.
Подобно доказательству теоремы 1 введем величины

5 — эир |ги0 (^)| (С — конечно)

5' = 50р |™0 (г)|, 
260

для которых в силу (39) и (40) имеем

Так как

|Ф (г)| — (г)

(41)

(42)

(43)

(44)

то в силу (17), (41) и непрерывности функции ш0 (г), имеет место

Нт |Ф (г)| Вт
г *:

(45)

т. е. голоморфное слагаемое на границе области С ограничено.
С другой стороны, из (18) вытекает, что для каждого г О су

ществует строго монотонно возрастающая неограниченная последова
тельность положительных чисел такая что имеет место (28). 
Вместе с (44) это нам дает

1 1 1
|Ф(г)|<е'|-’|’ + 5=е'։։|'1(1+е'п0-|։Г), при |,| =/?„ (п = 1, 2, З,---). 

Отсюда, в силу

11ГП
Г ОО

1пС֊։г° V
1= О,

получим аналогично доказательству теоремы 1

(46)

Для |Ф (г)| (45) и (46) представляют собой условия классической теоремы 
Фрагмена-Линделёфа, так что внутри области С должно иметь место
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|Ф(г)|<С+5. (47)
Тогда внутри 6’ и» (г) можем оценить так

| (г)|< |Ф (г)|Т |и»0 (г)| С 4-5 4՜ $' 
и, тем самым, получили доказываемое неравенство (34), подставляя

Оценки (35) и (36) для к вытекают тривиальным образом из 

оценок (41) для 5 и 5'.

Если теперь положить |и» (г0)| = к 4՜ С для некоторого то
это означает, что

|ф"(г0)| = С 4՜ 5 (г06С), (48)

так как |Ф (г0)| > С 4՜ 5 противоречит (47), а с другой стороны, из

|Ф (г0)| < С 4-5
следовало бы

5 4- 5’ 4՜ С = (г0)| |Ф(г0)|4՜ |^0(г0)|<С1-5 44™о (*о)1>

то есть гр0 (г0)| 5'.
Но это противоречит (42), так что (48) действительно имеет 

место. Рассуждая дальше аналогично доказательству теоремы 1, по
лучим (7), и теорема полностью доказана.

Следствие. Пусть ги; (г) есть компонента непрерывного век
тора (ш1 (г), ш2 (г), • ■ •, шт (г)) и

— некоторая, быть может нелинейная, система комплексных диффе
ренциальных уравнений с частными производными и непрерывными 
правыми частями. (Системы такого рода рассматривал В. Тучке 
в[7|).

Если только все /, обладают равномерно для всех «7։, «72, • • • 
ют некоторой мажорантой К (г) (■ г (С), то простым примене

нием теоремы 2 получаем теоремы типа Фрагмена-Аинделёфа для ре
шений таких систем (ср. [3]).

X. Меден рассматривал в [4] случай /=1 с условием (3) для 
функции / (г, и? (г)).

В заключение хочу выразить благодарность профессору В. Тучке 
за постоянное внимание и советы при выполнении настоящей работы. 
Секция математики университета
им. Мартина Лютера, Халле (ГДР) Поступила 8.IX.1975
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2. ՄԱԼՈՆհԿ. Ֆրա։յմեն-Լինղ1,|յոֆի տիպի թեորեմներ մասնական ածանցյա|ներով 
կ и մ սւ լ ե ք ս րլիֆերենցիա| անհավասարությունների լուծումների համար (ամփոփում)

Դիտարկվում են (1)> (2) մասնական ածանց /ալներով կոմպլեքս դիֆերենցիալ աե>ա,Հւս֊ 
ս ար ու թ յունն երի միարմեք անընդհատ լուծումներ։ Այսպիսի քուծումների .ամար ապացուցվում 
են երկու թեորեմ։ որոնք իրենցից ներկայացնում են ւոլոմոըֆ ֆունկցիաների ։ամար Ֆրադ- 
մ են - Լինդել յոֆի Հայտնի թեորեմի անալոդր։

Նկատենք, որ (1) անհավասարության քննարկված լուծումները .ամրնկնում են է. Ւերսի 
սւպրոկսիմ ատիվ անալիտիկ ֆունկցիաների հետ։

H. MALONEK. Theorems of Phragmen—LindelÖf type for solutions of complex 
partial differential inequalities (summary)

The paper investigates continuous solutions of complex 
qualities 

partial differentia ine-

and

dw ( ?)
O*Z*

< К (z)|w (z)|

dw (z) 
dz*

where K (z) and K (z) are real nonnegative functions, defined in C. K. K^L/։ 2 (C) 
(p >• 2, see I. N. Vekua [9]). For such solutions two theorems are proved which are 
analogus to the well-known Phragmen-Lindelof theorems for holomorphic functions.

The solutions of the first inequality are approximatively analytic functions of 
L. Bers. The case of generalized analytic functions is a special case of approximatively 
analytic functions.

ЛИТЕРАТУРА

1. H. Begehr. Zur Wertverteilung approximativ analytischer Funktionen, Arch d. 
Math., XXIII, 1972, 41-49.

2. L. Bers. Theory of pseudo-analytic functions, Institute of Mathematics and Mecha- 
nics, New York University, New York, 1953. (Гектографированная разработка 
лекций).

3. X. Малонек. Принцип Фрагмена-Линделёфа для обобщенных аналитических 
функций, Дипломная работа, Халле — Ереван, 1974.

4. Н. Meden. Eine Verallgemeinerung des Reziprozitätstheorems für Lösungen auch 
nichtlinearer partieller komplexer Differentialgleichungen, Math. Nachr., 63, 
1974, 223 -227.

5. F. u. R. Nevanlinna. Uber die Eigenschaften einer analytischen Funktion in der 
Umgebung einer singulären Stelle oder Linie, Acta Soc. Sei fenn. 50 Nr. 5, 1922.

6. E. Phragmén, E. Lindelöf. Sur une extension d'un principe classique de l’analyse 
et sur quelques propriétés des fonctions monogènes dans le voisinage d'un point 
singulier. Acta math., 31, 1908.

7. VF. Tutschke. Über Fixpunktmethoden in der Theorie partieller komplexer Differen
tialgleichungen (содержится в J. Naas, Beiträge zur komplexen Analysis und 
deren Anwendungen in der Differentialgeometrie, Berlin, 1974, 31--41).

8. IF. Tutschke. Abspaltung holomorpher Faktoren aus Lösungen von Differentialung
leichungen, Math. Nachr. (в печати).

И. H. Векуа. Обобщенные аналитические функции. Физматгиз, М., 1959.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
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А. Г. ДЖВАРШЕЙШВИЛИО ПОВЕДЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ В ОКРЕСТНОСТИ ГРАНИЧНЫХ ТОЧЕК И ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИВ работе получены граничные теоремы единственности для функций двух переменных, в частности, обобщаются одна теорема А. Зигмунда и Кальдерона (см. [3], стр. 489), а также некоторые результаты Э. Коллингвуда [4] и Бейджмиля [5], [10|.§ 1. Предварйтельные сведенияДекартовое произведение двух множеств Д, В обозначим через Пусть —область в комплексной плоскости г*, к~ 1, 2. Тогда границей области (7 — [С1Э и2] назовем множество I = [ГП Г2], где Г* —граница области (7&. Далее 0* = |г^|<^1|; С* = |г%| = 1).Пусть Г* — спрямляемая простая линия, имеющая в точке /» касательную. Треугольной окрестностью точки /л назовем множествоЛ»=Д» (/», е,в) = [2>; +г> /' (’»+м; 0<р<е; И<5< -1] ,

4* I

где ֊ угол между касательной и положительным направлением оси ОХ. Обозначим через Г+ конечную область, ограниченную линией Гл, а через Г՜ — бесконечную область.Хордой назовем отрезок прямой линии, соединяющий две точки из !\ и лежащий в Гл . Обозначим через (?л) ту половину хорды, которая оканчивается в /д и образует с внутренней нормалью угол равный ср*. Заметим, что при достаточно малых е и 6 имеем А* с! + . Мы всегда будем полагать, что Г* простая спрямляемая линия. I очка гд угловым путем сходится к точке если Кт |г$— = О,
А Аг* £ Аа. и будем писать г* —* к — 1, 2. Далее (г1։ г2) —* (А> ^)» если

Аг> -»г*, к = 1, 2. Скажем, что точка (^։, г2) /-֊угловым путем схо-* к — Идится к (/п /о), если (гп г2) -* (/п /2), 1/л< —1------ -  < л. Этот вид|2<> — ^1 • а» I
Асходимости коротко обозначим так (г1։ (/р /г). Г называетсялинией Ляпунова, если угол наклона касательной с осью ОХ, как функция дуги, удовлетворяет условию Липшица. СправедливаЛемма 1. Пусть область Сь ограничена линией Ляпунова Г*, к = 1, 2, а функции г։ = ш (о/Д; г2 = / (го2) конформно отобра

жают Ск на ’Ц, к — }, 2. Если для л^>1 и всех (~г, '2)^С’=[С1 С2|
име.’м
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А

(юр то2)а — (т։, Т2); (шп и»2) £ о = I ։>! X ։>2],

то найдется такое число что почти для всех
будем иметь

А
(*1> (^Р ^з)>

(I)Рр /2)€ 1'
(2)

где

6 = (*1); == /. ('а); = ш (^’1)» *а = 7 («'г)-Доказательство. Прежде всего заметим, что если измеримое множество есС и |е| =0, то соответствующее ему множество /ТсГ посредством конформного преобразования гх — оз (и՝։), г2 — /. (из2) будет также иметь меру нуль, и в силу конформности, из соотношения
А

вытекает соотношение
(оз (гох), 7. (™2)) — (о) (ч), 7 (-2))почти для всех (тр Далее на՝ основании леммы 2 из [1|, стр.149 почти для всех (тр т2) имеем

(3)Так как Гл, £ = 1, 2 суть линии Ляпунова, то на основании одной теоремы Кёллога (см. например, [2], стр. 468) функции 1? ш (-г) и 1?'/՜ (т2) непрерывны соответственно на Сг и С2. Следовательно, существуют постоянные числа 0 т < М такие, что для любых т* £ С*, к — 2т<И(т1)|, 7/(т2)|<М (4)Пусть 1/>-< !"'* ~ < К (5)
1^2 — Х2|и воспользуемся равенствомЛ _ Ц> (а-ч)— оз (тД = 03 (ц,!) —оз и)2 — ~2

Zշ—tշ 7(™2)— *(%) — -1 (из2) — 7. (т2) и>2 — %О, —) существуют числа 2 ^>0, 9^>0 такие, что при и>» £ й (т4> 8, 0) имеем
пг-т1<|Х' (т։)| - ---- !֊^֊ < |Х' (-։)| 4֊ 1 < М + 1.

|и>2 — Т2|



104 А. Г. ДжваршейшвилиТеперь из (5), (6) и (7) получаем1 _ т—у 1 М4-7|.
--------- л= i1, 
т — Т|где !12>1 и лемма доказана. Аналогично можно показать обратное утверждение, то есть, если имеет место (2), то для всех (А» А») £ Г можно найти такое Х^>1, что почти для всех (хр т2) £ С будет иметь место (1). Следовательно, рассматриваемый вид сходимости внутренних точек к граничной является инвариантным относительно конформных отображений.Пусть/—аналитическая функция в области С=[С1ХС2]. Скажем, что (/* ^1» (А> ^г) £ ' » ^>>1, если существует последова-тельность точек (х*,л}» л = 1, оо, k= 1, 2 таких, что

п

(8)Скажем, что 7 . (/, /։, /2), если существует последовательностьточек {гл.п} таких, что z*. л A* (h), п =1, оо, lim \zk, п — /л| =0, £ = 1,2 и выполнены условия (8).Точку (/։, t2) назовем /-точкой Фату для /, если объединение 
Css (f> 6» А») по всевозможным треугольным окрестностям Аъ £ = 1,2 содержит одну точку. Если хотя бы одно множество tlt t2) совпадает с расширенной комплексной плоскостью, то (А, С) будет /-точкой Плеснера. Дугу 7 " [71Х7г] назовем Х-дугой Фату для /, если 7 есть часть границы односвязной области с Г/, £ = 1,2 и для почти каждой точки (/։, С) € I найдутся числа -^>0, 0 0 такие, что At с g* и множество Cs л (/, /։, t2) не покрывает всю плоскость. Е называется множеством первой категории, если оно является объединением счетного множества нигде не плотных множеств, а множество, не являющееся первой категории, называют множеством второй категории. Дополнение к множеству Е обозначим через С,Е. Измеримое множество Е сз 7 = [*։ X 72] метрически плотно на дуге 7, если для любой дуги ’/ = [*, 1Х 7а] имеем |•^'ՈE7^>O.§ 2. Граничные теоремы единственностиКак известно, в граничных теоремах единственности существенное значение имеет по какому пути внутренняя точка стремится к граничной, вдоль которой функция имеет предел.Для функции двух комплексных переменных путём, гарантирующим единственность аналитических функций, является Х-угловая сходимость внутренних точек к граничной (см. |3|, стр. 478). В данном параграфе в качестве таких путей рассматриваем /.-сходимость вдоль 



О поведении аналитических функций 105некоторых линий. Тем самым обобщаем вышеуказанный результат Кальдерона-Зигмунда. Кроме этого, обобщены теоремы Коллингвуда [4], Бейджмиля [5], Цудзи [6].Прежде всего отметим одно свойство /-сходимости внутренних точек к граничной. На основании леммы 1 этот вид сходимости инвариантен относительно конформных отображений. В силу этого для простоты изложения будем рассматривать декартовое произведение верхних полуплоскостей. Пусть г* = х* -Т /у и Ук^>0, к = 1, 2. Дляфиксированных углов — и чисел 0,
, £ = 1, 2 введем множества

р а*; а*

(1)(2)(3)Лемма 2. Пусть / (гр г2) определена 
и числа л^>1, |?л| £ (0, -/3) выбраны так, 
Положим, что для каждой точки х»(;(а»,

в области G = [G\ X G2] 
что a cos cos tp2 > 1. 

Ьк) функция f удовлет
воряет условию

где = хк -+■ г’р* е 1/Х < р1/рй А, о* £ (0, С*). Тогда найдется под
интервал (а*, Ьь) и фиксированные числа Хх£(1, а), бд - |?*|,зд>0 так, что для каждой точки х*(;(ал, 6Д и произвольных 
чисел Р*£(0, зД, имеем

где
2k = хч гр* е *, р* Q (0, з*), 1/Aj<C Pi/Ps ՝■> ^*]*Доказательство. Точки х* и г*, связанные равенством (1), назовем соответственными. Пусть з* = —, б* = где з*, т* — чис- —ла, фигурирующие в равенствах (1) и (2). Для х*, зД составим множество Д* типа (3). Для з* найдется число о* — з* sin "ft такое, что для zi, А* (хТ) в интервале (х* — о*, х* -|- £*) найдется точка ему соответствующая х*. Пусть Л* (лг*), х*^(а*Н֊о*, ведливо равенство

1хг — zj _ |xt —zj lX2 Z2l kl — 211

lx2 22՛ Iх։ 21| !x2 2г| ix2

6/г —О*). Спра-
(4)

Iгде х* и г* — соответственные точки. Положим, что б* = |ф*|, (:△*(**) и I2* — остается постоянной. Тогда
150-2

\f(zv z2)|<M,

|/(2։» г2)| <Л/,
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cos (5)|x*֊ z/l 1cosИз (4) и (5)

cos с, cos ?о II • w

*1՜ *11 1 Iх*f։[

|х2 — Z2| cos COS 92 |x2 — z2|Полагая Xx = X cos cos ?2, из неравенства
получим

Таким образом, если
то для всякой точки Zk вида (3) имеемI/ (г։, zj| < Ми лемма доказана. Скажем, что /—обобщенно непрерывна в области С, если она непрерывна в обычном смысле в точках, где |/ (гх ^2)|<С00, если / (гр г2) = оо, то при (гм, г2П) —* (гх, г2) имеем / (гм, гм) —* 00•Лемма 3. Пусть / — обобщенно непрерывная при ?*^>0, 
к = 1, 2, а числа X, к — 1, 2, удовлетворяют условиям лем
мы 2. Если на 7 = [71 X 7г]» 7* = !а*> существует множество М 
второй категории такое, что для (хр х2) £ М найдете я конечное 
или бесконечное число 3, С (/х։, *2)» то существует 70= |7։0Х X 72О], число 1</։<Х такое, что: 1) 70 будет >л-дугой Фату, 2) 
М всюду плотно на 70.Доказательство. Положим 9 00• Обозначим через('1» 32» Н, () множество тех точек (хр хг) £ М, для которых при О < р* < °*5 1/Х ՝*С Р1/?2 1 имеемI/ (*1 + /Р1 е1*' х2 + /р2 е^*)|Пусть о*'п) 1 0, Nm | оо при т — оо, к = 1, 2. Положим

4”’. Nm, f).Очевидно равенство
М= U £и.

ГП —Так как М—множество второй категории, то существуют 7о = [7к> X X 72О] < 7 и множество Етл, всюду плотное на *[0. Пусть (хп х2) £ € Л 7о» тогда для р* (0, о^), 1/Х < р։/р2 < X



О поведении аналитических функций 107I/ (-Ч И «/Т։; х2 + /р2 ?/?։ )| < Мп,. (6)Для (хи х2) £ 7о составим точки видаг* = х* 4՜ /р* е' ՜*; 0< рл < ^"о} , к— 1, 2. (7)Множество точек (гп х2), где 2^ имеет вид (7), а (хр х>) пробегает 70, обозначим через Ьо, а если (хр х2) пробегает Е1П(> П 7о> то это множество обозначим через Но. Ясно, что Но всюду плотно на Ьо. Если (х։, х2) £ Ет. П 7» Г'•-С Р1/Р2 -С л, то для соответствующих точек вида (7) имеем неравенство (6). Так как /—обобщено непрерывна и множество Нп всюду плотно на Ц, то для (хр ха)^70, 1Л՝Ср1/р2*С^ и для соответствующих точек вида (7) будем иметь неравенство (6). Пусть гл имеет вид (7), где х* пробегает множество 7*, о — (аь, о, Ьц. о).Множество таких точек г* образует односвязное множество С*. На основании леммы 2 существуют 7՜ = [7, 72], 7^ с 7*, о и числоХ։£(1, М такие, что 1) 7' будет Х1-дугой Фату в случае 3 = со, 2) множество М всюду плотно на 7'. Теперь рассмотрим случай ^4=°°- Введем функцию ^ = 1//—,3, когда / 4= ? и оо, когда / = ?. Ясно, что /։ обобщенно непрерывна. Далее, по условию (/р хр х2). Стало быть со £ С\7։ (/р Хр х2), когда (х1։ х2) £ Л/. В силу вышедоказан- ного существует число ^£(1, X) и дуга 7', которая есть 4-дуга Фату для /1 и М всюду плотно на 7'. Очевидно, что если 7' есть 4-дуга Фату для /г, то она будет Х-дугой Фату для /. Таким образом лемма доказана.Скажем, что функция /, определенная в области б=[б, Хб։], ведет себя Х-ограниченно, Х^>1, в граничной точке (/р /2) - [Г։ <Г2], если существует конечное или бесконечное число 3 и треугольная окрестность точки (/р такие, что
Лемма 4. Пусть /—аналитическая функция при у* 0, к = = 1, 2. Если а каждой точке (хп х2) £ Е, |£|^>0 ведет себя ^֊огра

ниченно, Х^>1, то почти в каждой точке (хр х2) Е существует 
предел

Пт / (хр 2.2).А(Г|, г,)х-* (г,. г։)Доказательство. Пусть для (хр х2) £ Е имеем
где р — конечное или бесконечное число. Тогда пользуясь преобразованиемх։ = ш։ 4֊ гад2; г2 = 4՜ «4; г* = ха 4՜ /у*; ич — «л 4՜ 



108 А. Г. Джваршейшвилиполучим, что из стремления точки («>р хи2) угловым путем к (и1։ и ..) следует стремление соответствующей точки (гр г2) угловым путем к (х։, х2) и при этом выполнено неравенство
" ' ■> У11У 2՜^ » О <С с \ 1 •1 4- S еПоложим

X =-------и F (wp w2) = f (wj 4՜ ew2, ewj 4՜ w2)-cТогда, в силу условия леммы и теоремы (4.22) из 13] (стр. 482), существует угловой предел функции F (wp w.,) почти всюду на Н, где 
Н—прообраз множества Е при- указанном преобразовании. Следовательно, / имеет Х-угловой предел почти всюду на Е и лемма доказана. Теорема 1. Пусть f -- аналитическая функция при у и *> 0, & = 1, 2 на 7 = [а Та]» 7* = [а*, Ь*], существуют’. 1) множество Л/су второй категории; 2) фиксированные числа X, <рр <р2, удовлет- 
воряюгиие условиям леммы 2 ип хр х2)=#0. (8)(-г.. х,)е.ч г1՜ ’
Если существуют конечное или бесконечное число а, метрически 
плотное на 7 множество N такие, что«€ П Q.* </> х1» *2)» 4 = ' cos^j cos ®2, (9)
то f (zp z2) = а.Доказательство. В силу условия теоремы существует конечное или бесконечное число 3 такое, что для (хр х2) £ М

На основании леммы 3 существуют 70 = [ТюX72О] с I и число Хгс(1, X) такие, что к0 будет Хх-дугой Фату и М всюду плотно на ч0. Теперь, в силу леммы 4, почти всюду на 70 существует пределНт /(гх, г2), (10)
(*։, ^Х|։ Х։)почти для всех (х։, х2)^7о։ Гак как множество .V метрически плотно на *[, то |^о П П\ — |е|^> 0. Отсюда и из (9), (10) следует, что почти для всех (хр х2) £ е <= /V lim / (zp z2) = а.

А
(*։, - (Х։, х։)Теперь на основании одной теоремы из [3], стр. 489 заключаем, что / (г., г2) = 1 и теорема доказана. Заметим, что в теореме 1 уело- 



О поведении аналитических функций 109вне (8) можно заменить условием: С (/, хх, х2) не совпадает с расширенной плоскостью. Для изучения этого случая приведем лемму.Лемма 5. Пусть ю = г.,)—аналитическая функция при
= хк 4֊ й/*, к = 1, 2 и на ч — [7։Х 72], 7* = [о*, 6л] суще

ствует множество М второй категории такое, что при фиксиро
ванных X, ?2, удовлетворяющих условию леммы 2, для любой 
точки (хг, х2) М множество С (/, хр х2) не совпадает с рас

ширенной плоскостью. Тогда существует множество вто
рой категории на 7 и

П х2)=у= 0 •
ОДоказательство этой леммы совершенно аналогично доказательству соответствующей леммы из [12], стр. 47. Опираясь на лемму 5 и используя предыдущее рассуждение, можно доказать следующую теоремуТеорема 2. Пусть /—аналитическая функция при уьТ> 0, 

к = \, 2 и для 7 “ [иХ?*], 7* = [а*, 6։<] существуют фиксированные 
числа X, <р2, удовлетворяющие условию леммы 2, множество 
М ст 7 второй категории на 7 такое, что для (хр х2)£М множе
ство С/, .„(/» х1> хг) не покрывает всю плоскость. Если суще
ствуют конечное или бесконечное число а и на 7 метрически 
плотное множество П такие, что

/л = ). соб соб ср2,

то / (гр г2) = а.Как известно, не всякая полигармоническая функция является действительной (мнимой) частью аналитической функции многих переменных. Хорошо известна следующая (см., например, [8], стр. 49)Георема А. Пусть И (гх, г2) = I/ (хр ух, х2, у.) дважды не
прерывно дифференцируемая функция в Для того чтобы 
И (гр г2) = Ке / (г։, г2), где /—аналитическая функция в 0, необ
ходимо и достаточно выполнение равенств

д2П , д֊и А , . п дп-и , д'֊и - ; == и, к — 1,2; ----------- ---------  
о*2-------- д:уь----------------------- дхх дх2 дух ду2

д2 и д' и֊ ֊ * • V/ е
с)х1ду2 (11)

Полигармонические функции, удовлетворяющие условиям (11), назовем бигармоническими. Путем непосредственной проверки можно доказать следующую лемму.Лемма 6. Пусть (со) — № (с, *]) есть гармоническая функция 
от ю — с Т П]> а <о — / (г։, г2) — $ (гр г2) 4՜ ГЦ (гр х2) есть аналитичес
кая функция от переменных = лч 4֊ гук, к =1, 2. Тогда функция



110 А. Г. ДжваршейшвилиIF = IF [/ (z1։ z2)] будет бигармоническои функцией от переменных 
z2.Теорема 3. Пусть f — ограниченная аналитическая функ

ция на И = [i\ X Я2]. Если для (fp t2) е с С; |е| > 0 илсеелс Сд_ (/, fp G)—гДе Е — замкнутое множество емкости нуль, то f (zH z_.) = const.Доказа тельст во. Допустим / (zp z2) ~ const и |/| < 1. На основании одной теоремы Г. К. Эванса [9] ([7], стр. 22) существует распределение р (/) единичной массы на Е, так что функция2
w —t

d\t (f)

будет гармонической и неотрицательной в |ти|<^1. Кроме того, при 
ю — ^Е, И (о>) — сю. Рассмотрим функцию Пх (гп г2) = И [/ (гр г2)], которая в силу леммы 6 будет бигармонической в 1>. Пусть 1Л (гр г2)— бигармоническая функция, сопряженная с (гп г2), то есть выражение 

— f\ (Zi, ^i)есть аналитическая функция на Я. Заметим, что дляUi> G) € I Uu /1։ /2) — {о°}» Пг (Zp z2) 0.Следовательно, функция ф (zn z?) будет ограниченной и для (tv /2)£ е имеем Сд։1 (ф, /р f2)=(0}. Отсюда в силу одной теоремы из [3], стр. 489, получаем Ф(гр22) = 0, что противоречит допущению, а потому f (zn z2) = const и теорема доказана.Теорема 4. Пусть f — аналитическая ограниченная функ
ция при —1, 2 и существуют, точки

9 9 9 * ч • ■ 9 9
иt п — аъ, п т՜ z6*, п, dh, А = 1 > 2, n = 1» ос, Iim п =

П ♦ О©lim ak = a՜, iim b' — lim b՝k = 0, k — 1, 2. г V • f I 9\ 9% j 91 HillП •* 90 H -> X» n -*

Если существуют непрерывные линии f», п, соединяющие точки 
zb n н п так, что для любой точки этой линии

՝•?, п — л 4՜ л, Iim л — 0. Km |У (»jn։> -2« )| - 0,
<и1л- ^2л>л- и

Me (₽i, л, ?2, л)х -* 0 означает 
то f (zp z2) = 0.Доказательство. Пусть = [ар а՞], ;2 - [а2, а2]. Тогда в силу условия теоремы

Определение множества емкости нуль см., i апример, |՜ |, стр. 20
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— - и ~ ------- - ~ ,, - - - га* =

Х2) О ,

111—---Й

п (Ж,. I = [Il х ъ]

Пусть ад Ск < Сл а*. Существует номер7И0 такой, что при т т0, Сй afe> т С к. Далее числа о*, к = 1, 2можно выбрать столь малыми, что )Л = / cos сх cos .*> 1 и точки ви- да Zk. гп = т + Ц>т г * при т > mQ будут лежать на кривых 7*, т, llm p*,m =0. Таким образом 
т —

пл АСледовательно, в силу теоремы 1, / (гг, £2) = 0 и теорема доказана.Так как Х-сходимость инварианта относительно конформного отображения, когда области ограничены кривыми Ляпунова, то приведенная теорема справедлива для биобластей С = [СхX С2], если Сц ограничена линией Ляпунова.
§ 3. Теорема Бейджмиля для функций двух переменных
Пусть 0 <С р <С 1, 0<?<^а<^ —----- рациональные числа и —4некоторое множество. Относительно множества 5 разобьем С=[С1ХС’_ ]на подмножества Е-., 3֊ з . Скажем, ,что точка (ее'г':) принадлежит 

9 99множеству ЕР, а, з , если существуют линии Б֊., Б* из оканчиваю- щиеся в е к, начинающиеся соответственно в ~к так, чтоIQ = |с;| = р; [Б; х б2| с s; ]б; х щс с 5; р<|<|, |<1< i;тс/4 < arg zk, arg zk < 4֊ к/4 zk £ Lfr, z\ £ Б’; ~ 4<
Лемма 7. Пусть EczjO, 1; 0, 1] — некоторое множество с 

внешней лебеговской мерой |Е|>0. Тогда существует хотя бы одна 
точка (х, у)£ Е такая, что|ЕП (х, хН-Л; у, z/-h А)|>0; |Е П (х, х 4- А, у — A, i/)l > 0.

Е П (х — А, х, у, >0; |ЕП (х — Л, х, у — А, ։/)| >0, А >0.Доказательство. Допустим, что не существует точки, удовлетворяющей вышеуказанным условиям. Тогда для всякой точки (х, у)^Е и для Кп -у 0 внешняя мера множества Е П (х, х 4֊ Ач; 
у, у 4՜ Ад) будет равна нулю.На основании теоремы Витали о покрытии множества существует счетная система сегментов гр = [хр, хр 4՜ йпр, ур, уР + бпр] таких, что
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Из последних равенств имеем

|Е|< V |£П г,| + |Ф| - 0.
/>«• Iчто противоречит условию леммы. Следовательно, наше допущение неверно, и лемма доказана.Лемма 8. Множество Е?, а, 5 имеет лебеговскую меру, равную 

нулю.Доказательство. Допустим, что |£\. з| > 0. Тогда существует точка (е'°՛; е/е’), для которой выполнены условия леммы 7. В силу этого существует последовательность точек )} изг^, «,г?а таких, что
л՝^ в» „ + 1 п = 1, оо, Пт &Ь, п =

Л ееОтсюда и из определения множества Ер,а. з для з^>0 найдется такой номер /V, что при и /V будем иметь
Так как рассматриваемые линии непрерывны, то из последних соотношений имеем: для всякого номера п > И

99 9 ■■■ ■С*. яПЬ>*,л+р О > & = 1 > 29 р = I> •Пусть г*£ Ц тогда(г1> *■_•) € Щ, Л+р • Ц, „+,,I — •!>
И (Др гг)€[Ц,„ХЦ,Л]сС5.что невозможно. Следовательно, |£| = 0 и лемма доказана.Лемма 9. Пусть 5с Н, тогда на С сугиествует множ 'ствэ С*; |С\С*| —0, причем каждая точка (е'0՛, е,0‘) £ С' облада т 

следующими свойствами՝, любые две жор дановые линии Ьл, из ՛>#,
Т п I /ГЬ* П Ья , оканчивающиеся в е , таковъц что либо 
либо

[Ь;хЦ] П С5=А$, [Ц’ХЦ] П С 5^ о.Доказательство. Для рациональных чисел 0 3<^а<Сг/4 рассмотрим множество £’,.7.3, а также Е0< р , причем точен множества Е' .. отличаются от Ер, в. з лишь ус ховием
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[l,xl;]cC5, |l;xl;i<=5.Пусть Е = и У и (£6,,( и Е , ,). В силу леммы 8 имеем |£| = 0. По- ложим С* = С '՝՝■. Е и пусть (е'°՛, е’° ) С ՝. Рассмотрим жордановы ли- нии Ьд?» 1-л; Ьл А Ьл ~ е к, оканчивающиеся в’ е к . Введем множество

гм р < |zA|<l; 0> — z/4 < argz» <9А-|֊к/4}, 4=1, 2.Подберем число р столь близким к 1, чтобы непрерывная часть дуг 9 9L/. и L*, находящихся в Ек и оканчивающихся в е А , начинались бы 
9 99 9 99соответственно в точках 4 =^= г.л. Эти дуги обозначим через 1„, Т-Для определенности предположим, что arg С* < arg Z՞. Тогда можно определить рациональные числа 0 < ß <я < 77/4 так, что 6՝. дем иметь И = l’ÂI = Гб — ~/4 < arg 4- тт/4 — я < 9Â ֊(- 77/4 —— ß< arg :* < 0* + -/4; Р < |z'|, |г’|<1,

k ֊ <4 arg zk՝ ar? zk Iдля всех гк^1к. Таким образом, если линии 1к и Г будутудовлетворять хотя бы одному из следующих условий:
(/;х/2]с5; [zjx/jccs,либо
j/;xzjcC5; [z;xz;]cz5,то точка (е'\ е'°։) по определению будет принадлежать множеству Е, что невозможно. Следовательно, выполнено одно из следующих условий:

[/; х /;] А5у= Q; [/; X Г2\ nS¥= олибо
Очевидно, что последнее соотношение верно для линий L;, Ц, 4-1,2 и, тем самым, лемма доказана.Опираясь на доказанные леммы, можно установить справедливость теоремы Бейджмиля (см. |10]) для функций двух переменных, а именно имеет место следующаяТеорема 5. Пусть f (zj։ z2) — произвольная комплекснознач
ная функция, определенная в t>. Тогда на С найдется множество 
С ; |C\CS| = O такое, что в каждой точке (е'6՛, е'°‘) и для любых 
непрерывных простых линий Lfe, L՛., La П L* = e՛ ։* , к=1, 2, окон- 
ниваюгцихся в е՛ А » имеем
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сс еп о.,)лск- с (/, о„ б2)^ о». 

1 -2 1 2Доказательство. Пусть £ есть риманова ш-сфера и |и„]— счетнал система окрестностей, а <7Х, С2, • • • — совокупность открытых множеств, каждое из которых можно представить как объединение конечного числа множеств кроме тогоV = и 
— п - IВведем множество

•֊$« == {(*р ^0; / ^2) С ! ։ п 1, .Согласно лемме 9 для каждой точки тельно множеств:»
существует множество С/, |С—С’| = 0 такое, что из Сг будут выполнены условия леммы 9 относи- 
5Г. Положим

Н=1

в е так, что
Очевидно |С\С*| = 0. Пусть(е'°՛, е'0<) (; С* и Ь, и; Ь П Ь =֊֊ простые непрерывные линии, оканчивающиеся

г (/, 02)п с,- £- (/, м = о.
) 2 1 2Так как предельные множества замкнуты, то найдется такой номер 

п, что
С £2 (/» б1» М ^я’ ь\ С Г'^ С —Следовательно, при подходящем выборе последних частей кривых Ц можно добиться того, что образы кривых /й, I* при отображении ш=/(гп г2) будут целиком лежать, соответственно, внутри Оп и Отсюда вытекает, что [/' X /2| си [^’Х^] с С 5Я.Последние включения невозможны в силу выбора точки (е'в‘, е‘ ’), т. е. наше допущение неверно и теорема доказана.Обобщение другого вида теоремы Бейджмиля имеется в [11].§ 4. Теорема Линделёфа для функций двух переменныхПлоскостью назовем множество точек (гп г2), удовлетворяющих условию 7.2։ 4՜ 4՜ 7 ~ 0, где а, /, 7 — фиксированные комплексные
(/’ хь хз) — обычное предельное множество бея условия
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- '==^-- ■ 1 -=== ■ - . , -■ г-.. — ■ XI . . вчисла. Пусть Е— некоторое множество и р0 (г10, г20) — предельная точка. Рассмотрим некоторую последовательность рп (гы; ггл) £ 
рп Ро- Проведем через точки р0 и рп плоскость__ . 2i՜՜ ֊‘.о _ zi — 22. о -----, п — 1, оо,

Zy.n — 21.0 22, Л— 22.0Если при п —- эс плоскости ~п допускают бесконечное множество предельных плоскостей, зависящих от выбора последовательностей рп, то 
р0 назовем предельной точкой бесконечного порядка. В [13], стр. 200 и [1], стр. 155 доказана следующаяТеорема В. Пусть f — аналитическая в <> = [0х X И2] и обра
щающаяся в нуль в точках множества Е функция. Если Е имеет 
хотя бы одну пре дельную точку бесконечного порядка в ՛>, то / = 0.Введем множества(/«, я, 1) = — л < arg (zi< — — /*|< 1(, k = 1, 2;5=S (/, a, 1)=[51X52], t = (/,, f2);

Rr,= ((zp 22), arg zk = arg 6, 2*K 1» к = 1, 2 , о >0.При этом, если / = 0, то а^ I = 0.Лемма 10. Для любого о (0,1) множество Е, — R П Е. имеет
хотя бы одну пре дельную точку бесконечного порядка.Доказательство. Рассмотрим числа 0 о r4 rQ ’*• <С 1;1/> < X; 7*л£(т],|а); тп^Щц, l/’i), n = 1, оо , тЛ-Н, гя ֊» г0.Положим

1 с2 — 0> zio — z20 * ՛ '"о» 2։. n — r z֊. n — ՝ ftfОчевидно, что
p,} (210» 22.о)€^Х и pn (21Л, 22л)С^> Рп~*Рй՝Пусть к - некоторое число. Тогда

lim ая= lim
Л -* л Л - ООВ силу этого, начиная с некоторого номера /V, для всех п И имеем 1/|1), Пусть тп = ял-+Л, л = 1, оо. Проведем через точки 

Ро и рп плоскость
^1» п ^2 ^2. пг.п : — ------------  = —=------------ , л =1, 02.

^1,1) ~1, п ^2, 0 — 22. п
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тея: гх ֊ к (г2 — тп • глчл) Т՜ гп.Переходя к пределу при п —• оо, получим

Меняя значения к, мы будем получать различные предельные плоскости. Стало быть, точка р0 есть предельная’ точка бесконечного порядка и лемма доказана.Лемма 11. Пусть \{,п.п{гх, г21), 1/а-< ш п < л, /1 есть двой
ная последовательность аналитических и ограниченных в сово
купности функции в области О. Допустим в каждой точке мно
жества Н сг С существует

Нт Уот, я (гх, г2)»
(ОТ, Пук—^

где (т, п)> —* оо означает т •-* оо; п —♦ 1 /л• т/п . Если мно
жество Н имеет хотя бы одну пре дельную точку бесконечного 
порядка, то равномерно внутри О существует предел ։Нт /т,/։(«!» ^2).

( т, /1)л ֊• <» IДоказательство этой леммы опирается на теорему В и лемму 10.Как известно, при изучении угловых граничных свойств аналити I ческой функции одной переменной важную роль играет теорема Лин- I делёфа (см. |14); [7|, стр. 17). При исследовании аналогичной теоре- | мы для функции двух переменных, в силу увеличения размерности, I возникают различные пути обобщения. Приведем некоторые обобще* ния этой теоремы для функций двух переменных. Справедлива IТеорема 6. Пусть / — аналитическая функция в области 
8 — 8 (0, я, 1) и ограничена в 8 =8>. (0, я, 1). Если существуетНт / (г։, г2) ■- Со, г,^>0, I

(Л|, г,); -0 I

то для любых я(0, я), «1^(1, ]/ 'к ) существует

Нт / (гр г2) = Со, ( * ) I

когда гх-+ 0, г . —* 0 так, что (г1։ 2’2)С^Д0» а» !)• IДоказательство. Рассмотрим двойную последовательность аналитических функций I

՝ т п / Iгде I
7^— — < V ; (*!, (0» а, !)• II А п IВ силу условия теоремы указанная последовательность ограничена в совокупности на области 5, — (0, я, 1). На основании теоремы Мон՜



О поведении аналитических функцийтеля ([13], стр. 195) семейство \fm.n (zn z2)| будет нормальным в \֊(0, 1). Пусть
Ясно, что ес — (0, я, 1) и по условию теоремы для любой точки (г։, и2)€е имеем

На основании леммы 10 множество е имеет хотя бы одну предельную точку бесконечного порядка внутри 5^ (0, я, 1).Пусть

где 0 < я' < я, 1 >1 | > ֊, 0<£. Ясно, что замкнутое множество— (0, я, 1). В силу леммы 11, равномерно на множестве Нимеем lim fm, п (zxJ z2)= Со.
(т, п)  -• «•Отсюда вытекает, чтоlim f (zn z2) = Co,

(12)
(13)когда — 0, z2 — U, (z։, z2) С (0, я', 1), 1 <Допустим утверждение (13) неверно. Тогда существуют т4 > О, последовательность точек (zip, z.՝p) -Si (0, я, 1) таких, что z\ р —- 0, Z2,p 0, р ֊» со иI/ (Z1. р , «. />) — с„| > V- (14)Далее, в силу (12) и для того же tj > 0, существует число

X/ \ л; 1 m I ~Л = N (тп) 0 такое, что при т Л, и >> 7V,---- •>֊ V к иI /. плюбом Izv z2) Н имеем (15)Для достаточно кие, что большого р найдутся числа N та-т ’^> Д'՜, п
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Пусть и»! = т ш2 = п' г>р.Используя вышеприведенные неравенства, можно показать спра ведливость следующих соотношений:

Отсюда вытекает, что (u’p w2) £ Н и выполнены все условия для неравенства (15), то есть
\fm՝, п' Со| — |/ (zi/„ Z2p} QНо последнее неравенство противоречит неравенству (4) Стало бытьнаше допущение неверно и теорема доказана.Пусть непрерывная простая линия а, 1)в точке th и L = [£j ХА2]. Тогда символ оканчивается

означает
Zk —* th, Zk^i Z.fc,\ipСправедливаГеорема 7. Пусть f — аналитическая функция в S=S(t, я, 1),Up /2) и ограничена в области S — S, (/, а, Если существуетlim / (zp

L 
z,)X * (Л. /»)

то существует предел ( * ).Повторяя метод доказательства предыдущей теоремы, можно установить справедливость следующего предложения.Т е о р е м а 8. Пусть /— аналитическая и ограниченная функ
ция в 3 (£, а, 1). Если сугиествуетНт / (х1։ г2) = Со,
когда гь Ьк, &=1, 2, то имеемНт / (гр г2) = Со, 
когда гь -♦ /л, (гп г2) С (6 1), где 0<'’а'<а.
Тбилисский математический 
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A,. G. DZVARSHEISHVILI. On the behaviour of the unalitical function* 
of two variables in the neighborhood of the sinsulat points and the 

uniqueness (summary)

Boundary uniqueness theorems for the functions of two variables are obtained. 
In particular, the generalizations of Zigmund and Calderon, Tsuji, Collingwood and 
Bagemihl theorems are given.
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С. К. АФЯН

ЗАДАЧА ТИПА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ ОДНОГО 
КЛАССА ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ

§ 1. Постановка задачи

|շ| (г — х 4՜ 1'у) уравнение видаРассмотрим в круге

где и = и (г) = (х, у) 4՜ /и2 (*> у) — искомая функция; а1 = аг (г), а2 =
= а? (г), - • •, а6 = а8 (г), Л =/1 (г) заданные функции класса С1 (|г|^ 
<Д); д = д (г) — также заданная из класса С1 (|г| 1) функция, удов-
летворяющая условиям

д (շ)| փ 1 при |г| <Հ 1 и |ց (г)| = 1 при |г| = 1,

1 — — У\ (*) (1 —гг) ’ и 0<Հ Р <Հ — >

где
<7ւ (г) € С1 (1Հ-Հ 1) и ду (г) փ 0;

ժ 1 / д . д \ д 1 / Ժ . Ժ ՝
-- — ( — ՜ I “ I ’ ~ — — (----- г 1 —

дг 2 \ժ* ду / дг 2 \Ժ* ду

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Уравнение (1) есть комплексная запись некоторой 
циальных уравнений, которая, в силу условия (2), 
круга |г| 1 и вырождается на всей границе |?| =

системы дифферен- 
эллиптична внутри 

1. Условия (1.2) —
(1.4) выражают характер вырождения.

Основная цель этой работы заключается в следующем: выяснить,
какие краевые задачи для уравнения (1.1), в зависимости от характе-
ра вырождения, являются нетеровыми.

В работе [3] изучена задача Римана-Гильберта для уравнения 
(1.1) в классе С] (|4 1) П С’՜’(|4 <Д) (0<Са<\1) в том случае, когда

0 3 С 1. Обозначим через класс функций, удовлет

воряющих следующим условиям:

к(г)е С2(|г|<1), и (г) £ С, (|г| <1),

(|г|<1), 0 < а < 1 - 23.
О г

(1.6)

(1.7)(1 — гг)
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В настоящей работе рассматривается следующая задача: найти 
решение уравнения (1.1) в классе Е{, удовлетворяющее следующим 
условиям:

lim Re (1 — zz)9?(t)^L- 
dz

= 7 (О, И = 1, (1.8)

Re [/. (О и (/)] = p (/), |f| = 1, (1.9)

где 11 (0, 7 (0» ЦО и р (0 ~ заданные’ функции класса С1 (}г| = 1), при
чем Ц0> I1 (О и Р (О— 9 (О Н (О отличны от нуля при любом /, И —1. 
Обозначим

т = — [arg п(0|п|-ь п = — [arg k (0]l/|-i> (ЫО)
2г 2г.

где символ [ ]к|-1 означает приращение функции, заключенной в скоб
ках, при однократном обходе единичной окружности в направлении 
против часовой стрелки.

Не ограничивая общности (см. [1], стр. 229—233), рассмотрим 
случай, когда краевое условие (1.9) имеет следующий простой вид:

Re [/-Л и (/)] = 0 при р| -- 1. (1.11)

Рассматриваемую задачу будем называть задачей (1.1), (1.8), (1.11).
Индексом 7. задачи (1.1), (1.8), (1.11) называется разность к0— 

где к<) — число линейно независимых решений соответствующей одно
родной задачи (Л (z) = 0, 7 (t) = 0), а kt — число линейно независимых 
условий, при которых разрешима неоднородная задача.

В работе получен следующий результат:
1. Краевая задача (1.1), (1.8), (1.11) приведена к уравнению вида 

и — Au = f с вполне непрерывным оператором А,
2. Доказана нетеровость задачи,
3. В случае л 0, л? 0 получена оценка для индекса х.

§ 2. Исследование задачи (1.1), (1-8), (1.11)

Сначала приведем две леммы.
Лемма 2.1. Если функции <рх (г), <р2 (г),• • •, ?д (*) линейно не- 

зависимы в круге |г|<^1, то существуют точки г.>, • • •, (|гд’
.1, Аг = 1, 2, • • •, л) такие, что

(*։) <р2 «) ' ‘ * <Р« (*1)
(^2) (гг) ' * " С2^) ф д

?։ (гл) ?2 (гл) • • • ?л (гй)

Доказательство очевидно.
Лемма 2.2. Пусть у (г) - аналитическая в круге |г|<^1 функ

ция и д (г) — функция из класса С1 (|г| <. 1). Если функция 0 (г) — 
150-3
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— д (г) 9 (г) непрерывна в круге |г| 1 и граничное значение при
надлежит классу Са (М = 1), 0<^я<.1> то (г) принадлежит клас
су Сг (|г|< 1).

Доказательство. Пусть <о (г) —некоторая функция из класса 
СТ (|г| <Д) и такая, что <о (г) — д (г) ю(г) =^= О в некоторой окрестности 
окружности |г| = 1. Обозначим

Отсюда легко получаем

Ие ([<о (г)—д(г) ш (г)] ф (г))р|=г = /г (г). (2.2)

Из непрерывности функции ш (г) — у (г) (г) следует для г доста
точно близкого к единице равенство

[<"(*) — д(с) ш (г)])|г|=г = 'ага Щг)— д (г) «о (г)]щ-1. 12.3)

Это число обозначим через А՜. Рассмотрим сначала случай, ког
да £ 0.

В круге |г| г при г достаточно близком к единице, функция 
■у (г), как решение известной задачи Римана-Гильберта с краевым ус
ловием (2.2), представится в виде (см. [2], стр. 151)

Ф (г) = В/, + ■4,) (г) + </Г’ ? 1й (*) + ••• + (г), (2.4)

где

В/г =

И1=г
(<о —д ш) X,

-Г г1к
— д ՝՛>) Хг (/)(/ —г)

и

2Л
72* (ю

(2.5)

<о — дш сП п

при

при

О

V = /с |2.7)
2<г—

а </оЛ </] ,•• •, <Й?— некоторые действительные числа. Легко видеть, 
что функции (г), ’••»?УА(2) линейно независимы относительно по
ля действительных чисел. То же самое верно и для предельных функ
ций, когда г стремится к единице. Предельные функции будем обо
значать соответственно через ф0 (Д ?1 (^), • • •, (^)- В силу леммы
2.1 существуют точки г0, ^2й (|гу| < 1, / = 0, !,•••, 2^), такие, 
что
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Пусть г такое, что
ции (г) по г (см.

от г. Но так

Го (го) (֊о)' ' ’ ?2* (2о)
?о (*1)- • * ?2А (21)
•••••ее

?о (*2«) ?1 (22*) • • • ?2*(*2*)

^0. (2.8)

|2/|<С г, у =0, 1, • • •, 2&. Из непрерывности функ- 
(2.7) и (2.6))’следует непрерывность определителя

как Л =^= 0, то, взяв г достаточно близким

(2.9)

к единице,
получим, что также отлично от нуля. Подставляя в (2.4) г. вме
сто г ~ 0, !,•••, 2&), получим

<‘г) 4° М + <г) (*') + • • • Н-С (^Л)(^). (2.10)

Пользуясь условием Дг 0, из системы (2.10) числа выразим че
рез <Г,Г) (г.), ф (*>) и (В(г) (г.) (у — 0, 1, - • 2£; у = 0, 1,- • •, 2Лг. Те
перь, принимая во внимание непрерывную зависимость от г всех вы
ражений, входящих в ^г) (у = 0, 1,- • 2к), убедимся, что с!'^, (1\г\ • • •
•••, имеют пределы при г стремящемся к единице, которые бу
дем обозначать через </с, •••, diff В силу условий леммы сущест
вует предел

/(г) = Пт /,(г). (2.11)
г-*1

Переходя к пределу в (2.6), (2.5), (2.4) при г—1, получим

в/=

X (г)—ехр (2.12)

/ (О
В* (••*— д о>) X (/)(£ — г)

(2.13)

Ф (г) = В/ <У0?0 (г) 4֊ (г)Н--------Г 4и, (с), (2.14)

где X (г) = Гит։ Хг (г) и В/ = Ит В/г. Так как интеграл типа Коши 
Г -1 г-1

отображает С, (|г| = 1) в С, (|г|<11), то в силу условий леммы, из 
(2.12) и (2.13) получим, что В/ С, (|г|-С1). С другой стороны, функ
ции 'р (х), как пределы функций (2.7), также принадлежат С, (|г|-С1)։ 
Отсюда и из (2.14) следует утверждение леммы 2.2 в случае
В случае к<^ вместо (2.14) будем иметь Ф (г) = 5/. Из этого, по до
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казанному выше, следует, что ф (г) £ Са (|г| << 1). Таким образом, лем
ма 2.2 полностью доказана.

Теперь перейдем к исследованию задачи (1.1), (1.8), (1.11).
Пусть функция и (г) есть произвольное решение задачи (1.1), 

(1.8), (1.11). Тогда из (1.1) будем иметь (см. [1], стр. 42)

(2.17)

(см. [3], лемма 3) и ф (г) — некоторая аналитическая в 
функция. Переходя в (2.15) к комплексно сопряженным,

круге |г| 1
получим

ди , - ди
— Ядх 0 г

— Ки -4֊ Т/г -|֊ ф(г). (2.18)

Умножая обе части (2.18) на—д и складывая соответственно левые и 
правые части полученного равенства и равенства (2.15), имеем

(1 — дд)
Ог

Ки — д Ки 4՜ Т/г — д Т/г Т ф (г) — д ф (г) . (2.19)

В силу условия (1.3) равенство (2.19) принимает вид

дх (г)(1 — гг)? —=. = Ки — д КиАт Т/г— дТ/г 4՜ Ф (г) — д ф (г) . 
дг

(2.20)

Пользуясь теоремой 1.32, [1], легко видеть, что К представляет со
бой линейный (над полем действительных чисел) ограниченный опера
тор в Са (|г| 1), отображающий это пространство в себя. На основа
нии этого и условия (1.7) из (2.20) имеем, что ф (г)—д (г) ф (г) при
надлежит классу Са (|г| 1), 0 а <С 1 —2?. Отсюда в силу леммы
2.2 получаем, что ф (г) также принадлежит классу Са (|г|<11). Из- 
(2.20) будем иметь

= Ие [р (/) (Ки — дКи -|- Т/г— д Т/г)] Ь

4֊ Ие [н (/)(Ф — дф)].
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Пользуясь краевым условием (1.8), из предыдущего легко получаем 

Re (|р (0 ֊ q(f) p(f)] Ф (f)) = (/) 7 (И ֊ Re {| Р (/) — <f(7) MÖ] X

У (Ки + Th) (/)}, И= 1. (2.21)
Таким образом, Ф (г) является решением задачи Римана-Гильберта 
(для аналитических функций) с краевым условием (2.21) в классе 
Са(М<1), причем коэффициент р — qn отличен от нуля и принадле
жит классу (И — 1) вместе с правой частью (2.21). Принимая во 
внимание (1.2) и (1.10), легко убедиться, что

~ {arg [р (О֊ Q(0 Н01}|/|-1 = ֊ т. (2.22)

Согласно вышесказанному р (z) в круге |z|֊$^ 1 представится в виде

<!> (z) = Б (<?, у) - В (Re [(и - ?й) П]',—В {Re [(t* - q |.) Лн]}+
2т

м-0

(2.23)

где В — оператор, определяемый формулой (2.13) при ш(/) = р(7), 
X (г)—-функция, определяемая формулой (2.12) также при ш (О =н(0 
и с0, с։,-՛-, С2т—некоторые комплексные числа, удовлетворяющие 
условию (см. [2], стр. 145—151)

С2>п - V = cV) v — 0, !,•••» 2m. (2.24)

Подставляя Ф (z) из (2.23) в (2.20) и разделив обе части на qx (z) < 
X(1—zz)3, получим

Ои
(2-25)

где

•У=<71 ' (z)(l — zz) 3 {/ —<?/—^ [Re ((р—qp)/)]-F qß[Re ((р—<7 р)/)]},

(2-26)

^(7> = <71 ' (z)(l—zz) 3 [5 (q^)—gÄ (gj)],

7-v = Re См при <. /и, av = Im с, при т < v 2m, (2.27)

h.. (z) =

qi ' (z) (1 — zz)՜3 [A (z)(zv + z7m *) — q (z) X (z)(z;4- z2m ')] 
при 0 v 2m,

qT՝ (z)(l — z z)՜՛’ [Л (z) z”— q (z)X (z) z™]
?Г՛ (z)(l֊z z)֊₽ [Л (z)(z*+'՞՜1—z3՞'11—) - q (z)%(z)(?-m-։ —

—+ ПрИ m<v^2m.

(2.28)
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Докажем теперь, что правая часть (2.25) принадлежит {(г) 1) при

р= —-—. Действительно, согласно свойству интеграла типа Коши, 
1 — а

оператор В отображает Са(|г| = 1)в С* (|г|<Т). Отсюда и из условия 
р?<^1 \ Р—------- ) следует, что операторы 5 и Сбудут отображать

\ 1 — а /
Са(|г]<1) в (1г|<Д). Аналогично можно показать, что функции 
Ло (г), К?Гп (г) принадлежат классу (|г|<1), оператор же
К, как было отмечено выше, отображает Сп (|г|<Д) в себя. Поэтому 
правая часть уравнения (2.25) принадлежит классу Ьр (|г|<Д).

В таком случае из (2.25) следует, что
• 2т

и (г) = ТВКи + ТВТК 4- 7/4 + 2 а, 
»֊֊о

7/,+ и (г), (2.29)

где <р (г) -- некоторая аналитическая в круге |г|<1 функция. Посколь
ку оператор Т действует из (|т|<1) в Са (|/|< 1), то из (2.29) вы
текает, что о (г) принадлежит классу С, (|г|<1). Теперь представим 
функцию © (г) в виде

где ?0 (г) — некоторая другая аналитическая в круге |г| < 1 функция 
класса С, (|г|<1). Подставляя выражение (2.30) в (2.29), получим, 
что функция и (г) удовлетворяет уравнению

2гп

и — Рп8Ки — ¥0 (г) + Рп {ВТК + /4 + У 0^/ь) > (2.31)
У.-=О

где

(2.32)

Легко видеть, что для любой функции / (г) класса (|г|<Л), р^>2, 
выполняется равенство Ке (г՜՞ Рп /) — 0 при |г| =1. Поэтому, в силу 
(1.11), из (2.31) следует, что

Ре [г п 'ро (г)] =0 при |г|=1. (2.33)
Подставляя в (2.31) общее решение задачи Римана-Гильберта (2.33), 
получим

<7

и — PnSK.lL = Рп {ВТК + /4)+ 2 Й, Н. (г),
*=о

я = 2т + 2п + 2, (2.34)

при 1 < у С 2т + 1
при 2т -)֊1<\1' ^2^ 4՜ л +1» л 1
при V = 2т + п + 2, п > 0
при 2т + п +2<^<з, п > 1 

и ''з» ■ ’ ’» 'ъ —некоторые вещественные числа.
(2.35)
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Таким образом, доказано, что решение и (г) задачи (1.1), (1.8),. 
(1.11) удовлетворяет уравнению (2.34).

Рассмотрим банахово пространство, элементами которого явля
ются функции из класса С, (|г|С1) с обычными операциями сложения 
и умножения на скаляр и с нормой

,"ц'] — шах
И< I

|и (г)| г ьир
1*1| < Ь 1м|

(2.36)

Покажем, что линейный оператор А = РпУК1 отображающий это про
странство в себя, вполне непрерывен. Действительно, поскольку опе
ратор Ря, действующий из А, (|г|<1) в Св (|г|^1) вполне непрерывен 
(см. |1],стр. 294), а оператор Ку отображающий рассматриваемое про
странство в ребя, ограничен, то достаточно доказать ограниченность 

2 оператора У, действующего из С (|г|<1) в Ьр (*г|<Л), -------  •
1 — а

Последнее же следует из оценки

1 р < СОП51 !йса (И| <1) (рВ <1)

и из того, что оператор Р, представляющий из себя сумму интегра
лов типа Коши, ограничен из Са(|г|=1) в С., (|г| 1).

Пусть теперь функция и (г) £ С. (|г| О) является решением урав
нения (2.34) внутри круга |г|<И с произвольно выбранными вещест
венными числами о0, £,,•••, о5. Тогда и (г) удовлетворяет уравнению 
(2.20) внутри круга |г|<1, где аналитическая функция ф (г) опреде
ляется формулой (2.23). Ясно, что ф (г) принадлежит классу Са (|г|^1), 
следовательно, и (г) принадлежит классу Е$. Кроме того, из (2.20) и 
(2.23) получим, что и (г) является решением задачи (1.1), (1.8), (1.11),

Таким образом, задача(1.1), (1.8), (1.11) эквивалентна уравнению 
(2.34) в классе С\(|г|-<1). Отсюда, в свою очередь, следует нетеро- 
вость рассматриваемой задачи.

Теперь получим оценку индекса задачи (1.1), (1.8), (1.11). Пусть 
Е—банахово пространство элементов И=(п, с0, %•••, 8,) с обычными 
операциями и нормой Ц(/||—||(/|)св + тах о*, где и £ С, (|г| 1), а

$!»•••, —действительные числа. Рассмотрим операторы и /С2,
отображающие Е соответственно в пространство Е и Сг (|г|^1) по 
следующим законам:

V = (ц — РлУКи, оо, о1։ • • •, оа), К2 V = и — о07/0 {г) —

-^(х)-----------% Н, (г).

Тогда уравнение (2.34) можно записать в виде

К2КгУ = Рп (5ГЛ + Л). (2-37)
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По теореме об индексе суперпозиции двух операторов (см. [4], стр. 
45) имеем 5пс1 (К2 Кх) — тс! Кх 4- 1пН К2..

Так как оператор Pr.SK вполне непрерывен, то шс! Кх=0 (см. [4|, 
стр. 47). С другой стороны легко видеть, что ։п4К2 = з4֊1» следо
вательно

ind (KtKx) — s-j-1. (2.38)

Пусть теперь линейные функционалы /п /2, •••, I к՛, определенные в 

пространстве С, (|г|^1), составляют полную систему линейно незави- 
симых решений сопряженного однородного уравнения, соответствующе
го уравнению (2.37). Тогда для разрешимости уравнения (2.37) необ
ходимы и достаточны следующие условия:

1.\Рп (5ГЛ 4-^)1 =0. * = 1, 2,-• (2.39)

Ясно, что условия (2.39), в свою очередь, будут необходимы и 
достаточны для разрешимости задачи (1.1), (1.8), (1.11). Обозначим 
через А'о число линейно независимых решений однородного уравнения 
К2КХ И = 0. Согласно (2.38)

= (2-40)

Легко видеть, что &0 = к0 и -С ^р следовательно, на основании 
(2.40), х = к0 — 4՜ 1 (5 — 2т г 2п 4՜ 1 )•

Таким образом, в случае п > 0, т 0 получаем для индекса на
шей задачи оценку

* 2т 4՜ 2п 4-2- (2.41)

В остальных случаях исследование задачи можно провести аналогич
ным образом.

Автор выражает признательность проф. Н. Е. Товмасяну за по
становку задачи и ценные указания.

Ереванский государственный
университет Поступила 25.Х.1975

II. Կ. 11ՖՏ11Ն. 1հի ման-2ի|բ եր տի աիս|ի խնղիրը 
ղասի ճամար (ամփոփում)

վերասերվող Լլիւղտական սիստեմների մի

Ւիտարկվոդ խնղփրր բերված է Ա-/4ս=ք տեսբի հավասարման, որտեղ .4 - ե ւՒո4Ւ^ 
,ատ օպերատոր Լ և խնղրքյ ինդեքսի համար ստացված է բանաձև։

S. K. AFIAN. The Rieman•Hilbert problem for a class degenerating 
elliptical systems (summary)

The problem In the title is reduced to the equation u—Au=f, where A is a 
completely continuous operator /4 formula for the index of the problem is obtained
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Г. Б. МАРАНДЖЯН

с-СТЕПЕНИ МНОЖЕСТВ МИНИМАЛЬНЫХ 
ИНДЕКСОВ АЛГОРИФМОВ

Пусть Ф = {©/| — произвольная допустимая нумерация [1| всех 
одноместных частично рекурсивных функций. Введем в рассмотрение 
множество М|. минимальных индексов алгорифмов следующим образом:

М|. ֊ (;|у;(<р/= 7; —> г <;)).
Как доказал А. Мейер в работе [2|, степень неразрешимости 

множества М>\> по Тьюрингу равна О . В то же время, как доказал 
П. Янг [2|, существуют такие допустимые нумерации Ч' и 3, что 

Мг. Вопрос о том, попадают ли Мг для различных допусти
мых нумераций Чг в один и тот же класс по т-сводимости, или сво
димости таблицами истинности, был поставлен А. Мейером [2].

Для частного случая, требующего, чтобы тп-сводящая функция 
была также транслятором, ранее был получен отрицательный ответ [3].

Целью настоящей работы является доказательство теоремы, из I 
которой, в частности, следует отрицательный ответ на вопрос I 
А. Мейера об лп-эквивалентности множеств минимальных индексов] 
алгорифмов в допустимых нумерациях. I

Определение (см. [4]). Будем говорить, что множество /I 
с-сводится к множеству В (обозначение А^,СВ), если существует! 
такая общерекурсивная функция /, что I

где —каноническая нумерация конечных множеств.
Естественным образом вводится понятие с-степени неразреши

мости.
Теорема. Существуют такие допустимые нумерации Ч- и - 

частично рекурсивных функции, что Мч и Мг находятся в нс| 
сравнимых с-стененях неразрешимости.

Доказательство. Зафиксируем такую допустимую нумера
цию Ф = {?/ | одноместных частично рекурсивных функций, что! 
ф0 — нигде не определенная функция. Пусть О—каноническая нуме-1 
рация конечных множеств, построенная как в [4]. Через (п)/ будем 
обозначать /-й по возрастанию элемент множества Оп, если же 2Л = 0| 
или 1՛ превышает количество элементов в Оп, то значение (п)/ пола
гаем неопределенным. I

Согласно 5 — т — п теореме С. К. Клини можно построить та' 
-.кую общерекурсивную функцию (ОРФ) 7, что

<Р (0^?х ((фу (*)),)•Т (<. у. г)
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Без ограничения общности будем полагать, что ՛; строго моно
тонна по всем трем аргументам.

Используя теорему 1 из [5], строим такую строго монотонную 
ОРФ а» чтобы для всех х имело место соотношение

(!?ж (О ֊* (0 £ М։.) - (!<Рд. (О - фх (О < а (х)).
Введем ОРФ следующим образом:

Я1 (х, у, г) = max а (7 (х, у, t)). t<z

Легко видеть, что 04 строго монотонна и
V-tVyVz (V* (ь- ((?у (z))z) Мф)-* (?.г ((фу < 04 (х, у, z))). (1)

Обычным образом строим ОРФ о так, чтобы она была строго 
монотонна по всем аргументам и ?б(х, у. 2) перечисляла множество 

(<р;։ (*))•
Определим теперь ОРФ а2 следующим образом:

а2 (х, у, z) = max 2 (о (х, у, f)). 
t .2

Функция а2 обладает, как нетрудно убедиться, следующим свой
ством:

У (?;’ (2)) МФ-*фх (ф՜1 (г)) С [0, а2(х, у, г)]). (2)

Поскольку нумерация Ф выбрана допустимой, то для нее, оче
видно, существует такая ОРФ что при любом п

[п + 1, 3 (п)] П Мф =/= 0 (3>
и (и)—(п + 1) строго монотонно возрастает. Заметим, что кон
структивно найти пересечение (3), вообще говоря, невозможно в силу 
теоремы 2 из |5].

Если т — некоторая ЧРФ, то через '՜1 будем обозначать номер 
ее задания в Ф каким-либо стандартным образом (например, транс
ляцией из какой-либо удобной „термальной“ нумерации).

В дальнейшем вместо ' (х, у) будем при фиксации х писать (1/).

Используя теорему о рекурсии, определим ОРФ 9, ю, ш, т, -, р и 
в таким образом, чтобы выполнялись следующие определяющие соот
ношения

0 (0) = Р (0) - г (0) = 0;

' (0, х) = ' (0, х) — ю (0, х) = ш (0, х) — х;

р (2n + 1) = а2 (' tj,,
<7(2п,6(2п)) + 1

п, 2 );

p(2n+2)=aJ։(S’+l, п, + + !))+«);
S (х) = ? (Р СО);

т (2п + 1, х) = т (2п, х);
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с (2л 4-1, х), если х ш (2л -4՜ 1. 9 (2л ֊4՜ 1));
~ (2л х—о>(2л4֊1, 0 (2л 4-1)) 

е(2л 1-2)-р (2л 4-2) +1
4-9(2л-|֊1) в противном

случае,

агде — наименьшее целое число, не меньшее — ,

т (2л 4֊ 2, х) = ' (2л

т (2л4֊1, х) = т (2л, х), если х -<и> (2л, 6 (2л));

1Х-Ш (2л, 0 (2л)) . , . ,
, е(2п + 1)-е(2п+1) + 1 1 +■6 (2п) в "Р°тивном случае;

о> (2л 4-2, х) =

М2л4-1,

ш (2л 4-1, х) =■- (2л, х);

( ш (2л4-1, х), если х 9 (2п 4՜ 1);
(х - & (2л + 1))(е (2л 4- 2) - Р (2л 4֊ 2) + 1) 4- О) (2л 4-

I +1,9 (2л-|-1)) в противном случае;

ш (2л4-2, х) ==и) (2л 4-1, х);

ш (2л, х), если х 9 (2л);

(х - е (2л)) (8 (2л + 1)-р (2л 4֊1)+1) +ш(2л, о (2л))
в противном случае;

г 11 х);

6 (2л +1) = ( гх]л+1, л, О) (2л4-1, е (2л+ 1))) ;

6 (2л 4- 2) ~ »1 ( х2л )֊2, п, <о (2л 4- 2, е (2л +2))).

Заметим, что, по построению, функции ш и ю неубывающие по 
обоим аргументам (в частности, по второму аргументу—строго возра
стающие). Используя это обстоятельство, можно доказать, что при 
любых х, у, г имеем

и) (х, #) < ш (х, у -г 1) — т (х, г) = у 1; (4)
—— 

аналогичное свойство имеет место при замене в (4) <•> на <о и т на

Доказательство нетрудно провести индукцией по х.
Определим теперь нумерацию 'Г следующим образом.
I. Положим % (х) (х).

II. Для т > 0 вычисление функции производим следующим 
образом. I

1) Проверяем, существует ли такое число кт, что т ■= (2л1 4՜ 
|-2, кт\. Если для данного т такое число кт существует, то пола

гаем

(х) о; (х).



с—степени множеств 133

Заметим, что вопрос о существовании такого кт разрешим, так 
как по второму аргументу функция <՛> строго возрастающая.

Если же выясняется, что такого кт не существует, то переходим 
к пункту 2).

2) Проверяем, существует ли такое число п, что выполнено 
условие

ш (2п 4-2, 9 (2л 4֊1))<т<<о (2л 4- 2. 9 (2п 4-2)). (5)
Поскольку это условие рекурсивно, то вопрос о существовании тако
го л разрешим.

Если указанное л существует, то ищем наименьшее ( такое, что 
о> (2л 4֊ 2, - 1) < /л < ш (2л 4֊ 2, 0- (6)

Очевидно, что при сделанных предположениях t определится одно
значным образом.

После этого начинаем одновременно вычислять *Л (г) для всех г 
таких, что

(2л 4՜ 2» Р (2п 4-2)) г (2л 4-2. Е (2л4-2)) (г = 0)(2л4-2, !/)).
(7)

Если все вычисления завершаются, то из множества полученных зна
чений «'л (г) отбрасываем те, для которых существует такое г<^б (2л4՜ 
4-2), что

О-п (*) п 4՜ 2. ^) 4՜ 1, ш (2п 4-2, Г 4" 1)] (8)
содержит более одного элемента.

Множество оставшихся чисел вида (®я (г))/ обозначим через 
^2р+2. Если т £ 7?ул + 2, то положим

Фш (х)^с?г(х),

где / выбрано согласно условию (6).
Во всех случаях, не оговоренных выше, функция фт нигде не оп

ределенная. На этом завершается построение нумерации Ч\ Анало
гичным образом строится нумерация Н с тем отличием, что в по
строении надо заменить ф на 2л 4՜ 2 на 2л 4՜!, и поменять местами

и о» .
Докажем теперь, что нумерация Ч' допустимая (доказательство 

для Н аналогично).
Во-первых, отметим, что Ч вычислима. Покажем, что Ф 1-сво- 

дится к 4՞ функцией (х, х).
Заметим сначала, что функция построена таким образом, что 

при любом л 0, если

х £ [9 (л) 4՜ 1, 6 (л 4՜ 1)],
ТО для всех А'>лф1 будем иметь
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и) (к, х) = ш (п + 1, х). (9)

Согласно выбору отрезка, в котором находится х, и построе
нию функций 0, £ и р, имеем

х>8 (п)>е(л) >р(п)>2'։ > л 4-1. (Ю)
Следовательно, из (9), (10) и свойства монотонности со получим

со (2<о (л 4՜ 1» х) -|- 2, х) = со (л 4՜ 1, х) (Ю')
и

со (и 4"1> х) = ш (х, х). (11)

Согласно пункту 1) построения нумерации Ч’ из (10 ) следует

фш (2п И, X) (^) — ?х(-^),

следовательно, используя (11), получим

фа,(х,х)(г)^<рж (г)

для выбранных л>0 и произвольного х из отрезка [0 (л)4~ 1, б (л 4՜ 1)] 
Поскольку всякое х >0 принадлежит некоторому отрезку упомянутого 
вида, и о» (0, 0) = 0 по определению, а ф0 = ф0 по построению Ч\ то ] 
тем самым Ф։„(о, о) = ?л> чем и завершается доказательство того, что 
/х [<«> (х, х)] 1-сводит Ф к Ч . |

Замечание. Как можно видеть из построения нумерации Ч* и 
доказательства ее допустимости, функция, имеющая номер х 4֊ 1 в I 
нумерации Ф получает (благодаря именно этому номеру х4-<1) 8 НУ* I 
мерации Чг номер со (х 4-1, х 4*1) и, быть может, еще несколько но- 
меров, но обязательно лежащих в отрезке [со (х4֊1, х), со (х4֊1, х-|-1)]. I 
Таким образом, если дг-•*֊ 1 7И.|», то I

[со (х 4֊1, х)4֊ 1, ‘»(х4֊1, х+1)]ПМ. =£0 (12) 1
и, аналогично I

[со (х 4-1, х) 4՜ 1, со(х4-1, х4-1)] П Мн =/= 0, (13) I

хотя указать элемент в пересечении алгоритмически, вообще говоря, ։ 
невозможно в силу теоремы 2 из [5]. Нетрудно также заметить, что । 
для всех л, х, р имеем I

х £ [<о (л, р) ■ 1, <« (л, р 4՜ 1)] П Мн —* (х) £ Мф (14) I

(а также аналогичное свойство с заменой - на Ч , со на со и т на т). Л 
Нетрудно заметить также, что можно кусочным заданием по- л

строить такие обще рекурсивные функции Т и Г, что для любых I 
тп и х !

X £ [0, со (я?, о (я? 4՜ 1 ))] Т (*) = "чп (х), (15) 1

X £ 10, СО (ли, 0 (т 4- 1))]— Т (х) — (х). I 
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Очевидно, что функция Т ( Т) переводит всякий минимальный номер 
из ‘Г (3) в минимальный номер той же функции в Ф.

Докажем теперь, что Мн не может быть с-сведено к Мл. Обо- 

значим через какие-либо номера функций Т и Т соответствен
но в нумерации Ф. Допустим, что множество М- с-сводится к Мл 
функцией <рЛ, где без ограничения общности можно считать, чго числ

Iи, *2п + ։ и Т2Л + ), превышают тах (6 О- (Заметим, что поскольку 

функции 'т отличаются от х*, при лп =/= £, то это требование 
легко выполняется).

В силу выбора функции 3 и затем построения г, имеем

[р(2п+2) Ф1, е(2п 4֊2)]ПЛ/ф#=0.

Отсюда, учитывая то, что

9 (2п + 2) > е (2п + 2) > р (2„ + 2), (16)
а также свойства (9) и (13) вместе с условиями связанного с ними 
контекста, можем заключить, что

[ш(2п4֊2, р(2п4֊2)Ж,ш(2п4-2, е (2п4-2))|пМ3/0. (17)

Пусть число а принадлежит этому пересечению. Поскольку а^М?, 
то, согласно предположению о том, что с-сводит ЛЛ к М ч, О.п(агЬ 
-= 0 и О^п(а}^_Мл-. Докажем сначала, что среди элементов списка 
АЛ(Я) должны существовать такие, которые превышают ю (2п 4՜ 2, 
9 (2п 1)). В самом деле, если для всех У, для которых определено
(фЛ (о))< > мы имели бы

(?Л (а))/ < ш (2п 4 2, 9 (2п 4 1)),
то тогда

откуда следует, по строгой монотонности функции а2,

р (2п 4-2)>а2 ('х?Л+1, п, (а)). (18)

Согласно выбору числа а, из (15) и (16) можем заключить

£ (2п 4 2) > Г(а) > р (2п 4 2), 
откуда, используя (18), получим

Г (а) >«։ (гт?п+։, п, (а)), (19)

—
а поскольку t ’ ^Л-н, то в силу монотонности функции а2, из (19) 
последует
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7՝;(а)£>а2 (/, л, фл (а)). (2о>
Очевидно, что 7՜ (ц>7 (?л (а))) с: Л/.,., следовательно, по (2)

т (?п 1 (фл (а)))С [о, аа (/, Л, <Рл (а))], 
чему противоречит (20), так как, очевидно, а £ ф՜’(фл (а))«

Следовательно, среди элементов О-п{а) должны существовать та
кие, которые превосходят число ш (2л-|-2, б(2л4~1))- Пусть /0 тако
во, что

(фл (а)к > (2л 4֊ 2, & (2л + 1)). (21)
Докажем теперь, что для всех у, для которых определено зна

чение (фл (а));> это значение не превосходит <о [2л 4՜ 2, б (2л-К 2)). 
Пусть, напротив, это неверно. Тогда функция /у [(фл (а))у], перечисляя 
(в силу выбора числа а и функции <рЛ) некоторое подмножество из 
Мч, при некотором у0 превзойдет ш(2л4"2. б(2л-|-2)), а тогда по (4)

Т ((<?п (а));в)>б (2л 4 2)> а։ ('та’л+г, л, п, а),
что невозможно в силу (1), следовательно, для всех у, для 
определено (фЛ (а));, имеем

(фл (а))у<<о(2л + 2, б (2л 4֊2)),
Из (21) и (22) следует

<о(2л4֊2, 0(2л4֊1)Х(фл (а))։.<о>(2л4֊2, б(2л4֊2)).

которых

(22)

(23)
Поскольку Фл, по предположению, с-сводит к М՝\■, то условие 

(8) для нее при г = а, очевидно, не может иметь места, так как в 
этом случае оказалось бы, что одновременно более одного номера од
ной и той же функции являются минимальными в нумерации

Следовательно, знанение ф,։ (а) не отбрасывается, а тогда на 
месте (фя (а))/,,, согласно процедуре построения Ч*,

1) будет помещена пустая функция, если (®Л (а))/0 не представимо 
в виде (2л 4՜ 2, и), или

2) в случае, если (?Л (а))/„ равно при некотором и числу о> (2л 4 
4֊ 2, и), то на место (®л (а))/0 помещается некоторая функция ф„, 
для которой этот номер не минимален, так как в отрезок [«> (2л 4՜ 2, 
Л-1)4-1, <» (2л 4՜ 2, л)| не может попасть более одного элемента из 
^?2л42, принадлежащего 2 благодаря какому-либо одному значению 
переменной г из отрезка

И (2л4֊2, р (2л 42)) 1֊1, (2л 4-2, е (2л 4-2))}.
Поскольку множество таких г содержит не более чем в (2л42) — 

— р (2л 4՜ 2) чисел, а отрезок
(2л 4՜ 2, л — 1)4 1, ю (2л 4՜ 2, л)] (24)

«одержит более чем г (2л 4՜ 2)—р (2л 4՜ 2) элементов (так как л 4 
Г| 2л4-1)), то в отрезке (24) останутся числа, не принадлежащие 
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^2я+2, а тогда на этих местах будет помещена функция ?и, так что 
(1)(2л4-2> и) не будет минимальным номером. Таким образом, О.а(в) в 
любом случае не может быть подмножеством М\, что и опровергает 
предположение, сделанное относительно функции <рп. Аналогичным 
образом доказываем, что Мч не с-сводится к Л/н. Теорема доказана.

Поскольку т-сводимость является частным случаем с-сводимо- 
сти, то из доказанной теоремы непосредственно следует отрицатель
ный ответ на вопрос А. Мейера о т-эквивалентности множеств мини
мальных номеров функций в допустимых нумерациях. Вопрос о //-эк
вивалентности остается открытым. Естественным образом возникают 
вопросы, касающиеся 6//-, д- и р-степеней этих множеств.
Вычислительный центр АН Армянской ССР

и Ереванского государственного
университета Поступила 25.XII.1975

2, Р. ՄԱՐԱՆՋՅԱՆ. Ալգորիթմների նվազագույն համարների բազմությունների ք-աստ 
^անների մասին (ամփոփում)

Դիցուք Փ — ՚ ] մասնակի ոեկուրսիվ ֆունկցիաների րստ Հ. !Ւոշերսի թույլատրելի Հա

մարակալում էէ Նշանակենք Мф նշանով { l| Vy ('ք/ = ղմ ութ յունրլ

Հողվածում ապա ցուցվ 

կալումներ, որ Мцг ն Л7 -
աժ է, որ գոյություն ունեն այնպիսի թույլա տրելի 4 և շ, Հտմարա-

բազմությունները անՀ ամ եմ ատ ելի են С — Հանգեցման նկատմամբ։

Ա(Ս թեորեմից հետևում է բացասական պատասխան Ա. Մեյերի ալն Հարցին թե արդյոք 

րոլոր բազմություններն են էՈ— Հանգեցման նկատմամբ Կամազոր.

H. B. MARANDJIAN On c-degrees of sets of minimal indices of algorithms 
(summary)

Let Փ = ; be an acceptable (in the sense of Rogers’s) enumeration of al
one-place partially recursive functions. Denote by Мф the set

(։|V/(?' = ?/ = '</))•
The fellowing theorem is proved:

There exist such acceptable enumerations '1 , — that Mq- and M= are incompa 

rable with respect to
This theorem provides negative answer to the question of A. Meyer concerning 

zn-equivalency of sets of minimal indices.
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В. ТУЧКЕ

РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ КОМПЛЕКСНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ, ОБЛАДАЮЩИЕ ‘ЗАДАННЫМИ 
РАЗРЫВАМИ ВДОЛЬ ЗАДАННОЙ КРИВОЙ

С помощью криволинейного интеграла типа Коши можно, как из
вестно, определить голоморфную функцию, обладающую заданные 
разрывом вдоль пути интегрирования 7 (см. Н. И. Мусхелишвили 
[5)). В этой статье строится во всей плоскости некоторое решение 
и> = (и»], - • •, ш.л) системы

(1)

имеющее заданные разрывы вдоль 7.
Во всей плоскости Е заданная функция удовлетворяющая 

условию (С = £ + т՜7}) 

принадлежит пространству 2 (А) (см. И. Н. Векуа [1], Р. П. Гиль
берт [2]).

Правые части системы (1) предполагаются непрерывными. 
Предполагается далее, что правые части допускают оценку

1/> (г, ю։,- • №т)| < К (г),
зависящую только от |г| -- г, причем

К^Р,г(Е), Р>2.

Аналогично, требуется, чтобы постоянная Липшица Ь = А (г),

I// (*> «’р- • •, ют)— (г, < А(г)5} |«>/— ю;|,
/-։

зависящая также от ’г| = г, принадлежала пространству 2 (А), рУЦ 
Вне 7 ищется непрерывное решение ш = (ш1,-՛-, чот) систем* 

(1), обладающее заданным разрывом (</1։ • ♦ •, <7Ш) вдоль 7. Пусть 
(Ор---, От) соответствующая голоморфная функция вне 7, осущест
вляющая тот же разрыв (</։,-«՛, 4т) вдоль 7.

Определенная во всей плоскости функция, значения которой рав՛ 
няются интегралу
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зависящему от г, обозначается через Г^/у. Применяя теорему 1.23 
из книги |1] И. Н. Векуа, из предположения кр, 2 (£), р^>2, выте
кает оценка (р = |ч|)

(2)

причем М (р) является постоянной, зависящей только от р.
Пусть XV — данное решение. Очевидно функции

Ш)— — ТЕ{} ~ Фу (3)

являются вне 7, следовательно, почти всюду, голоморфными. С дру
гой стороны, Те и хи у—/)у непрерывны во всей плоскости (пред
полагается, что все XV, обладают непрерывными граничными зна
чениями на 7 извне и изнутри), следовательно функции Фу ока
зываются непрерывными и следовательно также голоморфными во 
всей плоскости. Наоборот, каждое решение (юр •••, ад,п) интеграль
ных уравнений (3) при заданных целых функциях Ф, является реше
нием системы (1), обладающим теми же разрывами как От).
Таким образом, системы (1) и (3) (при удобном выборе функций Фу) 
допускают одни и те же решения. Далее, каждое решение XV имеет 
представление

) = Ф/ + О) -|- шоу, (4)

причем Ф; являются целыми, а и» оу непрерывными и (в силу (2)) огра
ниченными функциями во всей плоскости. При заданных Фу решения 
системы (1) можно, следовательно, искать в пространстве R всех та
ких XV.

В силу (4) имеется взаимно-однозначное отображение между R и 
пространством RQ всех и»0 = (гооъ • • • > гоот). Пространство R будет про
странством типа Банаха, если определить норму* элемента и» через

||ад0|| = ։пах зир 1и»о/[

и если, кроме того, определить

^֊Ш 4֊ Л XV = (Ф։ 4՜ 4՜ 4՜ ^’01» * * * > Фт 4՜ Вт 4՜ 4՜ ^0/и)

(причем XV)■— Ф, Э) 4՜ гооу)- Если оператор Т определяется через 
ю= Тад,причем

Аналогичное определение 
т«льстве существования решений,

нормы использовалось в работе [10] при 
обладающих заданной главной частью.

доказа֊
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(z) = £>, (z) +Ф7(2)֊
E

Wx (p), • • •, Wm (p))
C-z

то T отображает пространство R в себя. Ввиду

w j — w) = wo; — wo;
***

из условия Липшица следует ( W = Tw, p — |,|),
- 1 ~

' IT , (z) — W7 j (z)| < — m max sup |wo; — wo;| • " / E

ЧТО

Учитывая предположение Е£1^Р,2(Е) и оценку, соответствующую пра. 
вой части неравенства (2), получаем, что

^)<‘ли М(р)Щ>,2</ (™, и«),

֊—

причем ги) = </(ш0, ш0) = ю0|. Из этого неравенства непо
средственно следует непрерывность оператора Г. В предположении

на. 2
_ 1__
тМ (р)

оператор Т далее оказывается оператором сжатия. В этом случа€ 
существует (по теореме Банаха) неподвижная точка, являющаяся вне 
7 решением системы (1). Таким образом, доказана следующая

Теорема 1. Если норма постоянной Липшица удовлетворяеп 
условию (5), то существует решение системы (1) с заданными 
разрывами вдоль 7, одновременно удовлетворяющее интегральному 
уравнению (3). При этом функции Ф;—произвольные целые функ
ции*.

В силу уравнения (3) имеется взаимно однозначное отображение 
1 между решениями ю и векторами Ф = (Ф1։•••, Ф«)» состоящими из 

целых функций Фу.
Пусть М — произвольное компактное множество плоскости г н 

г 0 — произвольное положительное число. Тогда число г0 выбирает
ся настолько большим, чтобы

а) Мс (С: |С| <г0),

б) С СДт <֊ а-тМ(р) JZ.Jp, 2) 6 ’

Г1 г.

для всех точек г (в силу 2 (Е) такой выбор числа г0 возможен)

X. Медеи и своей работе [4] доказал существование решении (без особеннс 
стей) с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке. С помощью этой теорем 
получается теорема существования без каких-либо ограничений для постоянно? 
Липшица (или для меры рассматриваемой области). Таким образом, можно таМ? 

.доказать существование решений, обладающих заданными разрывами.
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Пусть теперь {Ф‘*)}*=1,2.... — некоторая локально равномерно схо- 
ящаяся последовательность векторов, образованная из целых функ- 
ий. Функциям Ф(ч в силу (3) соответствуют решения, обозначаемые 
ерез В силу условия Липшица из (3) следует, что

(շ)֊ս./>(շ)| <|Փ<*>(շ)֊Փ<'>Ա)|֊Ւ

Применяя вторую часть неравенства (2) в случае функции Ь=Ь (р) и 
соотношение б^), в силу последнего неравенства получается, что

тах տսթ

(1 — тМ (р) ЦАКр, Э 1 тах տսթ 
/ И < Դ

Ввиду локальной равномерной сходимости функций Ф1^1 найдется чис
ло Ко такое, что первое слагаемое в правой части последнего нера- 

8
венства будет меньше, чем —, если 7с, I > кп. Это значит, что по

следовательность {|. 2... на множестве [г: |г|-С г0} и следователь
но на множестве М равномерно сходится.

Аналогично из предполагаемой локальной равномерной сходимо
сти последовательности . следует локальная равномерная
сходимость соответствующей последовательности |Ф(А>)<։=]>2։... .

Таким образом, доказана следующая
Теорема 2. Взаимно однозначное отображение А между це

лыми функциями Ф и решениями ш является топологическим 
отображением в смысле топологии локальной равномерной сходи
мости^.
( екция математики университета 
им. Мартина Лютера (Халле, ГДР) Поступила 30.IV.1975

Վ. ՏՈԻՉհԵ. Տված կորի վրա որոշակի խզումներ ունեցող կոմպլեքս մասնական 
ներու| ոշ ղծաւին ղիֆերենցիալ հավասարումների լուծումները (ամփոփում)

ա ծ ա ն ց յ ա । -

Հողված ում ղի տարկվում հ տված կորի վրա որոշակի (սղումներ ունեցող 
կան ածանցյալներով ոչ ղծաւին դիֆերենցիալ հավասարումների լուծումների

կոմպլեքս մաиնա - 
դո յ ութ յան հ արց ր-

В. Хепнер в работе [3] рассматривал эту топологию для решений системы
Ьельтрами в С'1.



142 R- Тучке

Կառուցվում Լ բպոր հնարավոր (ուսումների րաղմութ յունրւ Ա պ ա ր ո I յ րյ ի հիմքն /, հանդիսանում
1‘անաիյի pt որեմ ան անշարժ կետի վեր արեր յար

V. TOUCHKE. Solutions of non linear d iff erential equations with partial 
complex derivatives possessing prescribed discontinuities along given 

curves (summary)

The questions of existence are considered and the set of all possible solution is 
constructed.
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ւՌսթէւքատիկա XII, .М? 2, 1977 Математика

В. А. ЯВРЯН

О СЛЕДЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

1 . В пространстве Л (О, Ь) рассмотрим интегральный оператор 
ь

(С/)(х)= С(х, 0/(0 Л (0Сх<6). (1)

/ 0
Если оператор С имеет след и ядро 6 (х, /) непрерывно, то, как из
вестно

ь
2 кп (С) = I С (х, х) </х,
П — 1 Vи

где 1-п (С)—собственные значения оператора С. Но это равенство, 
вообще говоря, не имеет места даже тогда, когда ядро О (х, /) не
прерывно в О х, £ 6 < оо.

В этой заметке рассматривается частный вид интегрального опе-
ратора, а именно

I р
У Uk (х) Vk (է), X -< է

p
У ԱԷ (է) v* (х), X > է,

(2)

где функции и/, (x) и г»* (x), к — 1, p, принадлежат простран
ству Lz (0, 6), b < oo.

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Оператор G, задаваемый формулами (1) и (2), 

имеет след в смысле главного значения и

lim f՝n {G)е|0 1Ая(°Я>։
о

Д оказ ательство. Введем в рассмотрение Вольтеров one 
ратор 

У սԷ (х) vk (х) с/х. (3)

«/) (х) =
о

(и» (() V» (х) — и« (х) V» (О) /0) Л (0<х
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Обозначим через Кк и АГ/ соответственно вещественную и мнимую 
части оператора К. Легко видеть, что

ь ь
И* (0 / (0 сП 4֊ иц (х) 1 ил (/) / (/) с// ) .

б X 44)

Пусть Х+ (Л) (X՜ (/!)) —положительные (отрицательные) собственные 
значения оператора А, занумерованные в порядке убывания (возраста
ния). Так как разность А/? — (7 является конечномерным оператором, 
то согласно одной теореме, доказанной в работе А. С. Маркуса ([1], 
стр. 115) имеем

5р (^ - о = 2 (Х+ (Кк)- и (О) + 2 ().֊ (Кя)-(С)). 
л=~1 я=1

Отсюда, с учетом равенства (4), получаем

2 (>; (^)-\+ (0)+ 2 (>֊„- (Кн) - (О) = 
л—1 л=»1

Р
= — 2 I иь (О V» (/) <//. (5)

*“1 П

Гак как оператор Кц—О—2р-мерный, то по известным неравенствам 
Куранта (см. [2], стр. 258)

Х/։+2р ((7) Хя (АГ/?), Хд+2Р (К*) ХЛ ((7). I

Отсюда и из (5) легко получить, что I
Ь I

)Р С= —У I (О V* (О (П. (6)
*=оо I

Теперь вычислим мнимую часть оператора К. Имеем
ь

1 1 р ' (*
= --(К- К") ( = - — 2 (<)/(0 л—«» (х) X

2' 2' 3
и

ь

о

Итак, мнимая часть оператора АГ конечномерна. Следовательно, 
известной теореме М. Г. Крейна ([3], стр. 240)

по

Кт 2 ХЛ (АГ/?) = 0. 
«*о Рл!՝*8

.Это равенство вместе с (6) дает требуемое соотношение (3).



следе интегральных операторов 145

Заметим, что из (5), вообще говоря, не следует (6).
2е’ В предположении, что функции д (х) и р(х)^>0, р (х) .4 0 яв

ляются суммируемыми
ложительнои полуоси,

функциями в любом конечном интервале на по- 
рассмотрим краевую задачу

~ У ""К 9 (х) У = (*) 
(у, <р)|л=0 = 0, Пт и/ (у, «!>) =■- 0.

(7)
(8)

и ՛!> (х) — произвольные вещественные решения однород
ного уравнения —у" д (х) у = 0, а Т/֊ (у, г)'—вронскиан функций у 
и г. Любое самосопряженное расширение, порожденное дифферен
циальным выражением —у" + д (х) у и разделенными граничными ус
ловиями имеет вышеуказанный вид.

Предположим, что имеет место случай круга Вейля, т. е. любые 
решения уравнения (7) принадлежат А՛ (0, со).

Если л = 0 не является собственным значением задачи (7), (8),
то, как доказано М. Г. Крейном (см. [4]), существует след обратного 
оператора в смысле главного значения. С помощью теоремы 1 можно 
вычислить этот след.

Теорема 2. Если Р«л)7_1 — собственные значения задачи (7), 
(8), занумерованные в порядке возрастания модулей, то

0

Доказательство. Краевая задача (7), (8) эквивалентна сле
дующему интегральному уравнению: 

о
где

I

После обозначений

Ф (х) г р (х) = и (х), 6 (х) | р (х) — V (х), у (х) I р (х) = г (х)
то интегральное уравнение перейдет в уравнение

де

г
о

(х, /) г (0 (И,

С1 (х, 0 =֊ и (х) V (/), 
и (/) V (х),

х I

ледовательно, согласно теореме 1



14b В. Л. Яврян
с. —

<? (х) Ф (х) Р (х) dx.

Автор выражает благодарность М. Г. Крейну за ценное обсуждение.
Институт математики
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V. A. JAVRIAN. On the trac"e of some integral operators (summary)

The formula (3) is proved, where X (G) are the eigenvalues of tho operator G 
given by (1) and (2). For the Sturm —Liouville operators an analogous formula is
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յւ՜աթԼմատիկա XII, № 2, 1977 Математика

В. И. БЕЛЫЙ

К ВОПРОСУ ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
РЕГУЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ В КРУГОВОМ КОЛЬЦЕ

В ряде работ М. М. Джрбашяна разработаны методы исследо
вания мероморфных функций, в которых существенную роль играли 
аналоги классических формул Коши, Шварца и Пуассона для пред
ставления аналитических и гармонических в круге функций [1, 2|, ука
зано полное структурное описание классов функций, ассоциированных 
с операторами дробного интегро-дифференцирования в смысле Рима
на-Лиувилля и их обобщением, предложенным М. М. Джрбашяном 
[2]. Применение данных методов для изучения аналогичных вопро
сов в круговом кольце связано с необходимостью получения анало
гов интегральных представлений интегро-дифференциальных операто
ров дробного порядка и обобщенных операторов в круговом кольце; 
задача о построении таких представлений ставилась М. М. Джрбашя
ном в 1968 году.

В данной работе предлагаются интегральные представления, 
ассоциированные с так называемыми союзными ядрами [3|, полностью 
решающие задачу М. М. Джрбашяна. Получены обобщения формулы 
А. Вилья [4|, частными случаями которых являются интегральные пред
ставления типа формулы Шварца, ассоциированные с операторами 
дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля, 
Вейля, М. М. Джрбашяна. Доказывается, что данные интегральные пред
ставления являются существенно более широкими, чем формула Вилья.

Пусть (7—двусвязная ограниченная область, граница которой 
составлена замкнутыми жордановыми спрямляемыми кривыми и Л_>, 

I С,—внутренность £։, Со—внешность Ь2, С = А С2, Вся
кую регулярную в С функцию /(г) можно представить в виде / (г) = 
=/1 (г) 4՜ /2 (г), где /1 регулярна в (7. и имеет в окрестности точки

ое
2 = 0 разложение _Л(г)~У ал 2*1 а /2 регулярна в <72 и разлагается

ЛО
|в окрестности точки г — <х> в ряд /2 (г) = о а г՜՜' • Рассмотрим 
I Л1
пару союзных ядер (см. [3], стр. 168)

Г(2) = V 6Л А У7* (г)== 2 (6л¥=0, 4---0, !,•••). (1)
I л-о
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Функции (1) регулярны в единичном круге, имеют особенность в точ
ке 2 = 1 и допускают аналитическое продолжение по любому пути, не 
проходящему через 1, эо, 0. Приведем некоторые известные резуль
таты.

Если 7) — односвязная область, ограниченная жордановой спрям
ляемой кривой 7. и содержащая начало координат, ф (г) — регулярная 
в 79, причем в окрестности точки 2 = 0 имеет место разложение 

со
ф (2) = V аА г*', то композиция Адамара 

м
<// *

<Р* (г) = р7' = 2 ал Ьк 2*
Л—0

аналитически продолжима в 79, и для всякого 2^79 и ^^Е} имеет 
место формула

л
Если 79 — односвязная об часть со спрямляемой жордановой гра

ницей, содержащая 2 = оо, и ф (2) регулярна в 79, причем в окрестно-
ОС

сти точки г — ос имеет место разложение ? (г) = У а_* г՜'’ , то ком- 
о

(7/ **>
позиция (2) = ф о Г— V а_։ является элементом регулярной

*-0
в 79 функции, причем для всякого 2^79 и ф £ Ег

Эти результаты для кусочно-гладкой границы 7. и функции ф (2), ре
гулярной на 79, содержатся в |3|, их доказательство остается в силе 
при сделанных здесь предположениях. В случае, когда ф* (2) £ (а 9 
может и не принадлежать классу Еу), формулы (2) и (3) допускают 
обращение

?<£>эо). (2'1|
д

<?
2՜/ ? \ г / ;

1

Заметим, что интегральные представления (2') и (3') возможны Дл| 
функций ф (2), не представимых интегралом Коши по контуру Ь. Фор | 
мула интеграла Коши, различные соотношения для дробного интегр0
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дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля в комплексной области 
[5], [1, гл* операторов М. М. Джрбашяна, обобщающих дробное 
интегро-дифференцирование [2], и некоторых других получаются из 
формул (2), (3), (2 ), (3') при соответствующем выборе ядер Р и

Определение 1. Композицией Адамара функции / с союзным 
ядром Р в двусвязной области С назовем функцию

что /* (г)Из определения и формул (2), (3), (2'), (3') следует, 
регулярна в С, причем при г £ С

(5)

если / (г) £ Еу в 6 (определение класса Ех в двусвязной области оче
видно)*. Аналогично, если {*(г^Еу в С, то /(г) выражается через 
свои угловые предельные значения формулой

Формулы (5) и (5') позволяют получить в круговом кольце обобще
ния классической формулы Вилья [4].

Теорема 1. Если / (г) £ Ех в кольце С = [ г: г < |г, < р), а Р (г) 
и Р(г) — пара союзных ядер (1), то для всякою г < 6 справедли
во интегральное представление

/:((г) = /оГ = -^С [Яе / (',)] И (4 ) Е +

К/“?

+ — С |Ке/С)]р(—)4-*о(“<.+2“о), <6>
2՜/ .) \ г / •

1'1=/’

Ме

аналог ядра Вилья, а

Все криволинейные интегралы берутся в 
г||||ости кривой направлении.

положительном относительно внут*-
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Если / (г) регулярна в С и /(г) = / ь Р принадлежит 
С, то при всяком г Р: С имеет место интегральное г.

классу

где

(6'

— аналог ядра Вилья, а

Доказательство. Достаточно доказать формулу (6), 
как (6 ) получается применением (6) к композиции о Л*. Прин։
но внимание, что для функций класса Е1 в кольце (7 коэй3 ФI

ряда Лорана могут быть вычислены через радиальные 
значения / (г) на границе (7 по формулам

си =
- Г2*а* = -—

из представления (5) получаем

0°0

; \</

Н =
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1
2-7

[ [Йе/('.)] Г 

-1=Г
что и требовалось доказать.

Замечание. Поскольку в теореме 1 С круговое кольцо, тре
бование возможности аналитического продолжения союзных ядер Г и 
Г* из единичного круга в плоскость без точек 0, 1, является из
лишним.

Для функции / (г), регулярной в двусвязной области можно по
строить более общий аналог композиции Адамара. Для этого рас
смотрим две пары союзных ядер:

*> IV
Л”(г)=1+У 6,г\ = 1 + V 6,1 Л б.'г 0, <•=-!, 2. .

>-1 *=!
<ю л

Л”(г)= 1+ 2 Ь^г", Л’»(г)- 1+ 2 6Г>г‘, 6_»=£0, А-1, 2, 
Л=1 /«1

Как и раньше, функцию / (г) представим в виде / (г) = (г) (г),
где и /2—те же, что и в определении 1.

Определение 2. Композицией Адамара функции / с ядрами 
р՝.) и р<Ъ в двусвязной области 6 назовем функцию

Л (г) =Л о (ГО, Г֊)) ֊ /г о Г<>) +/, О (7)

Регулярность функции /.. = / о (Г՝1’, Г2>) в области (7 очевидным 
образом следует из определения 2. Кроме того, учитывая формулы 
(2), (2՜), (3), (3 ) для функции в (7 и г £ С будем иметь

Л (г) = (Я1’, ?т) = -- [ л (С) Л”

(8)

совершенно аналогично, если = /о (/(|), Г12,)€ в (7 и / регуляр- 
а в С, то
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Основываясь на интегральных представлениях (8) и (8 ), получаем еле
дующее усиление теоремы 1.

Теорема 2. Если / (г) Ех в кольце С = (г: г ;
Г{1) (г) и Р™ (г) — две пары союзных ядер, не обязательно
продолжаемых аналитически за пределы единичною круга, 
всякого 2 С справедливо интегральное представление

то для

I де

(9)

Р‘»> (г)=2Л’> (г) + 2 (6_* г*—6* г ~к )у (10)

•О

Р<2)(г) = 2А™ (г)+2 2 г~к ), (П)

— аналоги ядер Вилья и

Если же /(г) регу лярна в С, а (г) = / о {Е^\ Е(2}) £ Ех в С», то
при справедливо интегральное представление

[ке/ДС)] Г»

1-1 =р

где

— аналоги ядер Вилья и
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Доказательство. Как и в теореме 1, достаточно убедиться в 
справедливости формулы (9). Преобразовывая правую часть (8), на
ходим

/. (г) =/’ (Я”, 4 С (Ке/С)| Я»

1’1=Р

^1»+ ֊ (-у--
т՝1 .1 \ г / ъ

|С|-г

— 1 »
— У ал 6-л р2* г՜*—V аи г24’г՜՜* —2а0 =

Л«= — * 4=1

24

к|=р

что и требовалось доказать.
Укажем характерные частные случаи формул (6—6 ) и (9 — 9'), 

а также некоторые следствия теорем 1 и 2.

1°. Формула Вилья. Пусть в теореме 1 Г (г) = ——или в тео-
1— 2

реме 2 (г) = /?(2) (г) =

и формулы (6—6') и (9 — 9') превращаются в формулу Вилья (4]

150—5



В II. Белый

где

2°. Аналог дробного интегро-дифференцирования в смысле
Римана-Ауивилля. Пусть^в теореме 1

Г (1 4-«) 
(1 —г)1 + в * о

Ы<1>

где а — произвольное действительное число, не принимающее целых 
отрицательных значений. Тогда оператор = / о Е в кольце г <^|г|<^р 
является аналогом интегро-дифференцирования по Риману-Лиувиллю 
порядка а функций, регулярных в единичном круге (см., например, 

▼
[6], [5], [2]). Ядро Р в интегральном представлении (6') в этом слу
чае имеет вид

2Г (1 + ?) 2 ’ Г» Р-» Г (1 + а)
(1 —։)՛<• ֊, Г(1+ а+ к}

Пример функции , не принадлежащей классу в кольце

г |г| 1, но представимой по формуме (6՜) через предельные зна
чения Репри всяком нецелом а <.0, показывает, что формулы 
(6—6՜) и (9—9') являются принципиально более широким классом ин
тегральных представлений.

3 . Аналог дробного интегро-дифференцирования в смысле 
Вейля. Выбирая в качестве союзных ядер в теореме 1 функции

где 3 — действительное число, для функций в кольце, коэффициент ав 
лорановского разложения которых равен нулю, получим обобщение 
формулы Вилья, являющееся представлением функции через действи
тельную часть аналогов дробных производных и интегралов в смысле 
Вейля. Если г = 0, р == 1 и функция /(г) регулярна в замкнутом еди
ничном круге, причем /(0)=;01 получим новое обобщение формулы 
Шварца:

(I
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где /(, ) (е7/) — оператор дробного интегро-дифференцирования по Вейлю 
функции ф(/)=/(ен), со, ос).

4 . А налог интегро-дифференциального оператора М. М. Джр- 
баигяна [2]. Пусть и» (х) — неотрицательная непрерывная на [0, 1) 

1 р
функция, для которой ю(0)=1; о» (х) со, и при любом г 6 [0, 1)

О

I р 
°> (х) (1х 0.

Г
Положим Аог=

1 р
1 — к ( ш (х) х*՜1 е/х (к = 1, 2, • • ■),

о

/г-0 Л = 0
(12)

Известно |2], что степенные ряды (12) имеют единичный радиус схо
димости. Композиция регулярной в кольце г \ г| <р функции / (г) —-

ас
= V ак г,{ с ядром Г (г), определяемая формулой (4). является анало

гом оператора М. М. Джрбашяна |2] к [/(•£)]• (Если /(г) регулярна 
в единичном круге, то / ь Е= к" [/ (г)]), а формулы (6 6') с ядрами 
(12) дают обобщение на случай кругового кольца интегральных пред
ставлений М. М. Джрбашяна типа формулы Шварца (см. [2], теоре
ма 3).

Теорема 2 позволяет получать для конкретных союзных ядер 
интегральные представления с „несимметричным“ изменением ряда 
Лорана функции, регулярной в кольце.

В качестве следствия теорем 1 и 2 легко вывести интегральные 
формулы для гармонических в кольце функций, аналогичные формуле 
Пуассона.
Институт прикладной математики 
и механики АН УССР. г. Донецк Поступила 20.1.1975

Վ. I՝. РЫф. Շրջւսնափն օղակում ոԼղո։լ|ար ֆո։նկց|ւաս 1,րի ինտեգրսղսւյին էէրկայսւցամների 
|ս1ււ|ւ-ի վերսւջերյալ (ամփոփում)

Ն րջանա յին օղակում ոեդու/յար ֆունկցիաների համար նշված են որոշ ինտե դր այա յին ներ
կայացումներ, որոնք հանդիսանում են Վիլյաի բանաձևի ընդհանրացումներ։ Որպես մասնավոր 
Դ եպքեր ս տա ցվ աժ են միավոր շրջանում կոտորակային ինտեգրո֊ ղիֆերեն ցմ ան տարբեր տեսբերի 
"^քերատորներ ով ներկայացումների ան ալո ղն ե րր ։
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V. I. BELYI. On the problem of the integral, representation for
functions regular in the ring (summary)

Some integral representations are pointed out for the regular in the ring fun
ctions. These representations generalise the Villat’s formula. Analogues of the integ
ral representations associated with various operators of fractional integration and 
differentiation in the unit disk are obtained for special cases.
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временно ушел из жизни талантливый, многообегиайюгиий 
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Настоящая статья — его последняя научная работа, 
сданная в редакцию незадолго до ого кончины.

|Л. А. ТЕР-ИСРАЕЛЯН |

О НАИЛУЧШЕЙ РАЦИОНАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
НА СОПРИКАСАЮЩИХСЯ МНОЖЕСТВАХ

В работе [1] автором были получены верхние оценки для наилуч- 
шей рациональной аппроксимации на замкнутых множествах, представ
ляющих собой две области, границы которых в точке соприкоснове
ния образуют друг с другом положительные углы. Сравнение этого 
результата с основной теоремой работы А. А. Гончара [2] показывает, 
что переход от двух отрезков с общим концом к двум углам с общей 
вершиной не ухудшает асимптотики наилучшего рационального при
ближения. Дальнейшими исследованиями в этом направлении, очевид՜ 
но, является переход к двум множествам, границы которых в точке 
соприкосновения имеют общую касательную. Поскольку схема, при
мененная автором в |1|, довольно просто и естественно связывает 
быстроту стягивания полюсов аппроксимирующих функций к точке 
соприкосновения областей аппроксимации с конфигурацией границ в 
окрестности этой точки, то следует ожидать, что она приведет к „не
плохим“ верхним оценкам и в случае приближения на таких множе
ствах.

Рассмотрим множества следующего специального вида:
Ел = \ztC-. |z| <1, IRe z\ > |Im zp|, *£(1, °0),

и функцию /, непрерывную в полукруге А = (z £ С: |z|2, Re z>Oj, го
ломорфную во внутренних точках Д, /(0) = 0 и /(z) —О, когда Rez<^0. 

Пусть
Rn (f, Еа) = inf sup |/(z) — Гд (z)|, 

рл! 2^Fi

где (гд} — множество рациональных функций порядка не выше п, и
М (г) = тах |/(г)|, г ՝<. 2. 

И < г
Теорема. Для всякою а £ (1, °о) имеем Еп (/> Еа) — О (рп) 

рл = ппп (М(—-—1п л- 4՜ хгп А ), где 5 — 8 (а) >0, г = г (а) £ (0, 1). 
՝е|2, -) у _!_ / а— 1

Доказательство. Разобьем границу полукруга Д на диаметр 
• и полуокружность Г, т. е.
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б»Д = 7 и Г,

7 = С: С: Ке г ~ 0, |1т г| 2),

Г = {г £ С: |£| = 2, 1т г О).

Тогда функция / на множестве Е, может быть представлена в виде 
суммы двух функций

/ (*) = А (*) + /г (*)>

рациональной аппроксимацией каждой из которых мы и займемся.
1 . Выбрав некоторое 1), найдем натуральное R такое։

чтобы

где

Точками полуокружность Г' разобьется на дуги 1к (к = 0,1, • • •
•••, R —1), на которых определим кусочно-рациональную функцию 
(]„ С, г):

которая осуществляет равномерную аппроксимацию ядра Коши для 
:$Г, г^Е^.

Отсюда получим ’

|/> М - 1 / О“՛ (՛•• г> <гя> 
2-1,1 2(1—<п

А гак как порядок рациональной функции

[

не превосходит тЕ, то
п

Кп(/„ Е,)= О (/). (1.1)
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2°. Выберем положительное число 
бы выполнялись условия

К

натуральное п0 так, что-

а- I
"о

«—I

и рассмотрим последовательность ^л)л-о точек на ;

_ 1

,Элементы этой последовательности, а также {— ^л}^0 будут служить 
полюсами аппроксимации функции

Обозначим
7л = {2 6 С: Ее 2 - О, |$л+1| < |г|< |Ел1}»

л- 1
Гп = 7\ ( и 7*).

£^-=0
Теперь определим функцию (С, г) для С^7:

для которой имеют место неравенства
ч

а— 1
--------- V՛՞ (С, 2) < ~ р", ^Е..

С — 2 (1 — р) Л?
(2.1)

Последние неравенства сразу вытекают из выбора постоянных К и р 
и следующего очевидного соотношения:

2рМ (2)
Далее, из (2.1) имеем

Теперь введем рациональную функцию

Г*, т (2) — / С) <эт (с, г)

и 
7=0 ь-

и оценим для г £ разность |/2 (г) — г». т (г)|,
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с

рМ(2)
" (1—р) (2.2)

Осталось получить верхнюю оценку для первого слагаемого в правой 
части неравенства (2.2). Для этого мы используем тот же прием, ос
нованный на голоморфности / в Д, который был применен в [1] для
оценки аналогичного интеграла.

Тогда, обозначив 3* = {г^С: И = 1?*1

1аГ? ---  1։ получим

<2*Л/(|;*1)

Теперь для имеема

Несложный подсчет показывает, что порядок интегрального 
ножителя в правой части неравенства будет О Ап —— \ Итак, 

\ |е*| /
г £

сом-

ДЛЯ

1 А

С|Л/ ----- ——— 1п к,
по)’՜

(2-3)

где (а).
Теперь, подставляя (2.3) в (2.2), получим

1/е (^) Гк. т (2)|^ С П1 г^Е^ (2.4)

где С = С (а).
Из сопоставления последнего неравенства с (1.1) нетрудно за

метить, что главной частью в оценке КГ1 (/, Е„) будет Еп (/<>, Еа), и 
переходя в (2.4) от натуральных к и т к непрерывному параметру 
Xа [2, со), получим утверждение теоремы.

Этот результат и теорема, полученная в [1], объединены общим 
методом выбора полюсов аппроксимации вблизи точки г —0, который 
можно описать следующим образом.

Пусть Е множество, на котором осуществляется приближение, 
симметричное относительно мнимой оси и содержащее на этой оси 
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лишь точку г = 0. Если —л-ый выбранный полюс, то за Вя + 1 берется 
проекция на мнимую ось точки Е, наиболее близкой к Вя. В |1], когда 
границу Е представляли собой вблизи г =0 отрезки прямой, последо
вательность |;я| стремилась к нулю со скоростью геометрической про
грессии. В случае же, рассмотренном в настоящей работе, абсолют
ные величины полюсов аппроксимирующих рациональных функций 
стремятся к нулю уже гораздо медленнее, так как точки множества Е 
„ближе примыкают“ к мнимой оси в окрестности г = 0.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 18.11.1976

I.. Ա. ՏԵՐ-հՍՐԱՅԵԼՅԱՆ. 11՚աց|ւոնալ ֆո i G կ g իւսGI, гո>| |<ս.|ացու |ն մււ։ոաrljiliuG ifiuuJiG Kigi|iig
քաշությունների վրա (ամփոփում)

Հողվածում ստացված են վերին ղնահ ա տ ա կանն եր լավազոււն ոոցիոնա/ մոտարկման ՛հա
մար հատուկ տեսքի բազմությունների վրա։

L. A. TER-ISRAJELIAN. On the best rational approximation in contacting 
domains (summary)

The paper gives tipper estimates for the best rational approximation in the
special sets.
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