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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածք եր հրապարա- 
կ ե չ Հայկական 1111Հ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա *Մաթ1 1ստիկաօ ամ» 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

/. Հողվածների ծավւպր, որպես կանոն, շպետք ( գերազանցի մեկ տպազ, ական մամուլք 
այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)ւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվ/tJ են հրապարակ֊ 
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կ ո լ ե գ ի ա յ ի հատուկ որոշմամբ/

'2. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակող* Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կ չյ b չ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ոուսերեն լեզուներով/

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով/

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համ անուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևումI

Հունական տառերը պետք է րնղգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանց»/ են սև մա֊ 
տիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ա լի քաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելո ք նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում/

5. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի հա քար նշվոլմ 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարռ կման տա֊ 
րեթիվր և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվրւ

0 գտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեյստի համապա֊ 
տ ասխ ան տ ե ղումւ ւ

6. I) րրագրոլթ յան ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգա՝ ի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում/

'• Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ֊ 
վա ծ ի ստացման ժամկետ հ ամ արվում է վերջնական տեքստի ստացման °րը*

8. թողվածի մ երժմ ան դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման, պատճառների պարզ սրանումովւ

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատարված
է տվյալ աշխատանքը/

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր Լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը/
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր/
Խմ բա գրութ յան հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, Դի տութ յունն երի ակս» շեմ իա յի Տե^ 

ղեկագիր, սերիա V Մ ա թ ե մ ա տի կա Ք 9
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յքաթեմաւոիկսւ ХП, .V- 1, 1977 Математика

А. А. ВАГАРШАКЯН

ОБОБЩЕНИЕ ФАКТОРИЗАЦИОННОЙ ТЕОРЕМЫ
НЕВАНЛИННЫ

Факторизационная теорема Неванлинны (см. [11, стр. 269) за
ключается в том, что множество мероморфных функций, определен
ных на единичном круге и имеющих ограниченную характеристику, 
совпадает с множеством функций /(г), допускающих факторизацию

(1)

где р — целое число, (z) и "2 (z)— произведения Бляшке, С — дей
ствительная постоянная, а р— функция ограниченной вариации. Это 
множество обозначается буквой N.

В настоящей статье введено множество мероморфных функций 
Ао, которое существенно шире N. Доказано, что функции f - до
пускают представление, аналогичное факторизации (1). Основываясь 
на этом представлении, обобщается теорема А. Я. Хинчина, А. Ос
тровского (см. |3|, стр. 118).

Пусть/(z) — мероморфная функция, определенная на |z| < 1 и 
0<г<1. Положим

если а — конечное комплексное число и
Чт.

^0 ('■> /» °°) = ~ f Ь 1п+ 1/(ге'°)| ԺԵ, 
2՜ J

о

если а — оо,
Пусть а и Ь — различные комплексные числа, причем Ь — конеч

ное число, а о может равняться бесконечности. Мы скажем, что 
/ь , если

sup (т0 (г, f, а) +- ту (г, /, ձ)) <Հ эо 
0<г<1 (2)

и сходится ряд

V (1 — |z,/) <Հ 4- ее,
>-1
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где —множество 6-точек функции / (?). Мы обозначим /Уо= б/УУд,
где сумма берется по всем допустимым парам а, 6.

Заметим, что Ма,ь^>М. Действительно, пусть М. Это озна
чает, что / имеет ограниченную характеристику. Следовательно

и
1 (1 — |г.|) < 00,

(3)

(4)

где (гл) — множество 6-точек функции /(г). Из первой основной тео՜ 
ремы Неванлинны (см. [1], стр. 23) следует, что

1 
зир 

0<г I 2т:
___ 1 ___  

а|

(5)

где М < оо. Теперь легко заметить, что из (3), (4) и (5) вытекает (2). 
Несколько позже мы покажем, что МП։ ьХ/У=У= 0.

Теорема 1. Класс ^,ь совпадает с множеством функции 
/ (г), которые допускают представление

где ри р2 — целые числа, (г), “2 (г) и “3 (г)—произведения Бляш
ке, С — действительное число, а р — функция ограниченной ва
риации.

Доказательство. Пусть /(г) допускает представление (6). 
Тогда, используя неравенство (см. [2], стр. 25)

имеем

и



Обобщение теоремы Неванлинны

Так как функции ~2 (г) и § (г) принадлежат пространству /V, то из 
полученного неравенства следует, что

sup т0 ( г, /, Ь} <Г оо. 
о г< 1

Аналогично доказывается, что

sup т0 (г, f, а)< оо.
0<г<1

Следовательно,
Теперь предположим ь- Без потери общности можно счи

тать а = оо, 6 = 0. Пусть — полюсы, a {w*)£=i — нули функ
ции f (z). Введем обозначение

П Р (а’* — *) 1 w»|

*гл1<Р р" — Zb z Zu

где р! — целое число выбрано так, чтобы ?Р (0) =£ 0, оо. В дальнейшем 
мы предположим, что рх — 0, так как в противном случае вместо 
функции / (г) можно было рассматривать функцию г°։ А (г). Функция 
<?р(г) не имеет нулей и полюсов в круге М <Ср. Следовательно, 
1п 11п (г)| — субгармоническая функция. Это, в частности, означает, 
что

1п|1п ?р(0)|< (ре/а) | Л
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Подставляя выражение для функции (г) в (7), получим

in |1п|/(0) < In |ln I <рр (0)|

2к 2г.
< In |1п <Рр(0)К ֊?- Г 1п|1п <рр (рен,)!</Н< ֊֊ I 1п+|1п| (ре',})| 4՜ 2’1

2к J 2r J
о о

= то (р, Л 00) 4՜ т0 (р, /, 0) 4՜ In 8п.

Так как /^Л^ос.о. то по определению N~,o мы имеем

или, что то же самое

•О
v (1 — |wj) ос

эо 

п 
* = 1

|w*| > 0.

Следовательно

In llnl/(0) |u4 + V in ±J 

|*л| ।
m0 (p, /, oo) 4֊

4- (p, /,0)4՜ In 8r,
откуда имеем

/ У i P \ sup I Zj In — l<^rxD, 
o<p<։ \кА|<р |z*| /

и потому (см. (1], стр. 260) У (1 — |z*|)<c 00■ 
Теперь рассмотрим функцию

где (г) и г2 (г) — произведения Бляшке с нулями {ш*|Г=1 и {гд}^_1 со 
ответственно. Функция (г) не имеет нулей и полюсов, следователь- 
но 1п # (г) — аналитическая на |г|<1. Докажем, что 1п £ (?) £/V. Мы 
имеем



Обобщение теоремы Неванлинны

Un g (ре' *)| (/։>

2х
— I In ь |ln| g | dft Ь In 4՜ 
2՜ J

ои

Так как "2 (г) /V, то из полученного неравенства следует, что 
1п^-(г)^/7. Теперь, используя факторизационную теорему Неванлин
ны, нетрудно получить требуемое представление для функции / (г).

Замечание 1. Из оценки (8) следует, что если ------ аналити-
/(*)

ческая функция, принадлежащая УУ», о/то полная вариация функции р>,
фигурирующая в представлении (6), допускает оценку

IN < sup (ти0 (г, /, со) 4- т0 (г, f, 0)) 4֊ In 16 к. 
0<r< 1

Следствие 1. Из представления функции следует,
что она почти всюду на единичной окружности имеет некасательные 
граничные значения.

Следствие 2. Так как------- £ N, то из теоремы 1 следует, что
1 4՜ z

ехр |—-—1^ЛС,о- Однако ехр J| N, потому что множество 
U + z] Н т -?!

fl" I 1I 1|г*|* = ь где ехр ------- \ = 1, не удовлетворяет условию
ll-Hd

v (1-|^|) = со.

Бляшке, т. е.

Теорема 2. Пусть дана последовательность |/п (■г)|л\1 функ
ции, аналитических в круге |г[ 1, у довлетворяющих условиям

1) Существует такое С^>0, что

и

(9)

(Ю)

где b — фиксированное комплексное число.
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2) На множестве £<={г/|г|— 1} положительной меры последо
вательность {/п (е‘ *)}д*=1 угловых граничных значении функций 
/л (г) сходится по мере.

Тогда последовательность {/п (г)}^1 равномерно сходите я 
внутри круга |г/ 1

lim /л (г) = / (z), 
Ո -*֊ <х»

причем на множестве Е последовательность \{п (е/;,)}|7-1 сходится 
по мере к/ (е1)—угловым граничным значениям предельной функ
ции / (г).

Вышеприведенная теорема совпадает с теоремой А. Я. Хинчина — 
— А. Островского, если в условии 1) вместо двойного логарифма под 
интегралом написать только один логарифм. При этом оказывается, 
что из условия (9), написанного с одним логарифмом, следует (10).

Доказательство. Так как /п(г} — аналитическая функция, то 

из (9) и (10) следует, что -------Из замечания 1 вытекает,

что множество {(п (г){Г=1 компактно. Существование угловых гранич
ных значений почти всюду на единичной окружности для функции 
/п (г) вытекает из следствия 1. В остальном доказательство совпадает 
с доказательством, проведенным в книге [3] теоремы А. Я. Линчина — 
—А. Островского, только во всех формулах вместо нужно писать 
1п 1п .

Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 24.XI.1975

Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱԿՅԱՆ. ՆԼւ|սւն||ւք,նւսф 
վւու մ I

ֆ ակ տափ (|աց|ւոն рԼиրԼմ|ւ ընդհանրացումը ( ամփո-

֊ոդվա ում մտցվում / սերոմորֆ ֆունկցիաների ,\փ ղասրէ որր Լապես լայն ( ի] ղասից: 
11պացացվոմ է, որ Ազ-ին պատկանող ֆունկցիան թույլ է տայիս ներկայացում, որր հանդի

սանամ Է ֆակտորիղացիայի անալոդր, Հիմնվեքով այդ ներկայացման վրա ընդհանրացվում / 
Ա. Խին չին ի և Ա. 0ստրովսկու /1 եորեմր։

A. A. VAG ARSH AKIAN. A generalization of NevanlInna's factorization
theorem (summary)

In this pappr the new class /Vo of ineromorphic functions essentialy richer 
than .V is introduced. It is proved, that any f N$ permits representation analogous 
to the factorization. Using this representation the theorem of A. Hinchin and A. Os
trovski is genera I izated.
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Ф. Э. МЕЛИК-АДАМЯН

О КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРАХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В работе рассматриваются вопросы спектрального анализа кано
нических дифференциальных операторов. Для исторических и библио
графических справок можно обратиться к монографии [1], которая 
тесно примыкает к рассматриваемым здесь вопросам.

§ 1. Операторы, порожденные каноническими
дифференциальными выражениями, и их спектральные

ункции

1°. Пусть Н—гильбертово пространство и /—оператор со 
свойствами /*  = —/, /“ =—/ (/—единичный оператор в Н). Форму

лой Р = --(/ + //) определяется пара взаимно дспэлпительных орто- 

проекторов Р (Р ֊гР- = 1), проектирующих Н на собственные под
пространства Н -- Р Н оператора /, отвечающие собственным зна
чениям ± / (/ = 1Р± — 1Р_).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

И(г) х (г) = ք (г) (0<г<оо), (1.1)

где И (г) и / (г) — функции со значениями в [//]*  и Н соответствен
но, измеримые и интегрируемые по Бохнеру на любом компакте, со
держащемся в [0, оо). Под решением уравнения (1.1) будем понимать 
локально абсолютно-непрерывную функцию х (г) со значениями в Л/, 
удовлетворяющую уравнению (1.1) почти всюду. Это условие на 
функцию х (г), в силу гильбертовости пространства Н, равносильно 
представ лению

Г гъ 
X (г) = х (г0) -I- I у (/) с/1,

где у (/) — локально интегрируемая функция. Таким образом, опреде
ляемое решение уравнения (1.1) является по существу решением ин
тегрального уравнения

Через |//] обозначено кольцо ограниченных линейных операторов, действую
щих в Н.
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И(0 * (0 <п+

Это уравнение однозначно разрешимо (см. [2], стр. 141). Пусть опе
ратор-функция V (г) принимает самосопряженные значения: V* (г) = 
= I/ (г) и рассмотрим оператор Ао, определяемый дифференциальным
выражением

<1х (г) 
(1г

V (г)X (г) (1.2)

на многообразии /)(40) с: А2 (0, сс; Н) финитных (на бесконечности) 
абсолютно-непрерывных вектор-функций х (г) таких» что х (0) = 0 и

х(г) е £=(0, оо; Н),

Описание симметрических и самосопряженных расширений и 
спектральных функций оператора Ао можно получить как частный 
случай из результатов работы [2|. В связи с этими вопросами см. 
также [3] и [4]. Для удобства приведем здесь изложение этих вопро
сов для рассматриваемого нами случая.

Лемма. Пусть /£Л՝(0, /?; Н) при каждом Тогда
если

ев

( (/('■)» (А А) (г)) </г = 0 (1.3)
и

для всех Г) (ДД то /(г) локально абсолютно-непрерывна я 
функция и

յ _ [/ (г~) / (Г) - о. (1.4)
с/г

Доказательство. Рассмотрим операторнсе решение (опера
тор Коши) У (»•) задачи Коши

] _ V (г) и (г) = О, и (0) = /.
с/г

Известно ([5], стр. 205), что У (г) /-унитарный оператор 

£/*  (г) ,/и (г, = и (г) У</*  (г) = / ( - /£/ (г) (<•> =

= —4/(г) у и*( гу=1).

Финитная функция ^^/,’(0; ос; Н) принадлежит области значений 
Л(До) оператора тогда и только тогда, когда

1

(г) 8 (г) — о. (1.5)
О
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Таким образом, условие (1.3) на /(г) означает, что 
©о

(/('•)» § 0՞)) = о
О

для всех тех финитных # £ £2 (О, оо; Н), которые удовлетворяют усло
вию (1.5). Положим (г) = — (г) // (г) (/ (г) = и (г) Д (г)) и

(г) = У*  (г) % (г). Имеем (/(г), Я (г)) = (Д (г), (г)), так что

для всех тех финитных функций 6 (О, оо; Н), для которых

Отсюда для функции вида

при О

при г
получим

о©

Таким образом, Д(г)=/0 или / (г) = /7 (г) /0. Последнее и доказы
вает справедливость леммы.

Предложение 1.1. Оператор До симметрический.
Действительно, условие (Дйх, у) - (х, До։/) у х, у О (Ао) полу

чается интегрированием по частям. Плотность £) (До) в Е~ (0, со; Н) 
легко следует из леммы, ибо если (/, А) = 0 у Л О (До), то рассмот
рев функцию х (г), являющуюся решением уравнения (1.1), получим

с/х (г) 
вг

ао

֊И (г)

(/ (г) Ь (г)) с/г = 0.

Поэтому х(г) удовлетворяет уравнению (1.4) и, значит / (г) = 0.
Предложение 1.2. Оператор А^ задается дифференциалъ- 
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ным выражением (1.2) на многообразии £) (/4‘) локально абсолютно- 
непрерывных функции х (г) ив У/2 (О, со; Н) таких, что

J - Х (г} - У(г)х (г) 
бг

также принадлежит I? (0, оо; /У).
Пусть х (г) принадлежит области определения оператора А\ 

Тогда существует х*£У,"(0,  со; Н) такая, что (х, /40Л) = (х*,  Л) 
у А £ /) (Ло). Рассмотрим решение § (г) уравнения

У(г)£(г)=х*(г).

Так как

г*

о
Й (г), (АЛ)(г)) </г = 0 уЛеО(Л).

В силу леммы функция х (г) вместе с х (г) — £ (г) локально абсо
лютно-непрерывна и

д <1 (х (г) - [г)} _ [/(г)(х(г)-г(г)) = 0. 
бг

Итак, х £ У) (ИЗ и

х*  (г) = и;х) (г) = /
бх (г) — И(г) х(г).

Утверждение доказано.
2е. При описании симметрических расширений оператора ?40 мы 

будем следовать методу Калкина (см. [6], стр. 390), который состоит 
в следующем.

Рассмотрим гильбертово пространство О (.4*)  со скалярным про
изведением (х, у)г -= (х, 1/)֊р(/4’х, 4*  у) и в нем билинейную форму

|х, у} = г |(Ио у) ~ (*»  А </)]• (1.6)

Подпространство О с. [) (/4^) называется симметрическим, если би
линейная форма (1.6) на О равна нулю: {х, — 0 ух, у £ О. Подпро
странство У)*  = |х £ У) (А’)Цх, у\ =0 у#(;У) называется сопряженным 
к подпространству У). Тогда любое замкнутое симметрическое рас
ширение А оператора >40 получается сужением оператора на сим
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метрическое подпространство £)(/!*)•  Прм этом сужение опера
тора А(\ на подпространство А)*  задает оператор Л*.

В нашем случае
ле

о

= I I ~их (г)> У (г)) (1г — 11т ((/*  (Я), у (/?))— (0), у (0)).
,1 с/г /?-.<*
о

Числовая функция (У/х (Р), у (/?)) принадлежит А՜ (0, оо) и при R —»со 
имеет предел. Поэтому 11т (У/х (Р), у (А?)) = 0 и окончательно по- 

R -*  «о
думаем

I*»  у\ — ((— у/) х (0), у (0)).

Это делает возможным дать описание симметрических расширений 
оператора Ао в терминах ( Уу)-нейтральных подпространств про
странства Н՛.

Предложение 1.3. Произвольное замкнутое симметричес
кое расширение Ар оператора Ло дается су жением оператора А‘ 
на подпространство Е) (Лр) вида

О(АР) = (хе/)(/1;)|Р£х(0) = х(0)|, (1.7)

где ортопроектор на (— У У)-нейтральное подпространство А 
в Н. При этом расширение Ар являете я максимальным симмет
рическим (самосопряженным) в том и только в том случае, ког
да (—г' У)-нейтральное подпространство Ь являете я максималь
ным (гипермаксимальным).

Замечание. Проектор Рд на (—УУ)-нейтральное подпростран
ство А можно задать в виде

Р,.= — (Х + К*  + КК*  + К*  К),

где К—частично изометрический оператор, отображающий Н+ в 
Н-. При этом К является угловым оператором подпространства А 
(см. [4]). В случае, когда К отображает все Н- на Н-

(1.8)

Относительно понятий, связанных с (— /У)-метрикой (—^ = Р — Р_) про
странства Н, см, [7].
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является проектором на гипермаксимальное (— Z/)-нейтральное под
пространство. Таким образом, для существования самосопряженного 
расширения оператора А,, необходимым и достаточным является усло
вие: dim //+ = dim Н_.

Другой характеристикой проектора Р на (—г/)-нейтральное под
пространство является условие: PJP—0.

При этом подпространство L = РН будет гипермаксимальным 
тогда и только тогда, когда

JP+PJ = J. (1.8)

В пояснение этого условия заметим, что оно равносильно условию 
JP—QJ (Q = /—Р), которое означает, что подпространство L — PH 
совпадает со своим (— г/)-ортогональным подпространством, т. е. яв
ляется гипермаксимальным.

Предложение 1.4. Пусть ортопроектор Р удовлетворяет 

условию PJP=Q и Ар — сужение оператора. А(1 на многообразие 

D(AP) финитных функции х (г) из D (До), удовлетворяющих усло
вию՝. Рх (0) — х(0). Тогда замыканием этого оператора является 
оператор Ар, определенный на многообразии D (Ар) вида (1.7).

В самом деле, покажем что (Ар) =АР. Заметим, что на основа
нии вышесказанного, Д’ есть сужение Д' на подпространство

D (д;) =• {у е D (д;)| У (0) £ HQJPH}.

Ясно, что если г/^7)(Др), то для всех х£/9(Др) имеем

(* (г), ! ~ V(r)y(r))dr = (Jx (0), у (0))+
аг

V (г) X (г), у (г) Лг = (Jx (0), у (0))+ (Арх, у).

Таким образом, (/х (0), у (0)) = 0 у^б^кДр). У 
что и требовалось доказать.

3 . Рассмотрим здесь вопрос существования спектральных опера*  
тор-функций для канонических дифференциальных операторов. Сде
лаем это с помощью метода М. Г. Крейна. Обоснование метода на
правляющих функционалов Крейна для случая гильбертовых про
странств дано в [8] и [9]. В [9] для канонического дифференциального 
оператора построено направляющее отображение. Для наших целей 
удобно рассмотреть несколько отличное от введенного в [9] направ
ляющее отображение. Предварительно сформулируем необходимые по
нятия и определения.
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Через V (Н) обозначается множество оператор-функций Г (к) 
(—оо<^л<^оо) со значениями в [Л], удовлетворяющих условиям:

1) А (0) = О,
2) Т7 (X) — неубывающая функция: Л (X) А (р) при • Т> щ
3) /՛ (к) — непрерывна слева: Г (X — 0) = Г ()-).

Каждая функция Г (X) из семейства V (Н) порождает гильбертово 
пространство Еу (— оо, оо; Н) вектор-функций со значениями в Н, где 
скалярное произведение задается формулой

Л

(Л #)/- = (^(^) / (О, я (>֊))•
— ОО

Определение 1.1. Функция Е £ V (Н) называется спектраль
ной функцией оператора А, действующего в гильбертовом простран
стве Ну, если существует изометрическое отображение пространства 
Нг в Л; (— оо, оо; Н) такое, что оператор А переходит в оператор 
умножения на независимую переменную в Е2. (—оо, оо; Н).

Определение 1.2. Пусть С — некоторое линейное простран
ство и А — линейный оператор, действующий в С, и пусть Н — гиль
бертово пространство. Отображение Ф: СХ7? —* Н называется направ
ляющим отображением для оператора А, если

1) Ф (/> к) ПРИ каждом фиксированном /. £ R линейно относи
тельно

2) Ф (/, X) при каждом фиксированном / С — голоморфная век
тор-функция по X со значениями в Н,

3) Уравнение (А — X/) £ = / имеет решение тогда и только тогда, 
когда Ф (/, X) = 0.

В работе [9] (теорема 1) доказано, что в случае, когда С—евкли
дово пространство и А — симметрический оператор, обладающий на
правляющим отображением, удовлетворяющим определенному свой
ству, то существует функция И (Н) такая, что

со

(/, г)о = (' (Г (Л) Ф (/, л). Ф (ё, /.)). (1.9)

—

Последнее, в силу равенства Ф (/4/, X) = Хф (/, X), означает, что / (/•) 
является спектральной функцией оператора А.

Рассмотрим в качестве С многообразие финитных функций из

Ь (0, оо; Н) и оператор Ар

Ф (/, >.) = (?.

в нем. Тогда формулой

ос*
/ С О*  (г, X) / (г) </г,

0
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где и (г, X)—операторное решение задачи Коши:

(112 (г, X) 
с/г

V (г) и (г, X) = Х£/ (г, ).); и (0, X) = /, (1.10),

определяется направляющее отображение Ф: С ^Р-^С2Н для опера

тора Ар.
Проверим лишь условие 3) определения 1.2. Положим для неко-

торого финитного / г Ь2 (0, °°; Н)

§ (г) = и (г, X) / (2*  X) / (О сП. 
Г

Легко убедиться, что £ (г) —финитная абсолютно-непрерывная функция 
удовлетворяющая уравнению

у _ [/ (г) (г) _ /.£ (г) = / (г). 
аг

Таким образом, для принадлежности функции $ (г) многообразию, 

/)(ЛР) необходимо и достаточно, чтобы Р% (0) = £ (0). Но поскольку 
00

'и*  (/,).)/(/) <н=(Р]+(Ц) \ и*  (/, ,.)/(/) л,

О о

то последнее условие равносильно условию Ф (/, X) = 0.
Замечание. В случае, когда ортопроектор Р удовлетворяет 

условию (1.8'), отображение Ф (/, X) можно записать в виде

£(0) = / I

ЛО

Ф (/, Х) = Р и*  (г, X)/(г) </г.

О

Кроме того, в этом случае замыкание оператора Ар является самосо
пряженным и на основании теоремы 3 работы [5] можно утверждать, 
что тождеством (1.9) порождается унитарное отображение простран
ства (0, со; Н) на пространство /.)’ (—со, РН).

§ 2. Свойства спектральных .и.ункцнй канонических
дифференциальных операторов, и обратная задача 

спектрального анализа
Результаты этого параграфа являются обобщениями работ [10| 

и [11 .
',°. При исследовании свойств спектральных функций канониче

ских дифференциальных операторов, не нарушая общности, можно 
ограничиться рассмотрением эрмитовых потенциалов V(г), удовлет
воряющих условию /-эрмитовости: ]\7 (г) — — И (г) / (см. [12], стр. 
466). Зафиксируем ортопроектор Р, удовлетворяющий условию (1.8) 

и через Ау обозначим здесь рассматриваемый в § 1 оператор Ар. При 
V (г)=^0 этот оператор обозначим через Ао. Введем оператор-функцию 
Фу(г,1) = Ну (г, X) Р, где 12у(г,1)—операторное решение задачи Коши: 
1236-2
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- V (г) uv (г, X) = Wv (г, X); Uv (О, X) = /. 
dr

При И (г) =0 имеем Фо (г, X) = Un (г, ) ) Р = (Р+ е ~l,r + Р- eUr ) Р. Рас
смотрим оператор / -р К вида

Г

(I + К) / (г)= /(г)+ К (г, dt, (2.1)
о

где ядро К (г, удовлетворяет при каждом Л" оо условию 
R Г

sup 1 IJ/C (г, dr < оо; -sup 1 (г, f)H dt оо. (2.2)
о t о г z?J

t о
В силу этого условия / -р К является ограниченным оператором в про
странстве L՜ (О, R; Н) при каждом R<^oc.

Предложение 2.1. Пусть
Г

Ф(г, *)  = <Mr> 0 Фо G. (2.3)
V о

тогда Ф (г, X) = Фу (г, X) в том, и только в том случае, когда 
слагаемые

U, t)=-֊- (К (г, t)- J К (г, t) J); K2(r, t)=~ (К (г, t)+JK(r, t) J) 

в разложении ядра К (г, /) на перестановочную и антип ерестано- 
вочную с J части удовлетворяют системе

Здесь JQ = 2Р-1 (70 = P - Q; Q=I-P).
Доказательство. Если Ф (г, X) = фу (г, X), то удовлетво

ряется уравнение
Г

*» (г, '■) = Фо (г, X) - С и, (г - s, X) J V (s) Ф (s, X) ds. (2.5)

о



О канонических операторах 19

1К(г, /) Фо (/, >֊) <Н = — 
о и

л՝

К ($,') Фо ') с!з. (2.6)

Учитывая, что Ку (г, /) ио (/, X) = £/0 ({, /) (г, /) и Кг (г, I) £/0 (?, X) —
= и՝п (/, л) К2 (г, /), после соответствующих преобразований получаем

г Г г

К (г, О Ф„ ((, /.) Л = и0 (/, >.) К, (г, О Л Р+ и- (6 /.) К2 (г, О Л Р,

0 0 о
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К (') ЛГ1 (", г 4՜ (— “) </՜ Р.

Г

К2 (г,1) Р = —

Заметим теперь, что если через 7\ и Т2 обозначены перестановочная 
и антиперестаковочная с J части оператора Г, то

(Г, В)/= 4֊ Т, Л И (Г,Р)/ = 4- Т. 
Л £

а. /=1,2).

Поэтому полученная система равносильна системе (2.4). Обратно, 
если К, (г, /)(/ = 1, 2) удовлетворяют системе (2.4), то обращая при- 
веденные рассуждения, убедимся, что Ф (г, /.), определенная формулой 
(2.3), удовлетворяет уравнению (2.5). Таким образом, можно сказать, 
что система (2.4) определяет оператор преобразования (2.1).

Наряду с системой (2.4) рассмотрим систему

и оператор I 4՜ Ь вида
Г

(/+ Ь) / (г) = £ (г, 0/ (0
о

где £ (г, /) = (г, /) 4- £2 (г, /).
Существование и единственность решений систем (2.4) и (2.7) в 

классе оператор-функций, удовлетворяющих условиям (2 2), доказы
вается методом последовательных приближений. Для дальнейшего нам 
понадобится следующая

Лемма 2.1. Пусть оператор-функция К (г, /), удовлетворяю
щая условиям (2.2), такова, что

<Ю оо
У -- 1 К (г, /)/(,) й = (' К (г, I) / Л 

бг .) I «у/
о о

(2.8)

для всех финитных абсолютно непрерывных функции / (/), удов
летворяющих условию /(0) = 0. Тогда К (г, I) = Кг (г — П 4֊ К2 (г 4֊ У), 
где (г) = (г) /, ]К2 (г) — — К2 (г) ].
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Доказательство. Рассмотрим функции /(/) вида

/(О —
Я (5) ds

О

при О -С 4С А

при R ,

где функция £ (з) удовлетворяет условию

/г
% (з) с/з = 0.

и
Тогда из (2.8) интегрированием по г от 0 до т (0 R) получим

или, положив

В (•» 5) = (/А (г, 0 /А (0, /)) сП -р

о
получим

R

I В (", з) о ($) дз = 0 таких, что 
о

£ (5) </з =0.

Рассмотрим

Я (*) = В* (Т, в* з) А е/з = В : (", $) А—Ао (А £ Н).

Имеем
R

(В*  ։) Л - Ло, В*  ։) /.) =0 ул е Н.
V о

Отсюда

R

։в» (г, 5) а^՛ л
и

R
I Б^' (т, $) Лс/5 
о

поэтому

В* (-, ։) Л</5 уЛСН.
о
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Таким образом, В (", х) не зависит от 5 и В (-, х) = В (', 0). Получи
ли равенство

л- . - л՝
\ (т, 0 Л + К (г, х) /</г = у (0, 0 с/1 -г К (г, 0) ](/г.

0 0 о о

Приравнивая перестановочную и антиперестановочную с / части в; 
этом равенстве, получим

5 т 5 1
/ * / • р р
1 (Х> /) Л + I (Г> з) </г = I Кх (0, /) сИДг I (п 0) (/г,

О 0 0 О %
5 •: 5 т

р р р р
К2 (', /) К2 (г, х) с/г = К2 (0, /) (В — К2 (г, 0) с/г.
(>000

Эти соотношения доказывают утверждение леммы.
Предложение 2.2. Операторы /4֊ К и I Т Ь, рассматривае

мые в пространстве Л՜ (0, /?; Н) (/?<^оо), взаимно обратные.
Для доказательства заметим сначала, что операторы / 4՜ К и 

/ 4 Ь множество С локально абсолютно-непрерывных функций /, 
удовлетворяющих в нуле условию Р/ (0) — / (0), отображают в себя 
же. При этом справедливы тождества

с/г
(2-9)

с/г с/г
(2.9')

В этом легко убедиться, 
(/= 1, 2/ из (2.4) и (2.7)

подставляя значения лдг, о и ьдг, I) 
в выражения (/4՜ К)/и (/ 4- Ь) / и вычисляя

обе части тождеств (2.9) и (2.9'). Рассмотрим оператор
4-Ь)(/4՜ К). Ядро М(г, /) оператора М имеет вид

х) К (х, /) </х при 

о при

Поскольку, как легко видеть из систем (2.4) и (2.7), ядра К (г, 0, 
Л(/ , 0 удовлетворяют соотношению К (г, 0) 0= Ь (г, 0)0 = 0, то и 
М (г, 0) 0=0. Далее, из (2.9) и (2.9') следует, что

(/4-М) у ^4 = / 4 </+м>/(-•). ¥/€С. 
с/г с/г
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На основании леммы 2.1 можем утверждать, что

М(г, О = Л/, (г- О + М.(Н-/)(УМ, (г) = м, (г) У; ]М. (г) = - М(г)У).

Из вышеприведенных свойств М (г, I) следует, что

УИ1(-/)=М(г) =0 (I > 0) и М,(г) 0=0 (г > 0).

Последнее означает, что и М., (г) = 0 (г^>0). Таким образом, 
(/ 4֊ Ь)(/+ К) = / и утверждение доказано.

Рассмотрим операторы / 4֊ К и / 4֊ Ь, действующие на множе
стве финитных функций из (0, со; Н) по формулам

(/+К*)/(г)=/(г)

м.

4- у к* а, и/(о л, 

г

В пространстве Ь՜ (О, R; Н) они являются сопряженными к операто
рам 14՜ К и / 4- Ь. Как и выше непосредственно проверяется, что 
операторы / 4՜ К*  и /4՜!-*  множество Со финитных абсолютно-непре
рывных функций /, удовлетворяющих в нуле условию Р( (0) = / (0), 
отображают на себя и справедливы тождества

с!г

(1г

(2.Ю)

о

4/ (г) (2.10')

Положим /4֊ Н = (/֊|- Ь)(/4- ь :). Ядро Н (г, /) оператора Н имеет вид

Н(г, 0 =

/
£(г, /) 4՜ ( А (г, $) £*  (/, з) <1 з при г > /

о
7

I*  (#, г)4՜ у А (гу з) £*  (Л з) </з при г <^ /. 

о

Из соотношений (1.9') и (2.10') следует, что

(/ + Н) у
(1г

= ] — (/+Н)/(г) 
аг

У/^СО.

Поэтому в силу леммы 2.1

Н (г, 0 =■ И, (>—1) + Н1 (г+0(УН, (г)=Л,1 (г) У: ун2 (г)- —Нг (г) У).
(2.11»
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. ^■^■^аес=: - г1- ■-■ чц^^ддааауявмеажяайаяавяаииишдяиякжаамиииииииимиишмшв

Учитывая теперь свойства Н' (г, /) = Н (С г) и /7(г, 0) (2 = 0 ядра 
Н {г, 0» получим

Н2 (г) = (г) Н\ (г) --= Ну ( — г) = ]^Ну (г) уо (/о = Р — <2; г>0).

(2.12)

2 . Перейдем к рассмотрению свойств спектральной функции 
- (/.) ( оо<О. <^оо) оператора Ау. На основании $ 1 для всех фи
нитных функций /, из £2 (0, ос; Н) выполняется равенство

(2.13)

где

(Л .?) = (ф (Л >), Е (</') Ф (<?. >)),

В силу (2.2) для Ф (/, л) получим представление

Положим (/+ К ) / (г) =/0 (г) и (/+К*) (г) = (г), тогда

(/4-Ь*)/ 0 (г) =/(г) и (/4՜ Ь*)  (г) = # (г).

Соотношение (2.13) запишется в виде

((/ +֊Н)/0, 5о) = ((/4֊Ь*)/ п> (/ Ф Ь*)  £о) =

<
Фо (/о.х)~ ( Фо (г’ ' ) А (И ^г.

и

где

Отобразим теперь простршство £’(0, Н) на пространство 
£՜ (— °°, ос; Н ) следующим образом. Пусть к—изометрическое 
отображение на Л/_, участвующее в представлении (1.8) проек
тора Р. Элементу /^£“(0, ՛֊*>;  //) поставим в соответствие элемент

/ € £՜ ( 0(7 > °°; £/+) по формуле

при г > 0 
при г 0. (2Д4)
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Легко проверить, что это изометрическое отображение и что при 
этом отображении интегральный оператор

М/(г)֊ ( М (Г, t)fit)dt 
• / о

переходит в оператор

М/(г) = Mir, t)f

в ко тором ядро М (л, /) ( — ос) задается формулой

Л/ (г, t)-~

Р>М( г, 
Р~ М{ г, 
К*М( Г, 
К* М(-г,

При г, 
при Т՜ г, — 
при — г, / > О 
при — г, — t >0.

Поэтому в силу (2.11) и (2.12) оператор / 4֊ Н перейдет в оператор

(/ + H)/(r)=/(r)+ \H(r-t)f(t)dt, (2.15)

где Н (г) = Р+ Ну (г) Р¥ (— оо<^ г ос ). Отметим, что в силу (2.12) one 

ратор-функция Н (г) эрмитова: Н(—г) = Н*  (г). С другой стороны

• 2^г (/) является образом оператора - (>.) при 
с транств Н и РН, задаваемом отображениями

о

Таким образом, соотношение (2.13) примет вид

(H(r-t)f (t), g (г)) dt dr-
—

(2.16)

где -։ (л) - Р ֊ Р~ (') РР *.  Последнее соотношение вместе с тем 

фактом, что оператор /+Н в каждом из пространств £՛ (0, R՝, 
(/?<\ оо) допускает факторизацию вида

изоморфном соответствии про- 
\ ТРР . и } 2 Р.
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где оператор

/+Н = (/+К)-'(/+К*)- 1

К действует по формуле
|Г|

(2.17)

|| к (г, /) / (О

-и

дают возможность выявить необходимые условия на спектральную 
функцию -] (X).

Определим оператор-функцию П (?) (— оо <С / < эо) формулой

П (/)

при t >0

Из (2.16) при / (г) = £ (г) = Л(г) А, где А £ , а 7., (г) - характерис
тическая функция множества {—", "], получим

2 (Ие П (2՜) А, А) = 2֊ (А, А) + И {И (г - () К, А) Шг =

(՝֊! (<А) А,

Отсюда

(-1 (<[/) К, А)
X2

Зафиксируем е и 
з!п 2Х £ > 1 

2Кг 2

выберем N так, что при |Х| /V имеет место

. Получим

Г (^1 (<//■) Л, А) Г (с/л) А, А)
] 1 + V ,) >"

ее

- I

5)П 2Л8 \ (1։ (с/л) Л Л)
о

Поэтому спектральная функция (X) удовлетворяет условию
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(Е, (</'•) Л, Л)
\2

Далее, для финитных непрерывно дифференцируемых вектор-функций 

/ (г) и о (г) имеем
■» ОО

Н О1 ('■— 0 7 (0> /('•)) <Мг= (/(г), я (г)) с/г+
V V О

— ж> —ОО

Сн(г — /), /(/), § (г)) <Н(1г =
99 ОО

(</>) X“1

Выбрав /п (г), стремящуюся 
8 (г)— дельта-функция Дирака,

к 8 (г) Л и / (г) = «р (г) А, где 
а ® (г) — финитная числовая функция,

удовлетворяющая условию
ОО

ср (/) (Ц = у (О (И = о, 

-  ОО
получим

Отсюда

П (г) А 4- Вг - Лг Л)
1 + л2/ )2

Учитывая, что П ՜ (г) — П (—г) и II (0) =0, окончательно получим
аь

(^А) А, А)
\ о

где В — эрмитов оператор.
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Теорема. Оператор-функция (X) £ V (Н+) является спект
ральной функцией оператора Ау в том и только в том случае, 
если՝.

1) Оператор-функция (X) удовлетворяет условию

0^ (</Х) h, /О

1 4֊ X2

2) Оператор-функция

имеет производную вида

2'(г) = 2' (0)

О

где Н (s) — локально суммируемая эрмитова oneратор-функция.
3) Оператор (2.15) допускает факторизацию (2.17) в каждом 

из пространств L՜ (— R, R; Н+) (R < с^).
Доказательство. Необходимость условий непосредственно 

следует из вышеприведенных рассмотрений. Достаточность доказы
вается путем восстановления потенциала I (г) оператора Ау по функ
ции --1 (X), удовлетворяющей условиям 1)—3), так чтобы -j (X) явля
лась спектральной функцией оператора Ау.

Рассмотрим уравнения
/?

Rr (г՜, t) 4՜ Н (г — 04֊ i Kr (г, s) Н (s — t) ds = 0,

- R

R

Rr (r, f)-|- H(r—t) 4՜ \ H (г — s)Rr (s, 0 ds = 0. 
• /

— R

Существование и единственность решений этих уравнений, удовлет
воряющих условиям 

R R

sup I Кл> (г, fftdr < оо; sup I ЦЛГ (г, ОН dt <
-R t <R J — R r R J

— R -R .

следует из условия 3) теоремы. Положив Ргл? (г> 0— Rr (г — R) 
(О г, t t֊^2R), приведем эти уравнения к виду

2R

Г2/?(г, 04֊ W֊/) 4- ( Г2/?(г, s)/7(s-f)ds=0, (2.18)
* ' о
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2/?_
Гзя (г, 0+ Н(г—04՜ (г — $) Гг/? ($,

о

/) (Р = О

Перейдя в этих уравнениях к сопряженным и положив 
= Го/? (2А— /, 2/? — г), получим

2/?

Лг/? (г, 0 —

(2.18')О </$ = О,
о

2/?

А/?(г, /)4Я*  (г֊0 4֊(я*  (г֊з)/г2/г(5, /) </5 = 0.
VО

Из однозначной разрешимости (2.18) и (2.18') следуют форму/ы диф) 
ференцирования Г/? (г, /) и Рр (г, /) по параметру R

дГ/? (г, О 
дР

= Г,? (г, Я) Г/? (R, (); = К (г, /?) Га. (/?, /). 
Ор

(2.19)

Введем функции

(г>0) (2.20)

Легко проверить, используя (2.19), что

= - ։ХЕ. (г, X) + 2Г„ (0, 2г) Е (г, X), 
б/г

(УЕ-—) = .'Е (г, Х)+2Г„ (2г, 0) Е, (г, X).
с! г

(2.21)

Положим

Ф (г, X) = Е*  (г, X) + Е*  (г, X) К*  4- АЕ (г, X) 4֊ АЕ (г, >) А'*,

где К изометрический оператор, определяющий ортопроектор Р по 
формуле (1.8). Соотношения (2.20) и (2.21) примут вид

ф (г, X) ф0 (г, /,)4- А(г, /) Фо (/, X) <//,
и
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— — Хф (г, ).) + V (г) Ф (г, X), 
dr

где И(г) = 2Г2г (0, 2г) К*  4֊ 2КГ?г (0,2г). Теорема доказана.
Замечание: Множество операторов, порожденных дифферен

циальными выражениями (1.2) с /-эрмитовыми и самосопряженными 
потенциалами и граничными условиями (1.7) — (1.8), разбивается на 
классы унитарно эквивалентных операторов, которым соответствует 
одна и та же спектральная функция (X).

Между этими классами и эрмитовыми оператор-функциями Н (г) 
удовлетворяющими условию 3) теоремы, существует взаимнооднознач. 
ное соответствие. При этом операторы из класса, соответствующего
~ , <1

// (г), унитарно эквивалентны оператору / —, действующему в гиль-

бертовом пространстве, получающемся замыканием множества финит
ных вектор-функций из Ь՜ (—оо, ос; Н .) по норме, порожденной ска-

Ч^

лярным произведением (7, = ((1 4 Н) /, §).
Ереванский государственный
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Ֆ. է. ՍԵԼ1՚₽-ՍԼԴԱ1րՅԱՆ. ճի,րԼրայան տարածությունում կսւնոնիկ i) |ւ ֆ L г Լ G g ի ա । օսյԼրէԱ- 
IIUI rbLr|i վԼրաբերյա| ( ամփոփում>

Դ ի տ ա րկմ ում է Լ' (0, օօ, տարածությունում ( 1 . 2յ դիֆերենցիալ արտահայտությամբ 
ծնված օպերատոր։ Ապացուցվում է ա յգպիսի օպերատորների համար սպեկտրալ օպերատոր- 
ֆունկցիայի զոյությունր և նշվում է անհրաժեշտ և բավարար պա(մաննեբէ որպեսզի \ (^) 
չնվաղող օ պե ր ա տ որ - ֆ ո ւն կ ց ի ան [ինի (1 . 2) ար տ ա հ ա յ տ ու թ (ա մ բ ծնված ինքնահամալուծ օպե
րատորի սպեկտրալ ֆունկ ր ի ա է

F. E. MELIK-ADAMIAN. On canonical difք erentlonal operators in Hilbert 
space (summary)

1 he paper gives the soulution of direct and inverse problems of spectral ana
lyses for canonical differentional operators.
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Р. Г. АЙРАПЕТЯН

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Смешанная задача для строго гиперболического уравнения про
извольного порядка рассмотрена в работе Р. Сакамото [1], где дока
зана достаточность равномерного условия Лопатинского для коррект
ности смешанной задачи. В работе С. Миятаке [2] показано, что рав
номерное условие Лопатинского не является необходимым для Д2-кор- 
ректности (например, ему не удовлетворяет задача Неймана для вол
нового уравнения), и для строго гиперболических уравнений второго 
порядка получены необходимые и достаточные условия для Л2-кор՜ 
ректности задачи с одним граничным условием.

В предлагаем«?й работе рассматриваются смешанные задачи для 
строго гиперболических уравнений второго порядка, а также для 
уравнений, вырождающихся на начальной гиперплоскости. Для строго 
гиперболических уравнений получены достаточные условия £2-кор- 
ректности, причем в случае, когда на границе задается одно условие, 
сравнение показывает, что полученные условия совпадают с необхо
димыми, полученными в работе [2]. Требования на гладкость коэф
фициентов в данной работе значительно ослаблены, а доказательства 
намного проще, чем в [2]. Рассматриваются также задачи с двумя 
граничными условиями. Для уравнений, вырождающихся на начальной, 
гиперплоскости, получены достаточные условия корректности. В до 
казательстве используется метод обращения мажорантного интег
рального неравенства с неинтегрируемым ядром [3]. При этом, как 
показано в работе [8], возрастает число условий согласования.

§ 1. Постановка задачи и основные результаты

Мы 
уравнения

рассматриваем смешанную задачу для гиперболического 
в области V' — (О, Т) X :

Ри=/при Г>/>0, хл>0,
и = ?1, мг=?2 при / = О, х„>0, х'^Рп~\ (1.1)

В) и = 8/ = (/ = ՛ ՛, I) при >0, хп — О,
х'С/г-1 (/ = о, I, 2),

I де А*՞ = х =■ (х', хп) С Вп, хп 0), Р = Р (/, х, £)/, Ох) —гиперболи
ческий оператор второго порядка и В} (I, х, , Ох) ֊- гранич
ные операторы.
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Введем следующие обозначения:

И>(70, лх/?л+,
5/ = {(-, х', х„), - = t, х' С Rn-\ хп > 0},

Г, = {(Т, х , хп ), 0 < х < /, X՛ е Я"՜1, Хл = 0}, Гг = Г,

t — х0, DXi = — — , —= fx, (Z = 0, 1, • • •, п).
0X4 OXi

Обозначим через Lip* множество всех определенных в Ипг
функций, у которых производные порядка <՜ к существуют почти 
всюду и ограничены, а через Lip0—• совокупность всех измеримых и 
ограниченных функций. С--класс непрерывных функций.

Введем некоторые линейные пространства.
1. Е'1 — пространство всех непрерывно дифференцируемых в 

!// до порядка к функций с компактными носителями, = Е\
2. Нр ( V?) — пополнение Е по норме

\D\ DJXn Dx՛ f\z d Г; 
p

3. Нр ч ( L.j) — пополнение E по норме

DT f\2 d Г;

4. Hp (St) — пополнение E по норме

Dx- f\* dS-,

5. Hfl (Г)—пополнение E по норме

6. L!> ( И') — пополнение E по норме
t

о

Оператор P запишем в виде
п

0

1236 -3
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где коэффициенты главной части оператора: и апп будем предпола
гать непрерывными на Г.

Работа состоит из двух частей. В первой части (§ 2 и § 3) рас
сматриваются строго гиперболические задачи с нехарактеристической 
границей. Это означает, что

п п
v (di, ֊1֊ dt dj) const V ;? » (1-3)

ann =/=0 на Г.
Рассмотрим два случая в зависимости от знака аПп на границе.
1. на Г. В этом случае, как видно из (1.3), dn^Q на.Г.

Рассмотрим сначала случай t/„<0. В этом случае число граничных 
условий / = '0. В случае dn 0 число граничных условий I равно двум, 
и к уравнению и начальным данным надо прибавить следующие гра
ничные условия:

« = gi* и*п = g2 на Г. (1.4)

2. влл^>0 на Г. В этом случае к уравнению и начальным усло
виям нужно добавить одно граничное условие, которое может быть 
нулевого порядка

и = g на Г (1.5)
или первого порядка

п

Kt + У (<// — А1Л) иЛ1 — а
/=1

п
т 4- У (di

I =1
U4

л —I
~ 2 °' Кх, — -о и = g, 

i =1
(1.6)

i Qin ՛ , di d riгде — — — - — и a, Ji удовлетворяют следующим условиям: 
I cinn -t- d~

Afin dn
T dn

~ ^nn Un2 ---------------
n

n - J о л—1

Ulin ЛЛ

\ij — aij 4՜ di dj — А1Я Ajn (/, j = 1, • • •, n — 1). 
дальнейшего нам понадобятся следующие условия согласо

вания:
1Г1

i i, (0, 
;-0

Т 1 g1 )(0, у),

m !,•••, /\ j i — 1, • • • y 19
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--------- --------------- ' - А ֊ . ,

где В' . определяются так ГП > /

(/, х, D,. Ох) и = Z .'В-„ а, х’, D,) D' и 
0<J<m

и U2+/ последовательно определяются из уравнения и начальных 
данных.

Для поставленных выше задач будет доказана следующая
Теорема 1. Пусть коэффициенты строю гиперболического 

оператора Р принадлежат Lip" *, а коэффициенты апп и dn не
прерывны. Тогда при выполнении условии согласования (Ср—j), сме
шанная задача с граничными условиями, перечисленными выше, 
при / 6 (ИД Т1 € № (5։), (5„), g, kH” (Г).
•••> имеет единственное решение и - Нг'(V՛}, причем
имеет место неравенство

I
|u|p const (iulp.^4- |p_i.s,4-Y <В, и>р-м֊.’ 4֊

/=1

4-V |D? Pulp-2-*. 5. + |/>«|Р.1)
4=0

(1.9)

для У$и^Нр ( Ир).
Во второй части работы (§ 4) рассматриваются уравнения, вы

рождающиеся на начальной гиперплоскости. Для этих уравнений бу
дут рассматриваться задачи с однородными начальными и граничными 
условиями, т. е. = ”Р2 = 0, §1 = 0. Как и в первой части, будем рас
сматривать два случая.

1. апп <С 0 на Г. Для уравнения (1.2) ставится задача при 0

Pu=f в

и — 0, ut — 0 на So, (1.10)
и — 0, игп — 0 на Г.

Для с1г. 0 смешанная задача эквивалентна задаче Коши.
2. Олп^>0, > 0 на Г. Для уравнения Д.2) рассматривается

задача Дирихле

Ри=/в Ио\

и — 0, ut = 0 на Ло,

и — 0 на Г.

В данных обозначениях мы предполагаем, что 
вается как хт = 0.

(1.11)

граница записы

Для задачи (1.10) имеет место следующая
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Теорема 2. Пусть коэффициенты оператора принадлежат 
к'1рр+1 в для уТ03>0, алл, С, и пусть, кроме условии со
гласования (Срч^), выполняются следующие условия на коэффи
циенты՝.

соп51 — (а/, 4՜ сб < ) —(ац 4՜ (Г сТ)՛

удовлетворяют условиям (1.12), (1.14),

дР 5 Г ---- - 0 на 50. 
д(Р֊^ 0

(1.17)

Здесь (0 > 0, <*><(?) I О при / —0

Ш1 . <’>2С О П 81 ՛
и>2

< СОП51 -— ’ 
Ц)„

Тогда для /£ Н!>։ т ( У?) существует единственное решение
и £ Н<’ ( УТ0), причем илгеет место неравенство

|и|р сопз! | /■1и|р, т (1.18)
для

уи^Н/’(ИоО,

7 —постоянная, эависягиая от входящих в условия констант.
Для задачи (1.11) имеет место теорема 2, если условие (1.13) 

заменить на условие (1.19). а условие (1.14)—на условие (1.20), где 
упомянутые условия имеют вид:

Условие (1.13) для А' т= т,
к
V (с^к 4- <//) с/
;=1

<СОП51 (1.19)

для к — т.
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Условие (1.14) для к.=^тп,
',6а| -С const для k — т. (1.20)

§ 2. Энергетические неравенства и теоремы 
существования при апЛ<С0

п
Умножим равенство (1.2) на 2 (и/ 4֊ </( м Л ;.) и проинтегрируем 

по Иу. Интегрируя по частям и используя формулу Грина, получаем 
следующую лемму:

Лемма 1.
р / | п \ -» р р •

2 (“‘ + 3 Л «А,) Ри</и= I Е</$— \Е4$ + | Л</5 •
/_ 1 К/ и V Vк' ' 1 *. ՛< (Л»

где (и ч 2 п
и։ 5^/ + У (а*; 4֊ <//<) (2.1)

*-1 ' I. ;-1

dn
п п

if-Ь d dj) иХ/ Uij

л п п

— У dxk У ՝Дац + did}) uXiUxi — У (а/у <Л df )t uXi и*.
fe=l i, y-l /, i =1

(2.2)

n

(2.3)

a L — дифференциальный оператор первого порядка.
Лемма 2.
1) Если dri 0, то А 0;
2) Если dn ^>0, то из условий на границе следует, что 

А — const « ^։>։ 4֊ < g- >о)-
Доказательство.
1°) Так как а։, 4՜ did)—неотрицательная матрица, то для нее 

имеет место неравенство
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Отсюда легко получить, что А— неотрицательная, если аПп О*
2) Очевидно следует из вида А.
Используя леммы 1, 2 и начальные условия, получаем интег

ральную оценку для Е

Оценим последний член интегрального неравенства

Вводя обозначения

р (f) = ess sup I EdSt
° < - < i J

° = c°nst + \uti6.s^<u>2 + <
получаем интегральное неравенство

t
Р (/) const J р (s) ds 4- з.

О

Обращая это неравенство с помощью леммы Гронуолла и ис
пользуя положительность матрицы приходим к оценке

I«11, const ! |u|i,4- |ю |о, s,+ <h>i+ (2.4)11 гл^о 4՜ | Ml •

Интегрируя эту оценку от 0 до Г, получаем (1.9) для р = 1. Про
дифференцируем уравнение (1.2) по х* (к — 0,• • ■, п — 1), умножим его 

п
на 4՜ У d^ иХ(хк и просуммируем по к. Оценим граничные интег- 

<=1
ралы с помощью граничных условий, продифференцированных по 
хь (к=0, !,•••, и—1). Из уравнения найдем значение иц на По
лучим оценки для иХ/Лу (г = 0,• • •, п; у — 0, • • •, п — 1). Из уравнения, 
используя а„я-/= О, получаем оценку для иХпх,։> Таким образом, имеем 
оценку (1.9) для р = 2. Через р — 2 шага получаем оценку (1.9).

Для доказательства существования рассмотрим сопряженную 
задачу. Сделав замену переменкой V = Т 1, получаем прямую зада
чу, где знаки коэффициентов di заменены на противоположные. Су
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ществование решения следует из условий (С<7֊1) и энергетической оцен
ки для сопряженной задачи.

§ 3. Энергетические оценки и теоремы существования 
при аЛЛ>0

Рассмотрим вспомогательный оператор первого порядка

Q = 2и+ 4- 2/и_ - 2 V
i-l

М.Г;»

где о/ на Г совпадают с з/ из условия (1.6) и доопределены 
Хп > О,

при

пп dn п ,2

д
ОК

пл

п

п * пп Ufl

(ft i=1

д
Oxi

д
д1-

(J

СП
(di - Af„) — 

Oxi

И

ди 
дГ’

ди
дК

V ֊ —

Умножив уравнение (2.1) на <2, проинтегрировав по И/ и при֊ 
менив формулу Грина, получаем следующую лемму.

Лемма 3.

(2иРи4У = \EdS- \ I \В<№,

>де

п - 1 л—1
E=ir. 4-Zu2_ + (1 +/) У. A/,- ич—(у+~Г'и_)У °/uxP (3.1) л—* J

i, j^l **=1

A — — {dn 4՜ Дал) 4՜ /• (Аля — dr,) vi 4՜ [(Алл — dn) —
л-1 «֊1

— Z (Лял с/л)] У Ajy Uxt- Uxj 4՜ (-^'1Л “T" On) '* ^ri
i. /=1 /==1

л —1
— (Алл — dn) v- 3, Uxp (3.2)

i = I
В -C const E. (3.3)

Для получения энергетического неравенства нужно оценить А с 
помощью граничного условия. Из условий (1.6), (1.7), (1.8) получаем
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Л > — const (< g >J + |u|?),

E> const
n -1 

+<+s«.?, 
/=1

Отсюда, используя начальные условия, получаем интегральную 
оценку для Е. Обращая это неравенство аналогично тому, как это 
было сделано в § 2, получаем энергетическую оценку (1.9).

Для доказательства существования решения рассмотрим сопря
женную задачу. Найдем граничное условие, сопряженное к условию 
(1.16)

a in иЛ {

Л
d„ wtu — da utw — У a,,, wXlu + 

/-։

w 4֊ bn uw ) dS =0.

Отсюда, используя (1.6), получаем
Л

4՜ У Qin Ujti w + bnUW —
I—I

ll dS. (3.4)

Отсюда получаем, что сопряженное граничное условие запишет
ся так:

(3.5)

Для сопряженной задачи лемма 3 примет вид

Ри(2^ = — ( Ес15 4֊ Е48 + Ас/З 4֊ I
у Г 5/ 5Г г „г

где Е, А, В определяются выражениями (3.1), (3.2), (3.3). В этом 
случае интеграл по границе должен быть неположителен с точностью 
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до младших членов при выполнении условия (3.5), что и следует из 
условий (1.7), (1.8).

Отсюда получается энергетическая оценка для сопряженной за
дачи, из которой следует существование решения для прямой задачи.

Для задачи с граничным условием (1.5) выбираем

Q = 2v+ +2

§ 4. Уравнения, вырождающиеся на начальной 
гиперплоскости

Докажем сначала теорему 2 для задачи (1.10). Для этого рас
смотрим вспомогательные операторы

/ (А) = 0 при к -- 0,

(4.1)

X (А) = 1 при к = 1, • • •, и,

(4.2)

Лемма 4. Пусть коэффициенты оператора Ро удовлетво
ряют условиям теоремы 2. Тогда задача (1.10) для one ротора 
при р^2 имеет единственное решение и £ И
причем имеет место неравенство

|м|р, л/ С const |Pu|p (4.3)

для yu С Нр ( И/ ).
Для доказательства умножим обе части (4.2) на

Получим следующее неравенство:
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п \2
V <// иХ1 ) 4$ < сопв! ||Ро и[£. 
/-1

(4.4)

Умножив интеграл в левой части на и, получаем оценку (4.3) 
для р = 0. Оценку для р >0 получаем так же как в § 2. Существо
вание следует из оценки для сопряженной задачи.

Теперь покажем, что если теорема 2 имеет место для Рц-\, то 
она имеет место и для Р*.

Умножим обе части уравнения

(4.5)
/ п. \

на 2 ( щ 4֊ и.Г| ) и воспользуемся леммой 1. Из 
\ /-! '

ничных условий видно, что А ~ 0, Р(У5=0. Из

(1.15) имеем

(IV > 0.

начальных и гра-

условий (1.12),

Таким образом, получаем интегральное неравенство с неинтегри- 
руемым ядром. Обращая это неравенство для оператора Р*, взяв в 
качестве редукционного оператора как это сделано в работе 
[4], получаем оценку (1.18). Доказательство существования проводит
ся так же как в работе [4] с помощью операторов осреднения.

Для задачи (1.11) доказательство теоремы 2 ՛ проводится анало
гично, с той лишь разницей, что берутся другие операторы (для про
стоты принято Г = [хп — 0}) 

Щ

п

и
/«1

X (£) = если к = 0
где

X (к) = 1, если к — и — 1.

Замечание. Для задачи (1.11) при апп > 0, с!п < 0 теорема 2 
доказывается аналогично, если в условии (1.12) знаки при производ
ных матрицы а/у 4֊ с/, заменить на противоположные. Для доказа-
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тельства энергетической оценки (1.18) уравнение (1.2) надо умножить 
на функцию о>, являющуюся решением задачи 

п
Ш/ + 2 Шх/ = “ в ^0> 

/=-1
•о = 0, <0/ = 0 на Ло, (4.6}

ш = 0 на Г.

В заключение рассмотрим слабо гиперболическое уравнение
п п

ии — 5} (а/у +У, (п иХ1 + си = /, (4.7>
/ I, /-։

где апп £ С, 'аПп^>0 на Г, но аПп — 0 на Г при / — 0. Для этого урав
нения рассмотрим задачу (1.11).

Умножим уравнение (4.7) на 2«/ и проинтегрируем по частям.. 
Получим, аналогично доказательству теоремы 2, интегральное нера
венство с неинтегрируемым ядром. Аналогично работе |4], обратим 
это неравенство с помощью редукционного уравнения

ии = / (6 х', хп) — / (6 х', 0) е ՝п . (4.8)
Затем продифференцируем уравнение (4.7) по х* (Л = 0, • • •, п— 1), 

умножим на 2у/га, и просуммируем по Из уравнения найдем оценку 
для иХ/ К(;. Продолжая дифференцировать уравнение, получим оценку 
(4.15). Доказав существование решения, аналогично работе [4], по
лучим следующий результат.

Теорема 3. Пусть коэффициенты уравнения (4.7) принад
лежат 1яр/,+1 я VI для уТ^^О, а:п^С, и пусть, кроме условий 
согласования. выполнимте я еле дующие условия на коэффициенты.

п пУТЛ ► >•

, n V 2/ \ (•
(у,ш<лг \ /4 <=1 7

п 
ЧГ՝ - *"?! Oij 5/ 

Z.

IЬ/J -г |с| < const 
f

Ь, - а\ (4' = 0,- • •» п — 1; j 
(4.10), (4.11)

J /+ы р—। г

> const ю у (4.9)
/ = 1 

/ / (9֊ М — ai}-a4 (4.10)
U) О)

/ п
-С const ------V Г2, (4-11)

—, i= I,- -, п. (4.12)
W1 -•

= 1,- • п — 1) удовлетворяют условиям

(413)
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д1

dt

др֊' f--------- 0 на 50. д!"֊'-----------------°
(4.14)

То։да для Нр> т ( lzJ), удовлетворяющего г/словиял<(4.13),-(4.14), 
с у шествует единственное решение, причем имеет место оценка

II)

œ = o)(/)^>0 при />0, (о (/) | 0 при t —* О,

(4.15)

г, о — произвольные сколь угодно малые положительные числа,
7 — постоянная, зависящая от М и о.

Задача (1.11) для слабо гиперболического уравнения (4.7) рас
сматривалась в работах [5], [6], [7]. В работе О. А. Олейник [5] рас
сматривается уравнение, вырождающееся внутри области и на ее
границе, но на коэффициенты уравнения накладываются сильные ог
раничения. В работе Г. М. Фатеевой [6] изучаются линейные и ква
зилинейные уравнения, определенным образом вырождающиеся внутри 
области, но строго гиперболические на границе. В работе М. Л. Кра
снова [7], как два разных случая, рассматриваются вырождения на 
начальной гиперплоскости и на границе. В случае вырождения.на на
чальной гиперплоскости со скоростью /''(^>0) в [7] получены до
статочные условия на коэффициенты и правую часть уравнения / кор
ректности задачи. При этом на / накладывается ограничение

d 1/<^ оо, (4.16)

где 6О—положительная постоянная.
Выше, в теореме 3, рассматривается случай вырождения с про- 

_ 1
извольной скоростью (например, и» =е ). В частном случае и> = Г 

3 1
выбирая М = 14----—, получаем результат работы [7] для уравнения,а
вырождающегося на начальной гиперплоскости, причем условие (4.16)
заменено следующим:

(4.17)

Условие (4.17) слабее чем (4.16), так как стремление /—*0 при 
/ —» 0 требуется только на границе. Кроме того, в теореме 3 несколь
ко ослаблены условия на 6/ и с.
Ереванский государственный

университет Поступила 23.1.1976
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Ռ. г. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. 1սաոբ |սնդ|ւրլւ Երկրորդ կսւրդի Րփս|1>րբոլական հավասարումների 
համար (ամփոփում)

Հոդվածում քննարկվում է խառր խնդիրր երկրորդ կարդի հիպերբ ոլական Հավասարում֊ 
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պայմաններ քուծման դոյության, միակության և կ ա յուն ութ , ան »ամար։

R. G. HAIRAPETIAN. On the mixed problem for hyperbolic equations
of second order (summary)

In the paper the mixed problem for hyperbolic equations of second order is 
considered sufficient conditions for its correctness in terms of the boundary operators 
are obtained. For weakly hyperbolic equations v. ith initial conditions given on the 
hyperplane of degeneration the correctness is proved.
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Г. А. БАРСЕГЯН

ДЕФЕКТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СТРУКТУРА 
ПОВЕРХНОСТЕЙ НАЛОЖЕНИЯ

Предполагаем известными основные положения теории распре
деления мероморфных функций и теории поверхностей наложения 
Л. Альфорса и пользуемся стандартными обозначениями (см. [1]).

Из первой основной теоремы Р. Неванлинны вытекает следую
щее качественное следствие: если мероморфная в IzK R со функция 
w(z) (с неограниченной характеристикой) относительно „редко“ при
нимает в круге |zj<T г R значение а, то на окружности |z| = г най
дутся участки, на которых |w (z) — а| „мало“. Иначе некоторые 
участки границы др т области F r ~ |w (z): |z|<^r| (Fr— часть рима
новой поверхности функции w*՝՜11 (z), на которую отображается круг 
z|<: г при отображении функцией w (z)) „близко“ расположены от а.

Введем величину v(г, а), которая характеризует структуру этих 
участков dFr. Рассмотрим часть границы dFr, лежащую над кругом 
w — а|< 1 при а^=оо и над |w|>l при а\= оо. Это множество являет
ся объединением некоторой совокупности дуг При этом обозна- 

п 1чим через приращение на величины arg--------------- при а оо
w (z) — а

и величины arg zu (z) при а = со.
Положим

V (г, а) = V (г, а, w)= [>То],
Т а

где [х] — целая часть числа х.
Величина V (г, а) определяется структурой границы дFr в окре

стности точки а и сама характеризует эту структуру, показывая сум
марное количество целочисленных оборотов дуг вокруг точки а.

Аналогичную величину V (/•, а) можно определить и в случае ко
нечной, односвязной поверхности наложения / над римановой сферой 
с гладкой границей дF. В самом деле, пусть Л* — поверхность, полу
ченная из такой поверхности Л стереографическим отображением на 
плоскость. Если граница поверхности задается уравнением

w = w (г),

то величина м (Г, а) определяется как выше, аналогично величине 
ч (г, а) при г = 1.

Пользуясь введенными величинами, сформулируем основные ре
зультат. настоящей работы.
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Теорема I. Пусть w (г) — мероморфная в |z| R со функ
ция го (г) - const. 7 огда для каждою а£С и г, О г R имеет 
место равенство

у (г, а) 4- п (г, а) = А (г) 4՜ ЛЛ (г),

где 1Л| < h (а) = const.
Ге о рем a И. Пусть w (z)— мероморфная в |z| R <1 оо функ

ция w (z) const и ai £ С, (i = 1, 2, • • •, g) таковы, что at =?= а; при 
i=hj- Тогда при О г R имеет место неравенство

и q
2 v (''» а/)+ 2 п։ (г, а,) < A (r) + hL (r), 
/-1 /=1

где

]Л| < Л (ар а,,- • •, aq) = const.

Теорема Г. Пусть Г—конечная, односвязная, с гладкой 
границей поверхность наложения над римановой сферой. Тогда для 
каждого а£С выполняется равенство

v (Z7, а) 4՜ n {F, а) = A (F) 4- KL (7),

где |Л| h (а) = const, n (F, а) — число точек поверхности, стерео
графически проектируюсцихся в точку а, ~А (Л) — площадь поверх
ности F в сферической метрике, L(F) — длина границы dF в сфе
рической метрике.

Теорема 1Г. Пусть F—конечная, односвязная, с гладкой 
границей поверхность наложения над римановой сферой и а( £ 
4 С, (7=1, 2,---,д) таковы, что ai=fcajnpu i^hj- Имеет место не
равенство

ч Q
V y(F, а/) + У nv(F, а,)<2Д (/) 4֊ hL (F), 
2=1 /-1

где |Л| К (а) = const, пг (F, а) — сумма порядков алгебраических 
точек ветвления поверхности F, стереографически проектирую- 
гцихся в точку а.

Теоремы I, И, Г, 1Г можно рассматривать как аналоги I и II ос
новных теорем Р. Неванлинны и Л. Альфорса. Для регулярно исчер
пываемых поверхностей F и соответствующих им мероморфных функ
ций w (z) можно определить по аналогии понятия дефекта

где Т л — последовательность поверхностей наложения, регулярно 
исчерпывающая полную поверхность, и записать соотношение дефек
тов, вытекающее из теорем II и II'



Для широкого класса регулярно исчерпываемых поверхностей и 
соответствующих им однозначных функций теоремы I, II, Г, 1Г, есть 
определенные высказывания о строении границы Рг (Г) в окрестности 
а-точек. Именно, если значение а относительно „редко“ принимается 
в |г| г (на Л), то близость некоторых участков границы Гг (/') к а 
осуществляется определенным образом; большое число граничных дуг 
навивается вокруг точки а.

Отметим, что в определении величины > (г, а), являющейся анало
гом неванлинновской функции приближения т (г, а), нет упоминания 
о близости граничных дуг 0Гг к а, хотя качественно такой вывод в 
определении содержится: „большое“ число оборотов при „малой“ дли
не дГг (условие регулярной исчерпаемости) означает, что дуги дГг 
должны сжиматься вокруг точки а.

Теоремы Г и 1Г содержат в качестве следствия некоторые выс
казывания из дифференциальной геометрии в целом.

Рассмотрим гладкую поверхность М в 7?3, сферическое изобра
жение К (см. [2]) которой, отображенное с помощью преобразования 
подобия на риманову сферу—Г, есть поверхность наложения, удов
летворяющая условиям теоремы Г (рассмотрение поверхностей с та
кими ограничениями, по-видимому, впервые встречается у Л. Аль- 
форса в связи с появлением его теории поверхностей наложения).

а-точкой поверхности М назовем точку, образ которой на Л при 
стереографическом отображении последнего на плоскость, проекти
руется в точку а. Очевидно все нормали а-точек поверхности М оди
наково направлены (а-направлены). Дугам поверхности Г соответ
ствуют некоторые дуги (Л/)со*Л7.

Величина V(Л, а) интерпретируется на поверхности как количе
ство „оборотов“ нормалей к поверхности, в точках дуг (/И), вокруг 
а-направления. Учитывая это геометрическое содержание величины 
7 (Л, а), обозначим ее в терминах поверхности через V (Л/, а). Заме
тив, что Л (М) площадь сферического образа поверхности М, равна 
4пД (/), Ь (М)— длина сферического образа поверхности М, равна 
4тгЛ (Л), число а-точек поверхности М: и (М,а)= п (Л, а), получим ана
логи теорем I и II , в которых все величины наглядно описываются в 
терминах поверхности Л7.

Теорема 1 ”. Пусть М—гладкая поверхность в А?3, сфери
ческий образ которой есть пове рхность наложения, удовлетворяю- 
Щая условиям теоремы Г. Тогда для любого а-направления имеем

’ (М, а) 4 п (М, а) — +М,(М),
4^

где |/г| А (а) = соп5(.
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Теорема II*. Пусть М—гладкая поверхность в №, удов
летворяющая условиям теоремы I*.

Тогда для любого конечного числа д попарно различных 
а1(г = 1, 2»,,։» д) направлении имеет место неравенство

ч
2 V (М, а, X 
/=1

S(M)
+ hL{M),

где |Л|<С Л («Р а2, • ач) = const.
Если теперь предположить, что полную поверхность М можно 

исчерпать последовательностью подповерхностен Мь так, чтобы

A (MJ пlim ----------- = О

(условие аналогичное условию регулярной исчерпываемости поверх
ностей наложения), то по аналогии можно ввести понятие дефекта 
а-направления

о (Л/, а)= lim
k - ♦ то

v (Ml,, g)
5(М)

и соотношения дефектов

i (М. а, ) < 
U)

Все эти условия выполняются, например, когда третья квадратичная 
форма поверхности М удовлетворяет сформулированным в [1] на 
стр. 363 условиям.

Доказательство теоремы I следует из двух лемм.
Лемма 1. Пусть w (z)— мероморфная в [z| R '» функция 

w (z) const. Тогда для всех а £ С и г (О, R) имеем

п (г, а) — А (г)= — | — In |w — а| d^ + hL (г) (1)
2« J dr

a)

при a oo,

n (r, co)—A (r) = — I — In |w| d<p -1֊ ЛА (r), (2)
2r J dr

A«('. 0) 
где

Д1 (r, a)={z: Jz| = r, |w(z)—а|<1}, X (r, a) = |z: |z| = r, |w (z) — «I >1 , 

|Л| Л (a) const.

Доказательство. При доказательстве (1) исходим из ра
венства 
1236—1
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Имеем

Оценим второй интеграл в правой части

К (а) Ь (г).
*

Для доказательства (1) нужно показать, что

< Л (а) Л (г). (4)

Имеем

(и»го)< (1-Нти1՜ Iй’ а1՜) ъиг а 4֊ и»г а 
— ар (1 4"|«;|՜) |го — а|2

3 |а| |ги|2 4-(1 +|аГ՜') |ад| -+֊|а|
|ад — а|2

При |хг — а| 1 последнее выражение меньше, чем Л (а) |ш'|

(где А (а) ограничено), откуда следует (4). 
Для а — оо имеем

п (г, а) — А (г) = ֊֊ I — 1п ———7-77-г = -- — 1п -—</? +
2՜ 4 <Уг | 1 -р |адР 2к ։| дг |то|

R»-' л» (Г, 0)

г { д ։ 1 _/ । г Р д
3 ()г ]/14-1ю’| 2к 3 дг /1 + |ю|8

Д1 (г> 0) А։ (г, 0)

Оценивая последние два интеграла аналогично (3) и (4), получим (2).
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Лемма 2. При условиях леммы 2 имеет место равенство

— \ — In Iw — al ci? = — v (r, a) 4՜ AZ. (r
2- J dr

Ai (r, a)

— I — In |wj d't> = v (r, a) hL (r27t J dr 1 ‘
(Г, 0)

(5)

(6)

где l/i| < h (a) = const.
Доказательство. Разобьем часть границы Fr, лежащую над 

w — a|<Cl> на дуги следующих видов.
1. Дуги 7® — это связные части дуги fe, на которых прираще

ние arg (w (z) — а) = 2к [vla], |[vTa|| > 1, притом для 

Д ; arg (w (z) — а)| <С 2՜.
2. Дуги’ Ча с: {dFr П {|w — U fjj}, и имеющие длину

3. Дуги <, {dFr П !|w — a|< 1||\( U 7°}, и имеющие длину

Это разбиение является полным и можно записать

(7)

где (Дх) — подмножества \ (г, а), образы которых лежат на х. Для 
первого интеграла в правой части по определению имеем

(8)

Каждая из дуг вида может иметь вклад в d arg (w— а) не более

чем 2-, в противном случае дуга 7Д содержала бы в себе дуги вида 
Обозначим через /, (/л) длину некоторой дуги вида , ։ (7а)> и учи-

тывая, что , получим

(9)
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Если I (У аг£ (ад — а) = 2~а, то Га > ы (дуги лежат цели- 

(А7о)
ком в области 1/2<^|ш - а| 1 и видны из точки под углом не
меньшим 2т:а). Отсюда

Из (7), (8), (9), (10) получим
Г f д

— I — In |w — al dv = — v (r, a)-|֊ Л/,
2֊ J dr

Ai (r, a)

где |Л| ограничена, I — общая длина дуг вида и уа. Учитывая, 
что Z Л (а) А (г), где Л (a) = const, получим доказательство (5). До
казательство (6) аналогично.

Теорема I следует из лемм 1 и 2.
Выведем теперь из теоремы I теорему Г. Пусть F— конечная, 

односвязная, с гладким краем поверхность наложения. По основной 
теореме конформных отображений поверхность Л* есть образ круга 
z| 1 при отображении некоторой мероморфной функцией / (z). При 
этом выполняются равенства

п (1, а, /) = п (F, а), у (1, а, /) = v (F, а),

Л(1, /) = Д(Г), Л(1,/) = Л(Л).

Применив теорему I к функции /(г) с г = 1, получим теорему I'. Тео
ремы 1! и 1Г вытекают из теорем I и I и второй основной теоремы 
Л. Альфорса.

Замечание 1. Из (1) вытекает интерпретация принципа ар
гумента

d arg (w — a) = n (r, a) — n (r, co)= v (r, co)—v (r, a)-\- hL(r).

С другой стороны, в терминах V (г, а) уже сам принцип аргумента, 
по существу, является аналогом первой основной теоремы, поскольку 
последнее равенство можно переписать так

п (г, а) -п V (г, а) = п (г, оо) V (г, эо) ф- А/, (г).

Замечание 2. Лемма 1 представляет, по-видимому, самостоя
тельный интерес. Например, продифференцировав тождество Карта- 
на ([1], стр. 179, формула 15) по еУ 1п / и, применив лемму 1, сразу 
получаем вывод аналога тождества Картана (не зависящий от теории 
поверхностей наложения) в виде
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Դ. Ա. ^ԱՐՍԵՂՅԱՆ. ր1՝ԼֆԼկւոա փն uirdLfGL.։[i և i|Lriui]rduju մակերևույթների կառուց
ված I ր (աս փոփում)

< ՕՕ շրդանում մերոմորֆ ՀՀ} (շ) ֆունկցիայի »ամար մտցվում Լ և ուսումնասիր

վում > (ք՝ Ա) մի մեծություն, որը սահմանվում / X’ ֆունկցիայով արտապատկերելուց
^2՛ շրջանի եզրի պատկերի կաոուցվածքի տերմիններով։ Ստացված են մերոմորֆ

ֆունկցիաների ր աշխման տ ե սութ յան հիմնական թեորեմների անաքոդներր, որոնց մեջ (րէ 0)

մ եծ ութ յուն ր կատարում է նույն ղերր, ինչպես 1/1 (ք՝ ս) մեծուք/քունր 1Ւ. 
թքան մեջ: ր հրվում են կիրառություններ վերադրման մակերևույթների և 
*աւի ութ յան մեջ։

Նևանլիննայի տեսու- 
դիֆերենցիալ երկրա-

G. A. BARSEGHIAN. Dcfficent values and the structure of covering 
surfaces (summary)

For a function w (z) meromorphic in |z| < R oo we introduce and investigate 
a certain quantity v (r, a) defined in terms of the boundary structure of the image 
of |z|< r < R under the mapping w (z).

The analogues of the basic theorems of the distribution theory of meromorphic 
functions are obtained in which (r, a) plays the same role as the function m (r. a) 
in the theory of R. Nevanlinna. Applications to the covering surfaces and differential 
geometry are given.
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Л. Э. ДЖРБАШЯН

О НУЛЯХ ПОДКЛАССОВ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
С КОНЕЧНЫМ ИНТЕГРАЛОМ ДИРИХЛЕ

1 . Говорят, что аналитическая в единичном круге խ| < 1 функ

ция ք (г) — V а„ г" принадлежит классу Л), если 
л=1

интеграл Дирихле

она имеет конечный

|г!< I

)|? րժրժ6= у*, Խ«ք П < ОО
л *■* 1

(г = геТ ).

В статье Г. Шапиро и А. Шилдса [1] были доказаны следующие 
теоремы о нулях функций из класса £).

Теорема А. Пусть последовательность [г*!։л՜ удов-
летворяет условию

функция /(լ И, /{г) -О, с нулями в точкахТогда существует 
и с нормой

Что этот результат существенно улучшить нельзя, показывает вторая 
теорема.

Теорема В. Пусть /г (/)— произвольная неотрицательная и 
непрерывная функция на [0,11, причем К (0) = 0 и при

Тогда сугществует последовательность г*
удовлетворяюгиая условию

ճ !օտ;-----г А(1 —1^л|)<оо
I 1 —|г.|Ч

(2)

и являющаяся множеством единственности для класса И, т. е. 
для любой функции / (; /) из / (/Д = 0 (1 к со) еле дует, что 
/(г) = 0(|г|<1).

Тем самым в указанной выше статье были 'существенно улучше
ны результаты, полученные раке? Л. Карлесоном в [2].
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В той же работе [1] были указаны некоторые обобщения этих 
теорем.

В предположении, что последовательность положительных чисел 
{Сл)“ удовлетворяет условию

о
Сп—I•сп |I (3՝

вводилась функция

00

Л-1

(4)

а затем класс аналитических в круге Ы 1 функций

посредством условия

ОС

ао

^ (/) = 2 1ас12
/и=1

п -=1

(5)

Притом в частном случае, когда соот

ветствующий класс = О.
Для классов £)- в статье был сформулирован аналог теоремы А 

с заменой условия (1) на условие

2 1<р (Ы2))՜' (Г)

пря этом авторами отмечалось лишь, что доказательство можно про
вести аналогично доказательству теоремы А, опираясь на условие (3) 
и некоторые известные результаты Харди и Шура.

Однако доказательство обратной теоремы В было не полным, по
скольку оно не проходило в общем случае и, поэтому авторами было 
дано указание лишь для частного случая ? (г) — (1 — г)՜ (0 \ а < 1), 
что, кстати, не содержало в себе даже тооремы В

В дальнейшем В. С. Захарян в работе [3] ввел классы О {ш}> 
ассоциированные с функциями (х) из множества —0 (определение см. 
ниже) при помощи условия

1 2г. 1

ю (х) </х ) I/' (ге|6)|2 г(/г</0 < с» (6)
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и доказал для них аналоги обеих теорем А и В. Доказательство пер
вой теоремы не приводилось, поскольку оно содержалось в его сов
местной с М. М. Джрбашяном работе [4] (лемма 1.9). Доказанная же 
им вторая теорема, в частности, содержала в себе вышеуказанный 
случай © (г)~(1—г) (0 а 1).

Из определения пространств 7) («) видно, что все с ни содержат 
класс Дирихле О и 7) {ш) с: В, (для некоторого ©).

Таким образом, вне рассмотрения оставались пространства типа 
7\, содержащиеся в О.

Цель настоящей заметки -покрыть этот пробел, а также дать 
более обозримую формулировку соответствующих общих теорем А 
и В.

Именно, с каждой функцией *«» (х) 52 0 мы ассоциируем простран- 
ство [) {<о} посредством условия: /^7)՞ [<о[, если

1 2~

очевидно совпадающее с классом 7) при со (х) == 1.
Для этих классов доказываются аналог теоремы А (теоремы 1 

и 2) и ее полное обращение (теорема 3), что в специальном случае 
<1> (х) = 1 полностью содержит в себе приведенные выше теоремы А 
и В Шапиро и Шилдса.

2 . Мы будем говорить, что определенная и непрерывная на от
резке [0,1) функция со (л) принадлежит множеству 20, если

1) <՛» (0) = 1 и со (х) монотонно возрастает, 
1

2) 10 (х) </х “Х>.
о

Если, кроме того,
3) ю(х) кусочно непрерывно дифференцируема и

р— (1 — х) о/ (х)11 ш --------------------- <Г 1,
ДГ-! СО (х)

то мы отнесем ее к множеству 2* .
Известно (см. 15], теорема 8), что: если со (х) 20, то для по

следовательности
I

Ло — 1 > ՝« ~ л ( ^*՜' (0 п = 1, 2, • • - 
• ' о 

проблема моментов
I
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имеет решение (/) в классе неубывающих функции ограниченной 
вариации.

Отсюда сразу вытекает, что последовательность !’Ъ։)о удовлет
воряет условию типа (3):

< 1Ч-1-Ил+1, п = 1, 2,- •

Определим новую последовательность 
1

• 1 1 ГРл = Р-л = I /Л с/р> (I), л = 1, 2, • • •,
Л Л 3

о 
для которой, очевидно, 

, Л = 2, 3,.--.

Наряду с известной функцией (см. [5])
ОО

С (г) = С (г; о») = У ця гп
Л ^4»

определим новую функцию

л=1

Как известно (см. [4], лемма 1.3), если со (х) £ 2*, то сущест
ву ют две положительные константы с?! и с2 такие, что

1 I 1

Сг (х) бх | 'С С (г) -С С2 { 10 (х) бх [ (0 Г 1). (7)

г г
Но

1 
о© о» г Г» \ -֊ |

с* (г) -- 2 Ь г"= 2 | п։ | «> (О л г”,
л—1 п-1 х

и поэтому
1

-1 10 (/) (И п ֊1

п 1
I’

Отсюда, интегрированием вдоль любого отрезка

, получим

где-------« 0.

1 2
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Наконец, воспользуясь оценками (7), легко приходим к неравен
ствам

— с3+ ч----------— < С ■ (г)< - с4 + | - ------------ (0<> г < 1),
” । ш (х) дх | о» (х) дх

'1 (

где с3 и с4 — некоторые положительные константы.
Таким образом, для <•> (х) 2’ утверждения

и

<8>

(8')

равносильны.
Именно такие функции <о (х) из класса нас будут интересо

вать, поскольку, как будет видно ниже, определяемые нами простран
ства 1У {<՛)} только в этом случае содержательны.

Теперь дадим определение классов 7)՜ [о>|.

Мы скажем, что функция / (г) = У ап га принадлежит классу 
л=1

£) (<«}, если

м2=։/1'2. = 2 о*?-11«п!2=
л = 1

1<* л
У |ая|г л2 1 /л՜1 о) (0

Л=1 VО

Лемма 1. С0ункиия / (г) принадлежит 79* {«.»>’ тог да и толь
ко тогда, когда конечен интеграл

(ге1'1 )|՜ гс!гУ)' (9)

Доказательство несложно и опирается на следующее утвержде
ние, которое понадобится нам и в дальнейшем (см. [4], лемма 2.1):

Если <*>(х)£20, то существуют две положительные константы 
Д = Д (а, 3) и В= В (?., р) такие, что для любого г из промежутка 
[1, со) имеют место неравенства

(10)

д ля всех 1 а оо и —
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Проследив доказательство этих неравенств, легко видеть, что 
для всех 1 -С 1 со, — 1 р < ос.

О < (а, V <2, ?)<2,
а также, что

Нт А (а, ?) 0.

Теперь вычисление интеграла (9) дает
Это замечание понадобится в лемме 2.

1

а последний ряд, согласно (10), сходится лишь вместе с рядом

1
от -э

У |ая|2 п2 ( со (х) Xя՜1 </х.
Я=1 0

Скалярное произведение двух функций /, (с»!
следующим образом:

определим

ОО
если / (г) = У ап гп 

л=1

-Ю

4 = 1

Функция

(г^п (|С|< 1)

является воспроизводящим ядром для класса О* {со}, так как, очевидно
л?

3°. Приведем две теоремы. Первая из них является обобщением 
теоремы А на случай пространств О [ю) и дает достаточное условие 
на последовательность {гл)Г отличных друг от друга точек еди
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= х:

ничного круга, для того, чтобы она была множеством нулей для не
которой нетривиальной функции / £ Р:,։ {ш}. Вторая же теорема содер
жит построение такой функции с минимальной нормой. Оказывается, 
что ее можно получить как предел некоторой последовательности оп
ределителей.

Доказательства этих теорем нами не приводится, поскольку они 
фактически содержатся в статье |1|. Однако приводимые нами фор
мулировки этих теорем имеют, по нашему мнению, то существенное 
преимущество, что как определение введенных нами классов А) ' {ш|, 
так и соответствующие теоремы сформулированы исключительно в 
терминах функции ш (х).

Теорема 1. Пусть со (х) £ 11 последовательность {гл}։*
(|г*| < 1) удовлетворяет условию

или, что то же самое,

Тогда существует функция /£ И* {со}, / (г) -Т 0, с нулями в

(И)

точ-
к ах и с нормой

Сделаем следующее замечание. Если для функции ш (х) не вы
полняется условие (8), то, как показывает теорема 1, пространства 
П {"-■} могут содержать лишь такие нетривиальные функции, которые 
имеют не более конечного числа нулей.

Теорема 2. Пусть {г*1*—последовательность отличных 
друг от друга и от нуля точек единичного круга. Пусть, далее, 
сугиествует функция /£ И ՛ (ш), ш £ 20, имеющая эти точки свои
ми нулями. Тогда функции

г
^(г)(А;, хгд... (К., Кп)

кл?) (а;, а'։)-.-(А'п, кп) 
Кп}

принадлежат классу П: {<»>} и обладают еле дующими свойствами՝.

(а) Л (*>) = (//•> А^7) = 0 и),
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(Ь) (/п, г) =1, то есть /' (0) = 1^’,

(с) /п имеет минимальную норму среди всех функций из

П* М > у довлетворяющих (а) и (Ь) и Л/.1 = ’ , Оп
( 3) /л стремятся по норме пространства О* (со) к единствен

ной функции г^О* (он, имеющей нули {г*}*, (/, г) = 1 и обладаю
щей минимальной нормой. Здесь К/ (г) ՛-= Кг, (г)» Кп)—де
терминант Грамма функций Кг, А'2,- -։ Кп и сГ— расстояние от 
точки г до подпространства в И* {ш), образованного функциями 
А1 (■£) > * * * > А г» (^ )•

4 . В э^ом пункте мы установим полное обращение теоремы 1.
Теорема 3. Пусть К (0 — произвольная неотрицательная и 

непрерывная функция на [0, 1], причем к (0) 0 и при
Тогда сугиествует последовательность / (-г* 1),

удовлетворяющая условию

—------Г'л(1-|։»|)<<» (12)

ш (х) с/х 

и являющаяся множеством единственности для класса И ՛’!, 
>՛> € а;.

Доказательство будет основано на следующих двух леммах.
Л е м м а 2. Допустим, что точки , гп равномерно рас

пределены на окружности |г| = г<^1 и = г. Тогда, если /^Т>* {>՛•}, 
/ (д7) = 0 (1 •С/'С п) и (А г) = 1, то

Доказательство. Обозначим

где
СМ
V (г г7),п (1</<п).
т = 1

Теперь ясно, что (/, Н) = 0 и

= (/. !֊; г) = (/.։*; г - нхы-^н - л
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Имеем
Л

... т ♦ ♦
*1 |‘т— |‘|* = "*‘г“ |1лт + 1_,чг =

гл —1

— и

п

' I
Л

ос

пт

п

т и

л т 4-1 -лгл

т — I т =

I 
рлт <о(/) 

о

Здесь мы воспользовались следующим свойством корней из единицы

О, к =*= 0 (тос! л) 
лг", к — 0 (тоВ л) ’

при |г7| = г.

Теперь мы получаем
«о г1пт

2нт

(пт -Ь 1 )2 | <•» (О сП

пт

О

Здесь с, вообще говоря, различные постоянные, зависящие толь
ко от л, притом, как видно из замечания к неравенству (10), 
с = с(л) —0 при л—* ос.

1аким образом, окончательно получаем

так как уже
Лемма

с(л) 1 —* со при л - оо. Лемма доказана.
3. Пусть пл оо, —♦ 0 и п* оЛ —* 0. Обозначим

Тогда, если то и
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1
л»<₽ [(1-8.)’» 1

Доказательство очевидно, так как

1-f,k V-hf*
1_____ Г ___ dt ՝ Г dt ____ 1____

с(1 — S ) ) ‘ Т ср Г(1 — М"*]' к' ,, | о> (х) dx ;; | ш (х) dx 1 J
t t

Перейдем теперь к доказательству теоремы.
Для этого нужно построить две последовательности: пь —* оо и 

гл = (1 —3*) — 1 так, чтобы удовлетворялись следующие три условия:

(I) Ф'(*)֊>0;
(II) П/г ^к —* 0;

ОС

(III) 5} A (3é)[b (&)]՜1 < ос.
1

Обозначим как и прежде

1— г* = о*, Ф (А) = [п* Т (г0] 1 •

Положив далее § (г/) = А (е_у ), по условию теоремы будем иметь, 
что £(։/)-* 0 при у—* ос.

Выберем теперь последовательность так, чтобы

У1 < Л7г< * • ’ » ÿ» > А и g (у) <2 ь при у > yk.

После этого положим n* = kyk и Ь (А.)

dt
։-՝а

dtили У*-
о <■՛ /

Тогда ясно, что условие (I) выполняется. Далее, при к

о

2

= »J f
։-'ч

dt
1

= log-՜

оО

Таким образом, выполняется и условие (II). Наконец, замечая,

что lo£—получаем 
г*к

ê, Ф (^)
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Теперь образуем последовательность следующим образом:
на окружностях |г| = г* берем и* точек так, чтобы они были равно
мерно распределены на этих окружностях и одна из этих гт была 
равна г*. Тогда условие (III) означает, что для выполняется
условие (12) теоремы.

Если бы существовала нетривиальная функция /£ И ' {<֊»>}, равная 
нулю во всех точках последовательности {яя։},՞՞, то, по лемме 2, мы 
имели бы, что

для всех к = 1, 2, • • •.
Однако из условий (I) и (II) и леммы 3 следует, что правая 

часть этого неравенства при к—* оо стремится к бесконечности. Это 
противоречие доказывает теорему.

В заключение сделаем следующее замечание. В случае больше
го роста функций ю (х), когда интеграл (8) сходится (например, при 
<о (х) = (1 —А՜)՜® (0 < я<^1) соответствующие пространства О* (<о) 
лежат в пространстве А аналитических в круге |г|<4 функций с абсо
лютно сходящимся рядом Тейлора.

Действительно, если ш(х)=\—------— (0<^а<1), то из

л-1

при п ос и, следовательно

П — ]

Отсюда будем иметь
1 + «

П
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при а это означает, что имеет место включение й:: | <и , с: А,
и поэтому не существует нетривиальной функции ! ><«} с бес
конечным числом нулей произвольного расположения в единичном 
круге.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 25.IX.1976

Ա. է. ՋՐՕԱՇՅԱՆ. Դիրիխլեի 
զրոների մասին (ամփոփում)

ինտեգրալ ունեցող ֆունկցիաների ենթադասերի

Հոդվածում դիտարկվում են 
£) դասի D* {ս>} սսրաղաս՚որըւ 
( [ 1 ]) թեորեմների անալոգները ւ

վերջավոր ինտե գրալ ունեցող ֆունկցիաների
Նրանց համար աւդ դուցվում են Հ. Շաս/իրոյի և Ա. Շիլդսի 

այդ դասերի ֆունկցիաների զրոների մասինէ

A. E. DJRBASHIAN On the zeros of functions belonging to subclasses of
analitic functions with finite Dirichlet integral (summary)

In the paper the subclasses Z)* {w՛ of the class D of functions with finite Di
richlet integral are considered. The analogues of theorems of H. Shapiro and 
A. Shields ([!]) for the zeros of functions from that classes are proved.
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М. М. ДЖРБАШЯН. Б. А. СААКЯНОБЩИЕ КЛАССЫ ФОРМУЛ ТИПА ТЕЙЛОРА-МАКЛОРЕНА
§1. ВведениеВ работе авторов [1], в частности, был открыт класс формул типа Тейлора-Маклорена, ассоциированных с дифференциальными операторами дробного порядка и с- функциями типа Миттаг-Леффлера.В настоящей статье, опираясь на результаты упомянутой работы, и в общих чертах вновь следуя развитому там методу, мы полу՜ чаем существенное обобщение указанной формулы.Но прежде чем перейти к изложению статьи, приведем некоторые литературные указания.а) Следуя статье [1], предварительно введем некоторые обозначения.Пусть — произвольная неубывающая последовательность неотрицательных чисел, с которой можно ассоциировать последовательность функций Чр) (*; 'о» - • ՛, <*) 35С?֊1 ժ:

k

7 (е; ß)
=0где р 1 произвольный параметр, а (г, ß) надлежащий контур в плоскости состоящий из лучей arg * = +ß (г l^l <С 00) и Дуги — —ß<^argC-^? окружности |С| = г, соединяющей концы ге±։՛՛ этих лучей,причем

Если для любого к (О ■<. к < 4- оо) обозначим через $л 1 кратность появления числа / * на отрезке [>у}£ нашей последовательности то функции 2^ (х) представимы также в виде
(1.2)

где коэффициенты {с'*’}* определяются из разложения на простые дроби
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* 11 ~ ~ ■ '■ ■ ■ ' " - " ■ |Г." ■■ г\" ! :՛ ՛ - .-ьд ■ 1,11 ■>^(СМП^+Ч՜1 = V (5<)С; . (1-3)

— целая функция типа Миттаг-Леффлера порядка о при любом значении параметра р.Было установлено (см. [1], лемму 2.2 и ее следствие), что при
(1-4)Далее простыми рассуждениями было установлено функции (х) допускают также представление в (лемма 2.6), что виде многократно-го интеграла

где
Из представления (1.5) и (1.4) следовало важное свойство по- ледовательности функций (х)}^ для любого р >•- 1в<?> (х)>0, X £ (0, + ~) (0 < 1с < + со). (1.6)

1Наконец, полагая, что О — дифференциальный оператор дроб- ого порядка в смысле Римана-Лиувилля (см. § 1 в данной статье), ведем в рассмотрение операторы
Г (£>) П (Я) = (£»), (1.7)

де а = 1 — —



68 М ЛА. Джрбашян, Б. А. СаакянТеперь обозначим через Сл°>, [0, /] (0<^/ функций / (х), подчиненных условиям1) функции
множества

А’ —

D" f (х) = D՜’ {D f(x)} (О^к-^п)непрерывны на [0, /];
л 4-12) Функция D f (х) непрерывна на (0, /) и принадлежит клас-су А (О, I).Одним из основных результатов работы (1) авторов было следующее утверждение (теорема 4.1):

Если / (х^С^ [О, /], то при любом р^1 и п р— 1 справе д- 
лива формула

к
П/(х) = 2 £7(0) 4” (х)+Я„ (х;/), х6[0, 0, (1.8)

й-0 

где
ж п + 1

о(б) О функциях типа е<р)(х).В случае р = 1 и попарно различных чисел X* из (1.1) и (1.2), (1.3) будем иметь соответственно:
/ = 0

(' Л

(1.2
Функции типа (х), вернее типа е^) Qog—J, для (0, 1|| их представление (1.2), а также их свойство (1.6), по-видимому, вперГ вые были введены в анализ Хаусдорфом в 1921 году в его знамени! том исследовании [2], посвященном, в частности, обобщению класс ■ ческой проблемы моментов и полиномов С. Н. Бернштейна для акт темы степеней {Л'/в' • IВ том же случае р = 1, но при >7- = toy (w ^>0, у 0) функция е/*)(дс) были введены в известной монографии Нерлунда [3] 1926 год!' Здесь было отмечено интегральное представление |
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х 4-1Е»’(х)= ֊_ I —__-------  Л (* = 0,1, 2, - ), (1.10)
2“' С П (’ + »7՜)

>=։а также явное выражение для/И . ■ Ш ՛*4"(х)= — (1-е-”')։ (*=0, к! (1.11)1, 2, --).Более того, формула (1.8)—(1.9) в случае р=1, X, = иу в несколько скрытой форме по существу содержится на стр. 213 гл. VI его монографии [3].Далее, в цикле своих совместных работ (1948—1952 гг.), подытоженных в монографии [4], Хиршман и Уиддер построили теорию обращения преобразований типа свертки
г *

/(*) = I с (х—/) <р (о (1.12)
֊ е©В главе II книги [4], имеющей лишь предварительный характер и служащей своего рода моделью для основного ее ^содержания, излагается теория обращения в случае так называемых конечных ядер вида

(1.13)
где а7У=0(1 у к) — любые вещественные числа. Здесь устанавливается:Если функция ф (0 непрерывна и суммируема на (— ос, 4֊ о:), то обращение преобразования (1.12) с ядром (7* (х) можно осуществить посредством дифференциального оператора

и (О) = £> П (1.14)с помощью формулыФ (х) = Ьл / (х), — ос<х<4-оо. (1.15)
Таким образом, функции (х) и операторы А* (А>) = А (АО лежат в истоках теории преобразований типа свертки, поскольку, очевидно, что положив р = 1, 'о = О, Ху= —а?, будем иметь

(1.16)
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После указанных исследований, где впервые были введены и нашли свои важные применения функции (х) и операторы (/)), они 
в фигурируют в работе [5| при выводе одного обобщения формулы Тейлора-Маклсрена, эквивалентного полученной впоследствии формуле (1.8) — (1.9) работы [1] авторов в частном случае, когда р = 1.Указанная формула работы [5] была получена путем простой модификации способа интегрирования по частям, посредством которой в анализе обычно устанавливается сама формула Тейлора-Маклорена.При этом, взамен операторов £* (£)) в этой работе по существу пишется оператор (х) (к = 0, 1, 2, - )под названием „обобщенной производной порядка А:“ функции / (х).Наконец, в работе [1] авторов была установлена формула (1.8) — (1.9) уже при любом р 1 и для любой неубывающей последователь- *ности При этом, как функции (х), так и операторы £? (£)),здесь были естественным образом получены применением другого известного из анализа способа установления формулы Тейлора-Маклорена. Это—способ последовательного решения задач типа Коши, но уже для интегро-дифференциального уравнения дробного порядка вида

1_/9 у (х) 4՜ 'у (*) = ? (х), х £ (0, /), (1.18)
У (х)|л-о = 0,решением которого служит функция

у (х)= (х — V, А) ф (0 о?, х£ [0, /).ОЭтого же способа мы будем придерживаться и в настоящей работе.
§ 2. Предварительные сведения и леммы1 . (а) Пусть / (х) — произвольная Цэункция из класса А (0, /)(0<^ <7 <С 4՜ °°). Интегралом от / (х) порядка а (0< а <^4՜°°) в смысле Римана-Лиувилля с началом в точке х — 0 принято называть функцию

(Х-/Г֊1 /(/) х£(0, /). (2.1)



Формулы типа Тейлора-МаклоренаВ каждой точке Лебега функции / (х)Кт £)-’/ (х) —Цх), а-* 1-1)
Г) * / (х) при я = 0 определяется следующим образом:£֊"/(х)=/(х), х£(0, /). (2.2)Пусть /(х)^А(О, 7) и при данном функция X) (г)почти всюду на (0, 7) имеет производную (не обязательно суммируемую).Тогда функция,О’/(х»=О’/(.г)= — (2.3)

(1х называется производной порядка я от функции {(х) с началом в точке х = 0.Ввиду (1.2) и (1.3) почти для всех х 4 (0, /) при а — 1 имеем:
г>'/(х)= 4/(х)=/'(х), О°/(*) =/(*)• (2.3')

ихПри произвольном я4> 0 оператор О / определяется следующим образом:Пусть (0 7 <С 4՜ 30) задано и целое число р 1 определяетсяиз условия р — 1 < л -С Р-Пусть, далее, {(х) 4 Л (0, 7) и функция-^4 >/(х))
с/х''՜1 апочти всюду на (0, 7) имеет производную (не обязательно суммируемую на (0, /)). Тогда функция (2.4)

ах՛называется производной порядка я > 0 от функции /(х) с началом в точке х = 0.Наконец, отметим, что (см. 16], гл. IX) при р—1<Ся^р(р^И и — 1 <1 <4՜ 00 (2.5)
б) Как хорошо известно [6], целые функции

(2.6)



М. М. Джрбашян, Б. Л. Саакянгде р произвольный, вообще говоря, комплексный параметр, называются функциями типа Миттаг-Леффлера и для любого значения параметра р они имеют порядок р, а их тип равен единице.Предварительно введем следующие обозначения:

Известно |1], что при р^>1, р>—X [О, 4՜°°) РеР (х; Х)>0, ер, .л (х; > )>0, х£(0, -+ -оо).в) Приведем некоторые леммы, пользуясь этими обозначениями.Лемма 2.1. Пусть р 0, р >1, р — 1 < 4——. Тогда дляР
любого X имеет место формула

( 1 \ 1 I- (₽ + ) / Г 1 \ р р՜
О {еР.,л (х; Х)}=.-£Ц - Хх ;д4֊ —) х , х С (0, 4֊ оо).(2-9)Это следует из формулы (см. [6], гл. III, (1.16))

х 1 1If1 — —------- ) (х — 0’՜ 1 (М ; Н) = -Г*1՜1՜“՜1 ('х ; р 4՜ а) Г («) Jо (р > о, a>0,V> ),если в ней положить г = р Ч--------- р.РЛемма 2.2. Пусть р > 1, р , X £ (0, 4՜ °°)« Р Тогда имеет

место формула 
( ։ 

гх' Р (х; X)} = е, (х; X), х £ (0, 4֊ о ). (2.10)Это непосредственно следует из разложения функции 
ер. и А')и формулы (2.6).Пользуясь леммой 2.1, легко доказывается следующаяЛемма 2.3. Пусть р ^>1, р , Х^>0 и функиия ■? (/) £(0, /)Р
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непрерывна 
формула

на интервале (О, I) (0I -}- оо), тогда справедлива.

е9 (х — 1у X) » (f) dt. (2.11)
Доказательство следующих лемм содержится в работе [1].Лемма 2.4. Пусть р>1, тогда для любого значения пара
метра X

1_(7) 4- X) (е? (х; Х)| == 0.Лемма 2.5. Пусть © (х) £ Ь (0, /) (0 I Ь 00) 
вольный параметр. Тогда в классе функций

(2.12)
и ՛ — произ-

о
у (x)^L (0, /), D y{x)^L^t Z)(O<Z< + ^)

задача типа Коти
1о

D у (*) + 'У (х) = ? (х), х£ (0, Z),
И а У (х)|.г-о ~ 0

имеет единственное решение У (х; X), представимое в виде

У (х; X) = е? (х — X) © (0 dt, х $ (0; /),и
то есть

1 (2-13)
§ 3. СРормула типа Тейлора-Маклорена(а) Пусть {Х/}(^ — произвольная неубывающая последовательностьнеотрицательных чисел0 / о Хл • • •. (3.1)Пусть далее, последовательности (ъ)о° удовлетворяют ус-ловиям Р;>1, — (/ 0).Р>Введем в рассмотрение операторы



74 М. М. Джрбашян. Б. А Саакянр֊’ -1 Д(О)/(х)=/(х), Д^/(х) = П /(*) (п>1), (3.2)I /=о I
где (3.3)

1 ___ 1_\5, /(х) = (РР' + Ху)£> '' ₽; /(х) (у>0), (3.4)
1

Рассмотрим ассоциированную с последовательностями чисел {Мо » (р/1о> и ։^1о последовательность функций (2Я (х; (/,, р,, Иу12)1о’положив
“0 (Х» ^0’ ?0’ ’■1о) — (•*» ?о)>

-V I,Гр
е&с,!ь(х Л» ^о) ;ч(^1 ^2» *՝«) ^2 ՝

6' о

/п-1

®ря_ !• ։ля—1 (^я՜՜։ ^л’ ,/։-0 ^рл. (^л> /п) <//п, (3.5)

ч ■ 
огде IеРу, ;д.у (х; ՝1^)=Е?/ (—/.,• X ' \ р.;) х'7՜1 (/>0).1Отметим, что при р/ = р (& 1), р7 = — (/>0) операторы Д(л), Д(/г) иРсистема функций введены нами в работе[1Ь Лемма 3.1. 1 . Для любою л 0 справедливы соотношения4**' {2„ (х; [>7, р/։ |1у)о՞)} = А<‘> |2„ (х; (Ху, Р/, РуГо)|=О, (3.6) X £ (0, 4- °°), к > п + 1,

1^”{2. (х; {Ху, Ру, -!;};)} = £Рв(-Хяхр"; 1), х^(0, + оо). (3.7)2 . Для любою п > 1Д(*>{2н(х; Ру, р.,)£'))|г=0-= 0, 0О^п-1. (3.8)Доказательство. 1 . Если п = 0, к = 1, то в силу (2.10) и <2.13) получим
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Л<‘» |20 (х; г-«, и„)| = (£>'•+ /„)£) Р՞ |ер„(х; >.)! =
I= (^‘ + >0)(е?в (х; /0)) = 0.Тогда, очевидно △(1) |й0 (х; > 0, р0, Ни И ^0.Из определения операторов следует, что4“’ {-о (*; ’о. ₽., М} = л(*’ ГЛ (х, р։, р֊о)} =о, к > 2.Далее заметим, что

Ро

Д(0) ^0» ?0>

— /) 0 еРо (х; >0)} — £?• ( 'оЛемма доказана при п = 0,Согласно определениям (3.2), (3.5) в силу лемм 2.3—2.5 имеем
△ I “1 (х; р /, р/, Ну }у); — ^0 ։ \ €Р»- 14 (х ^1» ер1. !Ч (^1’ ' 1) 1

V <у /о

о

։ । 1 \л. —• ГА1—Т՜ 1
—- । Ср,, •*., (х; / |)| = (£) '7 > ։) В {®р1. И։ ^1)1_= (^‘ + х։) (еР։ (х; М>0.Откуда, согласно (3.3), получим также(•ч-1- I^(2> {2։ (х; {>/, Ру, 1‘у|,',)| = О-- £> ' {л<։> [2, (х; Ру, Ру’,')|} =0.

Пусть, теперь п >2 — любое и Тогда будем иметь
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А“1 (2- (х; ₽„

‘п ~ 1

I е?л-ь !хл-1 (^։-1 'Ал-։) еСп, нл (^п» 'л)

• /о
*-1

-ПА
1 (/У՛ >։) х

2 3 • ^2 3

(I

е?п. ил (6»; 1 ՝п) п

(х—/3; )2) с#3- • • X
!п -1

сРл-1> Ил-1

О

Рл- Нл'^п» ' п)

Легко видеть, что продолжая процесс вычисления после к шагов (4՜ < п — 2) мы приходим к равенству△н) {$л (*; (\/, р>, :1?!о)1= 1 ер>.(х—-/*+1; >*) «/^-цХ---о
с՞՜1

I еРл-1՛ 1Ал- 1 ^п~-

о

п. цп (6»; л) </^л > (3.9)
а при к = п — 2 к равенству 

X

{—л(х; (Ау, ру,р>у}՞)} = еРл— 2< 11л-,2 (х ^п~ 1» ^՝л-2) <Мп—। X

и
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*л-1

| еРл֊1'1л֊1 (^л-1 1л1 ,֊л — I)о е₽д. '*л *я) ^л’

Наконец, при к = п — 1 получим
I△<я-и |2л (х; I 1 

?л -<2л (х; !>*/» Р/» 4՜'л—։)
А

V о

I 2՝ Ид-2 (х 6«-1> 1 п — 2) С^Л- 1 X

(О՜՞-2

1 ■: 2) </^л—1 X

_ _____ 77

(ЗЛО)

՝.-։) X

X (х /л- и

X △<л-2)

г՞՜1
I ел֊1- 11Л-1 ^л՜1 ^л»

V
о

Ал-1) е^я, ՝лп(1п; /л ) <Нл

г 
р 

= I еРя-1՛ 1^-1 (х *п> -•) еРл’Нл^л’ *‘я) ^я-оНо поскольку
1 |։1|д<’> [2, (х; Р/, р,.}5)) = (£> "-' + К,-,) £> ?л՜1 А‘"Х||2д(х; Р/, Н/)о) »то, пользуясь формулой (3.11), в силу лемм 2.3—2.5 будем ։} {2д (х; {^/» р/, — еРд. Ид (х; ? л)-Теперь заметив, что » ( > 1— I *1 д — — Iа(«+» {2„ (,г; (к;-, Ру, |»у};)} = (Р '+ >•.) й 1 (х;

(зло

-՝>Х 
иметь
М) =I= (Д’՞ + /-„) !еРл (х; М>0получим Д(’+։и{2; (х; (>.у, Рр 1Ъ)"о)) =
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=

Из определения операторов Д(*’, Д(И следует (3.6). Поскольку Д'"' {-л (х; ру, ру}о)} — е?п, |1Л (х; ал).то по определению (3.3), согласно (2.9) и (2.10), получим (3.7).Итак, утверждение 1° леммы доказано.2 . Пусть теперь 0 С Л < п — 1.Пользуясь формулой (3.9), в-силу леммы 2.3, будем иметь
(^֊Ч г

;о)| ■= р-’* /Э * еР։, (х ֊ /**>! >») <Н„ 
' • /

о

1 ’ • ’

(3.12)
о

1 п — I

е?л—ь Ч —։) |14 (6ь ^л) <11 п

- I I а
ерл —:• Р-л—1 (*л—1 — ' п — I ) иЛ (/л) <^л

О

а 1
л —

— ЕУь [— /л (х — 1) А;

6

— I

е?л-1«։1л—। (^л—• ^л» ^л-1) врл, |1Я (^л! ^л)

оа при к = п — 1, пользуясь формулой (3.11), имеем также
Ил-! - —: 

:■!, = о-’"-' э к"-'X

1< 1»Л ֊ 1 ^л- ։ 6։1 ' п- 1) врл, р,։ (/П, лл) п —

и

ер։/_| ( * Л<; 7 Л ։) врл. и ^л ) (3.13)
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(՛Из (3.12) и (3.13) получим (3.5).Лемма доказана.Лемма 3.2. Для любого л>0 в сумме вида 
п

Рп (х) = 2 Ск &к (х; {/.у, Ру, ц,)*), х С (0, + оо) (3.14)
коэффициенты |С*’(5 могут быть опре делены из формулI

Ск = △<*>\рп (0)] (£ = 0, 1, 2,-• п). (3.15)Доказательство. Полагая, что применим к функ-ции Р„ (.։) оператор А(Л֊ Тогда в силу формул (3.6) и (3.7) получим
А<"Л, (х)= 2 с։ Д«> |2„ (*; р()*)| =

Л-0. = £ с» Л<'> {24 (х; {л,, ₽„ Р,}‘)}= (3.16)л=/
— я —

= С; {2у (х; (/./, Р/, Н }',))4֊ 2 с* Д' ’ {2* (х; ./•/ , р/, У/ 1^)' =
*-/ + 1

1 
— я —= Су£р. (—А/х"'; 1)4- 2 Ск Д<»(2л(х; (аь рь нЛ£))> * € 4֊ оо).

Л ^=/4-]Поскольку £о; (0; 1) = 1, то из (3.16), в силу (3.8) при х —0 получим соотношение (3.15) леммы.Лемма 3.3. Пусть функция э(т)^А(0; /) непрерывна на ин
тервале (0, /) (0</<4-°о). Тогда д\я любого п>1 справедлива 
формула

г1 0
е?,. (х — ^1» **•) ) е?՛՛ >« ^2’о О

о

/я՜’••• I еРд-1. ил-1 (^-1 — ^л-։) (3.17)

о



80 М. М. Джрбашян, Б. А. СаакянДоказательство леммы 3.3 проводится точно так же, как доказательство леммы 4.1 работы [1|.б) Обозначим через Сл + 1 {[0, 7); < <Ли/^>) (0<^7<^4՜ оо) множество функций / (х), подчиненных следующим условиям:1) ФункцииА(Л)/(х) (к = 0, !»•••» л) непрерывны на [0, 7),2) функцииД(*'/(х) (к = 0, 1, 2,---,л֊|-1) непрерывны на”(0՜, /) и принадлежат классу Л (0, 7).Заметим, что любая функция
п

Рп (х) = V сл 2* (х; {Ху, Р/, ),
А=0где {с*}о—вещественные коэффициенты, принадлежат классуСл+1 |[0, 7),Докажем теперь следующую теорему.Теорема. Если / (х) £ СЛ+1 {[0, 7), <Ху>, <ру>, 

имеет место формула
п —/(х) = 2 Д<‘>/(0)24(х;

*=0
Р՝Л Рь 1Ъ։12) + ^Л (х; /), х£(0, 7), (3.18)

где
X
(У/?.(*;/)-! {лу, р„ |1у};) Д<"+» |/(т)) </-, хС(0, /). (3.19)ОДоказательство. Обозначим

Л(х;/) = £ Д<*>/(0) 2А(х; {X,, рл И/}‘), (3.20)
Рп (х; /) =/(х) ֊ Рп (х; {) (3.21)и заметим, что в силу лемм 3.1, 3.2 Рп (х; /) удовлетворяет следующим условиям:

{Рп (х; /)}|ж=о = 0, 0 < к < н, (3.22)△Гя + 1> (ЯИх; /)) = ДС« + »/ (х) = ? (х), х£(0, 7). (3.23)Пользуясь определением оператора + уравнение ’(3.23) можно записать в виде
-! к-Н

(£> " + >„) й ’ Д<"> К„ (х; /) = ? (х), X е (0, /), (3.23')
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/ 1 |
՝!*л р 1то из (3.23 ), согласно лемме 2.5, функция £) п 1?п (х; /) определяется единственным образом посредством интегральной формулы( ։ \ хГА(п) R,, (х; /)= еРл (х-6+|; Хя) « (6,4.1) <Ня+\,\ I оОтсюда по лемме 2.3 получимI хД(Л) /?„ (х; /)= еРл,Ия (х ֊- ^4-и /.„) ? (61+1) Л+ьОДалее рассмотрим уравнение

(3.24)
(3.25)

1 1՛ ։ \ х
р—Г ’’1п-1֊р—-I р

(/У՞՜' о Д<«֊‘> R, (х; /) = I е9п.(х - /,+։; )„)Х
0^

X *? (Ип^\ (3.25 )и воспользуемся вновь лишь последним из начальных условий (3.22) для к = п — 1.Тогда в силу леммы 2.5 получим представление единственного решения этой задачи[) д(л-1) Кп (х. /) =
(3.26)

Из (3.26) по лемме 2.3 имеем

начальных условий (3.22), мы приходим к тождествуПовторяя наши рассуждения с последовательным исчерпанием всех

1236-6
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то есть
Rn (х; /) =

Теорема доказана.

2Я (х —{Х;, ру, <р (-.) d-,
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М. М. DJRBASH1AN, В. A. SAAKIAN. General classes of formulae of 
Taylor-Macloren type (summary)

Among other results in the paper [1| a class of formulae of Taylor-Maclorerr 
type associated with differential operators of fractional order and Mittag-Löffler type 
functions had been discovered.

In the present paper following the same methodology and employing many re
sults from 11], the mentioned formulae are essentially generalized.
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Примечание при корректуреВ только что опубликованной заметке Бадаляна Г. В. (ДАН СССР* т. 232, № 2, 1977) указано некоторое обобщение одного из содержащихся п работе авторов [1] результатов, а именно, нашей общей формулы типа Т ейлора—Маклорена.Это обобщение, не содержащее однако результатов данной работы, получено путем формализации нашей конструкции — переносом начала координат, введением функций и операторов с заранее постулированными свойствами, почерпнутыми из работы [1].

М. М. Джрбашян, Б. А. Саакян



P fl Վ Ա Ն Դ Ա Ч fl h Թ 3 Ո Ի Ն
Ա. Ա. Վւսղարջսւ1|յսւն. Նեվանքիննայի ֆա կ տ որիդ աgի ոն թեորեմի րն դհ անր ա ց ում ր

Ֆ. է. 1ГЬ||1 f—Աւլաժյան . Հի(ր երտյան տարածությունում կանոնիկ դիֆերենցիալ о tg ե ր ա -

տ որնե րի վ ե ր ա ր ե ր յա/

եքաոր խնդիր երկրորդ 'կարդի հիւդ երր ոլ ա կ ան Հ ա վա и ա ր ո ։ մն ե ր ի

ր. Ա. I'1U Г U 11 l|| UI Г1, 'եևֆեկտաքին արմեբների և ‘[ե ր ադր

II. է. Ջրթաշյա Г։. Դ ի ր ի /п լե ի վերջավոր ինտեդրալ ուն ե ց ո դ ֆունկցիաների ենթադասերի 

դրոների մասին •

1Г. Մ. Ջրբաշյան, Р. Ա. IIւսհւս1|յսւն. Թե յլ որ-Մա կլ որ ենի տիւդի բանաձևերի ընդհանուր 

դասեր . , . . . . . , . , . . , ,

ման մակերևույթների կ ա ո ո է դվա ծրր
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