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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց» որոնք ցանկանում են հոդված! ե, հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա օՄաթ! I Ատիկա» ամ­
սագրում» հաչվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածների ծավւպը, որպես կանոն» շպետք է գերազանցի մեկ տպաք ական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվ։ մ են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված» երկու լրինակա • Ռ՛ուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն» անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները» իրենց ցանկությամբ» կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը» որոնք միանման են համ սնուն փոքրատառերի •» պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում» իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկ։ վ վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինգեքսները շրջանը։ ձէ սև մա­
տիտով» իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով» 2րշ%/»/ նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասումւ

Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում» ընդ որում» գրքերի հա էալ. նշվում 
է' հեղինակը» գրքի անունը» հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը» հրատս։ ւ.ւ կմ-սն տա­
րեթիվը և էշերը» հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվ՛ածի անունը, աժրը» հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, համապա­
տասխան տեղում։ ,

6. Սրբագրոլթյան ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիշ թե շաւո գգա ի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ ւրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պ սրզ ս բանում ով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը» որտե-յ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը» նշի իր լրիվ հասցեն» անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առան.\1 սւտիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան» Բարեկամության 24, Գիտությունների ակս լեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա օՄ աթեմատիկա»։
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Ю. М. МОВСИСЯН

К ТЕОРИИ УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР

Введение

В работе [1] вводится понятие алгебры второй ступени и разви­
вается общая теория гомоморфизмов и многообразий для таких ал­
гебраических образований. При этом под алгеброй второй ступени 
понимается объект С; 2; где 2 — некоторая совокупность фи՜ 
янтарных операций, определенных на множестве <2, и О — некоторая 
совокупность финитарных операций, определенных на множестве Е. 
Эти алгебры возникают в связи с исследованием некоторых формул 
из языка второй ступени [2].

Понятие универсальной алгебры является частным случаем поня­
тия алгебры второй ступени. А именно, при 6 = 0 из алгебры вто­
рой ступени <С С; возникает универсальная алгебра 2 ^>.
Поэтому, естественно было ожидать, что при 0=0 теория алгебр 
второй ступени сводится к обычной теории универсальных алгебр, 
изложенной, например, в книге [3]. Однако, при О = 0 из теории 
алгебр второй ступени, развитой в [1], получилась несколько иная 
теория универсальных алгебр. В настоящей работе излагаются неко­
торые вопросы из этой теории. Понятие гомоморфизма в изложенном 
здесь смысле было рассмотрено еще и в работе [4]. Однако идея рас­
смотрения таких морфизмов по существу восходит к Марчевскому 
(см., например, [5]) и Фудзиваре [б].

Более точное сравнение обычной теории универсальных алгебр с 
результатами настоящей работы содержится в следующих трех 
пунктах.

1. Некоторые результаты обычной теории универсальных алгебр 
имеют одинаковое содержание с соответствующими результатами на­
стоящей работы. Например, формулировка известной теоремы Де-Грота 
о том, что каждая группа изоморфна группе всех автоморфизмов не­
которого кольца, остается верной и при новой трактовке понятия го­
моморфизма.

2. Некоторые результаты обычной теории универсальных алгебр 
незначительно изменяются. В обычной теории известна теорема 
Биркгофа-Фринка о том, что каждая полная компактно-порожденная 
решетка изоморфна решетке всех подалгебр некоторой универсальной 
алгебры. При новых определениях гомоморфизма и подалгебры, при­
нятых в настоящей работе, можно установить, что каждая полная 
компактно-порожденная решетка вкладывается в решетку всех подал­
гебр некоторой универсальной алгебры. Верна или нет формулиров-
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ха теоремы Биркгофа-Фринка при настоящем изложении теории 
универсальных алгебр—пока открытый, вопрос.

3. Некоторые результаты обычной теории универсальных алгебр 
совершенно не сравнимы с результатами настоящей работы. Напри­
мер, класс колец в изложенной теории не образует многообразия.

Изложенный в настоящей работе подход можно было бы приме­
нять и к различным обобщениям понятия универсальной алгебры: 
многоосновные алгебры, алгебры второй ступени (ступенчатые алгеб­
ры), модели, топологические алгебры и др. При этом выборе мы оста­
новились на рассмотрении топологических алгебр.

§ 1 Тип алгебр. Подалгебры*

Если 2) = < <2; Е есть произвольная алгебра и А £ Е, то че­
рез |/4| обозначается арность операции А.

Подмножество Г = {|Л[ |<4 £ Е} множества всех натуральных чи­
сел М называется типом алгебры О = <^<2; Е

Например, тип произвольного кольца <2( + ,-) по нашему опре­
делению, есть множество Т — (2). Произвольный группоид, в частно­
сти, группа, полугруппа и квазигруппа также имеет тип 7'={2). Таким 
образом, группы, полугруппы и квазигруппы мы рассматриваем как 
алгебры с одной бинарной операцией, а кольца и поля — как алгебры 
с двумя бинарными операциями.

Две алгебры будем называть однотипными, если они имеют рав­
ные типы. Таким образом, группоид и кольцо по нашему определению 
являются однотипными алгебрами. Если тип алгебры равен Т, то ее 
будем еще называть Г-алгеброй. Класс алгебр называется классом 
Т-алгебр, если каждая ее алгебра есть Т’-алгебра.

Алгебру /)'•= Е'^> будем называть подалгеброй алгебры
Б = <2; Е и писать О' < £>, если 0' с (2, Е' с Е,

Например, аддитивная полугруппа всех натуральных чисел есть 
подалгебра группы 2 (+), каждая коммутативная группа есть под­
алгебра некоторого кольца и др.

Если =• «С <2п Е։>, О3 = < <22; Еа^> — подалгебры алгебры О 
и = Ф1П (2а =?= 0, Е։‘ = Ех п =/= 0, то пара О3 = (23; Е։ также
подалгебра алгебры О. Подалгебра О3 называется пересечением под­
алгебр О1։ О3 и обозначается О3= О3 Я О3. Если же <23 П <22 — 0 или 

0, то полагаем О1ПО3 = 0. Аналогично определяется пере­
сечение любого числа подалгебр.

Определим равенство двух алгебр:
О = О' <֊> (2= (2', Е = Е'.

В противном случае будем говорить, что £>=/= ГУ.
Если О' О и О' =/= О, то О' называется истинной подалгеброй 

алгебры О.
П°А словом „алгебра“ в дальнейшем разумеется универсальная алгебра.
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Будем говорить, что алгебра О =<^<2; Е^> порождается непу­
стым множеством X^Q, или непустое множество Хс 0. порождает 
алгебру О, если не существует ее истинной подалгебры вида 22’ = 
=<^ О'; Е^> такой, что XС 0' (в обозначениях О = {X}-, Е >).

Если существует такое конечное множество X, что О=<^[Х); Е^>, 
то алгебра О называется конечнопорожденной.

Класс всех подалгебр одной и той же алгебры (включая быть 
может пустое множество) образует полную решетку относительно 
частичного порядка

Теорема 1. Полная решетка всех подалгебр каждой алгебры 
является компактно-порожденной, т. е. каждый ее элемент есть 
объединение компактных элементов.

Доказательство. Следует заметить, что класс всех под­
алгебр каждой алгебры < (?; Е образует алгебраическую систему 
замыканий множества <2II Е.Жаждая алгебраическая система замыканий 
является полной компактно-порожденной решеткой [7]. Компактными 
элементами этой решетки являются конечнопорожденные подалгебры 
с конечной системой операций и только они.

§ 2. Гомоморфизмы алгебр

Пусть £> = <(?; Е> и /)' = < С)'; Е'^> — две однотипные ал­

гебры. Пара (?, ф) отображений <р: (?-♦ (?', ф: Е-> £' называется 

гомоморфизмом из алгебры £>в алгебру И' и обозначается («р, ф): О—>О’, 

если отображение ф сохраняет арность операций и для любых Д£Е, 
|Д| = п и хх,- • хп € <2 справедливо равенство:

<Р И (хх,• • •, х,)] = [ф Я] (<рхх, • • •, <рхЛ).

Пара (е, е) тождественных отображений е: (2 -» (2, е: Е ֊» Е есть 
гомоморфизм алгебры £) в себя.

Пара <С ? ф; Ф Е > является подалгеброй алгебры £>' и назы­

вается гомоморфным образом алгебры О. Если пары (®х, фд): £>=> А 

и (?։> Ф»): О1~>П՛—гомоморфизмы, то пара отображений (фх?։, 

фхф։): — также гомоморфизм и называется произведением

гомоморфизмов (ярх» Ф1) и (<р։, ф։). Таким образом, алгебры и их гомо­
морфизмы (в качестве морфизмов) образуют категорию.

Гомоморфизм алгебры в себя называется ее эндоморфизмом. 
Множество всех эндоморфизмов одной и той же алгебры образует 
полугруппу с единицей.

Определим еще ряд стандартных понятий.
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Гомоморфизм (?, ՛■!*) называется эпиморфизмом, если отображения 
<р, ф сюръективны—и мономорфизмом, если отображения <?, '^инъектив­
ны. Изоморфизм — это одновременно эпи- и мономорфизм. Изомор­
физм алгебры в себя называется ее автоморфизмом. Множество всех 
автоморфизмов одной и той же алгебры образует группу.

Если существует мономорфизм (?, ф) из алгебры £> в алгебру £)', 
то говорят еще, что алгебра О вкладывается в алгебру О’. Каждая 
полугруппа с единицей вкладывается в полугруппу всех эндоморфиз­
мов некоторой алгебры, каждая группа вкладывается в группу всех 
автоморфизмов некоторой алгебры.

Множество всех автоморфизмов вида (<р, е) образует группу и 
называется группой главных автоморфизмов. Эта группа—нормальный 
делитель во всей группе автоморфизмов. Для некоторых алгебр груп­
па главных автоморфизмов совпадает с группой всех автоморфизмов. 
Такая ситуация, в частности, имеет место для любого группоида и 
для любого кольца.

Каждая группа изоморфна группе главных автоморфизмов неко­
торой алгебры.

§ 3. Конгруэнции и фактор-алгебры

Пусть £> = <<2; — алгебра, аги I— отношения эквивалент­
ности, определенные соответственно на множествах <2 и £. Упорядо­

ченная пара (г, <)— Я называется конгруэнцией на алгебре О, если 
а) из отношений хг г х\, - • ■, хт г х’т следует

Д (х։,- • •, х,„) г А (хр- •хт), где х/, х^ (2, А £ £, |/|=лп,

б) из отношения А # В следует |Л| =■ |5| и А (х1։- ■ - ,х„) г В (х1(- • - 
'••> хя) для любых х1։•••, Хп с <2, где А, В^ Г, |Д|= п.

Нулевая конгруэнция определяется как пара О=(О, О), где 
хОу <=> х = у, х, у^О,

АО В<—> А— В, А, В^Ъ.

Единичная конгруэнция определяется как пара 1 =(1, 1), где 
х1у <— > х, у^О,

Л1В<=з>|Л| = |5|, А,

Пусть дг= (г։, и <7։= (г։, /2)— две конгруэнции некоторой ал­
гебры, определим
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Например, q -С 1 для любой конгруэнции q. Кроме того пара. 

q3 = (п П гг, <г Л 7։) — также конгруэнция, которая называется пересе­
чением конгруэнций qv q2 и обозначается обычным путем: q3 = qt Л q2.- 
Аналогично определяется и обозначается пересечение любого числа 
конгруэнций. Таким образом, класс всех конгруэнций, определенных 
на одной и той же алгебре, образует полную решетку. Конгруэнция՛ 
(г, 7) алгебры <^Q; Е> называется вполне инвариантной, если она. 

выдерживает любой эндоморфизм (у, ф) этой алгебры, т. е..
хгу <fxr <ру, х, у £ Q, 

At 5”>ф А 7 ф В, А, В£ Е.

Пусть q = (г, t) есть конгруэнция алгебры D = Q; Е >. Эле­

менты фактор-множества 2/7 = Е можно трактовать как операции, оп­
ределенные на фактор-множестве Q/r = Q следующим путем:.

A(xlt •••, хп)-А (х։,---,хп)„ 

где /НЕ, |Л| = л, хх,-• •, хя£ Q.
Корректность определения операций А следует из определения 

конгруэнции. Таким образом, определена алгебра < Q/r; Е/7>, назы­
ваемая фактор-алгеброй алгебры D по конгруэнции q и обозначается 
как D/q.

Фактор-алгебра Г-алгебры есть Г-алгебра. Пара отображений 

(?•> Ф»), где <р։: х -»х, ф.: А -» А, является эпиморфизмом.. Он назы­
вается естественным гомоморфизмом.

С каждым гомоморфизмом (ф, ф) можно связать некоторую кон­

груэнцию (г, 7), называемую ядром этого гомоморфизма. В самом де­

ле, если (ф, ф): D ~> D' — гомоморфизм, то пара q = (г, 7), где 

хгу <~> фх = vy, A t В <■=> ф А = ф В, является конгруэнцией. Эта 

конгруэнция—ядро гомоморфизма (©, ф) и обозначается через Кег (ф, ф). 
Обратное утверждение, однако, не верно. Существуют конгруэнции, 
не являющиеся ядрами подходящих гомоморфизмов. Например, кон­

груэнция вида (1, 0), где 1—единичная эквивалентность, а О—нуле­

вая эквивалентность. В связи с этим конгруэнцию q = (г, t) будем на­
зывать ядерной, если она является ядром для некоторого гомоморг 

физма (ф, ф). Нулевая и единичная конгруэнции՛ каждой алгебры яв­
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ляются ядерными. Существуют такие алгебры, которые кроме этих 
тривиальных конгруэнций дртгими ядерными конгруэнциями не обла­
дают. Примером такой алгебры может служить алгебра < (2', Е ^>, где 
£ — класс всех унитарных операций множества (?. Существуют и та­
кие алгебры, каждая конгруэнция которых ядерна. Например, 7-ал- 
гебра < <2; Е>, для которой отображение А —|Л| инъективно, т. е. 
множество Е по каждой арности п С Т содержит лишь одну операцию. 
Поэтому в группах, полугруппах и квазигруппах каждая конгруэнция 
ядерна. Нетрудно заметить, что в кольцах существует только одна 
не ядерная конгруэнция, а именно конгруэнция вида (1, О).

Пересечение ядерных конгруэнций есть ядерная конгруэнция, по­
этому класс всех ядерных конгруэнций каждой алгебры образует 
полную решетку.

§ 4. Прямое произведение алгебр

Пусть Я)? = = <^ ; Е/^>, — произвольный класс

Т-алгебр, <2 = П<2/ —декартово произведение множеств <2<, а 2 = ПЕ։ — 
А

совокупность всевозможных систем А = (А/)^у операций одинако­
вых арностей, взятых по одному из каждого множества Е,. Элементы 
множества Е можно трактовать как операции, определенные на мно­
жестве <2 покомпонентно, т. е. если

.А = (Л/ )&, |4/1 = /п, «։,••• ,хп С <2, х/= (х/)/б/,
то

А (хх, • • •, Хщ) = (Л/ (х‘, • • •, Хт))|в/ •

Алгебра 2) = < ($; Е^> называется прямым произведением се 

мейства алгебр £>/, /£У и обозначается 22 = П2Л. Прямое произведе­
те/

ние 7-алгебр есть Т’-алгебра. Понятно, что множество всех п-арных 
А

операций прямого произведения 2) есть декартово произведение мно­
жеств всех п-арных операций алгебр 2)<, / £ у.

Можно доказать, что прямое произведение в только что опреде- 
.ленном смысле, является реализацией прямого произведения в рас­
сматриваемой категории универсальных алгебр.

Пара отображений (<р/, ф/), где : х —* х/, <|>/: Л —* Л/ является 
гомоморфизмом 2)~> 2)/ для каждого ։'£У. Подалгебра I)' 2), где
В ~ называется подпрямым произведением семейства ал­

гебр 2?/, У, .если пара есть эпиморфизм для каждого
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При этом, например, означает ограничение отображения
А

на подмножестве <2'.
Теорема 2. Пусть О—произвольная алгебра и <//, г £ / —не­

который набор ядерных конгруэнций в ней. Если д = ГТ ф, то ал­
гебра О/д изоморфна подпрямому произведению фактор-алгебр- 
Е>1Ч1,

Доказательство. Рассмотрим прямое произведение П 

фактор-алгебр £)/<?/, г £ /. Пусть

И — Е >, дг = (г/, Ь ), д = (г, Г) и П £)/о; = < 5; О' >.
№

А

Определим отображение ®: <2/г —» 5, сопоставляя каждому классу 
А

[а] г тот элемент из 5, г-я компонента которого для всякого г €7 
является классом эквивалентности г/, содержащим [а] г. Аналогично

*** — А

определяется отображение ф: Е/Г -»• С, корректность которого сле­

дует из ядерности конгруэнции д— (г, б). Нетрудно заметить, что пара 

(», ф)—гомоморфизм из алгебры О/д в алгебру ШЭ/ф. Этот гомомор- 
<6/

физм будет и мономорфизмом, так как конгруэнции д/, Г £ / являются 
ядерными. Наконец, та подалгебра алгебры ПО/д;, на которую алге­

бра П/'д мономорфно отображается, будет подпрямым произведением 
алгебр О/д։, г £ /.

Универсальная алгебра называется ядерно неразложимой, е ели 
совокупность всех ее ненулевых ядерных конгруэнций обладает нену­
левым пересечением.

Теорема 3. Каждая алгебра изоморфна подпрямому произ­
ведению ядерно неразложимых алгебр.

Доказательство. Рассмотрим алгебру /9=<^<2;Е^>։ пары 
различных элементов х, у А, В и обозначим через Ж (х, у, 
А, В) множество всех ядерных конгруэнций алгебры О, разделяющих 
эти элементы, т. е. если

д^ХЯ. (х, у, А, В) п д = (г, I), то [х] г =/= [у] г, [Л] I.

С помощью леммы Цорна, нетрудно установить, что частично-упоря­
доченное множество Ж (х, у, А, В) обладает максимальными элемен­
тами. Для каждой четверки различных элементов х, у, А, В обозна­
чим через д (х, у, А, В) одну из максимальных конгруэнций, их раз­
деляющих. Поскольку пересечение всех этих максимальных конгруэн­
ций является нулевым, то по теореме 2 алгебра £) изоморфна под­
прямому произведению всех фактор-алгебр О/д (х, у, А, В). Остает­
ся заметить, что каждая фактор-алгебра О/д (х, у, А, В) ядерно не­
разложима.
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§ 5. Алгебра слов. Понятие сверхтождества

В дальнейшем помимо „чистых“ множеств, нам понадобятся и 
•так называемые множества с определенным типом. А именно, если 
1/—произвольное множество и 6: U— N— некоторое отображение этого 
множества в множество всех натуральных чисел, то образ 0 (£/) мно­
жества U при этом отображении 0 будем называть типом, точнее 
0-типом множества U. При этом, если со £ U и 0 (ш) = п, то п назы­
вается арностью элемента со и обозначается так: п = |со|. Для кратко­
сти, множество с типом Т будем называть Г-множеством.

Пусть X—произвольное множество, а //—произвольное множе­
ство с определенным типом. Элементы множества X называются пред­
метными переменными, а элементы множества U—функциональными 
переменными. Будем определять два „сорта“ слов—нижние и верхние 
•слова.

Каждое функциональное переменное и только они называются 
верхними словами, т. е. множество всех верхних слов совпадает с U.

Понятие нижнего слова определяется индуктивно. Во-первых, 
-каждое предметное переменное есть нижнее слово, и во-вторых, если 
ш—верхнее слово с арностью тп и х1г•••, хт—нижние слова, то вы­
ражение <о(хг,—*, х,Л) также есть нижнее слово. Обозначим через 
X(U) совокупность всех нижних слов, полученных таким путем. Тог­
да пару <(А) U\ U>=U(X) можно трактовать как алгебру, она 
называется алгеброй слов.

Если U есть Г-множество, то соответствующая алгебра слов 
U (X) есть Т-алгебра для любого множества X.

Алгебра слов U (X) порождается множеством X.
У-алгебра слов U (X) называется стандартной, если множество 

X — счетно и множество U для любого п £ Т содержит ровно счетное 
число л-арных операций.

Пусть X, X' — произвольные множества и U, U'—произвольные 
множества с определенными типами. Будем говорить, что пара (X, IJ) 
эквивалентна паре (A', U'), если существуют взаимнооднозначные 
отображения Х-- X' ч U*— U՛, причем последнее соответствие со­
храняет арность.

Если пара (X, U) эквивалентна паре (X', U՛), то алгебра U (А) 
изоморфна алгебре U' (А). В частности, две однотипные стандартные 
алгебры слов изоморфны.

Теорема 4. Пусть алгебра D = < Q; Sо днотипна с алгеб­
рой слов И (А) = (A) U՝, U>. Если ф: U—»-S — произвольное ото­
бражение, сохраняющее арность, то любое отображение <р0: Х-* Q 
можно продолжить до отображения <р: (X) U -» Q так, что пара 
{?> ф) есть гомоморфизм U (A) Z> D.

' Доказательство. Определим <р|х = ?0. Если со — верхнее сло­
во с арностью т и образы нижних слов хх, --, хт при отображении 
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Ф уже определены, то образом слова ш (х1։ • • •, хт) считаем элемент 

[Ф ш] (фХр«--, ?Хт)€<2-
Введем теперь понятие сверхтождества.
Если ш։, — нижние слова из стандартной Т-алгебры слов

и (X), то их формальное равенство ш1 = «,2 будем называть нижним 
Т’-сверхтождеством. Если же ш1։ ти։ — верхние слова с одной и той же 
арностью, то их формальное равенство называется верхним Т’-сверх­
тождеством.

Будем говорить, что в Т’-алгебре О = 2 > выполняется
нижнее (верхнее) Т’-сверхтождество •ш1 = ш։, если при любом гомомор­

физме (ф, ф): 1/ {X) ~> О слова ш1։ ша имеют равные образы,, т. е- 
ф ц>։ = Ф (соответственно ф =ф ш։).

Если использовать терминологию А. И. Мальцева [2], то нижние 
сверхтождества по существу являются замкнутыми формулами второй 
ступени вида:

У/Х,---, У^х,-•у = ш2),
где то1։ ш2—термы от функциональных и предметных переменных,, 
входящих в приставку этой формулы. Выполнимость нижнего сверх­
тождества совпадает с выполнимостью этой формулы.

Верхние сверхтождества — формулы нового характера. Их можно- 
образовать лишь двумя способами:

уА, У(Х = У), 
уХ(Х=Х), 

где X, У — разные функциональные переменные с одинаковой ар­
ностью.

Что касается обычных тождеств, каким является, например, тож­
дество дистрибутивности в кольцах, то их можно представить как 
замкнутые формулы вида

ЗХ • • •, Уух, • • •, у (■ш1 = Ш։).
•»

§ 6. О выполнимости сверхтождеств

Пусть <2; 2 — произвольная Г-алгебра. Спрашивается какие
Г-сверхтождества могут выполняться в этой алгебре. Конечно, су­
ществуют такие Г-сверхтождества, которые выполняются во всех 
Г-алгебрах. Это так называемые тривиальные Г-сверхтождества и они 
имеют вид чи = и>. Поэтому в поставленной задаче речь идет о не­
тривиальных Г-сверхтождествах. При такой общей постановке этот 
вопрос едва ли обозрим. Однако при некоторых естественных огра­
ничениях как на рассматриваемые алгебры, так и на рассматриваемые 
сверхтождества, задача намного упрощается. В частности, имеется 
ряд окончательных результатов о выполнимости некоторых сверхтож-
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деств в системах групп, в системах полугрупп и в системах квази­
групп. При этом алгебра <<2; Е> называется системой групп, или 
групповой системой, если для любого А £ Е группоид <2 (4) — 
группа. Аналогично определяются системы подгрупп и системы 
квазигрупп. Можно говорить и о более специальных алгебрах. На­
пример, алгебра <<2; Е>, каждая ‘^операция которой—полугруппа с 
единицей, называется полугрупповой системой с единицей. Можно еще 
рассматривать коммутативные полугрупповые системы, т. е. алгебры, 
каждая операция которых—коммутативная полугруппа. Интересные 

•подкатегории можно выделять и в категории групповых систем и в 
категории квазигрупповых систем.

В работе [8] была исследована выполнимость сверхтождества 
. ассоциативности

X [х, У (у, я)] = 2 [ II (х, у), г]

•в системах полугрупп. Оказывается, что сверхтождества ассоциатив- 
•ности, выполняющиеся в полугрупповых системах с единицей, могут
■ быть одним из следующих видов:

Х[х, Х(у, я)] = Х [Х(х, у), г], (1)
*[х, У (у, я)] = У[Х(х, у), г], (2)
А[х, X (у, я)] = Г[Г(х, у), я], (3)
Х[х, У(у, г)] = Х\У(х, у), г]. (4)

.Дано также точное описание тех полугрупповых систем с единицей, в 
•которых могут выполняться эти сверхтождества. Приведем один ти­
пичный результат.

Теорема 5. В полугрупповой системе с единицей. <2; Е > 
.выполняется сверхтождество (2), если и только если существует 
.полугруппа <2(-) такая, что для любого А £ Е справедливо ра­
венство

А (х, у) = х-ау, 
где а£<2.

Одновременно были изучены выполнимость так называемых урав­
новешенных сверхтождеств в системах полугрупп и в системах квази­
групп.

Следует отметить, что хотя изучение уравновешенных сверхтож- 
.деств только началось, изучение уравновешенных тождеств началось 
■сравнительно давно. Первое исследование этого направления содер­
жится в одной работе А. И. Мальцева [9], где тождества такого вида 
называются однородными. В дальнейшем теория уравновешенных тож­
деств получила широкое развитие в работе В. Д. Белоусова [10]. 

-Некоторые результаты об уравновешенных сверхтождествах содер- 
.жатся в работах ,[11] и [12]. При этом, нижнее' сверхтождество 
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w1 — и>3 называется уравновешенным, если каждая предметная пере­
менная участвует в записи каждого слова и>1։ ш։ один и только один 
раз. Например, сверхтождество ассоциативности — уравновешенное- 
сверхтождество. Среди неуравновешенных сверхтождеств более под­
робно исследовано сверхтождество дистрибутивности

Х[х, У (у, г)\ = и[У{Х,у), г(х, г)]
(см., например, [13]).

§ 7. Многообразия алгебр

Пусть Л — некоторый набор У-сверхтождеств, а 50?; — класс 
всех У-алгебр, в которых выполняется каждое сверхтождество из А. 
Понятно, что для любых Т =(= 0 и Л всегда 50?; =/= 0 и, если У։ =/= Т։> 
то = 0 Для любых Л! и Л։. С другой стороны, 50?тч П 50? ^=
= 50?; ид для любых Лп Л2 и Т ={= 0. Будем говорить, что

50?; <50?; <=> £>€ЭО?[Г> £> 6
Класс алгебр 50? называется многообразием, если существуют 

множества У и Л такие, что 50? = 80?;. При этом будем говорить, что 
многообразие 30? определяется парой множеств (У, Л).

Таким образом, класс всех полугрупп—многообразие. Это много­
образие определяется парой ( Т, Л), где Т = {2}, а множество Л со­
стоит из нижнего сверхтождества Х[х, X (у, я)] = X [X (х, у), я] и. 
верхнего сверхтождества X = У.

Класс всех У-алгебр также есть многообразие. Оно определяет­
ся парой (Т, Л), где Л состоит из нижнего сверхтождества х = х. 
Это многообразие будем обозначать через ,50?;.

Класс всех одноэлементных У-алгебр—многообразие, определяе­
мое парой (У, Л), где Л определяется нижним сверхтождеством х=у 
и обозначается через 80?;. Эти обозначения оправдываются тем, что 
для любых Л и У справедливо соотношение

50?;<50?;<50?;.
Если же некоторый класс У-алгебр 30? не образует многообразия,, 

то из соотношения 50? < 50? следует, что класс многообразий, в кото­
рых содержатся 50?, не пуст, и что этот класс обладает минимальным, 
элементом относительно частичного порядка „<“. Этот минимальный 
элемент называется многообразием, порожденным классом 50? и обо­
значается через 50?*. Легко убедиться, что многообразие 50?* опреде­
ляется парой (У, Л), где Л — совокупность всех У-сверхтождеств 
(нижних или верхних), каждое из которых выполняется во всех У-ал- 
гебрах класса 50?.

Каждой совокупности У-сверхтождеств Л соответствует много­
образие 50?; и каждому классу У-алгебр 50? соответствует класс А^.
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всех таких Г-сверхтождеств, каждое из которых выполняется во всех 
.алгебрах из ЯК. Пара отображений Л -» 50?£ и ОХ -♦ образует

• соответствие Галуа, замкнутыми элементами которого являются мно­
гообразия и те классы сверхтождеств, которые определяют вполне 
инвариантные конгруэнции на соответствующих стандартных алгебрах 
слов.

Теорема 6. Класс однотипных алгебр является многообра­
зием, если и только если он наследственен, гомоморфно- и муль­
типликативно замкнут.

При этом класс однотипных алгебр называется:
а) наследственным, если он вместе с каждой Г-алгеброй содер­

жит каждую ее Гтподалгебру;
б) гомоморфно замкнутым, если он вместе с каждой алгеброй 

содержит каждый ее гомоморфный образ:
в) мультипликативно замкнутым, если он вместе со всякой сово­

купностью алгебр содержит их прямое произведение.
Каждый гомоморфно замкнутый класс алгебр абстрактен, т. е. он 

вместе со всякой своей алгеброй содержит и любой ее изоморфный 
образ.

Доказательство теоремы 6 проводится в заключении следующего 
параграфа.

Отметим, что в одном весьма частном случае, когда рассматри­
ваемые универсальные алгебры замкнуты относительно суперпозиции 
операций и содержат все единичные операции, аналогичный результат 
был получен Файтловичем ]14].

Класс всех групп есть гомоморфно и мультипликативно замкну­
тый класс однотипных алгебр. Однако, класс всех групп не образует 
многообразия, так как этот класс алгебр не наследственен. В самом 
деле, существуют такие группы, не каждая подалгебра которой есть 
Группа. Более того, как известно каждая коммутативная полугруппа 
с сокращением вкладывается в некоторую группу. Каждая свободная 
полугруппа также вложима в группу. Именно из последнего факта (с 
учетом теоремы 6) вытекает

Предложение 1. Многообразие всех полугрупп порождается 
классом всех групп.

Нетрудно заметить, что все групповые многообразия находятся 
в классе всех периодических групп, так как в периодических группах 

>и только в них каждая подалгебра есть группа.
Класс всех квазигрупп также не образует многообразия. Кроме 

условия наследственности здесь нарушается еще гомоморфная замкну­
тость. В связи с этим, квазигруппу будем называть наследственной, 

• если каждая ее подалгебра—квазигруппа. Понятно, что наследствен­
ные группы—это в точности периодические группы. Однако полное 
описание .класса всех наследственных квазигрупп неизвестно.
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Прямое произведение двух колец по нашему определению есть 
алгебра с четырьмя операциями. Поэтому класс всех колец не являет­
ся мультипликативно замкнутым. Каждая абелева группа есть подал­
гебра некоторого кольца, поэтому класс всех колец не наследственен. 
В результате класс всех колец не образует многообразия. Обозначим 
этот класс через К и рассмотрим многообразие К*, порожденное этим 
классом. Поскольку каждый группоид вкладывается в мультипликатив­
ную часть некоторого кольца, то К* совпадает с многообразием всех 
бинарных алгебр (т. е. алгебр с бинарными операциями). Иначе гово­
ря справедливо

Предложение 2. В классе всех колец не выполняется ни­
какое нетривиальное сверхтождество.

Однако, если рассматривать класс всех полей, то понятно, что 
в этом классе алгебр выполняются нетривиальные сверхтождества

Х\х, Х(у, г)]~Х[Х(х, у), я],
Х(х, у) = X (у, х).

Неизвестно, какие еще нетривиальные сверхтождества вы­
полняются в классе всех полей.1

Этот вопрос эквивалентен задаче описания многообразия, порож­
денного классом всех полей.

§ 8. Свободные алгебры

Пусть 50? = {£>/ О/; ^>, I՛.£ /} — произвольный класс
однотипных Г-алгебр, X—произвольное множество, I/ — произвольное 
Г-множество и Р = <^(2; —произвольная Г-алгебра.

Тройку <СХ, 11, Р> будем называть 50?-универсальной, если су­

ществует пара таких отображений ®0: Х-*0, %: £/-►£, что

а) ф0 сохраняет арность и является сюръективным отображением, 
а <в0Х порождает алгебру £Х

6) для любого £ 50? и для любых отображений X: Х—> (?/, 

р: £/-»-£ (сохраняющих арность) существует гомоморфизм (//, [/):.£)=> 
такой, что диаграмма 

(X, и)

(X, V-) -

(?о> Фо)
;------>Р

I!

V
=> л

(V, И

коммутативна, т. е. ). = <?0 X' и I1 = ф'о р'.
Для произвольного X и для произвольного Т’-множества и, трой­

ка <Х, и, и (Х)> является 30?-универсальной для любого класса 
Т-алгебр 30?.
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Если тройка <Х У, У> является ЗХ-универсальной, то она 
оказывается и ЗК*-универсальной.

Если тройка <Х, 0, У> является ЗХ-универсальной и £>£ЗХ, 
то алгебра £> называется ЗХ-свободной алгеброй, определенной парой 
(X, II) и обозначается через 7^ (X, У).

Теорема 7. Если ЗХ- абстрактный, наследственный и муль­
типликативно замкнутый класс Т-алгебр, то свободная алгебра

{X, и) существует для произвольного X и^ЗХ для произвольного
Т-множества и.

Доказательство. Пусть £> = <0; Е^> есть произвольная 
7-алгебра класса ЗХ, >■: X — <2 и р: и ->£ —отображения, сохраняю­
щие арность, где У—произвольное 7-множество. Продолжим эти ото­

бражения до гомоморфизма ().*, (**): У (X) —> У. Пусть д/=(п, 6 ), 
,(-Л— совокупность всех ядер таких гомоморфизмов и д = Пд/. Тог­
да фактор-алгебра У (Х)^ оказывается ЗХ-свободной алгеброй, опре­
деленной парой (X, У) (в силу теоремы 2).

В частности, если ЗХ—многообразие всех полугрупп, то мы при­
ходим к обычному пониманию свободной полугруппы.

Мы договорились рассматривать группы как алгебры с одной 
ассоциативной и обратимой операцией. Из предложения 1 следует, 
что при таком рассмотрении класс всех групп не обладает свободной 
алгеброй. Если же в определении свободной алгебры порождаемость 
понимать в теоретико-групповом смысле, то такие свободные алгебры 
в классе всех групп уже будут существовать. Эти алгебры и изуча­
ются в теории групп под названием свободных групп.

Заметим еще одно применение предложения 1: свободными ал­
гебрами в классе полугрупп, вложимых в группы, являются сво­
бодные полугруппы и только они.

Доказательство теоремы 6. Необходимость проверяется 
непосредственно. Докажем достаточность.

Предположим, что класс 7-алгебр ЗХ удовлетворяет трем усло­
виям наследственности и ЗХ*—многообразие, порожденное классом ЗХ. 
Поскольку ЗХ ЗХ*, то достаточно показать, что ЗХ*сЗХ. Если 
.О*СЗХ* и £)* = <^ <2*; Е*^>, то существует свободная алгебра 
^ЗХ’ У) такая, что £>* является ее гомоморфным образом. По той 
же причине (теорема 7) существует и свободная алгебра 7^> (X, У). 
Однако алгебра 7^ (X, У) будет свободной алгеброй и для много­
образия ЗХ*. Таким образом, алгебры 7$де (АГ, У) и Р^* (X, У) изо­
морфны, поэтому 7^« (X, £/) £ ЗХ и потому £>* £ ЗХ.

§ 9. Многообразия абелевых алгебр
Пусть У = *С<2; Е> и У = < О'; — две 7-алгебры. Обозна­

чим через Нот (У, У) множество всех гомоморфизмов из алгебры 
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ГУ в алгебру D. Будем говорить, что множество Hom (Z?', D) являет­
ся --суммируемым, если для любого А £ S, |Л| = п и для любых гомо­
морфизмов

(<Pi, ՛?)>•■•> (?»> '?) € Нот (£'. -О) пара ().д, р) £ Нот \D', D), где 
‘•а: x — A(?lX,---, ?пх), х £ (?'.

Множество гомоморфизмов Нот (D', D) будем называть просто 
суммируемым, если оно ’p-суммируемо для любого допустимого ’р . 
При этом отображение <р: S' -» £ называется допустимым, если су­

ществует отображение <р: 0' Q такое, что (<р, ’р) £ Hom (D', D). На­
конец, алгебру D будем называть абелевой, если Hom (Z)', £>) сумми­
руем для любой Г-алгебры D', для которой Hom (D', D)=f= 0.

Теор.ема 8. Т-алгебра D абелева тогда и только тогда, ког­
да в ней выполняется сверхтождество

X [ Y (х11> •••>*!«)>•••, У (xmb • • •, Xmn)] =

~ У' [X (.Хц, ‘ » Хт\, • • • , X (х1Л, • • •, Х,лл)]

для любых т, п£ Г.
Доказательство. Рассмотрим Г-алгебру слов U (Л), где 

хт}> U = {А» Х„ •••} и произвольную mXn матрицу

(
а11>' ■ ■> \

Omi, ‘ ՛ ՛, Omn )

с элементами из множества Q. Положим
xj = ар, 1 Су -С т, 1 С ։ -С п,

<рА = At, Al ££, 1 = 1, 2,...
О *** ***и продолжим пару (<р/, -р) до гомоморфизма (?;, <р): U (Х)~> D (в силу 

теоремы 4). Доказываемое утверждение теперь вытекает из следую­
щих равенств:

А (А (ап>‘ ՛ ՛> oin), ■ • Аг (ami,՛ • •» am«)] = А1 [Аг (©jXj,• • • 

‘ ‘ ‘, ?л xi), ' • Ап (<р։ Хт,' ' ', ?л х/л)] =

= [ ? А] О'-А, Х1>" ‘ Хт), 

[А (“lb ՛ ■ ■» Omi), • • •, Аг (ain, ■ ' •, Отп) ] =

=: А» [[Ф А](Т1*1> • • •. ?1Хт), •••։['Р А1(?л *!»• "’> <?л *m)] =

= А [<Р1 [А (х1>- • ■> Хт),-- -, ®л [A (xlt---, Xm)]] =

-- J-л, [А (*!>• • хД
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Из доказанной теоремы следует, что класс однотипных абеле­
вых алгебр образует многообразие.

В категории всех групповых систем абелевыми алгебрами яв­
ляются коммутативные группы и только они.

В категории всех полугрупп с единицей абелевыми алгебрами 
будут коммутативные полугруппы и только они. Однако, полное опи­
сание всех абелевых алгебр в многообразии всех полугрупп остается 
еще открытым.

Полное описание абелевых алгебр в категории всех квазигрупп 
дает следующая теорема (см. [15]): квазигруппа <2(-) абелева тогда 
и только тогда, когда существует коммутативная группа <2( + ) 
такая, что

х• у = <?х + с + 'Ху, г^е ?> Ф6Аи( [О(+)], <рф — Ф®
Некоторые простые результаты об абелевых группоидах имеются 

в работах [16] и [17].

§ 10. О топологических алгебрах

Понятие обычной топологической алгебры впервые было опреде­
лено в работах А. И. Мальцева [18]. Однако, изложенный в настоя­
щей работе подход к алгебраическим понятиям, приводит к более 
общему определению понятия топологической алгебры. А именно, 
алгебру <С С; Е >, где Е = и Е„ и ЕЛ — совокупность всех п-арных Л
операций из Е, будем называть топологической алгеброй, если <2 и 
каждый из множеств Е„ являются такими топологическими простран­
ствами, что:

а) каждая операция А £ Е (|Л| = л) непрерывна в топологии <2, 
т. е. для любой окрестности V точки у = А (х1։ • • •, х„) существуют та­
кие окрестности £/1։- • •, точек х1։ • • •, хя 6 <2, чтоД (£/1։ • • •, 1/„)С

б) каждая операция А $ Е (|Д| = п) непрерывна в топологии ЕЛ։ 
т. е. для любой окрестности V точки у = А (х1։ • • •, хп) существует 
такая окрестность и точки А £ Ея, что II (х1։ • • •, хя) с V.

В частности, если множества Ея имеют дискретную топологию, 
то введенное понятие совпадает с обычным понятием топологической 
алгебры.

Понятие топологической алгебры в смысле М. С. Бургина [19] 
также является частным случаем введенного понятия.

Если алгебра < (2; Е > является Г-алгеброй, то соответствую­
щая топологическая алгебра называется топологической Г-алгеброй. 
Определения подалгебр, фактор-алгебр, непрерывных гомоморфизмов, 
прямого произведения, многообразия топологических алгебр опреде­
ляется естественным путем.

Топологическая алгебра R' = <[ (2'; Е'^> называется подалгеброй 
тдпологической алгебры R = <2 (2; Е^>, если алгебра <^^5 Е'^> есть 
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подалгебра алгебры <ՀՉ; Е ^>, а топологические пространства Q' и Ев 
являются соответственно подпространствами Q и Е„.

Гомоморфизм Т-алгебр (®, ф): R Z> R' называется непрерывным 
гомоморфизмом топологических Т-алгебр R = <Հ Q; Е > и R' =

= <Լ Q'; Е'^>, если отображения ®: Q—»Qz и фл: Ед Е„ являются непре­
рывными, где фя= ф|։я. п^Т.

Прямое произведение семейства топологических Г-алгебр

SR = = <Qt; Е։>, i^J}

есть топологическая Г-алгебра R = <Հ Q; Е^>, где R как алгебра есть 
прямое произведение алгебр Ri и топологии на декартовых произве­
дениях Q и Е„ определены по А. Н. Тихонову.

Класс топологических алгебр называется многообразием, если 
алгебра этого класса образует многообразие в алгебраическом смысле 
(§ 7).

Теорема 9. Класс топологических Т-алгебр является мно­
гообразием тогда и только тогда, когда он наследственен, гомо­
морфно и мультипликативно замкнут.

При этом, класс топологических Т’-алгебр называется:
а) наследственным, если он вместе с каждой топологической 

Г-алгеброй содержит все ее топологические Г-подалгебры,
б) гомоморфно замкнутым, если он вместе с каждой топологи­

ческой алгеброй содержит кдждый ее непрерывно-гомоморфный образ,
в) мультипликативно замкнутым, если он вместе с каждой систе­

мой топологических алгебр содержит прямое произведение этого се­
мейства.

Доказательство теоремы 9 проводится по той же категорийной 
схеме, что и доказательство теоремы б.
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ՅՈԻ. Մ. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ. Ունիվերսալ հանրահաշիվների տեսության վերաբերյալ (ամփոփում)

ներկա աշխատանքում զարգացվում է ունիվերսալ հանրահաշիվների մի տեսություն, որը 
ինչ որ չափով տարբերվում է ունիվերսալ հանրահաշիվների սովորական տեսությունից։ Այդ 
տեսությունը առաջանում է երկրորդ աստիճանի հանրահաշիվների տեսությունից, [1 ]։ Այդ 
ուղղությամբ ծագում են մի շարք նոր խնդիրներ, որոնց մի մասը ձևակերպվում են աշխատան­
քում։ Ընդ որում այդ խնդիրների մի մասը վերաբերվում է դասական հանրահաշիվն երին՝ խմբե­
րին, օղակներին և այլն։

Yu. M. M3VSISIAN. On ths ths^rj of aiiuersal algebras (sunniry)

In this work the author developes a universal algebra theory that differs from 
the usual universal algebra theory. This theory rises from the second stop algebra 
theory developed by the author [1]. It naturally gives rise to some new problems.
1077-2
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М. В. САМОХИННЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ, ЯВЛЯЮЩИХСЯ СТРОГО КРАЙНИМИ ТОЧКАМИ ЕДИНИЧНОГО ШАРА АЛГЕБРЫ Н-

ВведениеПонятие строго крайней точки единичного шара произвольного банахова пространства В было введено в работе [1]. Мы воспользуем­ся модифицированным определением (оно приводится в работе [2]), которое отличается от первоначального лишь по форме, но более удобно для целей настоящей работы.Точка х^.В\ Цх||=1, называется строго крайней, если выполнено следующее условие: для любого е > 0 существует о > 0 такое, что если шах + г/]; Цх — с/Ц} 1 + 5 для некоторого у £ В, то Цу? -С е- Непосредственно из определения видно, что любая строго край­няя точка является крайней точкой единичного шара пространства В.В первой части настоящей работы будет доказана теорема, ха­рактеризующая строго крайние точки единичного шара произвольной равномерной алгебры А, как функции, модуль которых равен единице на границе Шилова алгебры А. В качестве простого следствия этой теоремы будет получен результат работы [2] о строго крайних точках единичного шара алгебры /7“ (А) ограниченных аналитических функций в единичном круге А. Следует заметить, что доказательство соответ­ствующего результата в работе [2] является чисто аналитическим и не использует алгебраической структуры /7” (А).Во второй части будут получены некоторые свойства функций, являющихся строго крайними точками единичного шара алгебры 77” (£)), где 7) — произвольная область расширенной плоскости (предполагает­ся, что алгебра 77" (£>) содержит непостоянные функции). Получен­ные здесь результаты являются обобщением, на случай произвольной строго крайней точки единичного шара алгебры 77“ (£>), известных свойств экстремальной функции в задаче о лемме Шварца для обла­сти О. Эта задача впервые была подробно рассмотрена в работе [4], а затем в работах [5] и [6]. В качестве приложения будет получен не­обходимый признак экстремали для задач, рассмотренных в рабо­те [9].В третьей части показано, что для достаточно широкого класса областей 7), гомоморфизм тс*: 77“ (71)—>77“ (А), индуцированный уни­версальным накрывающим отображением А -» £), переводит строго^ крайние точки единичного шара алгебры 77“ (7)) в строго крайние



504 М. В. Самохинточки единичного шара алгебры Н~ (Л). Это позволяет (для данного класса областей) уточнить полученную во второй части теорему о множестве значений функции, являющейся строго крайней точкой еди­ничного шара алгебры Н“ (/)).Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность профессо­ру С. Я. Хавинсону за консультации.1°. Рассмотрим пространство С (X) всех непрерывных комплек­снозначных функций на компактном хаусдорфовом пространстве X с равномерной нормой. Пусть А — замкнутая подалгебра С (X), содер­жащая константы и разделяющая точки X. Границу Шилова алгебры 
А обозначим через 5.Теорема 1.1. Для того чтобы функция ] была строго край­
ней точкой единичного шара алгебры А необходимо и достаточно, 
чтобы |/(х)| = 1 для любой точки х£5.Доказательство. Пусть модуль функции / равен единице на границе Шилова. Покажем, что / является строго крайней точкой. Для заданного з>0 положим 8= 1 4-8 — 1. Если функция %£.Атакова, что ||/ + -С 1 4՜ то легко видеть, что для любой точки будет |#(х)^е, а следовательно и ||<?|)-<з.Пусть теперь функция / является строго крайней точкой единич­ного шара алгебры А. Покажем, что ее модуль равен единице на границе Шилова.Предположим противное, то есть допустим, что (х)( 1 длянекоторой точки х £ 5. Пользуясь непрерывностью функции /, выбе­рем такую окрестность (/ точки х, для всех точек / которой будетвыполнено неравенство |/(01 Р"С 1» и положим в=—(1 — р). Из ми- 2нимальности границы Шилова следует, что найдется такая функция 
/г£А, для которойЦАЦ = sup |А| = sup JA| = 1 и |А (^)| < 1для любой точки у £ ЛГ\ U. Отсюда следует, что (1 — р) |Л (f)| 4՜1/ (f)| 1для всех точек t£ U.Предположим, что существует требуемое о^>0. Из непрерыв­ности функций / и Л следует, что найдется такое открытое множест­во УсХ, что Ус/и для всех точек t множества V выполнено не­равенство

(1-р) |А (01 + 1/(01<1 + уПусть q = sup 1Л|<1. Выберем целое положительное число N, для х\икоторого дл < ֊^֊ и рассмотрим функцию g = (1—р) hN. Для этой , -функции получаем



Некоторые свойства функций 505М = Бир (1 — р) |ЛЛ'| = (1— р) зир |Л|Л' = 1 — р > 8.Но с другой стороны
I? (7)1 + 1/(01 = (1 - Р) |А (0Г +1/(01 <

(1-р) |А (01 + 1/(01<1 + ֊֊; *6 И

^+1 <1 + |;<САИ.
Значит |/ ± #!| < 1 + 3 и, следовательно, функция / не является строго крайней точкой единичного шара алгебры А. Полученное противоре­чие доказывает теорему.В дальнейшем мы будем рассматривать строго крайние точки алгебры Н' (О) ограниченных аналитических функций в произвольной области £) расширенной плоскости. Поскольку алгебру /7” (О) можно рассматривать, как равномерную алгебру на пространстве максималь­ных идеалов, то к ней применима теорема 1.1. В частности для еди­ничного круга Д = {|г|<^1} справедлив следующий результат [2].Следствие 1.2. Внутренние функции и только они являются строго крайними точками единичного шара алгебры Н“ (Д).2°. В различных работах, посвященных решению экстремальных задач в Н' (£>) ([3], ]4], [6], [9]) получалось, что экстремальные функ­ции во многих случаях обладают тем свойством, что их модуль на границе Шилова алгебры Н' (О) равен единице. В явном виде это утверждение формулируется в работах [6] и [9], а в работах [3] и [4] оно немедленно следует из граничного поведения экстремалей. Наи­более полный результат в этом направлении содержится в работе [9]. Таким образом, экстремали в этих задачах, в силу теоремы 1.1, ока. зываются строго крайними точками единичного шара алгебры Н" (79),В работах [4], [5], [6] исследована экстремальная функция для задачи о лемме Шварца в произвольной области О расширенной плос­кости. Мы покажем, что некоторые свойства этой функции не явля­ются специфичными именно для данной задачи; точнее, будет показа­но, что любая строго крайняя точка единичного шара алгебры /7”(7)) этими свойствами обладает. В частности, это верно и для экстремальных функций во многих других задачах.Обозначим через М и 5 соответственно пространство макси­мальных идеалов и границу Шчлова алгебры Н' (О). Нам потребует­ся естественная проекция Z пространства М на замыкание О области 7). (Подробное построение этой проекции имеется в работе [8]). Если то X (?) это единственная точка С расширенной плоскости, та­кая, что у (/) = / (С) для всех функций /£/7“ (7)), аналитичных в этой точке.При этом множество 2’՜՜1 (£)) гомеоморфно отображается на 7). Слоем Л7; над произвольной точкой С £ О называется множество £-1 (С)-



M. В. СамохинТочка называется существенной [10], если найдется такая функция h£H“ (£>), которая не может быть аналитически продолже­на ни в какую окрестность точки С; в противном случае точка С на­зывается устранимой. Совокупность существенных точек обозначим е (D). Легко видеть, что множество е (D) замкнуто, и любая ограни­ченная аналитическая функция в области D продолжается до ограни­ченной аналитической функции на D\e (D).Пусть А — произвольная банахова алгебра, а Мд и соответ­ственно пространство максимальных идеалов и граница Шилова алгеб­ры А. Хорошо известно, что для произвольного элемента а £ А спра- А А Аведливо включение д [а (Л/д)]с a (Sa)֊ Здесь а — преобразование Гельфанда элемента а. (По поводу доказательства см., например, ра­боту [7]). Следующая теорема является уточнением этого результата для алгебры //” (D).Теорема 2.1. Для любой функции (£)) имеет место
включение d[/(Jf)] се (/(£>))c=/(S),Агде / — преобразование Гельфанда функции f.Доказательство. Из компактности пространства М и непре- А ------ Арывности функции f следует, что / (D) a. f (М). С другой стороны, Ав работе [8] показано, что образ f (М-,) слоя над произвольной точкойС (; D совпадает с предельным множеством функции f в этой точке, и> ------- Аследовательно, f(D)=f(M). Рассмотрим теперь произвольную точ­ку С £ <? [/ (^)J- Поскольку множество f (D) замкнуто, то любая окре­стность точки С содержит открытое множество, не принадлежащее / (£>) и, следовательно, не являющееся устранимым для Н” (f (О)). В работе [10] показано, что из этого следует существенность точки Таким образом первое включение доказано.Докажем второе. Пусть точка £ д [/ (О)] является существен­ной. В работе [11] доказано, что в этом случае найдется функция 

g € (/ (£))> образующая пик в этой точке, то есть такая, чтоМ = sup [g| = lira |#| и Tim |g| < / (Z5) ։-<, x-.;для любой точки С £d [f (D)]\{C0). Рассмотрим суперпозицию gr'f£, 
^Н°° (D), и пусть a£S такая точка, для которой I#?/(a)|=Tg°/]|. Пока­жем, что f (а) = Со. Если это не так, то f (а) — Cq. Выберем такое число 3, что 0<6<]:1 —у и пусть q = sup {[g (С)|: |C-rn|<8}.Тогда <?<3g[|. Из непрерывности функций / и gof следует, что най­дется такая окрестность U точки а, для всех точек х которой будут выполнены неравенства
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И-1г/(х)1<И-’
И

Поскольку преобразования Гельфанда из /7“ (£)) непрерывны на М։ то из принципа максимума модуля для аналитических функций сле­дует, что граница Шилова принадлежит границе замыкания множе­ства ^-։ (Р) в пространстве М. Следовательно, найдется точка х0 £ II такая, что ш0 = Е (х0) О. Для этой точки предыдущие неравенства можно переписать в виде:
М ֊ |£ о/ («о)| < ~^2 4 ’

1/(«о)֊У<ЬИз первого неравенства получаем, что
|£ 0 / («>о)1 >Но из второго неравенства следует, что |#&/(«>0)| = | £ (^ (ад0))|-С д. 

АПолученное противоречие доказывает равенство / (а) — ч0, а, следо­вательно, и второе включение.Следствие 2.2. Для любой функции (£)) множество<?[/ (£>)]\/(5) устранимо для Н“ (£>).Следующие два простых примера показывают, что включения, указанные в теореме 2.1, вообще говоря, строгие.1) Рассмотрим область О, полученную из единичного круга А л I 1 1 I сотбрасыванием отрезка---- — I и тождественное отображение г
А Дэтой области на себя. Тогда г (М) — А и, следовательно, д [я (М)] = = дД в то время, как

е(г(П)) = е/д\|֊±;֊1 |ЪсМиГ .1 .\ I 2 2 I/ 1 2 2]2) Пусть Е—замкнутое, всюду разрывное подмножество единич­ного круга А положительной логарифмической емкости и аналитичес­кой емкости нуль (по поводу понятия и свойств аналитической емко­сти см. [4] и [7]). Рассмотрим область Д\2Г и универсальное накры­вающее отображение к: Д-»Д\£. Тогда е (п (А)) = е (Д\£) = <?Д (по­следнее равенство вытекает из свойств аналитической емкости). Если
Атеперь предположить, что к (5) = <?Д, то из теоремы 1.1 и след­ствия 1.2 мы получим, что функция п— внутренняя. Но по теореме Фростмана ([14], теорема 2.14) внутренняя функция должна принимать 



508 _______________ М. В. Самохинвсе значения из единичного круга за исключением, быть может, мно­жества нулевой логарифмической емкости. Полученное противоречие показывает, что к (5) больше чем единичная окружность.В качестве не тривиального примера функции, доставляющей равенство в теореме 2.1 можно рассмотреть произвольную строго крайнюю точку / единичного шара алгебры Н“ (£>), не равную тожде­ственно постоянной. Из теоремы 1.1 и теоремы 2.1 следует, что
д\} (М)]<=е (<(£>)) с/(5)<=(?Д.Но, так как const, то, на самом деле, здесь имеют место равен, ства. В частности, часть границы д [/(£)], попавшая внутрь единично, го круга, оказывается устранимой для Н“ (f (D)) и справедлива сле­дующаяТеорема 2.3. Пусть функция f является строго крайней, 

точкой единичного шара алгебры Н" (£>) и f ф. const. Тогда любая 
ограниченная аналитическая функция в области f (D) продол­
жается до ограниченной аналитической функции в единичном 
круге Д.Используя понятие аналитической емкости, эту теорему можно сформулировать следующим образом:Любая функция const, являющаяся строго крайней точкой единичного шара алгебры Н” (D), принимает в области D все значе­ния из единичного круга Д, кроме, быть может, множества Е/ анали­тической емкости нуль.Замечание. Соответствующий результат для экстремальной функции в лемме Шварца доказан в работе [4] и повторен в [5].Сделаем теперь небольшое отступление, касающееся экстремаль­ных задач в Н“ (D). Рассмотрим, следуя [9], задачу оsup /</|1 .где р—конечная мера, сосредоточенная на некотором компакте Кс.О, не разделяющем границу области О. Как уже было сказано, экстре­мальная функция /* в этой задаче является строго крайней точкой единичного шара алгебры Н” (/)). Следовательно, по теореме 2.3 функция /* принимает все значения из единичного круга Л, за исклю­чением, быть может, множества аналитической емкости нуль; и значит 

Н~ (Д) = Н” (/* (£>)). Укажем теперь, как можно получить дополни­тельную информацию об экстремальной функции /*. Для этого рас­смотрим компакт /* (А")аД и на нем меру V, положив V (Е) = |л (/*"’ (£)) для любого множества Е с Л. Рассмотрим теперь задачу оsupИз определения меры v следует, что
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и, следовательно,sup
«€//~ (i);tel՜։

= sup I g о/* rf|x I sup 
g&J" (а); 11 J IKH”

Но при g (z) = z получаем, что
и, следовательно, функция г служит единственной, с точностью до умножения на е'՜®, экстремалью в индуцированной задаче (единствен-

Аность следует из единственности функции /*). Пусть V — преобразо- вание Коши меры м. Тогда, если представить функции #£//”(△) ин­тегралом Коши в единичном круге, и изменить порядок интегриро­вания, получимI zd't = sup
Третье равенство — это следствие из хорошо известного принципа двойственности, подробно рассмотренного в работе [3].Пусть нижняя грань достигается для некоторой функции о* £ £/7* (Д). Из характеристики экстремальных функций, данной в этой же работе, находим, что в нашем случае

С(ЛС)-ф*(С))Л>0,где Полученное неравенство можно рассматривать, как необхо­димый признак экстремальной функции f* в исходной задаче.Лемма 2.4. Множество Ec:dD\dD является устранимым для 
Н” (D) тогда и только тогда, когда Ef\Z(S) — 0, где Z-. M-*D— 
— естественная проекция.До казательство. Необходимость утверждения следует из принципа максимума модуля для аналитических функций.Если же множество Е не устранимо, то оно содержит суще­ственные точки. Рассмотрим точку С и функцию g£.H“ (D), образую- щую в ней пик. Возьмем точку а £5, для которой |g (а)| = Ц#(|. Рас­суждая так же, как при доказательстве теоремы 2.1, можно показать, что Z (а) = С.Теорема 2.5. Пусть для некоторой функции (D) иconst имеет место равенство д [/ (Л/)] = / (S). Тогда для того 
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чтобы множество E<=dD\dD было устранимым для Н* (D), не­
обходимо и достаточно, чтобы оно было устранимо для f.Доказательство. Необходимость очевидна. Предположим теперь, что множество Е устранимо для функции /. В силу леммы 2.4 достаточно показать, что £nZ(5)= 0. Поскольку множество Е уст­ранимо для /, то /(Е)с intи, кроме того, /(£)•■=/(Z-* (£)). Следовательно, /(£) П/(5) = 0, а значит и £ П Z (S) = 0.Из рассуждений, предшествовавших теореме 2.3, следует, что условие теоремы 2.5 выполнено для любой строго крайней точки единичного шара алгебры ТГ° (D) и, следовательно, справедливаТеорема 2.6. Пусть f—строго крайняя точка единичного 
шара алгебры Н' (D) иconst. Тогда любое множество EcüD\dD, 
устранимое для f, будет устранимо и для Н" (£>).Замечание. Соответствующий результат для экстремальной функции в лемме Шварца доказан в работе [4] и повторен в [5].3°. Пусть D — произвольная область расширенной плоскости, а Д — единичный круг. Рассмотрим универсальное накрывающее отобра­жение к: Д -» D и гомоморфизм к*: Н' [D)-+H'‘ (Д), индуцированный этим отображением. Известно (см. [12], [13]), что для некоторого, достаточно широкого класса областей (какого именно — будет сказано дальше), справедлив следующий результат:Функция / является крайней точкой единичного шара алгебры 
Н' (D) тогда и только тогда, когда к* (/) является крайней точкой единичного шара алгебры //“ (Д).Мы покажем, что в рассматриваемом классе областей это ут­верждение справедливо и для строго крайних точек. Опишем теперь области, для которых верны высказанные утверждения (см. [13]).Пусть в некоторой области D задана многозначная ограниченная аналитическая функция h такая, что ее модуль |А| является однознач­ной функцией. Если 7 — некоторая замкнутая гладкая кривая в D, то при продолжении элемента функции h вдоль этой кривой, он умножит­ся на некоторую константу Гл (7), равную по модулю единице (по­скольку |А[ — однозначная функция). Легко видеть, что Гл (7) зависит только от гомотопического класса [7] кривой 7 и не зависит от того из какой точки продолжать элемент А. Соответствие А*: [7] — Гл (7) согласовано с операцией умножения в фундаментальной группе (D) и, следовательно, задает характер на этой группе.Пусть теперь Г—произвольный характер на ^(Z)). Обозначим через /7” (D, Г) множество всех многозначных ограниченных аналити­ческих функций А в области D, модуль которых однозначен, и таких, что А* [7] = Г [7] для любого элемента [7J £ (D). Для произвольнойточки Е £ D положим:

M(D, Г, Е) = sup {[А (Е)|: h^H°° (D, Г); |А|<1 в D} 



Некоторые свойства функций 511и М (D, ;) = inf (D, Г, ?): Г есть характер на (D)} (если класс 
H' (D, Г) пуст, то М (D, Г, ;) = 0).Теорема W. [13], Все классы H* (D, Г) одновременно нетри­виальны тогда и только тогда, когда М (D, ç)>0 для некоторой точки ç £ D (и, следовательно, для всех точек D).В работе [6] доказано, что если область D такова, что 
М (D, с) > 0 для некоторой точки 5 £ D, и /—экстремальная функция в лемме Шварца для D, то суперпозиция / о it будет внутренней функ­цией в единичном круге. Однако доказательство этого результата не опирается на специфику экстремальной функции и может быть пере­несено на случай произвольной строго крайней точки.Теорема 3.1. Пусть область D такова, что М (D, £)^>0 для 
некоторой, точки Если функция / является строго крайней 
точкой единичного шара алгебры Н°° (D), то суперпозиция f о я бу­
дет внутренней функцией в единичном, круге.Доказательство. Предположим противное, то есть допу­стим, что существует множество F на единичной окружности, положи­тельной меры, для каждой точки t которого |/ о к (#)[<[Р<^1 Для некото­рого р . Не теряя общности предположим, что множество Fинвариантно относительно группы G дробно линейных преобразований круга Д на себя, таких, что г. о g = it для любого элемента g Ç G. Пусть функция и осуществляет гармоническое продолжение характе­ристической функции множества F внутрь единичного круга. Тогда функция и инвариантна относительно группы G. Выберем число 3 ^>01 8так, что — > 3 > 1 и рассмотрим функцию h =-----exp (u 4- iv), гдеP е
v — гармонически сопряженная к. и. Тогда

(Д) и |A(z)| = 18; z^F

— ; z^db\F. 
! еСледовательно, |Л-(^оя)|^1 почти всюду на <?Д. Кроме этого |Ао#|=[А для любого элемента g^G. Поэтому существует многозначная огра­ниченная аналитическая функция Н', с однозначным модулем, в обла­сти 2) такая, что Но я = А.Выберем точку г0 £ Д так, что ]А (г0)| > 1 4֊ е для некоторого в > 0. Из теоремы ВТ следует, что для любого п существует много­значная ограниченная аналитическая функция бп в области О, такаяг

что 1) |Л (я (гв))| о 0 (з не зависит от и),2) произведение бпНп есть однозначная аналитическая функция в области О,3) |</л|<О в области О.



512 М. В. СамохинУстремим л к бесконечности. Тогда^„•Ял| > \Н (к Աօ))|"-Խ Ւ (*о))1 > (1+ е)л-з - ос.Но поскольку умножение на / есть изометрия в Н" (О), то
||ժ„ • /л = |/л • ժո ■ НЯЬ = \\{քո ок) • А« • (Ժ» о к)|< |(/О к). А’п < 1.Полученное противоречие доказывает теорему.Из теоремы 3.1 и следствия 1.2 и вытекает нужное утвержде­ние: Теорема 3.2. Пусть область Շ такова, что М(Թ, Е)^>0 для некоторой точки Е £ О. Функция ք является строго крайней 

точкой единичного шара алгебры Н' (£>) тогда и только тогда, 
когда к* (/) является строго крайней точкой единичного шара 
алгебры Н"° (А).Замечание. Поскольку для областей такого типа суперпози­ция /ок будет внутренней функцией, то, используя известную теоре­му Фростмана, можно получить следующее утверждение, уточняющее теорему 2.3:Пусть область £> такова, что М Ա), Е)>0 для некоторой точки 
հՀՕ. Тогда любая функция/, являющаяся строго крайней точкой единичного шара алгебры ՒՒ (О), принимает в области Ճ) все значе­ния из единичного круга Д, за исключением, быть может, некоторого множества Е/ логарифмической емкости нуль.
Московский инженерно-строительный институт

ии. В. В. Куйбышева Поступила 12.У.1974

Մ. Վ. ՍԱՄՈԽԻՆ. уу- հանրահաշվի միավոր ղնդի խիստ ծայրային կնտեր հանդիսացող 
ֆունկցիաների որոշ հատկություններ (ամփոփում)

Դիցուք £)-Ь րնդյայնված հարթության կամայական տիրույթ է և դիցուք ք ֆունկցիան 
հանդիսանում է իք* հանրահաշվի միավոր դնդի խիստ ծայրային կետ։ Աշխատանքում

ցույց է տրվում, որ եթե ք փ ՕՕՈՏէ (ենթադրվում է, որ այդպիսի ֆունկցիաներ գոյություն 
ունեն), ապա

1) ||х| ■< 1)\/ (.0) բազմությունը ունի անալիտիկ, իսկ բավական լայն դասի 
տիրույթների համար նաև լոգարիթմական զրո ունակությունւ

2) համայական Е^)О՝՝\дО րազմութւունը, որը վերացնելի է ք-ի համար, վերադնե- 
լի է նաև ԼՇ)՜Ւ համար։

M. V. SAMOKHIN. Some properties of strict extreme point functions in the 
unite ball of H՞0 algebra (summary)

Let D be any domain in the extended plane and let the function f be a strict 
extreme point in the unit ball of algebra H” (D). In the present work it is shown* 
that if f const (it is supposed that such a function exists) then:

1) the set {|z| <1 )\/ (D) is of analytic (and for a large class of domains loga­
rithmic) capacity zero;

2) any set E GdD\dD which is removable for / is such for all t he
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3. А. АРУШАНЯН

ГРАНИЧНАЯ ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ

ши

В этой работе выясняется, какая скорость убывания данных Ко-

Ս, dU 
dt '՚

д'1՞-1 U1 
де՞֊1 1 при приближении (вдоль границы)к фикси-

рованной граничной точке обеспечивает обращение в тождественный 
нуль решения задачи Коши для полигармонического уравнения.

Для гармонических функций подобная задача была поставлена в 
работе [2]. Ее решение было дано в работах [1], [9]. В [1] можно най­
ти и сведения по истории вопроса.

§ 1. Формулировка и обсуждение результатов

Обозначения: Я՞4՜1 = {(х։, х։,---, хя, t) £ Rn+1 |f^>0); 
def def

D։ = {х€/?л| |х|<3); S"֊J = (х6Л«| |x|=l};

«o„_i — естественная мера на единичной сфере 5я՜1. Точку простран­
ства Ля+1 с координатами (х1։ х։, •••, хд, f) мы будем обозначать сим­
волом (х, /), где x = (xv--՛, хя); пространство R“ мы будем отожде­
ствлять с гиперплоскостью {(х, t) £ Rn |f =0}.

л д* д* _L . д* Л L. .

Д + Т՜? ■+--- Л< = уг+“-dxi дх2 дхп dt3

Полигармоническое уравнение в этих обозначениях принимает 
следующий вид:

/ д3 \р U(x, t)=0 (р = 1, 2,...). (1.1)

Функции, удовлетворяющие уравнению (1.1) назовем /»-гармони­
ческими.

Нам потребуется понятие правильной мажоранты (см. [1], стр. 63). 
Так называется неотрицательная функция v, заданная на некотором 
интервале (0, »)), непрерывно дифференцируемая и такая, что

х • t + оо при х | -|- 0.
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1°. Формулировка основного результата. Ватой фор­
мулировке будут участвовать натуральное число р, правильная мажо­
ранта и, два непересекающихся множества Г и 5 такие, что

Т= {/о, /1>-■ •> 5= |з0, 5р֊։),

причем 7’п5=0, Ги 5 — {0,1, • • -, 2р—1} и р-открытых подмно­
жеств сферы 5'1՜1, которые мы будем обозначать через Е5 ($£ 5). Кро­
ме того, нам понадобится область С с достаточно гладкой границей, 
содержащаяся в /?я+1 и такая, что при некотором

О1 с дСг\Я".

Теорема А. Пусть и—р-гармоническая функция класса 
С2՞ (С). Если

1. тах^-^1 (р.0) = о (р"+>) (р ֊> 0, $££)

для любых П = 0, !,•••,

2. тах
Об •$Л՜1

\д> иI (р-0) < V (р) (р>о, /£ Г)

для некоторой правильной мажоранты и такой, что

<11 = — ос,
б

то
и (х, #)=о ((х,

Мы докажем более общую теорему, в которой вместо решений 
класса С^б) рассматриваются решения Соболевского класса Н]р (б)— 
всех функций, обобщенные производные которых до порядка 2р вклю­
чительно принадлежат Е։ (б). Функции класса Н2р (б) и их нормаль­
ные производные до порядка 2р—1 имеют на дС естественные гра­
ничные значения. Более точно

я* П ^р-х֊2-
77 € я т (к=0, 1,---,2р—1). 
ом*

Именно эти граничные данные имеются в виду в формулировке тео­
ремы В (см. § 3, теорема о следах).

Теорема В. Пусть П — р-гармоническая функция класса 
Н2р (б). Если

(г-0) г"՜1 бг=о (рл+1) (р-+0, 5 £5) 
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для любых N--0, 1, 2,

2. f I (г) dx<v (р) (р>0, /6 Т) 
J ot' I 

1х|«р
для некоторой, правильной, мажоранты v такой, что

3. У log v (f) dt — — оо, 

о
то U(x, t) = 0 ((х, t)£G).

Доказательство этой теоремы будет дано в § 6. Там будет по­
казано, что условие 1 можно ослабить. ։

Основное отличие задачи Коши для р-гармонических функций 
от задачи Коши для гармонических функций состоит в большем раз­
нообразии способов разбиения множества данных на две группы, 
то есть способов выбора множеств Т — {j0, jlt • • •, jP-i} и S = {s0, sx, • • • 
•••, Sp-i). Для некоторых разбиений результаты получаются техни­
чески более просто. Так, например, обстоит дело для множества 
Г={0, 2,•••, 2р—2}, когда „S-данные" Коши довольно просто вы­
ражаются через „Г-данные", или для S = {0, 1, •••, р—1}, когда в 
выражениях „S-данных" через „ 7-данные" присутствуют лишь потен­
циалы Рисса, тогда как в общем случае к этим потенциалам прихо­
дится применять дифференциальные операторы (то есть рассматри­
вать псевдодифференциальные соотношения между S и /’-данными 
Коши), усложняющие анализ.

Наше доказательство теоремы В состоит в установлении связи 
между свойствами единственности решений задачи Коши для поли- 
гармонических уравнений (1.1) и свойствами единственности псевдо­
потенциалов Ньютона

Ф И, w, х] - С + w (х) I,
I J ix-yl՞՜1 ।

где w — вещественно-аналитическая функция, a D*—диф­
ференциальный оператор.

2°. План работы. Для этого мы в § 4 выводим интегро-диф­
ференциальные соотношения, выражающие зависимость данных Коши 
„S-группы" от данных Коши „ Т'-группы" на плоском куске границы 
области G (см. [3]). Выводу этой зависимости предшествуют подго­
товка некоторых простых алгебраических фактов (см. § 2, п. 1), све­
дения о разрешимости краевых задач для полигармонических уравне­
ний (см. § 3, п. 3), а также некоторые хорошо известные факты о 
р-гармонических функциях (см. § 3, п. 1 и п. 2). Во всей работе важ­
ную роль будет играть теорема 2.1. Доказательство см. в п. 3 § 2. 
, Доказательство основной теоремы заканчивается в § 6, где мы 
в общих чертах следуем рассуждениям работы [1].
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В § 7 устанавливается точность условия 3 теоремы А.
В § 5 вводится понятие слабого асимптотического ряда для обоб­

щенной функции Т вблизи нуля. Главный результат этого параграфа 
(теорема единственности для слабых [асимптотических рядов) доказа­
на в п. 3. Теорема 7.2—это некоторая „грубая теорема“ неединствен­
ности.

На протяжении всей работы мы неоднократно будем применять 
хорошо известные факты теории линейных "дифференциальных опера­
торов с постоянными коэффициентами.

Основными источниками для ссылок по этому поводу нам будут 
служить книги Шилова [3] и Лионса—Мадженеса [4].

§ 2. Алгебраическая часть

1°. Определение пространства [а].
Рассмотрим, следуя [3], двойственное по отношению (1.1) урав­

нение, которое имеет следующий вид:

֊֊М’У И (а, 0=0 ((а, ОСЛГ*)- (1.1) *
аг /

Для каждого а £ R11 это обыкновенное дифференциальное урав­
нение порядка 2р. С уравнением (1.1) свяжем р-мерное 'подпростран­
ство [а] пространства Л2р Гем. [3], стр. 235). Это подпростран-
ство определяется следующим образом.

Рассмотрим матрицу:
0 10 0
0 0 0 0

Р = ■ ... (2.1)
0 0 0 1
Хо1312р 0 Х2р_2 (о|а 0 9 .

где в последней строке выписаны коэффициенты многочлена (*.’—|а|2)р 
(а£Ря). Эта матрица естественно связана с системой дифференциаль­
ных уравнений первого порядка, обычным способом сопоставляемой 
уравнению (1.1).* р-кратному собственному зачению — |о| матрицы Р 
отвечают р линейно-независимых векторов, принадлежащих Р2р при 
каждом а £ R".

Определение 2.1. <2՜ [а] есть р-мерное подпространство, 
порожденное собственными векторами матрицы Р, отвечающими соб­
ственному значению — |а|.

Рассмотрим базисную матрицу подпространства <2՜ [а] (ее столб­
цы суть собственные векторы матрицы Р): 
1077-3



518 3. А. Арушанян

Д(-М)=

10 0

-I--1 1 о
(-Н)։ 2 (-М) о (2.2>

(-Н)։'֊։ (2p֊i) (֊|’l)a'-։ срр_} (-HK •

Сформулируем теперь основной результат этого параграфа.
2°. Теорема 2.1. Пусть 5 = {$0, з1։ Зр֊1},

Т — Оо> /։» • • ■> где 0 < 5*, у* < 2р — 1
— некоторое разбиение множества (0, 1,---,2р—1} на две группы, 
такое, что ЕпТ = 0.

Существует матрица Н = (А5у) (з £ В, у £ Т) такая, что если 
Ь = (Ао> А1։ • • •, ба.,֊!} £ В.2р — произвольный, вектор, то

1. Ь £ С~ [о] (а^ЛЛчч{0}) тогда и только тогда, когда

|о|֊‘ = 2 А,у |а|֊> бу (5 6 5), (2.3)
«г

2. Все миноры матрицы Н обратимы.
Доказательство теоремы 2.1 будет дано в пункте 4, а сейчас 

мы проделаем некоторую подготовительную работу, изучив опреде­
лители, возникающие при доказательстве теоремы 2.1.

3°. Рассмотрим матрицу-функцию ЕТ (х) = (ау, к (х)) (/£ Т, к = 
— О, 1, ---гр—1), где при ]>к

<4. к (х) = 7Г7^ЦтГ х'՜* = а 
к\ {/ — к)1

при у>А ау, *(х)=0.
Лемма 2.1. Для любого Т = {/0, у\, •••, у֊р֊1}
1. Ле! Е1 (х) = Ад х4, где Ао=^О;

Доказательство. Как известно определитель матрицы (бу,*)՛ 
вычисляется по формуле

det (bj, *)= 2 (— l)i’l Ao,, (0) А1։ , <iy • • bp-i,, (р_։), (2.4)
V

где v — элемент группы перестановок множества {0, р — 1}, а 
v — четность элемента v. В нашем случае имеем:

= C}AW-x^*-’w,

так что каждое слагаемое в сумме (2.4) приобретает вид:
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(-1)4 А, х°

•п ^4՛ zz\ Р(Р~ 1) XТак как У ч (А) = ---- » то для всей суммы имеем
о 2

(-1)4 А, х’, где А0 = 2(-1)’ А,.

А теперь докажем, что А, =/= 0. Так как Ао = Ет (1), то для заверше­
ния доказательства леммы 2.1 нужно убедиться в том, что значение 
определителя Ет (х) при х = 1 не равно нулю.

ХГ Л Оо — 1) j---- 777՜ 7о (/о-1) • • ■ Оо — Р + 2)(р—1)1

֊ Л 01 - 1) 7—7 Л (71֊ 1) • • • (71 ֊ Р + 2)21 (р —1)1

1 4- /р֊1 ХГ7р-։ Ор-1 ֊1);—Ц\7 /p-iOp-i֊1) •' (jp-i—р+2) 
II ZI (р —1JI

1 jo jo (io — 1)

1 jp-i jp-i (jp-i — 1)

jo (jo — I)*'" (jo — P + 2)
Л Oi — 1) • • • Oi — P 4֊ 2)

Zp-i Op-i 1) ■ • • Op-i— p+2)

, /p-i) =/=0.

где W— определитель Вандермонда.
Замечание 2.1. Пусть 7' = {/0, jv- ■ •, s,- • •, jp-i}, где s£S. 

Тогда

det ЕТ' (х) . , ,■ , _
,гле '* ( ’

(Т' это Т с той разницей, что элемент у заменен элементом s). Сей 
час мы сформулируем простую лемму 2.2, которая в удобных для 
проверки терминах дает ответ на вопрос: когда в матрице (а/,/) 
(7, j = 0, 1,- - р — 1) все миноры обратимы?

Лемма 2.2. Пусть (ai,j) (i, j=Q, l,-՛-, p—1)—матрица комп­
лексных чисел. Следующие утверждения равносильны:

1. Все миноры матрицы (ai, j) обратимы,
2. Если р координат вектора Х= (х0, xlf՝--, xjp-i) £ Т?2* равны 

нулю и
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p-I
У aij Xj = Xp+i (i = 0, 1,- • -, p — 1), 
y-n

то X = 0.
Это утверждение очевидно.
4°. Доказательство теоремы 2.1. Пусть з=^=0 и o^Rn. 

По определению пространства Q՜ [з] и базисной матрицы Е (— |sj) (см. 
п. 1, § 2) имеем: b = (б*)^1 €|<2;|>] тогда и только тогда, когда 
для некоторого вектора c^R1' имеет место следующее равенство

—|о|)-с. А это равенство означает, что
0У=£г(-Н)-с оег),
6, = ^(֊|з|)-с (s£S)

(обозначение ЕТ было введено в начале п. 2 этого параграфа).
А теперь заметим, что матрица Ет (—|з|) при —|з|=х совпадает 

с матрицей, рассмотренной в лемме 2.1, так что она обратима и мы 
можем написать

{М = £’Ч^Г|-1 {М (s€5). (2.6)
Это и есть, собственно говоря, первое утверждение теоремы 2.1 в 
векторной записи.

Для того чтобы получить явные выражения для координат 
(sÇS), через координаты {Ь/} (/(; Т) заметим, что

Ьл - ;
bjt 1 ।

= 0 (s€S).

Ч-i ; - 1
ь, (-ьг1- • •

Разложим этот определитель по первому столбцу, получим

bs = 2 (- 1)' bj = 2 hSJ |о|-/ Ь/ (S 6 5),Л-г det Ег (— |а|) у6Г
где по определению

«о ( / )(
Здесь мы пользовались замечанием 2.1 к лемме 2.1. Перепишем по­
лученные соотношения в следующем виде:

И՜* bs = 2 hsj |з|-> bj (s 6 S). (2.7)

Итак, первое утверждение теоремы 2.1 доказано. А теперь переходим 
к доказательству утверждения об обратимости миноров только что 
полученной матрицы Н— (hsj) (s^S, j£ Т) в соотношении (2.7).
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Напомним, что (2.7) справедливо для любых разбиений {Т՝; 5} 
множества индексов {0, 1, —, 2р—1}.

Предположим, что У = (у0, у1г- ■ •, у2Р֊1) удовлетворяет системе 
уравнений

2 А,/ У) = У* (։ € 5)
КТ

и р— его координаты (индексы которых заполняют множество Т* 
типа 7՞) равны нулю. Положим 5* = {0,1,-•-,2р —1}\7* и 6*=|о|*ул, 
для к£ Т*и5*. Тогда вектор будучи решением (2.7)* при­
надлежит б~[я] и его 5*-координаты выражаются по формулам типа 
(2.7), для 5*, Г* и = А’у Поэтому вектор У— нулевой, и ссылка 
на лемму 2.2 завершает доказательство.

Теорема 2.1 полностью доказана.

§ 3. О полигармоническнх функциях

В этом параграфе мы будем иметь дело с пространством (уже 
упоминавшимся ранее) всех функций, все обобщенные производные 
которых до порядка 2р включительно принадлежат £8 (б), где б—ог­
раниченная область в Ля+1 с достаточно гладкой границей.

Мы неоднократно будем использовать, без подробных пояснений/ 
известные факты о гладкости сужений функций класса //2р (б) на ги­
перповерхности и о граничных значениях этих функций и их производ­
ных (см. [4], стр. 219, теорема 8.1). В частности, нам понадобится 
следующая теорема (см. [4], гл. 1, теорема 8.3).

Теорема о следах. Предположим, что б — конечная область, 
с достаточно гладкой границей или б = Тогда отображение

^-*|^Тг|/ = 0, !,•••> лг֊1 (3.1>
I д'*1 1

д’ АГгде —----нормальная производная к ОЬ порядка у, продолжается по
дч1

непрерывности до линейного непрерывного отображения, обозначае­
мого снова через (3.1), действующего из Нп (б) в

т-1 ш-]-~
П Н г{дО).
у=о

1°. Формула Грина для полигармонического о пера- 
тора. Пусть б—область с достаточно гладкой границей, а функции 
б и V класса С” (б). Для II, V и А известна следующая формула 
Грина:

Г £АИ-Дб-И = С и~ V. (3.2)
3 3 д'/ ОУ
О до
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Заменяя в (3.2) У на А'(/, а И на Д'’՜'՜1 V и суммируя по / от нуля 
до р — 1, получаем следующий вариант формулы Грина для полигар- 
монического оператора (р — 1, 2,՛ • •)

fГ р~х дЬР-‘~1 V дД‘ и
а д1иа л -Г--д₽-*-« у~. (3.3) 

.1 ~п <?* д'*во1=0
Так как С” (С) плотно в Н"*р (С), то по теореме о следах формула 
(3.3) справедлива для функций £/ и И, принадлежащих классу №^(С)- 

'Следующую теорему мы иногда будем называть „грубой теоре­
мой единственности“ решений задачи Коши для полигармонического 

'уравнения.
2°. „Грубая теорема единственности“.
Теорема 3.1/ Предположим, что П-р-гармоническая функция 

класса Н2" (С), где С а R” — область с достаточно гладкой гра­
ницей.

Если существует такой открытый кусок ВсдС границы С, 
что & У- =0 (Л=0,1,-• •, 2р—1), то П=Ъ в С (означает диф- 

дчк в
.ференцирование по нормали к дС

Доказательство. Для любого натурального числа к обозна­
чим через /* (р) фундаментальную функцию оператора Д* (в /?п), так 
что Ьр (|х — у|) = 3 (х) (х, у £ R'1), а Д* У* (р) = У*_, (р). Применяя 
формулу Грина (3.3) для полигармонической функции £/, принадлежа­
щей классу Н2р (С) и Р = ]р, получим следующее представление для 
И (х) через граничные значения П и ее производных до порядка
2р-1

^(х) (х€С)
О (хС/г«\С),

(3.4)

где
И։^՜1 АР\х,у} = ^ д^^.7/+1(|х_у|) 

/-0 *
(Д' £/) У/+1 (|х —у|) •

Но по условию теоремы р, следовательно, Р опреде-
дО во\в дО\В

ляет р-гармоническую функцию в Еп\(дС\В). Но вне С /"равен
во

нулю, следовательно из (3.4) следует, что (/=0 в С.
3°. В этом пункте мы, опираясь на хорошо известные методы 

(см. [3], гл. IV), подготовим необходимые для дальнейшего сведения 
■ о разрешимости краевых задач для полигармонических уравнений:

/д1 \р\оё +л) и = 0 ((ж> Кп+1^ <3-5>
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С уравнением (3.5) свяжем семейство обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений, зависящих от параметра о, где возникающее
после формального преобразования Фурье уравнения (3.5)՛ по пере­
менной х £ R";

(57а -|3ГУ И’, *) = 0 (/ > 0, о £ Я՞). (3.6)՛
\ аг /

Заменим, при каждом а £ R" это уравнение порядка 1р системой 2р ■ 
уравнений первого порядка. Решение этой системы с начальным век­
тором V (э) = (и* (°))0Д~1 имеет вид:

И(а, 0 = е'₽(в) И(а) (3.7)-

(определение матрицы Р (я) см. в начале § 2, (2.1)).
В этом параграфе мы будем использовать пространства Н5 (Рп)> 

(з^>0) (см. 4, гл. 1, п. 7.1). Напомним, что при з£(—00,4-00),

№ (R") = {/ |/е т (1+н»)*2 /V2 (/г-)),,
А

где / — преобразование Фурье функции /.
Теорема 3.2. Пусть вектор-функция

У:Р^ Я2', где И= {«*}=#

удовлетворяет следующим условиям:

1. V (а) £ <2՜ [з] для почти всех а £ R11,

֊'"Г
2. (1+НУН о, ££’(/?").

Тогда, если И (а, /) = е‘р <’> V (а), где У = {7*|2^, то

а) [ Л У । (°> 0(1+ Ы2)2'’՜* Л < + °о

о

для любого к=0, !,•••, 2р — 1 
и

р 2р-*-1.

в) 1 |Ук (а, (°)12 (1+1°12) </а = 0.
Яп

Замечание к теореме 3.2. Пусть Т и 5 имеют тот же- 
смысл, что и в теореме 2.1. Если для вектор-функции. {и^} (/ £ Г)

_ I_1_
, 1 2 <

имеет место условие 2. (1 + |о|։)р |а| (Рп), где /£ Т, то ее
можно „дополнить“ до вектор-функции (и*), (&£Ги5) таким обра­
зом, чтобы для нее были выполнены условия 1 и 2 теоремы 3.2. Для 
этого достаточно определить {«,} (з 6 *^>) с помощью соотноше ний 

«



524 3. А. Арушанян

(2.3) теоремы 2.1, обеспечивающих включение „расширенной“ вектор- 
функции в Q- [о]. Условие 2 следует из 2'.

Доказательство теоремы 3.2. Сначала выясним, как дей­
ствует оператор е‘РМ в подпространстве Q՜ [а] пространства R2p . 
Так как спектр матрицы Р (а) в Q~ [а] совпадает с р-кратным кор­
нем— |о| многочлена X ֊► det [Р (а) 4֊ XZJ, то е/₽(о) можно представить 
® виде R [P(a)J, где R — произвольный многочлен, такой, что при 
Х = -|4

R (— |0|) = e-'l’l; R'(— |4) = t е՜'!’1;- • (֊ |4)=fp-J е-'М.

Ясно, что в качестве такого многочлена можно брать

{t . 1! + + 14) + • • • +  -----— (М- 1з|)р—1 ■11 (р — 1)1 j

'Следовательно

Il f fP~l 1_ =е-‘1’1/+^[Р4-|31Л +••-!֊.----- ^[P + НЛ'’-Ч- (3.8)
QP I«] I 1! (p —1)1 J

Теперь из условия 1 теоремы 3.2 следует:

К (a, t)=etp^ «(») = 3 [Р+|а| 7]։ И (а) =
sl

= e-'|',(y1± (Н4)'И*(») 
L-o s!

(Р=Р(а)),

Далеетде по определению положено

И*(а, t) = е՜' |о|[ — (t |o|)J vj (о) (3.9)

Используя явное выражение матрицы Р (а) (см. (2.1)), индукцией по 
з покажем, что

2р-1
Н՜* V* (’) = 2 «1 е |о|-' ve (а) (к = 0, 1,- ■2р-1), (3.10)

«-0

где з = 0, !,-•♦, р — 1, а а^ е не зависит от а. В самом деле, из оп­
ределения .К՛’ следует, что

(°) = //>(«)+ 14/
\ 14

Но из (2.1) следует, что

= (С,,т|4'-'"),
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где s, т = 0, !,•••, 2р— 1, а С։,т не зависит от а. Поэтому 
2о—1 2«-։

«*+1 (°) = 2 с*. »» <4 (°) = 2 С'«. * х
т =0 /л—О

2р—1 2р-1
х /о|" 2 <։*, , |°|~е Ve (а) = |а|* v‘ (°)'

е=0 е***0
где 

2р-1
а*Л*= 2 а*, в т • 

т -О

Наконец, учитывая (3.9), получим для к = 0, !,•••, 2р— 1

dcf р Г
Jk = Л j I и*|։ (а, 0 (1 + |о|«)Яр-* </а < 

Ü Rn

< Jrff j | 2*e-' vi (0)1« (1 + |0|«pp-* da <

J| Г.-»H <^J(i|=|) lr(14-[«P> ’ и՜’ <4(=)|'Л = 
3~°Rn О

-1 p 2p~k - —
= з л V 1(1 + I-D " H ’ »J («)Г Л ( d. = [ «-”։»■ л )

\ Л1 J /•

Далее, учитывая равенство (3.10), получим

Г V 4 ЯР-I г V ‘-'4
l(l+l°|։) |o| V3, (о)|2 da < 2</*,г l(14-|p|։) |°| v»(o)|«rfo<

Rn е-° Rn

2р-1 р -։-1
<2 е J IU+ 1°1’)₽1°1 Ve(о)|։ rfo < + со

'-° ₽»
по условию 2 теоремы 3.2. Следовательно, Jk + со и утверждение- 
а) нашей теоремы доказано.

Переходим к доказательству утверждения в).
Учитывая (3.8) и (3.9), получим

и (О, О - И(о) = (е^(’)-7) И(а) = (е֊'1"1-1) И(о) +

+Ve-HB)AH)ir^)±M214(0).
Zo s! L l°l J
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Следовательно
И* (0, О - V* (о) = (е- ‘ '°1 -1) (’)+ 2 е֊' I’1 ® V; (а). (3.11)

з=0 51
Далее обозначим через М (а) подынтегральное выражение в 

утверждении в) теоремы 3.2, и покажем, что предельный переход под 
знаком интеграла допустим по теореме Лебега о мажорированной 
сходимости.

Из равенства (3.9) следует, что М (а) почти всюду стремится к 
нулю, когда /-++0. С другой стороны, при всех ^>0 для М (о) имеем 
следующую оценку:

/’՜1 к 1о1)2՝’ 2₽“*"Г^|М(а)|<Р { (е-"’1-1)|и*|Ча) + 2е֊2''’1 “2-|<<|’(Ц-|3111) <
л=0 5֊

р-1 2р-»—-- 2p-*-L

< сх (Ы։ (о) 4- 2 |^13 (о)](1 + 'р|։) < с։ |с»»|։ (°)(1+1°Г) 2 +
з—0

г2р-1 г (2*՜*՜ г) I2 2р-*-5-

+ ft 2 (1+ |о|я) |»Г |о|՜* |w«(»)l <ft(l+l3i։) |v*|s^) +
е-0

2р-1 -е-2~ def
+ С, 2 [(1 + |°1։? 1з1 1«*1 (”)]* = /•’ (’) € L1 (Rn).

е -0

Мы воспользовались равенством (3.10), последнее включение следует 
из условия 2 теоремы 3.2. Доказательство теоремы 3.2 закончено.

4°. Введем теперь следующий класс р-гармонических функций в 
полупространстве Напомним, что (Я"+1) состоит из всевоз­
можных функций, принадлежащих вместе со своими обобщенными про­
изводными до порядка 2р включительно классу L1 (R''*1').

Определение 3.1. Решение U уравнения

^֊4Д) U(x,t) =0 ((х, t)kRn+ ), (3.12)
at1 J

принадлежащее классу Н2р (/?" *), назовем регулярным решением.
Пусть ио, Ир---, изр-i —набор функций, заданных в Rn, причем 

2'֊'֊Г
ui^.H (Rn) (1=0, I,---, 2р — 1). Следующая теорема показы­
вает, при каких условиях, наложенных на эти функции, существует 
регулярное решение, 1-тоя нормальная производная которого совпа­
дает на dR^1 = Rn с функцией щ. В формулировке этой теоремы 
символом [£/]/, где (/ — функция в R1^՜1, a t > 0, будем обозначать 

■функцию, заданную в Rn следующим образом:
' [6Ъ(х) = U(x, t) (x^Rn, f>0).
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Теорема 3.3. Пусть вектор-функция Ь = [6*)и₽—1> где 6* (з) = 
А

= и*(о) (а£Ял) удовлетворяет условиям 1 и 2 теоремы 3.2. Тогда 
существует регулярное решение и р-гармонического уравнения 
(3.12) такое, что

и» |[^г1 ““*1 2Р-^- (*=0’ 2р֊1)- (3-13).
<?/* ь 2{ЯЯ)

Доказательство. В качестве решения £/ следует взять об­
ратное преобразование Фурье функции V (см. 3.7)), построенной при 
доказательстве теоремы 3.2. При этом из той же теоремы имеем:

/* = л I И*|я (а, о (1 + |а|։)։₽-* < + со. (3.14).
о яя

Но так как V (з, /) удовлетворяет уравнению (1.1)* , то
2р-1

И2р (а, 0=3«* И* («. 0.
Л-0

где а* — постоянные числа, следовательно из (3.14) следует, что՛ 
/2р < 4֊ со, так что

2р
М ( Л4П <с 2 Л< + °° 

Я2р(*+*)
(см. [4], гл. 1, теорема 1.3). А это по определению 3.1 значит, что 
и — регулярное решение.

Утверждение (3.13) теоремы 3.3 совпадает с утверждением в) 
теоремы 3.2.

§ 4. Связь между данными Коши для функции, 
полигармонической в полушаре

Цель настоящего параграфа—установить некоторые интегро- 
дифференциальные соотношения между данными Коши /»-гармоничес­
кой функции на плоском куске границы верхнего полушара в /?^+։ ► 
Обозначения:

|х|։+ <’<։»);

л« = {(х,ое/гп+։Цх|։ + **<зв}; /сг=/?и£։иА։+, я*(К»у

и Н (Г) — пространства типа Соболева, о которых говорилось 
в начале § 3 (см. [5], стр. 48).

1°. Об одном представлении полигармонической. 
функции класса ТРр (К*+).
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Теорема 4.1. Пусть U-р-гармоническая функция класса 
.Н1р Тогда существуют функции U' и W, заданные, соответ­
ственно, в Rn++՝ и в К* и такие, что

a). U(x, t)=(U' + Ю(*> ,)€ ^);

в). U՛ — регулярное решение уравнения (3.12) (см. § 3, опр. 1);
с). △; W(x, 0 = 0 ((х,
Сначала мы опишем один способ продолжения функций с нуле- 

'выми мультимоментами.
Лемма 4.1. Пусть ф £ Hs (D՝^), где s^>0; D2r‘— п-мерный от­

крытый шар с центром в начале и радиусом 2т(; q — натуральное 
число. Тогда существует функция ф* со следующими свойствами:

1. Ф* £Н3 (Rn), Ф* (х) 35 0 для |х; > 3^;
2. ф* (х) = ф (х) для |х| < -ц;

3. J ф* (х) xe dx = 0 (|а| < q) для любого а, где a=(oj, а„,. • -,ал)— 

Rn п
.мультииндекс; |а| = У,

I =1
Доказательство. Пусть f £ С“ (Rn) такая, что 7=0 при 

def
х|<т7 и 7 = 0 при |x|>3tj. Ясно, что (см. [4]) <р = 7ф^Н։ (Rn). Рас­

смотрим пространство основных функций D с носителями в кольце 
2'»)-С 1х|-<3^ и сопряженное с ним пространство К. Далее, пусть для 

def р
,|а/ С q сл = I ф (х) х“ dx. Мы будем отождествлять функцию /, не- 

л"
•прерывную в кольце D3’։՝\Z)2’i, с элементом множества

к(^֊* J/-T (?££)}•

Так как система функций {ха)|а|^9 линейно независимая в К, то най­
мутся элементы gp£ D такие, что х“ (g?) = 8"- Р. Положим

Яо = 2 сз «в (Яо С ^),
1»1<7

тогда в качестве ф* можно брать <р— g0. Действительно, во-первых, 
? ~ Яо < (R?), так как <р £ Н3 (/?п), а ?0 £ И; во-вторых, на £>т‘
Т. Яо 55 Ф и наконец свойство 3 ' проверяется непосредственно:

(ф—Яо)(ж) X1 Лс = ? (х) Ха </х — 5} с₽ ха = Са — С։ ■֊= 0.
131 '■а

.Ле мма доказана.
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В дальнейшем мы сохраним за символом ф* тот же смысл, что 
и в формулировке этой леммы. А теперь переходим к доказательству 
теоремы 4.1. Функцию 11' определим, как регулярное решение урав­

нения (1.1), для которого Ц' (х, 0) = д1“ Ц(х, 0) 
при (в

смысле теоремы 3.3). Разность № = I/—[}' по „принципу симметрии“ 
с использованием формулы Грина, окажется р-гармонически продол- 
жимой в нижний полушар. Перейдем к точному изложению. Функции

= = о.

1р-“- у
принадлежат классу Н (О') (см. теорему о следах). Поэтому

их можно продолжить до функций класса /7 (Лп) (см. [5], тео­
рема 9.1). Продолженные функции попрежнему обозначим через фг*. 
Применим лемму 4.1 к каждому из них (с т} = 22) и „исправим“ их

. 2р՜*՜ Гтак, чтобы получить финитные функции фа* класса Н (7?я), сов­
падающие с фгл в О’“, и такие, что

У ф* (х) ха <1х = 0 

кп
при любом а с |«|-С ?. Тогда

. 2 А •
(1+НТН ф2*^£։(/?я) (Л = о, 1,...,р-1). (4.1)

В самом деле, функции ф^ аналитичны, как преобразования Фурье 
финитных функций, поэтому

[£>’ '?2А] (0) = у Ф5* (х) хв </х = 0 (|а|< <?),

/г՜*
так что

’Й»(<’) = о(Н*-1)(М-о). (4.2)

. 2р-2к~ ։֊
Из (4.2) и из того, что фа* £// (/?'*) .следует (4.1). Положим

А»
теперь V։* (а) =фг* (о) (к = 0, 1, ■••,р — 1) и воспользуемся замеча­
нием к теореме 3.2. Это замечание позволяет найти функции и* (о) 
(к = 0, !,•••, 2р—1) так, чтобы вектор-финкция И= (и*}2о՜1 удовлет­
воряла условию теоремы 3.2. По теореме 3.3 существует функция 
и՛, являющаяся регулярным решением р-гармонического уравнения 
в А?"+1 и такая, что
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Г д2* и՛ 1 ’IIИт I АД* I ~ Ч 2р - м-- = °՜ (4-3)
/~+оЦ д{2к Ь |н2' “ ։(/?")

Если (х, — и՛) (х, {) для (х, <)£ АГ5, то во-первых, имеет
место утверждение а) теоремы 4.1, но так как {/'—функция класса 
/У2'(/?'!+’), то № £1-Рр и справедливо также утверждение в) на­
шей теоремы. Осталось доказать утверждение с) о полигармоничес- 
кой продолжимости № через плоский кусок границы (на АГ^).

Так как по построению четных данных для решения £/' имеем

<^2>{/'(х, 0) = и (х, 0) на р։ то <Гк Ф (X, 0) 
д12к де* ’ д1и

на О1. Из теоремы о следах следует, что

£>; ֊^Ц֊֊ = 0 на £>’ (|а| < Чр - 2к - 1). (4.4)

Воспользуемся „полигармонической формулой Грина“ (3.3):

У И-Д' и- У = у \Е(и, У)-Р (I/, У)}, (4.5)

Л*. 0к\_
где

йеТ'-1 А йеГР-* , , А ,
Е = 2 Д' и — (Д'֊'֊1 У); Г = V Д?՜'՜1 И֊Чд{ Ц),

7^ 1=0

а функции и и У из класса Л/2' (АГ’). Положим {/ = № (х, I) и 
У = ]р(х, С хп, {<)) (Ур—фундаментальное решение уравнения Д'£/=0 
с полюсом в точке (х0, /0) £ АГ’ ).

При (х0, /0) £А^_, учитывая, что дК\= О1 и (<?АГ5+\£)5), получим

'—1 С д д
(х0> {о) = 2 У։+1 — (Д{ №) + — /(+1 (д'< (х0, {0),

1-0^ 01

'֊’ Г д д° = 2 Л+1£(д{^)֊— Л+1(Д^)4-<2(хо-{о).

/=0Л дf дt

Вычитая из верхнего равенства нижнее равенство, получим
'_1 С А /АЗ \ _

й^(х,0 = 22 ] TtJ^(~+^W(y,O)dy,+ Q(x,t) 
|у|<։ '

для любого (х, #)£К+, где <2—продолжима с сохранением полигар­
моничности на весь шар АГ5. Далее, все интегралы в правой части 
последнего равенства равны нулю, так как при любом 1 = 0, !,-•■

Р— 1
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(— 4-дУ ^(у,0) = У с? Д'֊* №г_0)=0 на 0։,
\Л։ ) ՝*’ Йо Ы*

в силу равенства (4.4). Итак, № (х, () — (2 (х, 0 для (х, /) £ К- и 
утверждение с) теоремы 4.1 также доказано. Тем самым, теорема 4.1 
полностью доказана.

А теперь переходим к формулировке основного результата этого 
параграфа.

2°. Пусть {Т-, 5} — какое-нибудь разбиение множества {0; !,••• 
•••, 2р—1} на два р-элементных подмножества. Положим Г=7’1и Тг;
5 = 5՜։ II где 7\, Т2, 5^, X определяются следующим образом:

если у£ Гр то у = 2у' — 1, а если у£ Г,, то у = 2у”;
если то $ = 2з' — 1, а если з^5։, то з = 2з'.

Теорема 4.2. Пусть П£.Н1р (К*+) — полигармоническая функ­
ция. По определению положим

и" = д и^՝ (*=°’
ОГ

Существуют семейство функции го' (/£ Т) и вещественная 
матрица Н= (Ь3)) (з^5, у’£ Т) такие, что для имеем:

1. Др *' us— 2 hsi &P~J' Uj (x) = 2 hsj bp-i' x
L /er, J /er,

x[ 1' T^^ + w'(x) (s651)>
I J |x — id"՜1

2. Us - 2 hsj bp-l' UJ (x)= 2 hsj Др֊/'+։ X 
L /er, /er,

x[ f ГЯЦг7+»'М1 .i. |x-sl

3. w-'(y^7’)—вещественно-аналитическая в Ds,
4. все миноры матрицы Н обратимы.
Доказательство. Пусть функция и принадлежит Н1!1

Пользуясь теоремой 4.1, представим ее в виде U=U' + W, где U'— 
регулярное решение уравнения &р U=Q в 7?^+1, a W— полигармони- 
ческая функция класса 1-Рр (ЛГ6). Из регулярности U' следует, что 
производные этой функции по t на Rn связаны соотношениями (2.3) 
теоремы 2.1. Обозначим через v'k преобразование Фурье функции 

, def (р и' (х, 0)
п*(х)=---- Т*-2—’ пеРепишем уравнения (2.3) в следующем виде:



532 3. А. Арушанян

1) * И՜*' < (°) = 2 i°։-2>' -4r + .2 |о|-2у' v'j <°) («€$), 
/€<« rl /с*։

2) • |,|֊2*' <(o)= S ä»/|«i-։7'«;(<»)+ .2 л»? ■

Умножая эти соотношения на |а|2*’ и производя обратное преобразо­
вание Фурье, получим

1) ЛР-- и- (х)֊S л,, А»-/’ («)= 2 А,,-Д»֊>-[-.“'УУ, (<«, 
/со /со и Iх £71

Rn

2) a^»;w֊2 h3J^p-r и,(Х)= 2 л,удя-/'+1 Г-^-У (зб$։). 
/6 о лн и Iх’ £71

Rn
Эти равенства можно обосновать так. Функции |а|-1 v'. (а), как это 
видно из доказательства теоремы 4.1 § 4, можно считать принадле­
жащими £’ (Ял). Если бы функции uj принадлежали классу 5 (/?՝) бы­
стро убывающих бесконечно-дифференцируемых функц ий, то преобра­
зование Фурье функций

Rn
совпало бы с |а|-։ üj (а) (см. [5], стр. 138).

Включения L* (Rn), |о|-1 v'. £ L? (JR.n) позволяют применить 
этот результат и к нашим функциям uj. Из того, что U' (х, t) = 
= U (х, t)— W (ж, t) при (х, следуют равенства

и'к (х) = п* (х) — ш* (х) (х££>':, к — 0, 1, • • •, 2р—1).

При х££>'' соотношения связи 1) и 2) преобразуем следующим 
образом:

2 кз՝. и\ = 2 Ы>-1' (и/ — ш/) =2 А^у пу +
1ет\ №

где О.з (я 5) вещественно-аналитичны;

С Ц) (У) dy Г и. (у) (1у Г цу (д) с1у _
3 I-« —у1я-1 3 |х֊дГ֊>4 3 |х —у!՞-1
/?Л Ял\о։ о։

Г ««у (у) ^у Г и] (у) </у х , ч

Di О1
где также вещественно-аналитичны, так как С ■ Ш1- -----та-

3 |х —у!"՜1
Di
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ц) (ff) dy 
Ix—yl՞-1

кая функция по теореме Леви (см. [8], стр. 61), а J 

я"\о’
аналитична в О'' очевидным образом.

Остальные выражения в 1) и 2) преобразуются таким же обра­
зом. Для завершения доказательства теоремы 4.2 остается опреде­
лить (х) (у£ Т, х£О") из следующей системы уравнений:

2 Лу Д'֊'' ш'(х)= & (х) (5 6^, х££>‘), 
ЛГ,

2 Л,уД'֊''+> «/(*)=&(*) (зС5։, х£Я*).
К7\

Здесь (& (з £ 5) — некоторые аналитические функции, получающиеся 
после описанных выше преобразований.

Эта система уравнений разрешима относительно Д'՜'՛ щ/ (х), 
когда у£ Т2 и ЬР~1'+1 иР (х), когда у£ 7\, так как матрица (А,у) (з£ 
65г, у£ Та) и матрица (Л,у) (з(;5г, у £ 7^) обратимы по утверждению 
2 теоремы 2.1.

Остается решить следующие неоднородные полигармонические 
уравнения:

Др-/' ш/ (х) =/2>. (х) и Др-/'+։ ш1 (х) = /։у'-1 (х)
с аналитическими в Оъ правыми частями. Аналитичность решений этих 
уравнений в И* может быть непосредственно выведена из аналитич­
ности фундаментального решения и уже упомянутой теоремы Леви.

§ 5. Слабый асимптотический ряд для 
обобщенной функции

1°. Некоторые локальные оценки обобщенных 
функций.

Определение 5.1. Пусть М—целое число. Будем говорить, 
что набор (<рр) (р>0) функций класса С” (Т?я) образует ТУ-семейство, 
если

1. supp (<?р) с (х£7?я |р<|х|<3р}, при любом р>0
и

2. [£)’ Фр] (х) =О(рл,-1в|) (x£Rn) для любого мультииндекса 
“= («1,-• •» «п). Заметим, что {£>“<Рр] (р^>0) есть N 4֊ |а|-семейство, 
если {фр} (р^>0) есть TV-семейство.

Определение 5.2. Пусть Т — обобщенная функция в 2?я\{0) 
(в смысле Шварца). Будем писать

Г (х) = О (|x|N+J) (|х|{—*0), если

— <Z Т, <Рр> = О (р) (р -» 0) каково бы ни было 
РЛ

TV-семейство {фР}-

1077-4
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Это определение согласуется с обычным пониманием символа О, как 
показывает следующее простое предложение.

Лемма 5.1. Если, /-функция, непрерывная в и

1 . шах |/ (х)| = О (р^41) (р — 0),
р<|Л|<8р

или если функция / — локально-суммируема в /?л\{0} и

2 .— Г 1/1 (х)</х== 0(рЛГ41) (р—0), 
Рл л

то / (х) — 0(|х|"4։) (|х| -+0) в смысле определения 5.2.
Для доказательства леммы 5.1 нужно воспользоваться утвержде­

нием 2 определения 5.1 лишь при |а| — 0. Однако доказательство 
следующего утверждения использует 2 в полном объеме.

Лемма 5.2. Если Т— обобщенная функция в /?п\{0} и
Т (х) = О(|хГ+>), то [£’ Т] (х) = О(|хГ֊|’1+>) (|х|-0), 

каков бы ни был мультииндекс а.
Доказательство. Пусть {<рР} — какое-нибудь П — |а|-семей- 

ство. Тогда
!-</)• Г, <рР>=-֊-<7’, (-И1'1/)’ ?р> = О(р), 
ря ря

так как {£>“ <рр) есть Л-семейство. Доказательство закончено.
2°. Мы здесь рассмотрим асимптотические разложения специаль­

ного вида, нужные нам для дальнейшего. Можно было бы распро­
странить вводимые в этом пункте понятия и на ряды более общего 
вида.

Определение 5.3. Пусть Т—обобщенная функция в Ял/{0), 
{/ зс \ 1
с* ( —)} (^ = — 4՝ — <7 + 1> • ■ •) — последовательность функций клас-

са С" (Еп). Предположим, что при любом П=—у, —у -}-1,...
л' / \

Г(х)֊ 2 |х|*с/А) = О(|хГ+») (|х|֊>0)
*- -ч \М /

в смысле определения 5.2. Тогда мы будем говорить, что

есть слабый асимптотический ряд функции Т вблизи нуля.
Следующая лемма показывает, что слабые асимптотические ря­

ды можно дифференцировать почленно.
Лемма 5.3. Пусть У, |х1* с* (— ) — слабый асимптотиче- 

ь--п \!х|/
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с кий ряд обобщенной функции Т вблизи нуля; а — мультииндекс.

Тогда у. £>’ |х|* с* ( j~7 ) есть слабый асимптотический рял 
L \Ы /1

•к для D' Т вблизи нуля, точнее-.

»։ где {cp}p--i։i—некоторая последовательность функций класса 
) С' Csn՜') для p — —q — |а|, — q — |а| 4֊ 1,... и

2. 4֊<£>’Г- 2 ТЯ>=О(Р),

каковы бы не были N= —q — |а|, ••• и N-семейство {<₽₽}-

Доказательство. Существование функций ср следует из to­
it го, что производная порядка |а| от однородной функции порядка k 

-> есть однородная функция порядка k — |а|. Пункт 2 есть непосред- 
э ственное следствие леммы 5.2.

3°. Теорема единственности для слабых асимпто- 
т тичес’ких рядов. Начнем с явного указания некоторого конкрет- 
н ного TV-семейства. Положим

{
2 ч

~ ~г----/|Р I о J ПРИ ' lxl — 2Pl < Р и
P — (|x|֊2p)։J

<Рр (|х| ) = 0 при I |х| — 2PJ > Р, где 
з

k՜1 = | f1՜1 exp J---------------- 1 dt.
J P1 1-(T-2)‘Î
1

Ясно, что <pP Ç C“ (Rn) (p 2> 0) и
a) supp (фр) с (xÇÆ'1 |p<|x|<3p),

oo

в) — С фр (r) r՞՜1 dr = 1 для любого p^>0,
P՞ J о

C) [D՝ Фр] (x) = O (p-M) (cm. [7], стр. 55).
Определение 5.4. Пусть E — относительное открытое под­

множество сферы 5՞՜’. Обозначим через Хг произвольную функцию 
класса С“ компактный носитель которой содержится в Е.

Теорема 5.1. Пусть V |х|* с* ( — ) — слабый асимптотичес- 
*--ч \1х| /

кий ряд обобщенной функции Т вблизи нуля. Предположим, что 
Т (х) быстро стремится к нулю при |х| -*■ 0 вдоль конуса с основа­
нием Е и вершиной в точке х = 0. Точнее
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к.Е (—Т (х) = О (|х|л’+։) при любом N — 0, !,•••, 
\|х|/

и для любой функции У-е, описанной в определении 5.4.

Тогда с*Л^) = О для -֊• £ E (k = - q, -q+1,-■ •). 
\|х|/ |х|

Доказательство. Пусть Y—какая-нибудь сферическая функ­
ция. Положим

Легко проверяется, что {??, уу| есть ТУ-семейство в смысле определе­
ния 5.1. Доказательство теоремы проведем по индукции относитель­
но IV. При ^= —у имеем

А<г֊|х|֊’с_, хе<Р; _,> = о(Р)
Ря \|х| /

(мы воспользовались тем, что {Х^ <Рр, дЛ—также 7У-семейство); далее

= ±< т, >+ О(р).
р/։ г» Ч

Учитывая, что

запишем последний интеграл как повторный
ОО
Стр (г)г'1՜1 с1г (®) с-ч (ш) (ш) ^шл-1 = О (р)

Рл 3 Vо д"-։

(г = |х|, ш = —; <йол_։ — естественная мера на 5я՜1). Из свойства в) 

функций г — <рр (г) следует, что

Y(ш) [кЕ c-q ] (ш) </а)я_։ = 0.

Произвол в выборе функций У.е и У позволяет зак мочить, что 
с_9 (и) = 0 при любом ш^Е. Индукционный переход обосновывается 
аналогично. Если известно, что

с_, (ш) _ с_г+1 (ш)= • • • = c^_l (ш) = 0 на Е, то 

рТ< Т~ |Х|Л' CN (i^՛) ’ К N> = 0 (Р)»

■и так как по условию теоремы
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1 ;,л>=о(р),

т
Ч

то рассуждая также как выше, заключаем, что Сд, (ш) = 0 (о>££). Тео­
рема доказана.

§ б. Доказательство основной теоремы

Iе. Однородные решения полигармонических урав­
нений.

Лемма 6.1. Пусть т, 5— натуральные числа, тп > 2з. Пусть 
далее функция ст принадлежит классу С* (5П_1)- Если

Ь* I |х|т Ст (~ I = О ДЛЯ х £ /?я, то
I \|ж| /1

Ст (ш) = Ут-2։ (ш) (ш £ 5я՜1),

где У՛ — п-мерная сферическая функция порядка ].
Доказательство. По теореме Альманзи всякое решение II 

уравнения Д* £7 = О в R՞ представимо в виде

£7(х)- 2 |х|2*£7*(х) (х6Ля).

где £7*—функция, гармоническая в 7?я (см. [6], стр. 531). Поэтому для 
функции ст, удовлетворяющей условию леммы, справедливо следую­
щее представление:

И" Ст = 2 |х|« £7* (х), 
4*1 /

где все функции £7* гармонические в R", следовательно

и„ (х) = 2 |х|' Г* (Ш) (х^п, ш= С 5я -1 
7-о \ И

где Ук — п-мерная сферическая функция порядка I. Значит при каж­
дом «։ £ 5я՜1

Iх1՞'Мп՜՝) = 2 |х12А 2И'г? (“) = 2 2 Мг+2*х
\И/ *=0 1-0 :-ол=о

ХГ*(ш)=2|х|‘ 2 гя(ш).
1=0 Л.Ч-2к>0

Следовательно,
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ст («)— 2 Ут-м(®).
*.• т-։*>о

Лемма доказана.
2°. Теорема единственности для псевдопотенциа­

лов Ньютона.
В этом пункте мы докажем теорему единственности для потен­

циалов Ньютона в Д’1, близкую по духу к теореме'?! статьи [1]. Наше 
доказательство будет использовать некоторые факты, полученные в [1].

Теорема 6.1. Пусть /£Д(/гя), ш — функция вещественно­
аналитическая в замкнутом круге Е — относительно откры­
тое подмножество сферы 5я՜1; V — правильная мажоранта такая, 
что у 1о£ V (<) Л = — 5 — натуральное число;

о

Ф(х)=И [ / +^(х)1(хС^).
I 3 |х—уГ՜1 )

1у| 
Если

1. С1/1 (у) 4у < « (р) (0 < р <

1у|<р

2. ъ(гт)ф(*)I = 0(М*+1) (1*1-*°’ V = 0’ 1’-• •)
\|*1 / 1 

для любой функции У-е, описанной в определении 5.4, то суще­
ствует < т} такое, что / (у) = 0 при почти всех у^О^՛, а

зирр (Ф) С [х £ ЯЯН < |х|).
(Определение правильной мажоранты см. в п. 1° § 1).

Доказательство. Из условия 1 теоремы 6.1 следует, что

֊ С С !(3} ?, - а м”՛’-(гт)| <'«=о <?'’*’) (б-к 
р\м.,|х-у| --

для П = О, 1, 2, • • •, где

/ X \ С ^т+П (СОВ (Х> Я}} £1 !£.Ся1(гт)= , т+п , /(уНу> (6-2)
\|х| / 3 |у|т+я-1

<Я<ч
а рс^+О— многочлены Гегенбауера. Вывод этого соотношения дан в 
работе [1] (см. § 5, лемма 1). Из аналитичности функций ш в шаре 
Д’1 следует существование последовательности функций, ве­
щественно-аналитических на 5я-։ и числа т} таких, что 

т-0
(6.3)
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равномерно в £>т՛' и

Пт [тах |то* («)|]1/*<Г — (•*)' > 0).
*— 1 V

(6.4)

Сумму Г ~~ + » (х) обозначим через Т (х). Из определения 
J |х —^г՜1

слабого асимптотического ряда (см. леммы 5.1 и 5.2) следует, что ряд

£ д4|хГ (Ст + шт)/2Е.М
т-0 1 хкИ

Ст + Мт на £Л՜1).

«сть слабый асимптотический ряд для функции Ф = Л։ Т вблизи нуля. 
По лемме этот ряд имеет вид

|х|т ат 
т- — 2։

Из теоремы единственности слабо асимптотических рядов 5.1 и из 
условия быстрого стремления к нулю функции Ф вдоль множества Е 
следует, что

ат (ш) = 0 при любом ш £ Е и тп> — 2$.

Функции ат, очевидно, вещественно-аналитичны на сфере

как таковы и ст и ш«։. Поэтому ат (ш) = 0 при 

т > — 2я, значит, Д* 

любом х£Кп. По лемме 6.1

|х|'п+* ап + 2. 0 (см.

любом

лемму

5я՜1, так 

ш £ 5я՜1 и 

5.3) при

ат (ш) = 2 Ут—2*(ш) (л1>2з; ш^З'1՜1),
*=о

где У) — л-мерная сферическая функция порядка у, то есть
<г

Ст (ш) = Мт (ш) + 2 Ут-Н (<“)•
*-0

Умножим последнее тождество на какую-нибудь п-мерную сферичес­
кую функцию У и проинтегрируем по 5я՜1 относительно естественной 
меры </ч’я-ь При достаточно большом т՝. т^> М (У) получим

(У) = I Ст («) У (ш)бАиЛ-1 = I Мт (<») У (°0
4л-1 $л-1

а

так как функция У ортогональна 2 Ут-2*, если т достаточно ве-
*-о
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лико. Из только что полученного равенства и из оценки (6.4) для 
гит получаем такую же оценку для </«■ (У). А именно

7]

Повторяя рассуждения, проведенные на стр. 91 и 92 статьи [1], 
мы выводим теперь из этой оценки, что / (у) = 0 при почти всех 
у^Р*. А это означает, что Ф—аналитическая в 2Х, следовательно 
Ф==0 в £>’!'.

Теорема доказана.
3 . Доказательство теоремы В. (формулировка этой тео­

ремы была дана в п. 1°, § 1).
Если I/ (х, *)— решение р-гармонического уравнения в полушаре 

А*., принадлежащее классу №₽ (К*), то по теореме 4.1 данные 
и, (з 6 5) выражаются через данные и/ (/ £ Т) на О!‘ следующими 
равенствами:

ФДх) = 3 Л,;дя> [ Г “у(у)^+™у(х)| (з€£), 

ф,(х)= 2 I Г Цу (у)^х+ «,/(х)1 (з65х), 
/ег, . (* —У) J

(6.5)

(6.6)

где п,= р —когдаГ2 и П]-р — когда /6

а (х) = Д* п5 (х) — 2 Д 7 и; (х). (6,7)
У6Г

Из условий 1 и 2 теоремы В, применяя леммы 5.1 и 5.2, получим 
(в смысле определения 5.2) из (6.7)

ФЛх) = 0(|х|"+։) (з65), ЛГ = О, 1,-... (6.8)
\|х|/

Далее, пусть

21*Г </«(֊) (/СП, 
гп~0 \|х| /

где
Р„+1) (сое (х, у)՝) 

|у|т+я-* И/ (у)

асимптотический ряд функции вблизи нуля. Ясно, что
(см. (6.5))

2 |х|т 
т—0
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где
ат (ш) = ст <'") + wm (Ш) (“ 6 •S'1՜1, j € Л (6.9)

՛) (по поводу перехода от а к а см. лемму 5.3), является слабым асим- 
п птотическим рядом для обобщенной функции Ф, (з £ 5։). Применяя тео- 
Ч рему 5.1 для каждого з£Е2 при условии (6.8) к ряду (6.9), получим

2 Ош (<») = о (ш^Е,; 5^; т = О, I,-.-). (6.10)
/ег,

Из аналитичности функции а'т (см. (6.9), (6.2)) следует, что послед­
нее равенство сохраняется при всех Так как матрица (А,у)
(5^Е2, у £ Л) обратима по теореме 4.1 (см. утверждение 3). то 

ат (ш) =0 для ш^Е'1՜1 (у£ Г1։ т — 0, !,•••). Аналогично, из соотно­

шения (6.6) получаем: а'т («0=0 для ш£5Л-г (у£ 7\, т=0, !,■••). Так 
что для всех у£ Т имеем

ат («О = 0 (ш^Е՞՜1, т=0, !,•••).

По лемме 6.1 для каждого у£ Т получаем

am(w) — (cm + Wm) (ш) =[Ym + Ym+2 + Уm+4 + • ■ •

----- И Ут+2лу] («») (m^ — 2nj),

где — п-мерные сферические функции, соответствующие индексу у. 
Далее, как это показывает ход доказательства теоремы 6.1, можем 
утверждать, что существуют числа ту, где 0 у j < такие, что

, " diU(x, 0) _ СЛП. .стUy(x) — ------- —---- — =0 для x^D И yt т.
dt1

А теперь вернемся к утверждениям (6.5) и (6.6). Они показы- 
вяют, что A՞5 Us (s £ Е) — аналитическая в окрестности нуля (точнее 

def
в D՝1, где ij = min Hj). Поэтому и все функции п$($£Е) аналитичны

в окрестности начала. Из условия 1 теоремы В легко заключить, на­
пример, применяя теорему единственности 5.1 к степенному разложе­
нию функций us в окрестности нуля, что Us (х)=0 в окрестности ну­
ля. Итак, все функции и* для к=0, !,•••, 2р—1 обращаются в нуль в 
окрестности начала. Следовательно, в силу „грубой теоремы един­
ственности" (теорема 2, § 3), функция U тождественно равна нулю

Доказательство закончено.
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§ 7. Обсуждение вопроса о точности теоремы А

1°, В этом пункте мы покажем, что условие расходимости ин­
теграла J log v (t) dt, участвующее в формулировке теоремы А, не 

о
может быть отброшено. Более того, справедлива следующая

Теорема 7.1. Пусть q — натуральное число, v—такая пра­
вильная мажоранта, что функция—log v возрастает на полуоси 
(— оо, 0) вместе со всеми своими производными до порядка q (мы 
считаем, что v — четная функция), и

У log и (/) dt^> — со. 

о
Тогда существует гармоническая функция класса С'1 (R2+) такая 
что

Am IJ
1. —- (х, 0)<и (х) (х£ R, т = 0, 1,-• •, 9 — 1), (7Д),

дут
2. U (х, у) ^0 в R2^.

Для построения такой функции U докажем следующую лемму.
Лемма 7.1. Пусть q — натуральное число, ф > 0 — четная 

функция класса С՜՞ (Л\{0})։ возрастающая на полуоси (—ос։ 0) 
вместе со своими производными до порядка 9, и пусть

J ф (х) dx < со. 

— ео

Тогда, если

F (г) = — С *-(х) dx (Im z > 0),
14 J X — 'z 

-----00

то при любом m = 0, 1,- • 9 — 1 функции
4-00 

Я") (z) = Г <*) dx 
ni J (x — z)m+1

непрерывно продолжимы на множество Я\{0} и при t 6 R; t^O; 
т — 0, 1, • • •, 9 — 1 l/W (f)| 4$ с՞1 - для некоторых ст.

Доказательство. Пусть z = t -J- iy (t^ /?\{0), у > 0). Имеем.
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ч где

Л (а, Ь) = Г (х) ■ (к = 1, 2, 3).
J (х—г)т+1а

Интегралы и /։ оцениваются сразу, так как при ( — <х>, — )

/ з \ I
или (-—<,+со ) имеем Iх—г|^>-—, следовательно 

֊ 2 / 2
1 V" аег С1,3 

|<2”“^]» <*> “*=<7-2’

— л
Чтобы оценить ]2, представим его в следующем виде:

Нетрудно установить интегрированием по частям,что из монотонности

ф՛^ и конечности интеграла ф (х) (1х, следует оценка 
о

Далее, так как <1 при гд, то для

(7.3)

х— I /2 имеем

1/2К—------- фС»*։)/—< с” (7.4)
721 (т +1)1 \ 2 / Нт+1

•см. (7.3).
В оценке (7.4) мы учитывали монотонность ф^т + ։\ Для того 

чтобы оценить сначала вычислим следующий предел:
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f _ f\* def
lim —------- dx = a* (z = t + iy). (7.5)

0-0) J (x—z)m+1 
t 
2

Имеем,
(x-<)*=£ Ci (x-z)*֊'(z-t)'. 

j-0

(при з^>0 множитель (т'у)* обеспечивает бесконечную малость з-го 
слагаемого).

Если к — т, то нужно воспользоваться тем, что
3

2lim In у—О t
2՜ z

при z = t 4֊ iy.= 0

Следовательно

(см. (7.3), (7.6). Собирая полученные оценки для /и; /а, получим:

|Iim (z)| = |Л('П,| (t) -С i֊7
(Существование этого предела следует из хорошо известных свойств 
интеграла типа Коши).

Доказательство теоремы 7.1.

Пусть ф (х) = — log v (х), где v(x)= cn v ,(x); сл^ — доста­
точно большая константа; N(9)—достаточно большое натураль­
ное число. Положим
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; —- ^=~=-    . — ----- —:■ — г-_

Q (z)=exp { ֊ ֊ J '• dzX} {Im *>0) (7.7)

— м
и докажем, что Reel Q (z) или Im Q (z) удовлетворяют утверждениям 
1 и 2 теоремы 7.1.

Итак, при любом т = 0, !,-••, 9— 1 функция Q(m) (z) имеет вид 
> Q (z)-Hm (z), где Hn(z) есть линейная комбинация произведений функ- 
! ций вида

(«=<>,։.->J (х — г)л 

— во

и по лемме 7.1

|<?« «ко ® < -֊fe* и"’®-
Так что при достаточно большом N^> N (?) получим

iQt՞1) (?)| v (f) для любого т = 0, 1, • - •, Ч — 1- (7.8)
def

Следовательно, для Reel Q(mJ (z) = U (x, у) имеем
dm U (t, 0) < |Q<-) (0| < v (0 (т = 0, 1, ■ • •, 9-1).
оут

Теорема 7.1 доказана.
2°. В этом пункте мы установим, что теорема А неулучшаема 

еще и в том смысле, что нельзя в ее условиях уменьшить количе­
ство данных Коши, от которых требуется малость вблизи нуля. Если 
освободить от требований малости хотя бы одну функцию из состава

v („ dU <РР֊' U )данных Коши IU, ---- .•••,---------->, то решение соответствующего
I dt дрР-1 }

полигармонического уравнения может оказаться нетривиальным, даже 
если все остальные данные тождественно равны нулю в окрестности 
нуля.

Теорема 7.2. Пусть к0 и р—натуральные числа; 0 <2р.
Существует функция U^0 класса С°° (Rn^) (являющаяся регу­
лярным решением) такая, что при 8 0

д“ U}x' о) SO(fc = O,l,-,4o-lAH-,2H)- (7.9)
dtk Di

Доказательство. Для определенности предположим, что 
исключительное значение к0 — четное число, то есть A0=2s0. Пусть 
f — ненулевая финитная функция класса С" (R՞), сосредоточенная в 
кольце £)2։\DS.

Искомую систему данных Коши с условием (7.9) по­
строим следующим образом:

' . •՛ • ■ 

.
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£/2*4-1 (х) = с24+1Л^։/(х) (хе/?л> Л = 0. 1,---,2р-1), 
тде константы 02*4-1 будут выбраны 4чуть позже, а данные ид, где 
1с-= о, !,-••, р — 1 определим с учетом замечания к теореме 3.2, 
устанавливающей зависимость между данными Коши, обеспечивающи­
ми разрешимость задачи Коши. А именно, пусть — преобразование 
Фурье функции и,. Выберем функции иг* так, чтобы

|о|՜2* ад* (а) — | 2 Лд, 2/4-1 |’|-2у®2/41 (3) I |«|“։ . (7.10)

I /-о 1

Здесь (А2*.2/4-1) (А,/ = 0, !,•• •, р —1) — матрица, участвующая в со­
отношении связи (2.3) теоремы 2.1. Легко видеть, что правые части 
равенств (7.10) совпадают с

■р—։ ] А
2 Аг*,2/4-1 02/4-1 Н/ (а) (к = 0, 1,- • •, р — 1). (7.11)

./=о '

Если мы положим иг* = 0 при А=^=зй, а постоянные 02/4-1 определим из 
системы

р-1
2 Аг*, 2/4-1 С2/4.1 = о*-*• (к = 0, !,-••, р — 1), (7.12)
/-о

то (7.10) будет выполнено при з = 0, з0— 1, з0-|-1,' ’ •> Р — 1. 
Наконец, положим

<™> 
Л |Х — р|я 1 

/?я

Очевидно, что (7.10) будет выполнено и при к — з0.
Разрешимость системы (7.12) следует из обратимости соответ­

ствующей матрицы (см. теорему 3.1, п. 3°). По теореме 3.3 сущест­
вует функция (Яя+1), удовлетворяющая уравнению и = 0
((х, /)^ Я^4՜1) и такая, что

<?* ^(х, 0) = (х) (Л = 0> 1։...2р_1։ х^п)

Функции и* (А=0, !,•••, 2р—1) по построению принадлежат С“ (/?"). 
Поэтому решение 1} (х, /) принадлежит классу С°° (Я՞4՜1) (см. [7], стр. 
30, замечание 1). Построенная нами функция и является регулярным 
решением р-гармонического уравнения в Яя+։ и не есть тождествен- 
ный нуль (см. определение функции иг^ (7.13), хотя и выполнены ра­
венства (7.9). Теорема доказана.
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Ջ. Ա. ԱՌՈհՇԱՆՅԱՆ. Միակության եզրային թեորեմա պոլինարմոնիկ հավասարման Կոշու 
խնզրի լուծման համար (ամփոփում)

Այս աշխատանքում պոլիհարմոնիկ ֆունկցիաների համար հետազոտվում է հետևյալ հարցը, 
թե Կոշու տվյալները ինչպիսի արագությամբ պիտի նվազեն եզրագծի ֆիքսված կետին մոտե­
նալու դեպքում (եզրագծի երկայնքով), որպեսզի հավասարման լուծումը լինի նույնարար գերու

Z. A. ARUSHAN1AN. A boundary uniqueness theorem for the solution 
of the Cauchy problem for polyharmonic equation (summary)

The paper investigates the rate of deci ease of the Cauchy data 
ди d2?֊1 и 1

и. --- ։ • • •, ---------- >
dt dpp-1 I

along the boundary sufficient for the solution of the Cauchy polyharmonic equation 
to he identical zero.
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Ф. А. ТАЛАЛЯН

О СУММИРОВАНИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
В НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Введение

Пусть Е — нормированное линейное пространство, {хп} — после­
довательность точек Е и Т = {Тт. п)—матрица, состоящая из произ­
вольных отображений Е в себя. Тогда преобразование

у m = 2j Im.nXn 
я—։

определяет метод суммирования последовательностей в Е. Если предел 
lim ym существует, то он называется 7-пределом последовательно- 

сти (хя] и обозначается через Т—lim хл.
А. Робинсон ([1], см. также [2]) доказал, что в том случае, ког­

да пространство 21 банахово и Тт, я— непрерывные линейные отобра­
жения Е в себя, для регулярности матрицы (или метода суммирова­
ния) Т необходимо и достаточно выполнение следующих трех 
условий:

1) lim Тщ, п х = 0 для любого х £ Е и п = 1, 2, • • •; 
/Л-* —

2) Для любого х £ Е существует 
W ОО
2 Т„։Пх и lim 2 Tm, я х — х, 
я—1 я—1

СО

т. е. операторы 2 Тт, п сильно сходятся к тождественному опера- 
я=1

тору;

3) sup {[2 Tm,lXl |: Л = 1, 2,- . -; Цх,|<1, * = 1, 2,--, п } < С, 

где С не зависит от т.
3 дальнейшем условия 1), 2) и 3) мы называем условиями регу­

лярности, соответственно первым, вторым и третьим.
В настоящей работе рассматриваются следующие задачи.

, Каково множество предельных точек последовательности {хЛ}, 
если некоторая матрица Т суммирует
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а) все перестановки последовательности {хЛ],
Ь) все подпоследовательности последовательности [хЛ}.
Для числовых последовательностей и матриц задача Ь) рассмот- 

Ч рена в работах [3] и [4].
Начнем с одного примера. Пусть Е—бесконечномерное гильбер- 

■т тово пространство, {еЛ: п = 1, 2,••• }—ортонормальная система в Е 
и Т есть матрица Чезаро

1 0 0 0 •••

1 1 _1
3 3 3

Пусть (п*}—произвольная (не обязательно возрастающая) пос- 
V ледовательность натуральных чисел. В силу ортонормальности систе- 
л мы |ел] имеем

Следовательно матрица Т суммирует все перестановки и все 
т подпоследовательности расходящейся последовательности {еЛ}.

Таким образом, в общем случае условия а) или Ь) не гаранти­
руют сходимость последовательности (хЛ| и вопрос заключается в 

։ выяснении структуры множества предельных точек.

§ 1. Перестановки

Теорема 1.1. Пусть Е—нормированное линейное простран- 
» emeo, {хЛ} — последовательность точек Е и Тт>л — произвольные 
> отображения Е в себя такие, что матрица Т—-(Тт.п) удовлетво- 
V ряет первому условию регулярности. Тогда, если множество Т- 
\ пределов всех перестановок последовательности {хл} состоит из 
к более чем одной точки, то существует перестановка, которая 
i не суммируется матрицей 7.

Сначала докажем одну лемму.
Лемма 1.1. Пусть Е—нормированное линейное простран­

ство, {хЛ} — последовательность точек Е и {7'л}— последователь- 
■ ность произвольных отображений Е в себя. Положим

С 1077-5

8т = sup У Tk Хпк 
Я14-1
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։дг sup берется по всем перестановкам последовательности 
{xm+i> Хт|+2,-"}. Тогда, если для любой перестановки {хп„] после-

во

довательности {хп) ряд^ Th xnk сходится, то

lim 5m = 0. (1.1>
/П-» «

Доказательство. Сначала введем некоторые обозначения. 
Положим ЛГ=(хя}, т. е. X есть фиксированная последовательность, 
фигурирующая в формулировке леммы. Если х есть элемент (новое 
обозначение для элемента) последовательности X, то через N(х) обо­
значим номер этого элемента в X. Два элемента х' и х" последова­
тельности X совпадают или нет в зависимости от того справедливо 
или нет равенство ft (х') = N (х").

Далее, если через V обозначена последовательность (и։, vt,•••], 
то через И* мы обозначим конечную последовательность [v։, и։,- ■ •, <#*}.

Наконец, введем одну операцию над конечными последователь­
ностями. Если А и В — конечные последовательности, каждая из ко­
торых составлена из различных элементов X, то через АВ обозначим 
конечную последовательность, построенную следующим образом: за­
черкиваем из В все те элементы, которые встречаются в А, сохра­
няем порядок между оставшимися элементами и полученную последо­
вательность приписываем справа к А. Условимся также вместо (^5) С 
писать АВС.

Теперь перейдем к доказательству леммы. Допустим обратное. 
Пусть т (1) т (2) • ■ • — такая последовательность, что

5т(*)>а>0, к = 1, 2,--. (1.2)

Индукцией по i построим последовательности {ki}, и {Mi} 
где {&/)—строго возрастающая последовательность натуральных чи­
сел, каждое Х^ есть перестановка последовательности

I Хт ) + 1 > Хт (А^)+ 2, * * * }

и Mi — натуральные числа.
Положим кг = 1. Согласно (1.2) 5т«)^>а. Поэтому найдется 

перестановка Х<У> = {х^, х^։,•••} последовательности {xm (*,)<■։, 
хт (*,) 4- 2 , • ■ •} такая, что

|S;7’„c։) + „x(n[>a.

Возьмем Мг настолько большим, чтобы выполнялось неравенство ■

|ж։ ||
2 Тт (*,) + лх{,։)| >а.
л-1 ■
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Пусть построены Д»-1, х£/-։),-՛’} и Л//-1. Возь­
мем Ь>к.1-\ настолько большим, чтобы для любого л=1, 2,•••> М/-1 
выполнялось неравенство т (к[). Согласно (1.2) имеем
Зт Поэтому найдется перестановка Х^ = {х^, хр, -••} после­
довательности {хт (к/) + ։ , хт( ) + 2, • ■ такая, что

7т 4*^) + п Хд) | > а.

Возьмем М1 настолько большим, чтобы выполнялось неравенство՝ 
М1

|3 Тт(к1) + п х'о|>а. (1.3)

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последо­
вательности {£/}, {^/)} и {М1}, для которых при любом 1 выполняет­
ся неравенство (1.3).

Теперь, используя введенные обозначения, построим следующую 
бесконечную последовательность

Хт (*,) Х<£ Хт (*։) , Х% Хп(»,; • • •. (1.4).

Согласно нашему построению последовательность (1.4) представ 
ляет собой перестановку последовательности X.

Представим последовательность (1.4) в виде {уцУ։»՛ • •}• Тогда,, 
в силу (1.3), будем иметь

[(»и+л, ] |,иг 11
2 г"И- 2 Т-(*«)+«

-т (*р+1 || Цп—1

для любого г = 1, 2,---.Это значит, что ряд У, Тп уп расходится, чего- 
не может быть. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.1. Предположим обратное. 
Пусть |уп} и {хя) — такие перестановки последовательности (хя), что

•а «о

Ит V Тт, пуп—у0, Иш У Тт,п гп = (1.5)
п-1 л=1

и у0 Мы покажем, что тогда можно построить новую переста­
новку, которая не суммируется матрицей Т.

Обозначим через р (к) наименьшее натуральное число п, обла­
дающее тем свойством, что для любого г -С к существует у п та­
кое, что у1 и х) представляют собой один и тот же элемент после­
довательности |хл). Меняя ролями {дЛ} и (хл), аналогичным образом 
определяем величину <? (£).

Далее положим

з(тл, У, Л) = зир Тт,
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,тде sup берется по всем перестановкам (рЯ1, ■ • •» ynN} элементов 
рр---, yN- Аналогично определяется выражение s (т, Z, N). Очевид­
но, -при любом N имеет место

lim s (т, Y, N) = lim s (jn,Z, N) = 0. (1.6)

Наконец, положим

5 (m, Y, N) = sup Л 2 Tm,ii ynJl» 
•IL-A'+l II

тде sup берется по всем перестановкам |уя„ yn„ ■ • • ] последователь­
ности (yw+i, pw+2»--։b Аналогично определяется S (m, Z, N). При­
меняя лемму к последовательностям { Тт, п :п = 1, 2, •••) и (ря: п = 1, 
2, • • •) или к ( Тт. п' n = 1, 2, • • •) и |яя: п = .1, 2, • • •), получим, что 
дри любом т имеет место

lim 5 (т, Y, N) — lim 5 (т, Z, N) = 0. (1.7)
л-»~ л'-~ ՝ ՛

Теперь индукцией построим последовательность n0, mv nlt т2, 
Пусть п0 — произвольное натуральное число, и (6Я}— стремя­

щаяся к нулю последовательность положительных чисел. Возьмем 
.70] настолько большим, чтобы выполнялись неравенства

s(m1։ Z, р (noJXSj
•И

| 2 Тщъп Zn Zo| < $։■

"Выбор такого числа возможен, в силу (1.5) и (1.6).
Теперь возьмем число Пх^>р(п0) настолько большим, чтобы вы­

полнялось неравенство

5 (тпр Z, п։) < 8р
Выбор такого Пх возможен, в силу (1.7).

Далее выбираем число mt > т, так, чтобы выполнялись нера­
венства

s (т2, Y, q (Л1)) < 3,

после чего выбираем nl'^>q (пд, так, чтобы выполнялось неравенство 
5 (т2, У, п։) <о։.

Допустим построены числа ггц и п/. Если I — нечетное число 
то выбираем т/+л > т/ настолько большим, чтобы выполнялись не! 
равенства
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S (гт+ъ К, 9 (nz))<3z+v (1-8)1
И

|У, ^«z+i- п У* — Уо I < 8/4։•» (1-9)
л=1 II

после чего выбираем nz+i^>9(nz) так, чтобы, выполнялось
•$ (/nz+i, Y, nz+i)<^5z+։- (1.10)։

Если же I — четное число, то, используя (1.5), (1.6)՛ и (1.7), мы 
найдем числа mi+i mi и nz+z^>p(nz) такие, что выполняются не­
равенства

s ("iZ4-1, Z, р (ni)) < oz+ь- (Т.11);

7mzM.-^-Zo| <8/+։. (1.12).

и
S(mz+i, Z, n/+I)<8z+։. (T-13).

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим nj, т1։ л1։. 
т2, и,,՛-*. Отметим, что последовательности {’лц}' и {л*) являются, 
строго возрастающими.

Теперь положим Yn = {у1։• • ■, ։/„), Zn = [zx,• ■ •, z„|, и используя՛ 
операцию над конечными последовательностями, введенную при дока­
зательстве леммы, построим бесконечную последовательность

ГЛ.2Л, Y„,Zn,---. (1.14)

Очевидно (1.14) является перестановкой последовательности 
(хЛ|. Представим (1.14) в виде

{«х, «„•••}. (1.15)

Тогда из наших построений видно, что при любом k = 1, 2,-՛- 
последовательность (1.15) удовлетворяет следующим условиям: 

(и1։- • - , vq (л2։_։)} является перестановкой [ÿ1։ • • - , ÿe }» (1-16)՝

[vp- • -, vP ) является перестановкой {zv- • -, zp (n2Jk)}։ (1.17)

ил = yn при 9 (л2*-1) + К л < Л2*, (1.18)
ил — Zn при р (Л2») + К л < Л2*+1, (1.19)

(ил: л^-Л2*-|-1} является перестановкой (ÿn: л >Л2*-|-1}, (1.20)

!«л: л >• л2*-1 + 1} является перестановкой {гп: л лг*-1 + 1}. (1.21)

Теперь докажем, что последовательность (1.15) не суммир уется 
матрицей 7. Имеем

- я ("2* -1) "2*
2 ^Л»2*. Л®Л= 2 7m2t։ п Ол՜!՜ 2 T’mjj, Я IZn "Ь
л—1 л—1 л= g (л2*_1)+Г
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4֊ 2 Ут։*, л (1.22)
«а*+1

В силу (1.16), (1.8), (1.20) и (1.10) имеем

10 («»-!) II
2 7 т71с п «Л | < 5 (тП2*. У, я (Л2*_1 )) < 82*, (1.23)

2 Тт2к, п V/, | < 5 (тг*, У, Л։*) <82*. (1.24)

ч л—Л]*+1 .

Далее из (1.18) получим
Л2* л2*
2 ТПи. л Ол = 2 Т^г*. л Упг
(л2*—1>+։ «—?(л2*-1)+։

откуда, в силу (1.8), (1.9) и (1.10), имеем

и и2 Тт^ пуп—у0 <382*. (1.25)
' я-« (л2*-1)+* ■

"Наконец, из (1.22), (1.23), (1.24) и (1.25) следует

I 2 Тти, Л уп — Ул | < 5&2*. (1.26)
I л-1

Точно так же, используя условия (1.11), (1.12), (1.13), (1.17), (1.19) и 
(1.21), получим

| 2 7 т2*+1. л Ол Я(| <5о2*+1. (1.27)

Так как ул=^^0, то из (1.26) и (1.27) следует, что последователь­
ность {о։, о*,'՛՛} не суммируется матрицей Т, что и требовалось.

Теорема 1.2. Пусть Е—нормированное линейное простран­
ство, (хя)—последовательность точек Ей Т=(1т,п) — матри­
ца, состоящая из непрерывных линейных отображений Е в себя, 
удовлетворящая первым двум условиям регулярности. Если все 
.перестановки последовательности {хя) 7 -суммируемы, то

1) Т-пределы всех перестановок равны Т — Ит хл,

2) последовательность {хл} либо не имеет предельных то­
чек, либо имеет единственную предельную точку Т — Ит хл.

Для доказательства нам понадобится следующая
Лемма 1.2. Пусть Е—нормированное линейное пространство, 

{Т’л} — последовательность непрерывных линейных операторов, 
отображающих Е в себя такая, что
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lim Тп х = 0 для любого х£Е (1.28)

и {хп}—последовательность точек Е, имеющая предельную точку 
х0 б Е. Положим

SN = sup J TN+n xJ: {*'} 6 °л4 ’ 
'•л-l I J

где — множество всех последовательностей, получающихся из 
{хя} удалением каких-либо N элементов и перестановкой остав­
шихся элементов. Тогда, если для любой перестановки (уп) после-

о»
довательности [хл} ряд Тп уп сходится, то

л—1

lim Sn = 0.

Доказательство. Предположим обратное. Тогда существует 
число а > 0 такое, что

SN^>a при бесконечно многих значениях N. (1.29)

Исходя из (1.29) мы построим такую перестановку {уЛ} последова-
•в

тельности {хя}, что ряд Тп уп расходится.
/!*■! Z

Возьмем число Nx таким, чтобы имело место Sn, L> а. Тогда най­
дется последовательность {х^}£ и натуральное число П! такие, 
что

Положим Дуу։+л = жл^, п = 1» 2»---»л1։ и пусть уЛг1+Я։+1 есть первый 
элемент последовательности {хл}, отличный от всех^л, Л^+Кп֊СМ“Ьп1’ 
Таким образом, имеем

Далее, в силу условия (1.28) и предположения (1.29), существует такое 
+ п1։ что выполняются следующие условия:

5№>а, (1.31)

их -X » ^ + 1<В<М + В1 + 1, (1.32)
4 (пх + 1)

I Ттх^<֊-^—, т>^. (1.33)
8(^+1)
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В силу (1.31) найдется последовательность и натуральное
число п2 такие, что

Рассмотрим два возможных случая.
1) Никакой элемент у„> 7У։ 4՜ 1 < п 4՜ пг 4֊ 1 не встречается 

среди элементов х<։>, п = 1, 2,• • •, п,. Тогда полагаем Ур,'}п=х^\ 
п = 1, 2, •••, л2 и в качестве у^+П1+1 берем первый элемент после­
довательности {хЛ), отличный от всех

уп, М 4՜ 1 -С л А4 + п։ + 1, ^4 4՜ 1 -С п С 4՜ п2.
2) Пусть

ут (2,1, р) = х* Ь, I, р) > Р=1» 2>- • •» I (2» 1)» I (2, 1)^п14_1> (1.35)

где т (2, 1, р) — попарно различные числа, удовлетворяющие нера­
венству /\4 4՜ 1 п։ (2, 1, рХ А4 4֊ пх 4֊ 1, а к (2, 1, р) — попарно 
различные числа, удовлетворяющие неравенству 1 < к (2, 1, р)<п2. 
Возьмем попарно различные элементы х։(2,1>р), р = 1, 2,..., /(2, 1) 
последовательности |хя] так, чтобы каждое х<(2ц, было отлично от 
всех уп, 1^ + 1 < п -С М 4՜ Л!4՜!, х%\ л — 1, 2. • • • , п։ и чтобы вы­
полнялись неравенства

(х<(2,1, р) х0)Ц<^ — —— > (1.36)
8(л14֊1)

т = А4 4՜ к (2, 1, р), р =-. 1, 2,- .., I (2, 1).

Теперь заменим в последовательности [х^, •••, х^} все х<2(՝2 ։ р) на 
соответствующие хц2,1, Рр р = 1, 2,---, Ц2, 1) и элементы полученной 
указанным способом последовательности обозначим через у л՛,+!,••• 
••■>Уг>',+п,- Наконец, в качестве рлг,+Л։+։ возьмем первый элемент по­
следовательности {хЛ}, отличный от всех уп, 4֊ 1< п < 4֊ пк 4-1,
Л4 4՜ 1-С п -С А^2 4՜ п2.

Тогда в любом случае мы будем иметь

Действительно, в случае 1) неравенство (1.37) совпадает с неравен­
ством (1.34). Пусть имеет место случай 2). Разобьем суммы, фигури­
рующие в неравенствах (1.34) и (1.37), на две части

^7’л',+лх^= 2 Тр^+п х™ 4- 2 7дг,+* (2, ь р) х^>2 х ру (1.38)
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<У«гЛ. 1(2,1)
2 Тпуп= 2 Т'д'.+л 2 7՜^+* (г, 1,р)асу (2, ։>я). (1.39}

л— Л,*1 1<л<л։ р—1
л +Ь (2,1,р)

Наконец, из (1.34) и (1.42) получим (1.37).

Из (1.32) и (1.35) имеем
11' '2- о и
|: 7>։+* (2, ь р) х* (։, ։, Р) | < а (1.40)

Из (1.33) и (1.36՝ выводим

1'12՛։) II
| 2 7՝№+*(2. ։,р) Х1(2։ 1,р) <

а
(1-41)

Из (1.38), (1.39), (1.40) и (1.41) имеем
л« АРв+л, ।
3^.+.4а- 2 г. у.

о €1.42)
<•=։ «■»,+! 2.

•

Пусть выбраны числа М» п1г 1Уг, пг,---, М-ъ Ш-1 и элементы 

Уп, М/4՜ 1 4՜ п/4“1> у = 1, 2,.— ՜» '—1.
Возьмем число М^> М-1 4՜ гц-1 настолько большим, чтобы выполня­
лись условия

5.7, > а, (1.43)

аРТ’т Ул||
4 (лх 4՜ • • ■ 4՜ тц-1 4՜ — 1)

(1.44)

ли М, М/ 4֊ 1 < л < М/ 4֊ лу 4՜ 1, у = 1, 2,• ։—1>

" ° < 8 (пг 4֊ • • • 4՜ П1-1 4՜ ։ — 1)’ тп> М. (1.45)

В силу (1.43) найдется последовательность и натуральное
число т такие, что

п1 
2 

|л=1
> а. (1-46)

Рассмотрим два возможных случая.
1) Никакой элемент уп, М;4-1 ֊<л 4՜ п/ 4-1> у = 1,2, •••> 1—1

не встречается среди элементов х(п‘\ п = 1, 2, • • •, щ . Тогда полагаем 
УХ(+п = х^, и = 1, 2, •••, Гц ив качестве у^^.П1+1 берем первый 
элемент последовательности {хЛ}, отличный от всех

Уп, Nl+l < п 4- п) + 1, у = 1, 2,- г — 1, М«4- 1-Сп -СМ 4՜ П1.
2) Пусть

Ут (I, 1 (?), р) = хд )ц։ у ру (1.47)
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9 = 1, 2,- ■ г (։); г (։) ֊< ։—1; р = 1, 2,- • ■, I (։. j (9))։ 

l (i,j (9)) < «/(?) + !»
где у (9) — попарно различные числа, удовлетворяющие наравенству 
Ку (9К I — 1, т (i, j (9)» р) — попарно различные числа, удовлет­
воряющие соответствующим неравенствам Wy(9) -I- 1< т (г, у (9), р) < 
< Nj «,) + пу (?) +1, /> = 1, 2, -, Z(։./(9))» и наконец к (i, j (9), р) — 

попарно различные числа, удовлетворяющие неравенству

У՛ (9h рХт, 9 = 1. 2,---,г(г), р = 1, 2,- • •, I (i, j (9)).

Возьмем попарно различные элементы (С У (<7). р) » 9 = 1. 2>֊՛՛ 
---,/-(/), Р=1. 2»"‘. О’. /(?)) последовательности (х„| так, чтобы 

каждое х/(/.у<?), я) было отлично от всех уп, А<у+1 < л < Л/) 4֊ лу4-1, 
у = 1, 2,•••, г — 1; х^, п = 1, 2,•••, п/ и чтобы выполнялись нера­
венства

О Гт (х/ (/, у (9). р) — Хо)0 < ———----- -- - -----—---- -- . (1.48)
8 (лх 4------- Ь П1-1 + 1 — 1)

т = М 4֊ Л(Л / (9). Р). 9 = 1.2.- • ՛. г р = 1, 2,- • -, I (/, у (9)).

Теперь заменим в последовательности х(*>, •••, х(„;) каждое х[‘), ,, . , 
соответствующим х/ (/, у (9), Р) , и элементы последовательности, полу­
ченной после такой замены, обозначим через yNl+l , ул/1+пг

Наконец, в качестве у/^+гц+г возьмем первый элемент после­
довательности {хя)> отличный от всех элементов

Уп, М) + 1 п< + лу + 1, у = 1, 2, • • •, ։ — 1, М +1-<’л^Л,/+л/.
Тогда в любом случае будем иметь

(1.49)

.Действительно, в случае 1) неравенство (1.49) совпадает с неравен­
ством (1.46). Пусть имеет место случай 2). Перепишем суммы, фигу­
рирующие в неравенствах (1.46) и (1.49), в следующем виде:

«I г (1)1(1. ЛяП
2 Глг/+Лх(Л'’= ЗГл-^п х<0+2 2 ^+* ('./(«). я) (,./(«). я)’
Л=1 1<п<П1 ?-1 1

П+К1.) (Я), Р)
(1.50)

г (I) 1(1./М)
2 Г„^л= 2 Трц+п х(п‘) 4֊ 2 2 Г^+*(,,уС9),р) х<(/,у(?),р).

л-р,+1 ։<л< п1 р=]
"+*(։./(»). я)

(1.51)
■Из (1.44) и (1.47) имеем
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к՛) т.н я» _а_
' 4 ՛ (1-52)2 2 

1
и,) (?), р) Р)

Из (1.45) и (1.48) получим
НО ч/.л?»
2 2 р) X։(1,]р) <- • д (1.53)

11?-> р- 
Из (1.50), (1.51),

Наконец, из

1
(1.52) и (1.53) имеем
Я1 +л։
УТл-/+ях<')- 2 Г„уп
П-1 я-Л'/ +1

(1.46) и (1.54) получим (1.

' а • 
^2

49).

(1-54)

Продолжив указанный процесс неограниченно, мы построим по­
следовательность отрезков [М4-1, 1^14- т ] натурального ряда, при­
чем каждому пСи [/V/ 4՜ 1, Л) 4՜ щ ] сопоставлен некоторый элемент 
уп последовательности {хл}. Из построения видно, что различным 
числам соответствуют различные элементы. Далее, из неравенств

М-1 4՜ п/-։, 1=1, 2,* •• видно, что бесконечно много натураль­
ных чисел не входят в множество 6/[М -|-1> М 4՜ п/] и, что множе­
ство элементов, не соответствующих никаким п£6/[М+1> М4-п<], 
бесконечно (оно содержит все у^+П'+ъ 1=1, 2,-՛-). Заполним всеми 
этими элементами все свободные места в натуральном ряде. В резуль­
тате мы получим перестановку (уя) последовательности {хя}, для ко­
торой при любом ։ выполняется (1.49), чего не может быть. Лемма 
доказана.

Доказательство теоремы 1.2. Утверждение 1) содержит­
ся в теореме 1.1. Докажем утверждение 2). Пусть х0 является пре­
дельной точкой последовательности {хл}. В силу 1) достаточно дока­
зать, что Г-предел некоторой перестановки последовательности 
(хл) равен х0.

Обозначим

Из второго условия регулярности следует, что при любом т после­
довательность операторов {Гт.л; п = 1, 2,•••) удовлетворяет условию 
(1.28). Поэтому, в силу леммы имеем

Ит 5(тп, Л) = 0, тп = 1, 2,---. (1.55)
лг—

Опишем процесс построения требуемой перестановки. Пусть 
оя^>0, п = 1, 2,и Пт оя = 0. В силу второго условия регуляр-

ности существует натуральное число т1 такое, что
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Возьмем М настолько большим, чтобы выполнялись неравенства

2 тт„ л х0 (1.56)

и
5(т1։ 1)<8։. (1.57)

Теперь возьмем попарно различные элементы у1г у.у։-1 последо­
вательности (хя) так, чтобы выполнялись неравенства

Ц7л1„п (уп х0)(К~ ~ » л = 1, 2,•••, —1. (1.58)

Наконец, в качестве ум, возьмем первый элемент последовательности 
(хя|, отличный от всех уп, п = 1, 2,•••, —1. Пусть выбраны эле­
менты у1г-• •, у^1_х- Возьмем настолько большим, чтобы вы­
полнялись неравенства

и

2 Тпц.п уЛ| < (1-59)

р-»
2 Ттр л хо1

1л-1 1
(1.60)

II 00
II 2 Тть Л Хо Хд|
II’-* и

<8/. (1-61)

Далее, возьмем М М-1 + 1 настоль։
И'՜1

со большим, чтобы имело место

5 л Х0 Хо < 8։ (1.62)
“ п- 1

5(та,М-1)<8,. (1.63)

Теперь возьмем попарно различные элементы +1, •••, ущ-I 
последовательности (хя) так, чтобы каждое уп, М-1+1<п<Л)— 1 
было отлично от каждого уп, 1 -С п и чтобы выполнялись не­
равенства

1 Тт._ я (уп -х0)|< , М֊։ + 1 < п - 1. (1.64)
/V/ — 7У/_|

Наконец, в качестве у^/1 возьмем первый элемент последовательности 
{х„}, отличный от всех уп, п = 1, 2,---, —1.'

Продолжив этот процесс неограниченно, мы построим переста­
новку (уя) последовательности {хя} и две последовательности нату­
ральных чисел (та) и (М ) такие, что при любом 7 выполняются не­
равенства (1.59)—(1.64).

Из (1.61) и (1.62) имеем
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(1.65)

(1.66)

(1.67)

Из (1.60), (1.61) и (1.65) имеем

I ЛГ'՜1 й
У ■ ТПЦ, П Хд   Хд I 43/ .

Ил“ЛГ/_| + 1

Далее, в силу (1.64) и (1.66), будем иметь
II л'1՜1 I

2 7՝п»/. П Уп Хд | <^ 53/ .
Ил~Л'/_։-М

Наконец, из (1.59), (1.63) и (1.67) получим

°° II Г'՜1 I
2 Т'пц, П Уп Хд । | 2 Тпц. п Уп |-|՜

4՜ I 2 Тт^пуп —х0 I + 12 Гщ/, лул|’^։< + 58/+ 8/= 78/. (1.68) 

|л-лг/_։+1 || ||л=^ I

Так как по условию все перестановки суммируемы, то из (1.68) бу­
дем иметь

2 Тщ, п Уп ~ Хд, т-.*> .л=1

что и требовалось. Теорема 1.2 доказана.

§ 2. Подпоследовательности

Теорема 2.1. Пусть Е — нормированное линейное простран­
ство, (хя| —последовательность точек Е и Т— (Тт, я)— матрица, 
состоящая из непрерывных линейных отображений Е в себя, удов­
летворяющая первому условию регулярности. Если все последо­
вательности (в„ хл, 8Я= +1) Т-суммируемы, то для любого выбо­
ра еп = ± 1 справедливо равенство

Т— Нт ея хя = 0.

Предварительно докажем одну лемму.
Лемма 2.1. Пусть Е—нормированное линейное простран­

ство и {хя} — последовательность точек Е. Если ряд 2 ея хя схо­
дится при любом выборе чисел ея = ± 1, то

(2.1)
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Доказательство. Предположим обратное, тогда существует 
последовательность Л4 < А/։ • такая, что

эир 2 хл в« = ±1 > а>0, к =1, 2,-• (2.2)

В силу (2.2) возьмем такие вя, чтобы выполнялось неравенство

(2,3)

Так как ряд 2 е„ хп сходится, то из (2.3) следует существование чис 
ла к (1) такого, что

Г* <»>-1 II
2 ВдХЛ|>а.

II п-ъ >
Далее, в силу (2.2) имеем

откуда, при подходящем выборе ея, будем иметь

2 Ел Хп 
(1)

(2.4)

Из (2.4) следует существование числа к (2) такого, что

2 ®Л Хп 
(1)

Продолжая этот ’процесс неограниченно, мы построим такую по 
следовательность знаков вя, что ряд У ея хп расходится. Из получен 
ного противоречия вытекает справедливость (2.1).

Доказательство теоремы 2.1. Предположим обратное. Су­
ществует такая последовательность знаков ея, что

Т— Вт ея хп = х0 ¥= 0.

Очевидно можно считать ея = 1, п = 1, 2,•••• Таким образом, имеем

Т — Вт хп —■ х0 ={= 0. (2.5)

Построим индукцией две последовательности натуральных чисел
П1 "С п» • и т.1 тг <3 • • • следующим образом. Возьмем про­

извольное число п0 и стремящуюся к нулю последовательность поло­
жительных чисел {8*].

Применяя первое условие регулярности и (2.5), выберем число 
ТП), настолько большим, чтобы выполнялись неравенства
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**-։
2 |7'лд> л хл|<С°* 

л-1
(2.6)

< и

2 ттк.п хл —х0|<о*. (2.7)

Далее, применяя лемму 2.1, возьмем число пц настолько большим, 
чтобы выполнялось неравенство

(2.8)

Продолжая указанный процесс неограниченно, мы построим требуе­
мые последовательности (и*) и |/п*).

Теперь положим в/= (—1)* при п*֊1 + 1 < г-< п*. Тогда из (2.6),.
(2.7) и (2.8) легко следует, что

Ит У Тт)>, пепхп = (— 1)* х0. (2.9)
л—1

Предположение хо=/=О и (2.9) противоречат условиям теоремы 2.1. 
Итак х0 = 0, что и требовалось.

Теорема 2.2. Пусть Е—нормированное линейное простран­
ство, (хя) — последовательность точек Ей Т = (Т т, л) ■— регуляр­
ная матрица, состоящая из линейных отображений Е в себя. Если 
все подпоследовательности последовательности {хл) Т-суммируе- 
мы, то множество предельных точек последовательности {хл} со­
стоит из не более чем одной точки.

Доказательство. Пусть х' и х" — две предельные точки по­
следовательности {хЛ}. Выберем две подпоследовательности (хр *)) и 
(х9 (*)} так, чтобы ни один элемент {хЛ) не входил в [хр <*)} и (х9 (*)) 
одновременно и чтобы 11т хР(^ = х', Ит х?(л) = х’. Из того, что все к-» со А-*«
подпоследовательности последовательности {хя} Т-суммируемы, сле­
дует, что при любом выборе знаков е* последовательность в* (хр <*> — 
—х?(>)) Г-суммируема (см. [5], стр. 401). Следовательно, в силу теоре­
мы 2.1 имеем

Ит У Гл,.*(хР(*; — х, (*>) = 0. (2.10)
“■*“ *=1

С другой стороны, в силу регулярности матрицы Т имеем

Вт 2 Тт, * (хр (*) — х? (*)) = х՛ — х". (2.11)
Л=1

Из (2.10) и (2.11) следует, что х'=х". Теорема 2.2 доказана.
Ереванский государственный
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Տ. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ, Նորմավորված տարածություններում 1ւա{որդականությունն1>ր|ւ գումար­
ման ժաս|1ն (ամփոփում)

Դիտարկված են գումարման մեթոդներ, որոնք տրվում են գծային օպերատորներից կազմ֊ 
ված մատրիցներով։ Պարզված է թե ինչ կաոուցվածք կարող է ունենալ հաչորդականության 
սահմանային կետերի րազմոլթ յունր, եթե նրա բոլոր տեղափոխությունները կամ րոլոր են֊ 
թահաչորդականությունկերը գումարվում են տվյալ մեթոդով։

F. A. TALALIAN. Summation of tequencet in normal tpacet (summary)

Methods of summation determined by matricies consisting of linear operators 
are considered. The structure of the set of limiting points of the sequences for whith 
all transpositions or subsequences are summable by the given method is clariferd.
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