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Խմ բա գրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատաոնրը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

Տ, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տա­
րեթիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

?• Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, Գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»։
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И 3 В ЕСТ И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա XI, №5, 1976 Математика

Л. X. МЕГРАБЯН

РЕАЛИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ КЛАССА М

Настоящая статья является продолжением работ [4, 5, 6], в 
которых рассматривался вопрос реализуемости функций классов 
М. М. Джрбашяна А/, (— 1 < а < со), Да (0<Х фо) при а целом. 
Реализовать функцию / (г) означает построить линейный узел с пере­
даточной функцией / (г).

Реализуемость функций класса ТУ = 7У0 Неванлинны была доказа­
на в [4]. В работах [5, б] приводились строения линейных узлов с пе­
редаточными функциями классов 1ЧР, Ор (р = 1, 2,•••). В данной рабо­
те приводятся реализации функций классов Лв (—1<^а<^оэ), Ол 0 < 
•<а<^ ос) при не целом а.

В § 1 формулируется' ряд понятий и утверждений из теории 
линейных систем и теории функций классов

В § 2 приводятся реализации функций класса М (—1<^а<^оо).
В § 3 строятся узлы, реализующие функции класса Дх (0<^а<^ос).

§ 1. Предварительные сведения и вспомогательные 
утверждения

1. Пусть имеем пару гильбертовых пространств 7/ (внутреннее), 
Е (внешнее) (сИт Е =1), линейный оператор Т (Е (7) с Н; Т: Д(Т’) —- 
— Н) эл ементы р, д^Н (г!—д^Н), к — комплексное число. 
Совокупность

(1-1) 
\р к/

называется линейным узлом*.
Функция

ЭД = * + ((*/- Т)-'д,р)н (1.2)
называется передаточной функцией открытой системы Е

Е = (г1—Т)'1д,

3=к + ((г1- Т)֊'д, р)н.

Если Ьп — ( С^п'\ (п = 1, 2) — узлы с внутренними пространствами
\рп кп/

‘ В отличие от узлов, рассматриваемых в работе 
произвольным и не связан с элементами р, д, к доп

Т является 
ями.

иг х
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Нп (п = 1, 2) и внешним пространством Е, то узел зада­

ваемый равенствами
Н=Н^Н2, 

т/= ЛА+ 7^ + (А, л) д։ (/=А+А) (13)
<7 = <?1 + Р = к2рг + р2> к = кгк2

называется сцеплением узлов 1^, Л2 (Ь=Ь1 VД)-
Рассмотрим специальный вид ([4, 6]) линейных узлов. Пусть 

Н » Н (х։, х,) = Ь2 (Г; х։, х2) (1.4)
— пространство векторнозначных функций /(х) (х1<^х<^х2) со зна­
чениями в заданном пространстве В и со скалярным произведением

Ха

(А 8}н = (/(*)> ё (хУ)г ^х-
Хх

(1.5)

Строится семейство узлов В=£(х1։ х2)

(Г/)(х) = (2, (х)(В/)(х) + $0(х) р<'-О(А р0)г 

XI
Ч = </оО> (*) (1.6)

р = р0 е? (х*~'г) ,
9

где В — линейный оператор в Е; С20 (х), (х) (х։<^х<^х2)— комплек­
снозначные функции; р0, д0 (каналовые элементы) £Н, причем (г!— 
— (х) В)՜1 д^/2 * * * * 7. Тогда передаточная функция узла (1.6) будет

2. М. М. Джрбашяном были открыты новые классы (0<^а<^оо),
а позже — классы 7\4Я (—1<Л։<^со) мероморфных в круге |г|<С 1 функ­
ций, которые, по существу, являются сколь угодно широкими ([2, 3]).
В частном случае при л=0 класс совпадает с классом Неван-
линны. Приведем некоторые результаты из ; этих работ, на которые 
мы будем существенно опираться.

Пусть

иметь вид

5(х)=ехр < ? (х։— хх) + ((г/— 0,х (х) В)՜1 <7о» Р^р Оо (*) (1.7)

(1-8)
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Теорема А (М. М. Джрбашян [2]). Если функция Г (г) при­
надлежит классу /)«, то она представима в следующем виде:

Г (г)= С2х ехр { Г Г(1- ^«-1 |,
я,(г; Ь-.) I и (1—хг е а)*^1о о

(1-9)
где с — константа, )֊ — целое число, (а^}» [6,} (н, * = 1» 2,’,֊)—отлич­
ные от г = 0 нули и полюсы Г (г), а

«. (г; г*)= П (1----ехр { — 6/« (г, г*)] (1.10)
*=Л Ы

—аналитическая в круге |г|<^1 функция, обращающаяся в нуль в точ­
ках множества {г*}Г •

Теорема В (М. М. Джрбашян [3]). Класс No. (—1<^а<^ оо) 
совпадает с множеством функций, допускающих представление в кру­
ге |г|< 1

2х
Г (я) =сгх ехр ( — Сг (1 +<։) [--------------------1] (&) ) ,

Вл (г; Ь.) (2*3 I (1—ге-'6)”+1 ՛ /
о

(1.11)
где

|**|
^+3

л-1
Г(а + п+1)

Г(1+«)Г(1+Л)

(1—х)ах-'1-1 <1х гп (1.12)

X

— сходящееся произведение типа Бляшке, Ф (0)—вещественная функ­
ция ограниченного изменения на [0, 2к], с — комплексное число, ).— 
целое число.

§ 2. Реализация функций класса Ав (—1'Са<С°°)

1. Задача реализации для классов А«, £)а в случае, когда а = 0 
1, 2, •••, была решена в работах [4, 5, 6]. В данной статье мы будем 
предполагать, что а не является целым числом.

Из теоремы В следует, что любая функция Р (я) класса А» пред­
ставима в виде

^(*)= ПЛ(Д
1=1

(2.1)
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где

/։ (г)= Вл (я՝, яь) = ]՜] Ал (я; яь),
*—1

а

£1“ Г (я + 1 + &) 
Т£1Г(» + 1)Г(1+*) (1 — х)* х*՜1 </х —

о

֊Ь у (1-х)* х-*-’ </х| х*|,

2к
( гг 2 1 )/, (я) = ехр { (-1_ге_<»г+1 -1 (»)} >

о
•5 (0) — функция ограниченного изменения на [0, 2к],

1
Вл (я; як)

{я) = с-я!՝ р. — целое число).

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2-5)

(2.6)
Вначале мы рассмотрим случай ։>0.
2. Проведем разрез плоскости я вдоль луча г (г > 1) и рассмот­

рим в этой области ту однозначную ветвь функции

/(*)
1 

(я-1)”
(0<ай<1), (2.7)

которая при я = 0 принимает значение е_/и'։.
Обозначим ее через /0 (я). Имеет место
Лемма 1. Функция /й(я) имеет следующее интегральное 

представление՝.

1 — ехр (— 2г.а0 г) Г 1
2к/ ] Р ֊ 1)’’ ^я՛

1
(2.8)

Доказательство. Пусть Р/?, । — внутренность круга |г| <. R 
(Л>1) без множества Л = (я: |я| R։ Ке я > 1 — е, Цтя|^г}, где 
е — произвольное число (е>0). Обозначим через Г/?,, границу области 
Рд>, » Г/? —границу круга |г| без дуги ''АВ, где А = ()/ R2 — е2, е), 
В = (УR2 — е2։ — е), Г/?,. — границу множества Д без дуги ''АВ. Тог­
да /о (г) представима интегралом Коши
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ИЛИ

/о (*) = 5֊ Г ֊— <«+ ֊ Г (2.9)
2՜/ 3 { — х 2та J t — г 

г< 4.
где во втором интеграле обход интегрирования берется в отрицатель­
ном направлении.

Очевидно при К -*■ оо

dt -> 0. (2.10).
*/?

Далее, е можно взять настолько малым, что при t£ |1—s ir: |rj<Ie)

|/ — х|_| <Z с0 (0< с0< °°, с0 (е) = const).
Тогда, при е—>0

Легко заметить, что
!-• R

lim ( ----— dt = — exp (—2ita0z) f —dt, (2.11)'
•-° J t — is — z J t — z

R J

/? /?
lim 1՞ dt= [’ f°^-dt. (2.12)
» -i* J t + z’e — z J t — z

Теперь, устремив в (2.11), (2.12) R к бесконечности, и учитывая (2.9),, 
(2.10), получим лемму.

3. Реализуем функцию Вг (z; z*)(0<^a < ео) (2.2).
3.1. Лемма 2. Функция Аа (z; С) (|г| < 1, |С| < 1, (0<^ а < оо)

представима в виде

(z: С)
1-Cz С

Г («о) « 1 1 Ъ
Г(а+1) (x-Uj* x~Cz x(l-x)1— J

(ETS) « (xp[— 4- (!■+») J I C
l 4 I + I T-^(1 — X) (%) j j J

i-hi
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•а*= - rr(*t "I??՜*1 (ICI)-#֊*’ (ICI)՜1 ICI21 (a + Г)
Л —(□)*+«>bk = -{‘—, (2.14)

* + “o
9«(x) = K(1“x)’’ "Р“0<х<1> 

l(x—1)’, npux>l,
P = [«]. 3o = a — P (0<an<l).

Доказательство. Поступая так же, как и в [6] получим, 
что имеет место соотношение

д«(апС)= ~^у~ v՜ ехР f~w’ (*; 01» (2-15)

где

— аналитическая функция во всей плоскости с разрезом вдоль отрез­
ка [ге'»г^ , 1 <1С|֊։]*.

Введем обозначения

Сх'* (1—х)а
J (х—Zz)’+։ 

1=1

А2(х; С) = dx 4- logГх-Ц!—х)Ча+1
J (С — хх)а+։ 
14

Учитывая (2.16), можем записать
■з

«>«(х; 0=2/։.,(г; С). (2.17)
/“1

Пусть р = [а], Яд = а — р (Ос\ао’\1). Произведя интегрирова­
ние по частям, /։. I (я; С) можно лривести к виду

Интеграл в (2,16) понимается в смысле главного значения Коши.
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£ Г(Н%) , Г (%) (* (х) _
£ Г (а + 1) (Г,|-!>)*^ ' Г («4-1)3 (х-Сх)«. Х

֊‘°г • (2.18)

Делая замену переменных в /։,2(х; С) и проинтегрировав по частям 
р 4՜ 1 раз, получим

£о Г («4-1) (Щ-Ч֊1 *)*+а-

Г («о) С Ф»Р+1)(х) <^х֊ I ] * ։
Г (=4-1) 3 (х-С-Ч)«« С —|С|х ’

л а-к1)*+-
Й) ^+«0 <Ьс.

(2.19)

(2.20)

Записывая логарифмы в (2.18), (2.19) в виде интеграла типа Ко­
ши по соответствующим отрезкам, учитывая (2.15), (2.17), после не­
которых преобразований получим лемму.

3.2. Реализуем функцию

8п (х) = ехр [ —----+ Ьп ] (0 < а,, <1),
110— Сх)Лт” )

(2.21)

где ал, Ьп определяются из (2.14).
Пусть Н„ = £2 (Рп‘, х։, х2) — пространство векторнозначных функ­

ций / (х) (хх х х2) со значениями в пространстве
— А2(1, оо)-|1 £,2 (1, оо)-|1 £2 (1, оо), (2.22)

где Д2(1, оо) повторяется л 4-1 раз.
Положим Р = — 1, X! = 0. Так как при г -+ оо £л (г) -» Ьп, то из 

(1.7) следует, что надо положить х։ = — Ьп.
Рассмотрим оператор Вп, задаваемый в пространстве Рп равен­

ством

(Вп/)(0=5„(О/(0 (1<?О),
где

вп (0 =

Я- Р1 о • • - о о 
С г

о Я р2 .... 0 0

о оо Я р„

0 0 0 - .■ • оЯ I 
с

(2.23)



Очевидно Вл — неограниченный оператор в В), с плотной областью 
определения. Пусть

о. м=а, Н" 1. П с=1~ехр^2та,') —<2-241

тогда резольвентный оператор R։ (С?1 (-*) ВЛ) запишется в виде
7я+։ (_Пл;1Л.«2.Ма)=(Н1-;г), С., (2.25)

где ՝С„—треугольная матрица [с/*] (7, В = 1, 2, • • •, п т 1), причем
п 

С1 л + 1 =П ?*' 
*=1 

•Положим

<7л = (0, 0, (7-1) ), (2.26)

/>“=((7-1) 2 , о, *•••, О, 0).

Легко земетить, что элементы д՞ не принадлежат пространству 
ВЛ. Покажем, что они являются его обобщенными элементами (в 
смысле Березанского). Для этого рассмотрим множество элемен­
тов /£Вл таких, что элемент

^/(0=(1/‘ ~1 при ! > (2-27)
I / (7), при 1 2

принадлежит пространству Вя. Очевидно Г* плотно в Еп- Гп явля­
ется, в свою очередь, гильбертовым пространством относительно 
метрики

Л 4-1 р
М+=2 ЫОРл, (2.28)

где

/= (/1. А> ■ ■ ■> /л+1)> §1 (0 =

= — !/;(/), при 2 (/=19... п-М)
1 Л (7), при К «2 1 ’ ’ ’

Сопряженным к пространству Е+ является гильбертово пространство 
Е~ с метрикой

£ (014 (2.29)
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где
/* = (Л,4 • • •, Ao, gl(t) =

(/), при />2
(7= К 2.-.., п+1)

// (О, при 1< t < 2.

Из (2.28), (2.29) следует, что
1Л-<к/։<1л+- (2.30).

Значит
f+c=f„<=f֊.

Пространства F+, F՜ называются, соответственно, простран-, 
ствами основных и обобщенных элементов ([1, 7]). Нетрудно заме֊ 
тить, что р“, g'n^F՜, т. е. являются обобщенными элементами про­
странства Fn.

Из (2.25), (2.26) имеем

(Q1 (х) Вп) q° ^Fn ,
Подставляя выражения (2.23)—(2.26) в формулу (1.7), получим*

$(»)== exp 14. + А 1-ехр(-2е«,,Ч
՝ I J Ьп (|С|— С zy 2*1

Применяя лемму 1, имеем

5(г>=ехр {(р-й)»-. +Ч՜
Итак, нами доказана

Лемма 3. Пусть
Н„ = £։ (Гп-, 0, - Ьп),

Гп =-- £2(1, °о)4-Аг (1, со) + ... + £։ (1, со)

иг(1> оо) повторяется пт1 раз). Тогда передаточная функция 
узла Ап

(Г„0(х) = (Вл/)(х)+у е^(/, р°)гя9°,^, 

о

Хотя Rz (Q։(x) Bn) q°n, pnnc.F~, но (R2 (Q։ (x) В J 4*„. ten. существует-
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qn = q°n е“х , рп=р°п ér+bn , кп = еЬп , (2-31)

где Вп, р°п, q°n определяются по формулам (2.23), (2.24), (2.26), 
является

+ i.}.

причем каналовые элементы pH, являются обобщенными эле­
ментами пространства Fn.

3.3. Пусть
H=£։(F; |С|, 1), Г=С+4(1, оо) (2.32)

(С — комплексная плоскость). Определим оператор В в пространстве 
F по формуле

(Bf)(t) = B(f)f(t), (2.33)
где

B(f)-—У1 °). 
С \0 t /

Введем в рассмотрение фиксированные элементы

<7о W = (-А=» , (2.34)
W-Z Kf-l)-/

Po(x)—qo(x) (|:|<’х<1) 

пространства Н. Точнее, элементы р0 (х), qu (х) являются обобщенны­
ми элементами (в смысле Березанского) пространства Н. Положим 

Со («) - 1; Q1 (х) = х; а (х)= 1 ~ехр (֊2* °о О Х
2-г 1 (։+1)

(2.35)

где <р (х) определяется ihb выражений (2.14).
Тогда, применяя лемму 1, учитывая вышесказанное относительно 

обобщенных элементов, получим

((z/-x^)֊։ q0 (х), р0 (x))f =—L- ֊ .
х—С z г (а+1) (х — Сх)’«

Тогда, положив 
1 

<2-36’

и, учитывая (2.32)—(2.35), мы по формуле (1.7) найдем S (х). А имен­
но, нами доказана следующая
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Лемма 4. Функция

А» (г) =ехр -Г(а0) ?<Р-И)(х)
Г (% + 1) (х-С х)’«

(2.37)
реализуется узлом Ьг

Я=£։(Г; |С|, 1), Г=С+£г(1> °°), 

( 7/)(х) — X (В/)(х)+ ^ехр [£ (х—у)](/, р0.(уУ)р 9о (у) <1у, 

к/
<7 ~ 9о (х) ехр [₽ (х —К|)], (2.38)

Р = Ро (х) ехр[Э (1 — х)], 
к= ехр [Р (1 —|г.|],

где В, р0(х), д0(х), ₽ определяются из формул (2.33) — (2-36), а 
Ро (х), <7о (х) являются обобщенными фиксированными элементами про­
странства Н.

Без существенных изменений доказывается
Лемма 5. Функция

Лэ (г) = ехр П Г(«о) (х—I)"*՜1
]|г(а+1) (х — С֊1 г)’" 
Г -С֊1

</х — 1О£ |С|

(2.39)
реализуется узлом Ь3

Н=Ь2{Р', 1, |С|~։), Г= С + £։ (1, оо),

(?7)(х) = х (5/)(х)+ I ехр [₽ (х —#}](/, р0 (у))е д0 (у) </у.

Я = Яо (х) ехр [₽ (х—1)], (1<х<|С|֊> ) 

Р = Ро (х) ехр [₽ (|С|֊։ —5х)],

(2.40>

где В — оператор в В, задаваемый равенством

(В/)(0 = 5(0/(0, 

ад=с(^°).

’» Ро (х) = %(х) >.
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_ log |С| , , = Г(а0) 1—ехр (— 2W) / _
Р |С|-1 —Г Г (а 4-1) 2к/ к \ х) '

3.4. Вернемся к линейным узлам А„ (2.31) (п = 0, 1, 2,՛--, р).
Лемма 6. Пусть узел А\ является сцеплением узлов Ад, At. 

Тогда передаточной, функцией узла Д, является произведение пе­
редаточных функций узлов Ао, Аг.

Доказательство. Узел А' по формуле (1.3) запишется в 
виде

T*f= r,f0 + г,а + (/., ро)„Л11

<7* = <7о + <7Л» Р* = Poki + Pi> ** = Ма> (2.41)
где Л, pi, qi, h (i = 0, 1) определяются из формул (2.31).

Формула (1.2) дает
5 (z) = Л* + ((zZ- Г*)֊’ д*, р*)л.. (2.42)

-Допустим, что
/* = (zl — Т*)~х q* (/♦ = /0 +А). (2.43)

тогда
5 (z) = koki + (f0, р0)н. + (A, pj//,. (2.44)

Из (2;41), (2.43) следует

<7о = (zl — То) f0,
<7i^o = — (/о» Ро)ц. Яг + 71) А

■или, учитывая (2.31)

<7° =’(«/— Яо) ^°fo — (/о. Ро)л <7о dV (° < *в < — Ьй),
о

Х|

<7? [(/о» Ро)н. + *о]= («/— В,) — J еУ (fu р°)л q° dy (0< хх< —6J.

о
■Введя обозначения

yi(x) = ех (fi, р°),

П (х) = ((zZ— В, )֊։ q", рО) (/ = 0, 1) (2.45)

u,(x)=S!W
П (х)

м .учитывая (см. (1.2)), что

k0 + (fu, Роун. = q0 (z), (2.46)
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получим
•*1

8о (я) д° = (г/-В.) /, ֊ | ^ (/,, р>։ <1у. (2.47)

е

Элемент д\ входит в область определения оператора (я/— В^՜՜1, точ­
нее (г/—Л)՜1 7? < но ((г^—■81)-։ 7?> Р?)л, существует.
Поэтому, применив оператор (г!— В,)՜՜' к обеим частям выражения 
(2.47) и, умножив скалярно на р°, получим

Я« («)((*^~ А)՜1 Чу Р°)р, = ех' (А, р?)л —

— ^еУ (А> Р?)г, <1У ((^— В^)՜1 «у®, р°)л. 

и
Заметив, что

Г1 (хх) = ((я/- А)֊14

можно записать
•ж»

Яо (г) = П1 (хх)— у и։ (у) ду г։ (хх)

О
или

.71 (хх) = Г1 (хх) g0 (г) ехр [г։ (хх) хЛ» (2.48)
Из (2.45), (2.48), (2.31) следует

-ь.
(/1Р1)я։ = е6։ У е-' (/х, р?)л </х =ЛХ у 91 (х) Жс= 

о о

= *1 Яо (г) (ехр [— бхП (хх)] — 1) 
или

(А. рОя, = Яо (*) ехР [61 — 6։тх (*1)] — ^1 go («)■ (2-49)

Учитывая (2.44), (2.46), (2.49), (2.21), получим

(г) = Яо («) Я1 (2)-
Замечание 1. Теорема о композиции узлов (лемма 6), хотя и 

была доказана для частного случая (для узлов Ао, Лх), применима ко 
всем узлам, рассматриваемым в данной работе. Действительно, не 
меняя метода доказательства, убедившись, что оператор (г! — 
— (^1 (х) В)՜1 (обычно фигурирующий в узлах) не выводит каналовый 
элемент д(1 из пространства обобщенных элементов, причем существует 
((я/— (х) В)՜1 <7Э, р0)г , мы получим тот же результат.



т
382____ _______ Л X. Меграбян________________ =====

3.6. Рассмотрим сцепление А’ = (см> (2-31)), т- е.
А'2 = AMAiX/A,.

На основании замечания 1 получим, что передаточной функцией узла 
А'2 является функция g0 (z) gx (z) g2 (z).

Продолжая этот процесс, мы получим, что узел
£։ = Ао\/А2\/ ■ ■ ■ \/Ар (2.50)

реализует функцию

А‘ W= П gn (z)= exp { 2| _ +6я ||. (2.51)

Проделав последовательно то же, что и выше, можно доказать, 
что передаточная функция узла

A (Q = £° V V L* V /•’, (2-52)
где

С — г К|— узел, реализующий фактор Бляшке ----=— — ([6]), а А1, £2, £’
1— С г С

определяются выражениями (2.50), (2.38), (2.40), является функция 
А. (г-, С) (см. (2.13), (2.37), (2.39), (2.51)).

Мы доказали следующую теорему.
Теорема 1. Существует линейный, узел А (») с передаточ­

ной функцией А, (д; С) (0<а< оо).
Замечание 2. Пусть последовательность {г*)Г удовлетво՜ 

ряет условию 0 < |г*|<^ 1

2 0—1**1)“+։ <°°» *—1
тогда, как известно ([3]), произведение

90

(г; г*) = У, Ал (г; гк)
*=1

представляет собой аналитическую в круге |г|<^1 функцию.
Пусть А (г*) является линейным узлом с передаточной функцией 

Аа (г, гц). Тогда, сцепляя узлы А А • • •, А (гп), можно до­
казать, что уяел

Ап (г*) = А (г։) \/А (г,)\/- • • УА (гп)
реализует произведение
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Л

А-1

Формально продолжая этот процесс до бесконечности (т. е. 
устремив п к бесконечнести), можно получить узел А с передаточ­
ной функцией Вл (z; z*). Свойства операторов узла А в данной рабо­
те не исследуются.

4. Реализуем функцию /։ (z) (2.4).
Функция ф (&) в определении /։ (z) имеет ограниченную вариа­

цию на [0,2֊], поэтому представима в виде

■И») =M»)-MW[o,24
где (0) (j =1, 2) — неубывающие, ограниченные на [0,2г] функции. 
Пусть s = фу (0), lj—вариация ф/(&) на [0,2՜], а a/(s) — непрерывная 
справа, обратная к s = фу(&) функция, причем, если 00 — точка разры­
ва функции s = фу (0), то в интервале фу (0 — 0) <з֊<фу (&,+0) функ­
ция =/(s) доопределяется равенством °/(s) = Ьо.

Тогда
А (*) = gi («) ga (2).

где
Ч

£,(z)=--exp|(-l)'+J Г I —------ 2_< (J),+1 —1 I * (/ " А 2)-
I J | (1 — ze 1 |о

Реализуем gj (s). Пусть Hj = £։ (Гр+։; 0, lj) (р = [а], а = р + а0), где 
Fp+i определяется выражением (2.22) (л = р + 1). Введем в рассмо­
трение оператор В в пространстве Fр+\, задаваемый равенством

(WM(0/(<).
где

(
1 Р1 о • • • о о \
0 1 р։ ■ • • О 0 I
• ■ ................ (2.53)
0 0 О • • • 1 Рр+1 /
О О О ••• О t / >

оператор В является неограниченным с плотной областью определе­
ния. В качестве каналовых элементов примем векторы

— — _ 2?
<7/=<0, О,---, 0, (f-1) ');/>“=((* —1) \ О,---, 0, 0), (2.54)

являющиеся обобщенными элементами пространства FP+\.
Положим

(х)=ехр [й, (х)]; Q' (х) = (—!)>•» ։+* ехр (/ (р4-2) оу(х)],

рл- • -ррм = 2 (-1)* . (2 55)
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Тогда

(Я-<2! (х) а>-> - —-■ с, (2-56)

где С — оператор, задаваемый верхней треугольной матрицей ’
причем С1.р+2 = ИР։՜ ‘' Рр+ь

Подставляя выражения (2.53)—(2.56) в (1.7), получим
5(г) = ^ (я).

Итак, узел £
Н=(ГР^\ 0, £/), = £.(!, сг)+£։(1, со)-г...

• ■ • + Ьг (1, со) (р -г2-раза),

(Г,/)(х) = е'’/<г>(5/)(х) + (-1)'+1 е'’У<^+։’У е?/х-*,(/. Р/) <7/ <*У> 

О
г/ = (-1)/+> е»(Р*Ч •/«+₽/*

р/=р;е^ (2.57) ,

к! = е^‘1

реализует функцию (я), где В, р/, <//՛, определяются выражениями 
(2.53)-(2.55).

Рассмотрим узел
£ = £(ЛЛ/£(л)- (2-58)

Применяя теорему о сцеплении узлов*, получим, что передаточная 
функция узла £ является /։ (г) (2.4).

Имеет место
Теорема 2. Пусть аналитическая в |я| < I функция {(я) 

принадлежит классу (0<^а<^со) и / (г) (|г|<^1). Тогда су­
ществует линейный узел £ с передаточной функцией { (я).

Доказательство. При а целом теорема была доказана в [6]. 
Пусть а—не целое. Известно ([3]), что функция, удовлетворяющая 
условиям теоремы, представима в виде (2.4). Тогда узел (2.58) реали­
зует / (я) и т. д.

5. Реализация функций /3 (г), /4 (г).
Имея реализацию функции Вл (г, я*), построение узла с переда­

точной функцией
1 “1 3

А (г) = в < ■ '7 = П —т՜ ех₽ 3В (я; г*)

(В (я; я*) — фактор Бляшке)

* См. замечание 1 леммы б.
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(см. (2.15), (2.18)—(2.20)) не представляет трудности и мы здесь не 
будем приводить его.

Как было показано [б], для реализации функции /4 (г) = сз^ (с— 
константа, >• — целое число) через передаточную функцию 5 (г), необ­
ходимо потребовать условие /. -С 0.

Тогда узел
я=с^с+--- + с

(—л)-мерное комплексное пространство

Г (л1։ х։,--, х-\) =(0, х1г- •

р = (с, 0,• • -, 0), 
Р = (0, 0, - ..,1), 
£ = 0

реализует функцию /4 (г).
В случае \>0 функцию /4 (г) можно реализовать через переда­

точную функцию (г) —■ ■$(— )([4, 6]).
\ г /

Теорема 3. Пусть Г (г) £ (П (0) =/= 0, — 1 я < оо). Тогда 
можно построить узел с передаточной функцией Г (г).

Доказательство. При я целом теорема была доказана в 
работах [4, 5, 6]. Пусть а—не целое и 0<^а<^ оо. На основании тео­
рем 1,2 после сцепления узлов, реализующих функции (г) (£=1, 2, 
3, 4) (см. (2.1)—(2.6)), получим узел, реализующий функцию И (г).

Пусть —1<^я<^0. Обозначим через ч = 1 + я (0<д<1). По­
ступая так же как и при доказательстве лемм 2—4, теорем 1, 2, лег­
ко получить узлы, реализующие функции

д.(г; С)= с-< К1
1-Гя с

. . г,||ах — 1ог  =— — »8 1-: г С /

а значит можно реализовать и функцию Р (г) £ М, (— 1 а 0)*.

§ 3. Реализация функций класса Д, (0 < я < оо)

С (г)
1. Из теоремы А вытекает следующее представление функции
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GU)= Пя*(Д <зл)!
Л=1 

где
Si («) = г* (*>' **) = П М, (г; z*), (3-2)

3. Построение узлов, реализующих отдельные факторы выраже­
ния (3.1) подобны результатам предыдущего параграфа и мы их опу­
скаем. Приведем лишь несколько лемм и теорем без доказательства.

Лемма 8. Передаточной, функцией узла
Н= Д (/*+։; 0, х։), Г*+1 = Д (1, оо) + Д (1, оэ)-|------ {- Д, (1, оо),

х 1 , 
л -н-Сг-У)

< 7?) (х) = (5/)(х) + I е (/, Ро)г<+։ д0<1у,
о

I 
_2'х

Ч = Чо е
- 2֊ (Д-.-.Г)

Р = Ро е

М (z:ü)=(l-4) exp {-£/.(z;Z)+ А и. (0; Q } ■ (3-3)
» *• / I 2 J

g3(z)= 1 , (3.4)
(z; z*)

g3 (z) = c z'՛ (c— константа, À— целое число), (3.5)

g4 (z) = exp { 2- f f(l- r՝)*֊՝ |F (re'l rdrdU |. (3.6)
l ~ J J (1—re~lbz)*+l j

0 0

2. Пусть a — не целое, p = [a], i = p -j- а0. Пользуясь методом, 
примененным при доказательстве леммы 2, можно доказать, что имеет 
место

Лемма 7. Функция Ма (z; С) представима в виде

Доказательства мы не приводим, заметим лишь, что необходимо 
пользоваться следующим представлением:

ц(1;д-1,гА-^.)+ Г- (1~°՛ , £■
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1 

к = е ''
гле

7о=-(о, о,--., (г-1) 2 ),

Ро = ((*-1) 2 , о,---, О, О)

— обобщенные элементы пространства В\+1, В — оператор в'Рк+\, 
задаваемый, равенством

(В/ю-вщ/щ (!<<<«)
Г֊1 Р1 ••• 0 0
0 7-1 • • • 0 0

5(0 = • •
0 0 ... с-1 ?*
0 0 ... 0 С-1 1

а

(-1)^ 1—ехр (-2^0{) х _ (1 - Щ2)**- 
?+։ 2«г ’ Х* Л + ао

является функция

к (г) = ехр Г И-К!2)**“» I _1_________11
I к + а0 [ (1—С £)*+’• 2 I

Лемма 9. Линейный узел

Н=Ц(Е; 1, |С|՜2), Г=С+£2(1, со), 

(= х (В/)(х)+е₽(х-у) (/, Рв)Р

д = дае9 <*-։>, 

р — р9е9 <1У 2 -х),

к = е? «Ч-’-Ч,

где В—оператор, задаваемый равенством

№)(0 = в«)§(0 «с(1, оо)>

5(0= с/1 °\ 
\о М
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9о (х) = ( V С • յ/(*?յ > Ро (х) =9о (х) \ уи —1)’*/
— каналовые элементы,

Ь (х) = 1֊<»Փ С֊2՜*»'՜) (_ !)!+.. / ,
2-г \х֊1/

С1 “2
1 (' (х - I)--  —х*1

I. Խ. Մն/ՐԱԲՅԱՆ. ղասի ֆունկցիաների ոեալիցացումբ (ամփոփում)

Հայտնի է, որ հր1,քՀէէբ (քՀՕբ)(թ~0. ապա գոյություն ունի գծային հան-

է{ոլ13> որՒ փոխանցման ֆունկցիան հանդիսանում է ք քշ)ւ Տվյալ աշխատանքում ապացուցվում 
4 նմանապես թեորեմա ^a դա*ի համար ոշ ամրորք հԼ -ի դեպքում (— 1 <ԼՕ. < օօ);

Բերվում ե նաև Օ& գասՀ - նկցիաների ոեալիգացիան։

2(|С|-։—1) .) х’ 1
1

реализует функцию

1«-»
_ 1 Г (х —I)-1»-1 - х- 1

2 ] х«+> |
1

Из лемм 8, 9, пункта 5 § 2 следует, что имеет место
Теорема 4. Существует линейный узел, реализующий 

функцию

«* (г, г„)
Замечание. Так как функция /(г)^£)а (0<^։<^оо) принадле­

жит пространству /У» [3], то, конечно, / (г) можно было реализовать 
как элемент класса /V« (§ 2). Учитывая, что классы Д, представляют 
самостоятельный интерес с точки зрения теории систем с дискретным 
временем [4, 6], мы дали реализацию отдельных факторов представ­
ления (3.1).

В заключение выражаю глубокую признательность М. С. Ливши­
цу за постановку задачи и внимание при выполнении работы.
Харьковский государственный университет,
Институт математики АН Арм.ССР Поступила 29.Х.1975
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L. Kh. MEHRABIAX. Realleation of function։ from the elate 
(summary)

It is known (4, 5, 6) that if f£Np (J6Dp) (p — 1, than there exists li­
near knot with transmission function f (z). The paper proves an analogous theorem 
for the class N. for non-integer a. Some realizations of functions of the class 
are constructed.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С Շյ

Մաթեմատիկա XI, № 5, 1976 МаТвМвТИК։

А. Н. АЙРАПЕТЯН, В. И. ГАВРИЛОВ

УСИЛЕНИЯ ТЕОРЕМЫ МЕЙЕРА, КАСАЮЩЕЙСЯ 
ГРАНИЧНОГО ПОВЕДЕНИЯ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

В настоящей статье будет указано приложение теоремы Коллинг­
вуда о максимальности ([2], стр. 379, теорема 1; стр. 395, см. также; 
[3], стр. 108, теорема 4,8) для изучения граничных свойств мероморф՜ 
ных функций в единичном круге вдоль орициклов. Используются так­
же свойства Р(р>-последовательностей ([4]). Доказываемые теоремы։ 
усиливают утверждение теоремы Мейера ([3], стр. 204, теорема 8.8)1 
и распространяют ее на орициклические пути.

1°. Обозначим через 2, Д Г и Л (С, а), соответственно, расши­
ренную а-плоскость, круг |г|<1, окружность |г| — 1 и хорду круга О,՛ 
оканчивающуюся в точке С = е/։ £ Г и образующую с радиусом в этой

точке угол Пусть А (С, «կ, а„) обозначает подоб­

ласть круга D, ограниченную хордами А (С, <Հ), А (С, а2) и окруж- 
1 г 

ностью z---- — ч
2

= —• Область А (С, Օյ, Օյ) называют обычно углом

Штольца с вершиной в точке ' = е/0 £ Г; если нас не интересует раз­
мер угла Штольца, мы будем обозначать его кратко через А (С).

Для произвольных точек а, и кривой положим

. ,. 1 . 1 + и \ а — Ь° (а> *) = — !п ------- , и = -----------
2 1 — и । 1 — ab 

a (a, Լ) — inf {b^L; з (а, 6)}.

Пусть Л (С) обозначает орицикл круга D в точке С = е<։, т. е.— 
окружность радиуса меньше единицы, касающуюся изнутри окружно­
сти Г в точке С = е'8. Два орицикла \ (Q, Л2 (С) круга D в точке 
С = е18 ограничивают некоторую односвязную область, которую диа­
метр круга D, проведенный в точку С = е'8, делит на две равные 
части, называемые в дальнейшем левым орициклическим углом О"А(С) 
и правым орициклическим углом О,_Д(С) в точке Z = е'8. Символом 
О A (С) обозначается произвольный орициклический угол с вершиной 
С £ Г. Ниже нам понадобится следующее свойство орициклов: для 
произвольных точек zj и z։, лежащих на орицикле Л։ (») и произволь­
ного другого орицикла Л2 (Q имеем

а (г1> Л։ (Q) = 3 («2. Л2 (’)) = const.

2°. Пусть / (z) — произвольная действительная или комплексная 
՛ функция, отображающая D в S, и S — подмножество круга D, для 
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которого £ Г является предельной точкой.Обозначим через С (j,С, S) 
множество всех значений а £ для которых на 5 можно указать по 
крайней мере одну последовательность точек

14о>1, п = 1, 2,• ■ -, е 5, iim z<‘> = Л-» «
по которой lim f (z'na>) = а. В частности, получаем предельные мно- 

Я •*»
жества

с (f,:, £>), с (f, с, л с, а)), с (f, с, д (С)), с (f, с, од (Q) и 

С (f,:, л О).
Точку отнесем к множеству с (У), еели для любого угла 

Штольца Д и любого орициклического угла ОД (С) в точке С=е,։£ 
£ Г имеем

c(f, с, д о) — и с (у, с, д (О) и C(f,с, од (0) = и с (у, с, од о), 
где объединения берутся по всем углам Штольца и орициклическим 
углам в точке С = ел. Если, дополнительно,

с (f,:, од (Q) = с (/, с, д (0) = с (/, с, о), 
то точку С£с(О отнесем к множеству С (f). Точка С—-е'6 £Г принадлежит 
множеству SK (У), если

П С(У, С, Л С, ։)) = (1C (У, С, Л (Q) = С (f, С, О) и С (f, С, О)=/=2, 

где пересечения берутся по всем хордам и орициклам в точке С £ Г.
3е. Пусть, теперь, функция f (z) мероморфна в О. Тогда функция

Ч? (z) = (1 - |z|)» р (У (z)), р (У (z)) = |У' (z)| —1- v8
1+ 1У (*)Г 

непрерывна в D для любого числа р 1. Функцию (z) будем 

обозначать короче через q/(z).
Следуя [4] и [5] последовательность точек

(z„), п = J, 2, • ■ •, zn £D, lim \zn\ = 1 
n -* »

называем Р՝ /’’-последовательностью для мероморфной в D функции 
/(z)(p^-l—действительное фиксированное число), если для любого 
г^>0 и любой бесконечной подпоследовательности [гПк} функция J (г) 

принимает в объединении неэвклидовых кругов

DP s) = а (z, znit) < s (1—|z„k|s)₽-1

бесконечно часто каждое значение w £ 2, кроме, быть может, двух 
значений. Каждая последовательность точек |2Я), zn^D, п =4, 2,-՛- 
• • - , lim |гя| = 1, по которой lim (1 — |гя|г)/’ р (f (zn)) = 4֊ оэ, является 

/!-•*» П •* 00
^^’-последовательностью для функции f (z) ([4]), теорема 1J. Изве­
стно также ([4], теорема 3), что последовательность точек 
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{zrtJ, zn^D, lim |z«|=l, будет /^/»-последовательностью для меро- 

морфной в D функции f (z) в том и только в том случае, когда су 
ществует такая последовательность положительных чисел

)e„}, lim ея = О,Л-*«
ЧТО

lim max [g^» (z), z£_Dp (zn, sn)] = + то-

В дальнейшем /’•’’-последовательности будем называть короче /’-по­

следовательностями.
Точку С = е'9 £ Г отнесем к множеству Р (/), если каждая хорда 

h (С, а) и каждый орицикл А (С) в точне «= е/9 содержит Р-последо- 
вательность функции / (z). Точку С=е'9£Г отнесем к множеству !*(/), 
если

П С(], С, А (С, а))= П C(f, С, A (Q) - 2, 

где пересечения берутся по всем хордам А (С, а) и всем орициклам 
А (С) в точке С = ей, и ни одна хорда A (Z. а) и ни один орицикл 
A (Q в точке С= е'9 не содержат P-последовательностей функции /(г).

Точку С = е'9 £ Г отнесем к множеству Q0(f), если

lim sup qf (z) — 0;

точку С = е/9£Г отнесем к множеству Qt (/), если

0<^lim sup <7/ (z| < + <х>.

Положим

ж0 (/) = ж (/) П Со (/), жх (/) = Ж (/) П Qx (/), 
i; (У) = ։*(/) n Со (/). i; (/) = I* (/) n Cx CO, C (0 = Co (/) U Cx (/).

В произвольной точке С = e'9 £ 2R (/) имеем C (f, C, D) =/= 2, £и следо­
вательно, в силу отмеченных свойств P-последовательностей, в каждой 
точке Z — е'5 £ ЗХ (/) имеем

lim sup <7/ (z) <՜ + оо.*-►;
Поэтому ЭХ (/) -= ЗК0 (/) и 3R1 (/).

Граничное поведение мероморфной функции f (z) в произвольной 
точке С — е'9 £ Со (/) определяется следующим утверждением, доказан­
ным Андерсоном, Клуни и Поммеренке [1].

Теорема А. ([1], теорема 4.1). Если С= е'п £ Qo (/), то для лю­
бой жордановой кривой L, лежащей в D и оканчивающейся в С = с'9, 
имеем С (f, С, Z,)zjUC(/, С, А (С, а^, а։)), где объединение берется 
по всем углам Д (С, а,, а2) с вершиной в С — е՛9.
г _ Г? тГ/м7в кажлой точке: = е'в € 3X0 (/) и в каждой точке 

— е (/) ДЛЯ любой жордановой кривой L, лежащей в D и окан­
чивающейся в С= е'9, имеем С (/, С, L) = С (J, Z, £>).
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4°. Теперь мы сформулируем основную теорему.
Теорема 1. Для любой, мероморфной в О функции /(г) имеем 

г - Жо (/) и Отг (/) и I; (/) и к (/) и р (/) и £, 
где Е—множество первой категории на Г.

Эта теорема, являясь усилением теоремы Мейера ([3], стр. 204, 
теорема 8.8), представляет собой также обобщение теоремы 1 из [6], 
в которой изучалось поведение вдоль углов Штольца.

5°. Выделим в качестве лемм основные этапы в доказательстве 
теоремы 1.

Лемма 1. Для любой действительной или комплексной не­
прерывной функции у (г), отображающей Е в 2, дополнение множе­
ства С (у) относительно Г является множеством первой кате­
гории.

Лемма 1 является простым следствием теоремы Коллингвуда о 
максимальности. Действительно, рассмотрим семейство кривых С (1), со­
стоящее из счетного числа хорд [Л (1, ял)) и орициклов Лт (1), окан­
чивающихся в точке С = 1, и обладающее тем свойством, что каждый 
угол Штольца Д (1) и каждый орициклический угол ОД (1) с верши­
ной в точке С — 1 содержат по крайней мере один элемент множества 
0(1). Обозначим через О(ч)(С = е,в) образ 0(1) при повороте 
д' — еЛд, О < 2՜. Согласно теореме Коллингвуда о максимальности 
в каждой точке ' = е‘п £ Г, исключая самое большее множество £сГ 
первой категории, для любого элемента £ £ О (С) имеем С (у, С, £) — 
= 0(9, С, О). В силу выбора семейств О (С), каждая точка С = е,е £ 
£Гх£ принадлежит множеству С (у) и лемма доказана.

Приступим к непосредственному доказательству теоремы 1. При­
меним лемму 1 к функциям /(г) и у/(г). Множество Л/=С (/) П С (д/) 
имеет своим дополнением относительно Г множество первой категории, 
так как дополнения множеств С (/) и С (д/) относительно Г согласно 
лемме 1 есть мяожззтвх пзрвэй кхтегэрии. В произвольной точ 
ке С = е10 имеем четыре возможности: (1) множество С (д/, С, £>) 
ограничено и С (/, С, 2Э)=/=2; (И) множество С (д/, С, £)) ограничено 
и С (/, С, £>) — 2; (111) множество С (д/, С, £>) не ограничено и С (/, 
С, Е) — 2; Цу) множество С (д/, С, £)) не ограничено и С (/, С, £>)=/= 2. 
Отметим сразу, что возможность (1у) в действительности реализо­
ваться не может, так как условие неограниченности множества С(у/, 
С, О) означает существование Р-последовательности функции /(г), 
стремящейся к точке = е'° и ведет, следовательно, к утверждению, 
что С {/, £>) = 2.

б=. Если в точке реализуется возможность (Ш), то каждый 
угол Штольца Д (») и каждый орициклический угол ОД (С) с вершиной 
в точке С = еЛ содержат по крайней мере одну Р-последовательность 
функции / (г). Утверждение, что в этом случае С = е|в£Р(/), следует 
из такой леммы.

Лемма 2. Хорда А (С, а) {орицикл Л (С)) не содержит Р-по- 
следовательностей мероморфной в Е функции / (г) в том и толь­
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ко в том случае, когда найдется некоторый угол Штольца Д (») 
(орициклический угол ОД (С)), содержащий h (",, а) (Л (С)), в кото­
ром множество С (qf, С, Д (»)) (множество С (qf, С, ОД (֊)) ограни­
чено.

Для хорд эта лемма доказана в [6]. Установим справедливость 
утвержднния леммы 2 для орициклов. Для доказательства достаточ­
ности, допустим, что по некоторому орициклическому углу ОД (»), со­
держащему орицикл Л (С), предельное множество С (qf, ОД (Q) ог­
раничено, но Л (С) содержит P-последовательность [zn] функции f (z). 
Согласно ([4], теорема 3) найдется последовательность точек

{zjl, lim □ (z„, zi) = О,
Л* -о 

по которой
]im q; (z'n) = + œ.

В силу отмеченных выше свойств орициклов все точки z'n, начиная с 
некоторого номера пл, попадут во внутрь орицикличезкого угла ОД (») 
и значит множество С (qf, С, ОД (»>) не ограничено, что невозможно.

Чтобы доказать необходимость условий леммы 2, допустим, что 
в каждом орициклическом угле ОД (Z), содержащем орицикл А (^), 
предельное множество С (qf, С, ОД (»)) не ограничено. Таким образом, 
любой угол ОД (Z) содержит последовательность точек {гк}, по кото­
рой lim ç/(zn) —+ °°. Неограниченно уменьшая величину раствора 

Л-*э°
углов ОД (»), стягивая их к орициклу А (’) и используя свойства ори­
циклов, выделим из последовательности точек }zn\ такую подпоследо­

вательность {zn}, чтобы lim о (zn, A (Z))=0 и lim qf (гя)=-|-'ю.Л-• •» Л— *>
Обозначим через {z^} такую последовательность точек из A (Ç), 

для которой lim о (z„, z\)— 0. Согласно ([4], теорема 3) последова- 
/1 -* сю

тельность точек {z^] является P-последовательностью функции f (z).
7°. Если реализуется возможность (i) или возможность (Н), то точка 

՝ = е'° принадлежит множеству Q (f). Утверждения, что С = е*8 Ç 30? (f), 
и значит CÇ 9Х0 (/) U 3D?! (/), если реализуется (i), и что » = е'8 £ I* (f), и 
значит С (; (/) U Ij (/)> если реализуется (И), следует на основании 
определений множеств 2R (/) и I* (/), леммы 2 и следующего ре­
зультата.

Лемма 3. Если у мгроморфной в D функции f (z) в некоторой 
точке множества С (qf, С, Д (»)) (множества C(qf, »,
ОД (Q) ограничены для любого угла Штольца Д (») (орициклического 
угла ОД (С)), то для всех хорд А (», а) (орициклов Л (С)) в точке 
' е множества С (f, С, А (С, а)) (С (f, С, Л (Ç)) одинаковы и совпа­
дают с С (f, С, Д (»)) (С (f, С, ОД (С)). В частности, если в точке 
С = е*0 £ С (/) множество С (qf, С, D) ограничено, то
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Л С (f, А с, «)) = n С(/, С, А (С)) == C(f, Z,D). Л A
Справедливость утверждения леммы 3 для хорд h (', а) и углов 

Штольца А (') установлена в [6] Чтобы доказать лемму 3 полностью, 
допустим, что найдутся орицикл А (') и значение такие, что
a~C(f, Z, А (С)), вто время, как в каждом орициклическом угле OA(Z), 
содержащем орицикл Л (С), имеется последовательность точек {z^' J 
такая, что lini zj/1 = Z, по которой lim f (z^A)) = а. Неограниченно 

уменьшая величину раствора углов ОА(С}։ стягивая их к орициклу 
Л (Z) и используя свойство орициклов, выделим из последователь­
ности точек (г'/'} такую подпоследовательность точек {z,}, что lim z, = Z» 

lim / (z,) = а и lim a (z„ Л (Q) = 0. Отметим на A (Z) такую после- 
V— «О

довательность точек {zj}, чтобы lim я (z„ zj) = 0. По допущению 
V— ОО

lim /(zJ)=O. Согласно ([5], теорема 7) каждая из последователь- 
»-»ее

ностей {z») и (zl) является ^-последовательностью для функции f (z)- 
Согласно лемме 2, по некоторому орициклическому углу ОД (С), со­
держащему орицикл Л (С), множество С (q/, С, ОД (С)) должно быть 
неограниченным. Полученное противоречие доказывает лемму 3, а 
вместе с ней и теорему 1.

Замечание. Анализируя доказательство теоремы 1, особенно 
п. 7, мы видим, что фактически доказано следующее утверждение: 
для любой мероморфной в D функции / (z) имеем

I* (/) = Ig (/) U I]* (/) U Е, где Е — множество пер­
вой категории на Г.

Пусть р0^>1— действительное фиксированное число. Точку 
С = е'0 £ Г отнесем к множеству Рр<1 (У), если каждый орициклический 
угол ОД (Z) и каждый угол Штольца Л (С) с вершиной в точке С = е'9 
содержит ''֊’’-последовательность функции У (z). Точку Z = е'° £ Г от­
несем к множеству Р~ (У), если каждый угол Д (Z) и каждый орицик­
лический угол ОА (С) с вершиной в точке Z = е19 содержат по крайней 
мере одну Р-последовательность функции f (z) и не содержат PfP1)-no- 
следовательностей функции У(г).

Теорема 2. Для любой мероморфной в D функции f (z) имеем 

г = ж0 (У) и ж. (о и I- (У) и i; (У) и р,. (У) и р- (У) и е, 
где Е—множество первой категории на Г.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1. 
Рассмотрим множество М — С (У) П С (q/) П С (q(jPo))- Согласно лемме 
1, множество Ла имеет своим дополнением относительно Г множество 
Е первой категории; т. е. Г = MU Е. Для любой точки С — e'9 £ М 
имеем восемь возможностей:
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С(/, С, 0)^2, 

(։) С (ч/, £>)У + оо,

С^, С, 0)5 4֊«” 

С (/, С, £>) = £1. 

(ш) с (ч/>+ ос, 

£>)Э+=О,

С (Л О) = 2,

И с(9/,рэ + сс, 

с (Ч'Г\ я)з + оо, 

С(/,£>)¥=£ 

(уп) С(д/, ;, 2))Э+оо,

с (чУ'\ с, О) л-ос,

с (/,О) = 2, 

(и) С(<7/,+ ос, 

с ,

с у,о) = о, 

(։у) С (ч/> О) ^4-со, 

С(#"։, :,£>)Э + ^ 

С (/, С, й) * 2, 

(у։) с (ч/> ',, &) з + °°։ 

С(дГ, О)Э֊г~, 

С(/,£>)=/= 2, 

(уп!) С(ч/> ’• О) 3 -г °о» 

с(ч(/”\ *. 0)3+^.

Используя свойства Р(р} (/^^-последовательностей, легко выве­
сти, что последние четыре случая в действительности не реализуют­
ся. Покажем это, например, в случае (у!). Так как С (ч(/’“'• ’> 0)3 |-оо, 
то из определения множества С (Ч/’’)> ՝• О) следует, что существует 

последовательность точек

1яя)> г„^О, п ■— 1. 2, •••» Ит |ггя|=1, яя—*С, 
Л - «

удовлетворяющих условию

Ит (1 — |яп|)р,Р (/(гя)) = + ос
П -V 00 

и значит

Ит (1 — |*„|) р (/ (г,,)) =4-оо.
П-* ее

Последнее противоречит тому, что С (ч/> О) 3 4 а՝-
В случае (ш) каждый угол Штольца А (',) (орициклический угол 

ОА (')) с вершиной в точке С = е/0 содержит по крайней мере одну 
Р-последовательчость функции / (я). Кроме того ни один из уз­
лов Штольца А (С) и орициклических углов ОА (") не содержит 
/’^-последовательностей, поскольку, в противном случае, в силу тео­
ремы 3 из статьи [4], некоторый угол Штольца А (") или орицикличе­
ский угол ОА (С) содержал бы последовательность точек \гп}, гя—*С, 
по которой

Ит ч(гр,) М =-■ 4՜ =о. 
н-*« '

Следовательно, при реализации случая (ш) точка = е'՜9 6 Рр (/)• В 

блучае (1у) любой угол А (С) (орициклический угол ОА (С)) содержит 
по крайней мере одну Р(л)-последовательность функции / (я), и еле- 
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довательно, точка С = е(* £ Рл (/). В доказательстве теоремы 1 было 
замечено, что при реализации случаев (i) и (И) точка С = е'6 принад՜ 
лежит множествам ЯК (/) или I” (/).

8°. Чтобы сформулировать некоторую теорему, родственную тео­
реме 2, введем дополнительные обозначения. Если функция f (z) ме- 
роморфна в D, то как это принято в теории предельных множеств, 
F (f) обозначает множество точек С =е/в£Г, в которых объединение 
U С (f, С, Д (С, я։, я2)) по всем углам Штольца с вершиной в точке 
а

* = е/6 £ Г состоит из единственного значения. Множество точек 
' = е/в £ Г, в которых для произвольной функции f (z), определенной 
в D, множества С (/, Д (С, а ։, ®2)) одинаковы для всех углов Д (С, 
а։, а2) с вершиной в » = е'°, обозначают через К (/). Множество точек. 
' = е/0, в которых

ПС (Л :, Д (С, а1։ а2)) = С(/,:,А
обозначим через С (/). Точку С = е'։ £ I" отнесем к множеству /* (/У, 
если пересечение П С (/, С, А (С, ®)) по всем хордам А (г,, в г, = е'° 

А
совпадает с 2 и ни одна из хорд А (С, а) не содержит Р-последова- 
тельностей функции / (z). Точку С = е'։ отнесем к множеству Pt>, (f), 
если каждый угол А (<, а։, ®2) с вершиной в С = е՛'8 содержит хотя бы 
одну Р,/>։)֊последовательность функции / (z). Точка С — е1'1 принадлежит 
множеству Р~ (/), если каждый угол Д (£, о^. а2) с вершиной в точке 
С = е'° содержит по крайней мере одну Р-последовательность функции 
/ (z) и не содержит ^’'-последовательностей функции f (z).

Теорема 3. Для любой мероморфной в D функции f (z) имеем

г = Р (/) и /* (/) и Рр. (/) и Р; (/) и Е,

где Е— множество линейной меры нуль на Г.
Эта теорема уточняет утверждение теоремы 2 из статьи [б].
Доказательство теоремы 3. Воспользуемся результатом 

Е. П. Долженко ([3], стр. 257), согласно которому для любой дей­
ствительной или комплексной в D функции q (z) имеем mes К (q)=2~. 
Образуем множество

= л: (/) п К(<7/) n Ä7 (q/0>).

Тогда Г = N{jE, mes Е = 0. Для произвольной точки С = и 
любого угла А (С, а1։ т2) имеем восемь возможностей:

С (f, А (С, а1։ aj) * 2, С(/, С, д (С, а1։ а2)) = 2,
(i) С (у/ , С, А (;, а1։ о.)) 5՜ 4- со (И) С (<?/, Z, А С, гг, J -|- со,

С (q</»\ С, Д С, а1։ а2))э + со, С (g/Л С, Д (С, ар а,))՜ + со,
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С (ք, С, д С, <հ, 4)) = Զ. 
(ш) с (<7/,:, д с, «1. 4)) Э +°=, (М 

С (գ^, С, Д (С, 4, 4))Т+°с,

С (ք, С, д (С, 4> 4)) = Ձ, 
(V) С (գ/, Լ, д (:, 4. 4)) У + °=> (у0 

с (ч?‘>>:, д (с, а։, 4))Э +®=»

С (ք, Լ, д С, 4, а2))^о.

(уп) С (հք, Լ, ձ (Հ «կ, а.,)) -г ==,

С (<?/•’, д С, 4, 4)) } ос,

с (/, С, Д (С, <4, а.)) = 2

С (Ч/, Լ, ձ С, 4, а2))Э + оо, 

С (ч(/о)< С» Д (С, 4, я2)) Э +°'ւ

С (ք, С, Д С, а։, а2))^2, 

С (ч/. Д (’> 4, «2))У + °о> 

С (ч^. Գ Д (Հ <4, 4֊ го,

с (ք,Д С, 4> 4)) ¥= Զ, 

С (ч/> ՝> д <4, “»)) 5 + ос, 

С(д/">, :, д с, <4, а2))7+ос.

Заметим, что последние четыре случая не могут реализоваться. По­
кажем это, например, для случая (уш). Условие С (ч/> ՝> Д (՝> <4, 
я2)) -|- °° означает, что угол Д (С, 4» 4) содержит Р-последователь-
ность функции / (г), следовательно

С(/, С, д с, «4. ’շ)) = Զ>

что противоречит первому условию. Остальные три случая рассмат­
риваются аналогично.

В случае (Ш) каждый угол Д <4) с вершиной в точке 
С = е/0 содержит хотя бы одну Р-последовательность функции / (г) 
и не содержит ни одной Р(/,։)-последовательности функции / (г). Сле­
довательно, точка С = е,։ £ Р;՜ (/). В случае (1у) каждый угол Д С, 

4, а2) содержит по крайней мере одну Р(/,<,)-последовательность функ­
ции /(г), следовательно, точка С = е/6 £ Рр, (/). В статье [6] доказано, 
что при реализации случаев 0) и (11) почти все точки С = е1'1 принад­
лежат множествам Р (/) и I* (/), соответственно.
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Ա. Ն. ՀԱՑՉԱՊԵՏՅԱՆ, Վ. Ւ, ԳԱՎԸՒԷՈՎ. Մհրուք&րֆ ֆռլնկ<յքւաներ]ւ եզրայֆն ւէարքֆ ւէհ. 
րարհրյալ Ս՜այհրի բնորեմի ուժեղացումր (ամփոփում)

Հոդվաէոլմ նշված է Կոշինգվոպի մաքսիմալոլթշան թեորեմի ([2], Լշ 379, 395 կամ [3], 
էշ 108, թեորեմ 4.8) կիրառություն միավոր շրջանում մերոմորֆ ֆունկցիաների հորիցիկլերի 
վրայով եզրային վարքի ոաումնասիրության համարւ Օգտագործվում են - նաև հաջորգա֊
.կանությունների հատկությունները [4]ւ Ապացուցվող երկՈԼ թեորեմներն ուժեղացնում են Մա- 
յերի թեորեմը ([3], Լչ 204, թեորեմա 3.8) և տարածում են այն հորիցիկլային ուղիների վրա։
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A. N. AJRAPET1AN, V. I. GAVRILOV. Generalization» of a theorem of Meier, 
concerning the boundary behaviour of meromorphic function» (summary)

The paper deals with an application on the Collingwood theorem ([2], p. 379, 
p. 395 or [3], p. 108, theorem 4.8) and properties of P^-sequences [4] to the study 
of horycicle behaviour of meromorphic functions in the unit disc. Two theorems are 
proved that generalise the Meier theorem ([3], p. 204, theorem 3.8) and extend it on 
the horycicle paths.
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НЕЛИНЕЙНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Пусть — — ограниченная область в п-мерном евклидовом про­
странстве Е„, х = (х։.......хл) точки —, ֊V—граница Рассмотрим
следующую задачу:

ац (х, и) их х ֊1֊ а (х, и, их) —/(*)>  -V С 2» (1)

6/(х, и) иХ/ — Т>(х, и), (2)

в предположении, что 6/(х, и)соз(п, х/)>2^>0, где п— внешняя нор­
маль к границе 2. Здесь и всюду по парам одинаковых индексов 
подразумевается суммирование в пределах от 1 до п.

В работе [2] получена условная теорема существования класси­
ческих (дважды непрерывно дифференцируемых) решений краевых 
эллиптических задач в предположении, что имеются априорные оценки 
максимумов модулей и модуля непрерывности первых производных 
решений. В гл. X [1] исследована классическая разрешимость краевой 
задачи для квазилинейных эллиптических уравнений с дивергентной 
главной частью

----(а/ (х, и, их)) — а (х, и, их) — ք (х)
<1x1

при граничном условии

а/(х, и, их)соз(п, х,-) = 7 (х, и).

В настоящей работе в предположении, что известна оценка 
тах|и(х)|, получены оценки < и > <’>, тах|уи|, { их_ )необходимые 

для исследования классической разрешимости задачи (1)—(2). Заме­
тим, что достаточные условия ограниченности максимума модуля ре­
шений задачи дается теоремой (2.2) главы X [1].

Пусть и(х))С’(2), шах | и (х) I М, функции О//(х, и), а(х, и, р) 
при х£2, |и|^А/и произвольных р дифференцируемы по своим ар­
гументам и удовлетворяют следующим естественным ограничениям 
См. [1]):

а,7 (х, и) > V (М) ", V (Л/) > О, (3)
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даи (х, и) 
ди

да,/ (х, ц)
дхк

да (х, и, р) 
др.

)(1֊гЫ)+

г | а (х, и, р) | 4֊ да(х, и, р) 
ди ~

да(х, и, р) 
дх. (1 + I р|)3. (4)

+

Здесь и далее через *(£),  и(^) будем обозначать различные постоян­
ные, обладающие следующими свойствами:

* Обозначения см. в {1].
846—3

э (/) — положительная невозрастающая непрерывная функция, оп­
ределенная при I > 1,

ц(/)— положительная неубывающая непрерывная функция, опре­
деленная при #^-0.

Кроме того, считаем, что

5^0’, ?(х, п)£02{х, п; х£2, |ц|<Л/|,

Ь,(х, н)£0*{х,  и; х£2, |и| "СЛ/}, /(х)^£-(2)*.

Рассмотрим область 2։, примыкающую к некоторому участку гра­
ницы 2. Без ограничения общности можем считать, что система ко­
ординат |х/ )£_։ такова, что направление внешней нормали к 3, за­
дается уравнением х„ = 0. Из (1) и (2) следует, что при любой 
функции (2), равной нулю вне 21։ и(х) удовлетворяет сле­
дующему интегральному тождеству:

Г ацих т)х + их т1 — (а —/)т, ] дх + Г ап/их ъдз = 0.
и Ь * дх, 1 J J >

-У,
(5)

Учитывая условие (2) и преобразовывая граничный’ интеграл в (5) 
в объемный, получим следующее интегральное тождество:

+ Л-п-Р (Л։их< + —Л,иХп7)Х։]</х = 0 (б)
У

где

л—1 , Ъ \
Л,(х, и)= 2 (а„,— апп—-)> <р = аЛЛ-֊->

ев«1 ՝ Ьп' Ъп

л , \ I х I Л4» дА. . д<?А(х, и, их) --=— их —а + /+ — их——֊ “х„ +Т2- 
дх, дхп • дх, п дхп

Из наших предположений следует, что

|Л(х, п, р)| < Р(М) (1 + | Р I)«. (7)

Положим в (6) т; = С2 шах {и — к, 0}, где к — любое число, а С (х) —
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срезающая функция для шара к? радиуса р с центром на 51։ не пе­
ресекающего Тогда из (6) получим

\[ациХу иху + ациХ} (ы — к) 2”Х/ 4֊ А (и — к) ? + Чихп^ +

■^4, р

4- (Л«иХ։ + ф)(и— к)2гЛхп~ АсиХп (и — к) 2г,'Х']<1х = 0, (8)

где

А,р= |х£2Р; и(х)>к), 2Р=^Л2.

Первый член в (8) оставим слева, а остальные перенесем вправо и 
оценим, пользуясь условиями (3), (4) и (7). В правой части к членам, 
содержащим производные от функции С (х) применим неравенство Коши 
с ։>0 (см. гл. II [1]). Тогда из (8) получим следующее неравенство:

У | уи |’!Л/х < 7 у(и— 4)2|у’4։ <7x4- тез Ак, ? >

Р А1<, р
(9)

где 7 зависит от р-> Ъ М. Подставляя в (6) т) = С2 тах [—и — к, 0} и 
производя аналогичные оценки, придем к неравенству (9) для функции 
— и(х). Из (9) на основании теоремы 7.2 гл. II [1] следует оценка 
| и |(1) вблизи 5Г

Перейдем к оценкам первых производных и (х). Для этого пре­
образуем тождество (6) с 7} — ;х , г п, где ; — произвольная доста­

точно гладкая функция в 2, равная нулю вне 2Р В результате бу­
дем иметь

</(АпХ։+?)
</х,

(1 (А,их ) I
4 --------- 2— ;х </х = 0

dxr х- ]

или, что то же самое

[аОцхг ху «X, + В‘ ’X, + (А*ихгхп «X, — А-их, Хг *Х„)]  Лс = 0, (10) 

где

р / х da.ii . ֊ . ,./<1А, , <7® \ , ч ИА.В‘ (х> “» “«) — ~ “х, + ~ ( —— их + ■
dxr 1 \ </хг • dxт / <1хг п
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Из наших предположений следует, что

Д = и,гВ,|Ь|<р(Л/)(1 + |р|), i=hr 

в,= B'r + Br\Br\^v.(M)(i + \p]Y
(И)

где

Br = ֊~u x+f + dx, J
dA. 
dxn

dA.
dx.

df 
dx,

Предположим пока, что известна оценка тах | уи | <1 М1 и оценим гель- 

деровские нормы для первых производных. Подставим в (10)

։ = С*  max (ux^ — к, 0)

и пусть
At, р = {x£QP; ux>fe}.

Тогда получим

J a0«xrxy “xrx,? + atJuXrX. (их - к) 2ССХ/ 4- Bt uXfXp + 

р

+ Bi (uXr - к) 2ССХ/ + л.нХгХп (цХг - k) 2ССХ< -

— А.их^х (их — к)2Ц.х ] dx = 0. (12)

Первый член в (12) оставим слева, а остальные перенесем вправо. 
Произведем оценки с помощью условий (3), (4), (7), (11), а в членах, 
содержащих производные от функции С (х), применим неравенство 
Коши с е^>0. Тогда из (12) получим 

— к)*  | vC |։ dx + mes At, p (13)

где 7 зависит от |а, Ми Mv Если в (10)подставим E=Csmax{ — их —к, 0), 
то придем к неравенству (13) для функции — их . Из (13) на основа­
нии теоремы 7.2 гл. II [1] следует, что < их >^<с, г^п с неко­
торым с и Р^>0, зависящим от перечисленных выше постоянных. 
Оценка величины < их„ > следует из уравнения (1) и неравенства 
(13). В самом деле, из (13) при к = min их следует, что для шаров
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А’р, лежащих в области верна оценка (выбираем С (х) так, чтобы

j |V«xi_larf«<Tf'n-2+2?’ r=f=n- (14)

Из уравнения (1) вытекает, что

их х =^dlruXXl + d (15)*ллл г tг+л

с ограниченными dir и d. Значит (14) верно и для их^х^, и в силу 
леммы 4.2 гл. II [1] < их > оценивается через известные постоян­
ные и расстояние 22 до

Теперь оценим max|yu| в 2. Как и в случае первой краевой 
задачи [1], для этого достаточно получить оценки интегралов 
J | уи | dx (т — достаточно большое, но конечное число) и макси­

мума модуля градиента и(х) на 5,. Заметим, что из (9) при 
К. = min и (х) следует неравенство

*^1

J | V« |2 dx С срп-2+ь (16)

при р -С р, где рис определяются числом М и известными постоян­
ными. Обозначим

‘° = 2 + L
k=l

В тождестве (6) положим у = [ц (х) — и (х0)]и’+։ш’С։, з, </>0, С(х) — 
срезающая функция для шара К? с центром х0 £ и радиусом р < р, 
меньшим расстояния х0 до ЗХЗр В результате будем иметь

üp

uxv* +1a՝4 г* + (и — и (х0)) [а//ох (з -}-1) и’их^и’С։ +

4- anux.v,+zqa>4 1 4՜ afjUXjv*̂ 42ССХ -f֊ Avt+1 ш’С2 4֊

(■А,их + ?) (з 4՜ 1)«։ vx w’»24-ü։+1gw’ J«JXC։-|- Л
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-|- ©•+։ <о’2Кх ) — А,их ((5 4՜ 1) °։т,х ш’ +

5, ) (ых^о’и>’ С։ 4՜ их 5-о‘-у ихмч С2 4՜ их и։дш»-11ох С։ 4՜

4֊ и** 1 д^'1 ֊1 <вх С*  4֊ «։+’ш’2 Кх<) ] 4՜ <риХпО։+1 <о’С։1 (/х = 0.

Производя оценки с использованием (3), (4) и (7), придем к следую­
щему неравенству:

с1тах|и — и(х0)| 
“р

[($4-1) и*«> ’| уи|С։ +

р

до«+։ (О*՜ 11 гшI с» 4- 2и։+1ш’» I уС | ]о?'2 4֊ «»+։«)’ +1(?1 </х +

4- с։ у«։+։ш’+1/аС,</х> 

О 
“р

в котором сг определяется постоянными у(М), р(М), шах |<р|.. 
*€2Р1“1 < М

К членам в правой части применим неравенство Коши с е = 1 и вос­
пользуемся тем, что тах|и(х) — и (х0) | -С с2р։. Выбирая р (Зс։С2)~1/։ , 

о 
р

получим

и* +1ю’ +1 \г(1х -< ср“ [(з 4՜ I)2 у*՜ 1 I vv|^C։+g1v։4՜յ«^’՜2| |։»։ +
■2 £>р р

4- 2»*+1 ш’ I уС I2] 4х 4- с (з, ч). (17)

Теперь подставим в тождество (8) 5 = ихо*ш ’<։,. г=]=п. В результате 
получим

У[(со"хгху +

О ~р

4֊ их и։и>’2ч^хр 4-9-‘4««'՝ш’-1С։ых («х 

Л

- «х, «х Х„) +

4՜ Л.и*ш ’С(«х Сх — ух Сх )]</х = 0.

Произведем здесь суммирование по г от 1 до п —1. 3 левой части 
оставим два положительных члена

а<^хгХ) ^хгХушЧ а/>Ихгх/х/и’՜1 ^хшч С" = — а,уих ухшч С1,

Остальные члены перенесем вправо, подставляя вместо их х его зна­
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чения из (15) и производя интегрирование по частям в члене Вг$х . 
Левую часть оценим, исходя из (3), а правую часть оценим по мо­
дулю, замечая, что в силу условий на 5, /(х), ? (х, и) и (4) верны 
следующие неравенства:

I а/У“хгх/ихг К с | г« |,

дих х1хг ди ' Охг с1Хгдхп хгх

В результате приходим к неравенству

-}-1 уи I «* “>’£ | V*  | 4֊ «1'2ш1'2 / 2 | ихх | С4 * * * 8 ֊|- от* -1/21 у и | и)» С2 4֊ 
V, п

4- «•+■(»» |уС|* 4֊ (14֊ з) (19)

Из (17) и (19) при у = 5 = 0 и достаточно малых р следует

<1х < с у V | уСг/х 4- с (р)

й₽
и, так как и-^со, то на основании (16) получим

4՜ | уш | С2 4՜ о'+։/2ф’ С | Й 4՜11,1/2 2 I их х 1 т>* +1/а ч։ 4՜ 

4֊ и։+։ о>’+1С2| дх = 0-

Применяя неравенство Коши с е при у = з =• 0, получаем

С 2 их ХС։ < с С (<«£8 4- V | уч |2) с/х, (18)

о г+п а
р ~р

2о8 а при з >> 0, у > 0, выбирая е = —— 
з

р Г 2
</хс I I <и’~2 и։+։ | уи> I2 £=4֊У | 2 и2 х С2 4- V’ -1и>’ I у V I2 Ч8 

о г^пр
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9

+ иш 1 </х -С сг(р). (20)

Л

Так как ։»^ =22 ихвихгх։> 
е-1

то 1уш|2<4ши2х. Из (15) имеем, что

I К с' 5 । ихгх I + с'ш- (21Ь
г/>п

Следовательно, верно следующее соотношение:

| у« |2< сш 2 и2хх 4֊ сш’. (22)

Пусть з^>0, из (17) и (19), используя соотношение (22) при — 1
з

выводим

Пи*+։ ц>»+։ С*-|-и»(1)» 2 рх -С с (з, д) Ги։+1ш’|?С|։</х+с(з, д).(23) 
г <Л ’ V

Пусть Р։ = Х + _Г_, 2р — последовательность областей з =

= 1, 2,... и С, (х)—срезающая функция для шара Кр , Травная еди֊
нице в К.^ ։> Если д = 0, то из (23) и (20) вытекает

У о'+1шС2<7х с (з), з>0.

2Р,

Рассматривая (23) последовательно при д = 0, 1,... , получим оценки 
интегралов

(24)

2₽
2

а используя (21) выводим

(25)

р
2

отктда и следует

х 2

(26).
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Оценим сейчас тах|нх I, г^п вблизи 5։. Введем функцию я V-, и 
пусть Ак = {х; х£2, я{х)>к\. Подставим в (8) ? = ихр шах [я — к, 
О), г =/=п, к> 0 и просуммируем по г от 1 до п — 1. В результате 
получаем следующее интегральное тождество:

J[a.7«xrxy(nxrx, (*֊№  4- uxzxp + иХг (։ - к)27,Х/) +
ZL

+ Bi (uXfX. {я — к)՛? + uxzxp + иХг — к) 2::хр —

+ A.zt(vx Сх — Vx Сх ) + А,(z — k)r,(vxJ.x —vx :x )| dx = 0. ' *л  лс е п nee n

Так как uX'X.uXr = -֊-(ях,— 2vKx), то из условий (3), (4) и (11) вы­

текает, что

J | I2 dx < с (1 + I V« I)’ (1 +1 V’ I5 dx < Cj j (1 + | V“l)’ dx, 

A к ^k

где Cj зависит от н> v> Р- Применяя неравенство Гельдера с показа-
I 1телями р = —> q —   —» где I on, получим
6 I — 6

1
C|Vx|2rfx<c։mes’ Ак, — > 1 - —• (27)
J <7 п
Ак

Из (27), в силу леммы 5.4 гл. II [1], следует оценка пах тч3 М1։

т. е. max | их | М։, r=f=n. Используя граничное условие (2), оцени-
-I

наем max | их [. Из этих оценок и неравенства (25) также как и в слу- 2, "
чае первой краевой задачи (гл. IV [I]) получается оценка max|Vu 
вблизи 5j. Сформулируем доказанные утверждения в виде теоремы.

Теорема 1. Предположим, что функции a,j (х, и), а(х, и, р) 
при | и | < М и произвольных р дифференцируемы по своим
аргументам и удовлетворяют неравенствам (3) и (4):

/(х)^£.(2), ?(х, иКО2(2Х[֊М, Л/J), Ь։(х, и)СОг^Х[-М, М\), 

тах|?, <рХ/, <рп, zXiU, <?ио |< |*  (ЛГ). 
л

Пусть граница S^O2. Тогда для любого решения u(x)£Cs(2) за­
дачи (1) (2), для которого тах|и|^2И, норма оценивается
при некотором р^>0 постоянной, зависящей от М, v (Л/), ц(Л/) и 
границы S. Этими же постоянными определяется р.
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Этих оценок достаточно для исследования классической разре­
шимости задачи (1) — (2) в предположении определенной гладкости՛ 
функций, образующих уравнение (1) и граничное условие (2), а именно, 
справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнено следующее условие (теорема- 
2.2 гл. X [1]): при | и | R (R— достаточно большое число):

ац(х, ч > 0,

sign и Oa/j (х, и) . -----------------Ւ а (х, w, 0) ֊/(*)  <0,

sign и [bi (х, u) cos (л, Xi) — f (х, «)]>0, x£S, 

и пусть функции atjfx, и), а(х, и, р) и их частные производные 
по х, и, р удовлетворяют условию Гельдера с показателем а по 
х и с показателем по и, р. Функция bi(x, и) принадлежит 
пространству S—поверхность класса С2+\ Тогда зада­
ча (1)—(2) разрешима в пространстве С2т’(2).

Пользуясь случаем, автор благодарит проф. Н. Н. Уральцеву 
за постановку зидачи и постоянное внимание к работе.

Ленинградский государственный 
университет им. Л. А. Жданова Поступила 7.IV.1975

է. Լ. ՂԱ&ԱՐՅԱՆ. Ոչ-զծային եզրային իւնւյիր կվազիզծային էլիպաիկ հավասարումների 
ոսմար (ամփոփում)

Աշխ Հւտանրոլմ դիտարկված է ոշ֊դծային եզրային խնդիր

au(x, u)uXiX +a(x, u, u*)=f(x),  x£S,

bt (x, u) uX{ = 7 (x, u), x £ Ճ

Հավասարման էլիպտիկության պայմանի դեպքում և երբ տեղի ունի հետևյալ պայմանը

bi(x, u)cos(u, x/)>3>0:
Ենթադրելով իրագործված max ] Q | Հ M պայմանը, ստացված են

< ս > օՀ max|yu|, < uX{ > W

գնահատականները, որոնք անհրաժեշտ են խնդրի կլասիկ լուծելիության հետազոտման համարւ
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E. L. KAZARIAN. Non-linear boundary problem for quatl-linear elliptical 
aquation*  (summary)

The paper considers the boundary problem

atj(x, u)uXtXi + a(x, u, ux)=f{x), 

bt{x, u)aX{ — <f>(x, u), 

for elliptical equation and

6/ (x,, u) cos (u, xi ) 8 2> 0.
Under the condition max | u | C M the evaluations of

< U > max | çu [, ( u, ) <?>,“ U i -
which are necessary for the analysis of classical solvability of the problem are de­
rived.
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АСИМПТОТИКА МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ И ЗОН 
НЕУСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ ХИЛЛА

§1 . Введение

1. Рассмотрим систему из п. уравнений 
л'-х

<6 Л, (1.1)ас
где х(7) есть п-вектор (столбец), (}({) есть п X п матрица, (*■— ве­
щественный параметр. Матрица (2(() имеет период Т^>0. Число 
р = р(р.) называется мультипликатором [3] системы (1.1), если суще­
ствует нетривиальное решение этой системы х(() такое, что

х(г+Г) = Р.х(г) (1.2)
при всех = (— оо, 4- оо). Нас интересует асимптотика мульти­
пликаторов р(р) при р-» -р ос.

Эта задача рассматривается при следующих предположениях от­
носительно матрицы (2(():

Условие I. При сообственные значения матрицы (2(0 ве* 
щественны, положительны и различны.

Условие II. Матрица (2 (0 голоморфна в некоторой полосе
Са = { (:|1т(Ка).

Заметим, что мы не предполагаем вещественной симметрично сти 
или эрмитовости матрицы (2(0 при

Основным результатом настоящей работы является теорема 3.7 
(формула 3.27)), в которой получены асимптотические формулы для 
мультипликаторов, и теорема 4.1 — о зонах неустойчивости.

Отметим, что в случае систем для мультипликаторов ранее был 
получен только главный член асимптотики.

Асимптотику ру (р) мы вычисляем с помощью асимптотики фунда. 
ментальной матрицы Х^, ^) системы (1.1) (при + (€ [0, Г]).
Асимптотику Х({, р-) можно вывести из классических результатов 
Г. Биркгофа — Я. Д. Тамаркина [1], [2], однако из такой асимпто тики 
не удается вычислить асимптотику мультипликаторов. Основной тех­
нический прием, использованный в настоящей работе — построени е не­
которой специальной фундаментальной матрицы (ф. м.), вто сделано в; 
§ 2. При этом существенно используется голоморфность матрицы 
(}({) в окрестности вещественной оси.

Асимптотические формулы для модулей мультипликаторов Ру(р-) 
системы вида (1.1) в точках краев зон неустойчивости при гла дкой
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симметрической вещественной матрице <2(?), которые удовлетворяют 
еще условию I, вычислены в работе [4]. Асимптотика ширины зон не­
устойчивости скалярного уравнения (1.1) при аналитической функции 

получена в работе [9]. Некоторые результаты этой работы со­
держатся в [10], [11] и доложены на семинаре в МФТИ.

§ 2. Асимптотика специальной фундаментальной 
системы решений

1. Введем обозначения: 1 — собственные значения
матрицы <2(?), занумерованные в порядке убывания:

<?»(') >?«(')> •••><?«(?) >0, (2.1)
МО = - гУ чп-/+1 (0, '•«МО = IVч7й)> (2.2)

где V <М0>° при * 6 Я,
Ло(?) = «Наг (МО.- ՛ •> '֊2л (?)). (2.3)

Сведем систему (1.1) к системе первого порядка, полагая

х/(0"»/(0. = Мл-МО. К/<п. (2.4)аг
Тогда система (1.1) эквивалентна системе

= ■«') = (-<2«) ^)’ (2-5)

где #(?) есть 2п-вектор (столбец) с компонентами у,-(?) и О, Е — со­
ответственно нулевая и единичная пХл матрицы. Собственными зна­
чениями матрицы А (?) является Х/(?).

Если 6>0 достаточно мало, то в полосе <7* = {/: |1пй| 6) функ­
ции /֊;(?) голоморфны и различны и поэтому существует [5] голо 
морфная и невырожденная при матрица То (?) такая, что

А«) Го(?) = Г0(?)А0(?). (2.6)
.Пусть лх (?) — диагональная матрица с элементами

(Л1(?)Ь = хУ)-(?) = -(<Г0-1(?)?^ИО) , (2.7)
\ Л

и Л (0 —матрица с элементами

(Л (О)/у = 0, (Г, (?))1у = ()„ (?) ֊ (?))֊’ ( Го՜1 (?) , (2.8)

Тогда 11
[Ло (?), Л (?)]- Го՜1 (?)^ л (/)

</?
[Ло«, л (?)] = ло (?) Гх (?) - тг (?) Д, (?). (2.9)

՛ _ Л/еЛМл 2Л‘ ПуСТЬ 6>0 достаточно «ало. Тогда существует
■1*0 Но (о) 0 таксе, что подстановка
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у (0 = Тй (/) (£ + Р֊1 Л (С)) г (О (2.10)
приводит систему (2.5) к виду

^=(pAo(O + A1W + p-JP(f, р))х(О. (2.11)

P(t, р) = -(£+р-։Л(О)-։х

X (л (О Л, (0 + Го՜1 «) Тг а) 4- • (2.12)
ас ас /

Матрица Р(/, р) при р>*|*0(6) голоморфна в Сь и 
тахЛР(/, р)|<с, Р>Р0(6), (2.13)
ю'ь

где с не зависит от р, Сь — {/: 0 Ие£ < Т\ |1т/| < Ь\.
Доказательство см. [6], лемма 2.3. Заметим, что матрицы Т} (/),

Л/(О, / = 0,1 голоморфны в области Сь, и что имеет место асимпто­
тическое разложение

P{t, 1А)~2 Л(0р՜*. Р—°о» t^Gb, 
л—о

Р*(0 = (-1)*՜1 (7’Г1(0Л1(0 +

+ Т\ (0 Го՜1 (0 7,(0 + л* (0 —) • (2.14)
dt dt /

Введем обозначения
? 3

ч («, ?) = J (0 dt, ф (а, р) = [ (0 dt,

а а

₽) = ?,(«) ֊М₽),

?) = й1,(а)-еУ,(Р), 
?

£/° (а, ₽) •-= exp ( j (рЛ0 (0 + Лх (0) dt), 

а
«;(«, ?) = ехр (р$7 (а, р) + $У’(а, р)). (2.15)

Здесь интеграл берется по гладкой кривой, содержащей точки а, р и 
лежащей в области Сь, где 6^>0 выбрано так, чтобы была примени­
ма лемма 2.1. Точный выбор контура мы будем каждый раз указы­
вать. Сведем систему (2.11) к системе интегральных уравнений. Фик­
сируем j и положим

z7(6 Р) =Иу(0, 0 w (t, р). (2.16)
Тогда

<֊- = (<̂K(i)֊'j(t)E) + (A1(t)-V})(t)E) + ^1P(t, ^))w(t). (2.17).
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Пусть еу есть 2л-вектор с компонентами 8*;. Рассмотрим интеграль­
ное уравнение

ш (0 = е/ + Р՜1 (К) «О (0> (2.18)
где К) — интегральный оператор:

К) и) = у К] (/, р) ■ш (։') Л',

е, и) = и0«', /) Р(/, р). (2.19)
В частности

(К]Ш)։= уехр(р£<у(Г, 0)(^(*'> р)«/(/'))/^'. (2.20)

Здесь — кусочно гладкая кривая в комплексной плоскости /, 
соединяющая точки </;, / £ Сь, а 7/ (£) есть вектор — путь с 2л компо­
нентами 7//(О- Как показано в [6], § 3, решение уравнения (2.18) яв­
ляется решением уравнения (2.17).

2. Выбор путей 7/, (/)• Пусть Д = Д (а, Ь, о) — замкнутый тре­
угольник с вершинами в точках а + г’6, а ± о, где а£К, Ь, 3^>0. При 
?£Д положим

7^(0 = [а —5> Ее/]+[Ее#, <], (2.21)
?/,(') = [<* + '■*, И. (2.21')

если, соответственно
1т(Х։(0->•/(#))> 0, 1^, (2.22)
1т (О (0 - )֊у (*)) < 0, ^/?. (2.22')

Лемма 2.2. Существуют Ь>0, о>0 такие, что при1£Ь (а,Ь,ь) 
и при любых а £ R, ], I выполняется неравенство

Ее^(6 0<0, (2.23)
Доказательство. При I =] утверждение леммы очевидно. 

Фиксируем /, I, и положим
։

№ = - г (\ (0 - \ (0), 8 ({', о = У// а") Л", ГС-Г/у (О-

1՛
Пусть выполнено условие (2.22), тогда при £ [а — о, Ые /] имеем 

0=0, так как 1т/(Г)=0 при Пусть £ [Яе £, #]> тогда
О = Ее 14- гр', С = Ее г + гр",
0 -С р' < р" -С 1ш <;
/(И=/(Ее0+О(р"), 

так что 
1ш г

’ о = - Г И(ЕеО + 0(р’)]</р", ՛ 
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где Е (р") — равномерно по Re t, в силу периодичности функции / (f). 
Поскольку р"=О(6), inf (/(f))^>0, то при 6^>0 достаточно малом 

имеем

Re [f (Re /) 4֊ О (р")] > ~ Re (f (Re #)),

Re g (t', t) <---- 2~^m * ~

Тем самым (2.23) доказано
Пусть выполнено условие (2.22'). Тогда

t = а 4֊ ib — z'p elf, |tg?l <-75 о
t'= a 4֊ ib — i'/e1*,

t" = a 4- ib — fy" e՛*, 0 < p' < p" < p.
Имеем

f
Re#(/', t) — j [Ref(a-}-ib—z'p" eZf) cos ?— 

f՛
— Im/(a 4՜ ib — z'p" eZr) sin ®] rfp".

Так как р" = 0(b), Im/(а) =0, то подынтегральная

функция имеет вид

/(а) 4-О

По условию, /(а)<^— /։<^0 при всех а£/?, так что, если величины 
, 5 о, — достаточно малы, то

Ъ
р

Re £ (Л f)<-^J/(a)dp"<0.

р'
Тем самым (2.23) доказано.

3. Асимптотика специальной ;ф. с. р. системы (2.11). Всюду в 
дальнейшем Ь, о 0 фиксированы и выбраны так, чтобы выполнялись 
утверждения леммы 2.2. Положим для краткости Д (а, Ь, 8) = Д (а).

Лемма 2.3. Существует Н0^>0 такое, что при любом a£R 
система (2.5) имеет фундаментальную матрицу вида

Y(t, и) = Го(О (Е4- И՜1 Л(#)) Z(t, н), ((2.24)
где Z(t, ja) есть ф. м. системы (2.11) вида

t
Z(t, н) = (Е 4- И V(t, fx))exp ( J (нЛ0(Г) + AAt'^df), (2.25).

Ü

где /£Д (а), и
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О И(6 Р, а5 < С. (2.26)
Матрица V (6 р, а) разлагается в асимптотический ряд

У(6 Р, а)~2 У*(6 а) р՜* (р— + со). (2.27)
*-о

равномерно по /£Д(а). Здесь Е—единичная матрица порядка 2п.
Доказательство. В силу леммы (2.2) ядро интегрального 

оператора ЛГ/ (см. (2.18) — (2.20)) имеет порядок 0(1) при /£Д(а). 
Отсюда с помощью метода последовательных приближений получаем, 
что существует ф. с. р. системы (2.11) ЕЦ, р, а), удовлетворяющая 
условиям (2.25) и (2.26) (см., например, [4]). После этого стандартным 
методом ([7], гл. VII) получаем разложение (2.27). В силу подстанов­
ки (2.10) матрица (2.24) есть ф. с. р. системы (2.5).

Замечание. Разложение (2.25), (2.27) можно любое число раз 
дифференцировать по £ и по р с сохранением равномерности разложе­
ния по (а). Матрицы И* (6 а) голоморфны по / при /£А (а).

Матрицы 2 (6 р, а), 2(6 Р, а') связаны соотношением
р, а) = 2(6 Р, а')2(!А» а')- (2-28)

Матрицу 2 мы назовем матрицей перехода (от ф. м. 2(6 р, а) к ф. м. 
2(6 Ь а')).

Лемма 2.4. Пусть а, а'£7? таковы, что А (а) П А (а') содер­
жит треугольник. Тогда

2 (Р, а, а) = Л (р) + М° (р) + Мо (р), (2.29)
где Л (р) — диагональная матрица, Ма (р) и Мо (р) — верхняя тре­
угольная и нижняя треугольная матрицы, соответственно, с ну­
левыми диагональными элементами. При р -» + со итеют место 
оценки

Мо (р) = О (р՜1); М° (р) = 0(е-;1</), </>0 (2.30)
и разложение

Л(р)~£+2 Л(Яр՜*, (2.31)

X (*)где Л — постоянные диагональные матрицы.
Заметим, что матрицы Л, М°, Мо и число (1 зависят от 

а, а'.
Доказательство. Имеем из (2.25), (2.28) при £^Д = А (а) П А (а՜) 

2 (р, а, а') = 2՜1 (6 Р, а')-2(6 Р, а) = 2+р՜1 (Г՝ (6 р) 1Г(6 И) (/(6 Р), 
(2.32) 

где обозначено 
г г

и а, р) = ехр (р Г Ло (6) Л' + С Ла (Г) Л'), (2.33)

о о
Е + р֊1 17(1, р) = (Е4-р֊։ V (6 Р, а'))՜1 X (Е-Ьр֊’ 1/(6 Р, а)). (2.33)
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Следовательно, элементы (р) матрицы 2 (р, а, а) имеют вид 
шу*(р) = «У* + И՜1 (6 н) х ехр (р;*у (0, /) 4֊ ЭД (0, <)). (2.34)

Но ш;*(р)не зависят от /, поэтому в (2.34) У£А можно брать любым. 
Взяв и заметив, что |ехр(р։*>(0, У))| = 1при мы получим, что 
<«у*(р) = Зул 4՜ О (р՜1) при любых у, к. При ] = к имеем

,1։уу(։х) = 1 + р-։ 1^уу(6 р)>
и из леммы (2.2) и (2.33) следует (2.31).

Пусть У0^Д, 1тУ0^>0. Тогда
Яе ;*у(0, Уо) = Яе ;л; (0, Яе /0) 4՜ Яе«лу (Яе #0, £0) =

1т Г»
= у 1тр.у(Яе<04-й')“>-*(Яе#04-й/)]Л/. 

о
В силу (2.1), (2.2) имеем 1т ().*(£)—Ху (£)) *\0 при 1-Су-С&*’С 

<2и, /(֊/?, так что
Яес*;(О, <0)<0, 1</<*<2п. (2.35)

Напомним, что Яе ;</(Яе/0)0 при ^0€д(“)> ^о€д(а) при у, к, ука­
занных в (2.35). Полагая I = (0 в (2.34), получаем из (2.35), что

шу* (Р) = О (е֊^) (</ > 0) 1 < у <Л < 2п.
Лемма доказана.
Будем называть матрицу 2 (р) квазитреугольной, ески ее эле­

менты, лежащие ниже главной диагонали, имеют порядок О (ехр (—г/р)), 
«/^>0 при р-> 4֊ с°, а остальные элементы имеют порядок 0(1).

Следствие 2.4. Любая ф. м. 2(Я1) (/, ая։, р) системы (2.11)» 
построенная в А (ап), сяязана с ф. м. £(1) (£, ар р) той же системы, 
построенной в Л (ах), по формуле

'Д(ш,(6 а,„, р) = Д(1)(6 а։, р) 2(р), (2.36)
где 2 (р) — квазитреугольная матрица.

До к аз ательство. Построим конечную последовательность 
открытых треугольников Ду, 1-Су-С иг; А(ау, Ь, 3) = Ду, основания 
которых покрывают отрезок [а1։ ат]։ причем а/ ау+ь Пусть 
2^(1, р) — ф. м., построенная в лемме 2.3. Тогда, в силу леммы 2.4

2<'+1> (/, р) = (։, р) 2У (р) (1 <у < т), (2.37)
где 2у(р) — квазитреугольная матрица. Из (2.37) имеем

(#, р) = (/։ И) 2г (и)... 2Ш (И). (2.38)
Заметим, что произведение квадратных квазитреугольных матриц тоже 
квазитреугольная матрица. Следовательно, из (2.38) приходим к (2.36).

§ 3. Асимптотика мультипликаторов системы (1.1)
1. Пусть Z(t, р) — некоторая ф. м. системы (2.11), построенная 

в лемме 2.3. Согласно теореме Ляпунова—Флоке [7] имеем 
846—4
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Д(<4-Г, р) = 2(0 р) С(р). (3.1)
Мультипликаторы (2.11) являются корнями алгебраического уравнения 

ае1(С(и)-р£) = 0. (3.2)
В этом пункте мы определим асимптотики матричных элементов 
с*/(р) матрицы С(р) при р-» 4֊сс.

Лемма 3.1. Пусть 2(1, р), ф. м. системы (2.11), построенная 
в лемме 2.3, которая имеет вид (2.25). Пусть матрица С(р) есть 
неособая матрица, связанная с матрицей Z (/, р) соотношением 
(3.1)..

Тогда при р-► 4՜ «э матрица С М'квазитреугольная и для эле­
ментов матрицы С(р) справедливы асимптотические формулы

с л (ll) = ехр (։><ру+ 8у )[1 4֊ dr]v- ' 4-О(р ՛)], (3.3)
г-1

с*/(н)=О(Г։) (*<Л (3.4)
с*Др) = О(ехр(— |ч/)) (Л >/, </>£•), (3.5)

где обозначено 
Т Г

<РГ = j dt; ?n+r = J И МО dt, (З.б)

о о
г

^=֊-]^’(0Л (1<7<2п). (3.7)
о

Величины бГ}- не зависят от р и определяются по формуле 
бг, = (^г (0))я (1 < _/ < 2п, 1 < г < тп). (3.8)

Матрицы №г (I) определяются по формуле (3.10).
Доказательство. Из (3.1) и (2.25) имеем при любом 1^Сь, 

I1 >Но(6)
СМ = 1Г՝ о, р)[£4- У?(1, р)] Т, р), (3.9)

где П (I, р) определяется по формуле (2.33).

(0 Р)~ 2 И՜* В5* (0 (р— 4- о°). (3.10)
* -1

Далее, С(р) не зависит от /, выбирая / в комплексной плоско­
сти точно так же, как и в доказательстве леммы 2.4, получаем (3.4), 
(3.5).

Выписав диагональные элементы (3.9) при / = 0 получим (3.3), 
где бГ] определяются по формуле (3.8). Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если (2.11) получена с помощью подстановки 
(?.10) из системы (2.5), то эти системы имеют одинаковые муль­
типликаторы.
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Доказательство этой леммы следует из подстановки (2.10) и из 
того, что при подобных преобразованиях матриц собственные значе­
ния не меняются.

Известно также, что если система (2.5) получена из системы (1.1) 
с помощью подстановки (2.4), то эти системы имеют одинаковые муль­
типликаторы [3].

Таким образом мультипликаторы системы (1.1) являются корнями 
уравнения (3.2), где матрица С (р-) связана с фундаментальной матри­
цей Z(t, р) системы (2.11) соотношением (3.1), т. е.

С(|Л) = Д-։(О, р) Z(T, р). (3.11)
2. Асимптотика мультипликаторов системы (2.11).
Лемма 3.3. Уравнение (3.2) при р —► 4֊ ос имеет вид

Л (р, I*) — Ао (р, р) + в (р, р.) = 0. (3.12)
Здесь 2л

Мр. н) = П(р֊су>(и)), (3.13)
/-։

c.j (р), 1 -С J -С 2п определяются из (3.3) —(3.5).
Iе(Р. P)l<«e exp (— vd), р>рй>0; d>0, (3.14)

0 -С с0 'Z + °° — не зависящее от р число.
Доказательство. Уравнение (3.2) относительно р есть ал­

гебраическое уравнение 2п-ой степени, коэффициенты которого при 
Р^>Р0 суть ограниченные по модулю функции и коэффициент при 
старшем члене р2л есть 1. Следовательно, при любом |1^>рц все корни 
уравнения (3.2) расположены на комплексной р плоскости внутри не­
которого круга 70 ; |р| < р0 < °°, и

р(р)=0(1), р֊> + оо. (3.15)
Раскрыв определитель в левой части уравнения (3.2), получаем 

ввиду (3.3)—(3.5), что кроме члена, состоящего из произведений эле­
ментов главной диагонали (который мы обозначим через До), в осталь­
ных членах обязательно содержится экспонециально малый множитель 
(сумма которых обозначена е). В силу (3.15) справедлива оценка (3.12). 
Лемма доказана.

Далее, оценим модуль многочлена (р, р) снизу. Воспользовав­
шись теоремой А. Картана [7] об оценке модуля многочлена снизу, 
получаем при р р0 оценку

1до (р» И֊)1 > 2 с0 exp (— р</)> d > 0, с0 > 0. (3.16)
Эта оценка будет справедлива тогда, когда сумма радиусов картано- 
вых кружочков выбрана так:

2л
2 гу = 2Н=(2с0)1։я-ехр(<-^ +1). (3.17)

При тех же р и р, при которых выполняется неравенство (3.16), имеем
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|Д (р, |д)| > С(, exp (— pd). (3.18)
Как следует из (3.17), радиус г, каждого картанова кружка удовлет­
воряет неравенству

Г)<2Н (1<;с2п). (3.19)

Неравенства (3.14), (3.16) и (3.18) показывают, что многочлены А (?, ц) 
и А (р, |*) имеют корни только внутри картановых кружочков 

/=1> 2»"’ 2п-
При данном н>|1о картановы кружки могут распадаться на 

две группы:
а) изолированные кружки — любой кружочек из этой группы не 

имеет пересечения с остальными, и
б) остальные кружки — неизолированные.
Ниже выясним, при каких р (и > Ро) группа б) отсутствует.
Лемма 3.4. Если |‘ > Но таково, что при всех 1 < j, k < 2n, 

к. j выполнено условие
\спМ-ск,М\>4Н. (3.20)

где Н определяется по формуле (3.17), то все картановы кружки 
изолированы, т. е. при условии (3.20) группа б) отсутствует.

Доказательство этой леммы непосредственно следует из теоре­
мы А. Картана и из (3.20).

Следствие 3.5. Картановы кружки второй группы могут воз­
никнуть только при тех н(р-?>Ио)» ПРИ которых выполняется неравен­
ство

|с,7 (и) — сЛк (ц)| < 4Я, (у =/= к-, 1 < /, к < 2п). (3.21)

Обозначим через = Н^, г = 1, 2,корни уравнения
Су/(|1)-с**(н) = 0 (k=^=j). (3.22)

Совокупность этих корней образует счетное множество точек иа ин­
тервале (Ни, + °°). Занумеруем последовательность этих точек в по­
рядке возрастания {н,(г)}Г. Имеет место следующая

Лемма 3.6. Если н = (г = 1, 2, • ■ •), |*. > |‘о— корень урав­
нения (3.22), то для любого н, не принадлежащего интервалам

где

I՛1* ֊ |*|<«4ехр (— 7^-И + О (Р--։)1, 
\ 2п / • (3.23)

(3-24)ij Т к),
все картановы кружки изолированы.

Доказательство. Рассмотрим неравенство (3.21) в окрестно­
сти точки указанной в лемме. Полагая в (3.21) 4֊ Ди, полу­
чаем неравенство
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Следовательно,

Рр|ехр )(|?/1 - 1?*1) <вс12л ехр (— Р*г^֊)|1 4՜ О(н.-։)|.
\ 2 п/ \ 2 п/

отсюда следует оценка

|A|‘||14֊ O(Ap)|<J0exp (֊1Ч֊)|1 + О(р֊')|, 
\ 2.п'

где dQ определяется по формуле (3.24). Лемма доказана.
Из леммы З.б получаем, что при достаточно большом р0^>0 и 

р^> г1« бесконечный интервал (р0, 4՜ 00) разбивается на интервалы двух 
типоз: 1) замкнутые интервалы типа (3.23) и 2) открытые интервалы. 
Совокупность всех открытых интервалов типа 2) обозначим L.

Пусть интервал (а, 6) C.L. Если р£ (а, 6), то при этом pi все кар- 
тановы кружки 7; (/= 1, 2, • • •, 2п) изолированы, и в силу неравенства 
(3.16) и (3.18) внутри каждого многочлены Д (р, р) и Д0(р, Н) имеют 
по одному нулю и выполняется неравенство

|Ру(и) — суу (р)| С 60 ехр / — р ֊Л> (1<;<2п). (3.25)
\ 2 п/

Таким образом, мы доказали следующую теорему:
Теорема 3.7. Пусть условия 1 и II из введения выполнены. 

Тогда при достаточно большом р0 и при всех pi р0, I1 £ L справед­
ливо неравенство

|ру (I1) ֊ су/ р)| < Ьо ехр (- (1< j < 2п). (3.25)
\ 2 п/

Здесь Ьо, —— нг зависящие от р положительные константы; 
2 п

Ру(р)>/ = 1> 2п — мультиплихатзры системы (1.1).
Для элементов Cjj('i), j = 1, 2,- • •, 2п справедливо асимптоти­

ческое разложение (3.3).
Следствие 3.8. Из теоремы 3.7 следует, что при р££ и при 

Р —♦ 4-оо для различных мультипликаторов системы (1.1) справедлива 
асимптотическая формула

Р5(!1) = су/(р) 4 О(ехр(—prf)), (rf> 0, р-+ оо), (3.26) 
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или, ввиду (3.3), асимптотическое разложение 
т

Р7 (р) = ехр (։р<ру + 5;)(1+2 dr) р՜1 + О(р-"'-։)), (3.27)

где постоянные числа уj, и drj определяются по формулам (3.6)
(3.8).

§ 4. Асимптотика зоны неустойчивости системы (1.1)

Известно [9], что для склярного уравнения Хилла (1.1), при вы­
полнении условий I. II, зоны неустойчивости экспонециально малы при 
И _ со. Ниже мы установим, что при некоторых условиях (см. тео­
рему 4.1) аналогичная ситуация имеет место и для системы Хилла 
(1-1).

Теорема 4.1. Пусть условия /, II из введения выполнены 
Кроме того, пусть

III-матрица Q(t), при t£R—вещественная симметрическая, 
матрица (или эрмитова).

Тогда зоны неустойчивости системы (1.1) экспонециально малы 
при р —• Н- оо.

Доказательство. При наличии условий I и II система (1.2) 
имеет П +1- серий [4] зон неустойчивости. Ширина этих зон 

имеет порядок 0(р-л), р-»4֊оо, h > 0, если Q(t) £СЛ [О, Г]. Изве­
стно также, что если некоторое значение параметра р определяет гра­
ницу зоны неустойчивости, то при этом значении параметра р среди 
мультипликаторов системы (1.1) возникает кратность. Если одновре­
менно выполняются условия I, II и III, то согласно лемме 3.6 и теоре­
ме 3.7 имеем, что мультипликаторы системы (1.1) различны только 
при р££, т. е. кратность мультипликаторов может возникнуть только 
тогда, когда р принимает значение внутри экспонециально малых от­
резков (3.23). Тем самым теорема доказана.

Ленинаканский филиал ЕрПИ им. К. Маркса,
Московский физико-технический институт Поступила 24.1.1975

и. Գ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ, Մ. Վ. ՖԵԴՕՐՅՈԻԿ. Խիլլի սիստեմի մուլտիպլիկատսրների և անկայու­
նության զոնաների ասիմպտոտիկան (ամփոփում)

քննարկվում է հոլոմորֆ գործակիցներով Խիյյի սիստեմը։ Պոտենցիա/ մատրիցայի վրա 
գրված որո, պայմանների գեպքոմ (տես աշխատանքի I! և III պայմանները) ստացվել են սիս­
տեմի մու/տիպլիկատորների վեր/ուծ ութ/աններն ասիմպտոտիկ շարքերի և ապացուցված որ 
անկայունության զոնաները կքսպոնեցիալ կարգի փոքր մեծոլթյոձներ են, երր սիստեմի պա­
րամետրը ձգտում է անվերջության։
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S. G. SIMONIAN, М. V. FEDORYUK. The asymptotics of multiplicators and 
nun-stability zones of Hill’s system (summary)

Hill’s system with holomorphic coefficients is analysed. Under some conditions 
on the potential matrix the expansions of multiplicators in asymptotic series are 
obtained. It is also proved that non-stability гэпэз are exponentially small when the 
parameter of the system tends to the infinity.
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СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
НЕСИММЕТРИЗУЕМЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Введение

В настоящей работе рассматривается смешанная задача для ги­
перболических систем, которые предполагаются симметричными толь­
ко на боковой границе.

Известно, что если система симметризуема, то ее характеристи­
ческая матрица в каждой точке подобна вещественной диагональной. 
Мы рассмотрим системы, для которых при I = 0 последнее условие 
нарушается. Такие несимметризуемые системы будем называть слабо 
симметризуемыми. В случае смешанных задач, как и в случае задачи 
Коши, младшие члены слабо симметризуемых систем, вообще говоря, 
должны удовлетворять определенным условиям, а начальные данные 
и правые части уравнений должны иметь повышенную гладкость по 
определенным группам пространственных переменных [1]. В смешанных 
задачах для слабо симметризуемых систем к этим естественным тре­
бованиям прибавляются (см. ниже) некоторые условия согласования 
(на пересечении границ) повышенного, по сравнению с симметризуе­
мыми системами, порядка. Существуют случаи, в которых подобные 
условия согласования необходимы для существования решения сме­
шанной задачи в пространстве Ь2.

В доказательствах мы используем модификацию метода работы 
[2] и схему получения интегрального неравенства работы [3], соот­
ветствующим образом видоизмененную. В случае слабо симметризуе- 
мой системы получается интегральное неравенство с неинтегрируемым 
ядром и используется условие обращения подобного неравенства (Г41, 
[5], [6]).

Автор благодарит профессора М. С. Агрлновича за ряд полез­
ных советов.

§ 1. Постановка задачи

Рассматриваются псевдодифференциальные (п. д.) системы сле­
дующего вида:

£= ֊ <?(^, х, £>')Л'—С(?, х, £>')= — — М, (1)
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1 где х = (х։,-Хл) = (х', хп) ' = (?!,•••, 5Я) = ?„), Л' —п. д. one՜
J ратор с символом | 1 + |5'|в, Ап (#, х) есть т/.т матричная В-функ- 

ция. т. е. С” функция, все производные которой ограничены. G (t, 
х, D՛), С (/, х, D') есть матричные (размера тХ.т) п. д. операторы 

։ по х1։-"> хп нулевого порядка, символы G (I, х, s'), С (I, х, 5՜) кото- 
■ рых не зависят от 5П и являются непрерывно дифференцируемыми 
j функциями по t до порядка г, где г — достаточно большое число.

Граничное условие имеет вид
и (f, X՛, 0) С в (/, х), хп =-• 0, (V)

где В (t, х')— некоторое подпространство С'п фиксированной размер­
ности. Всюду далее мы будем, не ограничивая общности, считать 
В (/, х') не зависящей от t, х'. Использованием стандартных методов, 
а именно, разбиения единицы и локального изменепия координат, мно­
жество задач в более сложных областях может быть приведено к слу­
чаю полупространства.

Полученные результаты относятся к задаче
L[u]=/(f, х) в (0, ПХ/?я+> 

и (t, х) £В, Хп = 0, (2)
. и (0, х) = 0,

где и (/, х), / (/, х) есть вектор-столбцы размерности т.
Введем обозначение

A (t, х, 5) = Ап (f, х) 5« + G (f, х, Г) А' («')• (3)
Нам понадобятся следующие условия:

Условие I. Существует симметричная положительно определен­
ная тХт матричнозначная В-функция R (t, х, 5), определенная в 
(0, T)\RnX !?; |5| = 1|, со следующими свойствами:

(i) R(t, х, 5) A (t, х, 5) эрмитова при (/, х, 5)^(0, Т) X 
X/?"XR; |S|=Ji,

(ii) R (t, x, 5) — I при xn — 0,
t-\ R n n(111) —-----— = 0 при Xn =-■ 0;

0xn 05л

Условие II.
det An (t, x', 0)=^ 0;

Условие III. (Неотрицательность граничных условий). Для лю­
бого и^В

и- Ая (t, х) 0. (4)
В случае положительных граничных условий задача (2) была ре­

шена М. С. Аграновичем ([7], [8], [9]) для более общих п. д. систем 
первого порядка. В [7] указано, что положительные граничные усло­
вия могут быть заменены на неотрицательные, если система симме­
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трична в некоторой окрестности боковой границы. В то же время 
пример Ямагути [3] показывает, что при нарушении условия симме­
тричности системы на границе задача (2) с неотрицательными гранич­
ными условиями, вообще говоря, некорректна. Эго связано с наруше­
нием равномерного условия Лопатинского.

М. Икава [3] установил энергетические неравенства для решений 
задачи (2), если выполнены условия I — III, когда оператор (1)—диф­
ференциальный. В предложении 1 этой же работы приводятся доста­
точные условия ((1.7), (1.8) [3]) существования R (t, х, удовлетво­
ряющего условию I. Однако, в приведенном в [3] доказательстве по­
следнего предложения имеется ошибка, хотя результат и верен 
(см. ниже).

Пусть е‘ (t, х, ;), |е' | = 1 является собственным вектором матри­
цы A (t, х, ;), соответствующим А/ (f, х, «). Тогда в [3] строится 
функция

R (t, х, Е) = [е' (/, х, х, (5)
и утверждается, что она удовлетворяет условию I. Для того чтобы 
убедиться, что это не так, достаточно рассмотреть систему

ди / 0 1 + х’ \ ди _  /1 0\ <Лг .
О )дхг ~\о -l)dZ (6)>

Это—строго гиперболическая система и для нее выполнены все усло­
вия Предложения 1 [3]. Однако матрица, построенная по формуле (5), 
не удовлетворяет пункту (i) условия I.

На п. д. системы вида (1), в предположении симметричности 
A (t, х, ;) вне некоторого компакта, переносятся результаты рабо­
ты (3].

Теорема 1. Пусть выполнены условия I, II и III. Тогда для 
решения и (I, х) £Е (к, Rn+) (к—положительное целое) задачи (2), 
(I) с начальным условием и (0, х) = g (х) при f (t, х)£Е (£, Rn ) 
имеет место энергетическое неравенство

И» (6 х)||*. < Ск {Jg (х)|*. я; + III / (0, x)|h2_j. +
t

+ j М/ («> *)||*. Rn+ ds} (7)
о

для [О, У] с постоянной Ск, не зависящей от и и t.
Предложение 1. Пусть матрица A (t, х, ;), подобна 

вещественной диагональной, симметрична при хп = 0, а ее соб­
ственные значения имеют постоянную кратность. Тогда, для 
того чтобы существовал симметризатор R (t, х, t), удовлетворяю- 

- т dR ,щии условию I и такой, что-— (f, х', 0, 5)=0, необходимо и до­

статочно чтобы
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Ira — (t, х', 0, ;) =0 (8)
дхп

на [О, Т^Х (х; хя=0| X {5; |?|=1}-
Легко заметить, что условие (8) эквивалентно условиям (1.8), 

(1.7) работы [3].

§ 2. Основные результаты

Кроме обозначений работы [3] мы будем пользоваться нормами 

i<,= s (9)
1’1 -» <p+q

Р \/д\ IP
IIIм (6 ,2 |( т-Е «(6 (10)

у-оЦх^/ 11р-л<7

и соответствующим пространством Е^- ?.
Для п. д. систем мы предположим, что носители рассматривае­

мых решений лежат в фиксированном компакте. Имеет место
Теорема 2. Пусть оператор С (t, х, D') такой, что функция 

tC(t, х, ?) по I г раз непрерывно дифференцируема, и пусть вы­
полнены условия I, II, III, и

П1/(»,х||Ь; л<а> (п)
J S*P о

Тогда для решения и (t, х)£Е (2, Rn+) задачи (2) имеет место 
энергетическое неравенство

h (6 *)Й, Rn const Г ds> (12)
* J s2p

0

если Цы (/, = 12р о (1), I —♦ + 0, где положительная постоян­

ная р достаточно велика и зависит от С (/, х, В).
Замечание 1. В теореме 2 С(£, х, $') может, вообще говоря, 

иметь особенность при I = 0.
Доказательство. С помощью R (#, х, ;) вводится оператор 

Но (О и затем—скалярное произведение по формуле

(«> «1Н (<) = (Но (#) и0, ^о)£1(ЛЯ) + С ((£+ (ОД2)՜1 и0. Ц>)£։(/?Я). (13)
Доказывается, что для и££2(/?^) с носителем в (х; 0<хя<1) имеет 
место

Мл« С0 Мн (0 С1 М/.։ , (14)
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а для bc№(ä*), supp ц с {х; 0-<х<1}

2 Re ((Af [ы])0, Но (О«сХ^-у- 4 const) Ци^։(₽Я)—

Ап (х'։ 0, 0 и (х, 0)- и(х', 0) dx . (15)

Для и, supp и <= {х; 0 <хя < 1} выводим неравенство

у (0 dt + const Fl/ («> /?՛; ds, (16)

где у (") = max |||w (/, x)||* Rn . Используя разложение единицы и соот- 

ветствующий результат для задачи Коши, доказательство которого 
не представляет особого труда, а также условие обратимости инте­
грального неравенства с неинтегрируемым ядром [4J при достаточно 
больших р, выводим отсюда (11). Доказательство для ЦиШ^я анало­

гично.
Замечание 2. Неравенство (11) переносится на функции и ((, 

х)£Е (1, Я") аналогично тому, как это сделано в [3].

Пусть оператор £ такой, что (2 = Ь — Ь является п. д. операто­
ром по хх,---,хп, символ <2 (£, х, ;) которого не зависит от ;я и имеет 
порядок не выше первого.

Рассмотрим вспомогательную задачу

£[*] = /, (17)
хя==0, «(0, х)=0. (18)

Предположим, что для решений задачи (17), (18) имеет место оценка 
(Я = 0, 1, •••, ; к=1, 2,--)

г
111« (6 х)1К,г<С*.^||/(0, хЖ_1։?+ у 11/(5, ds }. (19)

о
Рассмотрим последовательность задач

I [«/]=//-։, /о = /, А = С«*> 7с=1,'- •, п. (20)

VI £ В, VI (0, х) = 0, 

где VI £Е₽+։> «+>-'+*, п.
Теперь уже можем привести 
Условие IV. Существует /Я£ЕР+1։У, построенная вышеуказан- 

՛ ным образом, где положительные постоянные п, з зависят 
только от оператора Ь.
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Введем матричный п. д. оператор L (f, D'), элементы которого 
имеют вид i-ij (f) Л.'*, 0<.k Cs, i, j=l> •••» m, где — достаточно 
гладкие функции, и предположим, что при существует L՜1 (f, £Х), 
причем JL՜’ const t~l , где I = const.

Сформулируем теперь основной результат.
Теорема 3. Пусть существует оператор L (t, D՛) такой, что

1°. [L (f, D'), Ап (t, х)] = 0;

2°. если граничное условие записать в виде Ви = 0, то
[L (/, £>'), В] = 0;

3’. L (/, D') L֊։ (t, D'), L (/, D') С (t, х, D') L֊> (t, D') есть 

п. д. операторы порядка не выше нулевого, символы элементов 
которых ограничены сверху функцией const• t՜1 , f>0, |։| — 1;

4°. L (t, D') G (t, D') L՜1 4, D ) есть п. д. оператор с доста­
точно гладким по t символом, причем для L (t, ;') А (/, х, «)L՜1 (t, ;) 
выполнено условие I;

5°. выполнены условия II, III, а IV имеет место с достаточно 
большими пир;

Тогда для любого решения и£Е(2, Rn+) задачи (2) имеет ме­
сто энергетическое неравенство

I
||и (/, х< J и/ (0, х)|£ ,+я + Г/ (-, x)ji?, ,+я d-. | • (21)

и
с постоянной С1։ не°зависящей от f и и.

Доказательство. С помощью функций vi задача (2) приво­
дится к новой задаче с быстро убывающей правой частью /я (см. [4], 
[5], [6])

п
L [w] = fn, W = U — 2 Vt. (22)

/«=։

Далее, с помощью L (*, D') делается преобразование неизвестной 
функции и применяется теорема 2. Теорема доказана.

Как и в [3] оценка (21) переносится на функции и из Е (q, R") 
Заметим, что условие IV содержит в себе определенные условия со­
гласования на границе t = 0, хя = 0 более высокого порядка, чем это. 
требуется для существования решения в симметризуемом случае.

Используя результат работы [10] и метод доказательства теоре­
мы существования из [И], получаем следующий результат.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3, а опера­
тор L—дифференциальный. Тогда в Е (1, Rn+) существует един­
ственное решение задачи (2) и для него справедлива оценка (21).
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§ 3. Примеры

1°. Пример 1. Система имеет вид

(
О н? О \ /-Л О 0\ / cj։ с„ с„ \
ц* 0 х] I —- — I О 1 О J _— + I ся с22 cs3 |и =/, (23)

I ^xi I 0 0 1/ &Xs \ с с г /
О х| О J \ U V / у С31 сз; см ]

где |Ч'(0) = 0, р/(/)>0, н, (0 ¥= О, /=/=0, и (ч (/) имеет степенную 
скорость при / — 0. При />0 система симметризуема, при / = 0 не 
подобна диагональной. Для нее

/1 О О \ д /-1 0 ОХ
£ = | 01 О I» ----- 0 10 —•

\0 0jh/ dt X о 0 1/ дх*

Граничное условие имеет вид Ви —О, где

/1 ~ 1 °\
В = ( 0 0 0 •

\0 О 0.1

(24)

(25)

Для задачи (2) с (25), (23) равномерное условие Лопатинского на­
рушено.

Согласно теореме 4 для нее существует единственное решение 
и для него имеет место энергети ческое неравенство (18), если |с։а|, 

са' < const (4 (/), а функция / (/, х1։ х2) удовлетворяет, например, 
условию 

Лт/п<г <3х* dtm
f (О, О, XJ = О, (26)

где г — некоторая постоянная.
2°. В теоремах 3, 4 начальные данные, очевидно, можно брать 

произвольными. Вышеизложенная техника обобщается на произвольные 
скорости вырождения, однако это приводит к очень жестким усло­
виям на /.

3°. Приведем наконец пример строго гиперболической системы, 
для которой не существует симметризатора со свойствами условия I: 

Пример 2.

՝ /0 х։ 0\ , /1 0 0\ ,֊^֊|01 оК---|0 0 2)/^ = /. (27)
\0 0 — 2}дХ1 \О2о]дхз

Ереванский государственный
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Կ. Հ. ՅԱՂՋՅԱՆ. hnunp JuGrjJirCbr չւփմետրիզացվալ հիպերբոլական համակարգեր]! որոշ 
ցաւ,երի համար (ամփոփումJi

Հոդվածում քննարկվում է աոաջին կարգի լսիմ ետրիզա ցվող հիպերբոլական համակարգերի 
համար ոլ բացասական եզրային պայմաններով խառր խնդիրք Հավասարման գլխավոր մասի 
վրա դրվում են որոյ պայմաններէ Դիտարկվում են հաստատուն և փոփոխական պատիկությամբ 
խ ար ակտ երիս տիկ արմատներ!

C. H. YAGDJIAN. Mixed problem for tome non symmetrtzable hyperbolic 
systems (summary)

The paper Is conserned with a mixed problem with nonnegative boundary con­
dition for a hyperbolic system of the first order which is assumed symmetric only at 
the boundary.
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В. Г. БОЛТЯНСКИЙ

ОТДЕЛИМОСТЬ ВЫПУКЛЫХ КОНУСОВ И ТЕОРЕМА 
ХЕЛЛИ

Теорема Хелли [1] является одним из самых замечательных и 
фундаментальных результатов теории выпуклых множеств. Сейчас из­
вестно много различных ее доказательств; наиболее интересные из 
них отмечены в обстоятельном обзоре [2]. В предлагаемой статье 
дается новое доказательство теоремы Хелли, основанное на построен­
ной в [3] (и подробно изложенной в [4]) теории отделимости выпук­
лых конусов. Излагаемое доказательство открывает пути для различ­
ных обобщений теоремы Хелли; некоторые из них указаны в за­
ключительной части статьи.

Прежде всего сформулируем определения и факты, касающиеся 
отделимости выпуклых конусов. Все построения будут проводиться в 
n-мерном евклидовом векторном пространстве R".

Замыкание, внутренность и выпуклая оболочка множества McR" 
будут обозначаться, соответственно, через М, int М, conv М. Если 
Q с: Rn — выпуклое множество, то через aff Q будет обозначаться 
его несущая плоскость. Внутренность выпуклого множества Q отно­
сительно affQ будет обозначаться через riQ.

Пусть Kc.Rn — выпуклый конус с вершиной 0. Через D (К) бу­
дет обозначаться его двойственный конус:

D (К) = {.г: ах 0 при а £ К}.

Будем говорить, что конусы Ки•••, Кт cR" с общей вершиной 
в точке 0 отделимы в Rn, если существует гиперплоскость (прохо­
дящая через 0), которая отделяет какой-либо один из этих конусов 
от пересечения остальных (т. е. для некоторого i конус Ki находит­
ся в одном замкнутом полупространстве, определяемом этой гипер­
плоскостью, а пересечение остальных конусов—в другом замкнутом 
полупространстве). Следующие две теоремы доказаны в работах [3], 
[4].

Теорема 1. Если выпуклые конусы Кт с общей вер­
шиной 0 неотделимы в Rn, то riÄ\ П ••• ПпАГ,п=^=0.

Теорема 2. Для того чтобы выпуклые конусы Klt ■ • - , Кт с 
общей вершиной 0 были отделимы в R", необходимо и достаточно 
существование таких векторов а^О^К^,- a,n^D(Km), хотя бы 
один из которых отличен от нуля, что ctj-f- • • - -(-.am = 0.

Перейдем теперь к теореме Хелли. Она утверждает (в наибо­
лее существенном своем варианте), что если в Rn дана конечная си-
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стема замкнутых выпуклых множеств, каждое и +1 из которых 
имеют непустое пересечение, то существует точка, принадлежа­
щая всем втим выпуклым множествам. Очевидно, ее можно также 
сформулировать в следующей эквивалентной форме: если в Rn зада­
ны т 4՜ 1 замкнутых выпуклых множеств Flf- ■ •, каждые т 
из которых имеют непустое пересечение и при этом Fx,՛ • •, Fm+\'= 
— j, то т п. В этой форме мы ее и докажем.

Выберем для каждого k=l, •••, zn 4՜ 1 точку р*. принадлежащую 
всем множествам F։, •••, Fm+i, кроме F*; таким образом, ptt^Fi при 
/ =/= k. Далее, выберем замкнутое ограниченное выпуклое множество 
Q, содержащее все точки р1։՛ ■ •, рт+ъ и положим Mi = Fi П Q. Через 
U. (М) будем обозначать е-окрестность множества М в пространстве 
Rn. Так как Мг П • • • Л Мт ц = 0, причем множества Mi замкнуты, то 
существует такое г^>Э, что £/, (М^ Л ■ • ■ Л 6/, (Мт +i) =’0. Обозначим 
чер-“3 г точную верхнюю грань чисел s, обладающих этим свойством. 
Тогда

Ur (М.) Л • • • Л Ur (Мт.ц) -£0, Ur (ЛГО Л • • • Л Ur (Mm\+i)= 0. (1) 

Без ограничения общности можно считать (произведя параллельный 
перенос), что

О £ Ur (AfJ П • • • Л Ur {Мт+1). (2)

Обозначим Гi опорную гиперплоскость множества Ur (Mi) в 
точке 0, а через Ki— то из замкнутых полупространств, ограничен­
ных гиперплоскостью Г/, которое содержит Ur(Mi) . Из второго со­
отношения (1) вытекает, что int Q • • • Л int Ä^m+j = 0, и потому, по 
теореме 1, конусы Kv •••, Кт+\ (с общей вершиной 0) отделимы. В 
то же время каждые т из конусов Km+i имеют общую внут­
реннюю точку (например, одну из точек pi), и потому неотделимы.

По теореме 2 существуют такие векторы ax^D (К։), • • •, am4.i( 
(Km+i), не все равные нулю, что а14՜-" + a,n+i = 0. Ясно, что 

все лекторы av a,H+i отличны от нуля (иначе по теореме 2, ка­
кие-либо т из конусов К1։ •••, Кт+1 были бы отделимыми).

Покажем, что векторы ап---,а/п (или любые другие т из век­
торов а1г • • •, а,п+\) линейно независимы. Действительно, допустим, 
что /.j aj-r • • • -+ i-m ат = 0, где не все числа )./ равны нулю; мы можем 
считать, что 1Ч|^—^-р֊/п|, причем = 1. Мы имеем

(1 — М а3 +•••-+- (1 — J-т) ат 4՜ am+i = (а1 4— -4՜ Qm+J) —
— (*т.а1 4՜ ՛ • • 4՜ а«>) = 0.

Так как все коэффициенты в левой части неотрицательны, то

(1—S) а2 С В (К2),'' ՛> (1—^m) ат С D (Кт), am+i £ D (Km+i)
и потому (снова по теореме 2) конусы К*, • • -, отделимы, что 
однако невозможно. Полученное противоречие показывает, что векто­
ре—5
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ры а։, а:п линейно независимы в Rn. Но тогда т -^.п, чем и за­
вершается доказательство.

Пусть теперь F — некоторый класс подмножеств пространства 
R". Обозначим через him F наименьшее из натуральных чисел т, об­
ладающих следующим свойством: если /'։»•••, t'i произвольные мно­
жества класса F, причем каждые т 4֊ 1 из них имеют непустое пере­
сечение! то П • • • П Fi =^i 0. Обозначение him F введено П. С. Сол- 
таном [5] под названием размерность Лелли класса F (ср. также 
обозначения на стр. 6Э книги [2]).

Будем считать, что класс F состоит только из замкнутых 
множеств, и попытаемся найти случаи, когда идея приведенного 
выше доказательства теоремы Хелли позволяет вычислить 
him F (в теореме) Хелли F есть класс всех замкнутых выпуклых 
множеств). С этой целью проанализируем основные моменты этого до­
казательства. Прежде всего в этом доказательстве множества Fu ■ • • 
• । были заменены ограниченными множествами
•••,Мп+1, содержащими некоторые выбранные точки pt. Для воз­
можности проведения этой части доказательства достаточно потребо­
вать, чтобы класс F обладал следующим свойством:

А) Если F и ^—содержащееся в F компактное множество, 
то существует б классе F такое ограниченное множество М, что 
XcMcF.

Очевидно, что свойство А) будет, например, выполнено, если 
все множества класса F ограничены. Потребуем также, чтобы класс 
F обладал следующим свойством:

Б) Вместе с каждым множеством F классу F принадлежит 
любое множество, получающееся из М гомотетией с произвольным 
центром и положительным коэффициентом.

Из выполнения свойства Б) вытекает, что класс F обладает 
свойством:

Б') Множества, получающиеся из некоторого M£F параллельны­
ми переносами, также принадлежат классу F.

Следующий Етап приведенного выше доказательства—рассмотре­
ние множеств Ui (М). Множество Ut (М) представляет собой сфери- 
ческу ю окрестность множества М, т. е. объединение всех открытых 
шаров радиуса s с центрами в точках множества М. Однако в дока­
зательстве можно было бы использовать и иные окрестности, напри­
мер, множество Р (Л/), которое содержится в Ut(M) и в тс же 
время с о д е р ж и т некоторую окрестность множества М, т. е. V
-3 U;AM) при некотором о>0. Итак, потребуем, чтобы класс F обла­
дал следующим свойством:

В) Для любого ограниченного множества JW^Fh любого е^>0 
существуют такие Z£F, о>0, что £/4(ЛГ)с Vc.Ut{M).

Мы покажем теперь, что в случае класса F, обладающего свой­
ствами А), Б), В), можно получить оценку для размерности Хелли 
him F. Введем определения, необходимые для формулировки соотзет-
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ствующей теоремы. Вектор /, удовлетворяющий условию |/] = 1, будем 
называть экстремальным, если существует такой .конус К с верши­
ной 0, являющийся опорным конусом некоторого множества F^F, что 
луч [О, /) является гранью конуса D (К). (Опорным конусом выпук­
лою множества М в его точке а называется минимальный замкнутый 
выпуклый конус с вершиной а, содержащий множество М). Множество 
всех экстремальных векторов обозначим через Н (F). Далее, векторы 
/։,•••,/«<■։ будем называть положительно зависимыми, если суще­
ствуют такие положительные числа Хх,• ••, ,' что *֊1/г+• • • 4-+i
/«<+1=0. Если векторы/1։•••>/тXi положительно зависимы, а каждые 
т из этих векторов линейно независимы, то будем говорить, что век­
торы /i, •••,/«+! минимально зависимы. Наконец, через md Н, где 
Hc.Rn, обозначим наибольшее из таких натуральных т, что в Н 
имеется т 4֊ 1 минимально зависимых векторов.

Теорема 3. Пусть F — некоторый, класс замкнутых выпук­
лых множеств, удовлетворяющий условиям А), Б), В). Тогда 
him F iC md Н (F).

Доказательство следует идеям изложенного выше доказа­
тельства теоремы Хелли. Положим him F = т, и пусть Flt- • •, F,n+i — 
такие множества класса F, что Fy П • • • П Fm+i = 0, но каждые т из 
множеств Fu•••, Fm+x имеют непустое пересечение. Выберем такие 
точки Ру,--, рт+1> что pi £ Fj при i j. В силу свойства А) суще­
ствуют такие ограниченные множества Му, Мт+\ класса F, что 
Мх с Fi и pi (zMj при i =/= j. Так как Mi с. Fi, то Мг П • • • П Мт +i= 0 
и потому, в силу замкнутости множеств Mi, существует такое г О, 
что U, (Му) П • • • П U. (Мт+1) = 0. Согласно свойству В), существуют 
такие множества Ит+1 класса F и такое о^>0, что Ut, (Mi)c
с Vi a U, (Mi). Таким образом, Mi с int U/, i =1,- • •, m41, и РХП • • • 
• • • D l'm + i = 0- Выберем точку bi £Mi, i = 1,- • •, m 4-1, и обозна­
чим через И/ тело, гомотетичное телу Vi с центром bi и коэффи­
циентом 1-1-7. Пусть г — точная верхняя грань чисел 7 0, для ко­
торых 14П П Pm+i = 0. Тогда (ср. (1))

И П---П и;+14=0, int И'П — nint Ч+1«0. (3)

Без ограничения общности можно считать (произведя параллельный 
перенос), что 0 £ V\ Г) • • • П Vrm +1 (ср. (2)).

Обозначим через Ki опорный конус множества У[ в точке 0. 
Тогда конусы Ку, •••, Кт^\ отделимы (см. (3)), но каждые т из них 
имеют общую внутреннюю точку и потому неотделимы. По теореме 2 
существуют такие векторы aY £ D (Ку), • ■ •, ат +i (Кт+у), не все рав­
ные нулю, что at 4՜ • • • 4֊ ат +1=0. Так как конус D (Ki)—острый 
(ибо Ki — телесный конус), то по теореме Крейна—Мильмана, 

J
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где — экстремальные векторы конуса О (К/), числа Ц положитель­
ны, а написанная сумма содержит конечное число слагаемых. Учиты­
вая соотношение ах4- • • • 4՜ ат +1 = 0, получаем положительную 
зависимость 3 2 >/// = 0.

Выберем теперь из векторов /( наименьшее число векторов, 

являющихся положительно зависимыми, и пусть 2 р/ // = 0—положи-
• I,)

тельная зависимость между выбранными векторами; множество тех 
пар (г, /), по которым здесь производится суммирование, обозначим 
через Т. Запишем последнюю сумму в виде

2М = 2(2 н/Л = 2
I,/ ‘ \' >_

где по-прежнему берутся пары (/, /) £ Т. Если для некоторого /0 ( = 1,- • •
■ • •, ш-}• 1) имеется хотя бы одна пара (։0, ])£Т, то вектор а,= 2 //

/ ՛ ’
отличен от нуля, поскольку (/и։), а конус/^(А),,)—острый. Сле­
довательно,1 среди векторов а\ имеются отличные от нуля. Так как

(К՛), то отсюда следует, что все векторы а\ отличны от нуля 
(иначе некоторые т конусов К1 оказались бы отделимыми). Но тогда 

ясно, что в сумме 2 // = 0 имеется не менее т 4՜ 1 слагаемых. В
1,1

силу минимальности числа слагаемых в этой сумме векторы /{, где 
(։, /)€ минимально зависимы. Так как //£//(?), то тс! Н(Р)^- т, 
т. е. неравенство ЬнпР <п4/7(Р) справедливо.

Для формулировки следующей теоремы (содержащей противопо­
ложное неравенство) наложим еще одно требование на класс Р. 
Пусть М—некоторое выпуклое множество и /—отличный от нуля 
вектор. Будем говорить, что / является нормальным вектором для 
множества М, если существует такая точка а^М, что Мс(х: /х֊<^а} 
и Г = {х: /х = /а} является единственной опорной гиперплос­
костью множества М, проходящей через точку а. Наложим теперь на 
класс Р следующее требование:

Г) Для любого вектора /£// (Р) найдется такое множество 
что / является нормальным вектором для множества Е.

Теорема 4. Пусть Р—некоторый класс замкнутых выпук­
лых множеств, удовлетворяющий условиям Б'), Г). Тогда Ыт Г 
>тс!//(Р).

Доказательство. Положим тс!/7(Р) = 7П и пусть /х, ••• 
’ ’ ՛» /<п +1 £ Н (Р) — минимально зависимые векторы, а л^-)- • —+։ 

//я+1 = 0—положительная зависимость между ними. Для каждого 
= !,•••, /711 выберем такое множество ЛГ/ £Р, содержащее точку0,
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что М с: {х: //х-<0} и Г<={х: //х = 0}— единственная опорная ги­
перплоскость множества М1 в точке 0. Положим Р/ = М1 — к]<, г = 
= !,•••, т 4՜ 1» где к — некоторое положительное число. Тогда Р/£Р. 
Легко видеть, что при любом выборе числа к 0 мы имеем Р։ П • ■ ■ 
••• ЛЛп+1= 0- В самом деле, допустим, что существует точка х0£ 
£ Р։ П • • • П Лп+1. Тогда х0+/:/| с {х: //х<0}. и потому 

Л (х0 -г le.fi) <0, т. е. /<х0<- к. Следовательно, К։/гЧ------|-Хш+։Х
X/т+1) х0 < к (— \--------- >•«+։)< 0, что однако невозможно, поскольку
'1/14------ 1->֊т+1/т+1 = о. Итак, л п • • • Л Лп + 1 = 0.

Докажем теперь, что при некотором выборе числа к каждые т 
из множеств Р։,•••, Рт+\ имеют непустое пересечение. Этим будет 
установлено соотношение Ь1т Р т, завершающее доказательство 
теоремы.

Так как каждые т из векторов /։,•••,/т + 1 линейно независимы։ 
то существует такое ®>0, что при |л7т+11,<е любые т из
векторов /։ -(- у1г- ••, /т+։ ут ц также будут линейно независимыми. 
Фиксируем такое а ^>0. Гиперплоскость {х: (//4՜ У/) х = 0) обозначим 
через £/(у/). Тогда при |у; | < в и любых г, каждые т из гиперплос­
костей £/ (у,)+ х/, г = !,•••, т+1, имеют в пересечении, точку. Если 
при этом 8, • • •, |хт+։ |-С 6, то эти точки пересечения находятся 
от точки 0 на расстояниях, не превосходящих го, где г — некоторое 
положительное число (число 8>0 здесь произвольно). Следовательно, 
обозначая через Еа шар радиуса <1 с центром 0, мы найдем, что каж­
дые т из множеств (£; (у/) + х/) Л Егь имеют при |у1 | <С £» 1-С $ непу­
стое пересечение. Остается установить, что при некотором выборе 
чисел к, В и векторов у/, х/ мы имеем Р< о (£; (уг ) + х/) Л.Ег։.

Пусть Ад,՛՛’, Ам — такие векторы, содержащиеся в гиперплос­
кости Г/, что они являются вершинами (п—1)-мерного симплекса 51, 
имеющего 0 своим центром тяжести. Так как то существует
такая линия х = (/), содержащаяся в М1, что <р/у (0) = 0

и ՛ - = /щ. Обозначим через Т/ (/) симплекс с вершинами
сП

г1п (0> а через у< (#)— центр тяжести этого (п—1)-мерного 
симплекса. Кроме того, положим х/ (£) = д/ (<) — Р /;. Тогда (/) = 
= М/у4-о(#), д<(0 = о (0> х/ (0 = 0 (0- Так как точки Ми,- • •, 1Ь<п 
являются вершинами симплекса, гомотетичного 5/, то из этого сле­
дует, что нормаль к несущей гиперплоскости симплекса Г/ (/) имеет 
вид /< + у/(£)> гДе У‘ ПРИ £-*0. Кроме того, так как центр тя­
жести симплекса 7/(<) —Р/1 лежит в точке х/ (0 = о(<), то этот сим­
плекс удовлетворяет (при достаточно малом ( и при некотором с^>0) 
условию

Ес, Л ((0 ֊ Р/1) = Еа П а£ 1 (Т1 (0 - Р (/().
Выберем, наконец, такое 1 0, что |у1(01^е> |х<(/)|-С8, где

В = —, и положим к = Р. Тогда гб = с/, и потому мы имеем.
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А = М, - kf, = М,- t*f, =>( Т, (է) — Րք,) Ո £с/ =

= Ев1 П aff (Ti (О - *’//)= Ect Ո (£/{yi (0)+ <7/ (0 ֊ է' fi) =

= £։,Ո (Му/(*))+*/(#)),

что и завершает доказательство.
Следствие. Пусть //(F*) =//(F), где F* — некоторый 

класс замкнутых выпуклых множеств, удовлетвор яющий усло­
виям К), Б), В), a FgF*—его подкласс, удовлетворяющий условиям 
Б'), Г). Тогда him F = rad Н (F).

В самом деле, him F <him F*<md Н (F*) = md //(F) (теорема 
3) и в то же время him F >- md Н (F) (теорема 4).

Пример 1. Пусть Н—некоторое замкнутое подмножество сфе­
ры S'1՜1 с Rn, не являющееся о д н о с т о р о н н и м, т. е. не содержа­
щееся ни в какой полусфере сферы Տո~'. Всякое полупространство 
вида (х:/х<)֊), где условимся- называть //-выпуклым
полупространством; всякое множество, представляющееся в виде пе­
ресечения некоторого семейства" //-выпуклых;} полупространств, усло­
вимся называть //-выпуклым множеством. Через F обозначим класс 
всех //-выпуклых множеств пространства Rn. Тогда (ср. [6]) класс F 
удовлетворяет условиям А)—Г), причем Н (F) — Н. Следовательно, 
him F = md Н.

При м'е р 2. Пусть Н с Տո՜' — конечное множество, не яв­
ляющееся односторонним. Обозначим через F класс всех многогран­
ников, внешние нормали к (п—1)-мерным граням которых принадлежат 
множеству Н. Условие А) здесь выполнено в силу того, что множе­
ство Н не является односторонним. Выполнение условий Б), В), Г) 
очевидно. Таким образом, him F = md Н.

Пример 3. Пусть F—класс всех многогранников, получающих­
ся параллельными переносами из фиксированного n-мерного много­
гранника Mc:Rn. Тогда him F--md Н, где Н—множество всех единич­
ных векторов, являющихся внешними нормалями (п—1)-мерных гра­
ней многогранника М.
'Математический институт им. В. А. Стеклова

АН СССР Поступила 8.IX.1975

Վ. Դ. ԲՈԼՏՅԱՆՍԿԻ. (եւաւցիկ կոների անչասւելիությունը և Խեփի թեորեմը (ամփոփում)

Հեղինակի նախորդ հոդվածներից մեկում (ՀՍՍՀ ԳԱ տեղեկադիր, ոՄաթեմատիկաա VII, 

М 4, 1972 թ.) ապացուցված է ք(Ա nCRn ուռուցիկ կոների սիստեմի անջաանլիու­

թյան չափանիշէ
Այս հոդվածում ցույց է տրված անշատեյիության չափանիշի կիրառելիությունը կոմբինա- 

տորային երկրաչափությունում։ Հիմնական արդյունքը հանդիսանում է նշված չափանիշի օդ- 
նոլթյամբ ստացված եելիի թեորեմի նար ապացույցը։
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V. G. BOLTIANSKY. Separability of convex cone» and Holly's theorem 
(summary)

A criterion of separability for a system of convex cones Kit •••, Km c^’ 
was established in author's earlier article. Here the separability criterion is applied 
in combinatorial geometry. The main result consists In a new proof of the Helly's 
theorem.
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Ж. С. НАЛБАНДЯН, В. Д. ЩИГЛИК

РЕАЛИЗАЦИЯ БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ НА 
СПЕЦИАЛИЗИРОВАННОМ ПРОЦЕССОРЕ

Быстрое преобразование Фурье (БПФ) является эффективным мето­
дом вычисления дискретного преобразования Фурье (ДПФ)—одной из 
наиболее широко применяющихся математических операций при обработке 
цифровых сигналов в спектральном анализе, цифровой фильтрации, корре­
ляционном анализе и в других областях.

Алгоритм БПФ может быть успешно реализован как программно на 
универсальных ЭВМ, так и аппаратно-микропрограммно на специализиро­
ванных ЭВМ. В настоящее время существуют устройства, специально ори­
ентированные на реализацию алгоритма БПФ и называемые БПФ-про- 
цессорами, которые имеют достаточно высокое быстродействие вычисле­
ния коэффициентов Фурье, позволяющее работать в реальном масштабе 
времени [1], [2].

При решении задач по обработке результатов наблюдений кроме пре­
образования Фурье часто встречаются операции над векторами, матрица­
ми, операции свертки, корреляции и другие, реализацию которых с эконо­
мической точки зрения целесообразно совместить в одном специализиро­
ванном процессоре.

В работе [3] описана структура специализированного процессора, 
предназначенного для решения задач по обработке результатов наблюде­
ний и выполняющего операции типа умножения-сложения над п-мерными 
векторами.

В настоящей работе приводится описание вычислительной схемы, раз­
работанной на основе известного алгоритма БПФ [4] п реализующей 
БПФ в специализированном процессоре [3] по основанию 4 и по смешанно­
му основанию 4+2.

Рассматривается объединение различных вариантов алгоритма БПФ 
в единую процедуру.

С учетом структурных особенностей спецпроцессора, вычислительна։-։ 
процедура по основанию 4 организована таким образом, что существенно 
ускоряется выполнение БПФ по сравнению с процедурой по основанию 2. 
Приводится также сравнительная оценка времени вычисления коэффициен­
тов Фурье по основаниям 4 и 2.

Кратко опишем основные принципы БПФ и дадим некоторые 
необходимые в дальнейшем определения.

Для дискретной последовательности из № чисел {х*} (к = 0, !,••• 
- ■ —1) ДПФ определяется следующим образом:
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уг = 3' х* (г = 0, 1,-• 77֊ 1), (1).

*-о

где ш.у = е , а уг — г-Я коэффициент ДПФ. В общем случае {х»} 
представляют собой комплексные числа, а {уг}— всегда комплексные 
числа.

Обращение формул (1) аналогично записывается в виде:
1 «V-!

х* = ֊֊ 3 уг (*=0, 1,- • - , 77- 1) (2).
■'* г=0

и называется обратным дискретным преобразованием Фурье (ОДПФ)„
Процесс вычисления коэффициентов ДПФ непосредственно по 

(1) весьма длителен, так как требует выполнения операций в количе­
стве, пропорциональном ТУ2, в то время как алгоритм БПФ позволяет 
уменьшить это число до величины, пропорциональной 7У1од №

Пусть число /V разбито на п множителей, не обязательно рав­
ных друг другу: 

п
к = п р1 2)- 

1=1

Суть алгоритма БПФ заключается в выполнении процесса вычисле­
ния коэффициентов ДПФ итерационным методом за п шагов по вы­
ражениям:

2 » (3)
т =0

где

; = 1, 2, .., п, ру=п т,
1=1

причем под х^ подразумевается входная последовательность

х? (д5=0, I,-.-, ^֊1).

Промежуточную последовательность, полученную на у-ом шаге, 
назовем у-массивом.

Как следует из (3), результаты, получаемые после каждого ша­
га, используются для вычисления элементов в последующем шаге и 
при достижении равенства у = п элементы полученного массива будут 
искомыми коэффициентами Фурье.

Из (3) следует, что каждое из ТУ уравнений (1) представляется 
в виде последовательности сумм, число слагаемых в которых равно 
множителям р/ (1=1, п).
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Эффективность алгоритма БПФ достигается благодаря выполне­
нию суммирования на каждом /-ом шагу одновременно по группам 

содержащим р։ элементов (называемых далее р։ -группой) сразу для 
всех № уравнений.

Процесс вычисления сумм для р/ -групп по (3) для всех /V урав­
нений назовем этапом.

Весь вычислительный процесс БПФ состоит из п этапов.
Введем понятие подмассива. В процессе вычисления элементов 

/-массива выделяются такие р/ -группы, при вычислении которых ис­
пользуется один и тот же набор комплексных экспоненциалов.

£у-подмассивом /-массива назовем совокупность тех рх -групп, 
при вычислении которых по (3) используются одни и те же комплек­
сные экспоненциалы.

Количество Лу-подмассивов определяется следующим образом: 
/-։

*1 = 1. */ = П Р> З, - ). (4)
1-1

В частности, в случае алгоритма БПФ по основаниям 2 или 4, 
т. е. в случае, когда все множители рх равны двум или че­
тырем, р1 -группы представляют собой соответственно пары или чет­
верки элементов. Количество подмассивов /-массива составляет соот­
ветственно 27՜1 или 4/՜1 (/=1, 2, •••, п).

В работе [5] приведен вычислительный алгоритм БПФ по осно­
ванию՛ 2. В этом случае вычисление на каждом /-ом этапе выполняет­
ся по выражениям:

а'г = л;_։ + ш’ а;_։,
а; = а'г_х - л;_։, (5)

где Л)-! и А'г_1 — пара комплексных чисел, вычисленных на преды­
дущем этапе, а о степенях ш будет сказано позднее.

Очевидно, что для вычисления коэффициентов массива из ТУ—2" 
элементов по этому алгоритму требуется выполнить УУ1о£2 М опера-

ций комплексного сложения и М операций комплексного ум- 
4М

ложения.
Приведем теперь вывод формул ДПФ по основанию 4, т. е. для 

■случая, когда ТУ—4я.
Разобьем входную последовательность {х*} (& = 0, !,•••, Л’— 1) 

на четыре группы:

40) = х4«> 4’’ = х<*+։> = х« 12. = хи+з
/ N \(к=0, 1, ..., — —Й
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и вычислим ДПФ для каждой из последовательностей Дв1) (т.— 0„ 
1, 2, 3)

Н 1 т 1
4°’ = 2 40) « ‘ ’

.V .—-1 8к/.4 — тгАг
х<»= 2 е 1 >

>-0

Л’ .----- 1 Яг.1•* --м1"
х<^= 2 Ч2 ’е ‘ •

А-0
• Ы

7--1 «г/.- -Г^кг
х<?=2 в ‘ • (6)'

*֊0

Отметим, что величины х{9 (у — 0, 1, 2, 3) обладают свойством перио­
дичности, а именно

х^=х0)л' (г-О, !»•••, — —1\ (7)
,+Г \ 4 /

Представим теперь ДПФ входного массива (х*) (А = О, М—1)>
следующим образом:

д'-։ - ^-.г
У Г = 2 X* е .-=

к-0
'--1 8кг: 2гг1 у-1 8хнь

= 2 г™ е ” + е * 2 е " +
Л-0 л=0

*=о л=о

Заменим в этой формуле г на г 4------и воспользуемся свойством пе­

риодичности (7). Тогда получим
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3 “ У ,уУ » = *1”е ■ (8)
г+ Г )-о

I НЕще дважды заменяя в (8) индекс г на г + —, с учетом периодич­

ности (7) получим окончательно следующую группу выражений:
9

У г = 2 ■ш՜'! ,
յ■-o

8
У л'= 2 ,
'+ 4 /_0

3

У и (9)
Г+Г /~с

Аналогичные преобразования можно, в свою очередь, применить 
к xW(y = 0, 1, 2, 3), из чего следует, что вычисление коэффициентов 

ДПФ четырех последовательностей, состоящих из — элементов каж-

ч Nдая, можно свести к вычислению последовательностей из — элемен- 
16

тов каждая. Эти операции можно проводить до тех пор, пока каждая 
■последовательность не сведется к четырем элементам. Таким образом, 

N Nдля W = 4п, применяя (6) для последовательностей из N, —» —, • • • 
4 4’

• • 4 точек, получим коэффициенты ДПФ. При этом количество
3

■комплексных умножений составит — N log« N, а количество комплек- 
4

сных сложений — 3 N log« N.
Существуют различные варианты алгоритма БПФ, в частности, широ­

ко известны варианты Кули-Туки и Санди-Туки. Оба варианта удобны 
при машинной реализации тем, что результаты, получаемые после каждого 
этапа, размещаются в той области памяти, где ранее находились исходные 
данные, что дает значительную экономию оперативной памяти. Отличие 
этих вариантов состоит в том, что в варианте алгоритма Кули-Туки вход­
ной массив должен задаваться в упорядоченном виде, в то время как вы­
ходной получается в неупорядоченном (перетасованном),՜ -в варианте же 
Санди-Туки из неупорядоченного исходного массива после преобразования 
получаются результаты в упорядоченном виде. Отметим также, что в алго­
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ритме Санди-Туки экспоненциальные коэффициенты используются в упо­
рядоченном порядке степеней, а в варианте Кули-Туки—в неупорядочен­
ном порядке степеней.

Перетасовка входных элементов массива (при алгоритме Санди- 
Туки) и получение перетасованных элементов выходного массива (при 
алгоритме Кули-Туки) производится по правилу реверсии разрядов 
номеров по данной системе счисления, т. е. если номер элемента в 
д-ичной системе счисления есть • • ая (где ։, = О, I,---, д—1), то 
реверсия приводит к номеру 1п »«-!••■ ’х-

В процессе цифровой обработки случайных величин, когда применяет­
ся теорема свертки для преобразования Фурье, необходимо бывает осуще­
ствить также обратное преобразование Фурье.

Очевидно, что в случае основания 2 выражения ОДПФ не будут отли­
чаться от выражений для прямого преобразования за исключением того, 
что экспоненциальные коэффициенты следует заменить сопряженными ком­
плексными числами. Для основания 4 вычисление коэффициентов ОДПФ 
выполняется по выражениям:

3
Хг = у{'} ШГ1,

/=0

3 

хг1 К =5 У(гП 
4 м

3
X л/ =2 (—1)>! у’гп шг1, (10)

2 /=°
3

* + !„=£(- 0' ₽$л

4 /=о
Опишем теперь реализацию алгоритма БПФ на спецпроцессоре [3] для ва­
риантов Кули-Туки и Санди-Туки. Реализация обоих вариантов позволит 
осуществить прямое и обратное преобразование без дополнительной пере­
тасовки результатов.

Очевидно, что при больших основаниях обьем вычислений уменьшает­
ся, однако вычислительные формулы становятся более громоздкими.

Весьма эффективным для реализации в спецпроцессоре является пре­
образование по основанию 4.

Для случая ^/=22я 41 преобразование выполняется со смешанным осно­
ванием 44-2, т. е. все этапы вычислительного процесса, кроме последнего, 
выполняются по основанию 4, а последний—по основанию 2, что приводит 
к необходимости реализации на спецпроцессоре также и алгоритма по ос­
нованию 2. Естественно, что реализация смешанного алгоритма потребу­
ет поэтапного выполнения преобразований, что также дает возмож­
ность реализовать оба варианта (Кули-Туки и Санди-Туки) алгоритма еди­
ной вычислительной процедурой.

Итак, рассмотрим реализацию БПФ по основаниям 2 и 4 для вариан­
тов Кули-Туки и Санди-Туки прямого и обратного преобразования Фурье.
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Рассмотрим массив, состоящий .13 Л/— 2П элементов (элементы .массива 
в общем случае—комплексные числа). Расположение массива в оперативной 
памяти (ОП) таково, что разность адресов ОП соседних элементов посто­
янна. Информация, необходимая для управления потоком данных между 
оперативной памятью и спецпроцессором должна касаться расположения 
массивов в ОП, их размеров, форматов данных и должна содержать:

—адреса начальных элементов входного и выходного массивов и масси­
ва экспоненциалов в ОП;

—число подмассивов на данном этапе вычислительного процесса:
__число Р{—групп (пар или четверок) в каждом лодмассиве;
__шаг между начальными элементами соседних подмассивов;
—шаг между соседними /^-группами;
—шаг между элементами в рг групп?..
Перед тем, как приступить к выполнению БПФ, необходимо со­

ставить и поместить в ОП таблицу экспоненциальных коэффициентов
для конкретного варианта алгоритма. Число элементов 

пользуемых при реализации Ы1ЧЛ равно или - , 

в таблице, не­

соответственно

основанию.
Таблица экспоненциалов, используемая при варианте Кули-Туки, 

должна содержать коэффициенты в перетасованном виде. При этом 
таблица для алгоритма по основанию 2 составляется по правилу:

2ж/
,у ’ / /V \ш(к) = е ( к =0, 1,

где а получается путем реверсирования последних п — 1 разрядов 
двоичного представления числа к.

Для варианта Санди-Туки таблица экспоненциалов состоит из 
упорядоченного набора степеней, отличающихся друг от друга на 
к

— радианов, где у — номер соответствующего этапа

Для реализации вариантов Кули-Туки и Санди-Туки единым алго­
ритмом требуется составление отдельных подтаблиц для каждого этапа в 
случае алгоритма Санди-Туки, причем на /-ом этапе экспоненциальные ко­
эффициенты определяются по правилу:

— к
ш(к) = е^ (к=0, 21 — 1).

Составив таблицы экспоненциалов для некоторого N=2Ո, их можно 
будет использовать для вычисления коэффициентов Фурье с любым 
объемом входного массива М=2՞1, где тп-^п.

Те же самые таблицы экспоненциалов можно использовать и для 
алгоритма по основанию 4, при этом при варианте Кули-Туки выборка 
экспоненциалов выполняется через один, а при варианте Санди-Туки и 
подтаблицы, и экспоненциалы в подтаблицах выбираются через один.
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В спецпроцессоре предусмотрено средство для инвертирования знака 
элементов входного массива. Используя это средство, можно той же самой 
вычислительной процедурой вычислить коэффициенты ОДПФ по осно­
ванию 2.

] 1так, одной вычислительной процедурой спецпроцессора можно реа­
лизовать один этап прямого и обратного преобразования Фурье по алго­
ритмам Кули-Туки и Санди-Туки для основания 2.

Для алгоритма по основанию 4 прямое и обратное преобразования вы­
ражаются различными формулами ( (9) и(10) соответственно), поэтому 
их реализация требует различных процедур в спецпроцессоре.

Таким образом, в состав стандартных алгоритмов входят три последо- 
вате? юности микропрограмм, каждая из которых реализует варианты Кули- 
Туки и Санди-Туки алгоритма БПФ.

Вычислительный процесс БПФ для любого из трех приведенных алго­
ритмов в спецпроцессоре выполняется по следующей схеме.

Соответственно управляющей информации о массивах на любом /-эта­
пе в первую очередь в ВЗУ-1 спецпроцессора загружаются экспоненциаль­
ные коэффициенты в количестве, равном пип (/су, т), где 1су—количество 
подмассивов, а т—объем ВЗУ-1.

После.этого происходит прием элементов входного массива пор/-груп­
пам в спецпроцессор и одновременно с их загрузкой в блоке быстрого 
умножения-сложения по формулам (5), (9), (10), соответственно алго­
ритмам, выполняются вычисления , промежуточные и окончательные ре­
зультаты которых записываются в ВЗУ-2. Результаты вычисления 
Р1 -групп записываются в ОП машины, после чего тот же процесс 
повторяется и для остальных р/ -групп в подмассивах.

В случае, когда т, после использования всех экспоненциальных 
коэффициентов, находящихся в ВУЗ-1, процесс повторяется с загрузкой ос­
тавшихся коэффициентов.

Подсчитаем общее время вычисления коэффициентов Фурье для всех 
этапов по основанию р (р=2; 4).

Введем следующие обозначения:
—время приема управляющей информации из ОП в спецпроцессор на 

одном этапе обозяачим через Т/, а суммарное время по этим этапам—6;
—время вычисления р элементов в блоке умножения-сложения обо­

значим через а суммарное время вычисления — 1р (р — 2> 4);
—время переключения направления потока данных обозначим через 
суммарное время переключения — /г;
—время доступа к ОП обозначим через т։, суммарное время приема 

информации в спецпроцессор — /5, суммарное время запоминания ре­
зультатов в ОП — /в, суммарное время приема экспоненциальных 
коэффициентов — Время доступа к ОП зависит от цикла обраще­
ния к ОП и от числа обращений к ОП со стороны центрального про­
цессора и устройств ввода-вывода при их совместной работе. Ши. 
рину обращения к ОП в единицах слов обозначим через /. Посколь. 
ку гычисления в блоке умножения-сложения производятся параллель­
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но с приемом информации в спецпроцессор, то общее время вычисле­
ния коэффициентов Фурье будет:

Тр = tt + max (f։, tp) + f, 4- te +

Число этапов вычислительного процесса БПФ равно logp Л', сле­
довательно

l°gP N,
N _ , A,

tp — — ՝p /V,
P

N I Л7t, = — -J logp N,
P

2N т ts = te = — 's logp N,

количество kj— подмассивов на каждом этапе вычисляется по форму­
ле (4). Общее количество подмассивов — К, равное общему числу за­
гружаемых в ВЗУ-1 экспоненциальных коэффициентов, вычисляется 
по формуле суммы геометрической прогрессии:

р" — 1 N-1
к-

Тогда
t _2{N-X} _

Следовательно

/ЭДГ N \
Tp = Tj logp N + max ( —— т5 log/, N, — tp logp N )-}- 

\ t P /

+ -Ъ log, N+ ֊s (֊ + N log, N Y (11)
P I \p—1 /

Время вычисления четверки элементов т4 = 12,8 мксек.
При 1 = 1, т. е. когда прием информации в спецпроцессор про­

изводится по одному действительному числу, если время доступа к 
ОП>1,6 мксек, то выражение (11) примет вид

Tp = "i logp N + 2т8 logp N + ——-I- — -j log,, N 
\ p—1 / p

(заметим, что при p = 2 эта формула подавно верна). 
Из этой формулы непосредственно следует, что

Г։>2Г4,

т. е. реализация алгоритма БПФ по основанию 4 на спецпроцессоре 
значительно эффективнее, чем по основанию 2.
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ժ. Ս. ՆԱԱ՚ԱՆԴՅԱՆ, Վ. Դ. ՇՋՒԴԼ1։11. Ֆոէոյևի արադ ձևափոխության իրականացումը մաս- 
նացիտացվաձ սյրոցԼսորում (ամփոփում)

Բհրվում / հաջվողական սխեմայի նկարագրումը, որը իրականացվում է Ֆոլրյեի արագ 
ձևափոխության մասնագիտացված պրոցեսորոլմ 4 հիմքով և խաոը 4-Հ-2 հիմքով։

Դիտարկվում է Ֆո։րյեի արագ ձևափոխության ալգորիթմի զանազան տարբերակների միա­
վորումը միասնական գործողության մեջ, որը 4 հիմքի դեպքում կազմակերպված է այնպես, որ 
ստացվում է մ ամ ան ակի էական ջահում։

J. Տ. NALBANDIAN, V. D. SCH1GLIK. A fast Fourier transform on a 
special-purpose processor (summary)

A description of a computational process yielding fast Fourier transform 
(FFT) on a special-processor by radix 4 and mixed radix 4-|-2 has been given.

A combination of different versions of FFT algoritms into a single procedure 
organised with radix 4 leading to essential time gain is considered.
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В. П. ГРИГОРЬЕВ

НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ НА ВСЕЙ ОСИ

Введение

Работа посвящена изучению разрешимости на всей оси нелиней­
ных дифференциально-операторных уравнений вида

P2J֊֊)u(n + ^u (/) + ?(*, «(f), и' (f))=- А (/), (1)
՝ dt /

где
/ d \ 21 d4Pis ( — ) U (f) = 2 «</ — “ а? 6 P1, a2i =(— I)1՜’; 

dt

А — линейный неограниченный формально самосопряженный оператор 
и оператгр 3 (f, п» зависит нелинейно от и, и' и является в неко­
тором смысле близким к монотонному оператору. Дифференциальные 
уравнения вида (1), не содержащие нелинейностей, изучались Дубин­
ским Ю. А. в работах [1]—[3] и были названы им частично гипербо­
лическими. Если S = 1, то уравнение (1) "есть нелинейное волновое 
уравнение, играющее важную роль в теоретической физике и изучав­
шееся многими авторами. При s — 2 разрешимость дифференциального 
уравнения с частными производными типа (1), возникающего в теории 
ангармонических решеток, изучалась в работе [4].

§ 1. Обозначения и предположения

Пусть даны комплексные сепарабельные гильбертовы простран­
ства С и Н такие, что С<^Н с непрерывной операцией вложения и 
<7 плотно в Н. Обозначим через Н (R1; з; С; у) множество функций 
и (7), определенных и измеримых на оси 7?] со значениями в (л, удов­
летворяющих условию

Ц» (Я՝; 5; О,-Т) = Г С«0’ (*)& + £" (б'/о ) е՜ 7'Л < + се,

*1

г4е 7 некоторое фиксированное вещественное число.
Будем рассматривать также пространства т (R1; X), где X— 

। некоторое 5-пространство и р^>1. Это пространства функций и (/), 
определенных и измеримых на 7?'г со значениями в Л՜ и таких, что
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= У Ь (ОК е-т< Л < + °=-

*1

Если У — некоторое 5-пространство, плотное в Н с непрерыв­
ной операцией вложения, то через У' будет обозначаться простран­
ство, сопряженное к У. Н отождествляется со своим сопряженным 
Н'. Если и £ У и и С то скалярное произведение между этими 
элементами будут обозначаться через (и, и), в частности, если У=Н, 
то это обычное скалярное произведение в Н.

Будем также предполагать, что нам дано некоторое рефлексив­
ное 5-пространство Г, которое плотно и непрерывно вложено в Н, 
5П С—сепарабельно, плотно вложено в Н, оператор вложения непре­
рывен.

Скалярное произведение между элементами и^Г и и £ Г', где 
Г'— сопряженное к Г, будет обозначаться через [и, о]. Если р—дей­
ствительное число, р>1, то скалярное произведение между и£ЕР, т (R1; Л) 
и т (R1; Р) будет обозначаться через (и, о|т. Тогда

{« (/), V (О’т== [и (*)> V (01 е~^Л.

Если 2— некоторое 5-пространство функций и (£), которое плотно и 
непрерывно вложено в Ьг, 7 (R1; Н) и % — его сопряженное, то ска­
лярное произведение между элементами из 7 и 2' будет обозначаться 
через <^и, г>^>т.

В частности, если 2— Ь.2,(5г; Н), то это обычное скалярное 
произведение в Ь_>, 7 (5։; Н). В этом случае

<Ъ, V *> 7 = I (ц (/), V (0> Л.

Это обозначение распространяется и на тот случай, когда указанный 
интеграл существует, возможно в смысле распределений на индекс 
7 опускается, если 7 = 0.

Условие 1. Предполагается, что Н1 элементах пространства 
бХ С определена непрерывная полубилинейная эрмитова форма 
а (и, и), удовлетворяющая условию

а (и, и) > ~ с» И/

для любого и £ С, где сх^>0, с2 > 0— константы, не зависящие от и.
Очевидно, существует константа с3 > 0 такая, что для любых 

и £ С и у £ С

|а (и, «)К с, |и|о-Мо-
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то интеграл

Если функции и (0 и V (I) принадлежат пространству 7 (R1; С), 

а (и, V) е~'11 сП существует и будет обозначаться через

<^’а (м, и) >7. Заметим, что так как отображение и->а(и, и) непре­
рывно и полулинейно (линейно в вещественном случае), то каждому 
и £ (7 соответствует единственный элемент Аи^С такой, что

(Ди, и) = а (и, и), (V £ С).

Условие 2. Предполагается, что дан нелинейный оператор р, 
отображающий Р в Р' и удовлетворяющий при некотором фиксиро­
ванном 1>0 следующим условиям:

а) если и (/) 6 Ьр. т (Я1; ^)> то ? (“) € Ьр’.тС^1; ^')։ //>1, р'=——՛• 
Р~1

б) Р переводит ограниченные множества в ЬР1 т (R1; р) в ограни­
ченные множества из Ьр-.т (Л1; П;

в) Р слабо непрерывно отображает конечномерные подмножества 
из Ьр. 7 (/е1; 7=) в Ьр-.н*1;

г) Ее 1Р (и), и|7 > С4 Ньр. т (К*։ П ~ с» Нк 7 (Я՛:я,— с« 

для любой функции и (0 £Ьр, 7 (R1; ^пЬг, 7 (R1; Н);

д) Ее {Р (и) — Р (и), и — и}7 > О 
для \юбых функций и (I) и V (<) из пространства ЬР1 т (У?1; р);

е) Если последовательность гладких функций ип (<) такова, что

ип (0 — и (/) слабо в Ьа, 7 (/Сх; (7),

и' (#) -* и (/) слабо в 1а, 7 (R1; Н) и в 7 (R1; р),

и‘п (/) -» и" (#) слабо в 1а, 7 (R1; Н), то для некоторой под­
последовательности и, Р (и,) ? (“Э слабо в ЬР',Т (/?’; Р՛).

Условие 3. Предполагается, что дан дифференциальный опера­
тор порядка 2з

(0 = 2 а, иМ (/), ач 6я1, и(?> (0 = —-г!
'М/ ?То Л’

такой, что аг, = (—I)5՜’.

§ 2. Теорема существования и единственности

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1, 2, 3 при. некото­
ром 7>0 , и пусть з>1. Тогда существует такое вещественное 
число^л^), что при /.>а(7) для любой функции Л (0 6 Ь2. т (Я1; Н) 

<такой, что А (։') £Ьг, 7 (R2; С), найдется единственная функция 
и (ч> Удовлетворяющая условиям:
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1) и (0€Н (Л1; 5; О; 7);

2) и' (I) е и. т (Л1; /);

3) (7')+Ц,,т;(/?։; Р) при $</<2з;

4) для любой функции V (/) £ Ь2, 7 (Л1; в) П ЬА 7 (Л1; Г) спра- 
ведливо тождество

(к* и) +<а(и> >7+ '-<«■« >7 + I? («'), и}Т=<А. «>7-

Доказательство. Выберем систему функций VI (#), определен­
ных на /?} со значениями в Г(} С таких, что

a) vi (/) — гладкие и финитные на Æ};

б) г>/(0 образуют полную систему (линейные комбинации плотны 
в пространстве (R1; Р П С)).

Приближенные решения определим формулой 
п I

ип(() = 2 с1п у VI (т) </-, (1)

где коэффициенты ап задаются как решения нелинейной алгебраиче- 
кой системы „моментных уравнений“ вида

А (ия, тч) s +<а(ия, vi) >7 4- X < Un, Vz^>T4-

+ {ß (u„)» vt}i = < h, VI >7, i = 1, 2,- • -, n. (2)

Для разрешимости этой системы достаточно в силу условия 2в) 
выполнения „условия острого угла", (см. [6], [7], [8]), которое в дан­
ном случае имеет вид

Ее | ия, и„у 4՜ < а (ип, ип) >7 4֊ Х< цЯ։ и'>7+

+ {₽ («„)» ип }т > С1 < и«> “«>т ~ сь- (3)

В выражении А (ип, ип) проинтегрируем по частям во втором и 
третьем членах с учетом того, что Vi(,t) финитные функции. Тогда 
получим

с/ \ \ **-/ )ил, и' ) + -Т < а (ип, ип)>т±
сП / / т "

+ ^- < И«> и«>7 4- Ке {? («;), и'п}у. (4)

Re А (ия, и')

-IÏ2
Обозначим далее через wn (/) функцию, равную ип (/) е . Тогда вы­
ражение Re (Pis ( ---jun, можно записать в виде
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Re/Р։У^-)ип, иЛ =Re 2 aq ?rq [Y w</>, w'n +-֊- w„\ dt,

\ \dt / / 7 0<r<q J՝ * /

где prq = ----- —--------(—\ . Интегрируя по частям, уравниванием no­
ri (g— r)l \ 2 /

рядки дифференцирования и, пользуясь равенством Парсеваля, по­
лучаем

Re (Ръ ип, и'„У =■• J Re | А» (* + “| МА (5)

где шя = шп (т) — образ Фурье функции шп (t). Из (4), используя 
условия 1 и 2г), получим

Re A (ия, и'п)> J {Re | Ри ( ։~ 4֊ ~ |~ с։'а-г

я1

+ (6)

Выражение, стоящее в фигурных скобках, есть многочлен по " степе­
ни 2s > 2. Поэтому найдется такое вещественное число а (•;), что при 
л>а(7) для любого будет справедливо неравенство

откуда получаем (3).
Таким образом, система алгебраических уравнений (2) разрешима 

и, тем самым, приближенные решения ип (<) определены. Умножим 
уравнения системы (2) на см и просуммируем по г. Получим

А (пл> и'п) = < А, и'>7.

Из равенства (4) аналогично тому, как выводилось неравенство
V 

(6), но, не оценивая член — <а(ил, ил)^>т, получим

А (и„, и')> у А (т, •(, л 4-с։)|шл^ </■։•+֊ < а (ип, и„)>-. — сь. (5)

я1

Поскольку А (т, у, >. + с։) > А (т, 7, Л) > 0, то
О 9

<а (и„, ил)>7 < — Re<Л, п*>т + —8• (9)
У -г
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Интегрируя по частям в выражении <^к, и применяя неравен­
ство Шварца, получим

<а (и.„ ия)>7 <с10|)ия|ц։Т(Л1; о)(|А1к2, 4֊ 7 7</?֊,- 0՛;+

- - 8 = т(О> Лт (А) + ֊8 • (10)
7 7

По услони:о 1 имеем а (ия, и.,) >• с1 ||и — с2 ,ил|^. Поэтому

2сС1 _ (#‘;О) «ММц. Т(Л';Я) т (•?՛; О) (А) 4- —-• (11)
»

Из неравенства (3) аналогично получаем

8ы.2,ь2 т (/?՛: н> < ЦмпАьа т(я՛; о> (А) + —- • (12)
св

Поэтому из (11) и (12) имеем

Ыц ..(/?՛; О) СП 7 '*'•■ °>^т (Л) + С12 

или
Ыи2> т (Л';О) < (13)

В частности, из неравенства (10) получим, что

2г
<а (ая, пя)>7 < К. (А) £7 (А) + —8 • (14)

7

Далее выберем а^>0 таким, чтобы для любого выполнялось 
неравенство

А ("> Т> '•) > £՜2'-

Тогда из неравенств (6) и (13) получим

[|(нл е )<4Г'^2 7 (/?.; ну< с8 + Лт (А) К-, (А).

Или, переходя к эквивалентной норме

Ыс2 т+ К%<7(₽1,.И) <СП (1 + £т (А) К. (А)). (15)

Далее, используя (4) и имеющиеся оценки (6), (7), (13), (14), (15) и 
условие 2 г), получим

<16>

где Л77 (А) зависит от [/.|.2>7(#‘, О') и Ц//Ц 7(>?«; о՛).

Полученные оценки позволяют сделать вывод, что существует 
такая подпоследовательность и, (/), что и, (/) -♦ и (() слабо в Н (R1; з; 
С; 7) и "ц' (/) —» и ({} сла5о в Ър, (/?’; Г). По условию 2 е) эта под­

последовательность может быть выбрана так, чтобы ? (и՛)—* ? (н՜) сла­
бо в Ьр՛, 7 (R1; Г'). Переходя к пределу при ч оо в каждом из 
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уравнений системы (2), получим, что при любом г = 1, 2,-- будут 
иметь место равенства

<С Ai u, vi ^>т 4՜ < а (“> 4՜ '՝ < и> V։ 4՜

4֊{Р (и')> «От =<А, W>T.

Поскольку по предположению функции о/(О образуют полную систе­
му в пространстве С° (R1; ГП С), то, производя замыкание, получим, 
что для любой функции V (/) из этого пространства справедливо тож­
дество

<
Рг4- (— ) и, V у -|- < а (и, и)^>т 4֊ X < и, 4՜ 

\Л / /и

4- (Р (ы')> «}т= <А, и>7. (17)

Положим в этом равенстве у-е~т։= <? (0։?> где <р (О £ С~ (R1) и эле­
мент пространства / ПО. Равенство (17) можно записать в виде

(и, Е) Ръ ? (0«+ I а («. 9 т (О Л 4- ).|(и, Е) <? (О Л 4- 

₽' R' R'

4-1 [₽(«'), Ч? (О л= [(Л, О? (О л.

Здесь
/*2з- ('-Г՜4)9=3 (—I)7 ач ®(,). 

\Л / д-0

Скалярное произведение (и, Е) задает непрерывный функционал д (О 
над пространством / П О, причем |д(0|<0“|1о'> где через |д (01 обо­
значена норма функционала. Аналогично а (и, Е) = д (О и

|у’а (01 < сг Но; [Р (и), $] = д (0 и |д (01 <0? (ц')1/"

и, наконец, (А, Е) = ]\ (I), |у4 (ОК 1И1о'. Таким образом

л (о € и 7 (Л1. <?')> л (0 6 Ьз, 7 (^; С)>

л (0 € Ьр-. 7 (/г1; I') и л (0 Ь2, т (Л1; О-

Пусть
/ (0 = у; (0 - VI (0֊У2 (0 ֊ Уз (0-

Тогда

( (и, Е) Р^ (у ) <р (о (R = | (; (о, Е) <р (0 л>

Л \«*/ J
R' /?՛

что означает, что и (0 имеет производные в смысле распределений 
на /?} до порядка 2а и является решением обыкновенного дифферен­
циального уравнения
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\а1 /

откуда следует, что и('>(£) при I ^2з представимы в виде суммы 
двух слагаемых, принадлежащих соответственно пространствам

Ь2,7 (У?1,- (7) и ЬР-,7(/?1; Г), так как Ь2, 7 (Я1; С)сЬ2,7 (R1; в').

Производя замыкание в равенстве (17), получим, что оно будет спра­
ведливым для любой функции V (/) £ Ь2, т (R1; б)Г1Ьл 7 (7?1; Р)-

Покажем, что функция и (£) единственна. Выберем гладкую фи­
нитную функцию т) (I) со значениями в R1 такую, что

[ 7, (т) = 1; 7) (/) = 7) (- 0, тд (О е С~ (R1).

Л1

Обозначим
т)* (() = к՝г\ (кГ) и о* (/) — {[и' (0 * /)* (0] е-т' « т;л (/)} е7<.

Так как и' (/) * т(Л (/)= и (/) » 77' (£), то и* (1) есть бесконечно диф­
ференцируемая функция со значениями в /’’П О. Положим в (17) 
V (/) = V/, (I). Обозначая через и* (<) свертку и (/) * (/), получим

А» ( — )«*. и’ь) + < а (и*, и*)>7 + ՛'• < и*, ик> т = 
\сг/ / /7

= < А, и*>7 — (Р (и'), ил)7. (18)

Заметим, что функции и к ({) гладкие и принадлежат Ь2, 7 (R1; Н), а 
_ т' 

5՜
функции ик (/) е стремятся к нулю при £-*-)- оо вместе со всеми 
производными. Учитывая это обстоятельство, проинтегрируем по ча­
стям в соотношении (18). Получим

Сие I Р2, ( г. + -у ) Н* (')вя + -у <а («*» «л)>т +

с/ I \
R1

4՜ " <И*» «/>֊ = < А, V» >7 — {₽ (и')» «*}т, (19)

_т£
где —образ Фурье функции (£) = пл (0 е ՛. Здесь использо­
вано равенство Парсеваля. В равенстве (19) перейдем к пределу при 
к -*• + со. Получим

՝** 2
где и» (1) — образ Фурье функции то (0= и (0 е
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Допустим теперь, что существуют две функции ик (/) и и, (/), 
удовлетворяющие тождеству (17). Тогда их разность г ({) = и։ (О — 
— ц„ (() будет удовлетворять тождеству

/Ръ(—) г (О» « + <“ (г> г;)>т ~г х О> «>т =
\ \ Л / / 7

= {₽ (։<)—? («р, и}7

и равенству

2
■•՝7 = Ее |? (и') — |3 (и^), и' — и'|7,

(21)

(22)

где «։ (") — образ Фурье функции г (I) е . По условию 2 д) правая 
часть равенства (22) неположительна. С другой стороны, в силу вы­
бора X, ՛!■> а (■;), левая часть не меньше, чем некоторая положитель­
ная константа р, умноженная на Иьл 7 (/?՛,-.

Следовательно, Jz.Il,>т(/?•; н) = 0. Теорема доказана.

§ 2. Теорема существования и единственности. 
Случай 5 = 1

В данном параграфе мы будем предполагать, что 5 = 1. Пусть 
при некотором 7^>0 выполнены условия 1, 2а), 2б), 2в), 2д), За\ и 
пусть при этом же т для любой функции и (<) £Ь,. 7 (R1; ,Г)

Ее {? ( и), и}7 > с4 Т(Я': Г) — с3, (23)

где с4 > 0, с5 > 0 и не зависят от и.
Теорема 2. Если выполнены перечисленные выше условия, 

то най дется такое вещественное число а (д), что при (у) для 
любой функции Л (/) такой, что Л ч (R1; Н), /г (() £ Ьз. 7 (/?1: (7'), 
найдгтся единственная и (/), удовлетворяющая условиям:

1) и (06Н (/?։; 1,- в; 7);

2) П;
3) и" (R1; в ) 4- Ьр-.тСЛ1; А');

4) для любой функции V (/) £ Ь2,7(/?։; О П1^/,7 (7?х; Г) справед­
ливо тождество

' + < о («• «)>7-Ь)-<и,и>7+{р (и'), «|7 = <А, ^>7.
\ \л/ /7
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Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 1 при­
ближенные решения ип (У) строятся путем решения нелинейной алге­
браической системы „моментных уравнений“ вида (2). Разрешимость 
этой системы доказывается аналогично, с той разницей, что замена 
условия 2 г) условием (23) делает условие 5 > 1 для разрешимости 
системы необязательным. Априорные оценки в рассматриваемом слу­
чае имеют вид

У (ЬпЛ/х + ]ил (01о+1ил(0։?) е -С ^т(||ЛЙ.2 т(Л’:О') + ИА/|1.;, ^(/гчоч). (24)

Из этих оценок выводим, что существует такая подпоследователь­
ность и, (У), что и, (У) -» и (У) слабо в Н (У?1; 1; (7; 7), и' (У) —* и' (У) сла­
бо в т (R1; Г), 3 (и') —» ՛]» (У) слабо в Ь/, т (R1; R'), последнее в си­
лу условия 2 б). Слабый предельный переход в „моментных уравне­
ниях“ и замыкание дают выполнение для любой функции V (У) £ 
Г Ь2, ֊ (R1; в) П т (R1; А) тождества

(25)

причем аналогично тому как это делается в доказательстве теоремы 1 
получаем, что и" т (R1; 6') 4՜ Ьр՛,-՝ (R1; R').

Покажем, что > ({) = ? (и'). Возьмем некоторую функцию г{ (У),

/) (У) £ С~ (У?1), ^(У) = 7, (֊У), ъ (у) л = 1,

и рассмотрим функцию /)* (У) = к (к(). Очевидно, что т)» (У)-»о (У) при 
к-* -г со. Далее рассмотрим функцию (У) = и (У) * т(» (О и функцию 
и* (У) = [(и* е-т/) * /)* (У)] е<‘.

В тождестве (25) положим и (У) = и* (У). Тогда получим

и*) ֊г < а (и, 4-'-<«> и*>т =
/ т

А, — {ф (У),

или

4՜ < а (и*,

=-• < А, «*>т — (У), о*}т. (26)

Интегрируя по частям и пользуясь равенством Парсеваля, получим

Г Ке I Л 6՜ + ----- К ) Л 4 -Ь < а (м», и*) > т4֊
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+ ~ м*» и* -^т ~ < А, {’т* г’*}т»

_. V 
— 2

где w* (") — образ Фурье функции w* (t) = и* (t) е
В этом равенстве перейдем к пределу при со

( Rei Р.,( i- + ~ zt ) I d՜ + 4"'C a («» «)>T +

/?•

+ у <u, u>7 = < A, u'>7 — {ф (f), u')T. (27)

Далее, из „моментных уравнений“, которые в рассматриваемом слу­
чае имеют вид

/Р։ (— ) и», vi } + < а (u„, vi )>7 + /. < Ия, и, >7 -г
X \dt ' /1 *

4- [₽ (uj, V, )т = <А,и/ >7, i = 1, 2, • ■ •, п, 

путем умножения их на с/л и суммирования по i с последующим ин­
тегрированием по частям выводим равенство

Возьмем нижний предел от правой и левой части и воспользуемся 
неравенством: Нт |'иЛЦ М> если ип -* и слабо в В-пространстве. По-

Сравнивая это неравенство с (27), получаем, что

Нт Ее (и'п), иЛ}7 < Ее {ф (#), и'}г (28)
Л-* ОО

Из этого неравенства следует, что ф (/) = ₽ (и). Действительно, если
<р (0— произвольная функция из пространства Ьр, т (7?1; Г), то

— Яе {0 (»), ц'}т = —Нт Ее (р (ф), и'|т,

-Ее {? (О, ? (0)7 = ֊Вт Ие {р «), ? (/)}7,

Ке |р (о), <р)7 Ее [Р (<?), <?)7.
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Складывая эти равенства с неравенством (28), получим

Ие {’} — ? (<₽)> — ?)т > (₽ Ю ~ ~ ?1т > °>
V -»«О

последнее в силу условия 2 д). Из этого неравенства вытекает, что 

Ие {՛> — ?(?), и' — ф)т>0.

Полагая <р (<) = и' (()—8 <рх (0> где (<) £ЬР, т (R1; Г) и устремляя за­
тем в неравенстве 8 —♦ 0, получим, в силу условия 2 в),

Ие {Ф (и ). ?։ (0)т > О

ДЛЯ любой функции <р։ т (Я1; ^)> ЧТО возможно лишь при Ф (£)*=■
= р (и'). Таким образом, существование функции и ((), удовлетворяю­
щей условиям теоремы, доказано. Покажем, что такая функция един­
ственна. Допустим противное: существуют две различные функции 
и (0 и V (#). Тогда для разности го (0=и (0~ и (0 будет справедли­
во равенство

Ке р2 (1֊ + + ш)>т+

R՝

+ ~<.т> №>т = ?(«)> и' —

т< — 2
где г (")—образ Фурье функции го (0 е

Из этого равенства, как и в доказательстве теоремы 1, следует, 
что и (^)= V (#). Теорема доказана.

§ 3. Другой тип уравнений. Теорема существования

В данном параграфе рассматривается случай, когда р=Р (и), т. е. 
уравнение имеет вид

Л; и (0 + Аи (?) + Р (и) -г ՝1.и (?) = А (?).
\сИ /

Пусть —гильбертово пространство, плотно и непрерывно вложен­
ное в Н. В свою очередь С плотно лежит в Нг и вложение б в Нг 
вполне непрерывно. Предполагается, что оператор Р (ц) удовлетворяет 
при некотором 7 ^>0 условиям 2 а), 2 б), 2 в), а также условиям:

а) для любой функции и (?) £ №'р т (R1; /*)ПЬ՞ т (R1; Н)

Ые {Р (и), и'}т > с4 ЦиЗ^ т(Л,. - с, ||<2։ — св;

б) если последовательность ип (0 такова, что и„ (#) -♦ и (#) слабо 
в Ьр. т (R1; R) и сильно в Ьг, т (Лх; Н^), то Р (ип (/)) -» р (и) слабо в 
^•р՛, т (^г‘> Оператор Рг3 у \ предполагается удовлетворяющим 

\с!1 /
условию 3 а) и форма а (и, и)— условию 1.
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Теорема 3. Если выполнены при некотором 7>0 перечислен­
ные выше условия, то существует вещественное число а. (7), та­
кое, что при л (7) для любой функции Л (У) такой, что Л (У) £ 
£Ь2. т (У?1; О, Л' (У) £ Ь2, 1 (У?1; С), найдется функция и((), удов­
летворяющая условиям։

1) и (У)^Н(У?1; з; (г, 7);

2) «(УКи.т(*։; Л;

3) М и ! (Л1; О т (У?1; Г') при 5<у<2з;

4) для любой функции V (У) £Ь>, т (У?1; С) ЛЬЛ т (У?։; Г) справед­
ливо тождество

+ I? («). «}т= <л> и>т-

Доказательство. Доказательство почти дословно повторяет 
рассуждения доказательства теоремы 1. Необходимые изменения со­
стоят в следующем. Чтобы получить сильную сходимость последова­
тельности приближенных решений и„ (У) в пространстве Ь2, т (У?1; Нг) 
нужно воспользоваться тем фактом, что

иЛ (У) -» и (У) слабо в Ь2, Т(У?1; С)

и ип (О и' (О слабо в Ь։,Т(У?։; Н).

Поскольку, по предположению вложение С с Нх вполне непре­
рывно; то применяя теорему Обена Ж. П., см. [9], получим подпо­
следовательность, сходящуюся сильно в Ц, (У?1; Н,).

Теорема доказала.

§ 4. Приложения к нелинейным дифференциальным 
уравнениям с частными производными

А. Пусть 2 — ограниченная область в R" с достаточно гладкой 
границей Рассмотрим в области Q— 2хУ?{ дифференциальное урав­
нение вида

Pis (—) и (х, У)-}- Lîm (х, D) и (х, У) 4-Хи (х, У) -г ? (х, У, и')=А (х, У) 
\оУ /

(29) 
с условиями на Г = d2 X R}'-

D՝" и (х, У)|г = 0, |ш| — 1.

Здесь 
* 2^

aq^R1, a21 = (—1)’-՛, S>1,
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2) (х, £)) и == У. ( —1)1'1/)* (х)/)'՜ и)

—равномерно сильно эллиптический дифференциальный оператор в 2 
порядка 2т (тп^>1) такой, что (х) при ,а[ — 3| ~ т разномерно не­
прерывны в 2, а,з (х)— ограничены и измеримы при |а| + |3[-С2п1 и 
а,з = аз,; символ означает дифференцирование по пространственпым 
переменным х=(х1։ х2,-՛՛, хя).

3) Р (х, I, и) — некоторая нелинейная функция такая, что
а) 3 (х, (, ?) непрерывна по ; почти всюду в (? и измерима по х 

и I пр.։ любом ? £ С1;
6) |? (х, I, ;)| < кг |;|-’՜1, € С1, кг—постоянная, не зависящая от

х, I и ;; р > 2 — некоторое фиксированное число;

в) Ые | 3 (х, /, и) V (х, 0 е~т‘ [и (х, *)}*, г_։)) — Мг

0

при любой функции и (х,/)^Ер,т(/?։; Д,(2)), где константы К, >0 и 7Ит>0 
не зависят от и (х, /);

г) Ее I [? (х, /, и) — ? (х, (, и)] [и (х, 7) —V (х, /)] е՜՜' ЛЙ > О

I

при любых функциях и (х, () и V (х, /) из пространства Е„, - (R1; Ер(2)); 
4) /.— некоторое фиксированное вещественное число.
Полагая

а (и, и) = У, а,з (х) О՜ и (х, /) Й$ V {х, I) с/х, 

р։<т е

получим форму, удовлетворяющую, в силу неравенства Гординга, 

Условию 1, если положить Н — Е: (2) и С — 1^7' (2).
Если положить / = Ър (2), то функция ? (х> ?) задает нели­

нейный оператор, удовлетворяющий условиям 2 а), б), в), г) и д),сг.ч 
[8]. Покажем, что выполнено также условие 2е). Пусть имеется по­
следовательность ип (х, () такая, что ип (х, 0 -» и (х, /) слабо в 

Ез. т (^։; (2)). и'п-и' слабо в ЕЛт(/?։; к (2)) и в ЬР. 1 (R1; (2)),
и՞ -* и" слабо в Ег. т (R1; Е. (2)). Тогда нужно показать, что ?(«',)-• 
— ?(и ) слабо в Ер-.тСЯ1; (2)), где и, — некоторая подпоследова­

тельность из |иЛ|, р = —-— • 
р —1

В силу условия 3 б) на функцию £ (х, I, ;), последовательность 
° (и'п) слабо компактна в Е^'.Т(Л1; Ер֊ (2)) и, следовательно, найдется 
подпоследовательность и' такая, что ? (и[) — ՛}< (х, /) слабо в Ед։,-((/?х; 
Ер> (2)). С другой стороны, по теореме компактности (см. [10]) по-
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следовательность ип компактна в пространстве Ь2 (2։; (К)), где
—компактная подобласть (}. Действительно, положим

А = т (*), А2 = т (К), А, = ит(К).

Вложение И^2 т <= 1Г] у компактно и теорема компактности применима. 
Выберем подпоследовательность (обозначим ее снова и,) такую, что 
и'-»а' сильно в 1.2,7 (А?; (Ях)). Таким образом, для любой компакт­
ной подобласти <21 = 2։ X А К с R1, мы можем получить (выбирая, 
если нужно, еще раз подпоследовательность) подпоследовательность, 
сходящуюся почти всюду в <2։ с <2- Этого достаточно, чтобы утвер­
ждать (теорема Лебега и теорема Витали, см. [11]), что р (и')=1» (х, Г) 
почти всюду в <2р Так как была произвольной, то 8 (и')=Ф (х, <) 
почти всюду в <2-

Применение теорем 1 и 2 дает следующий результат.
Теорема 4. При выполнении при некотором у 0 перечис­

ленных выше условий существует такое вещественное число а (■*), 
что если ^^<г. ('[), то для любой функции /г (х, /) такой, что

л (х, /)бЬ2.т(/?3; ь3 (2)). а;(х, оеьмя1; (2)^
найдется единственная функция и (х, /), удовлетворяющая усло­
виям

1) и (х.ОеНСЛ1; з;1^л(2), 1);

2) и;(х, 0ей7 (Л1; М2));

3) «<'> (х, о € и 7 (К1; «7"* (2))+М 7 (*։; (2)), ® < I <

4) для любой функции V (х, - (R1; 1^Т(2)) П Ьр, т (R1; ЪР (2))

справедливо тождество

У Рг.» 11 (х> *) и (*» О е-т/ Н՜ л У и (х> 0 и (х» ‘) е՜11 бх<И -{-

0 <?

-Ь С 2 а»з (х) и (х,/) О՜՜ V (х, /) е~1‘ бхсН 4- 
.) |»|<т

<? |Э1<т

+ ? (х, #, и') V (х, <) е-т' 4/хЛ=֊.

О

= А (х, б) V (х, /) е~т' с/хЛ. 

с

В. В данном пункте рассматривается случай, •когда оператор 
Р (и') задается выражением вида 2 (—1)НИ!‘ Аг (х, /, № и). Со-

1г|<т—1
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ответствующий дифференциальный оператор предполагается удовлет­
воряющим следующим условиям:

1) функции Аь (х, 1, 5г)—непрерывны по « при почти всех 
(х» 0 € О и измеримы по х и < при любом На £ С1;

2) |Ла (х, I, 5«)|-С&Х |5«Р’՜՜1, где ^^>0 и не зависит от Нг:

3) Ке Г 3 Аъ(х,{,П)'-и) П'ц е^‘бхб1>к31ф ^-| — А։;
3|Ы<Л1-1 Ьр, г* (8,)

4) Ке 2 [Ла (х, I, О'՛ и)— Ла (х, I, О6 о)] X 
и 1>1<т—1

X [и (х, 0 — V (х, 0 ] е՜^ 6x61 > 0

для любых функций и (х, 0 и V (х, 0 из пространства Ьр, т (R1; 

\frp-՝ (2)). Если положить теперь Н—к2 (2), 67= ФТ (2); /•= -1 (2),

то выполнение условий на оператор 8 проверяется аналогично преды­
дущему случаю. Применение теорем 1 и 2 дает следующий ре­
зультат.

Теорема 5. При выполнении при некотором 7 0 перечис­
ленных выше условий существует вещественное число а (7) такое, 
что если (7), то для любой функции А (х, б) такой, что

ь (х, 0 ей 7 (/г1; Ц (2)), л; (х, о ей 7 (R1; ^Гп (2))>

найдется единственная функция и (х, £), удовлетворяющая ус­
ловиям

1) и(х, ОеНС/г1; $; #7(2), 7);

2) ш(х, оеит(^; ^Г'(2));

3) и</>(х, ОеЬгИ/?1; (2))+£Р-,т(Л1; ^—(2)), $</<2$;

4) для любой функции V (х, т (R1; ФТ (2)) Л ЪР, т (R1; 

И՜* (2)) справедливо тождество

У Рч! ^Х’ У ^Х’ ®~Т< ^Х> У е Т/

+ С 2 а«? (х) и (х, 0 £>₽ V (х, 6) е~11 dxdt +
?!

+ Г 2 Лг (х, 6, О* и) И6 V (х, 7) е_т' dxdt =

3 р|<т-1

= |а (х, 6) V (х, 0 е~11 бхИЪ

846—7
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С. В данном пункте рассматриваются дифференциальные уравне­
ния вида

A, и (х, 0+ (*» В) и (х> 0 + (*> 0 +
\dt /

+ 2 (-1)1*1 Ai (х, t, D" и) = Л (х, 0-
|8|<Я1—1

Будем предполагать, что функции Ai (х, t, £։) удовлетворяют усло­
виям 1 и 2 пункта В и условию

Re 2 ( Ai (х, f, D'։ и) D6 u'f (x, t) e~i‘ dxdt >
|8|z-m -I J 

Q

> Ml) T (//■; ֊*(■-■))— ki (l) Mlj, 7 W֊i L,(Я)) ֊ (l)

для любой функции и (х, /)С Wp, т (R1; Wp 1 (2)) П L.2,т (Л։; 'L։ (2)), 
где ^>0, Jk։>0, > 0 — константы, не зависящие от и (х, t), а

W՝P. 7 (-’))—пространство функций, принадлежащих вместе

со своими обобщенными производными пространству L։,T (A11; ~1 (2)).
Полагая

Н = L8 (2), G = 1И" (2), Г = ^“’(2), Нг = (2),

применим теорему 3. В итоге получим следующий результат.
Теорема 6. При выполнении при некотором 7 ^>0 сформули­

рованных выше условий существует такое вещественное число 
а (7), что если ). > а (7), то для любой функции h (х, t) такой, что 
Л (х, 06 Uvf/?1; (2)), л; (х, n(:L2.T (Z?1; W-'n (2)), найдется

функция и (х, /), удовлетворяющая следующим условиям:

1) И(х, ОеН(/гх; S; 1ГГ(2); 7);

2) u(x, t^Lp.ilR1; т^-’(е));

3) н</> (х, о е L2,7 (Л1; (2)) + Lp-. у (Л1; (2));

при s<y^2s;

4) для любой функции

V (X, nc L։. 7 (Л1; В^(2)) nLp. 7 (R1; #7՜՝ (2))

справедливо тождество

. f (х, 0 V (*. 0 + S Яа? (х) D’ и (х, t) D^v(x, t) 4-

J Z /«|<m
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+ (х, t)v (х, t)+ S А>.(х, t, D''u)D’‘v (х, f) e-^dxdt =

= А (х, I) V (х, I) е՜՝1' dxdt.

Замечание: При р=2 из приведенных теорем получаются 
результаты и для линейных уравнений, которые, являясь также новы­
ми, дополняют известные результаты, полученные Ю. А. Дубинским 
в работах [1—3].
Московский ордена Ленина

энергетический институт Поступила 25.111.1974

Վ. ֊4. ԴՐԻԴՈՐԵՎ. 
րվայիս աոանցքի վրա

Ոշ Ղռային գիֆերեէցիալ-օպերատորայիէ հավասարումներ ամրորլշ 
( ամ փոփում )

Ոչ պծային բարձր կարպի դիֆեր ենցի ալ-օպերա տորա յին հավասարումների համար ստաց­
ված են պոյության և միակության թեորեմներ ամբողշ թվային առանցքի վրա սաբոլևյան կշռա­
յին տարածությունների նման դասերում։ Ապացույցը հիմնված է Գալյորկինի մեթոդի վրա։ 
Ստացված են դնահատականներ մոտավոր լուծումների համար։ Տրվում են ընդհանուր թեորեմ­
ների կիրառումներ ոչ դծային մասնական ածանցյալներով հավասարումների լուծումների պո­
յութ յան վերաբերյալ (յ = Օ ԶՕ /?" անվերշ պլանում ր

V. P. GRIGOR'EV. Nonlinear differential-operator equations on the whole line 
(summary)

Global existence and uniqueness theorems for nonlinear differential-operator 
equations of high order in Sobolev spaces with a weight are obtained. Galerkin’s 
method of obtaining apriori estimates for approximate solutions is used. Applications 
of abstract theorems to the problem of solvability of nonlienar partial differential 
equations in the cylinder Q = 2 X ffj, QC.R" are given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաբհմատիկա XI, № 5, 1976 Математика

С. Д. ГРИГОРЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ, 
СВЯЗАННОЙ С ОДНОРОДНЫМИ КОСМОЛОГИЧЕСКИМИ

МОДЕЛЯМИ

О’. Данная работа посвящена исследованию одной динамической 
системы, возникающей в общей теории относительности и описываю­
щей эволюцию во времени метрики однородной космологической мо­
дели V типа (по классификации Бианки, см. ] 1], стр. 487).

Наиболее актуальными физическими вопросами в этом круге за­
дач являются: вопрос о поведении метрики gij вблизи космологичес­
кой сингулярности, где det gi/ обращается в нуль и вопрос об изо- 
тропизации метрики при бесконечном расширении пространства. В 
ряде работ, посвященных этим задачам, применялись как численные, 
так и аналитические методы ([2], [3], [4] и др.)

Методы качественной теории дифференциальных уравнений в этих 
задачах были применены С. П. Новиковым в работе [4] при изучении 
модели IX типа. В последующих работах С. П. Новикова и О. И. 
Богоявленского проведено полное исследование качественными мето­
дами модели IX типа ([б, 7]) и всех остальных моделей в синхронно 
сопутствующей системе отсчета ([8]). В этих работах предлагалась 
также программа изучения более общих моделей с произвольным дви­
жением вещества.

Эта программа проводится нами в случае физически важной мо­
дели V типа (в ней, как частный случай, содержится открытая мо­
дель Фридмана) „со скоростями" в предположении диагональности 
метрики.

Используя метод работ [б, 7], нам удается провести регуляри­
зацию исходной системы дифференциальных уравнений: построить ком­
пактное многообразие S с границей Г и динамическую систему на нем, 
которая в 5\Г эквивалентна исходной системе и имеет особые точки, 
лежащие на границе Г, по характеру которых можно судить об асимп­
тотическом поведении решений.

Основной результат заключается в том, что в сторону расшире­
ния все диагональные метрики изотропизуются, а в сторону сжатия 
имеют казнеровскую (23) или квазифридмановскую асимптотики (22).

Отметим, что наличие этих асимптотик было установлено в ра­
ботах [2, 3], однако полное исследование всех возможных в рассмат­
риваемой модели режимов не было проведено.
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1°. Однородные космологические модели, как известно, описы­
ваются четырехмерными многообразиями М*, удовлетворяющими сле­
дующим условиям:

1) многообразие М* диффеоморфно С X Л1, где — прямая, 
С—некоторая трехмерная группа Ли;

2) на М* задана метрика (/, у = 0, 1, 2, 3), имеющая сигнату­
ру (+, —, —•);

3) метрика glj инвариантна при правых сдвигах на элементы 
группы С и удовлетворяет уравнениям Эйнштейна

(1)

здесь /?/ — тензор Риччи метрики g^j, R — скалярная кривизна, Т{ — 
тензор энергии—импульса материи.

Мы рассматриваем однородные модели, в которых метрика, ин­
дуцированная на подмногообразия С X * с 6 X R1 (£—временная коор­
дината на R1), имеет сигнатуру (—, —, —). В этом случае на мно­
гообразии М* можно выбрать линейно независимые векторные поля 
Хо, Хг, Х2, Х3 такие, что поля Хг, Х2, Х3, касаются каждого из под­
многообразий (7 X £, не зависят от времени / и инвариантны при пра- 

„ у двых сдвигах на элементы группы О, поле времени Ло = — ортого­

нально Х1г Х2, Х3 и, кроме того, Хо, Хо^> = 1 (синхронное время); 
коммутационные соотношения имеют вид [^0, X*] = 0, [Хл, X?] = 
= Х7 (а, р, 7 — 1, 2, 3), где Ск— структурные константы груп­
пы б.

Согласно условиям, указанным выше, положительно определенная 
матрица ga■? (/) = — <С.ХЛ, Х-^> (а, 8, 7 = 1, 2, 3) зависит только от 
времени I и предположение диагональности метрики <^Ла> = О
(*¥=?) позволяет записать ее на М* в виде

= (0 <о? — ч֊ (0 ш’ — (0 ш»,

»где д; (£) = (£) (а = 1, 2, 3), а о>։ — стандартные правоинвариантные
1-формы на С и ш, (Х?) -= 3^.

В уравнениях (1) мы рассматриваем лишь гидродинамический 
тензор энергии-импульса пылевидной материи, который в базисе Хо, 
.Л1։ Х2, Х3 имеет вид

7’{ = вищ^ (/, / = 0, 1, 2, 3),

где е и и1 (функции времени /) соответственно плотность энергии и 
компоненты 4-скорости частиц материи.

При исследовании уравнений (1) удобно считать, что структур­
ные константы приведены к одному из канонических типов по



470 С. Д. Григорян

Бианки (V тип: ■= — С}3 = 1, С’2 = — С%3 = 1*, остальные струк­
турные константы равны нулю). Выпишем компоненты тензора Риччи 
метрики (2) для модели V типа (см. 1, стр. 489)

I* ’ * 1* / ' \ 2 / ’ \ 2 / * \ 2
_ 41___ 4а___ 41___ _ ( — ) — ( — )__ ( 9» V 

41 4а <7։ '41' '4а/ '4з /
уэо 41 । 4а ^4з

3 41 4а 4з
р1   (<Д<7»<7з)'___2

<71<7з<7з

/?1= _ (Ч14а41У _ (2,}
414аЧз 41

па _  _ (Ч14а41)___2
.ч _ 2 ’414а41 4'

R" = Д’ = 0, /?₽ = 0 (а =£ ₽; а, ₽ = 1, 2, 3). (2")

Из (2՜) и (2") видно, что все недиагональные компоненты тензо­
ра Риччи тождественно равны нулю, кроме компоненты /?°. Отсюда 
следует, что компоненты 4-вектора скорости и, и иг для диагональ­
ной метрики (2) равны нулю и уравнения Эйнштейна, соответствую­
щие нулевым компонентам тензора Риччи (2") выполнены тождествен­
но. Выпишем все остальные уравнения Эйнштейна:

= 6 иои։»

= (3)

Исключив из первых трех уравнений компоненты 4-скорости и0, 
и3 и энергию в, получаем замкнутую систему на компоненты метри­
ки (#)

/?! - — /? = 0,
1 2

/?2 — — л = о, 
2 2 (4)

* Базис Хг, Х3, Х3 здесь отличен от базиса, использованного н [1], см. [7], 
стр. 30.
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R* - — R =
3 2

(Rtf

Сведение этой системы второго порядка к системе первого порядка, 
осуществляется методом, предложенным в работе [7]. В этой работе 
показано, что уравнения Эйнштейна в синхронно-сопутствующей сис­
теме отсчета (о°=1, и’= 0) для модели IX типа и некоторых других 
эквивалентны гамильтоновой системе с гамильтонианом Н, где

—)К—? ֊ T(qlt q2, q3, q1։ q2, 9j)+ V (qlt q2, qj, (5)

a g = det gij = — (шЫз)9.
Отметим, что хотя в рассматриваемой задаче окончательные 

уравнения и не являются гамильтоновыми, однако в их записи также 
участвует функция Н, слагаемые которой в данном случае имеют сле­
дующий вид:

Г = 91 9г 9։+ 919։ 9з + 9,9։9з> (5')՛
у __ _

9з 
Непосредственным вычислением можно убедиться, что система (4) 
может быть представлена в виде

дк а дЬ ,
, 7~ Т՜7 — “1։<И

dL_____d_dL^
dq2 at dq2

dL _ 1 dJi a . i*°)a (V-g)8
dq3 dt dq3 (Ч,)1Н ’

где

T— V= 9i 929з + 9i 9s 9з + 9i 9г 9» + ’
9з

Ai=2*J։ h2=2-^, A3 = -1M,
919з9з 919з9з 919з9э

/?о = 9i_ + 9г_ _ ?9з. 
91 92 9з

Далее, сделав преобразование Лежандра с формальным 
жианом L 

dL d . , . . , , л лр/ = —— — (9/9«Г. г=7=;^=Л = 1, 2, 3.dqi dt

(6>

(67

(6") 

лагран-

(7)

Мы представим систему (6) как систему уравнений в фазовом 
пространстве с „координатами“ ql и „импульсами“ (7)
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дН , ■ дН
Р1=—\------ л1> <7г=Т—’

0Я1 0рх

•- дН-1, п-д-^ (Я'
Р։— о “з> Я» — л ’ (о)ОЧз 0р։

_дН , (Я»)* (/^7)а ■ _ дН_
Рг дЧз 3 (Ч,У Н ’ Чз др3 ’

тде функция Н определена формулами (5), (5')> а функция /?“ — фор­
мулой (6") и в новых координатах р/, д/ они имеют вид

1/3 з
Н= --------- ( 2 2 РМРШ֊ 2 р?9?-12д։9։ ),

4 <71<7։<7з \ ,</ <=: /

/??= ֊^— (2Рз«7з — Р1<7з — Р։7з)-
Я1Я2Я1

Прежде чем переходить к исследованию системы (8) укажем об­
ласть фазового пространства, на которой система дифференциальных 
уравнений (8) эквивалентна системе уравнений Эйнштейна (1). Эта об­
ласть выделяется физическими условиями: положительность плотно­
сти энергии е и единичность 4-скорости и1.

Эти условия имеют вид

Н — ввд У — 8>0,

Н»- (<7з Яо У~8>* =(е «оУ~8)а [«о֊ 9з (и3)2] = (9)

= (еий/—я)’>0.

Утверждение. Область, которая выделяется неравенствами 
{9), инвариантна (т. е. траектории системы (8) не выходят из этой 
области).

Действительно, производная, в силу системы дифференциальных 
уравнений (8), от правой части неравенства (9) равна

Следовательно, многообразие Нг—(<?3 Яо}'՞—^)’ == 0, граница области 
(9), является инвариантным многообразием, отсюда следует, что ни 
одна траектория из области (9) не выходит из этой области.

2е. Перейдем к преобразованию системы дифференциальных урав­
нений (8) и к изучению ее методами качественной теории дифферен­
циальных уравнений.

Сделаем замену координат

Л= р1Я1, 7?
м замену времени
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д'- = 1
Л

Система (8) в новых координатах и времени т принимает вид

А=Я0 + 4(21С։,
А=//0-|֊4С1(2։>

А = я0 + 4 <?г о, -(2Р* ~ р* ~ р,)а <3, Ч. (10)
“о

01= С. (А 1- А-А).

<Х = ОЛА + А-А).
О.з= Оз (А + А ֊ А)- 

Здесь

Ъ = М Н = --(2 2 А А֊2 Р2-12 0102 ) • (И)
4 ՝ ку 1-1 '

Напомним, что система (10) рассматривается в области (9), ко­
торая в новых координатах имеет вид

Л? _ (2Рз _ рх _ рг)։ (210։ > о, Но > 0. (12)

Область, определенную неравенством (12), обозначим через 5', а гра­
ницу ее—через Г.

Заметим, что хотя в правой части одного из уравнений (10) со­
держится выражение с делением на Но, однако это выражение всюду 
в области 5х остается регулярным, поскольку

(2 А-А-А),<?1<?1<// 
н0 °՜

Отсюда следует, что при Но—»0 это выражение —»0, поэтому при 
Но = 0 мы доопределим это выражение его предельными значением.

Введем новые координаты
I

= а + А. «2 = А - А. = 2А - А- А. г =■- <2։)2 ’ (12х)

В этих координатах функции Но имеет вид суммы квадратов:

я0 = ֊•(«?֊ -^֊-12/Л).

Многообразие 5х в этих координатах некомпактно. Мы компактифици­
руем это многообразие на бесконечности по путем введения новых 
координат:
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Заметим, что при направлении времени в сторону сжатия из условия
Я0>0 (11) следует, что Ри Рг, Р3 < 0, поэтому и։ = Л+ Рл < 0. Сде­

лаем монотонную замену времени — = —и։. Система (10) в коорди- 
ат

натах (13) и времени имеет вид

щ (2//։ + 87’), 

и,= (1+ 2«։)(М +4Й)+(1+^»)г’ • 

г =7 (-1-«։+2Я1 + 8г՜’), (И)

Оз— Оз^3> 
(2#։+87г).

В координатах (13') мы приходим к многообразию с г-СО, но, 
для удобства, мы рассмотрим систему (14) при г >0 (уравнения (14) 
симметричны по отношению к изменению знака координаты г). Первые 
три уравнения образуют замкнутую подсистему, определенную на 
компактном многообразии 5, выделенном неравенствами:

я1=-֊- (1_;»_-|-127’)>о,

(15)н։ -1(1 +- 2«р| г > о, 7 > о.

Рис 1.

Система (14) на многообразии 5, изображенном на рис. 1, 
имеет следующие инвариантные многообразия:

!• из =---- —• Траекториям на этой плоскости соответствуют

решения модели V типа без скоростей.
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2. и2=0. Решения „типа Тауба“, где Р3 = Ра. Тогда — = const. 
Qt

3. г = 0. Эта плоскость является границей, приклеенной к мно­
гообразию S' в результате компактификации на бесконечности по v3.

Отметим, что в силу системы (14) =^-^>0, поэтому многообра-
Vi

зие va ~0 неустойчиво, т. е. решения „типа Тауба“ неустойчивы. Да­

лее, многообразие v3 =-----— также неустойчиво. Действительно

1 Y

(16)

поэтому при v3 близком к----— Отметим, что обе

области v3 и v3 1 R— инвариантны. Ь области и3

2
1
2

£
2

всегда и3^>0, поэтому никакая траектория в этой области не подхо­

дит к инвариантному неустойчивому многообразию и3=----—, т. е.

решения без скоростей являются неустойчивыми.
Из уравнения и2 = и2(2/7։ + 8г2) следует, что в особых точках 

системы (14) либо г2 = 0, либо г =0 и Н^ — 0, т. е. особые точки

лежат на одном из инвариантных многообразий 1, 2, 3. Рассмотрим 
систему (14) на этих инвариантных многообразиях.
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1. V, =--- —. Система (14) имеет вид:
2

v3—(2/7։ + 8 rs), r~rÇ---- — 4- 2Н-\- 8г՜^. (17)

Эта система имеет следующие особые точки: отталкивающая особая 
точка L, неустойчивая особая точка Ф и две притягивающие особые 
точки Л/+, М~ (см. рис. 2). Фазовый портрет этой системы в силу 
наличия монотонной функции и2, однозначно определен. Особая точка 
L ( г = -1 , v3 — 0 является отталкивающей особой точкой для всей 

\ 4 /
системы (14). При направлении времени в сторону расширения, все 
траектории системы (14), в силу наличия монотонных функций 
v2, |«я4-֊^|, ВХ°ДЯТ в особую точку L. Этой особой точке соответ­

ствует точное решение—метрика плоского пространства Минковского

dsI = dts — t* (cj mi + с, ш2-Ьс։шз) (с/= const; i=l, 2, 3), (18)
которая при направлении времени в сторону расширения является 
устойчивой асимптотикой решений. Следовательно, все решения в 
сторону расширения изотропизуются. Сепаратрисе v2 = 0, соединяю, 
щей особые точки L и ф, соответствует открытое решение Фридмана-

Рис. 3.

2. va = 0. Система (14) имеет вид

Ü3= (2v։4֊l)(H։ +4?+ -(2 1

г = г (— 1 —и։֊|֊2771 4- 8г3).

(19)
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Напомним, что система (14) рассматривается в области (15), ее 
границы показаны линиями I и II, которые являются траекториями 
системы (19) (см. рис. 3).

Очевидно

//1+4г«-г (—3^1)г2>0 при «»>--֊-• <20>
/7Х Л

Однако легко видеть, что и в области ------ (15), выражение

(20) положительно.

Поэтому 4՜ — монотонная функция в обеих областях, и

фазовый портрет системы (19) однозначно определен: система (19) 
имеет две притягивающие особые точки Г, С и неустойчивую особую 
точку Ф и отталкивающую особую точку £. (рис. 3).

Рис. 4.

3. Система (14) на многообразии г — 0 ммеет вид

»։ = 2/7,»2=2/4 »։, (21)

Очевидно, для траекторий этой системы

Траектории идут по лучам, проходящим через точку

Ф: (»2=0, «,=----г=0).
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v3 и v3

Все граничные точки круга Нг > 0, г — 0 являются притягивающими 
особыми точками системы (14) и, в частности, (21). Обозначим эти 
особые точки (՛!»), где •]» — угол (0 2՜) (рис. 4).

Суммируем информацию, полученную о системе (14). Система 
(14) имеет две монотонные функции

(в области (15)).

Система (14) имеет три инвариантных многообразия 1, 2, 3. Особые 
точки системы (14):

а) отталкивающая особая точка L (г = —, и,= О, и.=--- — Y в
՝. 4 2 /

сторону расширения этой точке отвечает асимптотика открытого ре­
шения Фридмана

ds2 — dt2 — I2 (с, <■՛>! + c։ u>2 4- ca u»a), c, — const, a=l, 2, X 
справедливая для всех решений, т. е. все решения изотропизуются;

б) неустойчивая особая точка Ф = 0, г»։=0, v3~ — — , ей от­

вечает в сторону сжатия квазифридмановская асимптотика
■1
З.о о о

ds2 = dt2 —t (сги>| 4- с։«2 4՜ C3W3), с» = cons/, а =1, 2, 3. (22)

На многообразии 5 эта точка имеет единственную входящую в 

нее сепаратрису v3=0, v3 =---- — »

в) окружность ('р) притягивающих особых точек г — О,
ч _ “ 2 2 л
1 —V2 — Уз = 0.

Этим особым точкам соответствует асимптотика:

Qi =Qi t2p‘, Q3= Q3 t2p‘, Q3=Q3 t2p՝, Q, = const, a=i, 2, 3. (23) 
Показатели степеней

l—vt + v3 1 4-v2 4-u3 — v3
P1~ 2+-«з ’ Pa՜ 2+щ ’ ^ '2+03 (24)

на окружности и5 4-из=1 удовлетворяют казнеровским тождествам:
■« 2 2 < 24՜ Рг 4՜ р3 = 1, р\ 4-Д2 грз = 1.

Решения „без скоростей" в сторону сжатия имеют асимптотику (23) с 
тЛз՜ - 1показателями (24) прио2=+——» и3=---- (см. [8]), в то время как

для метрики с одной скоростью реализуются любыми наборами каз- 
неровских показателей (рп рг, р3).
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Таким образом, доказана следующая
Теорема. В сторону расширения все диагональные метрики 

модели V типа изотропизуются, а в сторону сжатия имеют 
казнеровскую асимптотику (23) или квазифридмановскую асимп­
тотику (22).

В заключение приношу глубокую благодарность моему научному 
руководителю профессору С. П. Новикову за постановку задачи и 
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татов.
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II. 9*. Դք՚հԴՈՐՅԱՆ. Կոսմոլոդիական մոզԼլճերի հետ կապված դինամիկ սիստեմի fib տա- 
qnuini(ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է դինամիկ սիստեմ, որը նկարագրում է տիպի հա­
մասեռ կոսմոլոգիական մոդելր (նյութի շարժման դեպքում) ընդհանուր հարաբերականության 
տես ութ յունում ւ Դիֆերենցիալ հավասարումների որակական տեսության մեթոդներով ցույց է 
տրված, որ տարածության անվերջ լայնացման ուղղությամբ անկյունագծային մ ետրիկաներն 
իղոտրոպացվում են, իսկ սեղմվելու ուղղությամբ' ունեն կաղներական կամ կվագիֆրիգմանյան 
ասիմպտոտիկան եր ւ

Տ. D. GRIGORIAN. Investigation of a dynamical system connected with 
homogenous cosmological models (summary)

The paper considers the dynamical system describing the socalled V type 
homogenous cosmological model (with motion of the matter) in the general relativity- 
theory. It is shown, that in the direction of infinite expansion all diagonal metrics 
become isotropical while in the direction of contraction they have Kasherian or quasi­
Fridman asymptotics.
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