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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ) է

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խ մ բա դրա կան կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամե քեն ա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տա­
րեթիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականութ լունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբադրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9. Հոդվածի վերշում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նչի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, Գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկան։
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Э А. ДАНИЕЛЯН. Г. А. ИВАНОВ

ДЛИНА ОЧЕРЕДИ ОДНОЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ПРИОРИТЕТОМ

Одной из важнейших характеристик систем массового обслужи­
вания (СМО) является распределение длины очереди. Для изучения 
длины очереди в стационарном режиме большое распространение по­
лучил метод вложенных цепей Маркова [1]. Нестационарные распре­
деления изучались в работах Н. К. Джейсуола [2] и Э. А. Даниеляна 
[3|. В этих работах рассматривались однолинейные двухприоритетные 
системы, использовался прием введения дополнительных переменных 
Кокса. Джейсуол сводил решение задачи к системе уравнений в част­
ных производных 1-го порядка при различных краевых условиях. Да­
ниелян достигал результатов более простыми средствами, используя 
прием введения дополнительных событий Климова [1].

В настоящей работе, посвященной изучению нестационарного 
распределения длины очереди, также используется прием введения 
дополнительных событий. Предлагаемые методы являются следующим 
существенным шагом к упрощению, кроме того они свободны от ог­
раничений на число входящих потоков и предположений о существо­
вании плотностей.

Описание систем

В СМО с ожиданием и одним надежным прибором поступают г 
независимых пуассоновских потоков вызовов Ьг с параметрами
Пр•••, аг соответственно. Длительности обслуживания вызовов яв­
ляются независимыми случайными величинами (сл. в.) с одинаковыми 
функциями распределения (ф.р.) 5*(х) для вызовов одного потока 
£* (к=1, г). Между вызовами разных потоков установлены приори­
теты. Это означает, что на освободившийся прибор поступает вызов 
наивысшего приоритета из имеющихся в системе. Потоки пронумеро­
ваны в порядке убывания приоритетов. Рассматривается система с 
относительным приоритетом (схема А) и системы с абсолютным при­
оритетом (схемы В). В схеме А обслуживание вызовов происходит 
без прерываний; в схемах В обслуживание вызова прерывается по­
ступившим вызовом высшего приоритета, который начинает тотчас 
обслуживаться. Прерванный вызов может либо теряться (схема В1), 
либо вновь поступать на прибор как только система освободится от вы­
зовов высшего приоритета. В последнем случае он может либо дообслу- 
живаться (схема В2), либо обслуживаться заново (схема ВЗ), либо
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идентично (с прежней реализацией длительности обслуживания) обслу­
живаться заново (схема В4). Предполагается, что в начальный мо­
мент системы свободны от вызовов.

Предварительные понятия и обозначения
Вызов пуассоновского потока с параметром а будем называть 

а-вызовом. В частности, а»-вызов— вызов приоритета к. В силу того, 
что потоки А/ (։ = 1, г) являются независимыми и пуассоновскими, 
суммарный поток вызовов приоритета к и выше (з4-вызовов) будет 
также пуассоновским с параметром з» = а։+ • • --|-оц (Зо = 0> Зг = °)- 
Очевидно, з*-вызов является агвызовом (1 < /-С к) с вероятностью — • 

3*
Приведем определения основных типов промежутков, встречаю­

щихся при изучении рассматриваемых систем. В случае СМО с отно­
сительным приоритетом считается, естественно, что вызов может по­
ступать на прибор только один раз.

к-ц и к л. Начинается с момента первого поступления на прибор 
а»-вызова; кончается как только система освободится от этого вызова 
и а4_гвызовов.

4-период. Начинается с момента первого поступления на при­
бор некоторого зд-вызова, при отсутствии в системе других з*-вызо- 
вов; кончается, как только система освободится от всех з4-вызовов.

Период занятости системы есть г-период.
ккп-п е р и о д. Начинается с момента первого поступления на при­

бор одного из п а*-вызовов, находящихся в системе; кончается, как 
только система будет свободна от всех з*-вызовов.

кк-п е р и о д есть АА1-п е р и о д.
Период блокировки — период, в течение которого посту­

пающие вызовы не обслуживаются (накапливаются).
(а, А)-ц и к л. Начинается с некоторого периода блокировки для 

а*-вызовов, при отсутствии в системе зА-вызовов; кончается, как толь­
ко система освободится от з*-вызовов.

Хвост (а, к)-у, и к л а есть та его часть, которая следует после 
периода блокировки.

Пусть Н* (х), П* (х), П (х), Пй’ (х), А (х), П* [а ().); х] и 
<2* [а (>՝■)', х] есть ф.р. названных соответственно промежутков, а А* (я), 
1Т* ($)> я ($), (5)> “ (5)> (М» и [® (М։ — преобразования
Лапласа — Стилтьеса этих ф.р. Отметим, что [а (/.); $] и <?*[«(>); я] 
являются функциями я и не зависят от X; функция а ().) фигурирует в 
них лишь для конкретизации периода блокировки.

Обозначим через Рт (0, где т = (т1։ • • •, тг), вероятность того, 
что в момент времени ( в системе находится т-я ал-вызовов (Л=1?г). 
Пусть каждый поступающий а*-вызов является либо красным с ве­
роятностью г*, либо синим (0^г*<1, к = 1, г). Тогда производя­
щую функцию Р (г, 1)=^Рт (0 х"', где гт = г™« • • • гтг, можно ин- т 1 г 
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терпретировать как вероятность того, что в момент { в системе на­
ходятся разве лишь красные вызовы (нет синих).

Будем предполагать также, что независимо от функционирования 
системы происходят „катастрофы“, поток которых является пуассо­
новским с параметром з">0. Тогда

зр (г, з) = з^ е~л1 Р (г, /) сП 

о
есть вероятность того, что первая „катастрофа“ произошла в момент, 
когда в системе не было синих вызовов.

Будем называть промежуток отдельно взятым, или просто от­
дельным, если время отсчитывается с его начала. В случае отдельно 
взятого А-цикла, ^-периода и т. д. в начальный момент в системе нахо­
дится, естественно, только один начальный вызов — тот, с которого 
начинается указанный цикл или период. Лишь в случае отдельного 
Хг£п-периода в начальный момент в системе находится п а*-вызовов. 
Для отдельного периода блокировки (^-периода, (а, А)-цикла и т. д.) 
обозначим через зя (г, з) (зтс* (я, в), з՜* [я (>•); г, з] и т. д.) вероятность 
того, что первая „катастрофа“ на нем (с момента его начала) про­
изошла, когда в системе не было синих вызовов. Исключение состав­
ляет хвост (я, А)-цикла, который никогда не рассматривается отдель­
но взятым, а только как часть своего (я, £)-цикла. Выражение 
3 7*_) [я (X); г, з] есть вероятность того, что на отдельном (а, А)- 
цикле первая „катастрофа“ произошла на его хвосте, когда в системе 
не было синих вызовов.

Условимся также вместо слов „вероятность чего есть...“ писать

О распределении основных типов промежутков

Введем вспомогательную функцию

7* (з) = з + я* —я* к* (з). (1)

Функции к* (з) (к =1, г) определяются
а) для схемы А из уравнений

*
(в) ■= 2 а, [1. (з)], (2)

1-1

где |3/ (з) — преобразование Лапласа—Стилтьеса ф.р. В[ (х);
б) для с х е м В из рекуррентных соотношений

А* (з) = Н [з*_։ к*_։(з)], (3)

к** (з) = А* [з 4֊ а* — а* х** (з)], (4)
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а» ** (в) = ’*-։ я*֊45 4՜ о* — а* «** (։)] 4՜ а* (։)» ($)
где соотношение (3), выражающее Л* (։) через о*_։ к*_։ ($), имеет сле­
дующий вид для каждой из схем В1,---, В4, соответственно

А* (з) = ₽* (։+<։*-]) — ----- ~*՜ *՜^ з*_։ к*_։ («), (6)
« + а*-1

А* (з) = ₽* И*-1 (։)], (7)

А. (•) - -гг---------+ (8)
3 4՜ О*-։ — °*-1 «*-1 (з)-[1 — ₽* (я + з*֊!))

А* (5) = (5 4-а,-,) Г------------,иГ ' (9)
3 3 4-— о*-1 "* 1(з)[1 — е ‘ ‘֊р 1

Известно [1], что функции (з), аналитические в 5е 5>0, где 
|гс* (з)| <1, определяются вышеуказанным образом однозначно, причем 
1С*(4-0) = 1, если выполняются условия стационарности системы

ри = 2 а* 6*1 < 1, 
*֊.1

(Ю)

где 6*1 — среднее время, проведенное а*-вызовом на приборе. 
При А>1 для схем А, В1,-«-, В4 соответственно

6*1 — ₽*1, 6*1 = ------- -*- "•* —■, 6*1 = Р«|,
С*-1

, 1 — Р* (°*-։) , _ ?* (—’*-1)—1 .6*1 = -------- —---------, 6*1 = ---------------------------  ,
О*-1 Р* (=А-П °*-1

для всех схем
• ОО

= Ни ^А*1= Вк (О • 

о

Отметим, что (4), (5), (7) имеют место и для схемы А. Мето­
дом введения дополнительных событий не трудно убедиться также з 
справедливости следующих формул:

Ч?(з) = Ь**(з)Г, (11)
[« (х); з] = а [֊г* (з)], (12)

<7* [« (>•); з] = а [а* — а* к* (5)]. (13)

Поток синих вызовов приоритета ниже к является, очевидно, пуас­
соновским с параметром 

'[о — ох]»+1 = а*.ц (1 — г* 1)+•••-*-а* (1—дг), ([’ —аг}1=[о—аг]).
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Этот поток независим от потока „катастроф“ и не оказывает никакого 
влияния на длительности ^-периодов. Введем вспомогательную 
функцию

7» (з, х) = 7* (з т [з—аа]«+т) = з-|֊[а — аг]*+1 + «* —
— =*'* (з + [з—аг]*.։). (14>

Тогда
** [« ('•); 3 -Ь [з — аг]*+։] = а [7* (з, г)] (15}

можно интерпретировать как вероятность того, что за (а, &)-цикл не 
наступали „катастрофы" и поступали разве лишь красные вызовы при­
оритета ниже к.

Замечание 1. Функция 6* (з), являющаяся преобразованием 
Лапласа Стилтьеса ф.р. времени, проведенного а*-выэовом на прибо­
ре, получается из соответствующей формулы для Л* (з), если в по­
следней положить «*-1 (з) — 1.

Лемма 1.

41’ (г, з) = Л* (г, з) г:~[ТС??АЕг~аЛ*?1Я • (1б>
г*—А* (3 [а — аг]*)

Доказательство. Утверждение леммы следует из соотно­
шений

4'.’ («. . (17>
г» — (я + [з - аг]*+|)

— / \   » г \ "кк ($ "Г [° аг]« + 0 /1 о\♦ *»* (г, з) = Л* (г, з) --------- ---------4-------4----  . (18}
г* — Л* (з + [з —аг]*) 

которые представляют и самостоятельный интерес.
Соотношение (18), представленное в виде

• з-(,*’ (г, з)- гПк~‘[^кк (з+[з—аг]*+1)],-1зл*» (г, з),
1-1

доказывается следующим вероятностным рассуждением. Пусть первая 
„катастрофа" на отдельном £.<гп-периоде произошла, когда в системе 
не было синих вызовов < з՜^ (г, з) >. Это может быть в том и 
только в том случае, если первая „катастрофа" на г-ом (1 г и) 
отдельном £4-периоде произошла в момент, когда в системе не было 
синих вызовов з՜** (г, з) ^>; за предыдущие Л&-периоды, связанные 
с начальными а^-вызовами, не происходили „катастрофы" и не посту­
пали синие вызовы приоритета ниже к < [*** ($ + [=> — аг]*+1)]'~1 ^>, а 
оставшиеся а^-вызовы (из п начальных) —красные >.

Покажем, что имеет место равенство
с©

5 (г, $)=зЛ* (г, 3) 2 зя'/Лг, з) Г е-<*+>’՜ е֊°л‘ <///*(/}-
Я>1 • 7?!

и
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Пусть первая „катастрофа“ на отдельном АА-периоде произошла, когда 
в системе не было синих вызовов < а«** (г, з)>. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы

либо первая „катастрофа“ наступила на А-цикле, с которого 
начинается АА-период, когда в системе не было синих вызовов 
<«А* (֊»«)>;

либо начальный А-цикл закончился через время / <^с1Нь (#)^> 
(О-^/’С00); за это время не происходили „катастрофы“ <е не 
поступали синие вызовы приоритета ниже к О՜1’ посту-

/ ,ч (а* -а/,1пило п (п^-1) а*-вызовов ---------  е " > и на последовавшем за-
п!

тем отдельном ААп-периоде первая „катастрофа“ произошла, когда в 
системе не было синих вызовов а (г, а) ^>.

Воспользовавшись (17) и произведя суммирование под интегра­
лом (суммирование можно вести от п = 0, так как при п — 0 формула 
(17) дает 0), а затем интегрирование, имеем

«** (г> з) = А* (я, з)-|------------- 7՜*^ !----Г V'» (з4-[®—аг],)—
г* — тс** (з + [я — аг|*+1)

— А* [а + [я — аг]*+1 + а* — а* тс** (а 4- [а — аг]»*։)]}.

Используя (4) и выражая тс** (г, а), получаем (18).
Лемма 2.

о* тс* (г, а) = а*֊1 тс*_։ (я, а) + А* (я, а) ---- 1 * 1 > (19),
г* — А* (а + [я — аг]к

/ 1 V, / . у* (з, г) — т*֊1 (а, я)™ (г, а) = А* (г, а) -----  ■ ֊ ' / '
*_։ г*— А* (а +[а - аг]к) (20)

Доказательство. Докажем соотношение

зтс* (2, а)= -^-атс*_! (я, а)+ (г, а) I е֊<*+1’֊“)*+1) <х
аЛ п>1 3

0

х -^Я_ с- **' п*_։ (0 + ֊ 3 тс** (г, а), 
п! а*

Для того чтобы на отдельном А-периоде первая „катастрофа“ про­
изошла, когда в системе не было синих вызовов <^атс* (г, а)>, необ­
ходимо и достаточно, чтобы

либо А-период начался с (А — 1)-периода <^^-՝> и первая „ката- 
«*

строфа произошла на нем ((А—1)-периоде), когда в системе не было 
синих вызовов <^атс*_։ (г։ з)^>;

либо А-период начался с (А—1)-периода закончившегося
о*
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через время 7 < с/ (7) > (0 < 7<ос); до I не наступали 
„катастрофы" и не поступали синие вызовы приоритета ниже к

—/111։—аг]ь 1) / \ / - ч» (^* О _—<։*/< е 1 * 1 >>, поступило п (п 1) а*-вызовов <----- -----е " _>
л!

и на последовавшем затем отдельном ////л-периоде первая „катастро­
фа" произошла, когда в системе не было синих вызовов 5^՞’ (г, з)>;

либо //-период начался с ////-периода < — > и первая „ката- 
з*

строфа" произошла на нем, когда в системе не было синих вызовов 
< 5 «** (х. «) >•

Воспользовавшись (16) и произведя суммирование (от и = 0), а 
затем интегрирование, имеем

а* (г, з) = «*-։ "*-1 (г, з) Ч--------Л* ------— • {а* г* —
х*—А* (з-{- [з —аг]*)

— а* Г՝кк (в + [з — аг]к н) + з»_։ к*_։ ($ -|- [а — аг]») — з»_т я*-։ |з-)-
4֊ [з — аг]* н -г а* — а* я4* (з + [з — аг]*+1)]}.

Используя (5) и (14), получаем (19).
Лемма 3.

«* [« ('•); х, $] = а (г, з) Г д* [а (X); г, з], (21)

<7* [а О)! г, з] = V Л/ (г> з)а Ь֊’ <*> ^1՜° ।. (22)
/_] х/—Л/(3-}-[а —аг]/)

Доказательство. Пусть з я/_1։ / [я (X); г, з] есть вероят­
ность того, что первая „катастрофа" на отдельном (а, /)-цикле про­
изошла после (а, г — 1)-цикла, когда в системе не было синих вызовов. 
Тогда

г /is ։ , / л “fri-i (s, z)]—« [f/(s, х)] /no.ъ-ъ /[»(М; *, s| = h,(z, s) • (23)z/ — hi (s -|- [s — az]i)

Докажем сначала равенство

s к,-,., [а (л), z, s]=2 S 4«) (z, s) f ‘ x
n>l J

0

X (^ e-"/' rfn/_, [а (Z); /]. 
ni

Пусть первая „катастрофа" на отдельном (a, г)-цикле прои­
зошла после (a, i—1)-цикла, когда в системе не было синих 
вызовов < s^z_j i [a (Z); z\ s]>. Для этого необходимо и доста­
точно, чтобы] за (a, i—1)-цикл, длившийся время t [а (X);

(0 tсо) не наступали .катастрофы" и не поступали
синие вызовы приоритета ниже i e14՜1 |a- ։ поступи-
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ло п (л > 1) 0-1 -вызовов -——- е ‘ и первая „катастрофа“
л!

произошла на последовавшем затем отдельном г7л-периоде, когда в 
системе не было синих вызовов <О'ге‘,") (*. «) >•

Воспользовавшись (16) и произведя суммирование »от п = 0), а 
затем интегрирование, имеем

(>.); .. «| =------ ֊^֊֊)-------ГТ <«<-■ («<к>; « + Г’֊ «М֊
ц — Л/ (л’ т |3 — аа|<)

— «/-I (>֊); 5 Т [3 — ах1( । > + а‘ — ($ + [3 — аг]ц 1)1}.
Используя (12), (5) и (14), получаем (23).

Так как первая „катастрофа“ на отдельном (х, £)-цикле может 
произойти либо на периоде блокировки, либо на хвосте, в последнем 
случае на каком-либо (а, 7)-цикле (0 -С* <. к) после (а, /—1)-цикла 
((а, 0)-цикл совпадает, очевидно, с периодом блокировки), то

к
згс* [а (X); ?, з] = за (а, з) + У , [а().); г, з], 

/—I
что и доказывает утверждения леммы.

Лемма 4.

»^»)°1~а(5.+|аТ1)- (24)
з -|- [3 — аг]

Доказательство. Соотношение (24), представленное в виде

за (г, з) = у е'(а “ "I1 [1—-А (/)] б (1— е՜՝'), 

о
доказывается следующим образом. Для того чтобы на отдельном пе­
риоде блокировки первая „катастрофа“ произошла, когда в системе 
не было синих вызовов <^за (г, з)^>, необходимо и достаточно, что­
бы первая „катастрофа“ произошла через время / (1 —е л<)^> от
начала периода блокировки, когда он еще не закончился <^1— А(6^>, 
а до этого момента не поступала никаких синих вызовов

Замечание 2. Если ф.р. длительности периода блокировки 
является несобственной, т. е. «4(-|-ео)<1, то

«(։, ։) = .•(+<»-■ («+{»-«!). (25)
5 + [а — аг]

Распределение длины очереди

Теорема. Преобразование Лапласа производящей функции 
совместною распределения числа вызовов каждого приоритета, 
находящихся в системе в любой момент времени, задается фор­
мулой
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. л 1 + «։ (г. 5)р (г, х) = ------------- — ■ (26)
X т о— ат. ($)

Здесь ат. (г, х) = о, т.г (г, х) находится՛.
а) для схемы А по формуле

ат. (г, 5) =2 Л» (г, х) 1- -5, ֊)-|—ТЛ4(3> ’ (27>
м *Л — Р* 17*-1» («. *)]

где А< (г, х) (к — 1, г) определяются из рекуррентных соотношений

А /_ с)-, 1—?*(«+[о —аг]) , Л* (г, 5) -- г* ----------- --------- -------- 1- У гн (с, х) X
г Н֊ [э — аг]

Р* [^-1 ($. г)] — Р» [у/ (д, г)],, 
г/~ ₽։ [у/-։ (х, г)]

б) для схемы В1—из р.-кур рентных соотношений

а, т.к (г, х) = 5»-1 -*-1 (г, х) 4՜ (г* + я*_] т.к_1 (г, 5)] X 

х<, 1-/ц!х г[;-аг]*) 7* (*, -г) — 7« 1 (х, г) , 
г* — А* (X- [с—ед]«) 7*-1 (х,г )

в) для схем В2, ВЗ, В4—из рекуррентных соотношений

°* "* (г, х) = =4-1 -*_։ (г, х) 4֊ гк [1 4֊ =*֊! к*_։ (д, з)] X

1— А* (х + [= —аг]*) у* (х, г) — у*_։ (х, г) .
Л------ Г~/------ т---------- Гч ’ --------------- ՝!------\‘ '<50'г* — Л* (х 4-[= — аг)») 7*-1 (х, г)

Доказательство. Формула (26), представленная в виде

хр (г, х)= —----- 1-------- хк (г, х)-{--------- « (х) Хр (г, 5),
х+= х 4 а з 4՜ 3

доказывается следующим образом. Пусть первая „катастрофа“ про­
изошла, когда в системе были разве лишь красные вызовы <^хр (г, х)>. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы

либо первая „катастрофа“ произошла до поступления в систему 

какого-лиоо вызова < ------ > >
3 4-о

либо до поступления первого вызова не наступали „катастрофы“
0 \ _ а<------ ,> и первая „катастрофа на начавшемся отдельном периоде

5 □
занятости произошла, когда в системе не было синих вызовов 
< хк (г, х) >;■

либо „катастрофы“ не наступали за первый период регенерации, 
. ат. е. до поступления первого вызова ------  >, и за последовавший

х 4՜0
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затем период занятости <^(5)^>> и первая „катастрофа“ произошла в 
момент (отсчитываемый от конца первого периода регенерации), 
когда в системе не было синих вызовов < зр (г, з)^>.

Формула (27) следует из леммы 2(20) и (7), (14).
Так как обслуживание ал-вызова (к=1,г) для схемы А проис­

ходит без прерываний, то оно является периодом блокировки для 
всех вызовов, поэтому согласно лемме 4 (24)

о / „х _ 1—₽«(«4-Г’-аг]) ,,
Р* («, «) = г* -------Гг---------1----- (31)— аг|

Множитель г* здесь появился потому, что в течение всего периода 
блокировки присутствует обслуживаемый ал-вызов и он должен быть 
красным.

Очевидно, А-цикл является для схемы А (3*. к—1)-циклом, по­
этому (28) следует из утверждений леммы 3 (21), (23) и (7),](14), (31). 
Справедливость соотношений (29), (30) вытекает из (19), соответ­
ствующих формул (6) —(9) для А, (з) и нижеследующих формул, выри- 
жающих А* (г, з) через а*_։ я*_։ (г, з) для схем В4 соот­
ветственно

л. (г,,) = (г. + ».֊."... 5)1 ■ Я»-“]»+»■ .), (32)
з + [’ — аг]л + з*_։

Ал (г, з)= г* [1+ а*-։ «л-1 (г, з)]-——^'*՜1 , (33)
1*-։ («, г)

Ал (г, з) =

_________ гл [1 4- Дл-1 «л-1 (г, 3)]-[1 -- (г-|- [з—аг], 4- |
3-|- [а — аг]л + а*-!—а*_։ к»_։ (з4-]а—аг|л֊[1— ?л (з-|-(а—аг]%-|- з„_։)]

(34)
Ал (г, 3) = гл [1 + а*-։ «л֊1 (г, з) ] X

К Г_______________(-)_________________________________________
3 з + [а — аг]л+ ал-1— ал-1 «л-1 (з + [а — аг],)-[1 — е-и+(’՜"*' ՝]’

Я <35)
Докажем эти формулы.
Схема В1 (прерванный вызов теряется).
Формула (32), представленная в виде

О

,[1_Бл(п]е-,й_1/ 3а_1Л։
О
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доказывается следующим образом. Пусть первая „катастрофа“ на 
отдельном £-цикле произошла, когда в системе не было синих вызо­
вов \ЗЛ* (я, з) ^>. Для этого необходимо и достаточно, чтобы

либо первая „катастрофа" произошла через время I от начала 
£-цикла (0<<<сп), когда обслуживание ал-вызова еще
не закончилось <1—В* (<) > и не было прервано (не поступало 
а», гвызовов) <^е 2>, за это время в систему не поступало си­
них вызовов приоритета к и ниже «^е՜1’՜“՜1*։^>, а ‘обслуживаемый 
вызов красный

либо прерывающий з*_։-вызов поступил через время г X
X =* 1 (0^/<оо), когда начальный вызов еще не обслуживался
<1—Вк (/) ^>, до момента I не наступали „катастрофы" и не посту­
пали синие вызовы приоритета к и ниже е՜՛14՜1’՜^1*’* >, а первая 
„катастрофа" на начавшемся с этого момента отдельном (к — 1) — пе­
риоде произошла, когда в системе не было синих вызовов < $~*-1 
(г, $)>•

Схема В2 (прерванный вызов дообслуживается).
Ес-.и во время обслуживания а«-вызова поступает зй_гвызовов,. 

то обслуживание аА-вызова прерывается и возобновляется вновь, 
как только закончится (к — 1)-период, связанный с з^дгвызовом, 
вызвавшим прерывание. Назовем прерывающий з*_гвызов „хо­
рошим", если за (к — 1)-период, связанный с ним, не происхо­
дило „катастроф", и поступали разве лишь красные вызовы приорите­
та к и ниже. В случае невыполнения хотя бы одного из этих условий 
вызов называем „плохим". Вероятность того, что прерывающий 
о*_|-вызов является „хорошим" („плохим"), есть к*֊1 (я-)-[а — аг]*) 
(1—к*_։(«4-[о—аг]*)). Поток „плохих" прерывающих з4_։-вызовов 
будет, очевидно, пуассоновским с параметром

°*-։ [1 — (« + [։- аг)*].
Обозначим через х время, отсчитываемое (от начала £-цикла) только 
тогда, когда начальный а*-вызов находится на приборе. Время, затра­
ченное на (к—1)-периоды, связанные с прерывающими з*_2֊вызовами, 
сюда не входит. Докажем равенство 

ее • —
зЛ* (г, з) = г* р1-В*(х)] 

О

+ г*5я*_։ (г, з)^[1-В* (х)]е-<41|։-“1*)^е-’*֊11*-^-1(^1»֊«И*)1-г0А_1 

о

Пусть первая „катастрофа" на отдельном &-цикле произошла, 
когда в системе не было синих вызовов <^зЛ*(г, з) ^>. Для этого не­
обходимо и достаточно, чтобы
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либо первая „катастрофа“ произошла во время обслуживания на­
чального «»-вызова —5*(х)^>, когда он провел на приборе время 
х <Г е~’’-г начальный вызов при этом был красным за
время х не поступало синих вызовов приоритета к и ниже 
а также „плохих“ прерывающих з*..1֊вызовов

И-'*-! <‘+(’-о'1Р1

либо в промежутке [х, х 4՜ с/х) во время обслуживания «»-вызова 
<1—В*(х)> поступил какой-нибудь прерывающий а»_։-вызов 
<^а*_1 б/х ^>, за время х (понимаемое в выше объясненном смысле) не 
наступали „катастрофы“ не поступали синие вызовы при­
оритета к и ниже е-՛’~ г 1 , поступали разве лишь „хорошие“ 
прерывающие з*-1-вызовы <^е՜’*՜*(։՜՜՜*՜*‘ ՛’ °՜1* 1 1 >, а первая „ка­
тастрофа“ на начавшемся с момента х отдельном (к -1)-периоде про­
изошла, когда в системе не было синих вызовов <з՜* I (г, з) ^>, на­
чальный вызов, который при этом еще остается в системе, должен 
быть красным

Из доказанного равенства и (14) следует (33).
Схема ВЗ (прерванный вызов обслуживается заново).
В этом случае Л-цикл может иметь начальный этап двух типов. 

Либо за время обслуживания начального вызова не поступают 1-вы­
зовы и .4-цикл оканчивается с окончанием обслуживания «»-вызова 
(начальный этап концевой). Либо обслуживание начального вызова 
прерывается поступившим <>«_1-вызовом (начальный этап некопцевой), 
затем следует (к—1)-период и после его окончания «»-вызов вновь 
поступает на прибор и начинает обслуживаться заново, т. е. начи­
нается новый £-цикл, вкладывающийся в первоначальный.

Пусть Ф* (х) и (х) — условные ф.р. длительностей концевого 
и неконцевого начальных этапов соответственно, а (з) и (з) — 
преобразования Лапласа—Стилтьеса этих ф.р. Тогда

ф* (з) = Мз + з*֊1) (Зс)

֊есть вероятность того, что начальный этап концевой, и за него не 
наступали „катастрофы“, а

гк (з) = —^֊1. [1— р* (5 + 3։_х)] о?)
з а»-1

•есть вероятность того, что начальный этап неконцевой и за него не 
наступали „катастрофы“.

Докажем соотношение

з/и (г, з) = х» [Ф* (4- со) ֊ ф* (/)] еН’ - е-я +

и
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4՜ ** [Сл(Ч-сх-)—<7»(/)]е(’ °л|*/ е_,/8Л + г*^* (з + [з—
и

аг]*) зк* 1 (г, «) И (5 + [т - аг]։) я*_։ (8 4֊ |3 — «-։]*) «А* (*> «)•
Пусть первая „катастрофа“ на отдельном А-цикле произошла, 

когда в системе были только красные нызовы зА* (г, з) ^>. Для 
этого необходимо и достаточно, чтобы

либо начальный вызов красный <^г*^>, начальный этап концевой 
и первая „катастрофа“ произошла на нем <^Ф*(4-°°)— Ф* (О в 
промежутке времени р, / 4՜ «#) е~17 з«/< >, до которого не поступа­
ли синие вызовы приоритета к и ниже < в՜1’՜0'1* /

либо начальный вызов красный < г* ^>, начальный этап неконце­
вой и первая „катастрофа“ произошла на нем <^С* (-4» со)—б*(/)^> 
в промежутке времени [#, / + Л) е՜4' зсИ ^>, до которого не посту­
пали синие вызовы приоритета к и ниже < *>;

либо начальный вызов красный <^г*>, начальный этап неконце­
вой и за него не наступали „катастрофы“ и не поступали синие вы­
зовы приоритета к и ниже <£* (з 4֊ [’ - аг]*) >, а на последовав­
шем за ним отдельном (к — 1)-периоде первая ’„катастрофа“ произош­
ла, когда в системе не было синих вызовов < вп*_։ (я, з >;

либо начальный этап неконцевой, за него и за последовавший 
за ним (к— 1)-период не наступали „катастрофы“ и не поступали си­
ние вызовы приоритета к и ниже (4> + I3՜՜аг]*) -*֊։ (з4-[з—аг]*)>, 
а первая „катастрофа“ произошла на начавшемся затем отдельном 
А-цикле, когда в системе не было вызовов зА* (г, з) >.

Из доказанного соотношения и (36), (37) получается (34).
Схема В4 (прерванный вызов идентично обслуживается заново.
При условии, что длительность обслуживания начального а*-вы- 

зова есть фиксированная величина т, имеют место формулы, аналогич­
ные полученным в предыдущем случае

Ф* (з/т)=е-‘л' + ’4-1,\ (38)

(«Л) = ֊֊ Т, (39)
з-г о*-։

Л* (г, зЛ) = {1—#* (з-Ь [а — аг)*/т) я*_։ ($ + [з — аг]*| "։ X

(1- ф» (з4-]з—ог]*/т)— я* (з4-[з—аг]*/т) . . ... .1X ------------------- —:------ в--------------------+.?*(з И3֊аг]*/с) к*_։(я, 5Н.I в — |з — аг]* ]
(40)

Подставив (38), (39) в (40) и проинтегрировав последнее равенство 
по мере г/В* (т), получаем (35).

Замечание 3. Очевидно зА* (1, з) = 1 — Л* (з) и зк*_։ (1, в) — 
= «*-1 (з). Поэтому формулу (9) для А* (в) можно получить, напри­
мер, из (35).
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Следствие. Можно показать, что при выполнении условий 
стационарности (ри <1) существует

Нт Р (г, I) = Р(г) и Р (г)=11т «р (д, «). 
»10

Производящая функция распределения длины очереди в стацио­
нарном режиме

Р (г) = (1 - Рн) [1 + о« (г, 0], (41)
где а* (г, 0) определяется по соответствующим формулам приведенной 
теоремы, если в последних положить з = 0.
Ереванский государственный
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է. Ա. ԴԱՆւ՚հԼՅՍ.Ն, Դ. Ա. 1"ԼԱՆՈՎ. Միալար նախապատվությամբ սպասարկման սիստԼմների 

հԼրթի երկարությունը (ամփոփում)

Դիտարկվում է նախապատվությամբ միայար մասսայական սպասարկման հերթով սիս. 
տեմների մի ղաս, ուր ներմանող հոսբերր հանդիսանում են Պուասոնի հոսքեր, իսկ պահանջ­
ների սպասարկման մամանակի բաշխումներն րնղհանոլր են, Տրվաե ղասի սիստեմների հա­
մար կամայական մամանակի մոմենտին ղտնվամ Հ տարրեր հոսքերի պահանջների բանակի 
համատեղ բաշխման են որդ ֆունկցիան,

E. A. DANIELIAN, G. A. IVANOV. The queue length of the tingle terver 
queueing eyeteme with priority (summary)

The purpose of this paper is to give a simple method for investigation of the 
queue length problem in single server priority queues. The Mr |Gf 111 oo systems with 
preemptive and head-of-the-line priority disciplines are considered. The quene 
length distributions in terms of Laplace—Stieltjes transform is obtained.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ՄարԼժատիկւս XI. № 2. 1976 Математика

В. И. ГАВРИЛОВ. В. С. ЗАХАРЯН

ОБ ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ ПОДКЛАССОВ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА

1°. Пусть О обозначает круг |г| < 1 и Г—окружность |г|=1. Для 
произвольной точки г = е/0£Г обозначим через Ге окружность

'4' 1= —, через 
2

Dd — круг а для произволь-

ного ®, ——- < ® <С ~> обозначим через А (С, ®) прямолинейный отре- 
& £

зок, соединяющий точки = е'9 и (1 — е_,? cos ?)-е'9. Другими слова­
ми, Л (С, ?) является хордой круга А, оканчивающейся в точке С=е,։ 
и образующей с радиусом в этой точке направленный угол раствора 

<р, ? < -՛՛ ; длина хорды A (Z, f) равна cos о. Подобласть кру-

га D, заключенная между двумя хордами А (С, А (С, ?2) и окруж­
ностью Ге, обозначим через А (С, ®։, ®а).

В дальнейшем условимся говорить, что непрерывная на (0, + <») 
•функция //(0^-0 принадлежит классу Сн, если lim Н (t)= + оо> 

<-»+о
Н (t) не возрастает на (0, -г °°),

■о

lim tH (t) = 0, и С ——---- со.
<-+о J fH(t)

о
Положим

(1)

Пусть Е— произвольное борелевское множество на Г. Символом 
сар/у Е мы будем обозначать выпуклую емкость множества Е относи­
тельно последовательности р.я| в смысле К. В. Темко (см. определе­
ние в [1], стр. 364). В случаях

мы получаем обычные a-емкость, 0<^а<^1, сар։ Ей логарифмическую 
емкость сар0 Е множества Е.

Рассмотрим мероморфую в D функцию / (z), принимающую зна­
чения на сфере Римана 2. Сферическую производную функции (z) 
•обозначим через р (/ (z)),
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р(/* 1+!/(*)!’

Если / (г) стремится к определенному пределу, когда х-»С=е'*, оста­
ваясь на лорде Л (С, ?), то этот предел обозначим через / (С, ?). Если 
существует Пт / (г), когда г — 4= е'։, *6 Д (С, ?։, <р։), и предел не 
зависит от выбора угла А у։, <р2) с вершиной в точке С = е,։, то 
этот предел обозначим через / (С).

Рассмотрим (конечный или бесконечный) интеграл

л/(՝.?)= Р (/(«)) 1^1- (2)
л (С. ?)

Очевидно, если для каких-то С и <р значение А/(С, ®) < + со, То су­
ществует определенный предел / (С, ®).

2°. Будем говорить, что мероморфная в £> функция / (г) при­
надлежит классу Тн, если Н^Сн и

П (1 —|х>) Я(1 — М)[р (/(г))]* + оо, г = х-|-։у. (3)

Й<1
Это определение по форме несколько отличается от обычного 

определения класса Тн (см., например, [2]), согласно которому» 
/С Тн, если

1 I

Тн ~ У А (/) /7(1 — #)л<4- 00 при Н (1— /) Л< 4- оо 

о о

и 1С
Тг (Г) = Пт А (/) <-|-оо при 1 Н (1— /) Л = + оо, 

/-•1—0 ]
0

| 
где л (0=у|[р(/(г))г^.

И|</

При этом от функции Н(^ Си требовалось дополнительно, чтобы
X

т Г Н (/) Л = с, 0, со.
■»- + 0 хН (х) J 

о

Для доказательства эквивалентности этих определений, поменяем 
порядок интегрирования в интеграле

1
у н (1֊о л Г С [₽ (/ (««))]’ гдг^ =

. I о &(</
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и заметим, что
1 ։-г
\H(l-t)dt = ( (l-r)H(l-r), г-1-0.

Г □

Голоморфную в D функцию /(z) отнесем к классу Т‘н, если Н^Сн и

JJ (1- |z|) Н(1 - |z|)\f (z)|a dxdy< + CO. (4>

kHi

Согласно определению, при каждой фиксированной Сн имеем 
Тц с Тц.

3’. А. Бьерлингу [3] и Л. Карлесону [4], стр. 69, принадлежит 
утверждение, что для любой функции f (z), принадлежащей классу Тц,

Н<!У= 0<.<1,

точки С = е' £ Г, в которых / (z) не имеет предела / (Q, образуют 
множество Е, capa£"=0, 0<><^1. (Случай а = 0 принадлежит Бъер­
лингу; случай 0<^а<^1—Карлесону). В статье [5] получено усиление 
этого факта: для любой функции / (z), принадлежащей классу Тц,

точки С = е'։£Г, в которых Лу (0, <р) = -)-оо хотя бы для одного 

<р,— — образуют множество Е, сар„ Е = 0, 0^а<^1.

(Случай а = 0 ранее рассмотрен М. Цудзи [6]). В статье [2] доказано, 
что для любой функции / (г) £ Тц точки С = е" £ Г, в которых / (д) 
не имеет предела Нт /(ге'в), образуют множество Е, сар„ Е — 0. 

г-»1
Весьма правдоподобной гипотезой остается утверждение, что в точках 
С = е‘° £ Г \ Е, сарн Е=0, функция / (г) £ Тн имеет определенный 
угловой предел /(С). В настоящей статье нам удается доказать сле­
дующие факты.

Теорема 1. Пусть мероморфная в О функция /(г) принад­
лежит классу Тц. Тогда в каждой точке С=е'°£Г, кроме, быть 
может, некоторого множества Е сГ, сар„ Е=0, интегралы Л/(С, <р), 

определяемые (2), конечны для почти всех о, — — < ® <С~ > и Для 

этих значений ф существуют определенные пределы / (С, <р), рав­
ные между собой.



116 В. И. Гачрнлов. В. С Захарян 

Теорема 2. Пусть голоморфная в D функция f (z) принад­
лежит классу Т'„. Тогда на Г можно указать такое множество 
Е, сар7/ Е = 0, что в каждой точке С = е'° £ Г \ Е существует ко­
нечный предел / (С) и интегралы

?) = J \f'M\\dz\ (5)

л т)

конечны для всех ®, —"/2 <С ? г/2-
4°. В доказательствах теорем 1 и 2 мы будем придерживаться 

схемы, использованной в [5]. Вычислительные части доказательств мы 
выделим в виде лемм.

Основная лемма. Пусть действительная функция и (z)^0 
определена и непрерывна в D и удовлетворяет условию

j J (1— |z|) J7(l — |z|)[u (z)]‘30, (6)

W<1

где Сн, и пусть

I G, ?) = J и («) \dz\ (7)

л (С. т)

.и
Г/2

L (С) = J I (ч, <?) cos ® </?. (8)

Тогда точки С = е/в,£ Г, в которых L (С) = + оо, образуют мно­
жество Е, сар/7 Е = 0.

Доказательство. Допустим напротив, что сар„ £>0. Тогда, 
согласно определению ([1], стр. 364), на множестве E/={f£ [0,2՜], 
е" £Е| существует такое распределение d\iH (t) единичной массы, 
что потенциал

2<

Vh (г, 6)= ^Q(r, 0 — t) dp„(f) (9)

О

ограничен: И//(г, 0) < И//<+оо в /z| <1, где

Q (г, х)= V rn cos пх 
л=1

и последовательность {>.„} определяется формулами в (1). Рассмотрим 
также функцию
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Ун (г,

гармоническую и ограниченную, \Ун (г. 9)| < Ун <С + 00 в |г|<Л.
Нам понадобятся следующие два свойства распределения

У) и функции Уп (г, 6).
Лемма 1. ([1], стр. 368). Если

2х 2к
ап = — | cos nt d?H (t), bn =■ —- C sin nt dp^ {t), n = l, 2, • • •, (10) 

к J к J
и о

mo

S К2 + Ф (И)

Лемма 2. Для функции Ун (г, 9) ил։еел։
1 2

(12)

5°. Доказательство леммы 2. Имеем

, 1 1 , 1 in —-----------  = — In - ------ ----------
|e'e-re"| 2 l-2r COS (9 — t) + rs

= у cos n (9 — f) rn

— У — (cos n9-cos nt 4- sin n9-sin nt). 
л=! П

Используя обозначения (10) и теорему Парсеваля, получим

П (1—г) /7(1— г) 

|*|<1

Г дУн (г, 9)
I дг rdrdb =

J (l-r)H(l-r) 
о

г2՞՜1 dr
(1-г)Я(1-г)

(13)

1

Оценим каждый из интегралов в квадратных скобках в (13).
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Используя свойства функции Н (/) и (1), имеем

где 0 < с։ < с3 < + 00• Кроме того

г2«֊* , Г(1—П2՞՜1
(1-г)Я(1-г) 3 /Н(/)

п

(15)

Имеем также

' г2"՜1 dr Г dr______  = С dt .
(1-г)Я(1-г) J (l-r)H(l-r)

L I-J 0
я я

(16)

Из неравенства (14) следует, что

cs J tH(t) 
о

1/л
1 Г dt

(17)

Объединяя (17) и (15), получим

dr с,• с.• >.я, п = 1, 2, • ■ •. (18)

Подставляя (18) и (16) в неравенство (13), получим

J J (1֊г) Я(1-г) 
1г|<1

дЦц(г, о) I2 
дг

rdrdb -С

<3 (ал + Осз + с, с. кЛ). (19)
л-1

В силу леммы 1, правая часть в (19) конечна, и доказательство лем- 
мы 2 завершено.

6 . Продолжим доказательство основной леммы. Обозначим че­
рез 1 интеграл
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/ = J [* и (re“) dU^-}- rdrdb. (20)

i»i<i
Используя интегральное неравенство Коши — Буняковского, неравен­
ства (6) и (12), получим

/։ < [ (1֊ г) Н (1- r)[u (re1*)՜? rdrdt X
Й -1

X f f--------- ------------ 1 Г rdrd0 < + (21)
JJ(l-r)//(l-r)| Or \ v '
1*1 ։

Как и в ([5]), рассмотрим функцию р (г, 0, t),

р (г, S, () = Г <=»»(«-<)-<• 
1-ЬН-2rcos (в ֊0

и перепишем интеграл (20) в виде
2։

/ = J J u (re“) drdb р (г, (i,t) d?lf (t) (22)

l*i <1 о

(ср. [5], формула (15)).
Докажем, что существует (не обязательно конечный) интеграл 

Лебега от функции q (г, 0, f) = и (ге“)-р(г, 9, t) в области Т — D\ 
X [0,2к]. Для этого достаточно показать, что функция q (г, 0, t) сум­
мируема на подмножестве Г՜ множества Т, на котором q (г, 9, /)< 0. 
При фиксированном t £ [0,2*] функция р (г, 9, f) отрицательна в точ­
ках z = re“ £ D\Dt и только в них и удовлетворяет неравенству 
|р (г, 9, /)|-Сг в D~\Di. Рассмотрим повторный интеграл

/= ( (0 Г ] 1р (г, 0, /)( и (re“) drd&.

о Ко/

Используя оценку для |р (г, 9, /)| в D\Di и неравенство Коши—Бу- 
кяковского, получим

X | J С (1 ֊ г) Н (1- r)[u (ге'5)Г rdrdb К\, < + ео. 

ад<1
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Учитывая теорему Фубини, заключаем, что интеграл (20) и равный 
ему интеграл (22) можно переписать в виде

2ж
/= у (1^и (0уу« (ге10) р(г, 6, /) бгбО. 

и п

Дальнейшее доказательство основной леммы полностью совпадает с 
доказательством, приведенном в [5], стр. 7—8.

Замечание. Анализируя доказательство основной леммы, мож­
но заключить, что ее утверждение остается справедливым, если счи­
тать функцию и (д)>0 измеримой по Борелю в £).

7Г'. Прежде чем перейти к доказательству теорем 1 и 2, отме­
тим такое следствие основной леммы.

Теорема 3. Пусть комплексная функция / (д) непрерывно 
дифференцируема в О и удовлетворяет условию

УУ (1 — |д|) Щ1 — |г|) |?гас! / (д)|։ бхбу < + со,

где Сн- Тогда на Г существует такое множество Е, сар7/ Е — 0, 

что в каждой точке С = в'’ £Г\Е для почти всех (---- — )
\ 2 2 /

интегралы
т/(С, ?) = у 1гга<1/(д)| |Л| 

л с. ?)

конечны и существуют конечные и равные между собой пределы 
7 (С, ф).

Действительно, согласно основной лемме, в которой и (г) — 
= |§гтас1 / (д)|, на Г существует такое множество Е1г сар7/ Е\ = 0, что 
для каждой точки С = е'8 £ Г'у.Е՛! функция т/(С, ®) является сумми-

(Я Я \ _
----— » — \. Поэтому значения

т/ (С, <р) конечны для почти всех -----— > ~) и для этих значе­

ний ? существуют конечные пределы / ?). Рассмотрим точку 
С = е,։ £Г\.£\, в которой /(С, <р։)=г=/С, ф2) хотя бы для двух зна­

чений ?! <р։, ф։, <р2 £ —— 9
2

— ). Такая точка £ = е/0 
2 /

является точ­

кой неопределенности для / (д). Согласно теореме Багемила (см., на­
пример, [7], стр. 74), множество точек неопределенности для произ­
вольной функции /(д) не более чем счетно. Поскольку счетное мно­
жество М точек на Г имеет сар„ М = 0 для любой Н £ Сн, доказа­
тельство теоремы 3 заканчивается.



О множествах подклассов функций 121

8°. Доказательство теоремы 1 проводится совершенно так же, 
как и доказательство теоремы 3 с заменой функции и (г) - 1£гас1 / (я)| 
на функцию и (г) ■ ՛> (/ (г)՝).

Утверждение теоремы 1 можно дополнить информацией о пове­
дении функции / (г) около хорды А (', ®), С = е/։ £ Г по хюторой 
л/ (г-, ?) = + °°-

Для произвольных точек а, положим

о (а, Ь) = — 1п
2 1—и

а — Ь
1—а Ь

и обозначим через О (а, Е) = {я^£), а (г, а) г}, где е^>0 — произ­
вольное число. Последовательность точек |ял), ял£Р, Нп։ |ял| = 1, на- 

п ♦*>
зывают Р-последовательностью для мероморфной функции / (г), если 
для любого числа г^>0 и любой последовательности (ял,) функция 
/ (я) принимает в объединении II О (ял,; г) бесконечно часто каждое ч
значение на 2, за исключением самое большее двух значений. Каждую 
жорданову кривую ЬаО, содержащую по крайней мере одну Р-по- 
следовательность функции /(я), назовем Р-кривой для /(г).

Совершенно те же рассуждения, что и в [8], стр. 954, ведут к 
заключению в теореме 1, что

любая хорда А (С, ®), С = е'°^Г\£', по которой Л/(С, 9) = -4- со, 
является Р-хордой функции / (г).

9°. Доказательство теоремы 2. Если в условиях основ­
ной леммы положить и (г) = I/' (я)|, то можно заключить, что суще­
ствует такое множество Е^Г, сар//£'1=0, что в каждой точке С=е,9£

(1С тс-------> — 
2-2

и для этих значений ф существуют конечные и равные между собой 
пределы / (С, ф).

Рассмотрим такие точки С = е/0^Г\£’, для которых можно ука­
зать по крайней мере один угол Д (С, ?1։ Ф2) такой, что предельное 
множество С (/, Д (С, фп ?2)) функции / (я) вдоль угла Д (С, ®.)
совпадает с 2. Увеличив, если необходимо, раствор угла Д (С, ф։, ф։), 
будем считать, что для значений. ф։ и интегралы ) / (С, ф։) и )./ (С, 
ф2) конечны. Рассмотрим два множества

с, (/, С) = и 
г&1 (С, Я)

|{/(я);|я|>4) и ՝)= и 1/(^5 И>1/2|.
I 2 I г&‘ (С ?«)

и пусть С {/, С) обозначает замыкание множества С1 С) и С2 (/, С). 
Множество С (/, Д (С, ф1։ ф,)) \ С (Д С) содержит значение оо. Так 
как это значение является исключительным значением для / (я), то 
согласно теореме Иверсена—Гросса ([7], стр. 100), значение <х> 
является асимптотическим значением функции /(я) в точке С = е'в. Сле­
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довательно, точка С = е‘* является точкой неопределенности функции 
/(г), и множество таких точек счетно. Присоединяя это множество к 
множеству Ег, получим множество Е, сарн Е — 0.

В каждой точке С = е'5 СГ\£ предельное множество С (/, Д (С, 
Ф։, <рг)) по каждому углу Д (С, ф։> ?2) не совпадает с 2, и по почти 
всем хордам Л (С, ?) существуют конечные и равные между собой 
пределы / ?). Согласно теореме Линделефа ([7], стр. 17), в каж­
дой точке С=е'։ £Г\£ существует конечный предел /(()=/(£, 
Теперь факт, что интегралы X/ (С, ф) конечны для всех значений

---- ^-> в точках ' = е‘° £ Г\Е устанавливается совершенно 

так же, как в [5], стр. 11.
10°. В статье [5] была доказана некоторая теорема единствен­

ности для мероморфных функций / (г) в зависимости от классифика­
ции значений а (; 2, принимаемых функцией / (г). Развивая эту класси­
фикацию, введем следующие обозначения. Пусть £2 (а, о) обозначает 
открытый круг на 2 с центром в точке а£2 и радиуса сГ>0. Обозна­
чим через О (а, 3) конечную или счетную совокупность областей, ле­
жащих в £> и представляющих собой полный прообраз круга 2 (а, о) 
при отображении ги = /(г). Для Си положим

Ан (a, S) = И (1 - г) Н (1—г) [р (/ (re"))]։ rdrdB
Н[а. 4)

К
/ х i. Ан (а, о) пи (а) - hm sup---- --—

5-0 ПО»

Будем говорить, что значение а £ 2 является 5/у-нормальным значе­
нием функции / (г), если пи (а)<^ + оо. В случае 

получаем определение 1 из [5].
Теорема 4. Если /(z)^ const мгроморфна в D и а£2 яв­

ляется Вц-нормальным значением функции f (z), то точки 
С = е,е в которых f (») = а, образуют множество Е, capz/ Е =0.

Доказательство этой теоремы проводится совершенно так же, 
как доказательство ее в случае

Н(#)= — , 0<а< 1 
f1—

(см. [5], стр. 13—15)
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Վ. К ԴՍ.ՎՐ1ՎՈՎ, Վ. Ս. ԱԱՔԱՐՅԱՆ. Սահմանափակ տեսքի >Ո>ր>մորֆ ֆանկցիաեերի 
Լնքւացասի քուցաւփկ թազմությունճերի մասին (ամփոփում)

Հոդվածում դիտարկվում Լ միավոր շրջանում սահմանափակ տեսրի մերոմորֆ ֆունկ­
ցիաների ենթադաս, որբ սահմանված է սֆերիկ ածանցյա/ի և դրական կիսաաոանցքի վրա 
սւնրնդհասլ և ոշ-րացասական որոջ HflJ ֆունկցիայի՛ ոդնությամրւ

Այդ I lf IJ ֆ"ձկէ1'ա1Ւ միջոցով սահմանված որոշակի հաջորդականության նկատմամբ 
ուոուցիկ ունակության սւերմիններով հնարավոր կ լինում լոսդ նշված ենթադասի ֆունկցիա­
ների բացառիկ բազմությունների րնոլթադրոլմրւ

Վերջում բերվում Լ մերոմորֆ ֆունկցիաների մասին միակության թեորեմա, կախված 
ֆունկցիայի կոդմից ընդունված արժեքների տարրերակոլմից ւ

V. I. GAVRILOV, V. Տ. ZACHAR1AN. On exclutive *et* of tubc.latsea of 
meromorphtc function* of bounded type (summary)

The article considers a subclass of merotnorphic functions in the unite disc.
Characterisation of the exclusive sets of the functions belonging to the sub­

class is obtained in terms of convex capacity by a sequence.
At the and a uniqueness theorem for meromorphic functions is proposed.
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♦ԱՑԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е С Т ИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա XI. № 2, 1976 ՜ Математика

Ф. А. ШАМОЯН

ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ С ЗАДАЧЕЙ 
КРАТНОГО ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ Н»

1°. Пусть О = [г: |г|<^1)—единичный круг на комплексной плос­
кости, Г—его граница, пусть, далее, Нр — класс Харди с обычной 
//-нормой.

Определение. Будем говорить (см. [1]), что последователь­
ность отличных друг от друга чисел «/££>, /=1, 2,-- удов­
летворяет условию Карлесона, если существует такое число о (0 

3 <71), что

п|гтт>։- т

В работе [2] Л. Карлесон (см. также [3]), доказал следующую 
теорему

Теорема А. Если последовательность удовлетзоряет усло­
вию (1), то для любого КНр, (0<р< + оо)

2 (/(«/)!" (1-1«/1)< С (8)В/^Р, (2)
/-։

где С (2) — положительное число, зависящее только от 3.
М. М. Джрбашян в недавней своей работе [4], в связи с задачей 

кратной интерполяции в пространстве Н2 установил следующую тео­
рему.

* В дальнейшем Сг (я, =>) будет обозначать положительное число, зависящее 
только от я, р.

Теорема Б. Пусть последовательность удовлетворяет
условию (1). Тогда для любой функции

2 1Л> («;)12 (1-|а/1)։'+1 <с,*  (2) г = 1, 2,.... (3>
>=1

Цель настоящей статьи—распространить теорему Б на простран­
ства Нр (0<\/><^ 4֊ оо). Необходимость в этом возникает в связи с 
постановкой задачи кратной интерполяции в пространствах Нр, О 
<₽< + ». приведенной в конце указанной статьи М. М. Джрбашя- 
на. Докажем следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть последовательность удовлетво­
ряет условию (1). Тогда для любой функции /\^НР

3 I/" («/)Р (I - ыг* 1 <Сг (?) №нр, Г = 1, 2, • - •. (4)

’ Ьр — класс гармонических

/-։
Мы приведем два способа доказательства теоремы 1. Первый из 

НИХ проходит ДЛЯ всех 0<р<^4-со։ а второй —ТОЛЬКО ДЛЯ 1֊<><Ч-ОП.
2е. Первый способ. Для любой точки и для любого 

г,, 0 << т) 1 рассмотрим круг
Кг. (г)=К: Г,-х|<74(1-|х|)1. (5)

Сначала приведем следующую лемму.
Лемма. Пусть и (г) — неотрицательная гармоническая функ­

ция в О. Тогда справедлива следующая оценка:

шах и (г) < -■+ и (г). (6)
/6^(г) 1—7) '

Доказательство. Лемма непосредственно следует из нера­
венства Гарнака.

Доказательство теоремы 1. Согласно интегральной фор­
муле Коши

(«/) = _± [ /(О
2՜։ ,) (1 — а у)г+1

(«у)

<11, /=1, 2,

Поэтому имеем

1Л> («/)!'•<
г! (тах |/(0|) V 

^(•/) )

или же
1Л’ («/)Р (1 - 1«/|"+։ < (-Ц֊)'(1- М) (шах I/ (ОР). 

\уи/ <ел\(«у)
(8)

теперь предположим, что 1 < р < 4֊ со и положим

«(О = Д Р, (01/(011Л|.
2к.) 

г
где Рг (0—ядро Пуассона. Заметим, что и^А''*.  Если V (г), V (0) = 0 
сопряженная с и гармоническая функция, то по теореме Марселя 
Рисса (см. [1], стр. 215)

функций и в О, для которых

|и|лР = зир 
о< г <։ (I

—к

|и (ге'в )р
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Нр <֊ С О’) Нр •

Очевидно, если положить л (z) = и (z) 4֊ iv (z), то будем иметь 
h(z)^Hp, пользуясь неравенством (6), получим

max 1/(/)|-Стах и (0 — и (ау)С •֊—-—— |Л («>)!• О
(>j) <ьл\ («у) 1 — т) 1 — V

Теперь, комбинируя оценки (8) и (9), приходим к неравенству

31Л» («/)!' (1֊М)'"1 ֊< °՜՜1’111 ՛*

2 (Я/)Г (1֊|а/|)^> < Сг (V) 2 (1- М) I?» («>)|։ <
)֊=։ J-1

< Сг (7), S) < сг (о, 7() 1®^, = С'г (о, 7j) nfipp, Г = 1, 2,- • -,

чем и завершается доказательство теоремы.

Наконец, отсюда в силу теоремы А будем иметь

2 |/<'> (а/)|₽ (1-|а71)^+։ <С, (7), 8, р) МНР <Сг (8, V, р) ЫЪ > г=1.2. • • • 
/-։
и теорема 1 доказана в случае 1 р <С +

Пусть теперь 0<^р-С1, тогда по известной теореме о фактори­
зации (см. [5], стр. 23) функция f (z) представима в следующем виде: 

/(z) = F(z) Q(z), (10)

где F (z) — внутренняя функция, а Q (z) — внешняя. Вновь применяя 
неравенство (8), получаем

/։н (Я/ )|Р (1- |й/|)^ < Сг (7,)(1- |а,1) (max j-p (f)|2 * * s), 
(«у)

где ? (г) = [Q (z)]^, причем, легко видеть, что

Применяя к функции ® (z) неравенство (9) для р = 2 приходим к не­
равенству 

max
Гв* ч(.у) (1֊֊7»)։ 

где
Re Т<։ (г) = ֊ Г Л (0 |? (01 i</d.

2к J 
г

Im (0) = 0, и поэтому
Следовательно, справедливы оценки
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Несложная модификация вышеизложенных рассуждений позво­
ляет получить следующее усиление теорем А и 1.

Теорема 2. Пусть последовательность |ау) удовлетворяет 
условию (1)

/^Нр, 0<р< + <*>,  0<т)<1.

Тогда справедливо следующее неравенство

2 (шах |/«> (01)" (1 ֊ |*/1)" +1 < Сг (8, т() , г=0, 1, 2,• • (И)

3°. Второй способ. Сначала докажем теорему для простран­
ства №. Пусть Н1 и / (я) = Т՝ (г) <2 (г), где Г — внутренняя, а (2 — 
внешняя часть функции /. Положив /։ (я) = Т" (г) |(? (г)]’՛4 /2(г) = 
= [Ф (2)]|/2> легко видеть, что /։, /а 6 Нг и, кроме того, !]/]|,՛/՛ = Ц/Лн*  1/2Ин'-

По формуле Лейбница

/“О
Следовательно

1Л> (я)|< сг 2 1/Г;) И1ЛЛ Ю-

Поэтому имеем

2 1Л>(«/)! (1֊М)'+։ <Сг 2 (2(а/)|(1-мГх

/֊=։ *=о  ' /=։
*+ 5֊\

X |Д* ’ («/)! (1 -|а/|) Л

Пользуясь неравенством Шварца и теоремой Б, получим

2 1ЛЧ«/)1 (1֊МГ+1< 
/-։

(«/)1։ (1-|а/|)2<г-‘>п
Г'’2 

X

х 2 1Д*>  (М|2 (1-1«>1)2»+։ | } <

< Сг (8) ИАк. 1/Л/« = Сг (8) 8^., Г = 1, 2, • ■ •. (12>

Теорема 1 доказана в случае р = 1. Пусть теперь р — положи­
тельная мера на И, сосредоточенная в точках а», с нагрузками (1 — 
-|а»|), Л = 1, 2, 3,-..,
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rfn= 2 (l-a/IX + oo. 
/֊*

Пусть, далее, — пространство всех функций, измеримых по 
мере и, для которых j j |/|/’ <»•

о
Тогда теорема 1 эквивалентна ограниченности оператора (7'/)(z) = 

~ /1,) (z) (1 — И)' • из пространства Нр в .
Поскольку

( Г \Tf\pd? = 2 |/(,) («/)lp (1—

V /=։

из теоремы Б, М. М. Джрбашяна и ввиду справедливости нашей тео­
ремы для р—1 следует, что Т ограничен как оператор из и
Н2~Используя известную теорему Рисса—Торина (см. [6], стр. 
144), получим ограниченность Т: Нр -*■  Ьр при 1<р<^2. Следователь­
но, теорема 1 справедлива, если 1 -С р <12.

Предположим теперь, что 2<^р< -р о=. Тогда если 

— + — = 1, то 1<<7<2. Пусть и g^Hч.
Р Я

Легко видеть, что функция (г) = / (г) § (г) принадлежит простран­
ству Н1.

Ввиду того, что при г — 0 теорема 1 совпадает с теоремой А, 
то применяя метод полной математической индукции, получим нера­
венство

Пользуясь неравенством Гельдера и (12), получим

,+ L L
2 /ю(М(1֊М) Р g^W-M4 <C(8)(j?jH. +• ),

‘или же
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SA’ (а/)(1-МГ \ (’Jd-lx/')’’
/-։

< Сг (о) ||Д//Р jg[//? .

Теперь применим интерполяционную теорему Шапиро и Шилдса 
(см. [3]):

Для любого элемента ш £ 1ч, = 1 существует функция

И//« <Ач (S) такая, что g (ау) (1 — |а/|) ' = wj, j = 1, 2, • • ••

Следовательно

V-i /

•— sup
J-1

< Cr (8, p) r = 1, 2, • • •.

Доказательство закончено.
4°. Приведем, наконец, аналог теоремы 1 для других пространств 

аналитических функций.
Пусть 2—любое открытое множество на комплексной плоскости 

и пусть Ар (2)—множество аналитических в 2 функций, для которых

= (JJ I/ <х + ,'У)И dxdy ’

Определение. Последовательность |а/|, а/£ 2, у =1, 2,---, 
удовлетворяет слабому условию Карлесона (или Д*  условию), если 
существует такое положительное число о, что

j =/= к, |ау — а*|  > 8 (max (d (а/ д 2), </(а*<?2)),  (13)

где d (z, <?2)—расстояние от точки z до множества (22.
Теорема 3. Пусть {։,} удовлетворяет условию Д*,  тогда 

для любой функции f (z) £ Ар (2) (1 р + 00) справедливо нера­
венство

s l/(r)(’>)|/’[</(«/,^2)P+2<Cr(8)j^0, r = o, 1,-... (14)
/=։

Доказательство. Пусть Ср (ву) — окружность радиуса р с 

центром в точке ау и пусть б (а; д 2), тогда

М«>) = и [ /(О
2tti J (f — в;)г+1 

СР

dt,
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или же К
рЧ>+։ •утл (а/ )|р I/ («/ + ре',,)|/’ р<Л.

- к

Интегрируя это неравенство по р в интервале ^0, — «/(л; с/2) , по­

лучим

(а/)|₽ [с/ (а/։ д 2)]^+։ .< | | |/ (х + ф)|*  <1х<1у,

«1

где' 
{Й 1

/: у </(«/.

Используя тот факт, что КуПА5=0 при ]=/=!, приходим к не­
равенству

2 \р> («/)г [</ (»/. д 2)^+»< сг (2) трЛР, г =0, 1, • • •.
>-։

Теорема доказана.
В заключение выражаю искреннюю благодарность профессору 

М. М. Джрбашяну за полезное обсуждение.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 25.IV.1975

Ֆ. IL. ՇԱՄՈՅԱՆ. Ներդրման թեորեմներ, կապված J-JP տարածություններում թսպմապա- 
ւիկ ինտերս]Ո|յացիոն խնդրի fibm (ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում է, որ եթե իրարից տարրեր կոմպլեքս թվերի (1®7| <Ն
յ = 1, 2,***)  հայորդականոէթյունր բավարարում է հետևյալ պայմանին

inf 
*

Д; — а» 

1—а/<х»
> օ>0,

տպա ցանկացած ք Հ JjP՝ Q < p < -{- 00 ՛տեղի ունի հետևյալ անհավասսւրոլթ/ոմւր

2 1/<" («у)Р (1֊խ|ր+1 < Сг (о) l/l'p , г - 1, 2,. •..

F. A. SHAMOIAN. Imbedding theorems connected with problem of multiple 
interpolation tn epace H1՛ (summary)

Let the sequence of comlpex numbers

{«*}*-!  (ia*l < 1» a* ¥= »/, j4=!c, k, / = 1, 2,.. .։
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satisfy the condition

П -^|>o>0. 
j+k 1— ։» |

Thon for any function f' Hp (0 < p < -f-co) the following inequality holds

2 lf'> <?№ d ֊to I)"* 1 < Cr (3) \f^,P, r = 1, 2, • • • •
/=■։

Au analogous theorem for Borgman space Ap is also given.
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Մաթեմատիկա XI. № 2. 1976 Математика

А. А. ГОЛЬДБЕРГ. В. Д. МОХОНЬКО

ОБ ОБОБЩЕННЫХ НЕВАНЛИННОВСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИКАХ

1°. Пусть / (а) — мероморфная в конечной плоскости функция, в 
дальнейшем такие функции будем просто называть мероморфными. 
Почти все, о чем будет идти речь в данной статье, переносится или 
непосредственно, или с естественными видоизменениями на случай 
функций, мероморфных в единичном круге, но мы для краткости огра­
ничимся случаем конечной плоскости. Мы будем без пояснений поль­
зоваться стандартными обозначениями неванлинновской теории рас­
пределения значений [1].

Всюду в дальнейшем «и (х) — положительная и невозрастающая 
функция на [1, со). Следуя М. М. Джрбашяну [2], определим

Г
К (г, /)= У П » (О л + Ш (1) А (1, /) = 

։
г

= у И (*, /) (1 (— <0 (0) + ® (г) М (г, /), 

1
2х г

"’■»(''> /)= Л [ П 1п I/ (#«'*)! а 10 (0) + « (г) 1п I/ (ге/ф)| I , 
2л з и 1О 1

Г. (г, /) = /) + т„, (г, /).

Величины Л^(г, а, /), т^'г, а> /), (г, а, /) определяются, как
обычно, то есть М, (г, а,/) = М, (г, !/(/—а)) и т. д. Отметим, что 
эти характеристики отличаются от введенных в [2] ограниченными 
слагаемыми, но это отличие не существенно и упрощает дальнейшее 
изложение. Кроме того, по той же причине мы накладываем меньше 
требований на функцию «о (г), чем М. М. Джрбашян. При ш (х) = 1 
получаем классические неванлинновские характеристики.

С помощью своего обобщения неванлинновских характеристик 
М. М. Джрбашян получил ряд очень важных результатов, главным 
образом в проблеме факторизации мероморфных функций. В работах 
М. М. Джрбашяна основное значение имели функции, для которых

(г՛, /) = О (1) при г -* со, а также то обстоятельство, что за счет 
выбора функции ш можно добиться ограниченности характеристики 
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Т... (г, /) для любой наперед заданной функции /. Это является одним 
из важнейших преимуществ характеристик Т„. (г, /) по сравнению с 
неванлинновскими, так как из Т (г, /)= О (I) следует, что /(г)^сопз1.

Как известно, обе основные теоремы неванлинновской теории 
распределения значений содержательны лишь при неограниченных ха­
рактеристиках Т (г, /). Нас будет интересовать, в какой степени эти 
основные теоремы переносятся на обобщенные характеристики 
М. М. Джрбашяна, поэтому мы рассматриваем функции / (г), для 
которых Т„ (г, /) — ю при г со.

Прежде всего заметим, что имеет место такой аналог второй 
основной теоремы. Пусть ач — различные числа из расширен­
ной комплексной плоскости, функция ш (х) имеет непрерывную про­
изводную »>' (х), удовлетворяющую условию

Нт х»' (х) > — со, (1)

тогда вне некоторой последовательности интервалов Л, для которой 
У с11п г< со, выполняется

4֊О(Г Ти(г,/)1п Ти(г,/)), г--оо. (2)
Неравенство (2) следует из результатов Дингхаса [3], [4]. Динг­

хас определял*

1 Г 
2к ]

т.„ (г, /) = у т (6 /)</(— о» (0) -Ь «> (г) т (г, /). 

I 

о
Так как т (г, /) = т (г, /) 4֊ О (1), то очевидно, что величина 

Г
т* (г, /) = у т (/, /)</(—<» (0) + ш (г) щ(г, /) = 

1 
г

4? | у 1п+ I/ (<е'*)| 4 (- 0) (0) + <» (г) 1п+ |/ (гв^)1

О 1
о

отличается от ль» (г, /) на несущественное ограниченное слагаемое. 
Нам будет удобнее пользоваться величиной т„, (г, /), называя ее так- О
же характеристикой Дингхаса. Характеристическую функцию Т„ (г, /) О
Дингхас вводит с помощью А (г, /) и доказывает (см., например, [4], 
(3.2)), что

На само« деле свою характеристику Дингхас ассоциировал с другой функцией 
а (х) [хи>(х)|-։, подчинив ее довольно-таки жестким ограничениам (прим. Ргд.).
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Л. (г, f) = N» (г, f) + /И.., (г, /)+ OÇ J ~~df '

1

г
Так как слагаемое О Ç J ш (f) d 1п также не играет никакой роли 

для трансцендентных мероморфных функций, то мы для удобства бу­
дем называть характеристической функцией Дингхаса величину 
•• г
T«,(r, f)=Nm (г, f) + т™ (г, f)= J T (t, f)d (— w (/)) + œ (r) T (r, f),

и, ссылаясь на результаты Дингхаса, без дополнительных оговорок 
О — О

будем заменять т.„ (г, f) на т,> (г, f) и Т,а (г, f) на 7\, (г, f). При 
указанных выше условиях Дингхас доказал неравенство

Г
(9-2) Гш(г,/)<£М.(г, а*,/)+О^^֊Л  ̂+

+ О Гш (г, /) 1п Г.» (г, f) ), г -*• со. (3)
%•

Так как, очевидно, пъ„ (г, пъ0 (г, /) и Тт (г, f) -С TL, (г, /), а функ­
ция (9 — 2) х — К Кх 1п х при ç > 3 — возрастающая функция для всех 
достаточно больших х, то из (3) сразу следует (2).

Отметим, что вопросы, которые изучали с помощью своих обоб­
щенных характеристик Дингхас и М, М. Джрбашян, нигде не пере­
крываются. Существо различия характеристик А. Дингхаса и М. М. 
Джрбашяна, на наш взгляд, заключается в следующем. Характеристи­

ка т„, (г, a, f) Дингхаса учитывает скорость приближения f (z) к чис­
лу а в круге (|z| <г). Характеристика же М. М. Джрбашяна тп , (г, 
а, /) учитывает, кроме того, и способ приближения к числу а: она су­
щественно зависит от конфигурации множества {z: |z| <r, |/(z) — a| <1} 
и от того, насколько отклоняется f (z) от а на дополнении к этому 
множеству. Статья М. М. Джрбашяна, хотя и опубликована позже ра­
бот Дингхаса [3], [4], являлась завершением цикла статей, начатого в 
1945 г. (ссылки см. в [2]).

В настоящей статье (п. 2') будет показано, что в отличие от 
характеристик Дингхаса для характеристик М. М. Джрбашяна не вы­
полняется аналог первой основной теоремы. М. М. Джрбашян [2] по­
казал, что Тш (г, 1//) = 7L, (г, /) 4-0(1). Опираясь на недавний ре­
зультат С. К. Балашова [5], мы укажем пример целой функции f (z) 
такой, что при ш (х) = 1/х для всех а, 0<^|а|<^со выполняется
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Hm . 1/(/֊а)) = hm /V- (г, а, /) = (4)
֊ Г. (г,/) Г. (г,/)

lim Тк (г, f) = со.

Далее мы докажем, что для характеристик Дингхаса при опре­
деленных ограничениях на ш (х), имеет место аналог известной леммы 
о логарифмической производной [1]. Это позволит получить вторую 
основную теорему (3) с иными ограничениями на <о (х), чем у Динг­
хаса и с лучшей оценкой остаточного члена, чем в (3). Отсюда оче­
видным образом будет следовать усиление неравенства (2) для харак­
теристик М. М. Джрбашяна. С другой стороны, мы покажем, что без 
определенных дополнительных ограничений на w (х) лемма о логариф­
мической производной неверна: можно указать пример целой функции 

/ (г) и ю (х) таких, что при г —* m выполняется (г, /) = о (пь„ {г, 
flf}). Доказать лемму о логарифмической производной для характе­
ристик Дингхаса при условии (1) нам не удалось. “Лемма о логариф­
мической производной часто полезна и независимо от ее' приложений 
при доказательстве второй основной теоремы, например; в аналити­
ческой теории дифференциальных уравнений. Поэтому мы приведем 
также один вариант леммы о .логарифмической .. производной для ха­
рактеристик М. М. Джрбашяна.

Наконец, отметим некоторые естественные вопросы, на которые 
мы в настоящее время не знаем ответа. ■■ • • I •.

1) Справедлива ли для характеристик М. М. Джрбашяна при 
определенных ограничениях на и» (х) вторая основная теорема в форме

У пг.„ (г, а*, /X 2 Т.„ (г, /) 4- о ( Т.а (г, /)) ? 
А—I

Если бы была справедлива основная теорема, то это неравенство сле­
довало бы из (2).

2) Существует ли мероморфная функция /(z) и ш (х) такие, что 
для некоторого а, 0 <. |а| °с выполняется

lim ш» (г, a, j)ITa (г, /)^>1? 
Г—™

2°. Построим пример целой функции f (z), для .. которой выпол­
няется (4). Пусть с—положительное число такое, что с’ — число не­
целое. Обозначим р = 1-}-с։, р = [р], А = (sh ~с)1к,

ak = (А/Д)’/р exp |z (с/р) In (Л/Д)), к = 1, 2,- • •.
Пусть

/(«) = П Е р \ (5) 
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где Е (*, р) — первичный множитель Вейерштрасса рода р. Легко 
видеть, что

п о, /) = [Аг'], /V (г, 0, /)=—/* + О (1п г), г - о:..
Р

В силу известной теоремы Бореля ((!], стр. 81) выполняется 
Т (г, /) = 0(г₽) и 1п М (г, [) = О (гР) при г — ОО, 

поскольку Р - нецелое число. Функция/(г), определенная по (5), яв­
ляется частным случаем целых функций, асимптотическое поведение 
которых изучал С. К. Балашов [5]. Из теоремы 1 в [5] получаем сле­
дующее утверждение. Для произвольного т/, 0<^Т|<^тс/2 равномерно 
относительно 2« —Ч) выполняется

1п|/(ге'<с,0'+։,)|==г<,ее1’-’։ 5т 0 4- о (г?), (6)
Возьмем за о» (х) функцию «» (х) = 1/х и найдем асимптотику характе­
ристики Г», (г, /) = т.,.(г, Г). При фиксированном ?£[0, 2к) опреде­
лим последовательности г* (?) = ехр {(? + 2"Л)/с} и г* (?)=ехр {(? + 
4՜ 2тс& 4* «)/с}, к=0, !>•••. Пусть г>г։(О). Из (6) нетрудно полу­
чить, что при

П-1 (?) ет‘/е < г -С П (?) е՜՝"՜, к — 1, 2, • • • 
выполняется

1п |/ (ге'’)| = — I* ехр {с (? — с 1п г + (2к — 1) тс)} зш (? — с 1п г)+
-|-о (г<“) = — г ехр {с (? + (2Л — 1) тс)} з!п (? — с 1п г) 4-о (г?), г -*• оо.

(7)
Определим на [гв (?), оо) функцию ф (г, <₽), равную

— г ехр {с (? 4- (2к — 1) тс) эш (? — с 1п г} при

П-1 (?)</■<г* (?). Пусть Ч — Ч (г, ?) = [(с 1п г — ?)/2тс]. 
Обозначим

£\ = {ге‘ф: г > 1, — оо <ф < оо, (|Ф — с 1п г| < т/)\/ 
\/( |Ф — тс — с 1п г| <?;)}.

Через х (г) будем обозначать характеристическую функцию множе­
ства £Т|. С помощью функции ф (г, ?) равенство (7) можно записать 
так:

1п |/ (ге'9 )| = ф (г, ?) 4- о (г?), г - оо, гЕъ (?), (8)
где £п(?)=£,П[я: аг£г = ?|, 0<?<2тс. Пусть а£С\10}. Из (7) 
следует, что

1п I/(ге'’) ֊ а| = ф+ (г, ?) 4֊ о (г₽), г — оо, г~ Ет, (?)• (9)
, Оценим снизу разность тт (г, {— а) — т* (г, /). Мы имеем, 
учитывая (9)
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г 
И' и/ 1 1 +1п |/ (/е'’) ֊ а| 4- 4֊ -1֊ 1п |/ (ге1’) ֊ а| = 

I г )
1

= { | 1п |/ (/«'») — а| 4- у •]»+ (/, Т) ^- +

Я,<+)л1’.И Р.(? . г)\£^(?)

4֊ (1 - X («'»)) ֊ Г (г, ?) + X (ге1^ ֊- 1п |/ (ге'*) - а| 4֊ о (г'~*) >

> У Ге.?)֊ + (1֊хИ)֊Г(г,т)- 

!'•(?). (?)

4 ,п<|Т(й=;|'7-’:(ге'',7'"‘?(^+’(^1)- <։о> 

£,(?)лП.И

Здесь мы использовали элементарное неравенство (х+х14—•4_*л)+> 
> х+ — (— Х։)+— • • • — (— х„)+. Аналогично получаем

Г
|У1п|/(^)|֊-4-у1п1/(ге^)||1 =

= 1 Г ]п|/(^)|4 Г 'Н6?)֊ + (1-Х («'’)) X
I л I л г
£\|(?)лП. И !'■•(?). 4\£,((?)

X — ф (г, <р)4- X — 1п |/ (ге/¥)14֊о (гр՜’) | < 
г г )

С У ф+(л<р)у +

[Г. (Т). гч (?՝1\£ч(?) 1Г, (?)7г)\^ (¥)

4-(1-Х(ге'?))Х —ф(г, <р)+ Г 1п+|/(^)|4 + 
»■ и г

(?)л1Ь и

+ X (ге'?) — 1п+ |/ (ге'-)| + о (г₽֊։). (Ц)

Заметим, что
< (?) е-т'/с

Г , Л С] ФО. ?)-^- = — 2 I ехр [с (<р4*
к.(?). гч (?л\£^) *=0,Д),,/։

4-(2& + 1) я) 5»П (® — с 1п /) с/ )л / —
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?-1 2
= exp (с (<? 4- (2k 4- 1) «)|— cos т?—

*=o c
»-։ 2

— S' exp |c (» 4՜ (2k 4- 1) *)} —cos iq=0, (12)
£0 c

( ф+ (t, ®) —- = у exp (c (? 4՜ (2&4-1) K)} — cos v| =
J » 0 c

к.(т).гч(ти\^(т)

• =.- cos r‘- (e^ — 1) >
c sh « c

> e֊*“ cos v) rC,_ e1“ cos ц . 
c sh it с c sh it c

Из (10)—(13) следует, что
Г

I С In I/ (te‘v) - a| 4- — In If (re1*) - a|} —
(J r r )

- [ Г In |/(^)| -- + ֊ In |/(ге'П| I+ > *"*\COST> r'- ֊֊ 
(J r r J c sh itc

1

- f ln+. ------- - --------֊ — — X (re'’’)— ln+------- - --------
J |/(te'r)-a| f '■ r \f(r^-a\

(T)nli. d

- J In- I/ (fe'*)| ֊- - z (r^) ֊ ln+| / (re'*)| + о p֊‘), 

я, (J)n[i. d

откуда

, r , / ZW e՜ C0S 'Ima (r, f — a) — (r, f) --------------- rc
c sh itc

27 Л

{ь-kKrjn^^

1 d^dt 
\f(te*)-a\ f՜

27 И ՛
(1 W <Г)Л^Л

dgdt 
t3
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---  ' -3

- Г •
2г.г 3 

{М ')Л*г(

|/(ге'’)—а| 2т.г ]
||Ж1-Г)Л^

(14)

Существует такая постоянная 0, что Т (г
•^.Кгг и Г (г, 1/(/— а)) ■^.Кг՛' при г^>1. Так как

(И
то

1
2лг

2г, К

{/г/-г|Л^

1 ГС
2я 33

(1-Г2|т|лЛ\

1п+|/(/е'*)|-^<- 2у'^
Чр-1)

Из одной теоремы Эдрея и Фукса ([1], стр. 58) следует, что

1 , , 24 ,, о? — т, 1п 
|/(ге^)—о| п 2г,

а значит

и ՛ 

(1 1֊1
Следовательно

„ 24№? .
>-----------Ъ 1п г*.

24/Г2? '
|/(/е^)—а| е ՝л(р—1) ‘ ”
1 <ЛрЛ ле

2^/

՝~2тс сое 2’4? К
I с зЬ ~с • л.(р—1)

24 ХГ2Р р .
------------ - II 1п

Л (р—1)
ле 
.2^ (15)

Так как

т» (г, /) = Та (г, /) < Тш (г, /) =

_ АргР֊1.

то
Вт 7’" У(/~а)) _ вт т*(г> А— а)

Гт (г, /) тп,„(г,/)
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се՜2"® 2ч>. 1 4֊-----------cos 4— —
Ар sh «с к

Устремим здесь ч к нулю. Получим
„ П(г, 1/(/֊а))_д^1 +
Иш ------Z----------------- л х '

24-2₽ .---------- Г) In
К

с ехр (— 2^с)

֊.2ч

г1) sh «с
(16)

С другой стороны

Ти. (г, /) > м. A/’֊2 dt Ь О (1) =

sh wc ֊' + О (1).

■Из (7) следует, что

Используя известные результаты ([1], стр. 59 -60), легко получить, 
что т (г, а, /) ~ о (г₽) при

г — со и т-и (г, а, /) ֊^т„ {г, а, /) = о (г* '1'), г—<х-.

•Следовательно,
пи (г, а, /) = о(Та(г, 1/(/֊а)) и Г„, (г, 1/(/֊а))~А.(г, а, У)

при г -> оо. Поэтому (15) можно переписать так

Иш (г> а'^-=А>1. 
Г--- Та, (г, /)

Таким образом, целая функция / (г) обладает всеми требуемыми 
■свойствами.

Было бы- интересно выяснить, существует ли мероморфная функ­
ция / (г) и функция «> (х) такие, что Т» (г, /) = о (М„ (г, а, /)) при 
•г ֊> со.

3°. Как уже отмечалось в пункте 1°, Дингхас [3], [4] доказал 
аналог второй основной теоремы—неравенство (2) при условии, что 

•непрерывно дифференцируемая функция <» (х) удовлетворяет условию 
(1). В этих же статьях Дингхас показал, что некоторый аналог вто­
рой -основной теоремы имеет место, если принять ш (х) = Г (х, У)’՜1, 
•0^«<^1. В этом разделе будет показано, что вторая основная тео­
рема -имеет место для характеристик Дингхаса при некоторых огра­
ничениях на о> (х) и Т (г, У), не содержащихся в условиях Дингхаса, 
притом с лучшей, чем в (2) оценкой остаточного члена. Мы приведем 
здесь лишь доказательство аналога леммы о логарифмической" про­
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изводной для характеристик Дингхаса, с его помощью вторая основ­
ная теорема доказывается точно так, как в классическом случае [1].

Пусть нам заданы мероморфная функция / (я) и положительная 
яевозрастающая на [1, по) функция « (х). Обозначим г1 = г1(г) = г 4՜ 
4֊ (Т (г, /))-2 • Скажем, что выполняется

Условие А: если существует такое положительное число И, 
что для всех г, начиная с некоторого, выполняется

Г(ги Л<{Т(г, /))-". (17)

Условие А относится только к Т (г, /). Следующие четыре 
условия налагаются одновременно на <о (х) и на Г (г, /). Будем счи­
тать, что выполнено

Условие Б: если существует такое число 0<т<^1, что для 
всех г, начиная с некоторого, выполняется

- (г) > |Г(г։,. (18)

Условие В: если существует такое число т, 0т1, что 
для всех г, начиная с некоторого, выполняется

(г) <|Т(г։,/))֊’. (19)

Условие Г: существуют такие числа 0<т<4 и М, 1 
< Л/ < по, что для всех достаточно больших г, для которых выпол­
няется (18), выполняется и (17).

Условие Д: существуют такие т, т։, 0<^т, Тд<^1, что для всех 
достаточно больших г выполняется (19) или выполняется

•’(г։)>{Г(г։,/)Г. (20)

Очевидно, если ю (х) = 7 (х, /)'"’, 0\Я<^1,‘то выполняете* 
условие Б с т = 1 — а.

Теорема 1. Если выполнено хотя бы одно из условий А—Д, 
то для всех г, кроме, возможно, множества конечной меры, вы­
полняется

Г
пъ» (п //) — О(1п+ Т„ (г, /) + <о (/) 1п > г—(21) 

1՛

Доказательство. Известно ([1], стр. 122, формула (1.11)), 
что

т (гг /7/) — О (1п + Т (г„ /) 4- 1п г), г -» со. (22)
Тогда .

г • . • •
ЛЬ» (г, Г//) = т (г, /7/) 10 (г) + [ т (г, /7/) Л (— <о «))=
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= О [<- (г) ln+ Т (rv f) + J ln+ T (tv f) d (-<■> (/)) + 
J

r e
+ 0։ (t) d In t ) , r —* со. (23)

i

По теореме Бореля—Неванлинны ([I], стр. 120) выполняется 
/’(л, /) С (г, /)+1» кроме, возможно, множества конечной меры. 
Поэтому

® (г) 1п+ Т(г1։ /)<ш(г)1п + Т(г, /) + 0(1). (24)

Если

ш (г) > { Т (г, , то Ш (г) -* < Т (г, f) ш (г) < Т„ (г, f) и

« (г) In’ Т (г, /)< |1п+ (Г(г, /)ш(г) )-| In* -֊֊I <2ш (1)-1п* К (г, /).
I "> (г) I

Если же
® (г) < [ Т(г, f)}՜112, то о> (г) 1п + Г (г, f) = О (1).

Из (24) получаем, что для всех г, кроме, возможно, множества ко­
нечной меры, выполняется

ш (г) In* Т (rv f)=O (In* Г,„ (г, /)), г - ОО.

Чтобы вывести из (23) соотношение (21), остается доказать, 
что вне множества конечной меры выполняется

Г
У ln+ Т (#1։ /)</(-« (Z)) = О (In* Г» (г, /)), Г -> оо. (25)

I

Пусть выполнено условие А. Используя неравенство (6^>а):
ъ

—-----771 Г In1 f (х) d (— °» (х))< in* !-------- - -------- X
°* (в) 0) (6)J ( и) (а) — о, (^)

а
b

X^f(x)d (-0, (х))| + 1п 2, 

а
где / (х) — непрерывная неотрицательная функция (см. [1], стр. 116), 
получим

Г
У ь* Т (t1։ f)d(-<>> (ф<
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<м у 1п+ т (и л а (-«. (0) < о (1) + 

I
г

+ М(<- (1) -<» (г)) 1п+ | 1 [ т«, /)</(- - (/)) ) <
(ш(1)—ш(гН I

1
г

< Мш (1) 1п+ у Т (с /)</(— о> (<)) + о (1) < 

I

<М<1>(1) 1п+ Та(г, /) + О(1),

т. е. (25), причем без исключительного множества.
Пусть выполнено условие Б. Тогда для всех имеем

(« (г) Г (г, /))■'> о» (г)’՜1. (26)

Очевидно

1п+ Т(։и /)</( ֊«> (*)Х® (1) Ь+ Т (г1г /).

Но вне множества конечной меры по теореме Бореля—Неванлинны 
имеем

1п* Г(гр/)<1п+ Г(г,/)+0(1)<1п+ {Г (г, /)ш(г))4-

+1п <֊-?֊+ О (1) < 1п+ {Т (г, /) ш (г)} + О (1) + 
® (О

+ — 1п+ (Г(г, /)ш(г)}<_1_ 1п+ П(г,/)+О(1), (27)
1 — 1 — т

здесь было использовано (26). Таким образом, и в этом случае до­
казано (25).

Предположим теперь, что при г>г։^>1 выполняется (19), тогда 
г г

у1п+ т (#1Г /)</ (-Ш (0)=2 С 1п+ т (/1( /) р- ГТо а (- /шЛоГ+

1 Г*
г

+ 0(1X2 У<7Ж, /)}-/։ 1п+ /)</(-/щ_й))’+

Г
+ О(1хсу^(-/Г(0) +О(1) = С (1), (28)

т. е. соотношение более сильное, чем (25).



144 А. А. Гольдберг. В. Д. Мо.хопько

Пусть выполняется условие Г. Не уменьшая общности, можно 
считать, что функция <» (г) непрерывна слева. Для всех достаточно 
больших г выполняется неравенство (18) или (19), соответствующие 
множества обозначим через Ег и Ег. Пусть

г = шах (х £ Ек։ х С г}.

Тогда

С !п+Г (/,, /) </(-<* (ОХ С 1п+ Г (^,/)</(-Ш (0)4- 

1 £.Л|1. ']

4- | 1п+ Г(/։, /)</(-®(0)+ о (1)< 0(1)4- 

г«ЛП. '1
4- 1п1 Т (г1 (г), /) у с/ (—ш (0) < О (1) 4- ш (1) 1п+ Т (г։ (г), /). 

ЛлП. п
Здесь интеграл по Е։П[1, г] мы оценили точно так, как (28). В силу 

условия Г при г = г выполняется (17), поэтому

1п+ Т (г։ (г), /)-<Л/1п+ Г (г, /).

Используя (27), получаем

1п + Т (г, /)■<֊ 1п+Г«, (г, /Кр-Чп ► Г. (г, /),

в силу неубывания характеристики Тп (г, /) [3]. Таким образом, и в 
случае Г доказано (25).

Предположим, что выполняется условие Д. Как и выше

У 1п+Г(#1,/)</(-« (0) = 0(1).

£«ПП. ']

Обозначим через Е։ множество тех значений г, для которых выпол­
няется (20), причем снова можем считать функцию ш (г) непрерывной 
слева. Обозначим г = шах {х£Е։: х<г). Тогда

У 1пГ Г /) </ (- ш (0)< ш (1) 1п+ Т (г, (г), /) < 

*.пп. и

< ш (1) 1п Ч т (г, (7), /) ш (гх (7))) + оз (1) 1п+ —< 
“> (п И)

' < 1՜ 1п+ {Т Й> /) 10 (п Й)) < ^֊- 1п+ Г. (г, (7), /)'.
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Таким образом 
г

1П *• 7 (f։, /) d (֊«> (0) < In1 г. (r։ Ö-), /)4- О (1) < < (1) + 
1— Ч

I

4- ln+ Т,„(7-\- L-^.r, f\< о (1) 4- 
1՜՜՜1 4 1П(г,/)’ 7

+ 1п+ г... Cr, f)< ln+ h (г, /) 4- О (1).

где предпоследнее неравенство справедливо вне множества конечной 
меры. Здесь мы снова использовали теорему Бореля—Неванлиияы, а 
также неравенство

9

7L (г, f) = Ш (1) Г (1, /) + J Г (/, /) « (#) dt 

I
г

<® (1)[ Г(1, /)4-Jre, /)л[ = ®(1) Т (r,f).

1

Замечание. Если функция /(z) имеет конечный порядок, из­
меренный относительно Т (г, f), то

Г
m<„ (r> f'lf)— Ju։ (0 d In t՝^, г — со. (29)

I

Действительно, в этом случае имеем m (г, f'jf) — О (In г) и, вме­
сто (23), сразу получаем (29).

Из теоремы 1 и этого замечания обычным образом следует
Теорема 2. Пусть аг, • • •, ач — различные числа из расши­

ренной комплексной плоскости, f (z)—мероморфная функция. Если 
выполнено хотя бы одно из условий А—Д, то вне множества зна­
чений конечной меры выполняется

(q — 2) Т„. (г, /) < 2 (г, а*, f) + О (In Т., (г, /) +
t-i

Г
4՜ J ш (0 d In t), г-* оо. (30)

1

Если f (z)—функция конечного порядка, то для любой функции 
«> (х) выполняется (без исключительных значений)
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-2) Та (г,/) < 2 М, (г, Съ /) 4֊ О

Эти соотношения (30) и (31) остаются в силе, если в них заме­

нить Та (г, на Та (г, /).
Замечание 1. Неравенство (31) легко получить и непосред­

ственно из второй основной теоремы Р. Неванлинны

(<7-2) Т(г, ак, /)+ О(1пг).
*—։

Замечание 2. Из неравенстна (44), доказываемого в конце 
статьи, следует, что неравенство (30) справедливо вне множества ко­
нечной логарифмической меры, если вне множества конечной логариф­
мической меры выполняется

Легко видеть, что если Г<„ (г, /) —► со, при г — со, то
Г

>0 (/) с/ 1п 1 = 0 ( Та (г, /)), Г ֊> со.
I

Из (30) обычным образом вытекает, что множество дефектных 
значений в смысле А. Дингхаса, т. е. тех а £ С, для которых

8» (а, /) = ] — Пш 7\Л> (г, а, /)/ Т„, (г, /) > 0,

не более чем счетно. Используя результат Хеймана [6], покажем, что 
если не накладывать некоторых ограничений на / (г) и на со (х), то 
для всех а из некоторого множества, имеющего мощность континуу­
ма, может быть (а, /) = 1, следовательно, не выполняется и (30). 
Хейман, в частности, показал, что существует целая функция / (х), 
множество Ес. С мощности континуума и такая последовательность 
г*~» оо, что для всех а^Е выполняется № (п,, а, /)<Г1п*г*, а также 

Л = 1, 2,'”֊- Переходя в случае необходимости к под­
последовательности, не уменьшая общности, можно считать, что

г։> Т’ (ги /) ^>1, Т (г«+1, /)>2 Т (г к, /) и

м
3 Гк1 1п*/* < оо. Возьмем со (г) = {.Г (п, /)}-։
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при г rv
« (Г)=- {Г(г*+։, /)]-։

при Тогда при гп <гп+\ выполняется
г

т. (г, f) = T(r, f) ш (г) н- J T(t, f) d (-Ш (f)) =

1

л / 1 1 \= О (1)+ 2 Т (г., /) ( ‘ - —! ■) >О(1) + л/2,
à-—1 \ т (n, f) T(r>+1, f)/

т. е. Гш (г, /) -*■ o’ при г —» œ. С другой стороны, для любого aÇE 
и гя<;г -<. Гд+1 выполняется

Г
N* (г, а, /) = œ (г) N (г, а, /)+ JtV (t9 а, f) d (— ш (/)) = 

1

= О (1) + V N (rt, a, f) |------ ---------------------------- 1 <
£ ' I Пп, f) Пгд+ьП/

■<O(1)+S ^-2T<0(l) + S r.-ln-r.,
*-i T (rk, 0 ",

T. e. Nm (r, a, J) = O (1) при r —► œ и om (a, f) = 1.
Функция u> (г), которой мы пользовались, имеет разрывы в точ­

ках г*. Очевидно, ее можно „сгладить“ в достаточно малых окрест­
ностях n, так, что и для непрерывно дифференцируемой функции 

« (г) будет выполняться Та (г, f) —► œ и Na (г, a, f) = О (1), при 
а£Е, г -» со.

Легко видеть, что при условиях теоремы 1 выполняется

m.a(r,flf) = о (T«, {г, f)), г — со. (32)

Если проследить доказательство теоремы 2, повторяющее обычный 
вывод второй основной теоремы с помощью леммы о логарифмической 
производной, то нетрудно прийти к заключению, что в предыдущем 
примере выполняется

Та (г, /) = о (m.a (г, flf)), г-* со. (33)

Покажем, что и для характеристик М. М. Джрбашяна для неко­
торых функций f (z) и ш (х) может выполняться аналогичное соотно­
шение

Гго (г, /) = о (ль, (г, flf)), г — со (34)

вне множества конечной меры. В указываемом ниже примере будет 
выполняться также (33), что будет показано непосредственно.

4-231
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Возьмем принадлежащий Хейману ([1], стр. 123) пример целой 
функции

/(*) = з
я-1 V* /

где гп = 2я՜1» а Х„ — строго возрастающая последовательность нату­
ральных чисел такая, что п՜ 1£_։ = о (1п >.„) при п ֊> оо. Известно 
([1], стр. 124), что тогда т (гя, [//)> Г* (гя, /) > 1, л > п^. Пусть 
ш (г) = 1 при гО„„ а при гп<С г <1 гп^1, л0, о»(г) = {Г (глч.1։ /)}->.
Известно ([1], стр. 124, (1.15)), что Т (г„, /) ^ (1 4՜ о (1)) л 1я_։ 1п 2. 
С другой стороны

/ _ \хя—։ я՜2/, \х* - /г
|/(Гяе'П|>(—) ~2(- ~2 (~)

\ Гп-1 / * -Я V* / * \г* /

>2>я ։ — (л - 2) 2(Я-։)Х"-2 —2= (1 4-о (1)) 2х"֊։,

Т(гп, /)>>—! 1п 2-Ьо(1).
Поэтому

Т (гщ ~ О (Т (гя+1, /)), Л — со.
Мы имеем

Г

Т-. (Г, /) = Т(г, /) О) (г) 4-1 Т (6 /) </(-«, (0) --= 

1
[1п г/1п 2| / -

= 0(1)4- 2 т (гп, /) —------------------ £------- | =։
Л+! |7’(гя,/) Г(гя,։.Л/

(1п г/1п 2|

= 0(1)4- 2 (1 4֊ О (1)) -* а , г ֊<■ ОО.

Отсюда видим, что Г«, (г, /) — со и Та (г, = О (1п г) при
Зафиксируем *>л0. Тогда при г>г,

Г
/7/)> [ т (#. /7/) «/(—«> (#))>

[1п г;1п 21

Г

[1п г/1п II

|1п г/1п 21
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= Т(г,, J) ih(r, У) + о (1)].

Следовательно

Ит (r, flflL (r, f)> T(r„ f). 
Г+ »•

Перейдя здесь к пределу при г, -> со, получаем (33). Покажем, что в 
этом примере выполняется (34». Действительно, при |z| = гп, п^п0, 
выполняется \f (z)lf (z)| }> 1 ([1], стр. 124), поэтому

{|1л г/1л 2]

Ш (г) ln If (re'^)lf reW 2 ln \f (rn el^f(rn е'*)| (ш (гп) - 
я=лв

- w (гя + 0)) | h> ю (г) In+ \f (re"f)/f (re'*)| -}•

[In r/ln 2]

+ 2 ln\f (r„ e'^tf (rn e'*)| (w (Гл)- <o (rn + 0)) - 
л^л։

— «։ (r) ln* I/ (re'*)//'(re'’)| 
и

<r> flf) > (r> /7/) — <° (r) m (r, f/f),
но вне множества конечной меры

m (г, un < T (r, flf) + О (1) < (2 +o (1)) T (r, /) 
и

« (r) m (r, fin < (2 + о (1)) Ш (r) T (r, f) < 2 + о (1).

Из (33) следует

n (r, /)< f» {r, f) = O (m. (r, /7/)) =

= о (znra (r, flf) 4- C (1)) = о (ma (r, f'/f)), 
t. e. имеет место (34).

Замечание. Из (33) следует, что ln г = о (тп<» (г,/'//)) и
Г

J œ (0 d ln t = о (m« (r, flf)), r -* oc. 
i

Это показывает, что (29) может не иметь места, если конечен поря­

док функции 7L, (г, /) (в нашем случае порядок Та (r, f) равен 
нулю).

4°. Если функция / (z) имеет конечный порядок, то, очевидно, 

выполняется (29), где характеристика пъ» (r, flf) заменена харак­
теристикой М. М. Джрбашяна тп<0 (r, flf). В случае, когда / (z) 
имеет бесконечный порядок, нам удалось получить оценку (21), 
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где вместо характеристик Дингхаса стоят характеристики М. М. 
Джрбашяна, лишь при условии, что

Г
1п —-— = О ( ( о։ (/) </ 1п Л , Г — оо.

« (г) и /

Исключительно с целью сокращения записей будем предпола­
гать, что: 1) / (0) =1; 2) /(г) не имеет нулей и полюсов в единичном 
круге; 3) о։(1) = 1, и положим ю(х)=1 при 0<х<1. Обозначим

1п.„ |/(/?е'»)| = <•> (/?) 1п| / (/?е'»)| + 1п I/ (/«'’■)!</(— ш (#)),

R
1п+ I/ (Ле'’)| = » (R) 1п+ I/ (Яе'’)| + |՛ 1п<֊ |/(/е'*)| < (֊ «, (/)). 

о
Тогда 

2к
тпт [ (1п„, |/(/?е'?)|) 1 е/р,

2тс з 
и 

2к

յ 
о

Пусть а,, —нули /(г), 6,—полюсы /(г), с,„ — последователь­
ность, составленная из нулей и полюсов

R
/ (г), Д* (/?) = ( и (х) <1х\ 5/? (х, о») = 1 4֊ 2 г*/д* (Л).

о *”■*
М. М. Джрбашян ([2], теорема 3) доказал следующее обобщение 

^формулы Шварца—Йенсена: при |г|<^ R

1п/(г)= 2 1п6---- —— 2 1п/1 ——\_
\ “и. / 1\|<* \ 6, /

2к
— 2 Г 5/г (е֊,вг, ш) 1пш| 1———I «/0 +

|-1а<₽2те5’ I “н ।

2к

+ ~ •$/? (е~п г, <ь) Ьц, |/ (Яе/Э)| </0, 
о

(35)
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мы воспользовались здесь также формулой (1.56) из [7]. Так как 
I Д* (/?) > Æ* ® (R), то

js; (г, ®)| =2| 2 к г*-уд, (/?)« 4-É к И*՜’//?4 <
"1 « (*)

. 2R 1
' «>(/?) (Æ-h|)» ՛ 

Продифференцировав (35), принимая во внимание (36), получим 

С-М|< 2 _1_____ +______1S. х
/(։)! ..(Æ) (Я —1,|)>

2к
( 1 Г /?е/в il If il iX s — I Iln.„| 1---------- p + J- |ln.„|/(Æe'«)p .
1i^2k0J c" 4 2тсу N

Nw имеем
2։
( |ln„,| f (Æe,։)| rf6 = (R, f) 4֊ m,„ (R, 1/f),

2^ J

(36)

(37)

(38)

2k

l |1пш| 1—^7 |d<i — (R, 1 — R, fl---- — \
J Cm ՝ cm ' X V Cm' f

2 m,„ (r, l----- < 2тпш (r, 1---------- =
\ Cm / \ Crn/

R
= 2fü։(^)mf R, 1— ֊) + Л, 1-— )</(—«> (0) l-

l X Cm ՛ J X c„, / J

Ho

m ( r, 1------- j <^zn (r, 4֊ ln2 = In+ — 4- In 2,
\ Сщ) \ Cm/ |C/n|

поэтому
2к R

1 C il P P f 1-i- |ln..|l֊— rf0 £2 ® (/?)!□-£֊ 4֊ ln+— rf(֊o.(O) +21n2,
-2* J Cm J l |Cml J Ic,„| J

0 1

2k
1 1' R*1* I2 -i- lin»! 1- —P < 2 M, (Æ, /) + 2M, (R, 1/f) 4-

l®m«» 2ît ÿ Cm 1

+ 2 ln2 {n(R, f)-n(R, 1/f)}. (39)
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Из (37)—(39) следует

tM. < 2 1 +____ 8/г
/(z) *|z — cm| <0 (R)(R— |zj)2

T., (R, f) +

Так как при R' R
pr D'

а TL (г, /) — неубывающая функция, то 

IfMI^ У 1 . ՝ .16/?’’
|cmi /? |z — cm| w (R՛)2 (R- |z|)‘ (R' — R)

Пусть |z| < г < R < R', R — г = R' — R = (R' — r)/2. Тогда

где фр (z) = —I ,------------------» И
|£/п1<Я \Z Cm |

, , V , 128 Л'2 Т ..
*(г)+ш(Л')2(Л'-г)’ ( ’Л

1

m«, (r, f/f) < m.„ (г, ф# (z))4- 
{19Я P,a 1

Учитывая известные соотношения ([1], стр. 116, 118) и
1 t < г имеем

(40),

2։

(41)

при

m (t, Фл J In* фА,(^е'՝?) d? = 
и

о

1

lc,„l<R Me'՜ Cm|1/2

r.(R՛,/).

о

1

2к

<21n+f— f! У
Ite'f֊c4 

<2 ln+ 2 {n (t, f) + n (f, i/f)} + 2 In 2 <

<2 In+ ; Z) + 2 ln 2 
w (R )(/? — r)

тш (г, ф* (д)) = <о (г) т

1
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շ ln4.4^r„ (R', ք) շ ln 2։

Из (41) и (42) следует

ш... (г, Ոք) <3 1п+ Г. (R', /) + 4 In 4֊

D' 
֊^—4-14 In 2. 
Æ —г

(42)

(43)

Предположим, что 7\ (г, f) — -х> при г — со. Выберем R' = г 4՜ 
4-г min [(Г., (г, /))՜2 > •« (г)*|. Из теоремы Бореля— Неванлинны легко 
вывести (ср. упражнение 2 на стр. 121 в [1]), что вне множества ко­
нечной логарифмической меры выполняются неравенства

1 . 1
------- -С “—֊ 4՜ 1 и 
и» (R') w (R)

T,..(R', /)<Г.(г,/)4-1.

Учитывая (43), имеем

т . (г, f'lf)< (г, flf) < 13 ln+ Т„ (г, /) 4- 14 ]п —4֊ О (1), (44) 
Ш (г)

вне множества конечной логарифмической меры. Наличие слагаемого 
— 1п о» (г) является основным недостатком оценки (44). Ее преимуще­

ство перед (21) — то, что вместо Т„ (г, /) стоит Г„ (г, /).
Ль.ювский государственный университет 

им. И. Франко Поступила 20.V.1974

П. U. ԴՈԼԴՐհՐԴ, Վ. Դ. (քՈհՈՆԿՈ. նրացվսւծ ՍԼանփնյան - բնո,|,ազւ*|ւչճ1>ր|ւ մաօի1<
( ամ փոփոսէ )

Աշխատանքում ցույց է տրվում, որ չնայած նրան, որ Մ. Մ. Տրբաշյանի ընդհանրացված 
րնսլթաղրիչն երի համար տեղի ունի արժեքների բաշխման տեսության երկրորդ հիմնական թեո­
րեմի որոշ տարրերակ, աոաշին հիմնական թեորեմը կարող է տեղի չունենալ.

Ուսումնասիրվում են այն պայմանները, որոնց դեպքում Դինդհասի և Մ. Մ. ւՓրրաշյանի 
բնութագրիչների համար տեղի ունի լոդարիթմւսկան ածանցյալների վերաբերյալ լեմման,

A. A. GOLDBERG, V. D. MOHONKO. On generalized Mevanllnna’t 
charucterlrtlct (summary)

For generalized Nevanlinna’s characteristics of M. M. Jrbashian a modifi­
cation of the second main theorem of value distribution is shown to be true while the 
first main theorem may not be valid. Conditions when the lemma about logarithmic 
derivative for the characteristics of M. M. Jrbashian and A. Dinghas are considered.
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С. Г. ОВСЕПЯН

ОБ ОБРАЗЕ ЛОКАЛЬНО БИКОМПАКТНОГО 
ПРОСТРАНСТВА ПРИ НЕПРЕРЫВНОМ И ОТКРЫТОМ 

ОТОБРАЖЕНИИ

Как известно, непрерывный образ бикомпактного пространства би­
компактен также и без предположения хаусдорфовости.

Известно также, что в классе хаусдорфовых пространств, образ ло­
кально бикомпактного пространства при непрерывном и открытом отобра­
жении локально бикомпактен.

Приводимый ниже простой пример показывает, что в более широких 
классах топологических пространств последний факт может не иметь места. 
Это обусловлено тем, что нижеследующие два свойства топологического 
пространства:

(О каждая точка обладает окрестностью, замыкание которой биком­
пактно;

(и) каждая точка обладает бикомпактной окрестностью;
будучи эквивалентными для хаусдорфовых пространств, могут не быть 

эквивалентными для нехаусдорфовых пространств, так как, хотя из (0 
всегда следует (и), но из (и) не всегда следует (0.

Далее очевидно, что свойство (и) произвольного топологического про­
странства всегда сохраняется при непрерывном и открытом отображении. 
Однако, как показывает приведенный ниже пример, этого нельзя утвер­
ждать относительно свойства (0.

Поводом для построения этого примера послужило сделанное в кни­
ге [11 неверное заключение (см. стр. 199), утверждающее, что образ про­
извольного локально бикомпактного пространства при непрерывном и от­
крытом отображении является локально бикомпактным, причем, как обыч­
но, локально бикомпактное пространство определяется как произвольное 
топологическое пространство, обладающее свойством (0.

Пусть У — топологическое пространство, образованное множеством 
всех точек единичного замкнутого круга В с центром в начале координат и 
топологией на этом множестве, имеющей предбазу, состоящую из всех ра­
диусов этого круга.

Легко видеть, что пространство У обладает свойством (и) и не обла­
дает свойством (0. В самом деле, каждая точка этого пространства содер­
жится в некотором радиусе круга В, служащем для нее бикомпактной от­
крытой окрестностью. С другой стороны, так как одноточечное подмноже­
ство, состоящее из центра круга В всюду плотно в пространстве У, то за­
мыкание каждой окрестности произвольной точки пространства У совпадает 
со всем пространством У, которое небикомпактно (покрытие пространства 
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У, состоящее из указанной предбазы топологии не содержит истинного под­
покрытия).

Таким образом, У не является локально бикомпактным пространством, 
обладает свойством (։0, но не обладает свойством (0, следовательно, эти 
свойства в этом пространстве неэквивалентны.

Рассмотрим также топологическое пространство X, образованное мно­
жеством всех точек замкнутого концентрического кольца с центром в нача­
ле координат, с радиусами 2 и 3 и топологией на этом множестве, имеющей 
в качестве базы все одноточечные подмножества внутренней окружности и 
все замкнутые отрезки (отрезки [а, 5], см. рис. 1), являющиеся следами

Рис. 1.

радиусов внешней окружности на это кольцо. Так как каждая точка про­
странства X содержится в некотором отрезке [а, 6], принадлежащем ука­
занной базе, и, служащем для нее открыто-замкнутой, бикомпактной окре­
стностью, то пространство X локально бикомпактно.

Рассмотрим отображение ք : X—>֊У, которое произвольной точке про­
странства X с координатами (р, ф) в полярной системе координат, полю­
сом в начале координат, сопоставляет точку пространства У, имеющую 
координаты (р-2, ф) в той же системе координат.

Непосредственной проверкой легко убедиться, что ք—непрерывное и 
открытое отображение.

Таким образом, пространство У, которое не является локально би­
компактным, является образом локально бикомпактного пространства X 
при непрерывном и открытом отображении ք.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 23.Х.1975

Ս. Գ. 211ՎՍհՓՅԱՆ. Անբնդնատ և բաց արտապատկերման դեպքում լոկալ բիկոմպակտ տարա­
ծության պատկերի մասին (ամփոփում)

Հոդվածում կառուցվում է լլրինակ, որը ց„լյց է տալիւ. որ լոկալ բիկոմպակտ տարած.լ֊ 
քյան պատկերն անընդհատ և րաց արտապատկերման դեպքում կարող է լոկսՀ բիկոմպակտ
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Սիներ Օրինակի կաոոլցման աոիթր Հանդիսացել է [1] դրրոսէ տրվաք ոչ ճիշտ եգրակացու- 
քհունր, որր պնդում / /7* չոկալ րիկոմպակտ տարաքության պատկերն անընդհատ և plug ար- 
տապատկերման դեպրսւմ միշտ ր>կաչ րիկոմ պակտ է,

S. G. HOVSEPIAN. On the Image of locally bicompact epace under 
contlnuoue and open mapping (summary)

An example is constructed, which proves that the image of a locally bicompact 
space needs not he locally incompact under continuous and open mapping. This exam­
ple is constructed in connection with a wrong assertion contained in [If. which states 
that the image of a locally bicompact space under continuous and open mapping is 
necessari by locally Incompact.
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Г. А. МАРТИРОСЯН

СМЕШАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

НА ПЛОСКОСТИ

Введение

Пусть О — плоская односвязная область (конечная или бесконеч­
ная), ограниченная одним простым контуром Г, на котором зафикси­
рованы некоторые точки (п-

Будем говорить, что функция ? (я), заданная в О + Г, принад­
лежит классу Н* (/։,•••, 1П), если 

где ®* (я) удовлетворяет условию Гёльдера в окрестности контура Г. 
В случае бесконечной области от функции ® (я) требуется ограничен­
ность на бесконечности.

Обозначим через Г* замкнутую дугу контура Г, заключенную 
между точками и ь Если

а (0 = (0 при I £ Г*, 4=1, 2,- • п,

а функция «л (0 при любом к принадлежит классу Н(ГЛ) (т. е. удов­
летворяет условию Гёльдера на Г), то скажем, что функция а (/) при­
надлежит классу /70 (#!,•••, 61) (см. [3], стр. 31).

Будем говорить, что функция /(/) принадлежит классу Н,а (Г), 

если — (з —длина дуги контура Г) удовлетворяет условию Гёльде-

ра на Г при к т.
В области £> рассмотрим следующее эллиптическое дифферен­

циальное уравнение второго порядка

Ао и.г.։ 4՜ иХу ֊(- До Иуу = 0, (1)

где Ао, Аг комплексные числа, а решение ищется в классе огра­
ниченных комплексных функций.

Напомним, что эллиптичность означает следующее: 4։=£0и ха­
рактеристическое уравнение

А + А '֊ + Аг ).։ = 0 (2)
не имеет действительных корней.
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Пусть и >а являются корнями характеристического уравнения 
(2). Будем говорить, что уравнение (1) удовлетворяет условию нор" 
мальности, если 1т 1т *а<^0, что то же самое, что и условие пра­
вильной эллиптичности.

В настоящей работе рассматриваются некоторые смешанные 
краевые задачи для уравнения (1) как при выполнении условия нор­
мальности, так и при его нарушении.

В § 1 приводится общее решение уравнения (1) в бесконечной 
области. В § 2 рассматривается следующая задача.

Найти в области О= ||г|>1| ограниченное дважды непрерывно 
дифференцируемое решение уравнения (1), первые производные кото­
рого принадлежат классу •••, /„) /п £ Г), по граничному
условию

иу)1г ֊/(*), (3)՛

где функции я (/), 8 (/), / (£) принадлежат классу
При выполнении условия нормальности, используя общее реше­

ние уравнения (1), краевая задача (1), (3) сводится к задаче сопряже­
ния, впоследствии получаются формулы для вычисления индекса и 
для решения задачи (1), (3). Во второй части этого параграфа рас­
сматривается частный случай задачи (1), (3).

В § 3 при нарушении условия нормальности ставится следующая 
задача; найти в области £)= [|г|2>1] ограниченное дважды непрерывно 
дифференцируемое решение уравнения (1); первые производные кото­
рого принадлежат классу Я* (б>- (4,• • •, 6։ £ Г), по граничному
условию

(Л(0 их + Рг (#) + Р։ (/) и 4- Я (п а)/г = / (0. (4)

где Рц(1)(к=1, 2, 3) — произвольные полиномы порядка п* (к = 1, 
2, 3), /(/), я (0 £ Но (<1։- • 61) и я (/) =£ 0 для всех I £ Г, а и (х, у) —
сопряженная функция к функции и (х, у).

При некотором предположении на Рг (£), Р2 (/) доказывается, что 
задача (1), (4) нётерова, и дается алгоритм для ее решения.

В § 4 при выполнении условия нормальности рассматривается 
следующая задача: требуется найти дважды непрерывно дифференци­
руемое решение уравнения (1) в области £)= [|г)<^1], первые произ­
водные которого принадлежат классу Н* (#1։ 6) (6> б'ЕО, по гранич­
ным условиям

• и/г, =/!(0,- (5)

֊1 =А(0> (6).
<'П|Гв

где/х (0 6 М (ГД а/2(0еЯ(Г։).
При помощи общего решения уравнения (1) в области £)= ||г|<4) 

задача (1), (5), (6) сводится к системе двух фредгольмовых интег­
ральных уравнений.
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§ 1. Общее решение уравнения (1) в бесконечном 
области

1°. Пусть =/= >֊,. Так как Л։ -/= 0, то без ограничения общности 
можем считать, что А3 — —1. В обозначениях

Щ (х, у) = их (х, у)
V, (х, у) = ыу (х, у) (7)

уравнение (1) (где в дальнейшем положим А3 = — 1) принимает вид
dv . dv — —А — > 
dy дх

где v = (v։, Vj), а А = ) •

Легко видеть, что неособое преобразование 
v ~ Во>,

где ш = (<и։, <»»), а В = ( , приводит систему (8) к
х Ч •

скому виду

Лп։ _ <?0>1
dy дх
dt»t _ . dwt
dy дх

(8)

(9) 

канониче-

(Ю)

Как известно, общее решение системы (10) в области О дается 
формулой

°>4 («) = ?*(* + '֊* у) (к = 1, 2), (И)
где (С) (к=1, 2) — аналитические функции в областях Рл= (х-|- 
+1* I?: « € &}•

На основании (7), (9), (11) имеем

г֊ = ъ (х 4֊ у) 4- <р։ (х + Ку), 
0х

~~ = Ч?! (* 4- \у) + Чф։ (х Ку). (12)
/

Как известно, если решение и (х, у) уравнения (1) ограничено в 
окрестности (бесконечно удаленной точки, то первые производные 
Их (х, у) и Иу (х, у) исчезают на бесконечности. Следовательно, из 
(12) следует, что функции р* (х 4- у) (к = 1, 2) тоже исчезают на 
бесконечности, т. е.

?» (х + 'ну) = Ок
X 4֊ >՝ку

+ hk (х + ^у) (к^ 1,2), (13)
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где ак (£ = 1> 2)—некоторые комплексные постоянные, а функции 
А* (С) (к — 1, 2) аналитичны соответственно в областях £)» и

|л* (01 < ~ с е а, к = 1,2). (14)
ы

В силу (12), (13) получим

= —------ 1------ —----- Ь А։ (X 4- Чу) 4֊ А. (х 4՜ 1^),
х 4- М х 4 -

= ֊'Т՜ + ~~~ + Ч А։ (X 4- Чу) +>,А։ (Х4-М). (15)х -Г Чу X Чу

Легко видеть, что общее решение системы (15) имеет вид
Х+А»У

Н («. У)= (* + }т!/)4-а։ 1п (х4֊кд/) 4- А։ (С) сК4*
сс

дг^Х,у
+ У А2(ОЛ4-ао; (16>

дх

ди 
йу

где а0 — произвольная комплексная постоянная.
Теперь, требуя от функции и (х, у) однозначности и ограничен­

ности в области И, будем иметь:
I. При 1т А] 1т ^<^0, ах = а2 = 0, следовательно, в случае выпол­

нения условия нормальности общее решение уравнения (1) и его 
производные, в силу (15), (16), даются формулами

-^ = А։ (х 4- Чу) 4֊ Аа (х +Чу)> 
Ох

= Мх (х 4- Чу) + М» (х 4- Чу)> (17)
°у

Хт֊>1> Д+>։>
и(х, у)- ( А! (С) Л 4- ( А2 (£) Л-4-а0.

В этом случае получается, что из ограниченности решения и (х, у) 
следует

кг И
Вообще этот факт имеет место и для систем эллиптических диффе­
ренциальных уравнений второго порядка (см. [1], стр. 604—605, фор­
мула (26), при выполнении условия Лопатинского);



162 Г. А. Мартиросян •

II. При 1т кг 1тк։>0, ав 4֊ а։ = 0, и поэтому в случае наруше­
ния условия нормальности общее решение уравнения (1) и его произ­
водные в силу (15), (16) даются формулами

= _------------+ Л, (Х + >,у)4Ла (Х + к, у),
дх х+к։у х-НзУ

= _Л?*---------- 4- к, Л։ (х -ь к, у) 4-к, Л, (х 4- х։ у),
ду х 4- к։у х 4- >•։ У

ХгМ Х + >,У
и (х, у) = а11п — |-т1 У 4- ( (С) <Л4- Г Л2 (С) </С -|- а^.

х -I- М и и

(18)

2°. Пусть теперь )п = к, = к.
В этом случае система (8) при помощи неособого преобразования

V = &», (19)

1 \
1 приводится к каноническому видуд / 1где на этот раз о =

до։։ . <к»( 

ду 1 дх

<Л»։ _ ) ^°’з
С*У дх

ц- *1«. 
дх

Решение первого уравнения системы (20) будет 

“1 («) ~ ?1 (* + ху),

(20)

(21)

где (С) аналитична в области £> = (х + >у: х = х-|- /у^П].
Тогда второе уравнение системы (20) примет вид

дм, . дч>, , • , ...
т “ = '• -7~ +?։ (х+ Ху),
Оу Ох

решением которого будет

ш։ («) = (* 4՜ Ху) 4- уф{ (х 4֊ ку). (22)

На основании (7), (19), (21), (22) получим

ух = ?! (* +Ху) 4֊ у?։ (х 4- ку) 4- <р2 (х 4- ку),

ди
— =(14- к) (х4-ку) 4֊ ку <р' (х 4- ку) 4-- ко„ (х 4- ку)։ (23)

Отсюда вытекает, что функции ?* (С) исчезают на бесконечности 
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где а* (к = 1, 2)—произвольные постоянные, а аналитические функции 
А* (С) (А = 1. 2) удовлетворяют неравенству (14). Так что (23) имеет
вид

~ +*. и + +ад+*■(=֊+ад.
£ _ (!+>>-,+»■>■ _ + (1 + Х)А։ (։ + ад + (։ +
Оу * + 'У (х+>у)3

+ *-у) 4- ХА» (х 4֊ ).у). (24)

Положим

«о (х» у) = + аа) 1п (х 4՜ ^у) 4----- —Р уЛг (х 4- \у) 4-
X •֊ > у

х+>.у
4- у [А1 (С) 4-А, (С)] «Л. 

яа

Непосредственно проверяется, что и (х, у) = v0 (х, у) удовлетворяет 
системе (24), поэтому общее решение системы (24) имеет вид

и (*. У) = (ах 4- а.) 1п (х 4֊ Ху) 4----- ---------- Н уАх (х 4֊ Ху) 4֊
х + \у

__ х+Ху
4֊ (’ [А1(С)4-Ла(С)]Л4-а0, (25)

■к.

где ао — произвольное комплексное число.
Требуя от и (х, у) ограниченности и однозначности, получим

ад 4՜ аа = 0.
Следовательно в силу (24), (25) получим для общего решения урав­
нения (1) и его производных формулы:

+ ^Л1 (х + + Л1 Iх +4֊ А. (х 4- 1у),
Ох (.х+^уГ

Г֊ = 7֊՜^ + ^л; (х + 1у) 4- (14- К) Лд (х 4- >у) 4֊ ХА, (х 4- Ху), (26) 
°у («4-ХуУ

х+Ху
^(х. у)=-֊^-4-1/А։(х4-Ху)4֊ С [Ад (С) 4-А, С)] Л4-аь.

X 4- Ху J

§ 2. Смешанная краевая задача для уравнения (1) 
вне круга в случае выполнения условия нормальности

1°. Рассмотрим задачу (1), (3) в области О = {[я| > 1} в случае 
выполнения условия нормальности: 1га Хд^>0 и 1т >-(<^0. 
5-231
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Предположим также, что для задачи (1), (3) выполняются усло­
вия Лопатинского

а (0 + ₽ (0 0 для любого I (; Г (к~1, 2). (27}
Положительным направлением на Г относительно области & 

мы будем считать то, которое оставляет область £> слева.
Подставляя выражения для их и иу из формулы (17) в краевое 

условие (3), будем иметь

(а (0 + >1 ₽ (0) Л1 (։ + \ ’<) + (а (0+ >2 ₽ (0) (? + >2 г/) = /(«), (28)

где I = ; Н՜7! € Г.
Ясно, что при / £ Г = |И = 1|

։ + м = Щ((ЬЛ),
? >2 +֊) *

\ Г /

где ?։= ----- -1 , 7г = 1-^-2, причем |**| <1 (к — 1, 2).
I 4- I— ) 2

Непосредственно проверяется, что функция —1—-1^г+—\
2« \ г /

взаимно однозначно отображает область ||г|^>1/ в £>։, а функция
I — Ъ / 1 \<. = ----- I взаимно однозначно отображает область {|г| < 1}

27 \ г /
в £)2.

Отсюда будем иметь, что функции

анйлитичны соответственно в областях ||z|> 1) и (|z|<;l}. 
Из (13) следует, что

... lim z '|»։.(z) = 0,

lim z՜2 (z) = const.

Введем кусочно-аналитическую функцию 

к/>1, 
^-2Ф2(Д H<1,

которая в силу (30) исчезает на бесконечности — у (оо) = 0.
В обозначениях (31) краевое условие (28) примет вид 

Z+ (0 = G (0 X" (о + g (О,

(29)

(30)

(31)

(32)

X (г) = {
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где
С(П-Л <3(а(04-).23(0)

« (О + Ч ? (<)

?(')= ֊ ,Л(''' ■ (33)
։ (0 + Ч ? (О

Из условий а(<), ? (О» / (0 (; Но (/1։- • •, 60 и (27) следует, что 
функции С (/), £ (() £ Но (<1, • ■ •, 60, причем (7(0#= 0 при любом г£Г.

Таким образом, получили задачу сопряжения для кусочно-анали­
тической функции у. (г), исчезающей на бесконечности, котррая на 
границе удовлетворяет граничному условию (32). , .

Используя результаты теории задачи сопряжения (см. [3], стр. 
261, 268—271), при надлежащем выборе ветви функции 1п б (/) имеем:

1) индекс х задачи (32) вычисляется по формуле

х=-^[1п(7(0]г, •• -• (34)

где символ [1п б (0]г обозначает приращение 1п б (0 при обходе ли­
нии Г один раз в положительном направлении.

2) Общее решение задачи сопряжения (32), исчезающее на бес­
конечности, при /. 0 существует для любого § (0 и задается фор­
мулой

(35) 
1'1 ֊1

где С?х—1 (г) — произвольный полином степени не выше х— 1 ((Л-1 (?)=0 
при х = 0), а каноническая функция X (г) задачи сопряжения (32) оп­
ределяется формулой

Х(г\=-- 12~*е' <г) п₽и И>!
I е| (г) при |г| < 1,

-Г(х) = Д— Г ■" с.п..м.^, , (36)
2пг 3 ( — г

1'1-։
1п б0 (0 = х 1п/ + 1п б (0.

3) При х<0 решение задачи сопряжения (32) существует тогда 
и только тогда, когда соблюдены следующие .усдрвия:

Г = о, ; = о,1 ,•• • х —1, ..ч (37)
I Х+ (/) > у >> > \ )

1/7=1 •- .. ■

а решение определяется формулой (35), где (Л-1 (?) = 0.
Теперь восстановим функции Л* (С) (к = 1, 2).

В силу (31)
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(*) = *՜* 7- Н’
♦. (г) = * г (я), (38)

где /. (г) определяется формулой (35).
Отсюда на основании (29) получим выражения для /ц(г,) (к = 1, 2). 

Как отметили выше, аналитическая функция

(39).

взаимно однозначно отображает область {|г|^> 1) в бесконечную об­
ласть £>1։ границей которой является эллипс

(Сх Im л։ - С. Re /.,)* + С» = (Im >.։)’ (С = '։ + iу,

Точки ± УЛ | •)’ являются фокусами этого эллипса. Следовательно, 

ветвь функции — (ЬН֊?) можно выбрать так, чтобы она была ана­
литична в области Zl։ и

п„ = 1.
С* “ £

Тогда функция

Z = (Q = ֊ (С Ь КР-(1 + ф ), ; £DL (40)
։ + *i \ . 7

является обратной к функции (39). Аналогично функция

z = 0>, (С) = ---------- 1 ■ ■ - , С £ D (41)

является обратной к функции

С = —(4*4-֊) (Н<1)- 
2։ X z /

•Окончательно, в силу (29), (38) —(40) получим

A1(Q = b(C))-*xK(Q), С е л,
л2(С)=(<»։(С))!։х(ш։(С)), А, (42)

где' z (г) определяется формулой (35).
Таким образом, получили следующую теорему.
Теорема 1. При л^-0 однородная задача, соответствую­

щая задаче (1), (3), имеет ровно *4-1 линейно независимых реше­
ний, а неоднородная задача (1), (3) имеет решения при любом f{t).

При х<0 однородная задача имеет только одно ненулевое 
решение, а именно’, и (х, у) = const, а для разрешимости неодно­

родной задачи необходимо и достаточно выполнения—՝/■ условий 
■на /(f)
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(/) Л Л . п , 
------------—------------- = 0, /= 0, 1, • • •,—» — 1. 
Х+(0(»(0 + М(0)

Б обоих случаях решение определяется при помощи форту л (17),. 
(42), а 1- формулой (34).

2°. Рассмотрим частный случай задачи (1), (3).
В формулировке задачи (1), (3) краевое условие (3) заменим еле- 

дущим условиям:

ц|г։*-։ ==/։*- ։ <0> (43)

(4 = 1,.2,.-, п)

= Л»(0, /6ГИ, 
дп | > 2*

(44}

ЛИ
<7з]

где (/) ^//(Гг»), /г*-։ (/) £Нг (Г2»_։) (4 = 1, 2,-• и), а Г/ — замкну­
тая дуга [</, 0и] линии Г = {И = 11 (у — 1, 2,- • 2п), #» = 6* + г'т;*.

Условия (43) эквивалентны следующим:

и (>2*-Ь ’й*-։) =/;»-! (*24-1) (45}

(4=1, 2, --,л)

= й/к-1 (*). (46>
г2*-1

Так как

ди /ди ди \ 12— 1 ди
~ — ( У------ х -— ) =-------- — —

оз г2։_։ \ дх ду / г2*_։ 2ц дх1Г2։_1
ди|
О’у | г2»-1 £ Г2*-1>

(4=1, 2, п)

ди I / * <?ц у _ <2Ц-1
<?Я|Г2* \ дх ду)[1'2к 2/ <?х|г2А 

Г--1ди
2И ду

9
г2*

t С

то условия (44), (46) примут вид

(а(0«л 4֊₽(Пву)1г -=/(0, ^Г, 
где

а(0=Р'^-1Ь^Г“֊’ 
1г(/2 + 1), ^Г2Ъ

Р(0 = |/‘ + 1’ Гг*՜’ (4=1, 2, --, п)
И։ —1, /6Г2*, ՝ 7

у /а = ( ~ #2/г*-1 (^)> ։ ։*- ։
(гама), /ег2*.

(47)
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Так что краевое условие (44), (46) имеет вид условия (3). Ясно, что 
а(<), Р (0> /(О € (*!»• ֊ •» *2л). Из формул (47) легко вывести, что
условие Лопатинского (27) выполняется, а именно:

« (0 + М(0*0, /С Г (/=1, 2).

Таким образом, результаты предыдущего пункта имеют место 
для задачи (1),' (44), (46), решение которой будет решением для за­
дачи (1), (43), (44), если требовать, чтобы оно удовлетворяло усло­
виям (45).

Коэффициенты С (Г) и я (0 задачи сопряжения (32) на этот раз, 
в силу (33) и (47), определяются формулами

с(0=
1 — *։ г Л, = 1 — > *

_у(1+*<) \ /+1։,
1+ ъ е

_ (о
(4=1, 2, •••, п) (48)

я (О =
---- гг- , Гм.
(/ + М(1+>1Н

Вычисляя индекс х задачи сопряжения (32), где С ((), я (О опре­
деляются формулами (48), по формуле (34) получим

х — п — 1.

Следовательно, в силу теоремы I будем иметь, что однородная за­
дача, соответствующая задаче (1), (44), (46), имеет ровно п линейно 
независимых решений, а неоднородная задача (1), (44), (46) при лю­
бом /(£) имеет решение, которое дается формулой (17)

и (х, у) =
х+/.,У X +л»у

У у /ьОЛ+ао, (49)

где Л* (С) (к = 1, 2) определяются формулами (42), (35), в выражения 
которых входят п — 1 коэффициентов полинома <2։-1 (г)—с1։ <:։, • • •, ся_р 
Из первого условия (45) и из (49) получим

х| Х,у

(50)

Подставляя значение и (х, у) из (50) в остальные условия (45), для 
определения постоянных с։, с։,сд-1 получим систему алгебраиче­
ских уравнений

ос = с1, (51)
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где 3 квадратная матрица порядка л—1, d=(dv---, dn-i)— опреде­
ленный вектор, а с = (с։,---, ся֊1)—искомый вектор.

Пусть ранг матрицы о равен г, тогда, как известно, однородная 
система, которая соответствует системе (51), имеет (л — г — 1) линей­
но независимых решений, а система (51) разрешима тогда и только 
тогда, когда выполнено л — г — 1 условий на d. Но однородной за­
даче (1), (43), (44) соответствует однородная алгебраическая систе­
ма (52), поэтому однородная задача (1), (43), (44) имеет л—г—1 ли­
нейно независимых решений, а неоднородная задача (1), (43), (44) раз­
решима тогда и только тогда, когда выполнено л — г —1 условий на 
//(*)(/= 1» 2л). Отсюда следует, что индекс задачи (1),
(43), (44) равен нулю: х0 = 0.

При л = 1 имеем: задача (1), (43), (44) однозначно и везде раз­
решима.

При л^г-2: для того чтобы задача (1), (43), (44) была однознач­
но и везде разрешимой, необходимо и достаточно, чтобы г ~ п — 1, 
то есть det 3^0.

§ 3. Смешанная краевая задача для уравнения (1) 
вне круга в случае нарушения условия нормальности

В области О={|2|^>1) рассмотрим задачу (1), (4), когда нару­
шается условие нормальности: 1тХ*^>0 (1с = 1, 2).

Как видно из краевого условия (4), линейную независимость 
следует взять в поле действительных чисел.

I'1. Пусть X, X.. Подставляя выражения для и (х, у), их и иу из 
формулы (18) в краевое условие (4), будем иметь

[Л (0 + (0] Ах (В + Хх Т() + [ Рх (I) 4- К Р2 (/)] А, (В + >^) +

E+J.4
+ А(0| [ Л։(С)Л+

S+X«4
J A։(QtfC |

= /(0֊ ао Р3 (t) - а0 а (0- —֊*— [Р։ (t) + \ Р2 (0] + 
B-t-Xjij

+ —[Л (0 + ЧЛ (<)] - а։ Л (О In ֊ ах а (0 In , 
В + >֊2 Т| В + )-։ 7) В + х, -Ц

(52) 
где t = В + г -ц.

Положим

— Н+т)
ф*(д)= J A*QdC (к = 1,2), (53)

а*

где ft — -—причем |v*|< 1 (к = 1, 2).
X*
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Поскольку функции Л* (г-) (к = 1, 2) аналитичны соответственно в 
областях А = |х + )•* у: г = х + ։у € А (* = 1, 2)> а функции

С = £±^Л+2*Л (к=1. 2)
2/ \ 2 /

взаимно однозначно отображают область ||г|^>1] в А соответствен­
но, то '!»» (г) (к = 1, 2) аналитичны в области [|я|>1) и исчезают на 
бесконечности.

Из (53) имеем

В силу (53), (54) краевое условие (52) примет вид

(54)

Л (0 + Л (0 ф. . А(*) + У%(0 
։ + *1 /. _21_\ ' г \
2/ V ~ Г2 / 2г \ <2 /

•к (0 + [% (ОН (01 А(0 +

+ [Ф1 (О + '?2 (0) я (0 = я (0, (55)
где

?(0=/Ю-
а1 1 (0՜!՜ (0]
£±21(1 + ^?),

! <*1 [Л (0+'чЯ (*)] 
֊^<(1+^0

— “о Л (О—

— аоа ({)— агР3 (<) 1п
(/ + >•,)(! +^7. _֊ а (Л 1п (Ь \)(1±?1^) . 
(г + >֊2)(1+>2^) 1 (г֊72)(1 +М2)

(56)
Положим

+ [Ф։ Ы+Ф։ (г)] Р3 (г),

^(г) = ’}»։

(57) 

(58)

Как видно из (57), порядок Ф (г) на бесконечности не превышает 
числа

тп = тах [тах (п1( л,)—2; л։—1]. (59)
Так как ф* (г)(Л=1, 2) аналитичны в области а Р/(х)(/=1,
2, 3) полиномы, то Ф (г) аналитична в области (|г| 1], -а /'(г) —ана­
литична в области причем Е (0) = 0.

В новых обозначениях (57), (58) граничное условие (55) примет 
вид
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ф (/) = — я (/) Г(/)-??(')•
Положим, наконец

2 1 («), М < 1
2-(ш+В ф (х), |г|>1.

(60)

(61)-

Ясно, что х (ос) = 0.
Таким образом, на основании (60), (61) получаем задачу сопря­

жения

х+ (0 = - г- « (0 /֊ (о +1-^ >»о) (62)

для кусочно-аналитической функции / (г), исчезающей в бесконечно­
сти, причем в силу условия задачи (1), (4) (х (0¥=0) имеем, что 

। • 6 (/) = — а (0 ¥= 0 при любом 1 £ Г.
При надлежащем выборе ветви функции 1п О (<) (см. [3], стр. 268— 
271) имеем:

1) Индекс х задачи (62) дается формулой

7. = А [1п О (0]г = ֊^֊ [1п (- Г” а (0)]г. (63)
2՜/ 2~1

2) Общее решение задачи сопряжения (62), исчезающее на бес­
конечности, при х^>0 всегда существует и дается формулой

1/1=1
где $ [I) определяется формулой (56), С?х -1 (г) — полином степени не 
выше х—1 ((2х_1(с)^0 при л = 0), а каноническая функция X (г) 
определяется формулой

1 Г 1п Со <11 ։
2га ] I — * 

|<-1

1п О0 (0 = х 1п 1 т 1п О (/)•
3) При х<0 задача сопряжения (62) имеет решение тогда и толь­

ко тогда, когда выполняются условия

Г р-(-п+1) «)

|/]=1 ՝
При соблюдении этих условий решение задачи (62), исчезающее в 
бесконечности, дается формулой (64), где <2х-1 (в)^0:

Из (61) следует, что

, у =0, 1,..., —х —1. (66)
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Ф (г) = г'” + ։х(г). М>1>
/■' (г) — х (г), |г| < 1. (67)

В силу (57), (58) имеем

В силу (59) ясно, что порядок Н (г) на бесконечности не превы­
шает т. После необходимых упрощений в (68) получим

[(У֊’ + 1) Л (г) -1 (г* - 1) Рг (г)] -Ь; (г) = 9П (2), (71)

где

».и- ^ (*>- <та>2г (л, — >1) \ х / \ г’ /
Обозначим через тп0 порядок полинома

R (г) = (г*+1) Р, (г) - г (х»-1) Р2 (г). (73)

На основании (59) тп$ шах (пг, п2) Ч- 2 -С т + 4.
Дополнительно требуем, чтобы полином R (г) не имел корней на 

Г, то есть
R (0 ¥= 0 при любом < £ Г. (74)

Из (71) получим

Ф;(2)=^-^. (75)
* R (г)

Так как порядок полинома R (г) равен т0, а порядок функции 
60 (2) на бесконечности не превышает т ^2(см. (72), (73)), то для того 
чтобы функция 6Х (2), которая получается из (75), исчезла в бесконеч­
ности, была аналитичной в области (|г|2>1) и удовлетворяла уравне­
нию (71), необходимо и достаточно соблюдение следующих условий:

I -֊֊ = Ь (Л<1, Л = гп0-1,---, т+2)>-

1:1-я
(гу) = 0 (/ = 0, 1,-.., ₽у֊1; ;=1, 2,-.., г), (76) 
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где z1։ ■ • •, Zr — корни полинома R (z) с кратностями • • •, кото­
рые находятся в области (|z| >lj.

Выражение н0 (z)> которое зависит от f (t), aù։ аг и от коэффи­
циентов полинома Н։֊1 (z)—с1։ сх (при х-СО Q։-j (z) =н О, так
что с1։•••, с» отсутствуют), из (72) подставляя в (76) для определе­
ния действительного вектора

а = |Re aü, Re alt Re c1։ • • Re cx, Im a1։ Im av Im c։, - • Im cx| 

получим алгебраическое уравниние
Aa = b0, (77)

где A — (2x4- 4)X2&o — действительная постоянная матрица (k0—чис­
ло условий в (76)), b0 — действительный вектор следующего типа:

Ьо = J (К (t) /(0 + R (t) f(t)) dt (К (t) — вектор-функция). 

|/|=i

Как известно, если ранг матрицы А равен г0, то для разреши­
мости уравнения (77) необходимо и достаточно соблюдение 2£q— г0 
условий ортогональности на Ьо. При соблюдении этих условий общее 
решение уравнения (77) будет

а = а(П) 4՜ 4՜ • ■ • + а2»+4-г. а(2х+4 г,) , (78)

где а(и) — частное решение уравнения (77), aw — линейно независимые 
решения однородного уравнения (77) (Аа = 0), а — произвольные 
действительные постоянные.

Из вида вектора 60 видно, что условия ортогональности на Ьо 
дают условия ортогональности на / (t), ясно, что число к' линейно 
независимых условий на / (/) не превышает числа 2/г0 — г0, т. е. 
к' < 2£0 — г0.

Подставляя общее решение (78) уравнения (77) в (75), получим 
функцию '-j»J (z), а из (69) получим

■^г)=-^7+(Гf՜֊՜)) ՛ <79>
R (z) \ V z / Л

Обозначим через <՛>* (С) обратные аналитические функции относи­
тельно функций

С= 1 ■ ՛ k(z-\—(к —1, 2) (см. формулы (39), (40)), 
2/ \ z /

•а именно:

z = ш* (0 = ֊ С,4- w ֊ (1+ (Л=1, 2),
г 4-
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где под | Са — (1 + '>) понимается ветвь, аналитичная в области

и 11т 
с—-

Ок

Отсюда на основании (54), (74), (79) будем иметь

Л։ (0 =
гЧ (С) *,(»>; (9)

(/ +-*։)(<*»! (9-9 R (»..О)’

4(9 I Но(».>, (0)
(/ <4)4 (9-91 R (»’2 КУ)

(80)

Тем самым мы получили решение задачи (1), (4), которое дается при 
помощи формул (18), (80).

Итак, при /.^0 однородная задача (1), (4) имеет ровно 2x4- 
4 4 — г0 линейно независимых решений, а для разрешимости задачи 
(1), (4) необходимо и достаточно соблюдение к' линейно независимые 
условий ортогональности на /(/).

При х<0 подставляя общее решение (78), которое содержит 4— г0 
произвольных действительных постоянных, в условия (66), получим 
относитльно действительного вектора а = {<4, •••, ач-г,) алгебраическое 
уравнение

Ва = Ьх, (51 >

где В — (4— г«)Х(—х) — действительная матрица, Ьг — определенный 
вектор типа Ьо. Пусть ранг матрицы В равен г1։ тогда однородное 
уравнение (81) (6։=0) имеет 4— ги—гг линейно независимых решений, 
а неоднородное уравнение (81) разрешимо тогда и только тогда, ког­
да соблюдено— х — г1 линейно независимых условий ортогональности 
на Ьг или, что то же самое, к" — х — гг линейно независимых усло­
вий ортогональности на / (/). Подставляя общее решение уравнения 
(81) в (80), при помощи формул (18), (80) получим решение задачи 
(1), (4).

Таким образом, доказали, что если

R (#) 4 0 для любого I £Г, 
то задача (1), (4) нетерова, и при соблюдении необходимых и доста­
точных условий ортогональности на /(£), решение задачи (1), (4) 
дается при помощи формул (18), (80), (72), (67), (64), (55).

2°. В случае = ла = л задача (1), (4) решается аналогично» 
только в граничное условие (4) на этот раз надо подставить выраже­
ния для и (х, у), их, и? из формул (26).

В заключение параграфа отметим, что полученные результаты 
остаются в силе, если в граничном условии вместо Р* (I) (к = 1, 2, 3) 
взять функции Д (?) (к = 1, 2, 3), которые аналитически продолжают­
ся в область (|г|>1), а на бесконечности имеют конечные порядки.
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§ 4. Смешанная краевая задача для уравнения (1) 
внутри круга в случае выполнения условия нормальности

В конечной области {|х!<4/ в случае выполнения условия нор­
мальности: Itn>f^>0, рассмотрим задачу (1), (5), (6).

Для вывода интегрального представления решения уравнения (1) 
понадобится следующая

Лемма. Пусть ? (х 4՜ку) аналитична относительно аргумен­
та х ~- ку ([х 4-ф! <с 1) м принадлежит классу tn) (<։>•••
- • tn Ç Г)- Тогда она представима в виде:

z > а \ 1 Г Ф(#)Л тf(x-|-Xy) — 1 ----- ------------- — при Im/. >0,
лг.г J ; -|- кт. — х — куPl-1 S

, . , ч 1 Г ф U) л г а л■?(x4-).yi— — I---------------------- при 1тл\0,
2՜/ J 5 — Ц — х — ку 

//|-1

где в обоих случаях Ф (f) — аналитическая функция в области 
(|г|<1) и принадлежит классу tn), причем Ф (f) опреде­
ляется по ? (х 4՜ Ку) единственным образом.

Непосредственно проверяется, что доказательство леммы 1, дан­
ное H. Е. Товмасяном в работе [2], проходит и в этом случае.

Аналогично формуле (17) получим, что общее решение уравне­
ния (1) представляется в следующем виде:

Х+Х,у х+М
« (х, у) = J ?! (С) Л + j* ?s (Q rfC4 а0, (32)

в о

где ?» (С) (4 = 1, 2) аналитичны соответственно в областях D* = {х 4՜ 
4֊^*№ 1х 4՜ *ÿl<Cl}> а ао — произвольная комплексная постоянная.

Так как по условию задачи (1), (5), (6) их, и? £ H* (/։, fa), то из 
(82) получим, что ?» (х 4 >•* у) £ H* (/։, t3) (k = l, 2). Следовательно, в 
силу леммы имеем

?1 (x֊H֊iÿ) =
1 Г Ф1 «) dt__

ï*i J х — \ у 
И!-։

?s (х 4 \у) —
1 Г Фг (/) dt , 

2i4՛ J 5—I - XI— X —у ’ 
ui =1

t = 6 4- h, (83)

где Ф* (г) аналитичны в области ||г|<^1| и принадлежат классу 
(/1։

Подставляя значения ?* (х 4՜ у) (^=1» 2) из (83) в (82), полу­
чим интегральное представление для решения уравнения (1).

Теперь перейдем к исследованию задачи (1), (5), (6).
Условие (5) эквивалентно условиям
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и Gi> 7h) = /։ (^i)> = 4՜ ,Th € 1 i»

^■1 =й/;(о. f»B + i^4rv 
ds lr։

(84)

Из первого условия и из (82) находим, что решение и (х, у) задачи 
(1)» (5), (6) имеет вид

»+х>у х+Ку

и (*> У)= Ф1(С) <Л+- <р2 (С) Л 4֊ /х (^), (85)
^1+Х։Т)х £| 4- >*1)1

Подставляя (85) в краевое условие (84), (6), получим

I (1- <?) Т1 (В + К г>) - (1-7, ?) ?2 (5 + л։т։)=й/’1 (О, ^Г1։

- 1±Ь г (1+<?) к С + *1 ч)(1 +■*, е) ?, (54- м) = /, (0, # 6 гг- 
2։

(86)
Граничные значения функций ?*(х4֊А*д) (Л = 1, 2) из (83) не­

посредственно вычисляются при помощи формул Сохоцкого—Племеля 
(см. [3], стр. 55), а именно:

lim <Pj(*+^)= 
z~t.

_____ Я/_______ф (f )
НЧ(1֊\Й) (H-M(l֊Vo)

<MVo).

lim t, (x+m)= ֊— _ f. <M*o)֊ ֊ ■ 2lV* f° о— Ф2
z-^t, (։ A2)(l v2 to) (i *֊։)(! "*2 to)

(87)

где to = £0+ 6 и to=£tk (к =1, 2).
Подставляя граничные значения (х 4֊ у) (к = 1, 2) из (87) в 

(86), получим

it Ф, (О -^-Ф, (vj) ֊ -i- Ф, (7) + гЧ/Ф։ 02 0- itfx (t), t е Гг

1±А^/Ф1(П+1±2Ц1 . Хф ( о
1. л X \ ' 1 - 9 . Х'Х/— ■»!<* 1 — Г t Г±^.7Ф-(։> +

или, полагая

<6Г։ , 
1 — V21*

(88)

X («) =
Ф:

г՜1 Ф2
(89)

из (88) получим задачу сопряжения для кусочно-аналитической функ­
ции х (г)» исчезающей в бесконечности
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7.+ (I) = С (0 х- (0+ ^ф/-)֊ (О ф* 0 + 8 (0, (90)
г \ I /

где

при < 6 Г։
0(0 =

(14-уа /0(1-
/ (1 — е )(1 + ?)

при I £ Г2,

8 (0 =
/и). #€ГХ

'€Г-
(91)

Решение ищем в виде (см. [3], стр. 318)

Ж-! [ НО*, 
2՜/ 3 I — я 

1'1-։
где ф (0 принадлежит классу Н* (/։, /։) на Г.

Тогда из (90) получим сингулярное интегральное уравнение отно­
сительно функции ф (/)

К'Ь = К° ф + 4ф = ? (։), (92)

где К° — характеристическая часть оператора К, а к. — вполне непре- 
(V \
“ ) > ф։ (7з 0>

входящих в (90). Как известно (см. [3], стр. 320, 325, теорема 2), ин­
декс уравнения (92) равен индексу соответствующего характеристиче­
ского уравнения № ф = # (/), а его индекс—индексу соответствующей 
задачи сопряжения

х+ и) = С(/)х-(/)-р^(О,

индекс которого равен нулю.
Таким образом, индекс задачи (90) равен нулю, а задачу сопря­

жения (90) сводим к системе двух фредгольмовых интегральных урав­
нений следующим методом.

(V \
“ ) и фз (■*։ О известны и выбирая

надлежащим образом ветвь функции 1п С (/), для решения задачи (90), 
как решение задачи сопряжения с индексом нуль, будем иметь

етМ I
2яг ,7

И|-1

(/) ф։(*2о + ?(/)

ет (0 (93)
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где
1п О (О А 

/ — г

Граничное значение ет(։> имеет вид (см. [3], стр. 257) 

1п а (/)
■ет(О = е О) (/)(/ ֊ О’1' (/ - /։)’> , (94)

где »(0^Н։(/։. <։) и 10 (0 Для любого /£Г, а

а, + '₽* = Г7 0» <» (/* — 0) — 1п С 4-0)] (к = 1, 2),

причем в силу выбора ветви 1п С (/) имеем 
-1 <а*<0 (к = 1, 2).

На основании (93). (89) имеем 

/ у \ Г*

/Д(ПФг_(5 ,
/3 еТ (О (/ _ г\ 2к/ ет (О Ц — г)

|Г|-1 |/|—։
етМ Р g (0 А
2кг ] еТ^Ц-г) ' ’

К։-։

Т (֊) р ф (А\ л ՝ (г) (‘
Ф (2)==_!1_5____  \ < /___ +^£_____  1 <С(/)Фа (у)^

2я/ «7 /гет<9(1-гг) ' 2*/ ,7 еТ«М1 — 1г)
1/1—1 ՛ |/|-1

Нг)
_ £___ Г 3

2г.1 ] ет<'»(1—(г)’ 
1/1-1

так как |7х/|<^1 и |-»3 то

Подставляя эти выражения в (95) и заменяя порядок интегриро­
вания, получим следующую систему функциональных уравнений:

еГ (*) р -1 (г) (•
Ф1(х)=—- Кп (т, X) Фх (т) л 4— *п(х, г)ф։(т)<л +

J 2к1 ]
Н|-1

+ е1Ю (к (г), (96)
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Фа (*) = 2x7

т (7 
е
2x7

где

е

. Г Я (7)
и еТ(О^_г)

1«|-я '

R (7) * 
(1—£г)

—известные функции, а ядра г) даются формулами

л.п("»г)=—4- ---------

<С(р Л
—2x7 3

1'1-1
ет(')(,_^ /)(7 —г)

Л
2՞'՛ I,?-.

г ։в (0 <н
(97)2^1(0

Из (94) следует, что К^- (т, г) принадлежат по х классу Н, а 
относительно г аналитичны в области {|г|\1) и непрерывно продол­
жаются на границу 1', значения которых принадлежат классу Н.

Введем функции

Фг (г)
ет(г> ’ (98)

е

Тогда система (96) в матричной записи примет вид

Г(г)=^ С
2хг J

(99)

где Е (г) = (Гх (г), Е* (г)); (2 (г)= (<2։ г), 0г (а)) — аналитичные вектор 
функции, причем, как видно из (98), (93), (89), Е(г) ограничена в ок­
рестностях узлов 7։, 73, следовательно Е (г)—непрерывная функция в 
замкнутой области {|г|^1}, а К(т, г)—матрица второго порядка:

т

6-231

(100)
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Ясно, что любое непрерывное решение в замкнутой области [|£|«^1) 
системы (99) будет аналитичным в области ||а|<^1]. Далее, так как 
граничные значения К)/ г) принадлежат классу Н по обеим пере­
менным, то на основании (94) граничное значение матрицы К (т, г) 
имеет вид

где К* (т, /) принадлежит классу Н по обеим переменным.
Рассмотрим систему фредгольмовых уравнений

Ф (0 = ] К {/՜ + <2(0 (101)
к)-։

в классе непрерывных функций на Г, где С) (/)—граничное значение 
(2 (г). Легко проверить, что если ф (/) является решением системы 
(101), то

| К(т, г) ф (-)<Л+(2 (г) (Ю2)

будет аналитическим решением системы (99), и наоборот, любое ана­
литическое решение системы (99) представляется в виде (102).

Таким образом, решение задачи (1), (5), (6) привели к системе 
двух фредгольмовых интегральных уравнений (101) в классе непрерыв­
ных функций.

Если ф (#)—решение системы (101), то при помощи формул (102), 
(98), (83), (85) получим решение задачи (1), (5), (6).

Замечание 1. Если в задаче (1), (5), (6) граничное условие 
(5), (6) заменим более общим краевым условием

(а(0их+₽(#) Иу)/г=/(0, (ЮЗ)

где а (<)> ₽ (0» /(*) принадлежат классу Н0^1г •••, 6,), то задачу (1), 
(103) этим же методом можно свести к системе фредгольмовых ин­
тегральных уравнений.

Замечание?. Из (97) легко видеть, что ядра Кц (*, г) на 
границе имеют следующий вид:

к» О = ч (0 + Вц (.)), (;= 1, 2), 
«(1-*)

(ь 0« —(А/ (/) + В,, (՝)) (щ, I, / = 1, 2), (104>
. 1-^ 

где функций (I), Вц (т) ограничены на 1՝.
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Отсюда и из (100), (104) следует, что К((, можно представить в 
виде

К (т, о = Кг (֊, /) -г К2 (т, /),
где Кх (т, /) — вырожденное ядро, а норма оператора, соответствую­
щего ядру К. (т, I) меньше единицы. Следовательно решение системы 
(101) известным методом можно свести к решению алгебраических 
уравнений.

В заключение выражаю глубокую благодарность моему научному 
руководителю Н. Е. Товмасяну за постановку задачи и постоянное 
внимание при выполнении работы.
Ереванский политехнический 

институт им. К. Маркса Поступила 15.1.1975

Լ, IL. ՄԱՐՏԻՐՈՍ81ԼՆ. Ьшпр եզրային |սնզ|ւրնԼր երկրորզ կարզի 1,||։պսւ|ւկ րյ|>ֆերենց|ւալ հաւէա- սարման համար (ամփոփում )

Հոդվածում ուսումնասիրվում են հետևյալ տիպի եզրային խնդիրներ։ Պահանջվում է D տի­
րույթում գտնել

>40 ս** + -<4ւ + ^42 = 0
(^40, ^4] կոմպլեքս թվեր են) Աիպտիկ հավասարման սահմանափակ, երկու անգամ
անընդհատ դիֆևրենցևլի այն լուծումը, որի աոաջին կարգի ածանցյալները պատկանում են 

էր) էո ինշ-որ կետեր են 0 տիրույթի Ը եզրագծի վրա) դասին հետևյլպ
եղրային պայմանով։

(« (0
որտեղ 1 (է), $ (է), ք (է) կտոր-աո-կտոր անընդհատ ֆունկցիաներ են եզրագծի մոսւյ

Նորմալության պայմանի բավարարման դե։գրում I) ~ ||շ|>>1} տիրույթում խնդրի ին­
դեքսի հաշվման և լուծման համար ստացվում են բանաձևեր, իսկ Թ —(1։1< 1} տիրույ­
թում խնդիրը բերվում Լ երկու ֆրեդհոլմ յան ինտեգրալ հավասարումների համակարգի լուծ- 
մանր։

Նորմալության պայմանի խախտման ւլհպրում Շ = 1) տիրույթում, որոշ ենթադրու­
թյան դեպրում, ցույց է տրվում, որ կարեյի ( դՆել նետերյան եզրային խնդիր և դրված խնդրի 
լուծման համար տրվում է ալգորիթմ ։

H. A. MARTIROSIAN. Mixed boundary value problems for second 
order elliptic differential equation on the plane (summary)

The mixed boundary problem for an elliptical equation of the form

4 g Uxx + Aj Uxy 4՜ An Uyy — 0

-with the boundary condition

(“ (f) Ux + ? (0 Uy)/r = /(<) 
is contidered.

Under condition of normality the problem is solved for the domains |։|<1 and 
]։|>1. For the domain |z|>»l a formula for calculation of the index of problem is also 
given for the domain |։|<1 the problem is reduced to system of Fredholm integral 
equation.

In the case, when the normality condition is violated, an algorithm is given 
for the solution of the Noether problem.
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