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Խմբագրությունը խնդրում I այն անձանց, որոնց ցանկանում էն հողւ/սւծնէր հրապար—- 
կէյ Հայկական ՍՍՀ ցիտություննԼրի ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա .Մաթեմատիկա. ամ- 
սաղրում, հայլիի առնել հետևյալ կանոններր'

1. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք կ գերազանցի մեկ տպաղրական մամու/ր 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենացրած Էջ)։

Մեկ տ •■ացրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապարակ
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական .'՛ո լեդի այի հատուկ որոշմամր։
2- Հոդվածները պետք է նեյ կայացվեն ցլ ամեքենացրված, երկու օրինակով՛ Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին աէհրամեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգործն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա- 
մ ա и/ чип ա а խ ան քեգվ ով է

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
4 ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում•

Հունական տառերը .պետք է րնգգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև դծովւ

4, Գծագրերը ներկայացվում Լն առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեգր տեքստում էջի ձախ մասում»

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգր, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրըէ հա- 
մւսրր և^ տտրեթիվրւ в . . —_ _

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակադծերում, տեքստի համապա
տասխան տեգում ւ

6. Սրբագրության ժ ամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (որիգքւնա/ի նկատմամբ) չեն թույլատրվում/

7. Հււդվածը զերամշակման նպատակով հեղինակին ւէերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը՛

8. Հոդվածի մերժման դեպք՛ում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյաւ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր!
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»»



РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ
Главный редактор М. М. ДЖРБАШЯН

Р. А. АЛЕКСАНДРИН
Н. У. АРАКЕЛЯН
И. Д. ЗАСЛАВСКИП
С. Н. М Е Р Г Е Л Я Н

А. Б. НЕРСЕСЯН 
А. А. ТАЛАЛЯН
Р. Л.ШАХБАГЯН

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

Редакция просит авторов, желающих опубликовать статьи в журнале Известия АН 
Армянской ССР, серия «Математика», придерживаться следующих правил.

1. Объем статей, как правило, не должен превышать 1 печатного листа (то есть 
не более 24 страниц текста па машинке). Статьи, по объему превышающие 1 печат
ный лист, принимаются к опубликованию в исключительных случаях, по особому ре
шению Редколлегии.

2. Статьи должны быть представлены в двух экземплярах, отпечатанные па 
машинке. К статьям, представленным на русском (армянском) языке должны быть 
приложены резюме на армянском, английском и русском языках.

Статьи зарубежных авторов, по их желанию, могут быть опубликованы на соответ
ствующем языке.

3. Прописные латинские буквы, одинаковые по начертанию со строчными, должны 
быть подчеркнуты черным карандашом двумя черточками снизу, а строчные—двумя 
черточками сверху. Греческие буквы должны быть подчеркнуты красным карандашом, 
а индексы обведены соответствующими дужками черным карандашом, курсивные буквы 
должны быть подчеркнуты волнистой линией.

4. Чертежи представляются на отдельных листах в двух экземплярах с указанием 
их номеров и места в тексте на левом поле страницы.

5. Цитированная литература помещается в конце статьи, при этом должны быть 
указаны: для книг—инициалы и фамилия автора, название, место издания, издатель
ство, год издания, страницы; для статей—инициалы и фамилия автора, название статьи, 
журнал, том. выпуск (номер) и год издания. Ссылка на какой-нибудь из цитируемых 
источников указывается цифрой в квадратных скобках в соответствующем месте текста.

6. В корректуре не допускается сколько-нибудь сложная авторская правка (про
тив оригинала), могущая повлечь за собой переверстку статьи.

7. В случае возвращения автору его рукописи для доработки датой поступления 
считается день получения редакцией окончательного варианта статьи.

8. В случае, если статья отклонена редакцией, автору возвращается один экзем
пляр рукописи, и редакция оставляет за собой право не вести дискуссию по моти
вам ее отклонения.

9. В конце статьи должно быть указано полное название учреждения, где выпол
нена работа.

10. Рукопись подписывается автором с указанием его адреса, фамилии, имени и 
отчества.

11. Авторам бесплатно высылается 25 отдельных оттисков статьи.
Адрес редакции: Ереван, ул. Барекамутяи, 24. Редакция Известий АН 

Армянской ССР, серия «Математика»,



ч-ь-fcC. ел «•.
ЦЖНА К. Индекс 77735

EDITORIAL BOARD

Editor in chief M. M. D2RBASIAN

R A ALEXANDRIAN 
N. H. ARAKELIAN 
S N MERGELIAN 
A. B. NERSESIAN

A. A. TALALIAN
R. L. SHAKHBAGIAN
I. D. ZASLAVSKII

TO THE AUTHOR’S NOTICE

Contributors who desire to have their articles published in the proceedings 
Izvestia of the Academy of Sciences of the Armenian S.S.R., series „Matematika” 
are requested to abide by the following regulations:

1. The manuscripts normally should not comprise more than 24 pages of types
cript. More extensive manuscripts require special decision of the Editerial Board for 
thoir publication.

2. The articles to be submitted should be typed, doublespacs, in duplicate. Pa
pe։ s in Russian should be provided with summaries in Armenian end English, and, if in 
Armenian, they should be furnished with Russian and English summaries. The articles 
of foreign contributors could be published in the respective foreign language.

3. Latin capital letters, identical with the corresponding characters, should be 
underlined twice in black pencil, whereas small letters should carry two similar lines 
above. Greek letters are to be underlined in red pencil, italics—with a heavy line 
and indexes should be supplied with appropriate arcs in black pencil.

4. Draughts are to be submitted on separate sheets in duplicate with numbers 
and locations indicated on the left-hand margin of the text.

5. The reference list should supplement the article. In case of books, the 
author’s initials and name, the title of the book, the place of publication, the publisher, 
the date and page must be indicated. If it is an article, the author’s initials and name, 
the title of the article, the journal, the volume, the number and date of the publication 
should be marked. Reference to a quoted source is to be indicated by a numeral in 
square brackets properly inserted in the text.

6. No substantial corrections by authois are allowed on the proofsheet, that 
would call for repaging of the article.

7. In case a manuscript is returned to its author for elaboration, the day the 
final version arrives at the editorial office is considered the date of receipt.

8. Only one copy of a declined article is returned to its author, the editorial 
office reserving the right to discuss the motives thereof.

9. The article should contain the full name of the establishment where the work 
has been carried out.

10. Every manuscript is td bear its author’s signature, address, and the name 
in full.

11. Authors are entitled to twenty-five free reprints of their article!.

Editorial address:
Izvestia, series „Matematika”,

Academy of Sciences of Armenia,
24, Barekamutian St.,

Yerevan, Soviet Armenia



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՕԻ^ՅււԻՆՆԵւ՚Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
и 3 в естия академии НАУК армянскои с с р 
Սա|>էմատ|ւկա X, № 1, 1975 Математика

Р. О. НАЗАРЯН

О РАЗЛОЖЕНИЯХ ПРОСТЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ 
ГРУПП ЛИ

Задача, решению которой посвящена настоящая работа, состоит 
в следующем. Пусть G—простая некомпактная вещественная группа 
Ли: нужно найти все такие пары G', G" ее собственных подгрупп Ли, 
что G=G'G", т. е. что каждый g£G представляется в виде 
g=g'-g", где g'£G', g"£G". Тройка (G, G', G") с указанным свой
ством называется разложением.

Легко видеть, что G = G՛ -G" тогда и только тогда, когда под
группа G' транзитивна на однородном пространстве GIG" или когда 
G" транзитивна на G/G'. Таким образом, решение нашей задачи дает 
возможность найти все подгруппы группы G, транзитивные на одно
родных пространствах этой группы.

В случае, когда G компактна, явное решение указанной задачи 
было получено в работе [6]. В работе [5] был до конца изучен слу
чай, когда G некомпактна, a G', G" либо обе редуктивны в G, либо 
обе максимальны в G. В настоящей работе мы продолжаем изучение 
разложений некомпактных простых групп Ли.

В § 1 мы формулируем ряд понятий и утверждений, которыми 
мы пользуемся. В § 2 вводится специальный класс так называемых 
G-разложений и доказывается существование таких разложений. В § 3 
изучаются некоторые свойства подгрупп и разложений групп SO (р, q), 
SU (р, q), Sp (р, q). В частности, доказывается, что в любом разло
жении этих групп, одна из подгрупп обязательно является редуктив- 
ной и имеет специальный вид. На протяжении всей работы мы будем 
свободно переходить от языка групп Ли к языку алгебр Ли и об
ратно.

Работа выполнена под руководством А., Л. Онищика, которому 
приношу свою признательность.

§ 1. Предварительные понятия

Тройка (G, G', G"), где G—группа, G', G" — ее подгруппы, на
зывается разложением, если G = G' • G՞, т. е. если каждый элемент 
g £ G представляется в виде g = g'g", где g' £ G', g" £ G". Аналогич
но, если SR — алгебра, 2R', SR"—ее подалгебры и SR = SR'-f-SR", то 
тройка (SR, SR', SR") называется разложением. Мы рассмотрим сейчас 
некоторые общие свойства разложений групп Ли и алгебр Ли. При 
атом мы приведем без доказательств ряд понятий и утверждений?
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которыми мы будем пользоваться. Доказательства можно найти в 
работах [5, 6].

Нетрудно убедиться в том, что тройка (G, G', G") является 
разложением тогда и только тогда, когда группа G' транзитивна на 
GIG" или когда G՛ транзитивна на GIG'. Всякой тройке групп Ли 
естественным образом соответствует тройка алгебр Ли.

Тройки (G, G, G") и (G, G’, G"), где G и G — связные 

группы Ли, G', G'c.G и G', G’czG—подгруппы Ли, называются 
локально изоморфными, если им отвечает одна и та же тройка алгебр 
Ли (SR, ЗК', ЯК"). Если тройки (G, G', G") и (G, G', G") локально изо

морфны, то G=G'-G" тогда и только тогда, когда G= G'։ G" (см. 
[5], лемма 1.1).

Пусть (G, G', G") — тройка групп Ли, (ЯК, DO?', ЯХ77)—соответст
вующая ей тройка алгебр Ли. Если тройка (G, G', G") является 
разложением, то и тройка (5R, 3R', ЯК") является разложением ([6], 
лемма 1.3). Если подгруппа G" замкнута в G и пространство G'lU, 
где £/=G'nG", компактно, то верно и обратное утверждение. Пусть 
G = G' • G", где G — связная группа Ли,|С' и G" — ее связные подгруп
пы Ли, причем G' П G" имеет конечное число связных компонент. 
Если максимальные компактные подгруппы Л7, К" групп G7, G" со
держатся в максимальной компактной подгруппе К группы G, то 
К —К.'-К" ([5], лемма 1.2). Отсюда вытекает следующее более слабое 
утверждение, которое удобно тем, что применимо к любым разло
жениям.

Лемма 1.1. Пусть С=С'С",где G—связная группа Ли, G 
и С — ее связные подгруппы и пусть К, К, К" — максимальные 
компактные подгруппы в G, G', G", а Ко, Ко, К’о — полупростые 
части групп К, К', К՞. Если К=>К', К", то Ко = KQ-fCu.

Доказательство. Пусть G—универсальная накрывающая'

группы G, G', G", Ко, Ло, Ко—ее связные подгруппы, отвечающие G', 

G", Ко, Ко, Ко соответственно. Подгруппы Ко, Ко, Ко компактны и, 
очевидно, являются максимальными полупростыми подгруппами неко

торых максимальных компактных подгрупп Lc.G, L'c.G', Ьас.С. Но 
поскольку G односвязна, L также односвязна и, значит, полупроста. 

Итак L —Ко. Легко видеть, что L՛, L" можно выбрать так, чтобы они 

содержались в L = Ко. Имеем G = G' • G", т. е. группа G является 
односвязным однородным пространством группы G'X G", причем ста. 

ционарная подгруппа изоморфна G' Г) G". Отсюда видно, что G' Л G 
<?вязна, и применимо сформулированное выше утверждение. В резуль. 
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тате имеем Кй = И-Ьп. По теореме 1.1. из [6] отсюда следует, что

Ко—Ко-Кь. Значит, Ко=Ко-Ко.
Связная группа Ли С называется редуктивной, если ее радикал 

содержится в центре, т. е. (7=£-5, где Z — абелев, 5—полупростой 
связный нормальный делитель. Алгебра Ли Ж над полем R или С 
называется редуктивной, если ее радикал совпадает с центром, т. е. 
если Ж = С + з, где С — центр, з — полупростой идеал. Подалгебра 
А с Ж называется редуктивной в Ж, если А редуктивна как алгебра 
Ли и если для любого элемента г из ее центра а<1 г полупрост в Ж 
(в случае поля R в Жс). Связная подгруппа Ли редуктивной группы 
С называется редуктивной в <7, если ей отвечает редуктивная под
алгебра.

Разложение С= С'-С' или Ж = Ж/ + Ж// называется редуктив- 
ным (над R или С), если С и Ж редуктивны (над R или С), б", С' 
и Ж', Ж" — редуктивные подгруппы (подалгебры). Для редуктивных 
разложений из локального разложения Ж = Ж' ֊Ь Ж" следует гло
бальное разложение С=С-С" ([5], теорема 3.1).

В работе [6] разложения компактных алгебр Ли задаются при 
помощи некоторых схем. Эти схемы строятся следующим образом.

Пусть R — компактная алгебра Ли, R' — подалгебра, и пусть 
Г

R = V R), где Rl — некоторые ненулевые идеалы алгебры R. Фикси- 
/-1

руем некоторый набор чисел г1։ /։, •••»4, где 1-С Ь-С’• г, и 
I

рассмотрим идеал R' П У Rl 3= 1‘ алгебры R'. Положим
5 — 1 

I
Я*՛'՜՜՜’ Ч— 2 Rl ։). Легко проверить, что R также

/-։

идеал в R и что R' с R''1. Обозначим через Л,,..., <։ идеал 

алгебры R'/|'՜ ՛՜' '1, дополнительный к R'1" "'11. Очевидно, R'll,..., I,— 
идеал алгебры R'. Обозначим через 14 гомоморфизм проектирования 
алгебры R на идеал /?/ параллельно сумме остальных идеалов 
Rj(j^г). Тогда ясно, что каждый из гомоморфизмов ՚кl3 = Rl1, ■
-* Rls (1 -С з -С 0 является мономорфизмом. Нетрудно проверить, что 
идеалы 11 попарно не пересекаются и что они в сумме дают
всю алгебру R'. Если в алгебре R задана еще подалгебра R", то для 
нее точно так же строятся идеалы R^t,...,ll. Отнесем каждому идеалу 
Rl кружок на схеме с номером г и расположим эти кружки слева на
право в порядке возрастания номеров. Каждому идеалу R։,, 
алгебры R' отнесем кружок схемы, расположенный над занумерован, 
ными кружками, и соединим его с кружками с номерами 4, •••»«. В
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случае, когда я/, (Л,,—, J = к, мы иногда будем соединять соот
ветствующие кружки двойной чертой. Точно так же поступим с идеа
лами Ri„...,if алгебры R", но соответствующие им кружки поместим 
ниже занумерованных кружков. В случае, если известен тип идеала 
Ri, Ri„..., или Ri„..., if, мы иногда вместо соответствующего круж
ка будем писать обозначение этого типа. Если идеал Ri„ if или 
Л|. •••.*։ = 0՛ то соответствующий кружок будет опускаться. Получен
ная схема называется схемой тройки (R, R', R") (соответствующей 

разложению R = У, Ri алгебры R). *
1-1

Пусть G — связная группа Ли. Связная замкнутая подгруппа 
G'czG называется А-подгруппой, если многообразие GIG' компактно. 
Если SR — вещественная алгебра Ли, то через Inf SR обозначается 
группа Ли ее внутренних автоморфизмов. Если Ас SR — подалгебра, 
то чер ез /У* с /nt SR обозначается связная подгруппа, отвечающая под
алгебре AcarfSR. Подалгебра А называется компактной в SR, 
если Н* компактна. Подалгебра SR'cSR называется А-подалгеброй, 
если существует такая максимальная компактная в SR подалгебра R, 
что SR=SR' + ^. В этом случае £'=SR' П/? называется ^-подалгеб
рой в R. В частности, если G—А-подгруппа, то SR' — А-подалгебра [7].

Разложение G=G'-Ga, где G՛, G" — связные подгруппы Ли в 
G, называется A-разложением группы G, если 3R'—А-подалгебра. К 
нахождению A-разложений группы G сводится, в частности, задача о 
нахождении подгрупп группы G, транзитивных на ее компактных 
однородных пространствах. Соответствующие разложения алгебры SR 
также называются A-разложениями. Примерами А-разложеяий могут 
֊служить разложения, у которых SR" компактна в SR, они называются 
компактными.

Мы перечислим сейчас понятия и факты относительно строения 
А-подалгебр и A-разложений, которыми мы будем пользоваться. До
казательства можно найти в работах [5], [7]. Пусть SR—полупростая 
алгебра Ли, R — максимальная компактная в SR подалгебра, SR = К + 
4֊ Р — картановское разложение. Пусть А_ — максимальная абелева 
подалгебра в Р, А = А_ + Л+ — подалгебра Картана в SR, содержащая 
А_, причем А+ с R. Обозначим через SRC комплексификацию алгебры 
SR, и через о—соответствующее сопряжение в SRC. Тогда Ас — под
алгебра Картана в SRC. Обозначим через ЕсАс соответствующую 
систему корней алгебры SRC. Если a £ 2, то через SRa обозначим его 
корневое подпространство в SRC. Определим на Ас* антиинволюцию 
а* формулой:

(a*f)(x) = <р (ах) (х^А0)-
Пусть 20 = {а£Е, а*л = — а), тогда So = {а^Е, а|л_ =0}.



О разложении групп Ли 7

Пусть Е։ = £ \Е0, Ясно, что Ео и Ех инвариантны относительно 
а*. Обозначим через Е+ множество положительных корней из. Е._ 
Пусть ксЕ+— система простых корней = к1=Е1П(«.. Оказы
вается, что для каждого а £ 54 существует такой ? £ 14, что з!*а — 3 —

= Е &т т, 4Т > 0. Если положить ₽ = а*а, то получится инволюция ф 
!&•

системы 14.
Алгебра ЯХ называется нормальной, если А_ = А. В этом случае-

Ег = Е и а = 1. Известно, что в каждой комплексной полу простой: 
алгебре Ли существует ровно одна (с точностью до сопряженности), 
нормальная вещественная форма.

Пусть Г с 54 — некоторое подмножество, инвариантное относи^֊ 

тельно а. Обозначим через Е' систему корней, линейно выражающихся 
через систему и Г и через Е" — систему всех корней, не выражаю
щихся линейно через к0 и Г. Обозначим через сг подпространство, в А» 
аннулируемое всеми корнями из «01) Г, или, что то же, из Ех. Под
пространства ЯХа, («6Е') порождают в ЯХС полупростую подалгебру 
з£, имеющую Е' в качестве системы корней. Поскольку подалгебра з£ 
инвариантна относительно о, она является комплексной оболочкой՛ 
подалгебры зг = з£ П ЯХ. Далее, п£ = Е 4֊ — подалгебра в ЯХС, ИН-

аСЛ'
вариантная относительно а. Следовательно, п[, является комплексной; 
оболочкой подалгебры пг = П ЯХ. Положим, в частности, п# = п.

Рассмотрим элемент хг £ А, определенный формулой:

{0, если а £ 1է0 Ս Г
1, если а^^хГ.

Обозначим через Լ централизатор элемента хг в ЯХ. Имеем С =■• зг 4՜ 
4֊ сг» Рг» Пг1 с пг- ® частности, иг = Сг 4՜ пг является подалгеброй 
в ЯХ. Подалгебры иг (и сопряженные к ним) называются параболиче
скими подалгебрами, а соответствующие им связные подгруппы в 
Շ—параболическими подгруппами. Имеем сг = с^+ср, где с£=сг Ո՝ 
Ո Л, ср=сгП/э. В частности, с՜ == А-. Обозначим через Зр идеал, 

алгебры зг, дополнительный к максимальному идеалу алгебры зг, ле
жащему в R. Тогда Сг = тг 4՜ ср 4֊ Зр, где тг — максимальный идеал, 
алгебры Ср, лежащий в R. Выберем подалгебру то стг 4՜ср. Тогда 
ясно, что ЯХ' = ш + 5р 4֊ пТ — подалгебра в ЯХ, содержащаяся в иг ֊ 
Подалгебры такого вида в работе [7] названы стандартными^

Для того чтобы стандартная подалгебра ЯХ' = а> 4՜ Տր4՜ որ была 
А-подалгеброй, необходимо и достаточно, чтобы образ подалгебры 
щстг4-ср при проектировании на ср совпадал с ср ([7],. лемма 8).
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Всякая ^-подалгебра полупростой алгебры Ли сопряжена стандартной 
Аг-подалгебре ([7], теорема 4).

В частности, в нормальной алгебре Ж все ^-подалгебры являют
ся параболическими.

Из этих результатов видно, в частности, как выглядят макси
мальные Л-подалгебры и минимальные ^-подалгебры (т. е. £-подалгеб- 
ры, не содержащие никаких меньших А-подалгебр). Каждая макси
мальная ^-подалгебра сопряжена стандартной параболической под
алгебре иг, где 14 \ Г состоит из одного корня или из пары корней, 

связанных инволюцией о. При этом сНтсг=1 [7].
Каждая минимальная ^-подалгебра сопряжена стандартной под

алгебре вида и = т + п, где тс:т^-\-Ь֊ изоморфно проектируется 
на Л_. Обратно, все ^-подалгебры описанного вида являются макси
мальными или минимальными соответственно. В частности, среди ми
нимальных ^подалгебр содержатся максимальные треугольные под
алгебры, сопряженные подалгебре < = Л_ 4֊ и.

Для дальнейшего полезно отметить следующий простой факт.
Лемма 1.2. Пусть 23? =■ ЯК' + ЭХ" — разложение простой, ал

гебры и пусть Ж' П Ж" = и, Ж։сЖ". Для того чтобы Ж = Ж, + Ж0, 
необходимо и достаточно, чтобы ЗЯ" = Жо + и-

Доказательство. Необходимость. Пусть Ж = Ж'+ Жо, 
тогда если х £ Ж", то х — а + Ь, где а £ Ж', 6£Ж0. Так как а= х — 
— Ь £ Ж", то а£и и, следовательно, Ж" = Ж0+и. Достаточность ут
верждения очевидна.

С леммой 1.2 тесно связана следующая лемма ([5], лемма 6.2), 
дающая описание ^-разложений в широком классе случаев.

Лемма. Пусть максимальная компактная в Ж подалгебра R 
допускает разложение R = R' + R՛’, где Л' = Л П Ж' для некоторой 
Л-подалгебры Ж'с Ж. Если Ж" с: Ж — подалгебра, содержащая R, то 
Ж = Ж' -|- Ж". Обратно, пусть Ж = Ж' + Ж" — разложение, причем 
либо С * П С’ * состоит из конечного числа связных компонент, либо 
Ж" компактна в Ж. Тогда некоторая максимальная компактная в Ж 
подалгебра R допускает разложение R = R՛ R", где R' = R П Ж' и 
R" с Ж" или /?"=Ж" соответственно.

Эта лемма показывает, что для отыскания ^-разложений алгебры 
Ж при наших ограничениях достаточно найти всевозможные разложе
ния R = R' + R՞ алгебры R, в которых R' = R Г1 Ж, т. е. является 
^-подалгеброй в R. Такие разложения можно перечислить для каждой 
алгебры Ж, поскольку известны все ^-подалгебры [7] и все разложе
ния компактных алгебр Ли. Это относится, в частности, к ком
пактным разложениям. Поэтому в дальнейшем мы в основном будем 
изучать случай, когда разложение некомпактно.

Отметим простое следствие из указанной леммы.
Следствие 1.1. Пусть Ж = Ж'^-Ж', — ^-разложение полупро

стой алгебры Ж, причем О'* П С՞* состоит из конечного числа связ
ных компонент. Тогда Ж'П Ж" — Л-подалгебра в Ж".
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Доказательство. Согласно лемме некоторая максимальная 
компактная в ЯХ подалгебра R допускает разложение R = (R Л ЭХ') + 
— R", где 7?"<=ЯХ". По лемме 1.2 имеем ЯХ = УЯ' + R", откуда по той 

же лемме вытекает, что ЯХ"=(ЯХ'П ЯХ")-|֊./?".
Пусть G — полупростая группа Ли, G и G" — ее связные под

группы Ли и G — G'• G՛. Разложение называется максимальным, если 
G', G" — максимальные связные подгруппы в G. Известно, что мак
симальная подалгебра в полупростой алгебре Ли ЯХ либо имеет ком
пактный в ЯХ радикал (и, в частности, редуктивна), либо является 
jt-подалгеброй [4]. Следовательно, максимальное разложение либо ре- 
дуктивно, либо является ^-разложением. В работе [5] (теорема 6.1) 
перечислены все максимальные ^-разложения простых вещественных 
алгебр Ли. Все они имеют вид ЯХ = ЯХ' + ЯХ", где ЯХ'—максимальная 
параболическая, а ЯХ" — максимальная редуктивная подалгебра.

§ 2. (/-подалгебры в (/-разложения

Пусть ЯХ-полупростая алгебра Ли над R, и Г с ^ — подмноже

ство, инвариантное относительно а. Стандартные подалгебры вида 

v = т 4՜ sr4֊nr ,

где тстг (см. § 1), будут называться (/-подалгебрами, и соответ
ствующие им связные подгруппы — (/-подгруппами. Разложение 
G = G'-G" и соответствующее ему разложение ЯХ = ЯХ' + ЯХ" будут 
называться (/-разложениями, если ЯХ' — (/-подалгебра в ЯХ.

В этом параграфе мы докажем существование некоторых (/-раз
ложений.

Заметим, что каждой стандартной подалгебре
U=w + sr + лг ,

где wc тпг + ср, связанной с Г, соответствует (/-подалгебра 

v= т + sr-|- пг ,

где m = wr\R = u[}R- Очевидно, v — идеал в и.
В частности, каждой jt-подалгебре в ЯХ и. соответствующей ей 

подгруппе в G отвечают (/-подалгебра и (/-подгруппа в G.
Лемма 2.1. Пусть ЯХ — некомпактная полупростая алгебра 

Ли и Г с — собственное подмножество, инвариантное относи

тельно о. Тогда существует линейное представление ® алгебры 
ЯХ в конечномерном векторном пространстве L и такой вектор 

что для подалгебры ЯХе={х^ЯХ, <р (х)5 = 0} имеем sr+cjt-|- 
+ пгС ЯХ։СЦГ.

Доказательство. Как известно, полупростая алгебра ЯХ (или, 
точнее, ad ЯХ) является алгеброй Ли алгебраической группы всех своих 
автоморфизмов Aut ЯХ над R, связной компонентной которой является
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7nt SOL Так как иг совпадает со своим нормализатором [7], то ог 
■(точнее, arfgjj иг) является алгебраической подалгеброй в Я?. Это 

.значит, что в Aut SR существует алгебраическая подгруппа U, связ
ной компонентой՜: которой является Ur. Согласно теореме п. 5.1 
из [1] существует рациональное линейное представление Ф: Aut 30? -* 

-t-GL(L) над R и такой вектор что U = {g^Aut 4R, ф (g) $ = 
= X (j?) О» “г = (*€ SK» Ф (*П = Х '1* где z К € R. ? :

..gjj _> gl (£). Очевидно, SD? e cz ar. Отображение /: где R+—муль.
типликативная группа положительных вещественных чисел, является 
гладким гомоморфизмом. Поскольку S[ полупроста, ՛/. (Sj.) = 1, т. е. 
зг с SRb .Далее, С}՝ компактна, откуда х (Ст’)—компактная связная 
подгруппа в R+, т. e. х (Ь?՜*) = 1 и cf с 50??. Поскольку Ф рацио
нально, ® переводит нильпотентные элементы в нильпотентные. Зна
чит, Х(х) = 0(х£ иг), т. e. nrcSRj.

Лемма 2.2. Пусть SD? — простая некомпактная алгебра Ли 
и ее k-подалгебра. Пусть <р — линейное представление алгебры 
30? в конечномерном векторном пространстве L и пусть ?££—та
кой вектор, что ® (х) $ = О (х£и). Тогда ®(х)£=0 для всех х£30?.

Доказательство. Пусть G—односвязная группа Ли, отве
чающая алгебре SOJ, U и К—ее связные подгруппы, отвечающие под
алгебре и и максимальной компактной в SD? подалгебре R, соответ
ственно, и Ф — такое линейное представление группы G в L, что

■А Д А
t/Фе =г <?• Положим G = Ф (G), U = Ф (£/), К = Ф (К). Как известно, 

А
центр полупростой линейной группы конечен. Поэтому К компактна, 
будучи конечным накрытием компактной группы К*. Рассмотрим ор- 
'биту G (5) точки В. Согласно предположению, имеем Ф (g) 5 = ? (g£u). 
Поскольку G = U • К, группа К транзитивна на орбите G (?) и поэто
му последняя компактна. Как показал А. М. Лукацкий [3], простая 
некомпактная линейная группа не может иметь компактных орбит, от
личных от точки. Значит, Ф (g) ? = ? для всех g £ G, что противоре
чит предположению.

Теорема 2.1. Пусть G—G' G" — k-разложение полупростой 
группы Ли G, причем G'* П G"* имеет конечное число связных ком
понент, 30?'— к-подалгебра, соответствующая такому Г с r,lt что 
«!\Г состоит из одного корня или из пары корней, связанных 

■при помощи a, a S0?ff — простая некомпактная подалгебра. Тогда 
G~ V-G", где V — U-подгруппа, отвечающая подгруппе G՛.

Доказательство. Имеем 80?' = w + s'r+ пг, где wc=mr-pcf. 
Если Zr — максимальная компактная в sj, подалгебра, и m = w (] тг , 
то R = т + /г — максимальная компактная в 9R' подалгебра. В обо
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значениях леммы (из § 1) имеем R — R' +R". В силу той же леммы,, 
отсюда вытекает, что для Æ-подалгебры ЯХ'0= т 4֊cf 4՜ sÿ + Лг также 
справедливо разложение ЭК — ЯК0 4֊ ЭК". Поэтому мы можем считать, 
что ЯК' = т 4՜ of 4՜ Sp+nr — cf-r v. Тогда G' = V• GJ՜, причем И—нор
мальный делитель в G'. Покажем, что ЯК'Л ЯК"^*о. Согласно лемме 
2.1 существует такое линейное представление <р алгебры ЯК в про
странстве L, что для некоторого ÇÇL имеем sr + cjt-f- цгс ЯК;Сцг. 
Если ЯК' Л ЯК"<= и, то ? (х) $ = О для всех х£ЯК' П ЯК". Согласно след
ствию 1.1, ЯК'Л ЯК" — ^-подалгебра в ЯК". Поэтому из леммы 3.2 сле
дует, что « (х) 5 =0 для всех х£ЯК". Значит, ЯК"Свг, что невозмож
но, ибо ЯК = иг + ЯК". Поскольку dim cf=1, из доказанного следует,, 
что ЯК' Л ЯК" проектируется на ср относительно разложения ЯК'=ср 4՜ 
4֊ v. Значит, ср с ü + (ЯК' Л ЯК"), откуда CJ7 с У-(С Л G”) с И. В ре
зультате имеем G'= V'• Ср с J/՜-G". Следовательно, G=V G".

Предположение о конечности числа компонент выполнено, в част
ности, в случаях: R—полупроста, odçjjj ЯК'—алгебраическая подалгебра-

§ 3. Некоторые свойства подгрупп н разложений 
групп SO (р, ç), SU (р, q), Sp (р, q)

В этом параграфе будут даны некоторые свойства подгрупп и 
разложений групп SO (р, q), SU (р, q), Sp (р, q).

Пусть ЯК = R + Р—разложение Картава полупростой алгебры 
ЯК над R, /сR — некоторая подалгебра. Рассмотрим задачу описания 
всех подалгебр ЯК' в алгебре ЯК, содержащих I. В случае, когда 
ЯК' — максимальная редуктивная подалгебра, эта задача рассматри
валась в работе [5].‘

Мы исследуем более подробно подалгебры в псевдоунитарных, 
псевдоортогональных и псевдосимплектических алгебрах.

Через у будем обозначать характеристическое представление ал
гебры I, т. е. присоединенное представление I в пространстве Р. Ха
рактеристическое представление х будет изображаться схемой Дын- 
кина представления хс полупростой части алгебры Iе. .

Сперва опишем разложение Картана ЯК = R + Р и представле
ние х алгебры R, когда ЯК — одна из алгебр so (р, q), su (р, <?), 
sp(p, ç).

Пусть к — поле действительных чисел R, комплексных чисел С 
или тело кватернионов К. Обозначим через к՞ п-мерное арифмети
ческое пространство над к. Мы будем рассматривать стандартные 
вложения R с С с К и стандартные отождествления Кя = С2я, Cn=R2". 
Обозначим через №■ 4 (k) пространство Hom (kq, кр), т. е. простран
ство всех матриц с р строками и с q столбцами над к. Если 
Н^НР։ 4 (к), то положим Н* = Н'. Рассмотрим алгебру Ли ЯК над 
R, состоящую из квадратных матриц порядка р 4֊ q над к, имеющих, 
вид
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X Н\
Я* у) >

где X* = — X, У* = — У, причем в случае к = С нужно потребовать, 
чтобы Тг Х-1- Тг У = 0. Тогда

ЯХ =

во (р, д), если к = R 
$и (р, д), если к = С 
вр (р, д), если к = К.

Подалгебра R выделяется условием Н = 0, а Р — условиями X = 0, 
У = 0. Соответствие 

отождествляет Р с пространством Нр՝ 7 (к), причем при этом отожде
ствлении у. действует по формуле

Гх(о °у)н=хн-нг’ ((ХОу')£1г-
Лемма 3.1. Пусть А—подалгебра в алгебре Ли вида ЗЯ — т 4- 

4֊ а, где тиа —идеалы в ЯХ, и я: А->а проектирование. Если к (А) 
редуктивна, то А = 6-|-(АЛа), где 6с т 4-С (А П а), С (А Л а)—цент
рализатор А Л а ?в а.

Доказательство. Сперва докажем, что А Л а — идеал в 1т я.
Действительно. Пусть х£А, х = уг, где у £ т, г = л (х) 

и и£АЛа. Так как [г, и]=[х, и|£Аи [г, п]£а, то [г, и]£АЛа. От
сюда следует, что 1т к — с 4՜ А Л а, где с — дополнительный идеал и 
[с, А Л а] = 0. Теперь докажем, что А представляется в виде прямой 
суммы А = (я-1 (с)) 4՜ (А Л а). Пусть х С А. Тогда к (х) = и 4- V, где 
п^со^АПа- Имеем к (х — о) = я (х)— я (о) = я (х) — V, следова
тельно, х — (с) и х = (х — о)4-п- Если £ £ я-1 (с) Л (А Л а), то
я (/) = /, я (/) £ с и 1£с, а значит { = 0, т. е. пересечение состоит 
только из нулевых элементов.

Обозначим я՜’ (с) = Ь и покажем, что (А Ла). Пусть х£6,
х = и4-и, где и^т, и^а. Очевидно Ь—идеал в А. Так как [х, АП 
П а] = 0, то V £ С (А Л а).

Лемма 3.2. Пусть ЯХ—простая алгебра Ли и ЯХ' —ее соб
ственная подалгебра. Если:

а) ЯХ = зо (р, д), где д > 2 и во (д) сЯХ', то ЯХ' = а X зо (А, д), 
где к<^ р, ас зо (р — к);

б) ЯХ = ей (р, д), где д>2 и ?и (д) с ЯХ', то ЯХ' = а +зи (к, у), 
где к с р, а с и (р — к)+ С—центр алгебры в (и (р—к)х и (к+ч)У>
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с) ЯХ = зР (р, ч), где д> 1 и зр (д) а ЗХ', то ЯХ' = а Хзр (к, д), 
где к<р, а^зр (р — к).

Доказательство, а) Доказательство ведется индукцией по 
р. Если р=0, ՝ то лемма очевидна. Рассмотрим максимальную соб

ственную подалгебру ЯХ г»ЯХ' алгебры зо (р, д). По теореме Мостова 

из [4] ЯХ — либо параболическая, либо редуктивная подалгебра. Под
алгебра ЯХ не может быть параболической. Действительно, легко 
заметить, что в атом случае ее максимальная компактная подалгебра

R имела бы вид R = зо (р — з) X зо(з)Хзо (д—в), где з^>0. и, следова

тельно, не содержала бы зо (д). Значит, ЯХ редуктивна. Тогда по 

теореме 5.1 а) из [5] ЯХ зо (р — з)Хзо (з, д), где 0 < з < р. По пред
положению индукции ЯХ' П зо (в, д) = с+ зо (к, у), где к < з, с а 
а зо (з — к).

Пусть я:ЯХ'-»зо (к, д) — проектирование. Так как к (ЯХ') имеет 
такой же вид, как ЯХ' П зо (з, д), то она редуктивна. Применяя лемму 
3.1, получим, что ЯХ' = Ь + (ЯХ' П зр (з, д)) = Ь 4֊ с + зо (к, д), где 
Ь с'(ЯХ'Пзо(з, д)), и, следовательно, Ь-\- сс.во (р— к).

б) Доказательство аналогично доказательству пункта а) лишь с 
той разницей, что по теореме 5.2 из [5] максимальная редуктивная 

подалгебра ЯХ имеет вид з (и (р — з) X и (з, д)) = (С + зи (р — з)) + 
4՜ зи (з, д). Здесь лемму 3.1 нужно применить в случае

т = (С4֊ зи (р — з)), а = зи (з, д).
с) Доказательство аналогично доказательству пункта а).
Лемма 3.3. Пусть ЯХ' — собственная подалгебра в алгебре

ЯХ = зо (р, д), где д —четно, д>4. Если ЯХ' содержит за я \-3- и не
. 2/

содержит зо (д), то ЯХ' имеет вид ЯХ' = а+ зи , где -֊■ , 
2*

а с. зо(р — 2к) X С, С — центр алгёбры и (к, — ) ■
\ 2 /

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по 
р. При р = 0 лемма очевидна. Рассмотрим максимальную собствен

ную подалгебру ЯХзэЯХ' алгебры зо (р, д). Здесь, как и в лемме 3.2, 

легко понять, что подалгебра ЯХ не может быть параболической и, 

следовательно, редуктивна. Рассмотрим два случая, когда 1) ЯХ со

держит зо (д), 2) когда ЯХ не содержит зо (д). 1) По теореме 5.1 а) 

из [5] ЯХ = зо (р — з)Хзо (з, д), где з<^р. Рассмотрим подалгебру



14 Р. О. Назарян

ЯХ' n so (s, g), которая 
с + su (к, где с с С

по предположению индукции имеет вид 

su ( к, — )) . Пусть к: ЯХ' -» so (s, q)—проек

тирование. Так как я (ЯХ') имеет такой же вид, как ЯХ' Л so (s, q), то

она также редуктивна и по лемме 3.1 ЯХ = 6+su , где 6 с

максимальная компактная подалгебра

алгебры ЯХ^ Имеем su (֊М«= Я cz so (р)Хso (д). Так как su(-^-j с 
\ Д / \ £ /

с J? П so (g) с so (g) и su J — идеал в R, то по теореме 5.16) из

Р
. 2 ’[5] р— четно и su

3.1, получим, что ЯХ SU

. Применяя лемму

), где Ь — идеал в

2 ’
Р

.2 ’
ЯХ'. По лемме 3.26 ЯХ'Л su (~՜ , ~

\ 4* £, у

q \:, 1 и, следователь-

но, ЯХ' = Ь 4-с + su , где Ь+ с = а с: so (р — 2к) X С, С — центр

Лемма 3.4. Пусть ЯХ'—собственная подалгебра в алгебре ЯХ. 
Если

1) ЯХ = 5и (р, д), 2|д, д>2 и ЯХ' содержит 5Р(^~^, но не со

держит 5и (д), то ЯХ' = а 4՜ «р (к, > гДе (р — 2к)Х С, С —
\ 2* /

— центр и (р —2к, 2£ + д).

2) ЯХ = so (р, q), 4|д, д>4 и ЯХ' содержит spЯ \— 1, но не со- 
4/

держит su (— ), то ЯХ' = а + sp (к, — ), о so (р — к) X v, к с 
\ 2 / \ 4 /

с so(4k, q).
Доказательство. 1) Доказательство проводится индукцией 

по р с использованием лемм 3.2 и 3.3.
2) Доказательство аналогично 1) с использованием лемм 3.2, 

3.3 и первой части леммы 3.4.
В последующих леммах через spin (р) и spin (р, д) будут обо

значаться алгебры Ли групп Spin (/>), Spin (р, g) соответственно, т. е. 
образы алгебр so (р), so (р, д) при спинорном представлении.

Мы будем использовать теорему 5.1 работы А. Л. Онищика [5]. 
Отметим, что, как сообщил нам автор, пункт d) этой теоремы сфор - 
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мулирован неверно. Следующая лемма, доказательство которой также 
сообщил нам А. Л. Онищик, является исправлением этого пункта. 
Через so (4)с so (4, q) мы обозначаем подалгебру матриц вида

/ 4> Ч \
4 I А, О ],Л' = -Л.
q I 0, 0 ]

Лемма. Пусть SR — максимальная редуктпвная подалгебра в

SR = so (4, q)(q <4), содержащая su (2) <z so (4). Тогда SR сопряжена 
с одной из следующих подалгебр:

1) so (4, s)X so (q — s) (0-<s<g),

2) и (2, Я.\, (<7 = 2,4),

3) некомпактная подалгебра типа Gt (q = 3),
4) sp (1, l)Xsp(l) (g=4),
5) spin (3, 4), (g = 4).
Доказательство. Мы будем использовать терминологию и 

обозначения из [5]. Очевидно характеристическое представление под
алгебры su (2) с so (4) X so (g) в Р распадается впрямую сумму стан
дартных двумерных представлений. Поэтому из таблицы 3 видно, что

если SR не сопряжена R —• so (4) X so (g), то SR содержит простой 
идеал SRj= so (4, s)(0<^s<g), su (2,1) или Gt. Теперь применим ре
зультаты работы [8], в которой классифицированы простые подалгеб
ры в простых классических алгебрах Ли SR с точностью до квазисо
пряженности, т. е. сопряженности в группе всех квазивнутренних ав
томорфизмов (автоморфизм алгебры SR называется квазивнутренним, 
если он индуцируется некоторым внутренним автоморфизмом алгебры 
SRC). Пусть Г—фактор-группа группы всех квазивнутренних автомор
физмов по подгруппе внутренних автоморфизмов. В [8] доказано, что 
для SR = so (4, g)(g^4) группа Г имеет следующий вид.

SR = so (4, 4): P = Z2XZ։ и порождается, автоморфизмами Ad А, 
AdB, где

SR = so (4, g)(g = 1, 2, 3): Г = Za и порождается автоморфизмом Ad А, 
где
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(Через Er обозначается единичная матрица порядка г). Отсюда лег
ко следует, что в случае Ж = so (4, 4) группа Г переставляет про
стые идеалы алгебры R = so (4),Х so (4), действуя на них как четвер
ная группа Клейна, а в случае Ж = so (4, q) (q = 1, 2, 3) группа Г 
переставляет простые идеалы в сомножителе so (4) алгебры /? = so(4)X 
X so (q).

Рассмотрим отдельно различные типы подалгебр Ж^
1) 3Xx=so (4, 3). Имеем q = 4. Единственным 8-мерным орто

гональным представлением алгебры so (7, С) является стандартное 
вложение so (7, C)c:so(8, С) и спинорное представление (см., напри
мер, [6]). Поэтому из [8] следует, что SD?X квазисопряжена одной из 
подалгебр so (4, 3), spin (3, 4). Но поскольку Ж։ о su (2), из описан
ного выше действия группы Г на простые идеалы алгебры R следует, 
что 30?! сопряжена so (4, 3) или spin (3, 4) соответственно.

2) SRx = so (4, 2). Имеем q = 3 или 4. Единственными 7 и 8-мер
ными ортогональными представлениями алгебры so (6, С) являются 
стандартные вложения so (6, С) с: so (7, С) с: so (8, С) и представление

1 I
со схемой о—о—о 4֊ о—о—о. Согласно [8], отсюда следует, что 
Жг сопряжена либо so (4, 2) либо su (2, 2) (во втором случае q — 4). 
Из данного выше описания группы Г ясно, что Ж1 сопряжена соот
ветствующей подалгебре. Далее, Ж = N (Жл), откуда легко следует 
наше утверждение.

3) Жг = $о (4, 1). Аналогичное рассуждение дает, что Жх сопря

жена so (4, 1) или sp (1, 1), причем Ж = N (Ж1).
4) Жх = 5п (2, 1). Нетрудно проверить, что единственными орто

гональными представлениями алгебры si (3, С) размерностей не боль-
' 1 111

ше 8, являются представления со схемами о—о + о—о и о—о. Ис
пользуя как и выше результаты работы [8], получаем из первого 
представления стандартно вложенную подалгебру su (2, l)czso (4, 2) с 
с: so (4, 4), определенную однозначно с точностью до сопряженности. 
Второе представление является присоединенным и поэтому определяет 
подалгебру Ж2 = ad su (2, 1)с so (4, 4). Легко видеть, что подалгебра 
su (2) с: su (2, 1) отображается при этом на so (3)с so (4), т. е. не 
удовлетворяет одному из условий леммы.

5) Ж!=С2. Используя, как и выше, результаты работы [8], по

лучаем, что Ж! сопряжена подалгебре Gtcso (4, 3) и Ж = Ж։.
Соответствующая ошибка имеется и в формулировке теоремы 6.1 

работы [5]: в таблице 3 этой работы пропущено максимальное Л-раз- 
ложение so (4,4) = иг+ Ж', где 14/Г = {а,} и Ж" = spin (3, 4). Дока
зательство теоремы исправляется, если на стр. 586 применить теоре
му 5.1 d) в ее данной выше правильной формулировке.

Лемма 3.5. Пусть Ж7 — собственная некомпактная под
алгебра в Ж. Если
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1) SR = su (р, 2), где р = 1, 2, причем ЯК' su (2), то возможны 
следующие случаи-

la) SR' = а+ su (1,2), где а с С, С — центр алгебры s(u(p— 
—1)Х и (3));

16) W' = sp (1,1), р=2;
2) SR = so (p, 4), где p < 4, причем SR'zdsu (2) u SR' не содер

жит so (4), то возможны следующие случаи՝,

2a) SR' = a + su (k, 2), где a c so (p— 2 k) XC, C—

центр в и (к, 2); '
26) SR' = а -Ь sp (1, 1), где р = 4, а с sp (1);
2с) SR' — (7։ (некомпактная форма) р = 3 или р = 4;
2d) SR' = spin (3, 4), р =4.

Доказательство. 1) Пусть SR zj SR'— максимальная соб
ственная некомпактная подалгебра алгебры su (р, 2). Как и выше лег

ко показать, что SR редуктивна. По теореме 5.2 б) работы [5] имеем, 

что SR = s (и (2 — s) X и (s, 2)), где 0< s < р, либо SR = sp (1,1) при 
р = 2. В первом случае применяется лемма 3.1. Во втором случае, 
если интерпретировать sp (1,1) как so (1,4), то sp (1) интерпретирует
ся как подалгебра su (2) a so (4), отсюда видно, что характеристиче
ское представление алгебры sp (1) неприводимо. Поэтому наше утвер
ждение следует из леммы 5.3 работы [5].

2). Доказательство аналогично 1) с использованием леммы 
А. А. Онищика, доказанной в настоящем параграфе.

Лемма 3.6. Пусть SR' — собственная некомпактная подал
гебра в алгебре Ли SR = so (р, 7), где р^.7. Если SR' содержит 
алгебру Ga с so (7), то SR' имеет вид SR' = а X so (к, 7), 0<^Л<р, 
а cz so (р — к).

Доказательство. Так как Ga с SR' Л so (7)gso (7) и являет
ся максимальной подалгеброй в so (7), то 3R'Л so (7) = so (7) или G3 
В первом случае so (7)cz2R'cz so (р, 7) и применима лемма 3.2.

Во втором случае обозначим через /?' максимальную компактную 
подалгебру в SR'. Поскольку R' cz R = so (p)Xso (7), то R' = I + G2, 
где I cz so (р). Предположим, что SR' редуктивна. Тогда существует 
простой идеал SRjcSR', содержащий G2. Если SRJ некомпактен, то из 
классификации простых вещественных алгебр Ли видно, что SR, = Gg. Но 
характеристическое представление алгебры G2 в прямое дополнение к 
R в so (р, 7), является суммой р стандартных 7-мерных представле
ний, а в G?— присоединенным. Поэтому G2~CLso(p, 7) и мы пришли 
к противоречию. Если SR։' = G2, то SR' = so (7) X G2, т. e. компактна.

В общем случае применим индукцию по р. При р = 0 наше ут
верждение очевидно. Расширим подалгебру SR' до максимальной соб-
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ственной подалгебры SR', алгебры so (р, 7). Если SR' —редуктивна, 
то по доказанному выше SR' = aXso (к, 7), где к <_р, ac.so (р — к) и 
по предположению индукции SR' также редуктивна и имеет указанный 

вид (лемма 3.2). Если SR'— максимальная Л-подалгебра, то, как мы 

знаем из [5], ее максимальная компактная подалгебра R' — so (р) X 
X so (7—р), где р>0 и, следовательно, она не может содержать (7,.

Лемма 3.7. Пусть SR' — некомпактная собственная подал
гебра в алгебре SR.

1. Если SR = so (р, 8), р<8 и 5R'^ spin (7), то Ж =-aXso (к, 8), 
где 0 < £ < р, а с so {р — к);'

2. Если SR= so (р, 16), р-С 16 и SR'зэ spin (9), то SR' = а X 
X so (к, 16), где 0 <к<р, а <= so (р — к).

Доказательство. 1. Доказательство аналогично доказатель
ству предыдущей леммы. Если SR' о so (8), то применима лемма 3.2. 
Если SR'z3 so (8), то ее максимальная компактная подалгебра R' = I X 
X spin (7), где Zgso (р). Пусть SR' редуктивна и пусть SRX— простой 
идеал в SR', содержащий spin (7). Если SR' не компактна, то из клас
сификации простых алгебр легко усмотреть, что SRX изоморфна одной 
из следующих простых алгебр ERxS£sZ (7, R), so (s, 7), so (7, С). Ха
рактеристическое представление х алгебры so (7) в si (7, R) so (s, 7) 
и so (7, С) задается соответственно следующими схемами:

2 1 1
о=о=о о—о=о (s раз), о—о=о.

Пусть so (р, 8) = R + Р—разложение Картана. Так как характери
стические представление X алгебры spin (7) в Р является суммой р 
представлений со схемой

I 
о—о=о,

то таких подалгебр в so (р, 8) нет. Значит 9RX = spin (7) и DR'=so (р)Х 
X spin (7), т. е. компактна.

В общем случае проводим индукцию по р.
2. Либо SR'r>so (16) и применима лемма 3.2, либо максимальная 

компактная /J'cSR' имеет вид R' = I X spin (9), где I a so (р). Пусть 
SR' редуктивна и SRX—простой идеал в SR', содержащий spin (9). Если 
SRj некомпактен, то имеем следующие возможности:

SRX = sZ (9, R), so (s, 9); so (9, С); P II.

Характеристическое представление x подалгебры so (9) в si (9, R), 
so (s, 9), so (9, С) задается соответственно следующими схемами:

։ 1 i
о—о—0=0, о—о—0=0 (s раз) о—о—о=о, 
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а характеристическое представление алгебры spin (9) в Р, где Р — 
прямое дополнение к R в so (р, 16), является суммой р представлении 
со схемой

1 
О—О---- О“О .

Так как это представление не совпадает ни с одним из представле
ний, указанных выше, то si (9, R), so (s, 9) и so (9, С) не могут яв
ляться подалгебрами в so (р, 16), которые содержали бы spin (9).

Покажем, что случай ЯЛ1=/7П тоже невозможен. Действитель
но, любое представление FII в so (р, 16) имеет вид ф 4֊ kN, где ф— 
неприводимое представление размерности 26 и N— нулевое пред
ставление.

Из работы [2] имеем, что фг = ф4 4՜ Фх 4՜ М где i — вложение 
spin (9) в FI1, ф4 — представление алгебры размерности 16, фх—стан
дартное представление. Теперь утверждение следует из того, что 
<P44-?i4-(^4-1) N =£ Vi+IN.

Включим ЯЛ' в максимальную собственную подалгебру ЯЛ'сг 
с so (р, 16) и применим индукцию по р. Доказательство дальше про
водится аналогично доказательству леммы 3.2.

Теорема 3.1. Пусть G = G' • G" — собственное разложение 
простой группы Ли G. Тогда подалгебра ЯЛ" <= ЯЛ или ЯЛ' <= ЯЛ) 
имеет следующий вид:

1. Если %R = sp (р, q), (0 < р<?), то ЯЛ" = а X sp (k, q), где 
О Ск<р, а с sp (р — к);

2. Если ЯЛ — su (р, q), (0< р < q), то ЯЛ" = а+ su (к, q), где 
0^к<^р, а с su (р — к) 4՜ С, С — центр алгебры s (и (р—Ar)X “ (k, q)) 
или ЯЛ" = а X sp (к, где 0<^k^ 2-, а с su (р— 2k) -j-С, С — 

центр алгебры а (р — 2k, 2k 4՜ q)՛,
3. Если Я)? = so (р, q) (0<^р q) и разложение некомпактно, 

то возможны следующие случаи: 3R"=aXso (k, q), где 0<^k<^p а с 
cso(p-k); Ж" = аХ su (k,֊^\ где 0<k<֊֊ и q — четно, а 

acso(p—2k) X С, С — центр алгебры и (k, -^֊\ , W=aXsp (к,

4|</, 0 < k < —, где a a so (p—4k)X sp (1), sp (1) a so (4k, q); 3X"=Ga 
4

где p =3, g=4; ЯЛ"= spin (3, 4), где p = q = 4.
Доказательство. Пусть R9 — максимальная полупростая 

компактная подалгебра в ЯК. В силу леммы 1.1 имеем, что Ro = 
= 7?q4-^o> где R'o> Ro ~ максимальные полупростые компактные под
алгебры в алгебрах ЯЛ', ЯЛ" соответственно.'

Пусть это разложение задается следующей схемой:
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Roj R02»
Roi R(H2 Rfl2

где'7?01 = SP (p)> S“(p)> so (p)> a Ям = sp (q), su (q), so (g) для SR = 
= sp (p, q), su (p, q), so (p, q) (p =f= 2) соответственно. В случае DR == 
= so (2, q) имеем /?01 = 0, Ro։ = so (g).

1. Из лемм 3.4 и 3.3 работы [6] вытекает, что ^oi2 — О*1 ~
= sp (g). Теперь, применяя лемму 3.3 и лемму 3.5 2), получим DR" = 
— а X sp (к, д), где 0 < к <^р, ас sp (р — к).

2. Из лемм 3.4 и 3.3 работы [6] вытекает, что R'Q12 = 0 (при 

р^>1), причем Ra2 = su (g) или sp • Применяя леммы 3.2, 3.4 и 

3.5, получим наше утверждение.
3. Пусть д^>4. Из лемм 3.4 и 3.3 работы [6] вытекает, что 

/?'|2 = 0 и что для R'gj возможны следующие значения:

a) R'w = 50 (ч)>
б) 7?0'2 = G2 при g = 7, 8,
с) R'u2 = so(q— 1) при д —четном,
d) J?'2 = spin (7) при д = 8,
е) = spin (9) при д = 16.

В случаях а), б) д =7, d) и е) наше утверждение следует из 
лемм 3.2 (случай а)), и 3.6 (случай б)), 3.7 1) (случай d) б) g = 8), 
3.7 2) случай е)).

Рассмотрим случай с). Пусть /?'12 = 0. Тогда по теореме 4.1 из

[6] /?о2 = So (g) либо su либо sp > либо spin (7) (g=8), ли- 
\ 2 / \ 4 /

бо spin (9) (g = 16) и наше утверждение будет следовать из лемм 
3.2, 3.3, 3.4, 3.7.

Пусть =/= 0. Включим наше разложение в максимальное соб

ственное некомпактное разложение SR = DR' 4՜ SR". Как отмечено в 
[5] < вто либо редуктивное разложение, либо ^-разложение.

Пусть SR = SR' 4 SR" редуктивно. Из таблицы 2 работы [5], где 
перечислены все редуктивные разложения, легко усмотреть, что 
р = g И что SR' = si (р, R), или sp rAx sp (1), SR"=so(p, p—1).

Из вида SR' следует, что 7?oi = R«i = 0. Если Rt)i2=/= so (p), то из 
леммы 5.5 работы [6] следует, что R'm = so (р) и применима лемма 
3.2. Пусть R'O12 = so (р). Тогда при помощи леммы 5.4 из [6] полу
чаем разложение so (р) = я2 к՜1 z\pi 4՜ sc (р — 1). Отсюда и из теоре-
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мы 4.1 работы [5] следует, что Rm = su(—\ sp (■£•) или so (р), 
\ 2 / \ 4 /

spin (7) (р = 8), spin (9) (р =16). Из леммы 3.2 и 3.7 следует, что 
Rm=f=su (—, sp (, spin (7), spin (9). Значит Rm = so (p) и SR"= 

\ 2 / X 4 /

= SR' = so (p, p — 1).
Пусть SR = SR'+ SR"— A-разложение. Тогда в силу теоремы 6.1 

из [5] имеем, что полупростая часть SR' есть si (р, so (q— р), 

a SR" = so (р — k)Xso (к, q), 0<^£<jo. Разложение SR = SR'+SR" дает 
разложение со схемой

so (р) so (q — р) 
X I 

so (р) so (q)

Roi so (q —1),
где R'0l <= so (p — k)Xso(k). При помощи леммы 5.4 из [6] получаем 
разложение

so (q) =(«։«j-1 (Z?oi)+so (g —p)) + so (g — 1), 
где R'ol c. so (p — k)X. so (к). При помощи леммы 5.4 из [6] получаем 
разложение so (g) = (*2 «Г՝ (Rm) 4֊ so (q — р)) 4՜ so (g —1). Так как 
R'0lcso(p—к)Х so (к), где 0<^к<^р, то такое разложение невоз
можно в силу теоремы 4.1 работы [6].

Рассмотрим случай б) g =8. Пусть 7?012 = 0, тогда по теореме 
4.1 работы [6] R^ = so (8) и утверждение следует из леммы 3.2. 
Пусть Rq12 =/= 0, тогда по теореме 4.1 из [6] R'QX2 = so (8), R'm = 0. При 
помощи леммы 5.4 из [6] получаем разложение so (р) = (TCi "jf1 G։4-/?J։)4- 
+ R՝Of Отсюда и из теоремы 4.1 работы [6] следует, что р = 7, 
*01=0, R'ol=so (6), so (5) или so (5)Х$о (2)« Схема разложения имеет 
вид

so (8) •
/

so (7) so (8)
I, I
Roi G2

Невозможность такого разложения очевидна.
Пусть g = 4. Поскольку so (1,4) = sp (1,1), a so (2,4) = su (2,2), 

остается рассмотреть случай р = 3,4. Из лемм 3.3 и 3.4 работы [6] 
следует, что в разложении Ro = R'o 4՜ R'a одна из подалгебр содер
жит один из простых идеалов алгебры Л = so (р)Х so (4). Алгебра 
so (4) содержит простой идеал sa (2), причем существует автомор
физм алгебры so (р, 4), переводящий этот идеал в дополнительный 
идеал.
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Пусть р = 3. Если R'o содержит простой идеал so (4), то можно 
считать, что R'o = su (2) и применимы леммы 3.5 и 3.2. Пусть R'o => 
zjso (3). Включим разложение 2R = 2R/+2R"b максимальное разложение 
SR=SK'+3K". Из таблиц 2 и 3 работы [5] видно, что SR" = so (3,3), 

(некомпактная форма). Имеем G։-=3X'+ (G։Ոso (3,3)) = SR'+ 
+sZ (3, R). Поскольку G։ не допускает собственных некомпактных 
разложений, ЯХ' = Gs.

Пусть р = 4. Как видно из указанного выше, мы можем считать, 
что 2R"zosu(2), и применимы леммы 3.2 и 3.5.
Ереванский государственный 
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Ռ. Հ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ. Լիի պարզ իրական խմթերի վերլուծությունների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է Լիի ՏՕքթ, զ), ՏՍքթ, հ), $р(р> qj խմբերի ենթա- 
խմրերի որոշ հատկությունները։ Ապացուցվում է, որ այդ խմբերի կամայական վերլուծության 
մեջ, ենթախմբերից որևէ մեկը հանդիսանում է ոեդոլկտիվ ենթախումբ և ունի միանգամայն 
որոշակի տեսք։ Այնուհետև ներմուծվում է այսպես կոշված ^-վերլուծությունների դաս և 
ապացուցվում է այդպիսի վերլուծությունների գոյությունը։

R. 0. NAZARIAN. On decomposition* of simple real Lie groups (summary)

This paper studies some properties of subgroups and decompositions of Lie 
groups SO (p. q), SU (p, q), Sp (p, q). It is proved . in particular that in any de
composition of these groups, one of the subgroups is always reductive and has highly 
special form.

Then a special class of so-called {/-decomposition is introduced and the exis
tence of this decompositions is proved.
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Н. О. СИНАНЯН

О ВЗАИМОСВЯЗИ СХОДИМОСТИ И СУММИРУЕМОСТИ 
ОБЩИХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ

Введение

Рассмотрим бесконечную матрицу
Т = |]ат*|| (т, к =1, 2,- • •) (1)

и какой-нибудь бесконечный ряд

2 «», (2)

частные суммы которого обозначим через Зт (т=1, 2, •••). Г-средни- 
ми ряда (2), определяемыми матрицей (1), называют величины

АЛ(П = 2 атк 5* (т =1, 2,-). (3)
*=1

Говорят, что ряд (2) суммируется методом Т к значению 5, если ря
ды в правой части равенства (3) сходятся для любого т — 1, 2,и 
величины Ат(Т) стремятся к пределу 5 при т -» Метод сумми
рования Т называется регулярным, если всякий ряд (2), сходящийся 
к конечному значению 5, суммируется методом Т к тому же значе
нию 5.

Для того чтобы метод Т был регулярным, необходимо и доста
точно, чтобы матрица (1), определяющая этот метод, удовлетворяла 
условиям:

ОО

2 где Н не зависит от тп, (4)

Нт Дт* = 0 для каждого к = 1, 2, • • •, (5)
гп -* <»

Нт V ат* = 1. (6)
т “ *=1

Приведем два определения.
Определение 1. Будем говорить, что ряд

2 Ил(х),
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где ип (х) — почти везде конечные измеримые функции, определенные ■ 
на отрезке [0,1], суммируется методом Г=||ат*|| в метрике Lp [0,1]» 
р>0, к функции f (х) £LP [0,1], если ряды

> .л
2 аЛ* 5* (х) f S* (х) = 2 ui (х)
*-։ ' i-i

сходятся в метрике Lp [0,1] для всех л = 1, 2, ••• и Т’-средние

Ап (х, Т) = 2 аПк 5k (х)

сходятся к /(х) в метрике Lp [0,1], т. е.
1 

lim С|ДЛ (х, Г)—f (х)\р dx = 0.
л ■* “ J

•о

Определение 2. Ряд 2 иЛ (х) называется суммируемым по

мере на отрезке [0, L] методом Т = [am*J к функции / (х), если ряды 
оо

2 а„* 5* (х) сходятся по мере на отрезке [0,1] для всех л = 1, 2, • ■ • 
»=1

со

и Т’-средние Ап (х, 7) = 2 ал* 5* (х) сходятся к / (х) по мере на 

отрезке [0,1].
Заметим, что из сходимости функционального ряда по мере или 

в метрике Lp [0,1], 0<^р<^1, вообще говоря, не следует его сумми
руемость регулярными методами в тех же метриках.

Случай ортогональных рядов заслуживает особого исследования, 
так как можно ожидать, что для специальных рядов могут иметь 
место другие явления.

В настоящей работе исследуется взаимосвязь сходимости и сум
мируемости регулярными методами общих ортогональных рядов. При 
этом в основном рассматриваются сходимость или суммируемость по 
мере и в метрике Lp [0,1], 0<^р<^1.

Доказываются следующие теоремы.
Теорема 1. Для любой, полной в L2 [0,1] ортонормированной 

системы {®Л (х)} и для любого ленейного регулярного метода 
Т = где

lim max [ = 0, (7)т ֊» ео k
существуют ряд

2 С*<р*(х) (8)
*-1
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и линейный регулярный метод суммирования
Т, = Цат*Ц, (9)

удовлетворяющие следующим условиям;

2) последовательность {Ап (х, 7’0))^_1, Т0-средних ряда (8), оп
ределяемых матрицей (9), не сходится к нулю как в метрике 
Ьр [0,1], так и по мере на отрезке [0,1], хотя ряды

- *
2 ал* 5* (х), 5* (х) = 2 С1 ъ (х), П =1, 2, • • •
А-1 I —1

сходятся в метрике ЬР [0,1];
3) матрица ||ат*|| получается из матрицы Ц6тл[| добавлением 

бесконечного числа нулевых столбцов.
Теорема 2. Для любого заранее заданного линейного регу

лярного метода суммирования Т = |1ат«|, удовлетворяющего усло
вию (7), существует ряд

2 с* (х)
*=1

по некоторой, зависящей от метода Т, полной в Ья [0,1] ортонор- 
мированной системе (?л (х)}, который удовлетворяет условиям:

2) последовательность {Д„ (х, 7’)}^=1, Т-средних ряда 2 с*<рл(х), 
А-1 

определяемых матрицей Т.= ЦатлЦ, не сходится к нулю как в мет
рике Ьр [0,1], так и по мере на отрезке [0,1], хотя ряды

со к
2 а,„л 5* (х), 5* (х) = 2 а <Р1 (х), п = 1, 2, • • • 
А~1 1=1

сходятся в метрике Ьр [0,1].
Кроме того оказывается, что для некоторых полных ортогональ

ных сметем {<рЛ (х)} (например, для системы Хаара) сходимость по
•о

мере произвольного ряда 2 аа <рЛ (х) равносильна его суммируемости 

по мере некоторым, отличным от сходимости регулярным методом. 
А именно, в § 3 приведен пример конечнострочного линейного регу
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лярного метода суммирования Т, удовлетворяющего условию (7), ко
торый вместе с тем обладает тем свойством, что суммируемость по 

во
мере этим методом любого ряда V, с*7.* (х) по системе Хаара эквива-

лентна его сходимости по мере (см. теорему 3, § 3).
При доказательстве теорем 1 и 2 использована лемма А. А. Та- 

лаляна [1].
Лемма (А. А. Талаляна [1]). Пусть {?« (х)}— полная в £։ [0,1] 

ортонормированная система, Ф (х) [0,1], 0<^р<^1 и р0—фиксирован
ное число, 0 < р0 < р.

Тогда для всякого натурального Ы и положительного т) суще
ствует полином по системе {?я (х)} вида

т
Н (х)~ 2 Ф* (ХЪ т>

который удовлетворяет условиям:

(Л<п<7п, р0< 9 р).

Доказательство теоремы 1. 
Пусть 

го = м (1.1)
—линейный регулярный метод суммирования, для которого имеет 
место 

Нт тах |6/7| = 0. (1.2)
/-♦ОО /

Не нарушая общности, можем считать, что 

шах [бу/КТ, г = 1, 2, (1.3)

Пусть далее {ея} — последовательность положительных чисел, для ко
торой

где Н— число, фигурирующее в условии (4).
Пользуясь условиями (4) и (6), натуральные числа 4 и пх выбе

рем настолько большими, чтобы выполнялись условия
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2^-1 
Л-1

(1-5)

2 1М<81> при ։<»!• (1.6)
/-л,+1

Пусть <СА^Л1—те натуральные числа, для ко
торых

6/,/*¥=0, Л = 1, 2,..., (1.7)
%

Обозначим

1=1 Н
равна нулю)(при к =1 сумма

Л (х) = 0 при I < п1։ I =/= ]г, )а, «€[0,1]

ет"р"։€4*

О при х£[0,1]\Д*

(* = 1, 2,- . ,^)
/л,+1(х)=0 при х [0,1]

Отсюда, из (4), (1.5), (1.7), (1.8) и (1.9) имеем

тез Ег -—— 
Н

о

(1.9)

(1.Ю)2 ^цЛ(х) 
/=։ .

и

Предположим, что определены числа пч, функции 4 (х), • • ■, /л, (х), • • • 
* • •, /л9_!+1 (х), (х), /л7+1 (х) и множества £1։ £„•••,£,.

Пользуясь условиями (4), (5) и (6) натуральные числа г?+1 и п?+1 
выберем настолько большими, чтобы имели место неравенства

2 &/Л (*)Р 2 /л*(х)
/-1 л *=1

р
<1х \е։+1 при

(1.П)
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п<?+1
2 ^,+17-1 <е,+1.

/-лд+։ I
(1.12)

2 1М<е?+։ при (1.13)
>“"?+։+։

Пусть пч + 1 < /т9+1 < у-?+а < ՛ • •<С/-?+1 < л?+։ — все те натуральные 
числа, для которых

7в+1. (1.14)
Обозначим

(к = т? + 1,-.., х9+։)

/ I 11 1^»+К։| .
(при к — х? + 1 сумма >] ։———1 равна нулю) 

‘—■ч+1 И

/y(x)^0 при Пд + 1 <у </։,+!, £=х?4-1

*(֊ [0,1]
1

//» (х) ~ 
о

(к = т, + 1,

при х £ Д>

при х£[0,1]\Д*
(1.16)

(1.19)

Продолжая вышеуказанный процесс бесконечно, 
последовательность функций

А(х),А(х),

мы определим

(1.20)
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определенных равенствами (1.9) и (1.16), натуральные числа /х < 
՛ * *, п։ Лч \... л^ ■ * * и множества /^>, ՛ * *, * ** ,

которые удовлетворяют условиям (1.11), (1.13) и (1.19).
Докажем, что ряд

2 bijfAx), < = 1, 2,... (1.21).
/-1

сходится в метрике Lp [0,1].
Так как в силу (1.15) и (1.16) имеем

1
С|/л (х)|с/х< ֊, л=1, 2, --, 
J Н
о

то учитывая также условия (4) (см. введение), получаем

1
Г 772 1 = 1,2,--. (1.22).

0J

Таким образом, ряды (1.21) сходятся в метрике Lp [0,1], а следова
тельно, сходятся также в метрике Lp[0,1], 0<р<1.

Используя лемму 1, с помощью матрицы (1.1) построим линей
ный регулярный метод суммирования

Т = Ы (1.23У
и ряд

2 С* <Р* (х)
Л-1

(1.24)֊

по системе [®Л (х)}, удовлетворяющие требованиям теоремы 1.
Сначала покажем, что последовательность {/* (х)}. удовлетворяет 

условиям
1

Ит Г |/я (х)|^ с/х = 0, 0<^р<1, (1.25)
Л-*ж» I 

о

lim sup 
l ♦ ОО

(1.26).

Из (1.15) и (1.16), предполагая, что л7 + 1<л-< л9+1, имеем

Й/л (х)|* </х= ,, 1 -• —при л = Л*+р• •’> А*+р *=°» 1> 2»' ■ -
Л |о/ й+1л1 п
о '

0 — для остальных л, п. пл-м-
Отсюда и из (1.2) вытекает (1.25).

Проверим выполнение условия (1.26)
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(1-27)

(1.28)

1 
4Н’

следовательно, имея ввиду (1.4), возьмем д0 настолько большим, 
чтобы

1
С 3 б.»/Л(х)

У л-л*+1

Таким образом, из (1.27), (1.11), (1.19) и (1.29) будем иметь

р
(1.29)

1 
Р 00 |р 1__ е 1
] 2 Ь‘<*х> —■ Ч>Чо- (1.30)

Отсюда, так как е? -> 0, вытекает (1.26).
Теперь приступим к построению матрицы (1.23) и ряда (1.24). В 

формулировке леммы 1, полагая Ф (х) = / (х), М-1, д = р, 7) = ^ 
определим полином

т,
2 сл <Р* (х), 
Л=1

который удовлетворяет условиям

(1.31)

(1.32)

где 1 -С п -С
Положим

Л/= 0 при у = 1, 2, • • •, т1 — 1; г1, 2,-• • , 

а/ш։=6и, г=1, 2, •••. (1.33)
т1

Предположим, что определены полином сдф* (х) и числа сиу, у = 1, 

2,- ■ •> тг, I= 1, 2, В формулировке леммы, полагая Ф (х) =
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"Ч
=//+1 (х) — с* <р* (х), Ы= пц + 1, д = р, т) = в/+։, определим по- 

*—1
ЛИНОМ

"/+1

2 С* ?* (х)
*- т; + 1

так, чтобы выполнялись условия

(1.34}

(1.35)

где +
Положим

Шу = 0 при j = zn/+ 1,- • ■, znz+i — 1; i = 1, 2,- ■ -, 

О//П/ + 1 — bl Z+P i 1 > 2,' * * • (1.36)

Продолжая вышеуказанный процесс бесконечно, мы определим матри
цу (1.23) и ряд (1.24). Теперь докажем, что они удовлетворяют всем 
требованиям теоремы 1. Требование 3) выполнено, в силу (1.33) и 
(1.36). Проверим выполнение условий 1) и 2) теоремы 1.

Пусть п — произвольное натуральное число и г выбрано так, что 
тг п т'-ь ։■

Имеем

(1-37)

Из (1.35) имеем

с* (х)
mr
2 С*?* (х) —fr+l (х) кdx<

С*<Р* (х)—/л (х)

Учитывая (1.37), (1.34), (1.38), (1.25) и (1.4), получаем
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р
</х=о. (1.39)

Таким образом, условие 1) теоремы 1 выполнено.
Прежде чем проверить условие 2) покажем, что ряды

2 а/у5;(х), ։»1, 2, • •. 
>-։

сходятся в метрике [0,1].
Учитывая (1.36), достаточно доказать, что

6/у Зту(х) Их -» 0 при г=1, 2,

(1-40)

Из (1.34) имеем

(5ту (х) — /;(х))
р
с1х +

(х) —/>(х)1р Сх -ь

<1х.

Отсюда, из (1.4) и из того факта, что ряд (1.21) сходится в метрике 
[0,1], вытекает

<1х —► 0, при /V > п-*

Учитывая (1.36), можем написать

2^?/5у(х) 
/-1

р
с/х>(х)

р 
с/х— (1.41)
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- 2 1^1*8,.
п=лг-1+։

Далее из (1.11) и (1.34) получим

|5т/.(х) — /, (х)|₽ +

а из (1.29) и (1.34) имеем

г—л,+1

г=л?+1

(1-44)

при д > <?о
Таким образом, из (1.41)—(1.44) получим

— 3 |6/7г|'։-8,-в,- 2 |6/?г|Р.ег= 

г=1 Г“=л^+1 4/7

-£■ я>я.-

Г-1

Из полученного неравенства вытекает, что То — средние ряда (1.24) 
не сходятся к нулю в метрике Ьр [0,1].

Теперь докажем, что они не сходятся к нулю и по мере. Снача
ла покажем, что последовательность

30-3



34 Н. О Сннанян

(1.45)
М J?=i

не сходится к нулю по мере при q —> оо.
Из (1.15), (1.16) и (1.13) имеем

1

Отсюда, из (1.11), (1.17), (1.18) получаем, что последовательность 
(1.45) не сходится к нулю по мере. С другой стороны из (1.36) и 
(1.34) имеем

1 ։
Г 2 (ацЗ) (х) — Ьи^х) I </х= ( [ Ьи ($т (х) —/у (х)

3 у-։ I 1,-1 I

<2 |6vl',-e/ <max |М₽-2(еу. (1.47)
Т-1 J J=1

Учитывая (1.2) и (1.4) получаем, что левая часть неравенства (1.47) 
сходится к нулю. Отсюда, учитывая, что последовательность (1.45) 
не сходится к нулю по мере, вытекает, что и Т’о-средние ряда (1.24) 
не сходятся к нулю по мере, что и доказывает условие 2).

Таким образом теорема 1 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим линейный регулярный метод суммирования (1.1) и 
последовательность функций (1.20), которые были определены выше 
равенствами (1.9) и (1.16). Возьмем следующую подпоследователь
ность последовательности (1.20):

{/Нх)}։*1\{/я.+։(х)};_,, (2.1)

где функции расположены по их порядку в первоначальной системе 
(1.20).

Пусть {<Рл (х))—полная ортонормированная система в Ь.2 [0,1].
С помощью леммы 1 определим последовательность полиномов

г т' 1
<|ч(х)= 2 с<7/(х) I =/= пк + 1, к = 1, 2,-• •; 1</< + со, (2.2)

+1 '

которые удовлетворяют условию

где l^nk + 1, к = 1, 2, •••.
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Пусть функции (9* (х)}^ дополняют систему (2.2) до полной в 
Ь„ [0,1 ] ортогональной системы.

Обозначим
'Ь+1 (х)=6* (х), к = 1, 2,--.. (2.4)

Таким образом, мы определим полную ортонормированную систему 
{Фл (х)};„։, где

Ф-М=^5ГМ։)- (2'5)
Рассмотрим следующий ряд:

для остальных п.

2 алФл (х), 
Л=1

(2.6)

где
_ если &=/»Л<-|-1, 1 = 1, 2,- -

1 0, если &=п/4-1, г =1,2,.... (2.7)

Докажем, 
Проверим

что ряд (2.6) удовлетворяет всем условиям 
выполнение условия 1). Обозначим

теоремы 2.

пг= [п—1, если п = пл4֊1, к = 1, 2,՛.,
(2.8)п

Отсюда, из (2.7), (2.3), (2.4) и (2.5) имеем

(2.9)

Кт Л-*со

<Сел'+ р/л' (х)1р(/х.

О

Учитывая (2.8), (1.2), (1.4) и определение функции (1.20), из неравен
ства (2.9) получаем

1 д
2а*Ф*(х)Г</х=0. (2.10)

*=1

Проверим выполнение условия .2). Сначала докажем, что ряды

2 6^5у(х),/=1, 2,.-., где5у(х) = 2 а* Ф* (х), (2.11)
У-1 А—1

■сходятся в метрике Ьр [0,1]. Учитывая (2.7), (2.8) и (2.3), имеем
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Так как в силу (1.15) и (1.16) имеем

(2.13)

то учитывая также условие (4) (см. введение), получаем

1 т
—У |6/у|—0 при п, т -* оо. (2.14)

Таким образом, из (2.12), учитывая (1.4) и (2.14), получаем

(2.15)

Из (2.3) и (1.19) имеем

Л? Г 1-е“ 2 14^ |$Дх)-//(х)Мх>4^֊ 2 |6,?#е7.(2.17)

Из (2.3), (2.7), (2.8) и (1.11) следует

2 (х) — (х)
>-։

р
</х+
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о /֊•։ /-։
е7- (2.18)

Из (2.3), (2.7) и (2.8) имеем
1 -

о У-л?+1 .
О 'Ч‘ 
|? + 1

1
1Мр-52е7- П 3

/-I О 1;=л?+1
Ь1Ч,/Г (*)

р

(2.19)'

(2.20)-

— шах (/х.

С другой стороны, из (1.13), (1.15), (1.16) получаем

2 Ь1Ч</)' (х) dx-* 0 при д —* оо, (2.21)

следовательно
1

3 б/,/Л'(х) 
у=п?+։

₽.՝
<1х -* 0 при д —> со. (2.22)

Отсюда, учитывая (1.3) и (1.4), из (2.20) и (2.22) получаем, что 
70-средние ряда (2.6) че сходятся к нулю в метрике £р [0,1]. Имея 
ввиду (1.11),1(1.17),|(1.18) и (2.21), тем же методом, что и в теореме 1г 
нетрудно показать, что 70-средние ряда (2.6) не сходятся к нулю и: 
по мере.

Теорема 2 доказана.



38 Н. О Синаиян

§ 3. Сходимость и суммируемость рядов 
по системе Хаара

В этом параграфе рассматривается следующий конечнострочный 
линейный регулярный метод суммирования

Т — ||а„,*||, (3.1)
где

О1* =

а?* =

1 
О

1 
о

при 
при 
при 
при

Л = 2
к ^2,

к = 1

ал* = 2«֊։ г
О — при остальных к 

(п = 3, 4,-..).

для которого доказывается следующая 
Теорема 3. Ряды

2 с* X* (х) 
*-1

по системе Хаара и последовательности

{Ап (х, Г)), п = 1, 2,-..

Т-средних этих рядов, определенных матрицей. (3.1), сходятся 
почти всюду (по мере) на отрезке [0,1] одновременно к одной и 
той же функции.

Доказательство. Рассмотрим линейный регулярный метод 
суммирования, определяемый матрицей (3.1), и ряд

2с*7.*(х) (3.2)
«=1

по системе Хаара.
Пусть

Ап (х, Т) = 2аЛшдт (х), л=1, 2,--, (3.3)
• т~1

т

где (х) =2 с* х* (х) —последовательность Т-средних ряда (3.2), 
*—1

определяемых матрицей (3.1).
Сначала покажем, что почти всюду сходимость ряда (3.2) и по

следовательности (3.3) эквивалентны.
Так как матрица (3.1) регулярна, то из сходимости почти всюду 

ряда (3.2) вытекает сходимость почти всюду последовательности (3.3).
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Теперь покажем, что из сходимости почти всюду на отрезке 
| [0,1] последовательности (3.3), вытекает сходимость почти всюду на 

< отрезке [0,1] ряда (3.2).
Представим Ап (х, Т) в следующем виде: 

ос
Ап (х, У) aij Sf (x) = S^n—2 (x) -f՜ С^п—2+j l.^n— 2 4.J (х) + 

/■=»
2«-2_ i J

4—ô7=2— с2"-2+2 7-2П~2+2 (■*)+■ ■ • • + 2 cîn—i Zÿi-։ (•*)• (3.4)'

Обозначим
Bn (x) = An (x, У) — 52Л_2 (x) = С։л-2+| ZjK-2-Ц (x) + 

2я՜’—1 1
4----- С2Л՜’ +’ '/-2я-’+2 (XH---------------------c2'1՜1 Z’n՜1 (х)' (3։5)

Для доказательства нашего утверждения достаточно показать, что 
lim Вп (х) = 0 почти всюду на [0,1], (3.6)

Л-*»

если последовательность (3.3) почти всюду сходится.
Предположим противное. Пусть

2Гс=[0,1], mes Е > 0, 
и на множестве Е последовательность {ВЛ (x))~_j не сходится к нулю. 

Обозначим
Ем = |х: xÇE, lim sup 15Л (х)| > -М • (3.7)

Ясно, что

U Ек = Е 
A-I

И
lim mes Ем ֊ mes Е.À֊* ОО

Следовательно, существует натуральное число 1с0, для которого

mes £*„Х). (3.8)
Так как последовательность

Ап (х, У) - Дл-1 (x, Т), п =1, 2, • • • (3.9)

почти всюду сходится к нулю, то по терреме Егорова существует 
множество G,

G с Ем„ mes G^>0, 
на котором последовательность (3.9) равномерно сходится к нулю. 

Пусть х0, х0 Ç G— точка плотности множества G, где

х0=/= —, тп=1, 2,---; 1 = 1, 2я*
Пусть далее ВЯ1 (х)—подпоследовательность последовательности (3.5),, 
удовлетворяющая условию
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|5л/(х0)|>А.
*0

(3.10)

Из (3.10) вытекает существование номера п (i), 2п‘ 2<n<2n/ 1 , для 
которого

|с/1«)-Хл(О (х)1>“՛

С другой стороны, из определения системы Хаара следует, что

|Дч (х)1> г-
к0

всюду на множестве [х: /.Я(О (х) ^О}.
Возьмем е<^՜. Пусть натуральное число № настолько

(З.И)

вели-

ко, что

]АП1 (х, Т) — Ля,-1(х, ГЖе при Ï^N, x^G.

Можно считать также, что

mes ДЛ«)П<? \ 1 .---------7-------->Т ПРИ ։>N>
mes Дя (/) 2

где Дя (/)—интервал, вне которого Хл<г)(х) = 0. Из (3.13) 
иметь

{х: /л (/) (х)>0) Л 6'=/=0 и (х: /я {/) (х)<0) Л G=/=0, i > N.
Легко видеть, что

(3.12)

(3.13)

будем

(3.14)

|ЛЯ{ (х, Т) Ащ-i (х, У)| |5Я( (х) 4՜ gnz_3 с2»1-з+2 У-2п1~а^2 (х) 4՜

2ni՜3_ i
+ ’ " * Н 2«7-з сгп/-2 Ха»/-2(х)|. (3.15)

Из (3.11) и (3.14) при г^> /V имеем

|х: ВЯ1 (х) > -Ц Л G =/= 0
I J

Отсюда и из определения функций Хаара получаем

|х. | Bnj (х) + CjdZ_3+j Х2Л/-3+2 (х) + • • ■ +

2"/-3_ i 11)
н 7^3— C2"I֊։ Z2»/-2 (х) > — I л 6 ÇQ, 
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что в силу (3.15) и противоречит условию (3.12). Теперь докажем, 
1 что сходимость по мере ряда (3.2) и последовательности (3.3) экви- 
। валентны.

Так как из сходимости по мере ряда (3.2) вытекает сходимость 
1 по мере к нулю последовательности

с2"+1 ^։Л+1 (х) + • —|֊С2П+։ ^а«+։ (х), л = 1, 2, • • •, 

а, следовательно, и последовательности {Вп (х))7_։ (см. 3.5)), то по
следовательность \АП (х, 7)}~=։ сходится по мере к / (х), если ряд 
(3.2) сходится по мере к / (х).

Остается доказать, что^из сходимости по мере последовательности 
(3.3) вытекает сходимость по мере ряда (3.2).

Предположим, что последовательность [Ап (х, Г))“^ по мере 
сходится к /(х). Так как

Ап (х, Т)= 52П-2 (х) + Вп (х), (3.16)
то для того чтобы доказать сходимость по мере к /(х) ряда (3.2)- 
достаточно показать, что последовательность {Д, (х))“^ по мере схо
дится к нулю.

Предположим [Вп (х))“=1 не сходится к нулю по мере, т. е. су֊ 
ществуют положительные числа е0| т)0> для которых можно указать 
последовательность натуральных чисед {т}£_1։ удовлетворяющих ус
ловию

mes {х: |ДЛ/ (х)| > ^) > е0. (3.17)՛

Учитывая, что последовательность {ДЛ (х, 7’))„_1 сходится по мере, 
можно указать число 7V^>0 такое, что

mes {х: |ДЛ (х, Т) - Ап-у (х, 7)'| >%} < ֊֊ (3.13)

при n^>7V. Пусть N, тогда
с

mes (х: |АЛ/ (х, Г)— АП1-\ (х, Г)| > ^0) > “ ' (3.19).

Ясно, что

|ДЛ, (х, Г) — ДЛ/-1 (х, Т)| = |5Л։ (х) +
1 2»J-3__J

+ »щ-з с2л'-3+2 »"<-8-и(*)4------- 1----- (3.20)

Из соотношения (3.17) следует, что существует л, для которого имеет

-1_лЧ֊1
------ сл Хл (х) > tjo, 2՞' -’ < л < 2я' ~։. (3.21).

место

тах 
х6(0,1]
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Пусть х(1) (х), Х<։) (*)»’••» X1*’(*) есть множество всех функций, удов
летворяющих соотношению (3.21).

Обозначим
е+ = {х: с/ х' (х) >0} и еу = (х: с< х' (*) <0|• (3.22)

1 -С / -С А:.
Так как 

շոլ -з _ լ
■ Ոլ_3 C2nr՜3 +շ Xj»j-3 +□ (x) + • • • 4 Qnl~3 C2nl~2 7-շպ-2 (x) = const

при х^е^и еу, то для произвольного числа г, г = 1, 2,•••, к, из со
отношения (3.20) и (3.21) следует, что

,|ЛЛ, (х, ТХ-Ащ-х (х, ЛО^о, (3.23)

хотя бы на одном из интервалов е/՜ и еу. Ясно, что

mes еу = mes е, , i = 1, 2, • • •, к

(е(+ U еу) Ո (еу U еу) = 0 i=f*j, i, j =1, 2, • • -, к 
k

mes U (еу U еу) —- mes {х: |5Л( (х)|>т)0| < տ0
(3.24)

Из (3.17), (3.23) и (3.24) следует, что
е

mes {x: \Anl (х, Т) — АП1-х (х, Г)| > тю} >^- >

что противоречит соотношению (3.19). Полученное противоречие по
казывает, что последовательность (ВЛ (х)|“_1 по мере сходится к ну
лю, чем и завершается доказательство теоремы 3.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 29.1.1974

Ն. Հ. ՍԻՆ ԱՆՑԱՆ. Ընդնանուր օրթոդոնալ շարք՜երի գումարման և զուգամիտության փոխադարձ 
կապի մասին (ամփոփում)

Ցանկացած չրիվ օրթոգոնալ սիստեմով կառուցվում է 2աէ1ք, որը զուգամիտում է, ինչպես 
նաե գումարվում է (Լ p մետրիկայով ,0 < p < 1) մի որոշ մեթոդով, բայց տարրեր ֆունկ
ցիաների!

N. 0. SINANIAN. On the Interconnection between the convergence and 
summability of general orthogonal series (summary)

By every complete orthonormal system a series is constructed, which both 
converges and sums (in Lp, 0 < p < 1 metrics) according to some method, but t0 
different sums.
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Р. 3, МКРТЧЯН

ПОСТРОЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ОСОБЫХ АБСОЛЮТНО 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

При исследовании спектра самосопряженного оператора возни
кает вопрос (см. замечание к предложению 6 работы [1]): существует 
ли строго возрастающая, абсолютно непрерывная функция, которая в 
каждой точке обладает конечной или бесконечной производной и та
кая, что ее производная равна бесконечности на множестве, порция 
которого на сколь угодно малом отрезке имеет мощность континуума?

Надо отметить, что были известны только примеры функций, 
которые обладали перечисленными свойствами, за исключением абсо
лютной непрерывности [2]. В этой работе строится абсолютно непре
рывная функция (с явным аналитическим выражением), которая имеет 
вышеуказанные свойства.

Кроме того, с помощью этой функции строится другой пример 
абсолютно непрерывной функции, который является обобщением ре
зультата, содержащегося в работах [3, 4].

Как известно [3, 4], существует функция /(<) со всюду опреде
ленной конечной производной, которая однако нигде не монотонна, в 
том смысле, что на сколь угодно малом интервале ее производная 
Г (/) принимает как положительные, так и отрицательные значения.

Возникает вопрос: может ли функция / (#) с такими свойствами 
быть к тому же абсолютно непрерывной?

В работе строится пример абсолютно непрерывной функции с 
указанными свойствами, которая имеет достаточно простую структу
ру. При этом оказывается, что построенная функция обладает даже 
ограниченной производной и явным аналитическим выражением на от
резке [0,1].

1°. Рассмотрим на отрезке [0,1] точки вида >

5,• • •, 22* — 1, а к = 1, 2, 3,• • •, и занумеруем их в 
ность Хц х։, х3, • • •, хп> • • • таким образом, чтобы

3 15 „x^ = —• •, х10= - ит. д. Если теперь допустить, что.

где р =1, 3,

последователь- 
индекс точки

хп = был больше индекса точки хт ~ Р 
շշ*' если

к = к', то при
, 1

ТОЧКИ X, =-----“ 1 2«
1 точек х3= —,

р^> р'. Итак, значению £=1 будут соответствовать две 
3

и х։= —; значению к—2 будут соответствовать восемь 
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х хг, •••,хг — все те точки, которые соответствуют значениям 
к=1, 2, 3, •••, (/— 1), то значению к = 1, очевидно, будут соответ-
ствовать точки 

1 3 _ 2«-1
х'+։ = ÿ? х'+2՜^՜’՜ ' х'+т~

где т = 22'՜1.

1 Г (1хНа отрезке [0,1] возьмем функцию Еп (/) = — I - ------------- , ко-
2 3 |х — хл|։я

О

торая равна Ухп 4֊ V I — хп при / > х„ и равна ]/хя — К хл — < 
при #֊Схя. Очевидно, что функция Еп (/) монотонно возрастающая, 
всюду дифференцируемая, абсолютно непрерывная и, кроме того

F՝n (Хл) = + °°» ^аг Г*  = Ап> ТА*

Рассмотрим функцию F (t) = 2 е* Fk (t), 

1 С dx
2 J |х — ХдГ ‘ 

о

1 где е*  = —, которая 
5*

монотонна и абсолютно непрерывна. В самом деле, монотонность 
функции F (t) очевидна, а абсолютная непрерывность вытекает из 
соотношений

mes F(M) = У s» mes F*  (M) и Ve» Var Г*  (/)< 4֊ oo, 
b=i t=i l®'

где M — произвольное измеримое множество, a F (Af) — образ множе
ства М, поскольку для произвольного множества М лебеговской меры 
нуль будем иметь mes F (M) = 0, а это значит, что F (/) — абсолютно 
непрерывная функция.

Нетрудно видеть, что функция F (t) имеет следующий вид:

F (/) = 2 e*  VХк — 2 s*  ]/՜Xk—t 4֊ 2 ел У t—Xk • 
*-i xk>1

Докажем, что функция Е в каждой точке имеет производную. 
Сперва рассмотрим точки х», Л = 1,2, 3,•••, в которых Е' (х*)=  4՜ 00 
А=1, 2, 3, —, потому что Е'к (х*)  = 4՜ °°. Далее возьмем произволь
ную точку 1=/=х^, к—\, 2,•••, и для каждого положительного А со
ставим отношение

Г« + А)-Г(р =
А

2 8* У /4-А—х* — 
Xk<t+h
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—2 2 в*  уХк—1 — Зе*  У(—Хк)=
*-1 **>< *к<‘

2 е*  ( И + А — х*  — V ։~хк) 2 г*  (УХк—1 — VХк—1—К}
*к<! , х*х+л ,__ А , -------------------------------- +

2 е* У*  4- А — X*  + 2 е*  УХк—1 
। «Хд«+Л«х*«4Л (1)

А

Рассмотрим следующий предел:

2 в*  (|Л + А _ х* _ УГ^) 
Нт —_________________ __

Л-.+0 А

\-1 VI + А— х*  — У1—хк
= Нт 2) е*  --------------г-----------------=

л-+о х*</ Л

л-+° х^« *У^  + А — х*  + У1—Хк ’

поскольку каждый член в ряде 2 ——--------- — моно-
хк< ‘ У1 + А — Хк + У 1—Хк

тонно возрастает при А —♦ -р О, то этот ряд монотонно возрастает и 
имеет место следующее равенство:

2 е* (V + Л — X*— I—X,) , 1
Ч»—----------------I----------------------= 4-2’.^=. (2)

л-+о А 2 х*<<  У։—хк ' '

Аналогично можно показать, что для любого положительного числа 8 
верно и следующее равенство:

Пт 2 = 1 2 (3)
Л-»+0 -г*>*+5  А 2 •։*><+ ’ ]/X* —/

Для второго члена правой части равенства (1) можем написать сле
дующие неравенства:

2_ 2 1---- < 2 е /х*֊7  - /х*-<-А
2 Х*Х+Л  УХк—t х*>/-гЛ  * А

потому что для каждого х*  > £ + А выполняется неравенство

1 У хк—1 — У՛ х*  — — А 1
2 У^=1 к •' А Ухк֊1 '
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Если А -*  + 0, то первый и третий члены неравенства (4) стремятся 
IVе* Vе* соответственно к —- хл и /л -г •
2х*>/  \Zxt-/ х*><Их* —

Докажем теперь, что имеет место следующее равенство:

Пп> з , Г4. АО - 2
л-»+о А 2 х*><Ихл—t

(6)
Если Л(/)=Н֊оо, то очевидно, что из неравенства (4) следует ра
венство (6). Если же А (£) "С Н՜ то Для любого в^>0 существует 
8 (е)^>0. такое, что

3 6*-  , 1 — <е И Л(0> 2 -==^>Д—в. (7)
г+«>хА>< у х* —I х*> /+гИ х* —I

В самом деле, так как каждый член в ряде 2 ■ к положителен, 
х*><  Ух„-(

то этот ряд можно переписать следующим образом: У ■ , где
х*:

И для каждого 1=1, Далее, для в>0 суще-
“ Е*(

ствует номер А/, такой, что У - ,-------- < в. Из построения точек х*
**<֊*

вытекает. что если взять 6< 2»*/.  ’ то

тервалу / < х* х -С £ + В будем иметь г г'о

из принадлежности х* /

и, следовательно,

ин-

2 -* < 2 ֊'У X* —< XI,—I

Равенство (3) и неравенства (5), (7) показывают, что при до
статочно малом Ао для всех А из интервала А(^>А^>0 будем иметь

2 8 У Хк~*  ~ V х*~ _ 2 г Ухц—{ — Ухк—1—Ь
х^>/+л * А /+а<хд<<-»-։ * А

х*><+։

е<2е+4^)

Так как Е произвольно, то

Нш 
л-»+о

2 е V — Кх*  — < — А У) г 
хл>։+п к К '^2

и поэтому, привлекая неравенство (4), убеждаемся в справедливости 
равенства (6).



Построение абсолютно непрерывных функций 47

Для третьего члена правой части равенства (1) можем написать 
следующие неравенства:

2 £* Хк~ 2 £*  Кх* —I 2 2 е*

Г уТ

Так как функция Г (/) абсолютно непрерывна, то функция А ({) = 
= 2 у. * —-- почти везде конечна, поэтому из неравенства (7) имеем 

что величина , * почти везде стремится к нулю при

Л -» + 0, при таких £, для которых А (;) конечна. Но с другой сто
роны

2
2 е* > 2 е* = *< хк<‘+*  *,

.«х*«+Л  Ух к—£ «<ХА«+Л УК՜ У~Ь

а это означает, что третий член правой части равенства (1) стремит
ся к нулю для таких точек I, для которых А (/) конечна.

Следовательно из равенств (1), (2) и (6) вытекает, что имеет 
место следующее равенстве:

Иш гй + л)-г(о =_1/3 ^=+ з (8)

Л-+0 А 2 \хА<< у {—Хк хк>1 V Хк—и

Аналогичным образом можно получить равенство (8), когда А стре
мится к нулю, оставаясь меньше нуля.

Так как /Г/ {хк) = + °о при к — 1, 2,• • •, то при любом t равен
ство (8) можно заменить следующим равенством:

Г'(О= — ( 3 -7— + 2 -,4^=) • (9)
2 \лк<*  У/—хк хк>1 Ухк—1/.

Теперь рассмотрим точки вида ——, где р=1, 3, 5,- • 22*—1, а 
22А 1

к=1, 2, 3, • • - ,и занумеруем их в последовательность уг, уг, - ■ - , уР,- • • 
таким же образом, как это было сделано выше для точек (хА). Пока
жем, что для новых точек имеют место следующие неравенства:

+ Р = 1> 2> 3,-(10) 
В самом деле,

г-ы=֊֊('3 ,-=й— + з ՛* к2 \хк<Ур V у О — Хк *к>Ур  V Хк — ур/

<~( 2 (1/5*)/(1/2 ш։։^'*>)4֊  2 (1/5*)/(1/2 ш»х^>*>)  V
\хк^Ур хк>Ур /
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Аналогичным образом на отрезке [0,1] построим функцию

монотонно возрастающую, абсолютно непрерывную и в каждой точке 
имеющую производные

>(()=±(' 2
2 \Ур<‘ У* —Ур

(И)
Обозначим через

— ах
՝ 3 /•'(*)

о

Из равенств (9) и (11) вытекают неравенства

<1Х.

^'(0>2 е* и

Следовательно функции Ф (/) и Ф (<) абсолютно непрерывные 
тонно возрастающие. В самом деле, монотонность очевидна, 
лютная непрерывность следует из неравенств (12).

Докажем, что в каждой точке производная Ф' (/) =

моно- 
абсо-

(анало-

гичным образом можно доказать, что и Ф' (<)=—-— )•
Г (е)

В самом деле, если < — хк, А = 1, 2, 3,•••, то имеет место
х*+Л

Ит 
л ֊»О

Ф (хк + А) — Ф (хц)

2 г У\1-Хк\ 
нт — । ~
Л-0 л 1 еЛ

Л = 0.

Предположим, что в точке /0 производная Г' (#0) = 4- оо, тогда
легко видеть, что существует последовательность 
3, - • ■, стремящихся к точке #0 справа или слева, 
ственно имеют место равенства

точек х* р ։ = 1, 2, 
так что соответ-

Не нарушая общности, предположим, что точки ։=-1, 2, 3, •• 
стремятся к с правой стороны, тогда легко видеть, что для любо՛

Ф

А

и Ф
о

^'(0>2 8*.

1

и
а
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I го достаточно большого числа 0 существует А (Л) 0 такое, что

։ при любом < С Оо5 *о  + Л(Л)) имеет место неравенство 2 .—£==>Л.

[ Поэтому при положительном А<^А(Л)
/о+Л

ф «о + А) - Ф (10) 1 Г 1
к = ТЗ рйм<

1,

отсюда и следует равенство

и„ _0. (13)
Л-* +0 Д

Теперь докажем, что

Ит ф1>.+л)֊ф(/,) „0
л--о А

Так как 2 ----- — - = 4֊ со, то существует последовательность стре-
(0 V Х1ц — *0

мящихся к нулю положительных чисел 8* р ։ = 1, 2, такая, что

Е/ е*/ \
I — ■ — — о*. ) = 4֊ оо или, можно сказать, суще- 

(■) \ /х*, — V
ствует последовательность точек ։"=1» 2» 3, —, стремящихся

_ е*  г а ч _ т -
к (0 и ■ ՛ - — 8>, = — - - -----, г = 1, 2,• • •. Из соотношения

1 Ух,,-^

2 ■  = = 4՜ °° вытекает, что для любого числа А > 0 сущест-1
/ /х*, —

Л,(Л’ 8^
вует номер N (Л) такой, что V . * Л, следовательно, для

/=1 Ух* ։ —

любого отрицательного А, удовлетворяющего условиям #0 + Л,
/=1, 2,•••, -Л^(Л), можем написать

г,+л 4>+л
Ф«о + А)-Ф(4) . 1 Г I < 2 С 1 _ .2 г

А АЗ Г'(0 ЛЗ А А
։, «о

отсюда и из равенства (13) следует Ф' (/0) =0.
Предположим, что в точке Р' (*̂)<С  4՜ 00 > тогда для каждого

е՝п 0 существует окрестность А„ = (/*  — 8Я; /*  4՜ М» в которой функ-

30—4
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ция Рп (0 = 4՜ S ел ,___

V\t=^\ непрерывна и значение функции Рп (t*)~

- F' 0*)  - где 0 < е' < е;.
Для любого в 0 существует 3 (в) 0 такое, что при любом

|А| 8 (в) имеет место неравенство

(14)

В самом деле, легко видеть, что для функции 5Л (/) = Р' (/)— Рп (<) 
в точке справедливо равенство

<»+л <‘+л г*+л
Кт—[ 5я(*)Л=11т ^֊т[ =
л-и> А 1 *֊►<> \ Л л А J /

I» 1՝ р
= Г'(<*)-Р л(/*)  = 8;.

В силу непрерывности функции Гп (<) в точке /* для каждого 
|А|<А1 (в) имеем

<•+* /*+л <»+л
1 С 1 л 1 Г 1 л 1 С 1 л
АЗ Г'(0 л3 Р„(0 + 5„(О аз Рп(0 

г I* I*

< 1 —+ 2--—1—, +Д,
р„о*) 2 Р(Г)-*п 2

так как в' достаточно мало при больших п, то получается нера
венство

<•+*
— С —Л ֊֊*>------------- 1- в при |А| А, (в). (15)
А*)  Р'(0 Р{1*)  р ।

Теперь докажем, что для достаточно малого в > 0 существует 
положительное число А2 (в) такое, что имеет место неравенство

е+л
■֊J — "P»W<A.(.).

(16)

В самом деле, так как в' стремится к нулю и Рп (#*)  стремится
монотонно возрастая к числу Р' (г*)>0,  когда п стремится к беско
нечности, то для любого положительного в < [р' (£*)] 2 можно найти 

достаточно большой номер п0 такой, что 0 ■С г. С другой

стороны, легко видеть, что существует столь малое положительное
■число А, (в), что имеют место неравенства
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— I 5Я. (О Л < 2е' при |А| < А։ (е) и
"Ли 

г
(<*)] ’ > /”’(О > /» (<*)  - 8, если А, (8); + Аг (в)).

(*) УII — х*|

2°. В этом пункте покажем, что Р({) — строго возрастающая, 
абсолютно непрерывная функция, которая в каждой точке обладает 
конечной или бесконечной производной и такая, что ее производная 
равна бесконечности на множестве, порция которого на сколь угодно 
малом отрезке имеет мощность континуума.

Оказывается, что построенная нами в п. 1° функция обла
дает всеми перечисленными свойствами. Для этого нам достаточно

Тогда при каждом |А] <£ А։ (в) имеем
<’+Л /• + /։ Г-ЬЛ

±[ _2_Л_1Г д - 1Г _____
л 3 /'(О л З Р,.(0+5^и лЗ РМ

<•+*  „ , „ г+л
_ ± Г (0 ____> 1 _ а Г -^.(О >

аЗ Рп. (О (Рп. (0+ 5О. (0) г (г*)  л] ^.(0

т. е. оценка (16) верна.
Из неравенств (15) и (16) следует неравенство (14), откуда и вы

текает: Ф' (<*)  ••= ———— •Г'(**)
Таким образом, для каждой точки {£[0,1] получили выражение 

для производной

ф'(0=т4\ («'«о-с1—)•
(0 \

Абсолютно непрерывная функция С (/) = Ф (2) — Ф (<) в каждой 
точке отрезка [0,1] имеет ограниченную производную, модуль которой 
меньше, чем =Д—, а из условий (9), (10) и (11) вытекает, что эта 

2-՛ Ел (*)
функция С (0 не монотонна на любом сколь угодно малом отрезке. С 
другой стороны, очевидно, что эта функция имеет достаточно простое 
аналитическое выражение в виде следующего интеграла: 

1
У, *р --
(р) /!*—уР|

С(х) = 2
8*

л.
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доказать, что производная Е' (/) обращается в бесконечность на не
котором множестве, порция которого на любом сколь угодно малом 
интервале имеет мощность континуума, поскольку все остальные усло
вия уже были проверены в п. 1°. Для доказательства рассмотрим 
произвольный интервал (а, 6)с[0,1] и укажем множество М с (а, Ь), 
имеющее мощность континуума и такое, что производная Е (/)= + со
для всех В силу того, что множество
всюду плотно на отрезке [0,1], мы можем на 
вала (а, 6) выбросить интервал Д։ = (х* ։; х/,)

рить следующему условию: « \ b — я mes Д։ >------- и
2

построенных точек (х*|  
первом шагу из интер- 

так, чтобы удовлетво- 

(а, 6) и Ах не имели бы

общих концов. После первого шага на интервале (а, 6) останутся два 
интервала, которые обозначим через 6։, З3 и будем считать, что З3 на
ходится левее интервала З3. На втором шаге из интервалов 83 и 83 
выбросим соответственно интервалы Д3 = (х*,;  xi, ) и Д3 = (х*,;  х/։ ), ко- 
'торые удовлетворяют следующим условиям: интервалы Д/ и 8/ не 

имеют общих концов, mes Д/^> mes 8/ и Д/ П Д]=/=0 /=1,2,3, гдеAî = (jc*i  —eî,5 xh + sj,)-
Предположим теперь, что после /-го шага на интервале (а, Ь) 

имеются 21 интервалов, которые обозначены через 8^ +р (р =0, 1, 2, 
• ••, 2>— 1), причем так, что интервал Зу’+р находился левее интерва. 
ла 82/+? , если только р <_ ч (р, 4 = 0, 1, 2, ■ • •, 2> — 1).

На / + 1-ом шагу из интервалов 8г/ +р (р = 0, 1, • • •, 2>— 1) вы
бросим соответственно интервалы Дг/ +Р = (х*г/  +р ; хг,/+р) (р=1, 2,—

2^ — 1) так, чтобы удовлетворялись следующие условия: Дг/+Р и 
Р21+р (р=0, !,•••, 2'—1) не имеют общих концов,

те!5 Д2/+р > 4՜ тез 82/+р О’ = °» 1» 2» ՛ ՛ ■> 1). (17)

Д2>+2р П △г/-1+р =/= 0> Да/+гр+1 П Д2/-։+/, =/= 0, (18)
где Д2/-1+р = (х*г/֊1 +р — е’>у_1+р; Х12)-х+р 4- ^-\+р ).

Нетрудно убедиться, что после счетного числа шагов оставшееся 
множество М будет иметь лебеговскую меру нуль и мощность конти
нуума, поскольку все выброшенные интервалы были без общих кон
цов, а из условий (17) следует, что“ 2>-1

2 2 тез Д2>+р = Ь — а.
/“0 р—0

Нам остается доказать, что Г' (/)= + со для всех В пер-
.вом пункте уже было доказано, что /•'(/) = -|- со в каждом из концов 
интервалов Д; (/=1, 2, 3, •••). Предположим теперь, что точка / £ М



Построение абсолютно непрерывных функций 53

и էփ ж*,; Xit (f=l, 2, 3, •••), тогда существует бесконечное число 
»множеств = AJ —ձ1թ (р = 1, 2,• ••), содержащих точку է.

В самом деле, предположим противное, т. е. что существует та- 
-хой номер р0, что точка I не принадлежит ни одному из множеств 

тогда если из интервала (а, Ь) выбросим вместо интер
валов р’> А/л+1 ,- • -соответственно интервалы Д‘^; Д^ +1;- • •, которые 

-же содержат точки I, то полученное множество очевидно будет со
держать точку I, но, с другой стороны, из условий (18) нетрудно за

ключить, что полученное множество принадлежит такому множеству, 
зкоторое состоит из конечного числа точек х* р хц (1 = 1, 2, —, Ро—1), 
.»среди которых нет точки I. Полученное противоречие доказывает на- 
»ше утверждение. Из сказанного следует, что точка I принадлежит 
-каждому из множеств у/,; Т/,;--3 4.

3. Е. IF. Hobson. The theory of functions of a real variable, Volume two, New-York, 
1927, 412-421.

4. Pereno. Giorn. di Mat., XXXV, 1897, 132.

Так как множество состоит из следующих двух интервалов: 
) (х*, — в’ х*,]  и [х'р хЧ-Ье?2)» то> не нарушая общности, можно счи
тать, что точка I принадлежит бесконечному числу интервалов

—ел, 5 **/_]  (Р = 1, 2» ֊ )- г * р и
Из неравенства 

и равенства (9) следует, что F' Լէ) = + <х>. Таким образом, доказано, 
что F' (է) = + со во всех точках множества М.
Институт математики »
АН Армянской ССР Поступила 14.XII.1973

Ռ. Ц. Մկրաչյան. Մի քանի բացարձակ անբնցնաա ֆունկցիաների կառուցումը (ամփոփում )

Նշվում է որոշակի հատուկ հատկություններով օժտված բացարձակ անընդհատ ֆունկցիա
ների կառուցման էֆեկտիվ եղանակ։ Մասնավորապես ստացվում է նախկինում հայտնի РвГСПО-/- 
■օրինակի ընդհանրացումը։

R. Z. MKRTCHIAN. Construction of certain special absolutely 
continuous functions (summary)

An efficient way of construction of absolutely continuous functions with cer
tain special properties is indicated.

These considerations yield a generalization of known example due to Pereno.
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А. А. ВАГАРШАКЯН

ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Введение
Пусть £>—единичный шар в л-мерном евклидовом пространстве. 

Мы будем рассматривать класс функций 1Л, допускающих интеграль
ное представление 

։
и (х) = V (/ х) Л. (<), X О, 

о
где X — фиксированная, неотрицательная, конечная мера, а V — про
извольная функция, которую можно представить в виде разности двух 
неотрицательных, гармонических в £> функций.

При л=2 классы тесно связаны с известными классами ме
роморфных функций М. М. Джрбашяна [2].

Если ш (х)—возрастающая, непрерывная на [0,1) ^функция такая, 
что и (0) — 1 и 

։
У ш (х) с!х < оо, 

о
то, как показано в работе М. М. Джрбашяна] [1], существует неотри
цательная, конечная мера на [0,1] «/*<»(£)  такая, что

Классы ибыли введены М. М. Джрбашяном в работе [1], где они обозна
чаются . Определение классов ДО (<о) можно найти в [2].

** Заметим, что если ш (х) | оо при х 1 1, то ։в{1} = 0.

1 1

(р \""*1  рг I ш (х) хг </х 1 = I хг <1ат(х), 0<^г<^оо.
о о

Из факторизационной теоремы М. М. Джрбашяна [2] следует, что 
если ш (х) удовлетворяет вышеприведенным условиям, то совпа
дает с множеством функций вида ]п |/ (х)|, где [ш] и / не имеет 
нулей и полюсов*.

Некасательные граничные пределы для всего класса (ш) бы
ли изучены в работах М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна [3], [4].

В настоящей статье՜ показано, что для классов (для любого 
п 2)> при условии, что X {1} = 0**,  можно получить содержатель
ные результаты не только для некасательных, но и для некоторых 
касательных граничных значений.
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Автор выражает благодарность М. М. Джрбашяну за постанов- 
тку задачи, а также Н. С. Ландкофу за ценное обсуждение статьи.

1°. Введем обозначение 

где 0 =£ х £ D, р >0.
Мы скажем, что ф £ Ф, если <р (/) — непрерывная, неубывающая 

функция, заданная при 0 -С t<^2, ф (0)=0, <? (2) = 1 и существует число 
с<^со такое, что для любого 0<^/<2

2

но roil
J х"+։t

Докажем одно неравенство, обобщающее неравенство Н. Арон- 
шайна и К. Т. Смита [6].

Лемма 1. Пусть ф^Ф, тогда для любой, неотрицательной, 
гармонической в D функции и (х) имеет место неравенство

п (х) < 2 ц (<?£>) + sup Л11 (С< (х))-Л (2 + 2n+1 ne),
1>г (л) \ ф՞՜1 (Z) /

где ф (р (х)) = 1—|х|, а р— мера, фигурирующая в представлении 
функции и интегралом Пуассона- Стильтьеса.

Доказательство. Пусть

б? (у)>

где р—неотрицательная, конечная мера. При и y^dD имеют

место неравенства |г/ — х| 1 — |х| и 2 |у — х|> у——- Используя

яти неравенства, мы получаем

и (х) = [ + f < 2р(Ср (х))+ 2„+1 (1 _ до Г cMCJfn <

+2(i(<?i,)+2'1+I n (i-M) f —dt <
(1—Ixl)՞՜1 • J i +1

p

‘ > р \ «р՞՜1 (0 /\ (1 — |х|)я 1 .) /п+1
р

Теперь, предполагая, что р = р (х) выбрано так, что ф (р (х)) =1— 
— |х|, получаем
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и (х) <2 р (dD) 4- sup н(С/(х)) 
т՞՜1 (О

Введем несколько обозначений. Пусть А (г)— непрерывная, поло
жительная функция, заданная при г>0. Пусть Е^дО — некоторое 
множество. Рассмотрим все покрытия множества Е счетным набором 
шаров 5/ радиусов п: 

и положим
MA(£) = inf (£ А (п)),

где infimum берется по всем таким покрытиям. Заметим, что для лю
бого FC dD, Mh (F) > 0, если F^E, то Mh (F) < Mh(E) и для любых 
F и Е Мь (Fil Е) < Мк (F) + Mh (E). В случае, когда А (r)^- с > 0, при 
г>0, имеем, что для любого 0 =^=FcdD, M/։(F)^c. Легко прове
рить, что если

lim А (г) _
г»֊1

то Мп (dD) = 0.
Пусть ф£Ф. Обозначим

где
Лемма 2. Пусть § (#) 1—непрерывная, невозрастающая

функция, заданная при I > 0. Пусть <р £ Ф, а и (х) — неотрицатель
ная, гармоническая в И функция. Тогда для множества

у £ dD / sup ц(*)  
g(l֊W)

имеет место
Mh (F) = 0, (1)

где А (г) = т՞՜1 (г) % (<? (г)).
Обратно, для любого Рс дО такого, что Мь (Е) = 0, сущест

вует неотрицательная, гармоническая функция и (х) такая, что 
в любой точке у£Е имеет место

sup ц(*)  \ 
g (1 — W) /

= ОО (2)

Доказательство. Рассмотрим множество

Ед = (х £ £> / -4# (1 — |х|) < и (х)], 
где 2р (дИ) <С А < со—некоторое число. Согласно лемме 1, для лю
бого х £ £> существует (х) > р (х), где <р (р (х)) = 1 — |х|, такая, что
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и (х) < 2р (дВ) + (2 + 2л+։ пс) '^֊֊, 
?л-։ О' (*))

(3)

тде р—мера, связанная с функцией и (х). Далее семейство шаров 
(х)}Л££л на сфере покрывает множество Г. Действительно, пусть

' К (х), тогда для любого х £ Е имеем

!В силу монотонности ®

1

:а это означает, что Д9 (у)Л£д= 0. Следовательно, имеем
и (х) < Ау (1 — |х|), при х £ Дт (у).

(Поэтому у^Е, а это эквивалентно тому, что /’с и С/<Х) (х). Согласно

лемме Л. Альфорса — Н. С. Ландкофа (см. Н. С. Ландкоф [5], стр. 
‘246) существует счетное подпокрытие такое, что его кратность не 
(превосходит числа А (и), зависящего только от размерности п. Это 
подпокрытие обозначим {С/^) (х/)}. Согласно определению множе
ства Еа и в силу (3) имеем
Л — 2р. (дВ) < и(х0֊2н (<?£>) (2 2„+1 у(Сцха(Х1))

г(1֊Ы) ф՞-1 (<(*))  г (1-1«1)
Следовательно

Л (*  (XI)) = ф՞-1 (/ (Х1)) 8 (ф (/ (х/))) < ф"՜1 (/ (х,)) я (1—|х/1 ) < 
2 4՜ 2л+։ пс /с ( \\<А֊2^В)

Отсюда получаем
м„ * (< («,» < 2,+,г'*'^н  гП-

I А—2р (»£))

В силу произвольности А, Мн (Г) = 0.
Обратно, пусть Мн (Г)=0, ГсдВ. Тогда можем построить се

мейство шаров {5£п>) в дВ так, чтобы удовлетворялись условия

и = тп=1, 2,--

и
(4)

где г(кт>— радиус шара 5^а). Обозначим у^^дВ— центр шара \ 
Тогда функция
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“ <*)  = 2, ” (А * (г1”>) И-’-Т7)
удовлетворяет требуемым условиям. Действительно, пусть у £ Г. В силу 
(4) для любого т = 1, 2, • • • существует кт такое, что 5*՞^  5 у. Рассмот
рим точки х« = (։֊■? Л!)) &1.
Мы имеем

следовательно, х*^ С (у)- Но с другой стороны

. -да _________ '■<"-*)
5(1 ֊ |<’1> 5 (1 -1*га ) (1֊Й’1 >-՛

Это означает, что для у £ Г имеет место (2).
2°. Теперь докажем основную теорему.
Теорема. Пусть ф £ Ф и X—неотрицательная конечная мера 

на [0,1], Х{1} = 0 и и —функция из 11,.. Тогда всюду на дй суще
ствует и конечен предел

Нт н(х),

кроме некоторого множества Г для которого Мл(Г) = 0 при 
любом Л, допускающем представление

л«) = фя-' (Ог(<р (0), 
где § (/) — неотрицательная, непрерывная, невозрастающая функ
ция и

1
У 8 (1 — 0 (0 < °°- 

о
Доказательство. Не умаляя общности, можно рассмотреть 

функции и££/х, допускающие интегральное представление
1

' и (х) = у и (/х) (0, (5)

где V — неотрицательная, гармоническая функция. Пусть § — неотри
цательная непрерывная, невозрастающая функция и

1
Г £(1-0 <А(0<оо.
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^Согласно лемме 2 для всех точек y^dD, кроме некоторого множества 
SEg с: dD, для которого Mh (Eg) = 0, где հ (է) = փ71՜1 (f) g (<p (£)), суще
ствует M = M (у) <Հ co такая, что

v (x)^.Mg(l — |x|), х^Дт-(у). (6)
□Пусть у ^dD^Eg. В силу (6) имеем

v (tx) < Mg (1 — t |х|) < Mg (1— t), x £b?(y), 0 < t < 1.
□Очевидно, что при 0<^ք<Հ1 имеет место

lim v (tx) = v (ty). 
а/увх-у

) Следовательно, в силу теоремы Лебега можно перейти к пределу под 
знаком интеграла в (5), и это показывает, что

л<4 (У)ЭХ-» у

существует и конечен. Следовательно, множество F czdD, аля кото
рого в любой точке y^F предел (7) не существует, входит в Eg, по- 
этому Mh (F) = 0. ։ .

I Ростовский инженерно-строительный инстиТуТ Поступила 7.1.1974

Ա. Ա. Վադարշակյան. Հարմոնիկ ֆունկցիաների մի ՛քանի դասերի եզրային հատկություններդ 
( ամփոփում )

Հողվածում դիտարկվում է հարմոնիկ ֆունկցիաների Uy դասերը, որոնք թույլ են տալիս

1
ս (x) = J V (tx) df (է), x£D, 

Q
ինտեգրալ ներկայացումը, որտեղ D-Ь միավոր գունդ է ՜դ֊չափանի էվկլիդյան տարածության մեջ, 
Լ-ն ոչ բացասական վերջավոր չափ է [0,1]-"*-^,  X {1}=0, էոկ V = Աշ, որտեղ ^(/ = 1, 2) 
ոչ բացասական հարմոնիկ ֆունկցիաներ են Ծ-ում։ Չափերի օգնությամբ, որոնք հանդիսանում 
են Հաուսգորֆի չափերի ընդհանրացումը, նկարագրվում է այն ենթաբազմությունը fC.dE), 
որտեղ Ա^լՍу ֆունկցիան եզրային արժեքներ չունի»

A. A. VAGARSHAKIAN. Boundary properties of some classes of harmonic 
functions (summary) 

i*
The classes Սհ of harmonic functions, which permit integral representation

1
a (x) = J v (tx) dl (t), x Հ D, 

о

where D is unit ball in' n-dimensional Euclidean space, X is nonegativ, bounded 
measure on [0,1], X {l}=0, and v=v1—v2, with nonegativ harmonic functions vl ,i =,1, 
2, or are considered. The subset FCdD, where the function a^U-^ has no_bounda- 
ry values is described In ter of generalised Hausdorf measures.
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А. П. ГОРЯЧЕВ

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
РЯДОВ ПО КУСОЧНО-ПОЛИНОМИАЛЬНЫМ БАЗИСАМ

Введение

В 1964 году П. Л. Ульяновым в работе [1] рассматривался воп
рос о сходимости рядов вида

• у lCm (У)|И Q)
m-1 т' m=i

при некоторых значениях |i и X для коэффициентов разложения функ
ции / (х) по системе Хаара (определение системы Хаара см. [2], стр. 
361, [1], стр. 367, можно пользоваться определением из книги [3]> 
стр. 57, но с учетом замечания, сделанного П. Л. Ульяновым в рабо
те [1], стр. 367) для функций ограниченной вариации. Система Хаара 
нормирована в пространстве Z,2 (0,1). В работе [4] изучается, в частно
сти, тот же вопрос для нормированной в пространстве А2 (0,1) систе
мы Фабера-Шаудера (определение этой системы см. [5], [6], [3], стр. 
63), а также воп*рос  о сходимости рядов вида (1) для р- = 1 и X = 0. 
Т. Н. Сабурова [7] уже рассматривала сходимость рядов вида (1) для 
коэффициентов разложения некоторых классов непрерывных функций 
по нормированной в пространстве L2 (0,1) системе Фабера-Шаудера. 
Автором (см. [8]) были построены кусочно-полиномиальные базисы 
пространства С (0,1), являющиеся, в некотором смысле, обобщением 
систем Хаара и Фабера-Шаудера.

В настоящей работе изучается как сходимость рядов вида (1) 
для непрерывных функций ограниченной вариации, так и рядов вида 
(1) при н = 1 Для функций класса И» по кусочно-полиномиальным ба
зисам и системе Фабера-Шаудера, нормированным в пространстве 
L° (0,1) с 1^а<^оо, а также в пространстве С (0,1).

§ 1. Определения и вспомогательные утверждения

Определение 1. Пусть функция f (х) непрерывна на отрезке 
[а, 6]. Тогда ее модулем непрерывности называется функция

w (8, /) = ш (8, /, [а, 6]) = sup I/ (х) — f 
ix-yl*6  
х,уе гя, »1

Определение 2. Пусть ш (8)—некоторый модуль непре
рывности (см. [9]). Тогда классом функций Нт называется множество
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Н. = {f (х) е С (0,1): Ш (8, /) = О (Ш (8))).
При этом, если Ш (8) = 8я (0 •<«<!), то соответствующий класс функ
ций Нш называется классом Lip а.

В работе [8] для любого наперед заданного целого числа г 7>2 
была построена система функций {/,«),71=0. Всю совокупность этих си
стем обозначим через Fw любой системе {/т)“։=0С^г поставим в со
ответствие то число г, для которого она была построена. Кроме того, 
при г =2 наряду с системой {/,n)”=n из Г будем рассматривать систе
му Фабера-Шаудера {«рт]“=0- Таким образом, число 2 оказалось по
ставленным в соответствие двум различным системам, а любое г^>2— 
только одному. Ниже нам понадобятся следующие свойства системы 
{/»)т.о> полученные в [8].

1. Система функций (/т),7=о — базис пространства С(0,1).
2. Если

т = гп + (г — 1) р 4՜ q, где 0<р <гя— 1, 1 < g < г — 1, п > 0, (2) 

то*

* Через А1 (г, а, ?,•••) мы обозначаем постоянные, зависящие только от вхо
дящих параметров. Если постоянная зависит только от г, то эту зависимость мы 
.обозначать не будем.

Ыс < А = 8??՛ ’где 0 < < г’ (3)
носитель

Г р р 4-1 .
supp /,» = — > —֊ • (4)гп гя J

3. На своем носителе (см. (4)) функция fn (х) представляет со
бой многочлен степени г.

Нетрудно видеть, что эти же свойства имеют место при г =2 
и для системы Фабера-Шаудера {фт}“=0, если свойство 3 заменить 
ла

3'. На своем носителе (см. (4)) функция. ®,Л(х) имеет вид:

2я41 х — 2р при ~ < X < 2/>4- 1 
2я+1

?«■ (х) =
2р+2-2"* ‘ х при ^£±1 р+1С х •’С ------  .

2я

\֊0

Рассмотрим последовательность коэффициентов [ст (/))"։=0 разло
жения непрерывной функции /(х) по базису {//։։}„=$ В теореме 1 
работы [8], в частности, доказано, что

\ст (/)| < -42 ш (—, /, [ОД]՝) при т > 1. (6)
\ т /
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На самом деле, анализируя доказательство этой теоремы, нетрудно 
/убедиться, что справедливо

Предложение 1. Пусть система Нпостроена для
^некоторого числа г. Тогда коэффициенты разложения {ст (/)}^=г+1 
.любой непрерывной функции /(х) по базису {6п].^-п удовлетво
ряют неравенству (см. (2))

МЛКЛ[֊֊ ’ ^-гЬ’ где Р1 = ^(֊У (7) 
\ г 1 | г"՜1 г՞՜1 / \ г /

Из этого предложения можно вывести
Предложение 2. При условиях предложения 1 и наличии у 

функции / (х) ограниченной вариации верно соотношение
ГП + Х
У 1с<п(/)КАу (/) при п>1. 

т=гп + 1

Доказательство. Из (7) следует, что при гп т-^гп+1 (п^-1) 
для любой функции / (х) ограниченной вариации

Я1+1

[с™ (/)1<>СV (/)•
Рг

гп-1
Но тогда

/•"+։ г«՛ ։ тгт] г«֊1-! гя+гл+1) г(г-1)֊1 1
у МКА 2 7(П=Л 2 2 у(/) =

и։=лп+1 т-=гп+1 Р'=° т=гп+Р1Г (г—1)гП—> гП — 1

= Л3г(г-1) 2 V (/) = Аг(г-1) </(/),
р,=.о 0

гл-1

что и требовалось доказать. <
Коэффициенты разложения {ст (/)},7;=о непрерывной функции / (х)՛ 

по системе Фабера-Шаудера как известно (см. [5], стр.
106 — 109, [6], стр. 48—49, [10], стр. 230), имеют вид (см. (1))

Отсюда, в частности, легко видеть, что

|ст (/)| < Ш , У՝) при т > 1. (9).
\Л1 )
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Кроме того, из (8) можно вывести, что предложение 2 сохраняет силу 
и для системы Фабера-Шаудера при г = 2, точнее, имеет место

Предложение 3. Пусть ( С/п (/)} суть коэффициенты 
разложения непрерывной, функции / (х) ограниченной вариации по 
системе Фабера-Шаудера. Тогда

2п+։ 1

з |с1В(/)| <֊5- V (/) при п>0.
т-2Л+1

Доказательство. Из (8) имеем
2и+1 2я-]

2 1с(/)1 = у2
т=2"+1 Р~°

2р+1 /> + 1
1 2я-1 2«+1 2Л “I 1 1

УЮ+у,(/> =-5-у</),
4 I р 2р + 1 J ■<։ 0

2Л + 1

что и требовалось доказать.
Докажем теперь
Предложение 4. Пусть — либо система из И, по

строенная для некоторого числа г, либо система Фабера-Шауде
ра. Тогда для любого Л £[0,1] функция

у п+1

Вп (х) = 2 /я։ (х), п > 0 (Ю)
т —гп+1

обладает свойствами
|В„ (х)| < А5 при х С [0,1], (П)

|ВЯ (х+А) — Вп (х)| < Ав гп А при х £ [0,1 — А]. (12)

Доказательство. Пусть {/,л}“_0 — система Фабера-Шауде. 
ра. Тогда из свойств 2 и 3' непосредственно вытекает, что 0֊С2?п (*)<1  
при х £ [0,1] и \ВЛ (х+Л)—Вп (х)| <2Л+1 А при х£[0,1 — А], то есть 
неравенства (11) и (12) выполняются.

Пусть теперь {/т]“_0£7г. Тогда из свойств 2 и 3 следует, что 
Вп (х) представляет собой полином степени г на отрезках вида 
[ г ։ + 1 ] • л , „1—п—I’ где г=0>1’՜՜՜’ г ~1> причем

Вп{х} для х£ (13)



О свойствах коэффициентов рядов 65

Из (13) и свойства 2 следует, что
ЦВя|с<(г-1) А,. (14)

(Так как Вп(х)— многочлен степени г на отрезках длины —, то, со- 
гп

тласно неравенству А. А. Маркова (см., например, [11], стр. 174), 
три 0 < А -С 1 из (14) вытекает

|Д, (х + А) — Вп (х)| < 2 (г ֊1) А при 0 < х < 1—А. (15)
[Из (14) и (15) следуют неравенства (11) и (12) в рассматриваемом 
«случае, что и требовалось доказать.

Предложение 5. Пусть удовлетворяет условиям
предложения 4 и а ^-1. Тогда

т>1. (16)
V пг V т х

Доказательство. Пусть т>2 и {Лп)т-о— система Фабера- 
Шаудера. Тогда из (2), (4) и (5) следует, что при 2՞ < т < 2п+։ имеем

1 I 2~"
^1/т (х)1 *̂|/2 л + 1 (х)|а ~ [/2я+1 (*)]

0 0 0

2—Л—1

= 2 Г (2л+1 х)° ах = 2 • 2<л+1)». ———- ------ = —------- ->
.] °+1 2(«+1)(’+։) о+1 2՞

то есть в этом случае имеет место равенство

1/4> =---- 1—. 2-, 2я < т < 2"+1. (17)

(а+1)° 2’
Так как при а^-1 имеет место соотношение

1_

1< (« + !)'< 2, (18)

то из (17) и (18) следует, что

то есть (16) в этом случае справедливо.
Пусть теперь т^-2 и (/т)т_о€^- Из (2) и (4) следует, что

30-5
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Из (3) и (19) вытекает, что

А
т

т

чем доказано правое из неравенств (16). С другой стороны, ид 
свойств 2, 3 и неравенства А. А. Маркова для любого х £ ,

(х)|<2Л1г'1+2, (20)

причем в крайних точках этого отрезка рассматриваются лишь одно
сторонние производные. Из (3), (19) и (20) следует, что

ГР Ь? + ______ 1_______ гр+д 1______
։ гп + 1 2Д։ (1+в) гл+2 гп + 1 2Д, (1 га) гл + 2

Й/т (х)|° У 1/т(х)/’</х> У А-

0 ТР + Ч _ 1_____ гр-д_______ 1_______ ՝
г" + ։ 2Д։(1 + а) гп *-2  ,л+1 2Д,(1 + ,)гл+2

_ 2у4 ^л + 2. ______2______  ) (1х= (——— | ■ ______ 2_____
1 2Д (1 + О) г«+2) \а+1/ Аг (1 + о) гя+2 ՛

Отсюда и из (18) получаем

ПА ■ Т ГТ՜ ~ 
л;(1+а)°г° /

> А. 1 1 = 1 .А
2 А1-2-гг 1 4Лхг2 ՛ 

г՞ г"
при гп <^т -С гп+’> то есть

чем доказано левое из неравенств (16) в рассматриваемом случае. 
Наконец отметим, что во всех рассматриваемых системах

А (х) = х- Поэтому

то есть соотношение (16) справедливо и для т = 1, что и требова
лось доказать.

Замечание 1. Если !/т}т=о — система Фабера-Шаудера, то 
вместо неравенств (16) можно пользоваться равенством (17).
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§ 2. О скорости убывания коэффициентов разложения 
некоторых классов непрерывных функции

2

Пусть {/т}^=0 — либо система из Р, либо система Фабера-Шау- 
. дера, а (с™ суть коэффициенты разложения непрерывной функ-

7 ции / (х) по этой системе. Рассмотрим вопрос о сходимости рядов 
। вида

1сщ (/)!
т'

। при различных значениях X. Схожие вопросы для системы Фабера- 
[ Шаудера рассматривала Т. Н. Сабурова [7].

Теорема 1. Пусть {/т)"^— либо система из Е, построен
ная для некоторого числа г, либо система Фабера-Шаудера. 
Пусть 0<^Х<1 и ш (8) — некоторый модуль непрерывности. Тогда, 
чтобы ряд

2 |ст (/)| , (21)

необходимо и достаточно, чтобы

(22) 
т=1 \ т 7

Доказательство. Достаточность. Из (6), (9), (22) и 
того, что /(х)^/?ш (см. определение 2) следует (21).

Необходимость. Пусть условие (22) не выполняется, то есть

Поскольку члены этого ряда монотонно убывают, то, согласно 
результату П. Л. Ульянова ([12], стр. 53) для целого г!>2 выпол
няется

2 г«(։-МюЛ1Л= оо. (23)
п=й '

Мы построим такую функцию /0(х)^Ню, для которой ряд (21) рас
ходится, то есть

2 !Ст (/о)| = оо. (24)
т-1 т

Сделаем вначале два упрощенных замечания. Во-первых, исход
ный модуль непрерывности о> (8) будем считать, на основании леммы 
С. Б. Стечкина ([13], стр. 78) выпуклым вверх. Во-вторых, мы будем 
считать, что
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lim т-л <1—*■)!  a։ f—'\<^оо.

' \rn J (25)

Если же модуль непрерывности о»(В) таков, что для него (25) не 
выполняется, то функцию /0 (х) мы будем искать уже не в классе 
Нш, а в классе Lip (1—X), так как для этого класса соотношение (25) 
уже имеет место, а, как мы сейчас покажем

Lip (1—X) cJM,. (26)

В самом деле, при невыполнении (25) для любого сколь угодно боль
шого к 0 существует номер п0 такой, что для любого п>п0 имеем

(27)

гт 1 1 < 1Пусть — <о< —<гяо1. Тогда из (27) вытекает, что

то есть

“ (8>> 81-Х- (28)

Из (28) следует (26).
Итак, пусть для исходного выпуклого модуля непрерывности 

выполняются (23) и (25). Последнее означает, что найдется такая не
ограниченно возрастающая последовательность номеров и та
кое а 0, что

Г"7(1-М։о/ 1 \<а։у=1։ 2>... (29)
\г 1 /

Положим (п 1)

Так как <о (В) —выпуклая функция, а

1 = 1_____ 1 , г_____ 1 ։
г" г 4-1 г՞՜1 1 г 4-1 Гв+1 ’

то из (30) следует, что ■
(31)

Пусть Q < N<^М. Тогда
сЛ>0, п=1, 2,• ■
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Перейдем в (32) к пределу при со. Тогда для любого 
получим

Из (31) и (33) следует, что

2 '|сЛ|<оо. 
л=1

Положим

/о (*)=  2 Сл Вп (х), 
л=1

* Здесь и в дальнейшем мы полагаем сумму равной нулю, если в ней верхний 
индекс меньше нижнего.

(33)

(34)

(35)

где Вп (х) определяется по формуле (10). Из (11) и (34) вытекает, 
что ряд, стоящий в правой части (35), сходится равномерно и поэто
му представляет собой некоторую непрерывную функцию /0 (х). По
кажем, что /0 (х) £ Нш. Пусть 0 <^8-^1. Найдем целое число 
такое, что

1 / Алч-1
Пусть Л £ [0, 8]. Согласно (35) имеем*

|/о (х+ А)-/о (х)| < 2 Сп \Вп (х + А) - Вп (х)| + 
п=1

-Г 2 Сп |5л (х + А) — Вп (х)|.
л=^+1

Из (11), (12) и (37) получаем

(36)

(37)
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■V ~

|/о (х+А)—/о(*ЖА  Л2 спгл + 2Аб 2 сл. (38)
л =• 1 ■ п~ ^+l

Но (см. (30))

при А= 0, 1, 2,

Отсюда легко получить, что

(39)

Из (33), (36), (38) и (39) следует, что

то есть для любого 8 £[0,1] модуль непрерывности ш (г /о) < (А2г + 
+ 2Л1)ш(о). А это и означает, что /0(х)£//о.

Покажем теперь, что для этой функции /0 (х) £ На имеет место
(24). Рассмотрим 5Л.=2 Iе"1 Преобразуя это выражение, после-

1 т 1 ГПк /71 = 1
довательно получаем’

яу— ։ г«+1
^=2 2

я—1 т =гп +1
|с,я (/о)| 

п?.

яу֊1
= 2 Сп

/2=1

гл + 1 л^—1
V гП+ ~гП

т1 1 п Ап+1>1
т=гп+1 п=^

При этом мы пользуемся тем, что при и г >2 выражение
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откуда получаем (так как при 0<к<^1 как гх<^г + 1, так и г1-Х < 
< г + 1), что

Но как нетрудно убедитсья, используя дифференциальное исчисление, 
что при 0 < К < 1 и г >2 сумма

гх 4- r1-x <Z г + 1. (41)՛
Поэтому из (23), (29), (40) и (41) следует, что iim Sn - = со, то есть 

для построенной нами функции /0 (х) соотношение (24) выполняется. 
Теорема доказана.

Замечание 2. Отметим, что, как видно из доказательства, 
достаточность условия (22) имеет место и при к =• 1.

Из теоремы 1 сразу выводится
Следствие 1. Пусть система и число удовлетво

ряют условиям теоремы 1. Тогда чтобы ряд (21) сходился для лю
бой функции f (х) £ Lip а с 0 а 1» необходимо и достаточно, что
бы к 4֊ а > 1.

Рассмотрим теперь следующий вопрос. Пусть удовлет
воряет условиям теоремы 1. Положим (а^-1)

= т = 0, 1, 2,---. (42)’
II/ miler

Так как (Уш)“1==0— базис пространства С (0,1), то —тоже ба
зис этого пространства для любого а >1. Из (42) следует, что коэф
фициенты разложения {сто (У))“^ любой непрерывной функции f (х).
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по
{Ст

базису {/т»}т_=о
(/)};_о по базису

связаны с ее коэффициентами разложения 
(/т|”_о соотношениями

Ста (/) — Ст (/) (43)
Мы исследуем вопрос о сходимости ряда

|Ста (/)!

при некоторых значениях а и X. Этот вопрос для системы Фабера- 
Шаудера при о = 2 был рассмотрен П. Л. Ульяновым [4] и Т. Н. 
Сабуровой [7]. Поскольку нормы ||/т||а допускают оценку через 
я * - сверху и снизу (см. предложение 5), то из (43) и теоремы 1
V т
сразу выводится

Теорема 2. Пусть [/т։|я=о определяется соотношением

(42), числа [1, со) и X таковы, что 0 < — 4֊Х<^1։ а ш (о)—неко-
О

торый модуль непрерывности. Тогда, чтобы ряд

2 hsiM < ю для всех f (Л) £ Нш ։
т-1 т

необходимо и достаточно, чтобы

(44)

Следствие 2. Пусть система 1/та}~=0 и числа а и X удовлет
воряют условиям теоремы 2. Тогда, чтобы ряд (44) сходился для лю
бой функции /(x)£Lipa с а £ (0,1], необходимо и достаточно, чтобы 
—+ Х-}-а>1. 
а

Этот (и даже более общий) результат для системы Фабера- 
Шаудера при а = 2 получен Т. Н. Сабуровой [7].

Положив X — 0 в условии теоремы 2, получим
Следствие 3. Пусть система {/та}“=0 удовлетворяет условиям 

теоремы 2, число а £ (1, оо), а ш (8) — некоторый модуль непрерывно
сти. Тогда, чтобы ряд

2 |ста (У)1 < 00 для всех f (х) £ На, (45)
771 —0

необходимо и достаточно, чтобы
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Следствие 4. Пусть система и число о удовлетво

ряют условиям следствия 4. Тогда, чтобы для любой функции /(х)^ 
) £ Lip а с 0 < а < 1 ряд (45) сходился, необходимо и достаточно, что- 
> бы---- F а}> 1.

s •
Достаточность этого условия для системы Фабера-Шаудера 

г при о=2 доказана П. Л. Ульяновым [4], а необходимость при тех 
же предложениях — Т. Н. Сабуровой [7].

§ 3. О сходимости рядов для функции ограниченной 
вариации

Здесь мы рассмотрим вопрос о сходимости рядов вида

S И>0, Х>0, (46).
т-1 т 

где {Cm суть коэффициенты разложения функции*  f (х) £

^СИ(0,1) по базису {/т)“^, являющемуся либо системой из F, либо 
системой Фабера-Шаудера. Для системы Фабера-Шаудера схожие 
вопросы рассматривали П. Л. Ульянов [4], В. А. Матвеев [14], Т. Н. 
Сабурова [7]. Поскольку при р О и X > 1 ряд (46) будет сходиться 
для любой непрерывной функции (см. (6) и (8)), то мы будем рас
сматривать лишь случаи р > О, 0<Х<1. Нами будет доказана еле֊ 
дующая

Теорема 3. Пусть {fm}n=o — либо система из F, построен
ная для некоторого числа г, либо система Фабера-Шаудера, а 
числа v и таковы, что р>0, 0<Х<.1. Тогда, чтобы ряд

S < со для всех /(х)£ СИ(0,1), (47)
«^1 т

необходимо и достаточно, чтобы
1. (48)

Доказательство. Достаточность. Пусть верно (48), а 
функция /(х) £ СУ (0,1). Не ограничивая общности, можно считать, что

1. Тогда получим

тх т=гп+1 zn „ , глл „«-։ т =rn+ 1
Далее, применяя неравенство Гельдера к внутренней сумме и учиты
вая, в зависимости от системы {/т|^_0> либо предложение 2, либо 
предложение 3, получим**

* Классом СУ (0,1) называется класс непрерывных функций, имеющих огра֊ 
ниченную вариацию на отрезке [0,1].

* * Мы обозначаем Ав = тах ( А 4, ֊~ ) •
\ ЛИ /
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3 ^<3^( 3 
т—г+1 т «=։ и.лл+1

Г 1 пи- ~ “ 1< Ау (/>] (г-1)1-" 2 — А (п Ь /) 2 ;я1^< «.

и ։ п-1 г л=1г

так как ։*  + Х>'1, то есть ряд (47) сходится.
Необходимость. Пусть теперь |*  + X <1. Построим такую 

функцию /о (х) С Ыр 1> Для которой ряд (47) расходится. Не ограничи
вая общности, мы можем считать, что р. = 1 — X и, следовательно, 
искать такую функцию /0 (х), что

V М/о)!1-1 
m2 /П'

Положим (см. (10))

rnn In2 п

(49)

(50)

Из (11) следует, что /0(х) £ С (0,1). Покажем, что она искомая.’ 
Оценим ее модуль непрерывности. Пусть 0<о'<1 и 0<А<8.

Из (12) и (50) следует, что

I/o (X + А) —/0 (х)| < 2 |Д"(х + Л)__^(х)| 
п=2 Г Л 1П Л

то есть модуль непрерывности <в (о, /0)-СЗЛв8 
следовательно, /0 (х) Ç С И (0,1).

Далее, из (50) вытекает, что

; Aeh 2 -1֊<зл։л, 
Л=2п1п п

и поэтому /0 (x)ÇLip 1,

у |сД(/о)|1-Х
Л т'

~ !
22(r'>nln41-z

■п + 1

2 
п .т

1
------V --------------------------- = оо 
д й-2 и1՜*  (1п л)2"2х

так как Х^>0, то есть для построенной нами функции /0 (х) выпол
няется (49). Теорема доказана.

Замечание 3. Как видно из доказательства этой теоремы, 
функцию /о(х)^ CV (0,1)г для которой верно (49), можно найти даже 
в классе Lip 1.

Применим теперь теорему 3 к вопросу о сходимости рядов вида 
(см. (42), (43))

Аналогично тому, как была выведена теорема 2 из теоремы 1, из 
теоремы 3 сразу выводится
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Теорема 4. Пусть система определяется соотно

шением (42), а числа а, р и У. таковы, что р- > О, 0<^>.-|——<1֊^ я. а
Тогда, чтобы для любой функции / (х) £ СИ(0,1) ряд (51) сходился, 

необходимо и достаточно, чтобы 1 ----- }>---------
= Р

Необходимость этого условия для системы Фабера-Шаудера при 
б = 2 получена Т. Н. Сабуровой [7].

Выведем теперь из теоремы 4 некоторые очевидные следствия.
Следствие 5. Пусть система удовлетворяет условиям

теоремы 4, а числа о и л таковы, что а^-1, Г>---—. Тогда для лю-
о

бой функции / (х) £ С И (0,1) имеет место соотношение

у։ |сЯ։з(/)|
2 —;—<°°- 
т=1 ™

Это утверждение для системы Фабера-Шаудера при а = 2 дока
зано П. Л. Ульяновым [4].

Следствие 6. Пусть система удовлетворяет усло
виям теоремы 4, а числа р и а таковы, что р >0, а^-1. Тогда, чтобы 
для любой функции / (х) £ С V (0,1) имело место

2 |rma(/)lli<OO>
m--0

о 
необходимо и достаточно, чтобы ------ •

° +1
Это утверждение для системы Фабера-Шаудера при а = 2 до

казано П. Л. Ульяновым [4], а для системы Хаара—тоже им [1].
В заключение выражаю искреннюю благодарность профессору 

П. Л. Ульянову за постоянное внимание к моей работе.
Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова Поступила 4.VI.1973

Ա. Պ. ԳՈՐՅԱՋԵՎ. Ստոր աո կտոր պոլինոմյալ բազիսներով շարքերի գործակիցների մի քանի 
հատկությունների մասին (ամփոփում)

Հոդվածում գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ, որոնք բնութագրում են 
կտոր աո կտոր պոլինոմյալ բազիսներով, ինչպես նաև Ֆաբեր-Շաուդերի սիստեմով որոշակի 
դասերին պատկանող անընդհատ ֆունկցիաների վերլուծությունների գործակիցների նվազման 

կարգը,

А. Р. GORYACHEV. On some properties of coefficients of series 
bp piece-polynomial bases (summary)

Necessary and sufficient conditions characterizing the rate of decrease of de
composition coefficients of some classes of continuous functions by piece polynomial 
bases and the Faber-Schauder system are found.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մաթեմատիկա X, № 1, 1975 Математика

А. Н. АЙРАПЕТЯН

О ПОВЕДЕНИИ ВДОЛЬ ХОРД НЕПРЕРЫВНЫХ, 
НЕПРЕРЫВНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ И МЕРОМОРФНЫХ 

ФУНКЦИЙ В КРУГЕ

Пусть О означает круг |я| < 1 и Г —окружность |я| =1. Положим 
/)(’) = {г; |г—Р՝|<1 — р)> гдеС£Г, а р—некоторое фиксированное число, 

удовлетворяющее условию Обозначим через /(С, ф) сег

мент круга О (С), оканчивающийся в точке и образующий угол ф;
те , .те
— <Ф < — с 2^2 диаметром круга D в точке С. Подобласть круга D,

ограниченная двумя хордами I (С, фх) 

и границей круга £)(С), обозначим через Д(0, <р1։ ®2). В случае, если 
/ (г) имеет предел, когда г —» е'°, г £1 (С, ф), этот предел будем обо
значать через / (9, ф). Отрезок I (С, ф) назовем отрезком Жюлиа для
функции /(я), если для любых ф! и ф2 (-----— фх ф2 —) функция

\ 2 2 /
принимает в А (0, ф1։ ф։) бесконечно часто каждое значение из сферы 
Римана, кроме, быть может, двух значений. Для произвольных точек 
я1։ z.£D обозначим через а (я1։ z2) неэвклидовое расстояние между ях 
и z2. Последовательность точек [я„}, zn£D, Ит|яп|=-1 называют

П֊*-ОО

^-последовательностью для! мероморфной в D функции f(z), если 
для любого е^>0 и любой бесконечной подпоследовательности {ял*) 
функция / (я) принимает в объединении неэвклидовых кругов {я; о (z, 
гП/) е} бесконечно часто каждое значение из сферы Римана, кроме, 

быть может, двух значений (см. [1]), сегмент I (С, ф) назовем Р-сег- 
ментом для f(z), если /(;, ф) содержит хотя бы одну Р-последо- 
вательность функции f(z).

Пусть М есть произвольное борелевское множество на Г. Поло
жим о — £/£>(□.

CgAf

Пусть далее cap* Е означает a-емкость множества Е, а сар0Е— 
логарифмическую емкость множества Е.

Докажем следующие теоремы. ,
Теорема 1. Пусть функция U(я)^-0 и непрерывная в D 

у довлетворяет условию
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|р1 -гГ[^(ге'0)]2г^6<-Н ОО (0<а<1). (1)

а

Тогда существует такое подмножество Е с М, саргЕ = 0, что в 
каждой, точке —Е имеем

Щгел) |</«|< + оо (г = ге*'0 £ / (С, ®)) (2)
ЦС.Т)

для почти всех значений у £ |---- —>

Замечание 1. В случае, когда о есть единичный круг, а М— 
единичная окружность, теорема 1 доказана в статье [3].

Теорема 2. Пусть функция Е(г) непрерывна в О и имеет 
там непрерывные частные производные первого порядка. Если

(1 — г)а ) gradF|։rdrd8<^ + ОО (3)(0<а<1),

то
1°. на М существует такое множество Е, сар^Е = 0, что в 

каждой точке —Е
( / “X \
I | grad F| | dz | + 00 ДЛЯ почти всех ®; ®м-------, —V (4)
J \ 2 2 /

Kt> ч=)
2°. существуют конечные пределы F(8, <f) для всех <р, для 

которых интеграл (4) конечен. Эти пределы равны между собой.
Теорема 3. Пусть М—произвольное борелевское множество 

на Г. Если функция w = f (z), мероморфная в D, удовлетворяет 
условию

У У (1 - г)'Р(г, 0)]3 гбгЛ < + оэ (о < а < V 8 (г, 6) == )

а

(5) 
то

1°. существует такое подмножество Ес.М, сар^Е = 0 (0-Са<^1), 
что в каждой точке —Е имеем

I о (г, 6)|dz|<+ ос (z = re։0£Z(C, <р)) . .
J (о)

КС, ?)

для почти всех «р;

2°. существуют пределы /(8, и /(8, <р2), /(8, <р։) =/(6, ®2) 
для всех и ф1։ -----—» — \ для которых интеграл (6) ко-

\ /

нечен;
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3°. для любых (-(------- , — \ и — Е, для которых
\ 2 2 J

J 5 (г, 9) | dz\ = + оо (z = re‘^l (С, <₽)), 

<60

сегменты 1(г„ <?) являются сегментами ЯЬюлиа функции f(z).
Замечание 2. Теорема 5 доказана в статье [2] в частном 

случае, когда а = 0.
В нижеследующем доказательстве используются схемы из [2] 

и [3].
Доказательство теоремы 1: Пусть е'ш£ М и z = rea£D. 

Положим

h(r, 6)=/t/(r’6)’ .
I 0 z^D— а

Обозначим через ф = ф (г, 6) = к — arg(re'e— 1), где 0<^г<О» 1®1<СЯ 
~ / .-л ч \ 3 7* sin Gи — < arg (re — 1) \ _Z”!t՛ Отсюда находим, что tg ф =------------- - и

2 2 1 — г cos °

0ф
де

~ [ arg (rert - 1)] = Im [log 1 -- 
ОТ от | ге,в — 1

г (cos 0 — г)
1 — 2г COS 0 + г։

(7)

Рассмотрим функцию

//(ш, Г, 0) = h (г, Ш -|- 0) ֊ЗГ' 
от

(8)

Она измерима для любого фиксированного ш как функция от г 
(0<г<1, |б|<к).

Из (7) следует, что //(<•», г, 0)>О в 5, {ге'°; соз0>г

и 0

Н(ю, г, 0)С0 в /) — Е. Обозначим через Д(и) = С С Н(ш, г, 9)б^е,

(3)

4 (ш) = — У т/(ю, г, 0) б^е. По определению Д (ш) 0, /2 (ш) > 0 для 

(0-5)

е/ш М. Сначала докажем, что /3 (<о) для любого е'ш £ М. Вве
дем функцию I (ш):

Л») uij г, 0) drde = Д (ш) — /2 (tu). (9)
D

Пусть Сг — окружность |z| = r (0<^г<^1) 

дф _ г (г — cos 0) г <՜ г 
дв 1 — 2г cos 0 + r։ г + 1

для reiB £ Cr — S.

Согласно (7) и (8) имеем

- //(со, г, 0) < rh (г, е + ш), rea £Cr-S. (10



80 А. Н Айрапетян

Оценим сверху интеграл (ю), используя неравенство Коши-Буняков- 
ского и условие (1).

Имеем

/2 (и) = — С Я(®, г, 6)</0<у«/г у гЛ (г, о) + 6) </9 = 

о Сг—5 0 Сг—5

= (* С Л (г, ш + 6) г(1г(№ у у К (г, 9 + ш) г<1гс№

(0-3) о

г о

Заметим, что длина хорды I (ш, <?) = I (е"‘, <?) равна

Х(։р) = (2 — 2р) сое <р и не зависит от и. (11)

тс к
Положим для-----—• ”7՞

25 "

£(ш, ®) = у и(г, 9)|сЬ|, г = ге'° £ I (ш, <р), (12)

I («I т) 

я 
~2

ЛГ(ш)=֊у £(®, ф)сов<р</ф. (13)

п 
2

В статье [2] при II(г, 9) = 8 (г, 9) доказано, что
А) Х(ш) измерима по Борелю.
В) /(ш) >(2р — 1) АГ(ш) для всякой е‘ш^М.
Единственное свойство функции 8 (г, 9), которое используется 

при доказательстве ее непрерывности. Так как в нашем случае функ
ция 1/ (г, 6) непрерывна, то следовательно имеет место (А) и (В). 
Докажем, что множество Е— {е'щ, е‘“£2И, X(ш) = + со) имеет

сараЕ = 0 (0-<а<^1).

Действительно, допустим напротив, что сараЕ^>0. По предпо
ложению множество Е должно содержать замкнутое подмножество Е, 
сараГ^>0. Тогда на Е существует такое распределение единичной 
массы, что потенциал
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dp-, (<■>) 
irei6-eifa 1’ ’

° $ “i rtI re — e I

О

dv-з (ш)> а=°

ограничен: 1 14 (r, 6) |< 14< +со при |z|<+°o. 
Рассмотрим вспомогательную функцию

1т.

Ua(r, h) = flog -—д1 , </?„(<■>).
J | re —e I

Ясно, что | Ua (г, 0)| < £/а< + со. Положим
2я

*• (г, 0) = jRe —_г\(ё^-))а (“ >•

В силу предположения |g։(r, 0)| 14<Z + °°֊
В статье [3] доказано (леммы 1 и 2), что

(1 — r)~ardrd^ < + оо (0 -Са<^1).
D

С другой стороны, имеем

диа(г, 0) Г д . ,е >-ш ч . у г------ - -------= — I — arg (re — е ) dpa^).
or J 00

F

(14)

(15)

(16)

Обозначим

Q (“» r, 0) = H (<ö, r, 0 — <o) = — h (r, 0) arg (re1’— e'“ ) =
Ob

_ rh(r, 0) (cos (0 —tn) —г) _ ,е с п
1 — 2r cos (0---со) 4֊ Г2

Легко видеть, что

А (г> 0) r dU'<r> 6). = f Q (ш, г, 0) <фа (ш). 
dr J

F

Рассмотрим интеграл

дг
(17}

Применяя неравенство Коши-Буняковского к интегралу I, получим

30-6
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СС(1-гГ[А(г, 6)]2 rdrdB Г С(1 - г)-Y дСГа}-- \rdrdb =
JÖJ V Г (18)

(1 _ г)’[£/ (г, 6)]2 rdrdB J J (i - г)՜’ ( dU^rr' 6) )8 rdrdb < 4- ос. 

D
С другой стороны, I(w) = J j h (г, 6 + О») ( — arg (re՛'1 — 1) ) drdO =

= yjA(r, 6') ( — arg (re'n —e"‘)}drd8' = r> $) ОткУДа> 

с учетом (17), будем иметь

Последнее ведет к утверждению, что 
ложению для всех е""£Г, /(“) = + °°- 
ству (18) и доказывает теорему 1.

Доказательство теоремы

I = + со, так как по предпо- 
Это противоречит неравен-

2. Положив в теореме 1
U (г, 9) = | grad F| и замечая, что | grad F\ удовлетворяет всем усло
виям этой теоремы, мы устанавливаем справедливость утверждения 
1° теоремы 2. Конечность величины L (с», ©) означает, в частности, 
существование определенного конечного предела /’(ш, ©). В силу 
теоремы 1, на множестве М существует такое подмножество Е1։ 
сараЕ1 = 0 (0<а<1), что для любого С = е1т £ M'S'Ei функция £(ш, ։) 
является суммируемой функцией аргумента ---- —> ~^՛ Поэтому

значения L (ш, <р) конечны для почти всех <р £ (------—
\ 2 2

Рассмо-

трим точки С = е’“ С М'\Е1, в которых Г(ш, <рх) == Г(ш, <рг) хотя бы для 

двух значений Тх Та, Фи ?г € (-----~։ ~)՛ Такая точка называется
\ " " /

точкой неопределенности для Г (г). Согласно теореме Багемила [4], 
множество точек неопределенности для произвольной функции /(г) 
не более чем счетно. Поскольку счетное множество точек на Г имеет 
нулевую п-емкость для любого а, 0 -Са<Г1, то теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Полагая в теореме 1 £/(г,6) = 
= 3(г, 6), мы получаем утверждение 1°. Утверждение 2° доказывается
точно так же, 

_ / it
как и во второй теореме. Пусть для некоторых б £ М

—> — 1 имеем
2 2/

C = e։e, z^Z(C, Фп).

Кс. ?«)
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'/Выберем значения ф1։ ®2 £ (-----—> — ) таким образом, чтобы
\ 2 2 /

յ 3 (г, 9) | ժ« I < 4֊ оо п1 = 1, 2,------
2

!И рассмотрим область Д (б. :р1։ <р2). Согласно лемме 5 из статьи Цудзи 
[5], если / (г) не принимает в А (б, <р1։ ®2) три различных значения и 

У 3 (г> 9) | </я К 4՜ °°> г = 1, 2, то 3 (г, 9) | </я | < 4- оо для всех

V ?,) с'(с. ф)

?ф; Фг'Сф^Фг- Поэтому /(я) должна принимать в Д (9, фх, ®2) беско- 
I нечно часто каждое значение из сферы Римана, кроме, быть может, 
.двух значений. Теорема 3 доказана.

Замечание 3. Точно так же, как и в статье [6] доказывается,

’ что отрезки I (С, ®0), для которых 3 (г, 9) | </я | = 4՜ °° являются

Кс.ф.)
Р-сегментами для /(я).

Замечание 4. Теорему 3 можно усилить, если вместо усло- 
г вия (5) написать следующее условие

— г)“ [о (г, 9)]*րժրժ9 < 4- оо.

Действительно из условия (5) вытекает, что

յ յ З2 (г, 6) րժրժ9<Հ 4՜ °°» 

— а /(со, ср)

(5Դ

ТС 
՜2

Но если функция /(я) имеет конечный интеграл Дирихле, то ее асимп
тотическое значение в точке С = еа Հ М совпадает с угловым предель
ным значением функции / (я) в точке С = п£ю. Следовательно /(я) имеет 
угловые предельные значения на множестве М, всюду, кроме, быть 
может, некоторого подмножества Е1г сар^Еу = 0 (0 < а <Հ 1).

Выражаю свою благодарность В. И. Гаврилову за постановку՜ 
задачи и ценные указания.

Армянский педагогический институт
им. X. Абовяна Поступила 21.1.1974

Ա. Ն. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. Շրջանում անընդհատ, անընդհատորեն դիֆերենցելի և մերոմորֆ ֆունկ
ցիաների վարմը լարերի երկայնքով (ամփոփում)

ներկա աշխատանքում ապացուցվում է ընդհանուր թեորեմ, միավոր շրջանում որոշված , 
դրական և անընդհատ, կամայական ֆունկցիայի եզրային վարքի մասին' մի բազմությունից 
դուրս, որի ա-ունակությունը զրո է այնուհետև այդ թեորեմը տարածվում է մերոմորֆ ֆունկ
ցիաների վրա, որոնց համար
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оо Շ(ր, 6) =
l/Z(rert)| \

1 +i/(re'։) 17

Ապացուցվում է, որ ք (։) ֆունկցիան ունի անկյունային եզրային արժեքներ և մի րաղմոլ. 
թյունից դոլրռ, որի ^-ունակությունը զրո է։ Որոշակի պայմանի դեպքում ք(շ) ֆունկցիայի 
համար գոյություն ունեն Ժյոլյիայի ճառագայթներ։

A. H. AJRAPETIAN. On the behaviour of continuous, continuously differentiable 
and meromorphic in a circle functions along the chords (summary)

A general theorem on the behaviour of a continuous positive in a circle function 
near the boundary of the letter outside a set of zero a-capacity is proved. This 
theorem is extended to the case of meromorphic functions f (z), for which

J J(1 — r)“8 (r, 0) rdrd 0 < + оо ^й (r, 0՝ 1/^)1
1 + l/(re'°) Is

It is proved, that f (z) possesses angular limiting values outside a set of ^-capacity 
zero. The existence of Gulia directions is also discussed.
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и ւր.պ»յ«մասփկա X, № 1, 1975 Математика

А. В. БАХШЕЦЯНО НЕКОТОРОМ ОБОБЩЕНИИ СИСТЕМ РАДЕМАХЕРА И УОЛША
В данной работе рассматриваются системы {гя) и {«>„} (определения см. ниже), которые являются в некотором смысле обобщениями, соответственно, систем Радемахера и Уолша.Наши рассмотрения основаны на одной идее А. М. Олевского (см. [1], лемму 2 об отображениях, см. также работу [2], в которой содержится замечание о том, что автором используется „предельный“ случай отображений, введенных им в [1]). Это позволяет свойства систем Радемахера и Уолша, связанные со сходимостью рядов по этим системам (в смысле почти всюду, по мере, в Lp, суммирование,-••)> полностью переносить на системы |гя} и { шя].Как известно, в литературе под названием „система Уолша“ фигурируют три ортонормированные полные системы, отличающиеся друг от друга лишь нумерацией внутри „пачек“. Следуя обзорной работе [4], мы их будем называть системами Уолша, Уолша-Пэли и Уолша-Качмажа (определение см. в [4], стр. 148—150).Из этих систем более подробно исследовалась система Уолша- Пэли.Сравнение результатов по системам Уолша-Пэли и Уолша-Качмажа (см. [4], стр. 173) показывает, что перестановки внутри „пачек“ уже заметно влияют на свойства соответствующих систем. Однако, как будет показано в данной работе, в вопросах, связанных со сходимостью в том или ином смысле, системы Уолша и Уолша-Пэли (а на самом деле некоторый класс переставленных систем) ведут себя одинаково.Пусть X и У— пространства с мерой, и дано отображение а: X—♦ Y такое, что для любого измеримого Ес У прообраз а՜1 (Е) также измерим и |a-i(E)| = |E|.При помощи этого отображения определим оператор A: Af = / о а, где f — вещественнозначная функция, определенная на У.Следующие свойства оператора А очевидны:
A (f + g) = Af+ Ag, A (f g) = Af Ag, Ac = c (c = const), 

lAfj = A Ifl и, вообще:а) для любого n
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AF(flt - fn) = F(Afv Af„• • •, Af„),где F(t1։ tit • ■ -, tn) — произвольная n-мерная функция, определенная наX /, (У).
J-J Ь) Если / измерима, то Af также измерима.Это сразу вытекает из определения измеримости и равенства (1).с) Если f интегрируема, то Af также интегрируема, причемJ fdy = ^Afdx.

Это свойство также легко проверить, учитывая равноизмери- мость / и Af.Из свойств а) и с) вытекают свойстваd) если f£Lp(Y) (1 со), то Af£ Lp {X), причемH/lUpCn = yAfiLpW
И е) если /£•$(/)> то Af^S(X), причемHs (X) = M/Js (X)’где 5 (X) — пространство почти всюду на X конечных функций g с нормой Фреше

№(Х)= Ji+i?dx' |

Определение. Систему функций {/Л}Л_о, определенных на пространстве X, назовем подобной системе {/Л}7-о, определенной на У, если для любого п

fn = Afnпочти всюду на X.В случае, когда а является взаимно-однозначным, сохраняющим меру отображением, то системы {/„} и {/Л} называются изоморфными.Из свойств оператора А непосредственно вытекает, что еслиООряд 2аЛ/Л сходится почти всюду на У (на множестве меры X О, л=Н)равномерно, абсолютно, по норме Lp, по мере, суммируется линейнымметодом Т) к функции /, то ряд У ап fn сходится почти всюду на я—1
X (на множестве меры Х^>0, равномерно, абсолютно, по норме Lp, по мере, суммируется линейным методом Т) к функции f = Af.
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Об обобщении систем Радемахера и Уолша 87Как известно из работ А. М. Олевского (см. [1], [2], [3]), такие ՛ обобщения систем Хаара играют существенную роль в ряде задач » общей теории полных ортонормированных систем и базисов в функ- I циональных пространствах.В настоящей работе мы рассматриваем аналогичные обобщения > систем Радемахера и Уолша.Пусть п = 2т + к, где т = [1о£3 п], 0 < к < 2՞*  — 1. Через △„Система удовлетворяет условиям1) |ДЯ| = 2~|1оля|, 2) Д2яиД2я+։ = Дя, 3) Д2япД2я+1=0.Пусть далее { Тп} — произвольная система измеримых множеств из [0,1], удовлетворяющих аналогичным условиям1) I « 2-1>ок."1, 2) г2я и Т2я+1 = Тп, 3) Тгп Л Т2я+1 - 0.Определим сперва отображение а: Т\ -> [0,1]: пусть 
ш -^ПП.Л ГЯ։П, -., где пт = 2՞1 4֊ 3 р/2т՜', 

1-1

Р1= 0 или 1 (т = 1, 2,• • • •) и не зависит от т (тп = 1, 2,■ • •), тогда “ - — х = а (/)= 3 р։ 2՜1 , т. е. а(<) = Л Дяг 
1-1

Справедлива следующаяЛемма. Для любого измеримого Е с [0,1] а-1(£) также изме
римо и |£| = |я-1 (£)|.Доказательство. Пусть 6/==[0,1] Л V, где V—открытое множество. Тогда 1л можно представить в виде

и— Ц А„(| где ДЛ/ П АЯу = 0 при гф}. Отсюда а֊։(й)= и а՜1 (ДЛ() = □ Тпг еоПоследнее равенство справедливо, так как сумма и ДЛг вместе с՜ каждым полуинтервалом ДЛ; содержит соседний полуинтервал слева (если левый конец ДЛ/ не совпадает с нулем) и соседний полуинтервал справа (если правый конец ДЛ/ не совпадает с единицей). Но так как |ДЯ|==|7’Я| для любого п и ТП1(\ТП} = 0 притру, то получаем
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|«֊Ч^1 = P-iTni = 21^|=2|ДЯ/|=|М. 
1=1 1=1Следовательно, для любого измеримого Ес[0,1] внешняя мера т*  [а՜1 (Е)1 < inf | U = inf |а~։ (ц)| = inf |Z7| = |Е|, 

Я

где inf в правой части неравенства берется по всем открытым U^E. Отсюда сразу вытекает, чтот*  [а֊1 (Е)] = 1- т*  [а֊1 ([0,1 ]КЕ)] > |Е|,т. е. а-1 (Е) измеримо и |а-1 (Е)| = |Е|.Лемма полностью доказана.Определим на Ti ортонормированные системы функций {гя} и (шл):
Гп (0 =

։я-։1 при €  и т2(2п+1)* '“° (n=0, 1, 2, -- ),
2я-։1 при f С U Г2 (2я + /)+1 

шо(О =1, тп (() = гт («) П1Г«-' (*)] Л (п = 1, 2, • • •), /—1
тгде п=2т + 2 р/2т՜', Р1 = 0 или 1, т — [1ога п].

1=1Нетрудно проверить, что почти всюду на 7\

Гп = Гп°<*>  — (п = 0, 1, 2,---), (1)где (гл}“_о— система Радемахера и —система Уолша-Пэли.Из равенств (1) и доказанной леммы следует, что системы {гЛ] и (шя) подобны, соответственно, системам Радемахера и Уолша-Пэли.Кроме того оказывается, что при соответствующем выборе системы множеств {Гл}, определенные выше системы [гя1 и {о>Л} совпадают почти всюду на [0,1] с некоторыми подсистемами и перестановками системы Уолша.Рассмотрим какие именно перестановки и подсистемы системы Уолша подобны системам Уолша-Пэли и Радемахера.Как известно, любое натуральное п единственным образом можно представить в виде конечной суммы
т2д։2', где qm = 1, qi — 0 или 1 (г=0, 1,---,тп—1), m -[log։ и].

1=0



Об обобщении систем Радемахера и Уолша 89Вектор (дг0, д1։ дт, О, О,---}, соответствующий числу п, обозначим через п .Суммой двух векторов х = (х*}  и у = (у*)  назовем вектор г = = {г*),  где г*  = |х*  — у>| (к = 0, 1, 2, - ).

* Результаты этой работы доложены на семинаре по теории функций в Инсти
туте математики АН Арм.ССР в апреле 1973 г.

Последовательность натуральных чисел {и*}  назовем линейно
I _независимой, если любая конечная сумма 2 п* ։ отлична от нуля (т. е.

/=1не равна вектору {0, 0, • • •}).Возьмем некоторую подсистему («-‘л*)  системы Уолша-Пэли*.Т е о рем а 1. Система {юЯл} является подобной системе Ра
демахера в том и только в том случае, когда последовательность {п*)7_ 0 линейно независима.Доказательство. Необходимость вытекает из следующих соображений. Пусть для некоторых и*,

2 п < = 0. 
1=0

*Тогда для тех же л*,  будем иметь
I 

П 
/-0почти всюду на [0, 1], так как в данном произведении каждая функция системы Радемахера участвует четное число раз. А это значит, что система |юЛ)1) не подобна системе Радемахера (аналогичное равенство для системы Радемахера не может иметь места).Для доказательства достаточности удобными являются следующие обозначения: {<Р}° = {*-Р(*)>О},  {?)»={*  Н0<0}.Пусть теперь {л*}  линейно независима. Для того чтобы доказать, что система подобна системе Радемахера достаточно показать, что для любого I|п = 2՜'-1, (2)

|л=огде — произвольный набор нулей и единиц.После чего, при соответствующем подборе множеств Тп(п — 1,2, • • ■) система {гя} почти всюду на [0, 1] совпадает с системой (шЯ4)' Покажем сперва, что для любых и и п' (и =/= п') и для любых г и г'



90 Л. В. Бахшеиян{и)л}' П {»л՛}'' = 1«’п|' Л (3)где у = |/—։*|>  т = п п' и шт = шп-шп։>

 I -1 1-1
* В случае, когда одна из (I = 1, 2, 3) тоадественно равна 1, доказатель

ство (3) более упрощается.
** При корректуре, автору стало известно, что подобные результаты получены 

Ф. Шиппом в работе „О некоторых перестановках рядов по системе Уолша“ (нахо
дится в печати).

Пусть ф1։ ф2, ф3 — функции системы Уолша-Пэли такие, что фх и 
<р2 являются произведениями различных функций системы Радемахера и

»« = ?!■?։. Н’л' = ?։-?з, »т = ф1-ф2.Тогда
{«»]' = (фгФз)2 =(Ь՝йП(®։)')и((?811П(ф։|"֊Ч

Ы'' = {?»•?»}'' = (1ф։)° Л '?з)'')и( ,1<Рз)։ П {?։}"'-11՛),

Ы= {*•?,}'=  (Ы' л (?«),։)ил ы1''-1՝).Отсюда сразу вытекает соотношение (3)*,  что позволяет при доказательстве равенства (2) ограничиться случаем, когда функции и ШлА, взяты из различных „пачек" системы Уолша-Пэли. А в этом случае равенство (2) становится очевидным.Следствие. Любая перестановка любой подсистемы Радемахера подобна системе Радемахера.Заметим, что в случае, когда определенная выше система [шл} почти всюду на [0, 1] совпадает с некоторой перестановкой системы Уолша, то отображение а становится взаимно-однозначным, сохраняющим меру.Теорема 1 позволяет описать класс всех перестановок системы Уолша, которые изоморфны системе Уолша-Пэли. А именно, вернаТеорема 2. Перестановка |ц>дд! ”֊9 системы Уолша-Пэли 
является изоморфной системе Уолша-Пэли в том и только в том 
случае, когда последовательность 1л2т]^_9 линейно независима и 
для любого к

Шпк -Шп2т-,ЮП1 , 
где к = 2т + 1, 0</<2т — 1.Следствие. Система Уолша-Качмажа не изоморфна системе Уолша-Пэли.Теорема 3. Система Уолша {фл)^ изоморфна системе Уол
ша-Пэли **.Доказательство. Легко видеть, что система (®2л)“_о подобна системе Радемахера (функции этой системы взяты из различных „пачек" системы Уолша-Пэли).Тогда система [<ря)7=о, где ®0 = 1, 

т т

фл = ф2л> Г] [ф2л>-։ ]₽' при п = 2т + 2 Р1 2т~‘ ,



Об обобщении систем Радемахера и Уолша 91)(/>/ = О или 1) будет подобной системе Уолша-Пэли. Далее, так как , функция ?,т имеет 2՞*  точек разрыва и множества точек разрыва 
<р2т и ®2* не пересекаются при m=f= к, причем в точках разрыва одной из них другая отлична от нуля, то ?„ будет иметь п точек разрыва.1 Следовательно, согласно теореме Бирнса-Свика (см. [5]) система (ffll/ÎLo совпадает всюду на [0, 1]) с системой Уолша, т. е. система Уолша также изоморфна системе Уолша-Пэли. Теорема 3 показывает, что свойства системы Уолша-Пэли, связанные со сходимостью в том или ином смысле, переносятся и на систему Уолша.Приведем некоторые из них. Пэли доказал (см. [6]), что система Уолша-Пэли является базисом в Լր (1 <Հ р <Հ оо), а Виллардом было доказано (см. [7]), что система Уолша-Пэли является системой сходи-

помости почти всюду, т. е. из того, что շ է4<Հ°օ вытекает сходи- 
л=0 

•омость почти всюду ряда ап шп.
л—ОТеорема 4. Система Уолша является системой сходимости 

почти всюду и базисом в Լք (1<Հթ<Հ_ °°).В заключение автор благодарит P. Н. Овсепяна за постановку задачи и постоянное внимание к работе.
Ереванский государственный университет Поступила 14.1П.1974Ա. Վ. ՐԱԽՇԵՅՅԱՆ. Ռադեմաիւերի և Ուոլջի սիստեմների մի ընդհանրացման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքի հիմնական արղյունքր կազմում է Յ֊րդ թեորեմը, որը պնդում է, որ Ոլոլշի և 
Ուոլշ֊Պելիի սիստեմները իզոմորֆ են լ Այստեղից հետևում է, որ Ոլոլշի սիստեմը օժտված է 
մետրիկական նույնպիսի հատկություններով, ինչպես և Ուոլշ֊Պելիի սիստեմը։

իլ. V. BAKSHETZIAN. On a generalisation of Rademacher and 
Walsh systems (summary)

The main result of the paper states that the Walsh and the Walsh-Paley sys
tems are Isomorphic,

This implies that the metrical properties of the Walsh-Paley system are sha
red by the Walsh system.
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