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ևմրաղրռթյո^ց խնղր.,մ է այն անձանց, որոնց ցանկանում էն հողվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ ղիտություններքւ ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա .Մաք/եմ՛ատիկա» ամ- 
սապրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները1

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ) է

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման որը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավոնք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անոնը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անոնը և հայրանոնը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի- Տե­
ղեկագիր, սերիա »Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ւքաթեմատիկա IX. б, 1374 Математика

А. А. ВАГАРШАКЯН

ОБ „УГЛОВЫХ“ ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ 
КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

Г. Пусть Ет— /п-мерное евклидово пространство. Пусть С (г)— 
неотрицательная, невозрастающая функция, определенная при г > 0 и 
удовлетворяющая условию

С (г) г"1՜' дг со. (1)
и

Мы скажем, что /л, р, если / допускает представление

/ (у) = Г С (Iх — у|) 8 (*) Лх, (2)

причем
1я(*)1/’А М ” < 00 (1<Р< °°)- (3)

Здесь х} — первая координата точки х, А — неотрицательная, четная 
функция, монотонная при положительных значениях аргумента.

Легко заметить, что если # (х) — непрерывная и финитная функ­
ция, то / (у), определяемая соотношением (2), тоже непрерывна.

Введем следующее обозначение: если р — неотрицательная мера, 
сосредоточенная на Е и имеющая единичную массу, то будем писать 
р -< Е.

Для изучения пространств ЗХо, л, р нам потребуются емкости, оп­
ределяемые следующим образом: если Е — борелевское множе­
ство, то

когда р > 1 (1/р + 1/д = 1), и

Сл (£) = ( inf fesssup А՜’ (yj ( G (|х — у|) dv- (х) ,
\ X У€Я'П J //

Rm

когда р = 1, где inf берется по всем мерам р -<£.
Нетрудно заметить, что введенные нами емкости обладают сле­

дующими свойствами:
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1. С/, (Е)^-О для любого Е с R'",

2. Если Ес Е, то С/, (А) -С С* (Е),

3. Сп

Пусть / непрерывна и принадлежит 2Хо. л. />• Рассмотрим следую 
щее множество:

Для любой меры р-֊< £, при р^>1 мы имеем

|/(х) (х) =

< О с ~ 

/?"< Л>"'

я
I А՜*"’՛

г<т

чр

Из этого неравенства следует, что
С„ (£)<||/Г|. <4>

При р — 1 доказательство неравенства (4) аналогично. В силу нера­
венства (4) мы можем утверждать, что следующая теорема является 
частным случаем теоремы Ароншайна и Смита [1].

Теорема 1. Пусть {/Л| — последовательность непрерывных
функций, принадлежащих ЧЕЛ0։ л,,,, и

Пт ||/„ — = 0.п, т -* х
Тогда существует подпоследовательность {/Лл}^„։ такая, что для 
любого а 0 существует открытое множество Е а R"1 такое, что 
Св (Е) <в и равномерно сходится на 7?"'Х Е.

Следствие. Если /£Я)?о, л./>, то для любого в>о существует 
открытое множество Е с: R"1 такое, что С/, (Е) в и / определена и 
непрерывна на Ет\Е.

Для дальнейшего нам потребуется одно неравенство типа изве­
стного неравенства Харди и Литтльвуда. Теперь мы переходим к 
формулировке этого неравенства.

Пусть /(х)—неотрицательная, измеримая функция на —<С 
<^х<со. Положим

£/(>.) = (х//(х)>>.|.
Определим функцию /* следующим образом: /* (х) > л, если 
|х| 1/2 т (Е/ (X)) и /* (х) >., если ]х| 1/2 т (Е/ (>.)) для любого
0<1< со, где т — мера Лебега на (— со, со).

Пусть А ({) — неотрицательная, четная функция, монотонная при 
положительных значениях аргумента. Введем функцию А, (/) («^>0) 
следующим образом:
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А ({ — а), если
Л, (О = Л։ (2/), если

I < — а
И<а

I > а,Л (# -}' ’)։ если
где А։ (/) Л (/), когда А (/) возрастает при ( >0 и

А, (0 =
А (<), если |<| > 2 а 
е$!чп{ А (х), если |£|-С2а։ 

— 2*<х<2»

когда А (/) убывает при /^>0.
Имеет место следующая
Лемма 1. Пусть /—неотрицательная, измеримая функция, 

а И — неотрицательная, четная функция, монотонная при /^>0. 
Если ъ (()—неотрицательная и симметрично убывающая функ­
ция, а |?| < а, то

и

(։ <х °°)>

где
/ (* ֊ «)> 
2 (/• •/2.)‘ (20. 
/(#4-а),

Ь (0 =
если £ <С — а • 
если |/1 < а 
если

Здесь '/л (() — характеристическая функция'интервала (—у, 7).
Пусть Р — ортогональный проектор из R"՛ на гиперплоскость 

/?то՜’ — [х £ Рт!х1 = 0). Через Е<*> обозначим подмножество множе­
ства Е, находящееся в полосе |х £ R"' / |хх| < е). Введем множество 

Е = П Р ,
л—1

где ея | 0. Легко заметить, что Е в действительности не зависит от 
последовательности (£л)“„г

Используя конструкцию Ю. Г. Решетняка [2] и лемму 1, можно 
доказать следующую теорему.

Теорема 2. Если А (/) — неотрицательная, четная функция։ 
монотонная при Е^>0, то 

р-1
Сл (£)<2 Р Сь (£) (1 <р< оо) 

для любого измеримого множества Е.
Исходя из следствия теоремы 1 и теоремы 2 можно доказать 

следующую теорему.
Теорема 3. Пусть /^ЯЯо.п.р, тогда { имеет конечные нор­

мальные граничные значения всюду на Рт~х, кроме некоторого 
множества Ес.Рт~\, для которого С/, (£) = 0.
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Доказательства результатов этого параграфа можно найти у 
автора [5].

2’. В дальнейшем мы рассмотрим некоторые подпростран­
ства пространств ЯХо. л,/> и докажем более тонкие граничные свойства 
функций из этих подпространств. Для введения и изучения этих под­
пространств нам понадобится несколько новых понятий.

Обозначим через |х £/?от/х1^>0}. Через Со (/?'") обозначим
непрерывные функции, определенные на R"' и стремящиеся к нулю в 
бесконечности.

Введем понятие выметания. Выметание меры р будет обозначать­
ся через р. Выметания мер Дирака определяются следующими свой­
ствами:

А А

1. 3* — неотрицательная мера в 7?՞' и ог (7?т) = 1; 
_ т .А

2. если х £ #+, то ох = 8Г;
3. если последовательность |хя}я=1 с R"1 сходится к х, то для 

любого ф^С0(Л'л) имеет место равенство
{ k П А

Jim j ® (у) d'jXn (у) = J ?(у) d*.r (у).
Rm R'«

Пусть p-*- некоторая конечная мера в Rm. Рассмотрим выражение

Rm R'n
где <р 6 Со Очевидно, что имеет место неравенство

\Ь (®)|< шах |<р (х)|-|р|, (5)
.гея՞1

где |р| — полная вариация меры р. Следовательно Ь — непрерывный 
линейный функционал на Со (/?"*). Выметание меры р определяется 
как мера, представляющая функционал Л.

Для любой меры р определим потенциал этой меры следующим 
образом:

6/<и)(х) = j с (|х — ÿ|) dv- (у). 
Rm

Мы скажем, что выметание согласовано с ядром С, если для любой
неотрицательной меры р имеет место следующее неравенство:

UM (х) > [JM (х). (6)
В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что выметание со­

гласовано с ядром С.
Определим новые емкости следующим образом: если Е—борелев- 

ское множество в R՞1, то
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С., (£) = (Ы ( у (6^>(х)’ Л֊«Р (х,) </х )’ ,

А"“

когда р2>1 (1'р -4֊1/у = 1), и

Сл (£) = (։п( (езззир А՜ ! (уг) 1№> (у)))՜1, 
убЛ"'

I /(х) сМ*) = [ /(х) с?н(х).

Ят R1”
Рассмотрим множество

Е= (х€7?"'//(х)>1}.
Для любой меры н ■< Е, при р 1 мы имеем

1< /(х) с/н(х) = I / (х) б н (х) = I [в (\х —у\) g (у) бу-(х) бу
V \) и *7

R111 * V ргп а{П
<( Ц С(|Х—у\) бу- (х)^ А՜«^ (уг) бу \ \§ (.У)\Р^(У1) •

R"1 Цп Ят
Следовательно

Сл(£) < ВД (8)
При р = 1 доказательство неравенства (8) аналогично.

когда р = 1, где 1п£ берется по всевозможным мерам Н ■< Е.
Л,

Легко заметить, что введенные нами емкости Си обладают теми 
же свойствами, что и Сл.

Из (6) следует, что для любого ЕсЕ"
Си (Е) С/, (Е).

Введем пространство ЗКо. л,/»с ЗХо, л.р следующим образом. 
4

Мы скажем, что /^Э0?о, л.р если существует последовательность 
1/л}л֊-д сЯХо. л. р ПС0 (/?'") такая, что 3/, — /|| —О и /л для любого п 
обладает следующим свойством:

\ /„ (х) (х) = | /я (х) б •* (х) (7)
R"՝ Ят

для любой конечной меры н-
А.

Теорема 4. Еслил.р , то для любого 8^> 0 существует 
открытое множество Е такое, что С;, (£) и функция ] опре­
делена и непрерывна на Е"‘\Е.

Доказательство. Пусть / £ Яйо, л, р Г) Со (Лт) и, кроме это­
го, для любой меры н имеет место равенство
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Применяя теперь теорему Ароншайна и Смита [1], нетрудно по­
лучить требуемый результат.

3°. В этом п° мы докажем одно важное свойство емкости С*.
Для каждой точки х£Е"' через Дс (х) (с>1) обозначим множе­

ство тех у£Кт, которые удовлетворяют условию

с Зу (Е) > Зг (Е) 
для любого ограниченного измеримого множества Е с R'".

Заметим, что если х£Е'я, то Дс(х)^х для любого с^> 1.
Для любого множества Ес R"՝ через Е<- обозначим следующее 

множество:
Ее = и Де (х).

лея
Лемма 2. Если хп —*х0, уп—'Уц и при п = 1, 2, • ■ • > Уп < (Хп),

то у0£&с(х0).
Доказательство. Пусть Е — ограниченное измеримое мно­

жество. Для любого г^>0 можно выбрать ограниченное открытое мно­
жество С, => Е и замкнутое множество Е, сЕ такие, что

Ч (Е) — в < З.г, (Е.), Зл (Е) + з > Зл (в,).

Пусть О О (л)< 1 — непрерывная функция в R'", равная нулю вне 
С, и равная единице на Е։. Так как при /1 = 1, 2- уп £ &с(хп) то,

с ^?(х)</3у„(х)> ^?(х)Ая(х), п=1, 2, --. (9)

R"1 ря

В силу третьего свойства выметаний мы в (9) можем перейти к пре­
делу под знаком интегралов. Переходя к пределу мы получаем

/?"' R"1
Следовательно

З.го(£) —»< 3։-0(Е,) < ^?(х)<Аг.(х) <с 1 ?(х)с/3уи (х)< 

У?՛՞' /?"'

С Зу, (С.) < с (Зу„ (Е)4-г).
В силу произвольности з^>0 мы имеем

(Е՛) < с 8у„ (Е),
откуда следует, что у0 £ Дг (х0).

Следствие. Для любого компактного множества К множество 
Ке замкнуто.
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Доказательство. Пусть последовательность \уг.п„\<^Кс схо­
дится к у0. Существует x„,’-iCÂS такая, что уя£ДЛ(хЛ). В силу 
компактности К, из (хя|л-1 можно выбрать последовательность 
х„к А',.|» сходящуюся к некоторой точке х0^К. В силу леммы 2 yQ- 
£Де(х0). Следовательно, у0^Кс.

Лемма 3. Пусть К <= R™ компактно. Тогда существует из­
меримая по Борелю функция определенная на Кс и принимаю­
щая значения в К:

т.՝. Кс — К

такая, что х £ Де (х)) для любого х£Кс.
Доказательство. Пространство R'n гиперплоскостями, пер­

пендикулярными координатным осям, разобьем на кубы со стороной, 
равной 1. Кубы, которые пересекаются с К обозначим: 5։, •••,5Я1.
Введем множества

Sj = ('/fn Sj)c, о* = (ХГпЗ*)с\ U (Л'По/ )с, к = 2,- • - , п։.

На втором шаге кубы о։, о2,•••, оя՜ мы разбиваем на более мел­
кие кубы со стороной 2՜1 и так далее. Предположим, что сделано к 
шагов и при этом выбраны кубы |ô/„ ...,/Д и множества |з/1։ та­
кие, что удовлетворяются условия:

1. (U 3/„-.,/*_1,ч)ГП< = Л #
(*#)

2« U ■• .i/t-i.iit = ®/։. •••./*_) ; (10)
('к>

з. О<„ •••./*_!. ։ П з.„ .... /л_։, j — 0, если i=f=j\

4. о/,.-.., ik с (ХГЛ 'н„ .... ik )с .

Тогда на (к 4֊ 1)-ом шаге кубы'|5(։,..../ft | разбиваются на более мел­
кие со стороной 2_<*+Ч; кубы, пересекающие К и содержащиеся в 
8/„ , обозначаются i ; 8/„ г; - ■ ■ (их всего лишь конеч­
ное число). Введем следующие множества:

3G . •• •. ik. 1 = «/„ •••. i„ П (АГП ՝н„ .... ik, i)c,
I—։

< = °':---. (С^П %,-■•, ik, i )с (*Л Ч, • ••, <*,/)с)> i = 2)3,- • •.

Очевидно, что построенные нами семейства множеств удовлетворяют 
условию (10) с заменой к на Æ-f-l. Заметим, что из следствия леммы 
2 и из вышеприведенной конструкции следует, что з/,,..., tn измеримо 
по Борелю при любом наборе (։։>։--, /я).

Пусть х^Кс. Так как U з/ = Кс и {з/) не пересекаются друг с 

другом, то существует единственный индекс такой, что з/։ х. Из
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пунктов 2 и 3 условия (10) следует, что существует единственная пс 
следовательность ։։, г.. ••• такая, что Эх ПРИ любом п'

- Тчк какРассмотрим последовательность кубов /։ 33 ’'
сторона куба стремится к нулю при п —♦ °° и все они пере
секаются с множеством К, то существует единственная точка у С 
такая, что у £ 8/„ при любом п. Значение тс в точке х мы опре 
делим равным у. Так как X £ о/„ .... (Л'П 2<։ /*)г» то существует 
последовательность с такая> что '* и х^е
Очевидно, что у* — ~ (х). В силу леммы 2 х£Де (тс (х)).

Докажем, что г. измеримо по Борелю. Для этого достаточно по­
казать, что тс՜1 (3/„.... /п) измеримо. Через обозначим множество 
индексов (у։, •••,/„,), для которых АГ Г).... /яДокажем, 
что

(11)и

Пусть х£тс-։ (й/„.... ,п). Существует последовательность у*/, /г» ’' ' 
такая, что х £ сд у, для любого т. По определению функции 

г2/»....,у (х) Для любого т. Следовательно тс (х) £ Л’П 8/,, П
П • Поэтому О7>՜ ‘7т)^7'" Для любого т, откуда следует,1 /и 
что х принадлежит правой части (11).

Пусть

Из пунктов 2 и 3 условия 10 следует, что существует последователь­
ность у*, такая, что х£ о,о р и (у|‘, •••»/„)€ ]т для любого 

т. Следовательно
к (*)€5Х>... ,о и Л’П ...,1п П 2,о .. ю =Г 0 '1' ։'т ' 'т

для любого т. Отсюда вытекает, что тс (х) £ АГП?1. или, что то 
же самое, х£тс~։ (о/։.

Следствие. Если Е открыто, то существует измеримая по 
Борелю функция тс

тс: Ес - Е

такая, что (тс (х)) для любого х^Ес,
Доказательство. Пусть {А?л}я’=1 — возрастающая последо­

вательность компактов таких, что Е = II Кп. Согласно лемме 3 
л-1

существуют измеримые по Борелю функции тс„ такие, что 
тсЛ: (Кп)с —■ ^п-
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Определим функцию я следующим образом:

к/ж) = если х£(Кг)с
I "л+1 (х), если х^(АГп-и1)с\(АГя)г, п =!,•••.

Очевидно, что я обладает требуемыми свойствами.
Лемма 4. Пусть Е—открытое множество в Ет. Тогда для 

любой меры р •< Ес существует мера ч^Е такая, что для любой 
неотрицательной функции ? £ Со (Ет) имеет место неравенство

Г» д Р <
? (у) * (уХ с ^?(^)^р(у). 

у?™ кт
Доказательство. Пусть р Ес. Определим меру ч следую­

щим образом: если Е— измеримое подмножество в Е, то
Ч/=) = Р (*֊’(*■)).

Пусть и ® £ Со (R"'), тогда мы имеем

? (у) бу- (у) = ф (у) бог (у) бр (г).
кт Ес кт

Так как х(;Дс(я(г)) для любого г^Ес, то

с I ( [<₽(։/) (иЛ с/р (г)> 1 ( I ® (и) б'н (։ч (у)

Ес кт

кт

Ес ят

бч (х) = <?(у) бч (у).
Рт

Теорема 5. Для любого открытого множества Е с. R"՝ 
имеет место неравенство

Си (Ес) -С с Сп (Е).

Доказательство. Пусть р-^Ес произвольно. Согласно лем­
ме 4 существует мера ч ►< Е такая, что

(/<4 (х)<с ПМ (х)
для любого х^Л™. Пусть р^>1. В силу (6) мы имеем

[(УМ (х))чК֊<ИР(Х1) бх^сч ^(ПМ(х)У й-о'Р (Х1) бх.

Рт Ят

Следовательно

С„(£с)<сСл(£).
В случае р = 1 доказательство аналогично.
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Пусть х^/?՞֊1. Через К'г (х) обозначим множество тех у < R 
для которых х~Р (А*.*’ (у)). Здесь Р— ортогональный проектор 
R1” на R՛"՜1, а

Д<‘> (х) = Аг (х) П {г € Рт/\г ֊ РА < з}.
Определение. Пусть / —функция, определенная на некою 

ром подмножестве R"1. Мы скажем, что / имеет „угловое“ гранично֊ 
значение в если для любого с^>1 существует е >0 такое,
что / определена на К’с (х) и существует следующий предел:

Нт /(у).
А*(.г)ЭУ-х

Теорема 6. Пусть /^.^о.н.р, тогда / имеет „угловые 
граничные значения всюду на Рт~1, кроме некоторого множества 
Е, для которого С/, (£) = 0.

Доказательство. В силу теоремы 4 для любого з>0 СУ' 
ществует открытое множество Г такое, что С/, (/") <С3 и / определе­
на и непрерывна на Рт'хЕ. В силу теорем 2 и 5 для любого с имеем

Сл (А)<2" " '"’С11 (/>)< 2՞ -ЧРс-С/, (Л) ^2” -'1г.с-г. (12)

Докажем, что в любой точке х^Р,Л~1\Рс функция / имеет „угло­
вые“ граничные значения. Мы имеем

х6\ Л = Я—»\(П Р ((и М»))(,’)) = 
«>о уел՝

= Л"->\П и Р (А<-> (у)) = и П (Я71 1 \Р(Ч1։ (у))-։>0 у£Л «>0 уб/'
Следовательно, существует г0 0 такое, что

(у))

для любого у £ Е. Это означает, что
(х) Г\Г—

Так как / непрерывна на ^"Х/7, то она непрерывна на К'^ (х) и, 
•следовательно, существует предел

1!т /(у).
Л4/1’ (-г)Эу-.г

Из этого следует, что если Е с R1"-' — множество, где нет „угловых“ 
граничных значений для функции /, то £с и Гг. Нетрудно заметить,

что если с1<Сс., то />, с: Ес,. Поэтому и />=11 />. Пусть с = п, а с >1 я—2 
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е = п ~։ 2՜ (п р ~ 1‘р' где 5— заранее фиксированное число. Тогда мы 
имеем

СМЕХУ. са(А)<2^=|. 
л-2 н-2Х £

В силу произвольности 8^>0, имеем С/, (Е) = 0.
4°. В этом параграфе мы рассмотрим несколько конкретных 

примеров.
Рассмотрим классическое выметание, т. е. если х Е + , то = 8Х> 

если х £ R'", то

Г (—) Г
1Л(Е) = —I —^֊г^у,

-тГ2 |х — ^|т
лп/?"-1

где Е с Еот — измеримое множество.
Пусть С (г), г^>0—неотрицательная, невозрастающая функция и

б (г) гт՜1 <1г со.
и

Если функция б (|х1) супергармонична, то, очевидно, что имеет место 
неравенство согласованности (6). В случае, когда С (г) дважды не­
прерывно дифференцируема, для выполнения неравенства (6) достаточ­
но, чтобы Дб (|х|) >0 или, что то же самое

г С (г) + (т — 1) б'(г)^-0, г > 0.
А

В этом частном случае пространство ЗХо.-л.р совпадает с про­
странством функций, которые принадлежат 30?о.*л,р и гармоничны в 
R" .

Теперь выясним, что из себя представляют множества К՝с (х).
Если х<Ет, то Дс (х) = х. Пусть х^Е™. Рассмотрим множество 

тех у £ Ет, для которых

с 8У (£) > 8Х (Е) (13)
для любого Ес.Ет. Для выполнения неравенства (13) достаточно, 
чтобы

1у —г\т |х — г\т

для любого х^Е'"՜1. Рассмотрим те точки у, для которых х1 = у1. 
Для таких точек мы получаем условие:

. V-\ «I|/ с тах —----- •
гент-1 |х—г\
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Для этого достаточно, чтобы имело место неравенство.

(1 ֊ |г|2) с2"” > 1-

I ? ~
*1

для любого г £ R"' !, или

(14- |г|2) с2""

А это имеет место, если

\Р (х) - Р (у)| х։ ]/ ՛ (14)

Пусть 2^7?'՞՜1. Тогда из полученного нами равенства (14) лег­
ко следует, что Х‘ (х) содержит находящуюся в полосе {у^Рт10‘ . 
<^г/1<^г) часть конуса с вершиной в точке г и с образующими, кото- 

' / / с21՛" —1 \рые с нормалью в точке а образуют угол а ( в — р ----■
Множество К‘ (г) П (Рт\Р՞՛) это часть нормали в точке а, которая 
находится в полосе \у£Рт/—Следовательно, в этом 
частном случае, если / имеет „угловое граничное значение в точке 

то / имеет предел, когда мы приближаемся к точке г по не­
касательным к гиперплоскости У?'”՜1 путям, находящимся в R"' и по 
нормали, находящейся в Рт\Р"1. После этих замечаний уже нетруд­
но понять, что утверждает теорема 6 в этом частном случае.

Л. Карлесоном [3] и X. Валлином [4] рассмотрены некасатель­
ные граничные свойства для некоторых классов гармоничных функций*.

У X. Валлина рассматриваются пространства функций /, кото­
рые гармоничны в R1" и

^’|дггас1/1։ А (уг) ду<т (15)

для любой ограниченной области 2 с А"'. Здесь Л — неотрицательная, 
измеримая функция, удовлетворяющая некоторым специальным усло­
виям (см. X. Валлин [4]). Наш метод позволяет изучить некасатель. 
ные граничные свойства для гармонических функций, на которых по­
ставлено условие типа (15) на производные более высоких порядков.

В заключение автор выражает благодарность Н. С. Ландкофу 
за внимание к работе и ценные замечания.
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11. Ա. ‘ԼԱՂԱՐՀԱԿՅԱՆ. Որոշ ֆունկցիաների դասերի «անկյունային» եզրային արժեքների 
մասին (ամփոփում)

Ներկա հոդվածում դիտարկվում են ինտեգրալ ներկայացում թույլ տվող ֆունկցիաների 
որոշ դասերի եզրային արժեքները։ Նկարագրվում են այն բազմությունները — 1 = {(ւյ։-• •
***,3ք ո1) /XI - 0)-որմ, որտեղ այդ ֆունկցիաներն ունեն նորմալ եզրային արժեքներ։ Դի­
տարկվում են նաև վերոհիշյալ տարածությունների որոշ ենթատարածություններ։ Նկարագրվում 
են այն բազմությունները 1 ՜ ում, որտեղ այդ ֆունկցիաներն ունեն ^անկյունայինս եզ­

րային արժեքներ։

A.. A.. VAGARSHAKIAN. On .angular"boundary values of some classes 
of functions (summary)

In the present paper the boundary values of some classes of functions, permi- 
•ting integral representation are considered. The subsets of 7?'՞՜՝ = {(x։, • ••, xn)£ 

\ R"‘lxx — OJ, where these functions have normal boundary values, described. Some 
subspaces of spaces mentioned above are also considered. The sets in R'n~^, where 
these functions have „angular“ boundary values, are described.
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В. В. ВОСКАНЯН

”ЕСТЕСТВЕННОМ“ ИЗОМОРФИЗМЕ 
„??5£АНСТВ аналитических функций 
и НОРМАХ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Пусть К есть открытое кольцо, ограниченное окружностями 
Г1={х: |я| = 1] и Г₽ = (я: |z| = ?}, 0<р<1-

Обозначим через А (К) банахово пространство функций f (z), анали­
тических в К и непрерывных вплоть до границы дК= Г։и 1 ?> с нор­
мой {/]!= тах |/(z)| = тах I/(х)|. Аналогично, Н" (К) будет обозначать 

2gA .tfôA'
пространство аналитических и ограниченных в К функций с нормой 
j/J = sup l/(z)| = Vrai max\f (x)|. Обозначим соответствующие единич- 

26A՜ xfcâA՜
ные шары через Зд и 3».

Заметим, что А (К)=А (£))фД0 (СDf), где A (D) есть простран­
ство функций, аналитических, в единичном круге D и непрерывных в 
D, a A0(CDf) обозначает пространство функций, аналитических на 
дополнении к замкнутому кругу D?= [г: |z|-^pj, непрерывных вплоть 
до границы и обращающихся в 0 на бесконечности.

Как известно, единственными конформными отображениями коль­
ца К на себя являются отображения z—*el'z (сдвиги), z—*ÿIz (инвер­
сия) и их композиции. Соответственно этому, все изометрические 
автоморфизмы пространства А (К) суть операторы: сдвига—T-.՝, f (z)—» 
— f (е1՜ z), инверсии— i: f (z) -*■ f (p/z) и их произведения. (Доказатель­
ство этого факта, проведенное в [3] для алгебры А (Р), пригодно и 
для А (К)).

Рассмотрим пространства A (KJ и А где
К1= |z:0<p։<|z|<l|, K։={z:0<pi<|z|<l).

Эти пространства изоморфны. ?Среди всевозможных ^изоморфизмов 
Tz А (Кг)-* А выделяется один „естественный“ изоморфизм

/: 2 ап zn4- 2 в.,Г*- 2 ап zn + 2 а֊„ (^z ) 
Л"0 я»=-1 п—0 я=1 ՝֊ ՛

Он однозначно определен тем свойством, что коммутирует со всеми 
изометриями пространств А и Д (/Ç), т. е.

/ Т..= Т-J и I, J, (1)

^где 4: f (z)—> f > а ls: / (z) f (~^ и от°бражает A (D) на 

себя изометрично.
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Действительно, если бы некоторый изоморфизм

И: гп -» и пт 2т коммутировал со всеми

сдвигами Т-., то он совпадал бы с оператором-мультипликатором

Г- И Г_- гН, т. е. действовал бы по формуле гп -* ияя г"; после 
о

этого легко проверить, что ипп = 1, п > О, и ияя = ( — ) , п<^0.
\ Р8/

Вопросы, связанные с вычислением (оценками) норм естественных 
операторов в экстремальных задачах стимулированы проблемой (не) 
изоморфизма различных банаховых пространств (см., например, 
[4]. |5]).

Целью настоящей заметки является вычисление нормы оператора 
]. При р։>р2 задача решается полностью (формула (3)). Любопытно, 
что при р։<О» норма ЦД в отличие от предыдущего случая (нера­
венств (4)), оказывается ограниченной абсолютной константой, т. е. не 
зависящей от р։ и р2 (неравенство (8)). Как и в работе автора [1], 
где вычислялась проекционная постоянная ). [А (/)), А (£)] = ш( ЦР 
(нижняя грань берется по всем проекторам с А (К) на А (/))), так и 
здесь, задача сводится к вычислению нормы некоторого функционала.

Обозначим через /0 функционал, определенный на А (/Сг) форму­
лой /0= / (л) — /У (р2)-

Утверждение 1. ||/|| = Ц/о11-
Действительно, пусть /я (г) такая послеДЬвательность из 5д, что 

к/ЛНИЛ Тогда

IL/УЛ = тах |У/„ (х)| = \Jf„ (х„)|, 
х&К,

где хп = еЬ" либо =р։е/։/|. Обозначим через ®„ (z) в первом случае 

функцию фя (z) = fn , во втором — ®я (z) = /я (ze"n). В силу

свойств коммутативности (1)
\J fn (хя)| = \J <р„ (pjl - |/n <p„ .

Так как ®я£5д и |/0 ®я| -» ||/||, то j/oll «МЛ Противоположное неравен­
ство очевидно, и утверждение 1 доказано.

Используя интегральную формулу Коши, получаем следующие 
представления:

1 ГУ(х)</х 1 Г У (х) dxЛ (г)- — »--------------- — . -------- ------- >
2~i J x — z 2~t J Pi ,

11 Гр' Ps

УУ(р։) = -т(‘^-^ -У(Р1)-֊^ (2)
2-г J x — p„ 2r.t J x —
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Таким образом, задача вычисления нормы оператора сводится к вы՛ 
числению нормы функционала

։՝«

который, как это видно, порождается мерой с/р. на оК вида

с/р = с1у-5 -+- </>1«,

где dp։ — мера единичной массы, сосредоточенная в точке z — f>։, а

dy-ci =
P2~h_____ d*________

2ni (x —p2)(x—p։) 
О на Гр,.

на Г։,

Очевидно, мера с/р։ сингулярна, а с1\<-а абсолютно непрерывна по мере 
Лебега.

Доказательство следующей леммы, имеющей и самостоятельный 
интерес, проведено в [1].

Лемма. Пусть на границе дК = Гги Гр задана (регулярная бо- 
релевская комплексная) мера сЛ. Через ЦсМ мы будем обозначать норму 
функционала в пространстве А (К), порожденного мерой т. е. дей­

ствующего по формуле /<//-. Пусть <Гл = 4֊//..— разложение на
дК

абсолютно непрерывную и сингулярную части относительно меры Ле­
бега Тогда

jrf'J — MU + Var d'i-s.
Используя этот факт, получаем следующее 

Утверждение 2. J/o!1!՜ 1 тММ-
Условимся впредь через <о обозначать функционал

/-*1 ю (х) / (х) с/х,

5л֊
где ш (х) — суммируемая на дК функция.

Докажем теперь одну общую теорему. Отметим, что в заметке 
[1] мы неявно воспользовались ее утверждением а).

Теорема, а) Пусть задана функция

О на Г1։

ёг (*) т "
П (*—ау)
i-t

где г, н։>0. Если для всех индексов i и j числа bt и а, веще­
ственны, 16z Ю2, 1ау|>1 и т — п С 2, то
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б) Если
*
П (*- d‘) 
gi (х) = ^-----------

П (г ֊ су) 
/=■։ 

О на Гр,

на Гр

для всех индексов г и ], числа <1( и С] вещественны, , |с;| ՝С-
Р

•< р и 5 — к ^'2, то

Wirf И-

в) Если в представлении функции <ох (х)
1°. Хотя бы для одного индекса /0 выполнены соотношения 

р’<|6/,|<1 и ь1а4=^~, 1^ /0,
01

или
2°. Хотя бы для одного индекса у0 выполнены соотношения

2

Р<Ы< 1 « ау.¥= —, 1 ¥=/«> 
а;

то

1 ?₽

Аналогично, если в представлении функции и>2 (х)
3°. Хотя бы для одного индекса г0 выполнены соотношения

1 < |<й. К — и ¥=-֊-, 14= ?0 
р

или
4°. Хотя бы для одного индекса /0 выполнены соотношения

Р< сл|< 1 и сА4= /о» 
С/

то

Замечание 1. Если функции (г) и gг (х) аналитичны в К и 
если вместо (х) и ш2 (х) рассмотреть функции
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и

ш1(*) •= £1 (■*) — •"։ (*) =
й։ (х) на Гр 
0 на ГР,

>“.՛ М = 8: М — “'2
0 на Гр

Я2 (х) на ГР,
то из теоремы Коши будут вытекать равенства

М = КС и |Н= |«у.
Замечание 2. Теорема справедлива и в случае пространства 

//’ (К).
Доказательство утверждения а). Рассмотрим функцию

Г1 ™(г—а/)г
/_1 (г —Ь/) г Д р։ — а/ х

(Для определенности здесь и далее берется то значение степенной 
функции г1՛-’, которое равно 1 при г — 1). В силу сделанных предпо. 
ложений £ А (/С). Так как на окружности Гр хх- [А то легко убе­
диться, что на ней 1/1(х)|=1. Теперь покажем, что |/х (х)| 1 на Гх
Для этого заметим, что если |6|С р2, то подставляя г — в11'՝, получим

£-б|՜ = Р< 4- Ь- - 2р։ Ь соз ։ =֊֊ Р։ (1+6* - 26 СОЗ 0- 

- (Р։ - 6֊)(1 - р։)<р* (1 + 62 ֊ 26 соз 0 = ? |х ֊ 6|2,

и поэтому

о

<^Р2. Если же |а|^-1, то на Гх 

оз 2
1------а
г

= (>" (1 + а՜ — 2а соз /)~ (“2 —?։)(1 ~ Р8)>Г I* — аГ>

откуда Так как п т — 2, то на Г!

//п
г — 6/ |

и в силу полученных .неравенств, |/։ (х)|4 < 1. Таким образом, ||/։5=1, но

> 11?1 .(/*)!= I®» М Ии։։1|- 
«ал՜

Ч.Т.Д.
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Доказательство утверждения б) вполне аналогично. 
Здесь экстремальной будет функция

diz ' tz — су) г 
di )z ,Ц 1 — с/ z

- 1/2
С А (К).

Ясно, что |/2(х)| = 1 на Гг Для доказательства неравенства /2(х)|<1 
на ГР следует положить z = ре" и воспользоваться следующими соот— 
ношениями:

|z — с|։ = р։ + с* — 2 pc cos t = 1 4- с2р։ — 2 pc cos t —
I 1 2

— (1 — р։) (1 — с*Х 1 + eV — 2?с cos t = р2------- с

при |с| р и

|z-</|2 = (1 + rfV ֊ 2 prfcos t) + (</’ — 1) (1 - P։) > P2 — -d 
z

при !«/]> — • Остается воспользоваться представлением на Г.:

Таким образом, |/У=1։ и, как легко убедиться, 
• ч

р։ (ж) “а (х) = / '‘°2 а

г, т,

Для доказательства утверждения в) заметим, что при сделанных в 
нем предположениях построенная функция /։ (г) не будет лежать в А (К)- 
Если допустить, что тем не менее [ш։|| = 1՛ |шх (х)| </|х|, то должна най— 

*'р 

тись (см. [2], гл. 2, п. 1) единственная [экстремальная функция / (г)

такая, что на ГР|//(г)| = 1 и arg[xw1(x)/(x)] = 0, т. *е. f (z) должна 
совпадать с (z) на Гр, что невозможно. То же относится и к‘ функ.. 
ционалу ш։. Теорема доказана.

Пусть теперь pj > р2. В этом случае функционал, порожденный 
мерой dpa, удовлетворяет условиям утверждения б) теоремы и, следо­
вательно, справедливо

У тверждение 3. Если р!^>р2, moj

IkM = f----------- dt - ------ ’•
2к J У (1 — 2?1 cos t + pf) (1—2 t -г p?)
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Последний интеграл может быть выражен через полный эллиптиче­
ский интеграл 1-го рода 

2с
К(к)= [-7=^֊......֊■

J J 1—Zr2sin2f
• о 

где
/. 21 ~(р.-р8)(1-р,£Г

(1— Р8) (1 + р։)
Используя теперь утверждения 1, 2 и 3։ мы получим решение в окон­
чательном виде: при рх>р։

|’/|| =1-4------2^ ~ Ра) % ( 2 1' (Pi — Ps) (1 — Р։Р») . /ох-(И-Р,)(1֊р։)М—(1֊Р,)М—) (3)

Следствие. Если рассматривать оператор J как изоморфизм 
пространств Н" (Кг) и Н' (Л.) (р, > р.), то норма его будет той же 

-что и в А; точнее
И =»/- Я- (АГ։) ֊» Н՝ (А7г)Я .= к J: А (К.) ֊> А (К3) 5 =

Действительно, в силу свойств коммутативности (1)

ВУ1Г = sup lim |//(а)| = 
/6$« о-р,+

-— 1 C‘f(x)dx 
= sup lim T |-----------

/е«՝ о-ph- 4~i ։ x — a
I v

Противоположное неравенство очевидно. Заметим, что точно
так же может быть доказано равенство

л [Я" (£>), Я" (/Г)] = X [Д (£>), А (А)].
Замечание. Используя разложение в ряд

ад = -j (2п-1)!1 12р|

Л---1

3•и элементарные неравенства |/у

2n 1!

(2п — 1)!! 
2п!!

1=. , п > 3, 
| 2п

легко

-.получить оценку

4-  ----- 1J - ։ ’— In
2(рд+'1)(1-р։)

1 ро
1-Pi

< Uli < 7« -г------- --------------  1П —>" (14֊ Ра) (1֊ Ра) 1-Ра (4)

и1 де ',’j и ■[j — абсолютные константы,. рх р2.
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Пусть теперь р։<р։. Для оценки (см. формулу (2)) рассмот­
рим функционал Р, действующий по формуле

угу_ 1 Г/(х) </х _ 1_ Г/ (х) </х
2г.1 х — ?։ 2՜/ „! х —

г. г։
Теперь он не удовлетворяет условиям утверждения б) теоремы. Бо­
ле того, из ее утверждения в) 4՜ следует неравенство (’). Построим 
функционал б:

1 Г’/(х}4х 1 Р/(х) б/х

Имеем
/У=(^Ч-б)/֊ б/ =

ф-А 2- х-А ‘
։ Р1 с/ Р»
Г, г.

— б/ = /./ — б/.- (5)

Используя равенство х = — на Гх> получаем оценку 
X

= 1=21 Г--------_ ։. (6>
2к ) 1'х(х — (м) (— —р. ) 1 ■ р։

г*
Также получаем и неравенство

^<1. (7)
По теореме Коши

Поэтому, учитывая, что [>1 < рг, получаем
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Это неравенство показывает, что если, например, р։ — » то iA <2*

Если же то и в этом случае

4_ (Р* Г'1) Pi հլ շ
3 ?շ (1 — PiPs)

Отсюда и из соотношений (2), (5), (6) и (7) следует оценка
1<||Л<4. (8)

Отметим, что это неравенство справедливо и при отображении 
н- (К,) ֊+ Н‘ (К,).

В заключение, автор считает своим приятным долгом принести 
благодарность Б. С. Митягину за постановку задачи.
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և որոշ ֆունկցիոնալների նորմաների մասին (ամփոփում)

Դիցութ կոմպլեքս հարթության վրա տրված են քՀ-լ = {0< |«|< 1 1 և քՀշ [0 < <
օղակները»

Նշանակենք ,ձ(&)֊ով բոլոր անալիտիկ 1Հ-ում և անընդհատ 1Հ֊ում ֆունկցիաների 
Բանախի տարածությունը ՏԱՀէ֊նորմ այովւ Հաշվվում է A(K^) և A(Kշ) տարածությունների 

1 ականյ) իզոմորֆիզմ ի նորման'

** ** /Л \~Ո

ЛаО Л«1 ՝ Ps '

V. V. VOSKANIAN. On a natural isomorphism of spaces of analytic 
functions and norms of some functionals (summary)

Let Kx (0 < pt < |։J < 1 ) and Aj = |0 <՜ p, < )։| < 1) be two annuli on 
a complex plane. Let A (K) denote the Banach space of all analytic on K and con­
tinuons on K functions with the sup-norm. The norm of the „natural" isomorphism J 
between A (A՜,) and A (Kt) spaces:
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is calculated.
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ОБ s-НОРМАЛЬНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ АЛГЕБР

В работе обобщается одна теорема Вилкена об s-нормальных ал 
гебрах.

Пусть Х-компакгное хаусдорфово пространство, и С( ) ал 
гебра всех непрерывных функций на X.

Подалгебра А алгебры С(Х) называется функциональной, если 
А содержит константы, разделяет точки X и равномерно замкну i а 
(т. е. замкнута в sup-норме).

Определение 1. Функциональная алгебра Л называется ֊-нор­
мальной, если для всяких двух замкнутых множеств /1 и F2, содержа­
щихся в X, пересечение которых пусто, F, П Ft = 0 существует функ­

ция f\_A такая, что для некоторого s<^"2՜ выполняется Условие 

sup|l—/,(л)|<8, a supl/(x)|<s. 
лег,

Замечание. Легко видеть, применив теорему Мергеляна, что 
если функциональная алгебра удовлетворяет этому условию с некото­

рым е0<^ то она удовлетворяет ему и для любого s<^e0 (см. [1]).

Определение 2. Границей Шаке функциональной алгебры А 
называется такое максимальное подмножество К множества X, кото­
рое удовлетворяет следующему условию: для всякого х0^_К суще­
ствует ft; А такое, что/(х0) = 1, |/(х)|<^1 для x=f=x0.

В дальнейшем через Ch (Л) будем обозначать границу Шоке 
алгебры Л, а через Мд — пространство максимальных идеалов.

Пусть Л — функциональная алгебра и F — замкнутое множество 
в X.

Через Ар обозначим функциональную алгебру, порожденную су­
жениями функции из Л на F. Вилкеном в [1] была получена следую­
щая

Теорема. Пусть А — функциональная алгебра и Мд = X. 
Если X—окружность, то А — г-нормальная алгебра.

Ниже мы приведем общее утверждение, специализацией которо­
го является результат Вилкена.

Т е о р е м а. Пусть А — функциональная алгебра такая, что 
Мд — X. Если X\Ch(A) вполне несвязно, то А—г-нормальная 
алгебра.

Доказательство этой теоремы проведем в несколько этапов, т. е. 
сформулируем несколько вспомогательных лемм.
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Лемма 1. Пусть А — функциональная алгебраи Мд ՝Х впол­
не несвязно. Тогда Мд — X.

Доказательство. Допустим противное: пусть Мд==Х. То­
гда, как известно, Мд X — открытое множество и следовательно су­
ществует открытого множества Пс.Мд такого, что П с Мд\Х. По 
условию Мд X вполне несвязно, следовательно, и также вполне не­
связно. Покажем, что О можно представить в виде объединения двух 
юпересекающихся замкнутых множеств У7, и У7, таких, что £/=/7и У7 

и (О П) Г\ — 0. Действительно, поскольку П вполне несвязно, то 
для любой тройки точек хл, х։, х2, где х,„ х։ £ {/\{/, а х2£ V/ V 
найдутся открыто-замкнутые множества ТЛ1Эхо> хг и 5 х2 такие, 
что Л, и Рх, = П, а Рх, П /'’.г, = 0. Если х2 пробегает все £/\{/, томы 
получим покрытие 6/\ £/ системой открыто замкнутых множеств 
Лх,|,ед. Поскольку О компакт, то £/\.£/ также будет компактным 
множеством, следовательно, из системы {У7},]аед можно выбрать конеч­
ную систему {Р*'}"^, которая покрывает £/\£/. Рассмотрим систему

1 открыто-замкнутых множеств таких, что /711П/\։/ = 0 и

Рх, II Р'1 = П. Положим Р. — П Р1 и У7., = и У7’'. Легко видеть, что , 1—1 1 1-1 х‘
Рг и Р., открыто-замкнутые непересекающиеся множества такие, что 
Рл О Р-: — У и У*} П (У\ {/) -0. Ясно, что х0 £ РГ Так как Рг I) Р2 — П, 
то отсюда имеем, что Мд =Р1\) (Р2 и (Мд^П). Поскольку Мд\П— 
замкнутое множество Р2 П (Мд\П) = 0, то П = 0
Итак, Мд представлено в виде объединения двух непересекающихся 
замкнутых множеств Р2 и Р2{) (Мд\П). Следовательно, -на основании 
теоремы Шилова об идемпотемах, существует функция / (х) £ А та­
кая, что

7.(л)=-. ] 1։
10, хеГ։и(МдХи).

Но граница Шилова алгебры А лежит в X, а Р2 П X = 0. Полученное 
противоречие означает, что Мд = X. Лемма доказана. В дальнейшем 
мы используем известную лемму (см. [1]), которую сформулируем ниже.

Лемма 2. Пусть А — функциональная алгебра такая, что 
для всякого замкнутого множества Р имеем МдР — Р. Тогда А 
есть г-нормальная алгебра.

Доказательство теоремы. Сначала покажем, что Мдр 
является замкнутым подмножеством в X. Так как Мд = X, то 
МдР с X. Теперь покажем, что для люб эго замкнутого множества 
/ с / имеем МдР = Г. Допустим противное. Пусть для некоторог о 
замкнутого множества Ро с X, Мдр° = Ро. Рассмотрим Мар\Р0. По лем­
ме 1 МдР \ Ро не является вполне несвязным множеством. Поэтому, 
из условия теоремы следует, что найдется точка х0£ СК{А) такая,
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что х0^Мд^/Ь0. Это означает, что существует f^A такая, что 
f(xQ)= I, а |/]л՝„<С 1- Однако это невозможно, в силу принципа макси 
мума. Отсюда следует, что для всякого замкнутого множества <=■ 
имеем Maf — F. Но тогда по лемме 2 алгебра А является s-нормаль 
ной. Теорема доказана. _

Следствие 1. Пусть А — функциональная алгебра и .։ — 
Если X—окружность, то А—^-нормальная алгебра.

Доказательство, Покажем, что X\Ch{A) вполне несвяз 
ное множество. Пусть X\Ch(A) не является вполне несвязным мно 
жеством. Это означает, что существует некоторая дуга Հ[., 3) на ок 
ружности такая, что Ch (Л) Ո 3) — 0- Рассмотрим алгебру А ([•,, зр 
Поскольку граница Шилова произвольной функциональной алгебры 
не может состоять из конечного числа точек, если X само не состоит 
из конечного числа точек, то найдутся 3], хо=/='т •' и ФУНК՜
ция g^A^^, ß] такие,, что g(x0) = 1, I# (х)| «Հ 1, x=f=x0. Так как g (х) 
является равномерным пределом на ц«, з) функций из А, то для неко­
торого e <Հ -i- min 11 — |g (a)|, 1 — jg (ß)| j найдется функция ® G А такая, 

что |g (х) — ?(x)|<^s для x(;7h, ,i|. Легко видеть, что функция 
®(х)£/1 достигает своего максимума модуля на дуге ц». 3) в некото­
рой внутренней точке этой дуги. Но поскольку Мд = X, то на осно­
вании теоремы Росси (см. [2], стр. 84) существует x։£ti։. 3), х։7=7, 
хх ß и функция f^A такие, что /(х։) — 1, 1/(*)К^> x=Axi> T՛ е* 
x£Ch(A), и мы получаем противоречие. Следовательно, X'^Ch(A) 
вполне несвязно и поэтому А является s-нормальной алгеброй и т. д.

Следствие 2. Пусть А—функциональная алгебра на произ­
вольном графе X. Если Мд = X, то А—г-нормальная алгебра.
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Տ. A. GRIGORIAN, M. I. KARAKHANIAN. On i-normality of functional algebra։ 
(summary)

The papere generalizes the Wilken theorem on a-normal algebras.
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Д. И. ГУРЕВИЧ

ЗАМКНУТЫЕ ИДЕАЛЫ С ехр-ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ 
ОБРАЗУЮЩИМИ В КОЛЬЦАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 

ОТ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Рассмотрим кольцо Нр, равное индуктивному пределу при А—»оо 
банаховых пространств целых в С" функций с нормами

ИДд — sup l/(z)|e՜ А-
с"

где '> (z) — плюрисубгармоническая функция, определяемая следующим 
образом:

р (г) = 2|1ա z/\՛" + |z|m՛ 4֊ lgm’(l + |z|), т}1։ тпг>-0, ггц^-1. (0.1)

Пусть /—идеал этого кольца. Для любой :функции /(;НР обо­
значим через /г ее росток в точке г£С", а через обозначим идеал 
кольца Нг ростков голоморфных функций в этой точке, состоящий, 
по определению, из конечных сумм произведений где /£/, #£Нг.

Мы говорим, что идеал / локализуем, если он совпадает с сово­
купностью всех функций /£НР таких, что ЛС/г для любой точки г£С".

В настоящей статье мы рассматриваем замкнутые идеалы, по­
рожденные множеством ехр-полиномов вида

У е։^рк(г).

где z£C", а*£Дя, Z—кольцо целых чисел, а Р — кольцо поли­
номов.

Exp-полиномы указанного вида мы будем в дальнейшем назы­
вать Z-ехр-полиномами.

В книге [5] Л. Эренпрайсом было высказано предположение, из 
которого, в частности, следует, что идеалы, порожденные в кольце 
Нр, р = |z>, z£Cn, конечным набором ехр-полиномов с алгебраическими 
показателями (в том числе, N-exp-полиномов), замкнуты и локали­
зуемы. Эта гипотеза неверна при п^>1. Покажем это на примере.

Пусть я — такое трансцендентное число, что функции sin z и 
sin az порождают в кольце Нр, р = |z|, z^C1 идеал, не содержащий 
функцию f = z. Тогда нетрудно видеть, что идеал, порожденный в 
кольце Нр, р — |z|, z^C2 функциями sin z1։ sin z2, z։ — azs, не локализуем. 
Отметим, что этот идеал не замкнут. Замкнув его, мы получим дру­
гой, уже локализуемый, идеал. Доказательству этого факта примени-
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тельно ко всем замкнутым идеалам /£НН?, г£С։ с Д-ехр-полино- 
миальными образующими и посвящена настоящая статья.

Точнее говоря, в основной теореме этой статьи мы устанавли­
ваем справедливость следующего утверждения: замыкание любого 
идеала, порожденного в кольце Н?, где р определена по фор­
муле (0.1), произвольным множеством ^-ехр-полиномов, локализуемо.

Сформулированное утверждение имеет приложение к теории си­
стем дифференциально-разностных уравнений. А именно, из него вы­
текает следующая

Теорема. Пусть задана система дифференциально-разно­
стных уравнений вида

У Рк(— )п(х — а*) = 0, х^Я2. а^2.։ « £ ф. (0.2)
\^/

где Ф — некоторое функциональное пространство на R2, опреде­
ленное ниже, в частности, пространство Е Шварца. Пусть 
X—подпространство решений системы (0.2). Тогда в X плотны 
ехр-полиномиальные решения этой системы.

§ 1. Предварительные построения

В кольце Н?, с весовой функцией р, задаваемой формулой 
(0.1), обратимы все функции вида е/(а'г), а^Х". Умножая произволь­
ный Z-exp-пoлинoм на подходящую функцию такого вида, можно до­
биться, чтобы вектора a*£Z'I, входящие в показатели степени ее 
экспонент, имели неотрицательные координаты. Z-exp-пoлинoмы, 
удовлетворяющие последнему условию, мы будем называть Z+.-exp- 
полиномами.

Отметим, что кольцо всех Z+-exp-пoлинoмoв от п перемен­
ных — нетерово. Чтобы убедиться в этом достаточно рассмотреть 
отображение, ставящее каждому Д-ехр-полиному / полином р։ от 
Чп переменных, связанный с / соотношением /(«) = р,(г, е1г). Очевид­
но, что это отображение есть изоморфизм на (нетерово) кольцо поли­
номов от 2п переменных.

Следовательно, для любого идеала У^НР, порожденного произ­
вольной совокупностью Z-exp-пoлинoмoв, существует конечный на­
бор Z^.-exp-пoлинoмoв, его порождающий. Поэтому, не ограничивая 
общности, мы будем рассматривать только идеалы /^Нр, порожден­
ные конечным числом Z^-exp-пoлинoмoв.

Мы будем говорить, что Z+-exp-пoлинoм / содержит хх (или 
е'£՝), если степень полинома р^ по соответствующей переменной больше 
нуля.

Для любых двух Дь-ехр-полиномов и §■, обозначим через 
R (?1> Дг-ехр-полином а такой, что рк — R (рх, р^), где 

(р<г,> Рл) результат полиномов р^ и р^. Индексом внизу мы бу­
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дем указывать исключаемую переменную, например, /?г, (glt g.,} или 
Rriz,(gi, ga). При этом мы, конечно, предполагаем, что оба Z_-exp- 
полинома gj и g2 содержат эту переменную.

Предложение!. 1. Пусть Z^-exp-поли­
номы от двух переменных, такие, что многочлены р,., 1 у </, 
не имеют общего делителя h const. Пусть J—идеал, порожден­
ный этими 7+-ехр-полиномами в кольце Нр. Тогда или в идеале 
J существует Z -exp-полином g ^0, {зависящий только от 
z2, или в нем существуют два Z+-exp-пoлuнoмa \gt 0 и g2^0 
такие, что gt не содержит е1*', a g3 — z2.

Доказательство. Нетрудно видеть, что в условиях предло­
жения существуют коэффициенты 't ., 1 у< t, такие, что полиномы

I
р^ и 2 \Pfj взаимно просты. Рассмотрим случай, когда Z+-exp-no- 

/-։
t

линомы ft и А => 2 X / содержат и z։ и е1г'. Тогда определены ре- 
/=։

зультанты ^1։(/1>А) и Reiz, (/1։ Л). Очевидно, что они отличны от тож­
дественного нуля и принадлежат идеалу J. В этой ситуации мы мо­
жем положить g։ = Reiz,(fi, h), g2 = RZl(fu A).

Остальные случаи (когда одна из функций или А не содержит 
z։, но обе содержат е1г՝; когда одна не содержит z1։ а другая — е1г՛,. 
и т. д.) предлагается рассмотреть читателю. □

Для любой функции g£HP обозначим через Ng множество ее кор­
ней. Обозначим также через я оператор проектирования: С25(г1։ z2)->

В дальнейшем мы будем рассматривать фиксированный идеал 
J с Нр с Д+-ехр-полиномиальными образующими fj, 1-Су<Д от 
двух переменных. В пределах первых трех параграфов мы будем пред­
полагать, что «( П Hfj) С1, что полиномы pfj, 1 <- у <t, не имеют 

общего делителя А const и, что в идеале ’/ отсутствует ехр-поли- 
ном, зависящий только от z2.

Для упрощения обозначений будем считать, что /j = gu f2 = g2, 
где g1 и g2 взяты из предложения 1.1.

Лемма 1.2. Пусть g^O и g2^0— exp-полиномы от двух пе­
ременных, причем g3 = 2 zi hk (z2), g2 = 2 e*՞*1 qk (z2). Пусть /V—«е- 

k k
приводимое аналитическое множество такое, что N£Ng,, NcNg„- 
dim N= 1. Тогда N—комплексная прямая.

Доказательство предоставляется читателю.
Пусть /0—такой Z4-полином, что Л/о = Nt, и Rz,(fo, /’ ) 0.

J 0z։ 
г

Представим /0 в виде [”] (z։ — c*za — dk), где Д — Z+-exp-noAHHOM, 
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не имеющий делителей вида Zj— cz3—d. Обозначим через V оператор 
„дифференцирования по касательному направлению к множеству

“Л,,֊֊֊ -A./֊’
dz.. dzy

Предложение 1.3. Для любого ехр-полинома

g = 2 <?*(*» 2s)eO*X,>
*-1

где все аь £ С1 различны, a qu суть полиномы по z։, такие, что 
Rit(f+, Я*) О, 1-CA^s, существует полином Р (') с ехр-лолияо- 
миальными коэффициентами ՛ и ехр-полином h — (zs) z3j такие, 
что RzSf#, Л)^£0, и /’(?)£? = /։> причем, если g Z+-exp-поли­
ном, то коэффициенты Р суть Z-exp-полиномы, h Z^-схр-по­
лином.

Доказательство. Если s = l, -то положим Р(") = е~",г,~°, 
А = Яг-

Пусть теперь s^>l. Рассмотрим функцию xg- Она имеет тот же
5'

вид, что и g, т. е. vg = 2 «»)en*z‘, где pk, 1-^k^.s, суть по-
*=։

линомы по zv Функция qrfg — pxg не содержит члена с множителем 
е"1’1. Убедимся сейчас, что все ее коэффициенты при множителях 
е0*1', А>1, отличны от тождественного нуля на любой неприводимой 
компоненте N такой, что -kN = С1.

Предположим противное. Пусть для определенности коэффициент 
при еа,г' равен нулю на неприводимой компоненте N/„ 5для кото­
рой “7V = С1.

На любом открытом круге U a С1 = г.С2, не содержащем корней 
результанта f.*) накрытие N~* С1 распадается на отдельные
листы. Пусть z։ = s (z.j) — уравнение некоторого листа накрытия 

т.
7V -» С1 на таком круге.

Для любой функции определенной в С։, обозначим 'через /л 
функцию, определенную на U и равную там j՝Z (?(*»)• *«)■ Поскольку 
для любой, функции

f.. (? («։), «։) ~~ 7я = (VZ)I
1 U>=9 (•»։)

то нетрудно видеть, что наше предположение о коэффициенте при 
множителе е"**1 эквивалентно условию: функция и = (д։)^ евг? м удов­
летворяет в круге U дифференциальному уравнению

dzi ''"'
Поскольку этому же уравнению удовлетворяет функция 

и= (Я])<ге°'?^> то по теореме единственности указанные функции
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линейно зависимы, т. е. с некоторой константой С выполняется со­
отношение = С (дх)з Отсюда вытекает, что
(д։—Сд։ е(в’-Л։,й)1№0. Рассмотрим результант /?,, (д#, д.,— Сд1е(а՝~а՝՝х՝). 
Он тоже равен нулю на компоненте IV, но отличен от тождественного 
нуля в С։.

Нетрудно видеть, что указанный результант имеет вид ехр-поли- 
нома gг из леммы 1.2. По этой лемме IV— прямая. Но поскольку 
г/У — С, а ехр-полином Д не имеет делителей вида г։ — сг2 — то 
мы пришли к противоречию, показывающему справедливость проме­
жуточного утверждения.

Положим /л = £, /л = Ч1 у# - р18, (20 (т) = (■։) = др _
По индукции строятся функции /*, к =2, 5—1, и полиномы
с ехр-полиномиальными коэффициентами, такие, что '/* = С?* (у) /к 
не содержит слагаемых с множителями е"^', у-^к, коэффициенты /* 
при множителях в“/*, у > к, отличны от тождественного нуля на любой 
неприводимой компоненте т.Ы—С1. Положив теперь Р=е~°4г'Х
X СЬ-ък— е՜՞'1' 7.з-1, мы получим искомые Р и А.

Таким образом первое утверждение предложения 1.3 доказано. 
Второе — непосредственно вытекает из способа построения полинома 
Р и ехр-полинома Л. □

§ 2. Локальные н глобальные оценки для голоморфных функций

Предложение 2.1. Для произвольного ехр-полинома ^^0 
от п переменных существуют константы А, В и к такие, что « » • ' 

|^(г)|> ?(я, (2.1)

где (1 (г, ^g) = т'т(<7 (г, ^g), 1), а с1(г, —расстояние от точки
г до ^g.

До казательство. Нетрудно видеть, что существуют а £ С" 
и линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициен-

I тами
Р/ \ О / \ X) 1 1

71 — 1 порядка д такие, что РЧ1 — (е §) = 1- 
\Ог/ \дг I

Тогда с учетом теоремы 4.3 [1] получаем

1 = Ря (/ ) <е,п| 2 1М?’’ (*)| <
\Ог 7 |аГ,

<Се'а"г|2 №) (1+М)3'։'|^(г)|<
1«1 ՝ч

<Се‘а|и||г(г)|(1+И)31’1 ^g),

что и составляет искомый результат. □
Замечание 2.2. На самом деле, с некоторыми С ч к справед­

лива более точная оценка
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С\8(г)[> 4* (г, (1 + |։|)՜* еН(<“,|։',

где ш — элемент единичной сферы в Сп, д = |г|<», а Н (<՛>)'—индикатор 
роста функции

Оценки, аналогичные (2.1), можно доказать для любой функции 

^€НР, удовлетворяющей уравнению Р։,(—1#=1> где у—ли­

нейный дифференциальный оператор с коэффициентами, ограниченны­
ми по модулю величиной еЛр(*)+й. Нам потребуется локальный аналог 
этого утверждения. Его доказательство мы разобьем на две леммы.

Выражение К (г, г) мы используем для обозначения открытого 
шара радиуса г с центром в точке г £ С".

Лемма 2.3 Пусть функция § (г) аналипгична'в шаре АГ(О, R) с 
с С", 0</?<1, и пусть существует линейный дифференциальный 

оператор Рпорядка д с коэффициентами к, (г), д, 

|А«|<ЛЛ такой, что = где Л (г) и (я), [Ы < д суть
\0г /

некоторые функции в К (О, R). Тогда для любой точки г^К(0, Р/2 ) 
и любого-числа 0 < г Л/2 существуют точка г) и констан­
та С, не зависящая от Мъ R, г такие, что

(2.2)

Доказательство. Из условий леммы непосредственно выте- 
.кают неравенства

|Л (z)| = Pq (£\ g < Мг 2 |g(” (z)| <

шах 1г(г/)|(3|/п/г)'’'.
1’1 « |=,—V, ! < г/З) п

Полицилиндр г> £ Сп : |иу — я,| < —£=-> V/ содержится в шаре 
( Зи п I

.К(г, г) и, следовательно, в этом шаре существует искомая точка. □
Лемма 2.4. В условиях 'предыдущей леммы -дополнительно 

предположим, что |ггас! %\ М2, М3^-1. Тогда существуют кон-
ютанты И и к, не зависящие от g, М1։ М։, R такие, что

D\g (z) | > min (?’ (z, Ng)\h (z)|‘(Mlt MS)՜*, 1/2),

где d = m\n(d(z, Ng), R), z^K(0, R/2).
Доказательство. Фигурировавшую в предыдущей лемме ве­

личину г положим равной — min (d, M2՜1). ^Зафиксируем точку 
6

z£K(0, R/2) и рассмотрим шар К (v, 2 г), где v—точка, удовлетворяю- 
.щая неравенству (2.2). Отметим, что K{z, г) с К (v, 2 г) с К (О, R).
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Если в шаре K(v, 2 г) существует точка w такая, что |g (ш)| > 
1, то

I# (*)l > I? («О' — Af«|z — w|> 1 — м2-3г > 1/2.
Если же такой точки нет, то в шаре К (и, 2г) гармоническая функ­
ция 1?|?(г)| не меньше нуля и для нее несложно доказать оцен­
ку — ։? (*)1 С — 22՞ 1?1 я (и)|. Отсюда

lg (z)| > |g (о)|’2л > |Л (ж)|а2я с՜22՞ (4 а2" ■ q

откуда непосредственно вытекает необходимый результат. □
Лемма 2.5. Пусть g (z) — функция, голоморфная в круге 

К (О, Я) с С1, такая, что g (0) #= 0. |g (z)| < М. Тогда в круге 
К(0, R/2) число т корней функции g (с учетом их кратности) 
удовлетворяет неравенству

т < log։Af — log, |g (0)|.

Доказательство. Пусть в — произвольное фиксированное 
число такое, что 0<^s<^#/2. В круге К (0, R — s) функция g (z) имеет 
конечное число корней. Пусть Су, j — 1, 2,•••, к,— ее корни, зануме­
рованные в порядке возрастания модулей, из которых первые т кор­
ней и только они содержатся в круге А?(0, R/2). Тогда, как следует 
из формулы Йенсена, справедливо неравенство

J Ъ
Очевидно, что

(R-e)'"(RI2rm<(R-e)m ПМ-։<(* ֊ «)* П К/Г* •
Из произвольности е вытекает соотношение 2"' -С Mf\g (0)|, эквивалент­
ное доказываемому неравенству. □

На основании приведенных лемм мы можем теперь установить 
некоторые оценки снизу для функции max lg|/y|.

J

§ 3. Оценки снизу для функции шах lg|/y]| 
j

Теорема 3.1. Для любого !^>0 существует константа А и 
последовательность чисел Rj, j = 1, 2, •••, таких, что l(j—1)<^ 
<С R;<^lj и на множестве к՜1 П, где П = U о1К(О, Rj), а дК (0, Rj) — 

j
граница круга K(Q, Rj) cz С1 = "С2, выполняется неравенство, 
max lg |/у (z)| > — А (Щ + 1).

j
Доказательство. Напомним, что /։, /0 и Д — Z+-exp-no- 

линомы, являющиеся полиномами по z։ такие, что Nf, = Nfb 

^1(/о> /ог։) 0, /о = fit П («1 — CjZz — dj) и ft, не имеет делителей
7-։

вида Zj — czs — d.
833—3
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Для каждого 1 •<у < г существует Д -ехр-полином из ба­

зисного набора такой, что /, (суЯ» + <//,
Рассмотрим полином Р(") и Д-ехр-полином Л, удовлетворяю­

щие условиям предложения 1.3 с а = /2. По этому предложению 
т?. (/, А)==0. Поскольку (Д, то ехр-полином

У- = (П, /.։,) ■ (/., Л) П /,. (с/8 + я։),
7-1

зависящий только от г.,, отличен от тождественного нуля.
Пусть у = 1, 2,—его корни, занумерованные в порядке 

возрастания модулей. Существует константа С такая, что С'|->1^>у 
(см., например, [1]). Опишем около каждого корня круг с центром 
в и радиуса а|:у|-’2, где а = ^(3^'՜2) •

Поскольку сумма диаметров этих кругов удовлетворяет неравен­
ству

2 2 а КГ1 < 2. (2 Г1 у1 С‘ Ё 7՜’= ֊ ■

то для любого у на интервале //(у —1) -|-— > /у— — ] существует 
\ 4 4 /

число R, такое, что окружность дК((), R]) не пересекает ни один из 
построенных кругов.

, »2 _ ]
Нетрудно видеть, что расстояние <1(дК(О, R/), ) сне-

которой Ь, не зависящей от у. Кроме того, мы считаем, что 
• 2 -1

(ЬР.} ) \rnin (1, //4) при всех у. 
,2 __|

Рассмотрим в С1 = ~Сг (2 ЬВ/ ) -окрестности окружностей 
дКЦй, R У). Обозначим их через (/у.

Ниже мы покажем, что для всякого у существует константа R, 
такая, что дК(0, R/) с 11) и с некоторыми А и В выполняется соот­
ношение

1г1А(г)|>-Д|г|-В, ж^Л^.П-^П, (3.1)
где П = II дК (О, /?,). 

7
Поскольку оценки такого же типа, как это следует из предложе­

ния 2.1, выполняются на множестве {я £ С։: — суяа — <11 = 0| П՞՜1 П 
для функции 1д 1//у(г)|, то с некоторыми Ла>0 и 2^ > 0 имеет место 
неравенство

тах 1? (я)| > ֊ Д |2| _ Ви П -՜1 П.

Пусть константы Аг > 0 и В., > 0 таковы, что шах |ггас!/у| <

е՜4'+ . Рассмотпим — (Л‘ л,) '*4 ~рассмотрим — е -окрестность множе -
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ства М/, П "~‘П. Пусть точка V принадлежит ей, а точка г^/У/, П "-1П 
такова, что (Ни, г) е , Одна из функций /у в этой
точке удовлетворяет неравенству |/7| > — Л։ |г! — ВГ Оценим ее мо­
дуль в точке V.

1Л (®)1 > I/; («)1 — к — и| тах |?гас1//| > е'А' '2’ -й* — 
к. с)

___ 1_ -(Л,4Я,ХР1 0-<В| ֊Лд еД։(|а|+1) -г В, _ 1 е~.4,|»|- В, 1 _д։()О|+1)_в։
2 2 "2е

Следовательно, для любой точки г из указанной окрестности с 
некоторыми А3 и В3 имеет место неравенство тах 1$|// (г)|<> —Л3]г|—В3. 

}
Рассмотрим дополнение этой окрестности до множества ТУ/, П"-!П. 

Нетрудно видеть, что на нем с некоторыми А4 и В3 выполняется 
оценка I? |/։| > — Л։|г| — В3. Положив Л3 = тах (Л3, Л4), 55 = тах (В/, В4), 
получаем

тах 1?1//1> —Ак1~ Д» гС-“։п, 

что составляет требуемый результат.
Докажем теперь существование констант А, В к последователь­

ности R], / = 1, 2, •••, удовлетворяющих (3.1). Доказательство этого, 
будем проводить в два этапа. Сначала мы установим, что на много­
образии /V/, в ^некоторой окрестности множества ТУ/, П П', где 
П' = I) дК(О, Rфункция /։ не может иметь „слишком много“ кор­

ней, на основании чего мы сможем выбрать последовательность R 
Затем мы в некоторой меньшей окрестности оценим функцию 1$ |/,1 
снизу через расстояние до корней, из чего выведем существование 
искомых А и В.

Исходя из предложения 2.1 заключаем, что для точек г, принад­
лежащих и,, с некоторыми Ао и Во, не зависящими от г и /, 'выпол­
няется неравенство Г/(г)|^>е Л,и| В։ /?/ . Аналогичное утвержде­
ние справедливо для всех ехр-полиномов, входящих множителями в 
функцию ՝/.

Зафиксируем радиус /?/ и точку (0,/?,). Пусть г։ = ?*(гг) 
՛« <2 -1

—уравнения листов накрытия С1 над кругом К (г, (26/?/)՜ . 
Здесь к0— степень /, как полинома по г2. Очевидно, что с некоторыми 
А2 и В1։ не зависящими от г и к, 1-^к^кп, функции (г2) допускают

Д։/? • + В}
оценку |<р* (д2)| е , Следовательно, при г2 £ 11; с некото­
рыми А* и В2 справедливо неравенство

да/? + в, 
1А (?*(*։), *8)1<ехр е ’ ' . (3.2)

Нетрудно видеть, что существуют полином (т) и число т та­
кие, что коэффициенты этого полинома имеют вид я(/,х)-т, а-Н», 
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и Pj (/.Zi V) = P(v), где P— полином, фигурировавший выше. Функция 
/?,,(/„, Л) представима в виде

R։, (f, h) = Л։ - Л 4- h.f. ~h՝P (v) /. + h.f. = hj\ (f'.՜' 4)f։ + h»f" 

где hu h3 — Z+-exp-noAHHOMbi.
С учетом соотношения /.։ (?* (z2), z_>) (—(A)?* — 

' \ dz2 /
получаем

Л1 (?* (*,), zj pj= Rz, (f; Л)- 
\ dzn /

Все коэффициенты этого уравнения (мы относим туда и функцию 

(/։։)?t) оцениваются сверху величиной ехр еЛ,'*> а функция Rz, (f՝, h) 

удовлетворяет на U.j неравенству \Rz,(f.■ А)| > е й с некоторы­
ми А3 и В3, общими для всех j.

Применив к функции (/.,)?* лемму 2.3 с R= (5 bR-) ՛, заключаем, 
•2 — ։

что в (10 bRj ) -окрестности точки z существует точка w, для кото­
рой с некоторыми А< и В41(/г)т* (v) | > ехр (— еЛ,к ՛ Я|), причем /14 и 
Bt не зависят от у, к и точки v.

.О _J __j
Круг K(v, 2(5bRj) ) лежит в (2 bRj) -окрестности точки 

z^dK(0, R)). Функция (/»)?А определена на нем. Применим к ней 
лемму 2.5. Из этой леммы с учетом неравенства (3.2) следует, что 
существуют константы А5 и В5. не зависящие от j и z£dK(Q, R'j) 

»2 —J
такие, что в круге К (и, (5 bRj ) ), а следовательно, и в круге- 

• 2 —1
K{z, (10 bRj) ) число корней функции (/։)?д не превосходит величи-

AzR 1 + В-, ны е J
Окружность дК(0, Rj) можно покрыть кругами с центрами на 

,2 -1
ней и радиусами (10 bRj) так, чтобы число этих кругов не превос-

Г ,2  ] »3
ходило величины [2 -Rj: ЦО bRj ) ] 4֊ 1 = [20 " bRj ] 4֊ 1 и чтобы цен­
тры двух соседних кругов находились друг от друга на расстоянии не 

<2—1
большем, чем (10 bRj ) .

Нетрудно видеть, что указанные круги покрывают (30 bR?) '-ок­
рестность окружности дК$, R։) и, следовательно, в эту окрестность 
проектируется общих корней функций /, и /2 не более, чем

eA'RJ bR‘-kQ ([20 -b /?/] 4- 1) < +e‘,

с некоторыми Ae и Be, не зависящими от у. 
<2 —1

В (60 bRj ) -окрестности окружности дК(0, Rj) существует ок­
ружность dK(0, Rj), не пересекающая ни один из кругов, лежа-
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щих в этой окрестности и имеющих центры в точках множества 
/V—- :/2 (х) —(х) = 0} и радиусы е ’(120 6/?/) '. От­
сюда вытекает, что с некоторыми А- и В., не зависящими от у, имеет 
место неравенство (ЦоК($, R,), е~ л”?-,-Вт.

Перейдем теперь ко второму этапу доказательства. Пусть
П՜ '<?АГ(О, R/) и г։ — © (гЛ — уравнение листа накрытия

П/.— С', содержащего точку г и определенного в (60 6Л,՜) -окрест­
ности точки а2 = т.г.

Функцию оценим по модулю, исходя из формулы
ф'=того факта, что с некоторыми Д+-ехр-полиномами Л2 и 

/г,) ~ Ь-Л*։, и того> что (/.> А.) бУДУчи вХр-ПОЛИНО-
мом, оценивается на основании предложения 2.1. При этом мы полу- 

• 2 —1
чим, что в бицилиндре — г1\<^(60 bRi) , 1и2 — х2| < 1} с не­
которыми Аь и Вь имеет место неравенство ф'(и։)! е'’՝(|-։,-1? <л.1)+в.

Пусть точка = ~С3 принадлежит е՜'’՝՝’1**՛ + ՛'(г։)|> “ я՝-окрест- 
ности точки д2 = ~г. Тогда точка у = (ин и2), где и, — © (и2), принад­
лежит указанному бицилиндру. Это легко установить, используя нера­
венство |и։ — гг] •< 1^2 —г2|-тах |ф'|. 

|։՛«. л]
Для произвольной функции /г, определенной в и удов-

>
летворяющей там оценке (о)| < еА'|։’1 В" с некоторыми Ад и Во, рас­
смотрим функцию £■? = £(? (V.,), и,). Из сказанного выше следует, что 

—+Ь (х,)1) -в, не -окрестности точки г., имеет- место неравенство
|О_| еМ. + анк.1+ |?(*)|)+Д.

Учитывая этот факт, применим к функции (/։)г лемму 2.4, поло­
жив в ней R — е՜'՝՜ '՝г'' 1г " в\ Из указанной леммы следует, что в 
е т -окрестности точки г с некоторыми Д10, £>10 и к, не за-
висящими от у и П ”՜1 Л у), выполняется неравенство

КАМ > е՜^'^' * ”(Г։)" " в" тт( / (г., '֊Ы}, R*), 

завершающее доказательство. П

§ 4. Основная теорема

Основным результатом настоящей статьи является следующая
Теорема 4.1. Пусть /< — произвольный набор Д-ехр-по- 

линомов от двух переменных, и пусть ] — идеал, порожденный 
ими в кольце Нр, где р определена по формуле (0.1). Тогда замкну­
тый идеал ] локализуем.

Доказательство. Мы можем считать, что все /у, 
суть Д+-ехр-полиномы. Пусть р — наибольший общий полиномиаль­
ный делитель полиномов р/,, 1 -Су -С Рассмотрим идеал порож­
денный в кольце Нр Д.-ехр-полиномами /;/р(г, е1*).
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Пусть функция А£НР такова, что h£J։ для любой точки z^C . 
Методами работы [4] из леммы 2.3 несложно выводится включение 
Л, = А/p (z, е,г) £Hf. Очевидно, что hu(zj\z для любой точки z~C՝. 
Локализуемость идеала J будет установлена, если мы докажем вклю­
чение h^J- Для этого достаточно убедиться в справедливости вклю­
чения h£Jx.

По предложению 1.1 в идеале или содержится Д-ехр-поли- 
ном ft-йО, зависящий только от z2 или в нем существуют два 
Д+-ехр-полинома £ 0 и g2^0, не содержащих elz' и z։ соответ­
ственно. Отсюда, используя лемму 1.2, мы делаем вывод, что все не­
приводимые компоненты 7VC f\Njji0 такие, что dim N— 1, суть комп- 

J
лексные прямые. Нетрудно убедиться в том, что этих прямых конеч­
ное число.

Пусть д։ — полином, равный произведению всех общих делите­
лей вида Zj — cz2—'d функций fjlp(z, е,г) (с учетом кратности этих 
делителей) , а полином q2 равен произведению всех остальных общих 
линейных делителей функций fj/p{z, е,г). Положим q =

Рассмотрим функцию А« = h-Jq и идеал J-., .порожденный в коль­
це Нр функциями 'fj ~fjlp(zt е'г) q. Для любой точки z^C։ z и, 
кроме того, Л»£Нр. Аналогично сказанному выше для завершения до­
казательства нам достаточно установить включение А... - J2.

Если в идеале ֊/1 существует Д-ехр-полином (пусть это будет 
ffp (z, е'х), зависящий только от z2, то для него существуют констан­
ты А и В и последовательность /?,, j — 1<^7?у <^j, такие, что на 
множестве ““’(UdA'CO, /?,)) выполняется соотношение 

/
1g\filp (?> е")| > — Д tai — -5-

Как следствие сказанное переносится и на функцию
Если же указанной функции в идеале Jx нет, то по предложению 

1.1 в /1 есть два Д+-ехр-полинома (пусть это будут /։/р и /«/р),пер­
вый из которых не содержит е/г‘, а второй — г։.

Нетрудно видеть, что fx',pqx — Д^-ехр-полином, причем множество 
N общих корней его и Д^-ехр-полинэмов flip, таково, что

С1. Теперь используя теорему 3.1, несложно убедиться в суще­
ствовании констант А и В и последовательности Rj, j—1 Rj<f> 
таких, что

maxlgI7y|>-4|z|֊B, z^UO, Rj)). 
i ։

Меняя местами zt и z, и повторно применяя те же рассуждения, 
мы получим, что для образующих 'fj идеала /2 всегда существуют кон­
станты А и В и две последовательности R} и Rj такие, что 
7 — ։ = 1, 2. и каждая компонента связности множества

|z £ С3: max 1g \'fj\ < — A lz| —
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лежит в множестве вида

= (/?)< |хх| < Я < М < 1.
Теперь включение Л2 6 /а» завершающее доказательство, непо­

средственно вытекает из следующей теоремы:
Теорема 4.2. [2]. Пусть /— замкнутый идеал в кольце Н₽> х 6 Сп, 

где р определена по формуле (0.1). Тогда, если в идеале / суще­
ствует ограниченное множество {/-} такое, что с некоторыми А и 3 
все компоненты связности б*- множества

1x6 С": sup )g|/2|<-4|x|-ß) 

ограничены и sup |z|/(l 4-։nf|z|) С, где С не зависит от £, то идеал 
гЬОц .-бО*

J локализуем.
Рассмотрим теперь приложение основной теоремы к теории систем 

дифференциально-разностных уравнений. С этой целью мы приведем 
построение некоторых функциональных пространств, определенных 
в [3].

Пусть Е,'.' д и Е^’д — банаховы пространства комплекснозначных 
функций на R", для которых соответственно определены нормы

’«•=»»р| (х) | ■ и = ,^<t<*։?’«

где е„, д (х) — ехр , если 7 0, ео, д = 1 при |х| -С >4, ео. д =

— ос при |х|^>Л. Положим Е» = Нт рг Б!’д, Е, = Пт рг Е2’д.
В-*0 Я-*'* у, А—»

Тогда, как доказано в [3], кольцо Нр с весовой функцией р, за­
данной формулой (0.1), связано при т2 = 1 с пространством

Ет"'1! » если П11>0,
т

Е
21^1. если ти,= 0, т

соотношением ^(Ф') = Нр, где Г—преобразование Фурье, а Ф'—про­
странство, сильно сопряженное к Ф.

В такой ситуации проблема локализуемости замкнутых идеалов 
кольца Нр является двойственной по отношению к проблеме о допу­
стимости спектрального анализа и синтеза инвариантными относитель­
но сдвига подпространствами пространства Ф (см. [6]). Не останавли­
ваясь на подробностях редукции одной проблемы к другой, сформу­
лируем следующую итоговую теорему.

Теорема 4.3. Пусть задана система однородных дифферен­
циально-разностных уравнений вида

s / г) \
у Р., (т~) “(* ~ я) = °. x^R2, a tzZ2, пбФ.
"1 *'Ох/
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(Мощность этой системы может быть произвольной). Пусть 
X—подпространство ее решений. Тогда, если Х=4=\^}, то X до­
пускает спектральный анализ, т. е. содержит ехр-полином и О 
и спектральный синтез, т. е. совпадает с замыканием множества 
ехр-полиномов в нем содержащихся.
Всесоюзный научно-исследовательский
институт железнодорожного транспорта Поступила 12.III.1973

Գ. К ԳՈԻՐԵՎԻՏ. 04թ-պո|իՏոմիա1 »նիգերով փակ իղեա^հր երկու փոփոխականի ամրողչ 
ֆււէնկ(յ|>աներ|ւ ստակներում (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում կ երկու փոփոխականի ամբողջ ֆունկցիաների որոշ օղակնե- 
րՈււք աււաջացած փակ իդեալները հետևյալ տեսրի ծնիլներով

Л ' ( Օյ«ւ+ «։*։) ,
. >. е Рь («ւ» *յ).

որտեղ բազմանդամներ են, իսկ (ւ^-ը ամբողջ թվեր'. Աս/ացուցւԼած էէ որ այդպիսի
իդեալները միարժեբորեն որոշվում են իրենց լոկալ ստրուկտուրայով։

D. I. GUREVICH. Cloted ideal։ with exp-polynomial generator։ tn the ring։ 
of entire function։ of two variable։ (summary)

In the paper the closed ideals, generated in some rings of entire functions of 
two variables by the generators

' (
e P* (*։. *։).

where pk are polynoms. and o*-integers, are studied. It is proved that suc h ideals 
are defined by their local structure.
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Г. Г. КАЗАРЯН

О ДОБАВЛЕНИИ МЛАДШИХ ЧЛЕНОВ 
К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ПОЛИНОМАМ

Пусть /?л л-мерное евклидово пространство точек ;= (5։,- • •, ?п), 
А„ — л-мерное пространство мультииндексов, т. е. точек а= (а1։..., а р 
где все *,(։  = !,•••, л)--целые, неотрицательные числа. Если 
а £ А„, то положим, как обычно ,

л п
г- = о՝ = р?• • •£>?, ок . |а| = у Я;.

Если /. = (/•։,•••, /.„) — вектор с вещественными компонентами и 
я Л

г^Ап, то (л, а)=У/.;ар Обозначим еще ? £ РЛ։ П^'^О}.
/-1

Для данного полинома R (?) = 2 7*5 “ обозначим через (R) мно- а
жество мультииндексов (7?) = |а; а £ Ап, ’[*  =И=0}. Полином R (?) = У 5« 

назовем /֊-однородным порядка <1%, если существуют вектор к=(/.։, • • •, />п) 
и число с/л? такие, что (?., а) = <7/? Vя € (Р). В этом случае бу­
дем записывать Р (?) = У, у*

О., ’

Для данного полинома R (£) введем функцию Л. Хермандера
V! 1123|/>Р(?)1։ .

М >о

В настоящей заметке в случае л—2 решаются следующие задачи: 
для данного /.-однородного полинома Р(;) порядка е/р^>0 найти усло­
вия на полином *2(?)  такие, чтобы с некоторой константой С_>0 вы­
полнялось соотношение

։ или
I) |С(;)|<С(1+|Р(?)!)

П) 5(5)-< С Р(Ь).

(0.1)

(0.2)

Обозначим через [<2)р и [(?)/> соответственно множество полино­
мов, для которых имеет место неравенство (0.1) или (0.2). Нас бу­
дет интересовать вопрос, какие „младшие члены“, т. е. члены вида 
R (В) = У. 7# 5’ при можно добавлять к полиному Р($),‘что-

(х> •) а/?

бы для полученного Р(?) = Р(£) + Р (с) и всех полиномов |С!р 

или | <2)р выполнялось соотношение
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ИЛИ

1П) |Q(?)| < С (1+|Р(?)| ) (°-3)

IV) Q(?)<CP(?) ’ (°-4)
Очевидно, задачи III и IV эквивалентны соответственно следую-

неравенства
ПГ) СС(1 + |Р(':)|) ¥?£/?«. (0.3х)

IVх) С Р (?), Р(<) = Р( 5) ч/?(-:), (0.4х)
Задачи типа I) — IV) рассматривались многими авторами в более 

общей постановке (см., например, [1]—|4]). Ими получены достаточ­
ные условия для справедливости некоторых из соотношений (0.1)— 
(0.4). Известно, например, что если R (О)—семиэллиптический опе­
ратор (см. [1], теорема 4.18), т. е. /.-однородный оператор с условием 
R (’) ¥= 0 при ?=/=0,'то для любого ч^Ап, (/, ՝/) -< «6г

|?1<С(1 + |Р(«)0 \<Я/>-
В настоящей заметке в терминах свойств действительных нулей 

рассматриваемых полиномов в случае л =2 решаются задачи (I—IV), 
причем основное ударение делается на совпадание необходимых и до­
статочных условий.

Будем пользоваться факторизацией данных полиномов (см. лем­
му 1). Отметим, что вследствие того, что упомянутая лемма 1 не 
имеет своего аналога в случае л > 2, изложенный метод не распро­
страняется на этот случай.

Итак, всюду в дальнейшем будем считать, что размерность рас" 
сматриваемых пространств л = 2.

Заметим, что если R (?) — /.-однородный полином порядка <//?, то 
R(i) является также к-/.-однородным порядка к(1К для любого дей­
ствительного числа к 0.

Очевидно, также, что соотношение \1'-. или /^//а является рацио­
нальным числом вида р/д, где д можно считать нечетным числом. 
Пусть, для определенности, таким является соотношение Тогда 
имеет место

Лемма 1. Пусть Л (?)— '-однородный полином с действи­
тельными коэффициентами порядка Тогда его можно пред­
ставить в виде

* (0 = г (?) П (ч ֊ *7 ■’ == г (0 П О(;)» (0.5)
И } 1

натуральные числа, '/.^=/=0— попарно различные действи­
тельные числа (/—!,••■, Лбг), г(?)֊—аналитическая в R: функ­
ция, причем г (?)=/= 0 при

Доказательство этой леммы можно найти в [4].
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Отметим, что утверждение такого типа з иной формулировке 
можно найти в более ранней работе [3].

Всюду в дальнейшем будем считать, что рассматриваемые полино­
мы имеют действительные коэффициенты. Очевидно, это не умаляет 
общности, так как в противном случае мы могли бы рассматривать 
полиномы |Р(5)|։, |О(5)|2 и т. д., которые уже имеют действительные 
коэффициенты.

1'. Займемся задачами I и II. Пусть сначала Р (;) и 0(;) —/.-од­
нородные полиномы (/.։ 0, /2 > 0) порядка др и с!<) соответственно

; (<՜. др).
По лемме 1 они представляются в виде

4^р ЛГ р
Р® = Р (?) • П (ч ։'Ь )'"' = р (?) П Р]<1Л) 

/=։ /-։
Л’о л0

0(5) = <7(0 П (п- >*' = 9(?)֊ П П-2)
/=1

Пусть полином (/.-однородный) Р(5) удовлетворяет условиям 
Р (1, 0) 0, Р(0, 1) =/= 0. Тогда справедлива

Теорема 1. Для того чтобы имело место неравенство (0.1) 
для двух '֊-однородных полиномов 0(5) и Р(5). соответственно по­
рядков дц и бр\с представлениями (1.2) и (1.1), необходимо и до­
статочно одновременное выполнение следующих условий (возмож­
но. после некоторой перенумерации):

1) ,. Ъ = ։А; (/= !<••, НР):
2) т^дД^ (; = !,•••,
Следствие 1.1. Для того чтобы для двух /.-однородных поли­

номов 0(5) и Р(5) выполнялось соотношение
С\ 10(5)1 < 1 + |Р(5)| < С*  (1 + 10(5)1) V? € Кп 

необходимо и достаточно одновременное выполнение следующих усло­
вий (после некоторой возможной перенумерации ру, у = !,•••. No):

1) = 11/ = т. (у = 1,-.., 7УД

2) = £у = /п, (у = 1,- -, /Ур).

Пусть теперь (2 (5) не является /.-однородным полиномом, т. е. 
0(5)=7? 5е. Тогда, очевидно, 0(5) можно представить в виде 

<х.«) ч()
суммы /-однородных полиномов 

л .и
0(?) = £0И?)-3 2 7?5*.  (1.3)

*—1(*.  «)=''од

1 где = </<,,>
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Следствие 1.2. (решение задачи 1). Для того чтобы для двух 
полиномов: Q(;)> имеющего вид (1.3) и Р(;) = 5, 1-> ? (dQ < dp)

имело место соотношение (0.1), необходимо и достаточно, чтобы каж­
дая /.-однородная пара полиномов |О*(;),  Р(?)1 при dy^^Q (& — !,•••, М) 
удовлетворяла условиям теоремы 1.

Чтобы сформулировать предложение, дающее решение задачи II, 
введем следующие обозначения.

Для двух /.-однородных полиномов Р (?) и Q(?) порядков dp и 
dQ(dy-^dp) с представлениями (1.1) и (1.2) положим

Ду(Р)=^ min (Л, v) = min (/, v). Д(Р)= max Ау(Р). 
|ф-<яу h|—my I»/ Лр

Теорема 2. Пусть Р(?! и Q(>) — Два /-однородных полино­
ма порядков dp, dri(dQ < dp} с представлениями (1.1), (1.2). Ддя 
того чтобы для этих полиномов выполнялось соотношение (0.2), 
необходимо и достаточно, чтобы для тех у(1 у t^.Np), для ко­
торых dQ^> dp— S.(P), одновременно выполнялись следующие ус­
ловия՝.

1) 11у = "у возможно после перенумерации,
2) dp — dQ^ (гп} — к,), где » = min [/։, >,}.
Следствие 1.3. (решение задачи II). Пусть Q(;) — полином вида 

(1.3 )и Р (?) — /.-однородный полином порядка dp. Для того чтобы для 
полиномов Р(?) и Q(?) имело место неравенство (0.2), необходимо и 
достаточно, чтобы каждая пара /-однородных полиномов {(?*(;),  Р(?)( 
при dyk > 0 {к = 1,..., М) удовлетворяла условиям теоремы 2.

Прежде чем перейти к доказательству сформулированных утверж­
дений, докажем два простых неравенства.

Лемма 2. Пусть a, b, с, d—положительные числа, удовлет­
воряющие условию dfb ^alc. Тогда для всехх^-1, у£ [0, 1] имеет 
место соотношение

а b ՝ г 4X у < 1 -г X у 

при a-fZc. Если же а<^с, то для любых действительных 71^а0, 
1\¥=0 справедливо также соотношение

Доказательство. Если в добавление к условиям леммы так­
же Ь~>֊б, то первое неравенство очевидно. Пусть поэтому Ь<^б. 
Обозначив ха — и, уь = у, получим эквивалентное неравенство

с а 
а Ь 

ио <С1 -г и • V , и > 1, |0, 1].

В случае и-о<^1 это неравенство очевидно. Пусть и-и^>1, тогда по 
условиям леммы и по условию Ь б, получаем
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в с а
, .Ъ Ь Ь а Ъ

И • V (И* V) ~ и ’V • V .

что и доказывает требуемое неравенство.
Второе неравенство следует из того։ что

с (Л / а Ь с с!X У Iх 'У 00 При х -у —юс.
Аемма 3. Пусть а, Ь, с, </, I) — положительные числа, удов­

летворяющие условиям а-^с, с — а^-Н (с/ — Ь). Тогда для всех 
х > 1 и у [0, 1 ] справедливо неравенство

ха уь < 1 + х'у'1 + хс-Ч

Доказательство. Если <//6-С с/а, то это неравенство являет­
ся следствием первого неравенства из леммы 1. Если же «//6 ^>с/а, то 
заменой у — 1х՜'' получим эквивалентное неравенство

а—^Ь ,Ь ч • с— Ъ(1 .(1 । с—Ь(1 х т 1 + х •{ 4֊ х , 
которое доказывается просто, если рассматривать отдельно случаи 

1 и /<1.
Доказательство теоремы 1. Необходимость условия 1). 

Пусть некоторое из ъ., 1 < / < не имеет равного среди чисел 
(к Это значит, что для некоторой точки '*  Р(т() = 0,
(2(^)=р0. Положив ։» = ?' тр(г = 1, 2) и учитывая /-однородность по­
линомов Р(;) и (?(;), получаем при /-*ео  Р($) =^р • Р (?)) = О, 
/0(?)| = Это показывает, что соотношение (0.1) не мо­
жет иметь места ни для какой константы С>0.

Необходимость условия 2). Пусть при выполнении условия 1) для 
некоторого /0, условие 2) не выполняется, т. е. т^к^>

4р/с1ц. Возьмем г/ £ Р’20) так, чтобы

рл (^)-К-^У'Г'*=о.
Тогда ( б) — ( = 0, рг (т,) =/= 0 при / у0. Положим при
некотором 5>0.

Ч = М О» ?2~
Тогда при /—о՜ получаем

р։ (’'и + \ т12) = Рг (л) (1 + о (1)) при

Р1. (7а 4- / . ^։) = < л •
Из этих соотношений следует, что

Р ?8) = <('-а) Р (Лх + Г4, ъ) = А ■ (1 ֊ о (1)), (1.5)

(2(Ь. и = С(т<1 + Г\ гй)=В-?е-Ал4(1 4-о(1)), А^О. (1.6)

Положив о — г!р1т^, из представлений (1.5), (1.6) получаем

Р(?) = Д (Ц-о(1)), (1.7)
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<?(;) = 5/ (1-го(1)). 11֊8'

Так как по предположению <1^ —к, — ^>0, то при /-■ 00 С?(->) 
^1/о > 1

Поэтому из (1.7), (1.8) следует, что при /-•֊ да (следовательно =—►' -) 
|0(5)|/(1+|^,(5)|)~* со* Это доказывает необходимость условия 2).

Достаточность. Допустим противное, т. е., что при выполнении 
условий теоремы 1 неравенство (0.1) не выполняется ни для какой 
константы С^>0. Это значит, что существует подпоследовательность 
{?*},  ~* °° (5~* 00 )• такая, что

|б2(?Л)1/(И-|Р(Г|)-*оо.  <։-9)

Положим = р£*  т)/ (< = 1, 2), где для любого ։ = 1, 2; - • •, р,^> 0, 
(тп)։ + (т/а)։ — !• Очевидно при з-» да последовательность |т/,| имеет 
некоторую предельную точку *).  За счет взятия подпоследовательности 
можно считать, что т/ — т(.

В случае, когда некоторая координата равна нулю, т. е. ко­
гда противоречие с (1.9) легко получается из условий Р (1, 0)=£0,
Р(0,1) -7=0 и dp^dQ. Пусть поэтому л

Вследствие /--однородности полиномов Р(Ъ) и £)(;) получаем
РГе) = ^р-Р(ъЬ '$), (1.Ю)

0(«Л) = Р^<2« т&. (1.Ц)
Если теперь Р(ъ)=г=0, то из (1.10), (1.11) получаем при р,-» да

|А(Г)| = Р^|РМ (1 + 0(1)), (1.12)

Представления (1.12) и (1.13) вместе противоречат (1.9), так как 
^4Р.

Пусть теперь Р(-г։) — 0. Это значит, что р,0(т() — 0 для некоторо. 
го у0(Ку0<Л/р) в разложении (1.1), причем р։ (г,) 0 при I у0.
Из условия 1) теоремы следует, что (^(т,) — 0, т. е. д;„ (/;) = 0. 
Так как ///„(’б) =0, то />/„(■/;՝)—• 0 при з—> л. Тогда используя разло­
жения (1.1), (1-2) из (1.10), (1.11), соответственно получаем

•'>
^(?Н = Р^|р(^)- П^И^)1 7>Л(У), (1-14).

/-1 
; л

$(') = Рз^ [<7 (V) • П <7/ (V)] ду. (V). (1.15)
/-1 / 1.

Так как при з - да выражения р ('/)• ["] Р) (т/) и д (V) • [] д; (т/)՛
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имеют отличный от нуля конечный предел, рл —* со, ♦ О
(следовательно р։, (т/) -*  0, у/. (г/)-» 0), то можно считать, что при 
достаточно больших s — "Aï?"*!  G [0, 1]. Теперь уже проти­
воречие с (1.9) получаем, если применим первое неравенство, доказан­
ное в лемме 2, где через х обозначим через у обозначим

। ?х — "A՝? "I» о — dct, b = ki',c=‘dp, d = m/Q.
Выполнение условий леммы 2 следует из условий 2) теоремы. Теоре­
ма 1 доказана.

Доказательство следствия 1.1 очевидно.
Доказательство следствия 1.2. Достаточность очевидна. Докажем 

необходимость условия 1). Пусть полином Q(;) представляется в ви­
де (1.3), причем условие 1) выполняется для всех i<^i0 (1-С ?0<ÇAf) и 
не выполняется для Q/.(;). Это значит, что существует точка 
такая, что О։ (г<) = • • • = Q/.-1 ('<) = 0, Qi, (rj =£0. Причем точку 
выберем так. чтобы также (?(■»!) т=0. Существование такой точки 
очевидно.

Положив как и при доказательстве теоремы 1 », =/>z т1( (/= 1,2), 
получаем при f—»co Р(?) = tdp Р (ту) =0, (Ji (?) = 0 при i <^iQ, 

^QlQi. (?) — f ’• Q.,(7i) — °o. Так как dqj ПРИ / > то, очевидно, 
при / — oo Q(?) —»со. Это показывает, что |Q 0)|/(1 + |Р(?)|) -» 00 и 
доказывает необходимость условия 1).

Докажем необходимость условия 2). Пусть для всех Q/(?)(/= 1,-• •
М) выполняется условие 1), но вместе с тем условие 2) не вы. 

полняется (сначала) для Qj(?), т. е. dpldQ <C.mJ.Jkjt для некоторого 
номера )о(1 -C/о <М?,)-

Возьмем точку -ц ՜ R^ так, что’։ы pja (г,) = 0 и положим при не­
котором ь>0 и произвольном действительном а

ч = («О'1 h։ т О. Ч = (ai)4 rls.
Тогда при t -» со, как и при доказательстве теоремы 1, получаем 
Р(;1։ .?.) = W'J ?(%+(■*,  rj2) = Со а^ ^-'лАг(1 4֊о(1)), (1.16)

QGi, М = +о(1)). (1.17)
Так как по условию 1) Qi (';) = 0, i=l,---, М, значит Qi (?) имеет 

-ВИД

Q/ (5) = (Ï1 - -л • Q> G) (/•=!.••■, М), 
где Qz (T|)=5^0. Тогда при f -*  <х>

tin. dn.- ^j. <1
Q/(;)= С/-а '•/ ' (l-t-o(l)), ։ = 1,---, M. (1.18)

.Выбирая теперь число a так, чтобы
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JQi dQh

где dq, — = dn, = max Ic/q,— k', 5), получаем при t
1 1 i i .if /։

m.x HQz-*/ ։S1՛
Q(V = At (1 + 0(1))- (1.19)

Положив о = <1р1т.]„ как и при доказательстве теоремы 1 получаем из 
(1.16). (1.19), что Р (;)+•<», <2(5)-*=°-  Это доказывает необходи­
мость условия 2) в случае, когда этому условию не удовлетворяет 
полином фД?) в разложении (1-3). Пусть теперь <21(?) удовлетворяет, 
а <2։(?) не удовлетворяет условию 2). Тогда по теореме 1

|<21(<)|<С1(1 + 1Р(01) П-20)
Если бы еще выполнялось соотношение

1«? (5)1 < а (1 4- |Р(;)|) (1^1>
то из (1.20), (1.21) следовало бы неравенство

!QG)-Qi(5)l =
.И
2 а (֊:>

Л-2

сс։(1 (1.22)|/’(5)1).

Но для полинома <2(?)—<210) „старшим“ членом является полином 
<22(?), который не удовлетворяет условию 2). Это значит по доказан­
ной части необходимости в следствии 1.2, что соотношение (1.22) не 
может иметь места, и, тем самым, не может иметь места и соотноше­
ние (1.21). Если же (&(,;) и <2։(?) удовлетворяют условию 2), а <2(?) 
ему не удовлетворяет, и т. д., то доказательство проводится анало­
гично. Следствие 1.2 доказано.

Доказательство теоремы 2. Случай, когда для всех 
у (1 ^у-С/V/։) ** </р— А; (Р), рассмотрен в работе [4]. Там доказано,
что для полиномов <2(?) и Р(?) справедливо соотношение (0.2).

Рассмотрим оставшийся случай. Необходимость условия 1), 
Пусть, для определенности, dQ >^р — ^(Р) и. "г не имеет равного 
среди чисел ՛.*■*  (Л =!,•■•, М?). Возьмем некоторую точку т, £/?<Ч так, 
чтобы Р(т|) = 0, <2О)#=0 и положим, как и при доказательстве тео­
ремы 1, ?/ = 1՛1 г,1 (1 = 1, 2). Тогда

£>’Р (?) = t‘ip- (л' ’»• D‘P(vj, Q (?) = t‘'° Q (rj.
Поэтому при £ —♦ со получаем

Р(;)= (1 + о(1)), (1.23)

<2(;) = <"‘’•<20), (1224}

(1.23), (1.24) вместе с условием dq^> dp — ДХ(Р) показывают, что 

.0 («)1/Р (?) ~* ос, т. е. соотношение (0.2) не может иметь места ни при 
какой константе С.
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Необходимость условия 2). Пусть для полиномов Р (?), (?(։) вы­
полнено соотношение (0.2). Заметим, во-первых, что если полиномы 
Р(?) и <?(;) удовлетворяют условиям теоремы 1, то из теоремы 3.3.2 
работы [1] следует, что для этих полиномов также выполняется со­
отношение (0.2).

Пусть для определенности > др — Д։ (Р) и др — //,?<՛) (тп,— к^ 
(из последнего условия легко следует, что < ть к„ т. е. не вы­
полняется также условие 2) теоремы 1). Положим

Ч = *'՜'  (Ъ + <“ ’), Ч = ^'т1։»
где 7)6/?^, Р(7!)=0(т)) = 0.

Как и при доказательстве теоремы 1) получаем при /—»-оо для 
некоторых С-. 0, С. }> 0

\РР (?)| < С, " <т*՜  |,|)8՜(Х' ” (1 + о(1)), (1.25)
при р| т։ и

|£>’ Р(В)| < с: (1 + 0 (1)), а, < дР ֊ (л, 7) (1.26)-
при р| тг

Для (?(?) соответственно
|<2(г)|>СУ<?-0*’(1 + о(1))г С>0. (1.27)

Легко видеть, что </<? — 1>&, 0. С другой стороны, очевидно, что
= 0 тогда и только тогда, когда <2 (?) есть /֊-однородный по­

лином, имеющий вид С(О = (ч — рЛ)* 1- Поэтому из условия ^теоре­
мы 2 следует, что при <4? — = 0 полином Р (?) имеет вид Р (?) =
= (?1֊ (Ка)'՞*  //(?), где- р (р-։?^ ?։) =£ 0 при^$2=/=0. Тогда др^тр. 
</д=Л1( т. е. </р/</<у>тп1/А:1, что противоречит условию дР—дц-^Щт!—кг).. 
Значит из условия др — дд<^Ь(т1— кг) следует, что — &&։ > О, 
т. е. (2(?) -> ос.

Теперь уже сравнение соотношений (1.25) и (1.27) при |?| <2 гг^ 
из (1.26) и (1.27) при |7| показывает, что
др — (т1 — р|) — (/., ч) <др — 0 р| — тпхО р| Ь — др — <дд — к$, 
др — (/֊, V) С др — & р| др — ^т1 <дц —
Полученные соотношения вместе с неравенствами (1.25)—(1.27) пока­

зывают, что |(2(5)|/Р(?) -» со, что противоречит неравенству (0.2) и, 
следовательно, доказывают необходимость условия 2).

Достаточность теоремы 2 доказывается по той же схеме, по ко­
торой мы провели доказательство достаточности теоремы 1.

По теореме 3.3.2 работы [1] нам достаточно доказать неравен­
ство |<2(?)|/Р(?) С. Повторяя рассуждение, проведенное при дока­
зательстве теоремы 1, получаем представления (1-14), (1.15) для 
Р(?) и (?(?). Пусть для определенности 0 — л^, тогда для 5' Р (?) при 
4 = (тп7։, 0), р| = тп;, получаем 
833—4
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\ПР(;։)| = С. (1 + о (1)).
Предполагая обратное, что требуемое неравенство не имеет места и 
применяя лемму 3 при а = Ь = к^, с = с1р, б — т^получаем соот­
ношение

|<2(5')|< С(1 + |Р("), +Р՜՝ ^'Я)> 
что противоречит нашему предположению и доказывает теорему 2.

Следствие 1.3 доказывается аналогично тому, как мы доказали 
следствие 1.2.

2°. Переходим к решению задач III и IV. Докажем сначала сле­
дующее предложение.

Лемма 4. Пусть Р(;) — данный '».-однородный полином поряд­
ка бр и R (?)— '»--однородный полином порядка с/р бр такой, что 
для R (?) и Р (?) выполняются условия теоремы 1. Тогда с неко­
торой константой С > 0 имеет место неравенство (0.3 ).

Доказательство. Повторяя рассуждения, проведенные при 
доказательстве теоремы 1, мы получим представления (1.14), (1.15) 
для Р(?) и Р(?).

Для Р(?) = Р(?) + Р(?) аналогично получаем
Р (?’) = А «) рк « ) + Р?« В (г?) у,, (т)’), (2Д)

где Л(/(') и В имеют конечные пределы при з;-*  со. Применение 
второго из неравенств, доказанных в лемме 2, и представления (1.14), 
(2.1) доказывает лемму 4.

Следствие 2.1. Если (?(;) представляется в виде 1.3, причем 
(1у<^дрП каждая /-однородная пара полиномов | ОД՝), Р (։))(&= 1, •••, Л/р) 
удовлетворяет условиям теоремы 1, то для полиномов Р(\) и Р(?) 4֊ 
4՜ 0(;) имеет место неравенство (0.3).

Рассмотрим теперь тот случай, когда пара /-однородных полино­
мов не удовлетворяет одному из условий теоремы 1. При этом мы 
отдельно будем рассматривать нарушение условия 1) и нарушение ус­
ловия 2) теоремы 1.

Итак, пусть О(?)— /.-однородный полином порядка б^<^бр, не 
удовлетворяющий условию 1) теоремы 1. Нарушение этого условия 
означает, что если <2(?) и Р(;) представляются соответственно в виде 
(1.1) и (1.2), то, например, "։ не имеет себе равного среди чисел 
|^(/ = 1,---, Л^). Это значит, в свою очередь, что существует точка 
чЫ(Р), <ёК0), где !(/?)- |Т(; Я(*,)  = 0|.

Лемма 5. Пусть Р — заданный »--однородный полином по­
рядка др, и (?(;) — некоторый »--однородный полином порядка 
^ц^др, причем пара |Р(;), (?(;)! не удовлетворяет условию 1) 
теоремы 1. Пусть для определенности не имеет равного среди 
чисел Ну(у = !,•••, Пд)). Тогда для того чтобы для полиномов 
Р(') и Р(;)-Р(?)4֊ С(;) выполнялось соотношение (0.3՜), необхо­
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димо выполнение одного из следующих эквивалентных условий а) 
или в):

а) я некоторой окрестности множества '^.(Р)'^'^.(О.) (без са­
мого множества) полиномы Р (?) и (?(?) имеют одинаковые знаки.

в) 1) т։ — четное число, 2) для всех (Р)'՝Х (@)

sign
A’q 

р (■»'.)• Пл»/ (■»!) = sign Q(rt).

Доказательство. Эквивалентность условий а) и в) легко сле­
дует из представления (1.1) полинома Р(с).

Пусть условие а) или, что то же самое, одно из условий в 1) 
или в 2) не выполняется.

Положим
?։=/Х1к+(А+ъ)гл) = г։11,

;2 = f‘(r^ + Г4)м‘.= (2.2)
где о и Д пока произвольные действительные числа, причем о О, 
^2 (Р)\2 (Q). т. е. 7j։ - ъ = о, Q(T)) 0.

Очевидно и при невыполнении условия в 1) и при невыполнении 
условия в 2) за счет выбора числа Д можно добиться того, чтобы вы-

ражения Q(^) и Д'"‘-р (>)) • П Pi (l) имели разные знаки, причем так, 
/-։

чтобы имело место равенство^ 
a'q 

|АЖ/7» (ч)ПМ»01 =!<?(< (2-3)

Выберем еще о^>0так, чтобы dp—тго = d^, т. е.

«= — (dp֊dQ) (2.4)7П1
и подставим значения ; из (2.2) в Р(;) и Q(«). Тогда при f -♦ со по­
лучаем

Np
PC.) =tdpPC) = td’i-m',‘^'p^-YXpj^) (1 + о(П), (2-5) 

/-2
Q(S) = <d«-Q(T) = ^Q(’i) (l + o(l)). (2.6)

֊Из представлений (2.10), (2.11) и ввиду выбора чисел Д и о (см. (2.3), 
>(2.4)), получаем

|р («л = о а</₽՜'"՛*),
„ • {2-7>

\PC)\>,Ctdp~m'\ (2.8)
2.7) и (2.8) вместе показывают, что |Р (?)|/(1 + |Р (?)|) -*  оо. Это пока­

зывает, что неравенство (0.3') не может иметь места ни для какой кон­
такты С. Лемма 5 доказана.
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Рассмотрим теперь тот случай, когда пара рассмотренных /-од­
нородных полиномов Р(?) И (?(:), удовлетворяя условию 1), не удов­
летворяет условию 2) теоремы 1. Пусть, например, бр[бу т1!к1.

Лемма 6. Если пара '/-однородных полиномов |Р(;). <2(;)1 
не удовлетворяет условию 2) теоремы 1 (удовлетворяя усло­
вию 7) той же теоремы), то для справедливости неравенства 
(0.3'7 для этих полиномов необходимо, чтобы в некоторой окре­
стности множества 21(Р) = У((2) (без самого множества) полино­
мы РЦ) и <2 (?) имели одинаковый знак.

Доказательство. Пусть бр1бд<^ т^к^, и в любой окрестно­
сти некоторой точки (Р) существует точка ? £ Р2 такая, что по­
линомы Р(?) и <2(?) имеют разные знаки. Подставляя значения (2.2) 
в полиномы Р(?) и (?(;)> получим для полинома Р(\) представление 
(1.10), а для <2(?) следующее представление:

л'О
<2(?) = Д*՛  П (1 + о(1)). (2.9)

/-։

Выберем числа Д и о так, чтобы выполнялись равенства
Л’р Л’р

П = -Л* ‘ <7(Т|)- ! Ч) (■/,), (2.10)
/-»

- _ б р б X,
би-к^= бр-т1о, Т. е. о ~ . (2.11)

Из условий т^к) > бр',6^, бр > бц следует, что 5 > 0.
Из соотношений (2.10), (2.11) и из представлений (2.5), (2.9) вы­

текает, что при 7 —* со

|Р (?)| = о (7</р-т1<). (2.12)

Так как из условия бр1б()<^т1!к1 и из определения о (см. (2.11)) сле­
дует, что бр — тп/^0, то |Р(?)| — оо. Из (2.12) и (2.5) получаем, что 
1^(’7|/(1 + |Р (?)!) —°ь-, что противоречит (0.3') и доказывает лемму 6.

Аналогичные утверждения типа лемм 4—6 можно доказать и для 
выполнения соотношения (0.4'). Объединяя все эти результаты, полу­
чаем следующее предложение, решающие задачи III и IV:

Теорема 3. (решение задач III и IV). Пусть Р (?)— дан­
ный /-однородный полином порядка бр и ()(;)—/-однородный по­
лином порядка бц^бр. Если пара полиномов |Р(:)> <2(?)] удовле­
творяет условиям теоремы 1 (соответственно условиям теоре­
мы 2), то для полиномов Р(?) и Р (?) = Р (?) + 0 (?) имеет место 
соотношение (0.3 ) (соответственно (0.4')).

Если же эта пара не удовлетворяет одному из условий тео­
ремы 7 (соответственно теоремы 2), то для того чтобы полино­
мы Р(?) и Р (?) удовлетворяли соотношению (0.3') (соответственно 

I
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(0.4)), необходимо и достаточно, чтобы в некоторой окрестности 
множества £(Р) (без самого множества) полиномы Р(\) и (?(;) 
кл<елп одинаковый знак.

Доказательство первой части теоремы следует из леммы 4. Не­
обходимость второй части следует из лемм 5 и 6. Достаточность вто­
рой части вытекает из теоремы 1.2 (соответственно из теоремы 2.3) ра­
боты [4].

Пользуюсь случаем принести свою благодарность О- В. Бесову 
за ценные советы при написании этой заметки.
Ереванский государственный 

университет Поступила 1.Х.1973

ճ. Գ. ՎԱՈԱՕՅԱՆ. Դիֆերևնցիա| рազմաեցամնեւփն կրտսեր անգամներ ավելացնելու մասին
Հ ամփււփւււմ )

Գտնված են անհրաժեշտ և րավարար պայմաններ, որոնց դեպքում ընդհանրացված հա­
մասեռ դիֆերենցիալ րադմանդամին կրտսեր անդամներ ավ ելա ցնե րււց այդ րադմանդամի ուժը 
il' փոխվում, այսինքն4 որոնց դեպքում տեղի ունի (0,1 ) — (0,4) առն չությաններից որևէ մեկը:

H. G. KASARIAN. On addition of junior term, to a differential poly nom 
(summary)

Necessary and sufficient conditions are found under which addition of junior 
terms to a differential polynom does not alter its strength (in the sence of the 
equations (0.1)—(0.1).
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И. Я. ДОРФМАН

МЕТОДЫ ТЕОРИИ ПУЧКОВ В ТЕОРИИ ЛАПЛАСИАНА 
ЛЕВИ

Бесконечномерный лапласиан, действующий на функции, задан­
ные на гильбертовом пространстве, был построен П. Леви в [1] путем 
естественного обобщения конечномерного оператора Лапласа. Самим 
П. Леви и в последующих работах [2]—[7] были исследованы свой­
ства лапласиана Леви при различных ограничениях на рассматривае­
мые классы функций. Оказалось, что лапласиан Леви по сравнению с 
конечномерным лапласианом обладает рядом качественно новых свойств, 
одним из которых является свойство быть оператором первого поряд­
ка (т. е. действовать как дифференцирование в рассматриваемом коль­
це функций). Более того, Г. Е. Шилов показал в [3], что в некотором 
классе функций действие лапласиана интерпретируется как обычное 
дифференцирование по одномерному „идеальному" направлению.

Последнее наводит на мысль о построении аналогов дифферен­
циальных форм и когомологий с использованием лапласиана Леви так 
же, как в конечномерном анализе используется производная. Такое 
построение и проводится в данной работе.

Вначале (§ 1) мы приводим общую схему построения когомоло­
гий, с помощью некоторой системы операторов, реализующуюся, в ча­
стности, при построении когомологий де Рама конечномерной области. 
Затем мы, используя лапласиан Леви, приводим другую, уже беско­
нечномерную реализацию этой схемы (§ 2).

Основной результат (теорема 3.1) состоите том, что в этой бес­
конечномерной реализации все группы когомологий оказываются три­
виальными для произвольного открытого множества, что означает раз­
решимость в любой области задачи Пуассона и соответствующих си­
стем уравнений с частными лапласианами Леви.

Из основного результата вытекают различные следствия (§ 3). 
Например, получается такой результат, аналогичный теореме Вейер- 
штрасса в теории функций комплексного переменного: какова бы ни 
была последовательность точек, не имеющая предельных точек внутри 
области гильбертова пространства, существует гармоническая по Ле­
ви функция, определенная в этой области и имеющая нули в точности 
на данной последовательности. Из этого факта, в свою очередь, сле­
дует, что в любой ограниченной области гильбертова пространства 
можно задать гармоническую по Леви функцию, непродолжимую на 
замыкание этой области. Мы указываем также один класс областей, 
„гармонически нерасширяемых“, т. е. таких, что в каждой из них су-



Методы теории пучков 487

шествует гармоническая по Леви функция, непродолжимая ни в какую 
более широкую область.

Другого рода следствие показывает, что возможность логариф­
мировать произвольную обратимую комплексную гармоническую по 
Леви функцию на некоторой области зависит от этой области, точнее, 
от первой целочисленной группы ее когомологий (теорема 3.11).

§ 1. Построение когомологий по набору операторов

Пусть задана пара (X, Б), где X—паракомпактное хаусдорфово 
пространство, Б — пучок абелевых групп на X.

Пусть, кроме того, задан набор 5/, ։ =!,•••, п автоморфизмов 
пучка Б, перестановочных между собой. Мы сохраняем обозначение 5, 
также для отображения, индуцированного соответствующим автомор­
физмом на пространствах сечений !'(£/, Б) пучка Б над открытыми 
множествами и с. X.

Определение 1.1. Открытое множество (/ с X назовем 
(5/'-тривиальным, если для всякого / (/= О, •••, п — 1), любого набора 
из /4 1 числа |/х, - • •, /7,1), (/"։ = !»••-, п;- • •; /7 ։ = 1,- • •, п) и любо- 
го сечения /£Г (£/, Б), удовлетворяющего условию 3),/ 3^/- О,
найдется сечение Б) такое, что 5/,# = • • • — 5/«-0, Зц±гй~^

Введем формально выражения -\...Лс/ (А = 1,..., и;—; = 1,..., и),

считая их кососимметричными при перестановках индексов. Множество 
всех формальных сумм У >%• ./,. Л, Л £ Г (и, Б) с по-

'«<•••<** *
координатным сложением назовем пространством А:-))орм на и и обо­
значим Е*  (£/). По определению положим Е (6')^= Г((/, Б).

Определение 1.2. 15/ |-п р о и з в о д н о й £-формы
ш — 2 м/,.. <4, Л • • • Лс(, ; £ Г (У, Б),

1......   'ч

назовем (к -I- 1)-форму на 1У, определенную равенством
5ш= 2 5/0) <6 Л<//,-•.
/,։՜ * к

Очевидно, 5(ш։ ֊ от2) = 5՛!] 4- 5»2. Кроме того, непосредственное 
вычисление с использованием перестановочности автоморфизмов 5/ по­
казывает, что для любой &-формы от справедливо равенство 55ш = 0. 
Сейчас мы покажем, что для форм, определенных на [5/ }-тривиальных 
множествах, верно и обратное. Мы проведем при доказательстве рас­
суждения, обычно применяемые при доказательстве леммы Дольбо 
(см. [8], стр. 40).

Предложение 1.3. Пусть множество Пс.Х является |5, |- 
тривиальным, а ш есть к-форлга на и, удовлетворяющая условию 
Л՝ш = 0. Тогда найдется такая (к — 1)-форма т„ что Зг, — от.

Доказательство. Обозначим через 2/ подмножество Е*  (П), 
состоящее из всех £-форм, в представлении которых участвуют лишь
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символы сА,---, (1!. Пусть Утверждение докажем индукцией по
/. При I = 0 оно справедливо. Пусть оно уже проверено для 1,- • ■, I 1. 
Так как то существуют такие формы »£^/-1 и 2/ ։, что
ш = + ?, причем ։ = <А> где / — {А, • • •> ~ ^1,^' " ’

Из условия 0 = 5« = + 5? следует, что 5/+։ а, = • ■■ - 0.
Поскольку множество £/ является (5/ |-тривиальным, то найдутся 
7/ £ Г (и, Б) такие, что 5/+17/ = • • • = 5» 7/ = 0 и 5/ 7/ = ( — 1)*՜՛  а/.

Построим {к— 1)-форму 7 на и по формуле 7 = 21/«6. Тогда

5^ — аЛ<//2*_ь  Заметим теперь, что и» = (яЛс/, — .$7 4 ^) + £7, при­
чем форма, стоящая в скобке аннулируется оператором 5. Согласно 
предположению индукции, отсюда следует, что <о = 58 + £7 и для за­
вершения доказательства достаточно положить 4 = 84-7.

Теперь мы получим из абстрактной теоремы де Рама результат, 
который будет нами позже использован наряду с предложением 1.3.

Определение 1.4. {5/ }-к ог омологиями открытого 
множества и<=.Х назовем когомологии комплекса

е С V
0-Е0(6/)-’Е1(£/)-' -*Е я(6/)-0.

Будем обозначать к-ю группу [5/)-когомологий через //'(АО-
Предложение 1.5. Если пучок Б — тонкий, и если вся 

кая точка в X обладает фундалгенталъной системой \$1 ^три­
виальных окрестностей, то группы изоморфны группам

п
Нк(и, С) когомологий и с коэффициентами в пучке С= П Кег5/ сБ. 

/■=1
Доказательство. Обозначим через Б*  пучок ростков Л-форм 

на X. Каждый из пучков Б*  изоморфен прямой сумме некотор; го чи­
сла экземпляров пучка Б, поэтому все пучки Б*  являются тонкими 
вместе с пучком Б. Последовательность

0 —► С -» Б -*  Б1 — • • ■ —►Б՞ — 0 точна,

так как мы предположили, что всякая точка из X обладает фундамен­
тальной системой (5/|-тривиальных окрестностей, а в каждой такой 
окрестности применимо предложение 1.3. Итак, построена тонкая ре­
зольвента пучка С и для доказательства нашего утверждения остает­
ся применить абстрактную теорему де Рама (см., например, [8|, лем­
ма 2, стр. 222).

Простейшей реализацией, при которой выполнены условия пред­
ложения 1.5, является следующая. В качестве X берется простран­
ство R", в качестве пучка Б—пучок ростков вещественных бесконеч­
но-дифференцируемых функций. В качестве операторов 5/ берутся 

д
операторы -— частного дифференцирования по координатам. Нетруд­

но видеть, что все условия, при которых мы проводили наши рассуж-
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дения, выполнены. При этой реализации предложение 1.5 переходит в 
обычную теорему де Рама. С этого момента мы будем заниматься 
другой, уже бесконечномерной, реализацией описанной выше схемы, 
связывая ее с теорией лапласиана Леви.

§ 2. Теорема о ' £/’ -тривиальности произвольного 
открытого множества

Напомним вначале определение лапласиана Леви (см. [5], стр. 
198). Пусть Н— вещественное сепарабельное гильбертово простран­
ство.

Определение 2.1. Пусть/ —вещественная функция, заданная 
и непрерывная на некоторой окрестности и точки х £ Н. Для доста­
точно малых г (таких, что шар радиуса г с центром в точке х при­
надлежит (/), строятся величины х, г), равные среднему от
сужения / на плоскость, проходящего через х параллельно плоскости 
первых п векторов базиса Е по сфере радиуса г с центром в х. Рас­
сматриваются верхнее и нижнее средние

М (/, х, г) = зирИт Мп':) (/, х, г) и х, г) = 1п( Пт Л^’(/, X, г).
Е п ֊ Е -֊

Если существуют и равны между собой пределы

Л7(/, X, г)-/(х) М(/, X, г)-/(х)
г-и г г-О г*

то их общее значение называется лапласианом Леви £/(х) функ­
ции / в точке х. Функции /, для которых на открытом множестве 
СсН выполняется равенство £/=0, называются гармонически­
ми по Леви в С.

Поскольку в дальнейшем мы будем встречаться лишь с функция­
ми, дифференцируемыми по Фреше, мы сейчас приведем критерий су­
ществования лапласиана Леви в классе дважды дифференцируемых по 
Фреше функций.

Предложение 2.2 (см. [4], [5]). Пусть / дважды диффе­
ренцируема по Фреше в точке х. Тогда Е/(х) существует и равен 
7 в том и только в том случае- когда вторая производная Фре­
ше задана оператором (х) — 2*1 Т, где I—единичный, а 
Т — вполне непрерывный операторы.

Например, функция |]ху2 обладает лапласианом Леви и £ (||х|.'՜) = 1.
•о

Функции (х, а) и 2 (х — а, е,)*,  где к = 3, 4,• • •, |е1։• • -, е„,• • • [ — 
/ =1

ортобазис в Н, а^Н, являются гармоническими по Леви. Если 
®(<)—гладкая функция одного переменного, а / обладает лапласиа­
ном Леви, то £(?(/)) = ф' (/)£/ ([5], теорема 10). В частности, если 
/—гармоническая по Леви функция, то и ? (/) обладает этим свой­
ством.
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Ниже нам потребуется одна из формулировок принципа максиму­
ма для гармонических по Леви функций (см. [7|, лемма 4'. Отметим 
лишь, что в формулировке, данной в [7], можно снять условие огра­
ниченности функции. В самом деле, принцип максимума для неограни­
ченной функции / эквивалентен принципу максимума для ограниченной 
функции агс1^/, поэтому окончательная формулировка этого резуль՜ 
тата принимает следующий вид.

Предложение 2.3. Пусть / — дважды непрерывно диффе­
ренцируемая по Фреше и гармоническая по Леви в ограниченной 
области П функция, непрерывная вплоть до границы ()С области. 
Тогда

вир /(х) = зир/(х); 1п( /(х)= 1п£/(х).

Введем теперь еще одно определение. Пусть Нп обозначает пря­
мую сумму п экземпляров пространства Н с метрикой

Кхр- -, хя)||։ = М։-Ь--- + Ы։.
Определение 2.4. Если функция / задана в окрестности точ­

ки (х։,---, хп) ^Нп и обладает лапласианом Леви по 7-й координате 
при фиксированных остальных, то его значение £//(х։,---, хл) назо­
вем 7-м частным лапласианом Леви. Функцию, удовлетворяю­
щую в открытом множестве С£НП условию ■=••• = Ал/= 0, на­
зовем {£/ }-гар мони ч е с ко й в 6.

Простейшие примеры функций, имеющих во всем пространстве 
все частные лапласианы, дают функции вида /(хх,•••, хЛ) = ®(8хх — 
—а^2,•••, Зхл —алР), где (аи-••, ап) ^Нп, а ?(#„•••, 7Л) — гладкая 
функция п переменных. При этом, как следует из правил вычисления 
лапласиана

• •> х") ~ ~ 11х" ~ а"Р)-

Заметим, что для функций / описанного вида для любых 7, у вы­
полняются равенства £/что вытекает из симметрии вто­
рых производных функции ։ (7։, ■ • •, 7Л). Возникает вопрос, верны ли 
эти равенства для произвольных функций, для которых они имеют 
смысл. Как показывает следующий пример, в общем случае это не­
верно.

Пример 2.5. Зафиксируем ортобазис {е1։•••, «„,•••} в Ни оп՜ 
ределим функцию / на Н'1 по формуле

/(Х1, х2) = 3; (х1։ е/)2(х2> еу)2.
Покажем, что =$=

Запишем / в виде

/(х։, х2) = (хр в1)։ 2 (х2, е7)2 + (хх, е,)2 X
У-։

Х2(х։, еу)2 + (х1։ е3)22 (х„ е7)2+ •••.
У-2
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Согласно теореме Г. Е. Шилова (см. [3], § 2),

Lif(xv хг) — Нт У (х.. е/)։ = 0,

я, значит, LjZ.j/^0.
Но / также можно записать в виде

2
/(Xj, х2)=(х2, e,)։(x1։ в։)2~(х2, е..)2 ^(х1։ ei )*  4- 

/=։

+ (■*։»  езУ У (х1> е/ )»+•■•.
1^=1

Согласно той же теореме Г. Е. Шилова
т

£«/(х։, х2) = lim У (х։, е/)*  = Их/ 
/x-sj

и, значит, £։£2/^1, что и требовалось.
Теперь мы вводим класс функций G, в котором будут справед­

ливы последующие результаты.
Пусть Gc.Hn — открытое множество. Рассмотрим совокупность 

тех вещественных функций / на G, которые обладают следующими 
свойствами.

(1 G) / бесконечно дифференцируема по Фреше.
(2 G) / допускает последовательное применение частных лап­

ласианов Леви по любым переменным и в любом количестве.
(3 G) Частные лапласианы f перестановочны, т. е. для лю­

бой перестановки <։»•••, tm индексов г2, •••, г,п выполняется

Как показывает пример 2.5, условие (3G) является независимым 
от остальных.

Нетрудно видеть, что совокупность G(G) является кольцом.
Возьмем теперь в качестве пучка абелевых групп S, участвую­

щего в рассуждениях § 1, пучок, порожденный предпучком {G (6/)|, 
где U пробегает открытые множества пространства Н", т. е. пучок 
ростков функций класса G. В качестве автоморфизмов S, возь­
мем частные лапласианы Li. Покажем, что пучок ростков функций 
класса G является тонким. Это вытекает из следующего предложения.

Предложение 2.6. Для любого локально-конечного открыто­
го покрытия Нп множествами U, существует разбиение единицы 
класса G (//"), подчиненное покрытию

Доказательство. Как уже было2 замечено, классу G(jHn) 
принадлежат произвольные функции вида

/(xj.-• -, хя) =о (V ijx/ — azj։), '
/»I
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где з (/) — бесконечно-дифференцируемая функция одного переменно­
го, а„) -гН"- Поскольку условия (1 G) — (3 G) локальны, то
локально конечные суммы функций указанного вида, их произведения, 
а также обратные к необращающимся в 0 функциям снова принадле­
жат классу G(Н"}. Конструкция разбиения единицы, подчиненного 
покрытию \Ua} приведена в книге С. Ленга [9] (стр. 49), причем при 
построениях не используются никакие операции, кроме перечисленных, 
что и доказывает наше предложение.

Замечание. Из предложения 2.6 следует, что класс G(//") 
является достаточно богатым в следующем смысле: всякая непрерыв­
ная на Н" функция к есть предел по равномерной сходимости функ­
ций класса G (Н"). В самом деле, пусть фиксировано s^>0. Рассмот­
рим локально конечное покрытие Н" множествами U,, на каждом из 
которых колебание функции к меньше г (такое покрытие существует в 
силу паракомпактности Н"). Выбрав по точке р', в каждом (А, рас­
смотрим функцию f — V к (р,) ?», где I®«}—разбиение единицы, под- 

а
чиненное покрытию {Ui}. Тогда, очевидно /£G (//"), и при этом 
sup|/ ~ что и требовалось.
нп

Чтобы проверить условия предложения 1.5 в нашей ситуации, 
осталось доказать, что всякая точка из Н" обладает фундаментальной 
системой [Li [-тривиальных окрестностей. Мы докажем гораздо боль­
ше, а именно, что всякое открытое в Нп множество является {Li }-три- 
виальным. Доказательству мы предпошлем ряд обозначений и лемм.

Обозначения. Зафиксируем ортобазис |е1։• • ■, ея,՛ • •} в Н и 
введем стандартное обозначение: если х £ Н, то через r.sx обозначим 
проекцию х на плоскость первых s векторов базиса. Для удобства за­
писи положим по определению “,х = х. Расстояние в Нп обозначает­
ся через р. Через С<։) обозначается s-внутренность множества G, т. е. 
открытое множество

G(,J — |(х1։-•хя):р((х։,-.., хя), //n֊ .G)>e|.

Лемма 2.7. Пусть G^H''—открытое множество, а множе­
ства Un определены для k = 1, 2, ••• следующим образом:

ия= |(х։,•••, JCn) ^Нп: ("։1х։,։ • •, ~snxn) для всех таких
наборов (s։,•••, s„), что 1 Csy^Coo, min (s/| >■ £}. Тогда

1. все Un открыты в Нп,
2. Un <= Uk+l,

3. G — U Uk. 
k=\

Доказательство. 1. Пусть (а1։ •••, ая)££/*.  Это значит, что 
Р ((~*i<։i> ֊' •» )>0 для любого набора ($,,••■, sn) такого,
что 1 С Sy < со, min {®у} > к. Покажем сначала, что существует такое 
3>0, что p((^i,a1։- • -, "л„ая),для всех наборов ($„sn)> 
1 < Sj С со, min {sy} к, одновременно.
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Допустим противное. Тогда найдется последовательность
(з։',---, 5'п) наборов такая, что ?((«,.ах,-• •, аЛ), Н"՝— 0 при

I Л
V —* V . Обозначим через 2*  множество целых 5 к, снабженное дис՜ 
кретной топологией, а через и со одноточечную компактификацию 
2*.  Поскольку (2*  К оо)я с топологией произведения является ком­
пактом, то последовательность зЛ) £ (2*и°о)"  можно считать
сходящейся к некоторой точке (<,,•••, (п) £ (2*  II л)". Очевидно, при 
этом (« •, а։,---, ”։,аЛ) —’ ах,՛ • •, ”, аЛ) уже в топологии Н". Так как

1 Л я
функция расстояния от точки до множества непрерывна, то 
Р ((«,» «и*  • ■> )~*Р  а„), ) при 7-ао.

I л п
В силу нашего предположения ? ((«/,а։,-• ~1пап), Нп^.СХ1кх ) = 0 для
некоторого набора (/։,■ • •, (п), 1 со, пнп (/;] > к, что противоре­
чит условию (ах, а„) (;£/*•  Итак, полученное противоречие доказы­
вает, что существует о>0 такое, что р ((”51а։,-- •, ”л„ая), Нп\С^՝1к,)՝^>о 
одновременно для всех наборов (з։,---, з„) таких, что 1-^Зу^ ՛ , 
пнп [в/} > к.

Рассмотрим в Нп шар с центром (ах,---, а„) радиуса Утвер­
ждается, что он целиком принадлежит Щ. В самом деле, если

Л

У, Их/ — а,||а <'Л ТО р((”л,х։,-• •, ^ЛхЛ),//'1՝\С<1/*))>р((- 51ап---, клая)> 
у—։

) — 3>0 для всех наборов (зх,•••, зл) таких, что 1<з/<со, 
шт (з,] > к, и таким образом, доказано, что множество 6/*  открыто.

2. Если (ах,--,ал) то для любого Набора (з։,•••, зЛ), 
1-С з,- С °°> т>п ($/} к точка («л,ах, ”1(|ал) принадлежит замыка­
нию множества 6^*),  которое в свою очередь лежит в (7п/*и1), так 
что и включение £/*  сс £/Лц доказано.

3. Наконец, если (ах, •••, аЛ) £ С, то найдутся такие е>0 и I, что
Л

(ах,-• ал) £6(1/։) вместе с шаром V — {(хх,• • •, х„): 2 ку—а,[|։<>}.
у=1

Далее, последовательность (^,04, •••, ”,аЛ) стремится к точке 
(а։,-՛-, аЛ) при V-»«։. Поэтому найдется такое т, что (^тах,•••
• ■ ■, г.тат) 6 V. Положим £ = тах (/, т) и покажем, что (ах, • • •, а„) £
В самом деле, для любого набора (з։,՛"-, зЛ), 1 < э; < ^՝, 

л л
ПНП к выполняется неравенство У — а/1|8 2 !|”т«/—3> 

/-։ У-։
а поэтому (пГ1а1։ •••, п^ал) £ Ис: С(1/*\  что и требовалось дока­
зать.

Лемма 2.8. Пусть IIь — множество, построенное как в лем­
ме 2.7. Тогда для любого (х։,•••, хл) £ £/*  и любых з > к
выполняется включение (х1։---, х^\, ~зХ/, х/+1,---, хл)

Доказательство. Для всякого набора (зх,• • •, зЛ), 1-Сзу 
:т!п 13,) к имеем
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(^.Хр---. ".՝7-1ху-г "^^х>> к-’/+1 х/+։>՛ ‘ "•»лХл)

= ("5,Х|.---, -,у_։ Ху_р 'ш1п<лу. лг} ху, “лу + 1Хл-1>՜ • •։ "ъ,хя).

Но построенная точка принадлежит 67^* ’, так как т։п |ву, к и 
лемма, таким образом, доказана.

Лемма 2.9. Пусть а£Н, Ь£Н, 5 = 1, 2,• • •, причем 6,։ -» Ь. 
Допустим, что симметричный оператор А порождает квадра­
тичную форму, записывающуюся в ортобазисе |е։, •••, е„, •••) фор­

мулой (Аи, и) = 2 (а, е։)(и> е,) (6 ,. жяи). Тогда А — вполне непре- 
з^=к

рывный оператор.
Доказательство. Положим 

/ “ \ тЛ
Оши = (2 (а, е5) (и, е.,И Ь 4- 2 (а, е.,) (и, ел) (к.։6.։ — 6);

Е,„и = 2 (а. ел) (и, е5) — Ь); Си = Оти 4֊ Ети.
5« т

Заметим, что От — конечномерный оператор, а оператор Е1П можно 
оценить по норме так: -С шах — 65 Ы- Поскольку Ь։ —*■  Ь при

з>т
5 — ос., то -,6_, — Ь при а—оо, поэтому — 0 при т -»’со и, зна­
чит, С= Нт От—вполне непрерывный оператор. Заметим, что /Л-*«
(Си, и) = (Аи, и), откуда следует, что А •■= — (С + С*).  Так как

С*  — вполне непрерывен вместе с С, то и А вполне непрерывен.
Лемм а 2.10. Пусть Пь — множество, построенное как в лем­

ме 2.7. Тогда
7. Для всякой функции С (б/*)  и любого / (1 -С/ <п)

определена функция Р*  /, задаваемая формулой

(Р}/)(х1,---, хя)=2 (х., ху_։, ^Х), ху+1,---, хп). (I)*

2. Оператор Р^ не выводит из класса С (б/).*
3. Выполняются операторные равенства

Ь) РЧ = гб,
(2)

Доказательство. Пусть фиксированы индексы у и к. Соглас­
но лемме 2.8, все члены ряда (1) определены. При этом ряд (1) схо­
дится поточечно. Действительно, для любой точки (х1։ •••, х*)  £ 67» в 
силу непрерывности функции / в этой точке найдется константа О 
такая, что х._х, х'Х), ху+1,---, хя)|<£) для всех 'в^к. По-

Для п — к = 1 формула (1) предложена А. С. Немировским.
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атому рассматриваемый ряд мажорируется сходящимся рядом

Проверим теперь, что функция Р*/  принадлежит классу С(£/*),  
т. е. что для нее выполнены условия (1 С)-- (3 С). Положим для 
краткости 8 — Р*/,  и обозначим переменную х. через у, а остальные 
переменные в совокупности через г. Для доказательства бесконечной 
дифференцируемости по Фреше функции # по переменным х1։ • • •, хп 
достаточно доказать существование любых частных производных

др ч 8 . . А .
■ „ л . (у, г; Ьу- дг), являющихся ограниченными формами, 
бу б г 

р-линей-

ными по Ъу и д-линейными по Дг в каждой точке (у, г} Непо­
средственное последовательное вычисление частных производных функ­

ции 8(У> г)= 3 <֊У> еУ/(т'уУ՝ Дает формулу 
։"■*

- д”'4 /
« Ь„. Д.) = 2 (у, е.,)' ֊^(’,У, « г.Ру, Аг) +

+ (у, е,)(Ду, е,) д р_Хд \ ^у, г-, т^Ьу, Дг) +
.V— к У

+ Р (р — 1) 2 (д0> еУ д^,-2 (~,У> г;. ЛУ, ^)- (3)

Очевидно, мы получили форму, р-линейную по Ьу и д-линейную по 
Дг. Нужно проверить, что эта форма ограничена. В силу непрерыв­
ности в точке (у, г) производных Фреше 

д°+" / 
дг/’дг4 ’

др+ч-х/ 
бу՞՜՝ дгч

^+4-2 { 

д^~1дгч

найдется константа Ор, ч такая, что значения их в точках (к, у, г) 
ограничны по норме пространства форм константой Ор, ч одновремен­
но для всех 8^-к. Тогда из формулы (3) мы получаем оценку

ц I
ТтЛ' (у» г> йУ> (НуИ2 + 2 р !М 4*  р (р — ։)) ИМ’.
бу' ог |

которая и показывает, что в точке (у, г) норма производной Фреше 
8

■ . р .. 0 не превосходит ОР։ ч ('[уЦ3 + 2р !|у|| р (р — 1)). Итак, условие 
Оу Ог

(1 С) для функции 8 проверено.
Проверим теперь условие (2 С). Найдем сначала частные лап­

ласианы функции 8 по переменным х/։ где I ]. Для этого восполь­
зуемся формулой (3) при р = 0, д = 2, Ду — 0, Дг = Ах,. Получаем, 
переходя вновь к координатам (х1։•••, хя):
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^4 С*։»"  •’ хл; Дх/> = 3 (х։>֊ • ■' */-։Л хР х)+и"
дх, л»*  '

•••. х„; ДхЛ

причем ряд сходится в пространстве билинейных форм с имеющейся там 
нормой. Однако /£С(£/*)и  поэтому форма ֊֊4 порождена оператором, 

имеющим специальный вид, описанный в предложении 2.2. Но предел 
билинейных форм такого вида, как легко следует из теоремы Г. И. Ши­
лова (см. [3], § 2), снова имеет такой вид. Итак, для доказана 
формула

£/«(х„---, х»)~ 3 <хр х._х, т^Х/, ху+։,-", хя). (4)
5==4>

Вычислим теперь Л/ g. Для этого снова воспользуемся формулой 
(3), положив теперь р = 2, д = 0, Дд =• Дху, Ах = 0. В координатах 
(х1։---, хп) получаем 

44(х„ • • •, хп; &х/)= У (х>, е^)։ ^хх, • • •, х/_1, -,ху, х/+1, • • • ,хп; 'лАх/)4-
*3 дх1

~ 4 2 (х/, вл) (Дх/։
д=*

х/-։, ",х/, х;+1,---, хп; «։Дх/)-|-

-+-2 2 (Дху, ел)։/(х։,-•х7_1, т.3хр Хп). (5)

Зафиксируем координаты (х1։•••, Х/-1, х/+1,---, хЛ) и рассмотрим по­
следовательно ряды, стоящие в виде слагаемых в формуле (5). Пер­
вый из них задает билинейную по Ах; форму, которая является сум­
мой сходящегося ряда форм, порожденных вполне непрерывными опе­
раторами и, следовательно, сама порождена вполне непрерывным опе­
ратором.

Второй ряд принимает вид, рассмотренный нами в лемме 2.9, 
, д/ .если положить а = х/, 0., = —— (хп-• •, х/_։, тс,ху, х;+։,---, х„), 

дх^
Ь = —1— (х1։-՛-, хЛ), и = Дх/. Утверждение этой леммы показывает, 

с*х 7
что второй ряд задает билинейную форму, порожденную вполне не- 
лрерывным оператором.

Наконец, нетрудно видеть, что третий ряд задает билиней­
ную форму, порожденную оператором 2/(х1,---, хЛ) 1+Т, где 
I—единичный, а Т— вполне непрерывный операторы. Снова применив 
.к формуле (5) предложение 2.2, получаем

^г{х^-• •. хп) —/(хп• • •, Хп). (6)
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Мы выяснили, что существуют все лапласианы £/ #. /=!,-••, л, 
причем для /=/=/ они определены формулой (4), а £,# определен фор­
мулой (6). Сопоставляя формулы (1) и (4), получаем, что для ։=5^/ 
справедливо равенство (Р^/) = Р*  (£,,/), а формула (6) означает, что 
£.(Ру/) = /. Таким образом, операторные равенства (2) нами дока­
заны .

Мы показали, что функция д = Р*/  допускает применение лап­
ласианов £/։ / = !,-••, л, и нашли для них явное выражение. То, что 
ц допускает также последовательное применение лапласианов в лю­
бом числе, доказывается индукцией по этому числу с использованием 
операторных равенств (2).

Нам осталось лишь проверить, что функция Р*/  удовлетворяет 
-условию (3 С). Для этого вновь воспользуемся равенствами (2). Пусть 
/1։ •••, —перестановка индексов г,,---, гт. Если среди индексов
отсутствует индекс у, то мы имеем равенства

и £Г1...£.тр*/=р;£ п..

и наше утверждение следует из того, что для самой функции / усло­
вие (3 С) выполнено. Если же среди индексов встречается у, так что 
К = А *«+1  ֊ +} и Г,=Ь гз+1 ‘ гт^=]\ то в этом случае
^>1՛ ' Ру ~~ ‘ ^"։-1 ^'и-1 / и • ‘^гт = ^г,- • ■
X ^"’3+1 •' • 'щ !• Но *!>•••.  1т есть перестановка набора

гз֊р гз+|>‘"> гт՝ поэтому оба выражения совпадают. Лемма 
полностью доказана.

Докажем теперь следующую теорему.
Теорема 2.11. Всякое открытое множество Сс:Н" является 

\Ь( \-тривиалъным.
Доказательство. Для всякого / = 0,---,п — 1, любого на­

бора из Л-1 числа (у'р-• •, у'։+1) (у!=1,-• •, п;-• у‘։<։ = 1>-• л) и любой 
функции удовлетворяющей условию £;,/=• •• = £/,/= 0, мы
должны найти функцию- (С) такую, что £;,#•=••• =Д// £ = О, 
£,։ + 1#=/. Перенумерацией переменных хи---, хп можно добиться 
того, что набор у’/+1) будет совпадать с набором [!,•••» I 4-1|,
поэтому мы предполагаем это условие выполненным с самого начала.

Построим по множеству С последовательность 1/к открытых мно­
жеств, определенных в лемме 2.7 и будем строить последовательность 
функций ск таких, что

(1) сДС(^+1),
(2) Ц ск— • • • =■ £; Ск = 0, В1+1ск = / в С/к+},
(3) сужения сл ։|Ул и совпадают.

Последовательность ск строим по индукции. Положим с։ = Р^+1/. 
При этом условия (1) и (2) выполнены в силу леммы 2.10. Пусть уже 
построены функции с*,  удовлетворяющие условиям (1)—(3).
833—5
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Покажем, как строится функция с* +։. Рассмотрим функцию 
А_/>А+2у_Сг Очевидно, Л(;С(£/л+1). При этом в £/л_1 выполнены 
равенства £1Л= • • • = к/ А = так как Для Функции с*  это справедли­
во по условию, а для Р^?/ это выполнено согласно перестановоч­
ности операторов £/ с Р?+? для г = 1,---. I (см. лемму 2.10) и нало­
женным на / ограничениям. Кроме того, А, ,Л к1 }Р1 { к1+1с1։= 
= /_/ = 0. Итак, £։А = ■ • = £,+1 А — 0 всюду в 6/* +1.

Рассмотрим функцию ?, принадлежащую классу С (Нп) и такую,

1։что 'К - 0. Согласно предложению 2.6, такая функция 

существует (достаточно взять разбиение единицы, подчиненное покры­
тию |£/*+ь  Нп\Ук\ и выбрать в качестве <р функцию, равную 1 на 

6/*).  Положим А = ®А. Очевидно, А (//").
Теперь в качестве с4И возьмем функцию

с»+1= Р/*+? /-- (/</ — Р?+2£։)- • •(/</— РЧ м£/+1) А.

Проверим, что с* и՜ ‘удовлетворяет условиям (1)—(3). Условие 
(1), очевидно, выполнено, так как операторы Р\ 2,---, Р*~ 2 действуют 
в пространстве С(£/А 2). Пользуясь леммой 2.10, вычислим £։с<а.։,--- 
'''» ^/ + 1 с*+г

Для всякого / = !,•••, I + 1 имеем

А с„ , = 4 Р?;?/ -(/</- Р?+2 ■ • (й - Р?1? (к, - к, рч- ь,) х

X (»'</ — Р*  I У 1) • • • А.

Из п. 3 леммы 2.10 следует, что к1—к1 Р* +2£/ = 0, поэтому

^чс* (-։ — Р**}} ’

Вновь воспользовавшись операторными равенствами леммы 2.10, 
получаем £/сА4֊։ = Р/*̂£,/=0  для /=!,-••, / (так как £(/=0 по ус­
ловию) и, кроме того, к, , сл^։ = £/+1 Р)^/= /. Таким образом, усло­
вие (2) для функции с*  ] выполняется.

Проверим теперь условие (3) для с* +ь Поскольку А совпадает с 
А на и к, а равенство £гА = • • • = £/+։ А = 0 выполнено всюду в и к ь

то Т^А = • • • = А = 0 в £/*.
Заметим теперь, что операторы Р\ ՜2, Р* +? построены так,

что если некоторая функция обращается в 0 на множестве £*,  то 
на множестве Иц выполнены равенства Р{,н2с/= • • • = Р*̂ 2 </ = 0. Это 
видно непосредственно из явной формулы (1) для Р^+2,---, Р*.,,  при­
веденной в лемме 2.10, а также из леммы 2.8. Взяв, в частности, в

качестве с/ последовательно функции £1А, --, £/ 1 А, мы заключаем,
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что на множестве П» имеет место равенство Р\ У

/ £/+1А = 0. Отсюда следует, что на 6/*  выполняется равенство 

(/</—Р*  2£։),,*(/^ —/7*1՜ Ь/֊ х) А = А, так как при раскрытии скобок 
все слагаемые, кроме первого, обратятся в 0. Итак, мы получаем

с*+։| у* = ֊ Ь\ик = (Р1\ У— Л)[уА = сй|уъ

а это и есть условие (3).
Зададим теперь функцию у на С, положив на ее равной с*.

Условие (3) показывает, что а — глобально определенная в С = II Л ,
*=1 

функция. То, что для % утверждение нашей теоремы выполнено, сле­
дует из условий (1) — (2) для любой функции с*.  Теорема полностью 
доказана.

§ 3. Основная теорема и ее следствия

Непосредственно из предложения 1.3 и теоремы 2.11 вытекает 
следующий основной результат.

Теорема 3.1. Для любого открытого множества С с Нп груп­
пы (ЬУгкогомологий (С) тривиальны для А > 0.

Выделим отдельно два частных случая этой теоремы, представ­
ляющих, как нам кажется, самостоятельный интерес. В частном слу­
чае, когда п = к = 1, получаем такой результат.

Теорема 3.2. Для любого открытого множества СсН илю- 
юй функции /£С(б) существует решение а задачи — /, при­
надлежащее тому же классу.

Другой частный случай, когда к = 1, п^>1 дает такое утверж­
дение.

Теорема 3.3. Для любого открытого множества С<=-Нп си- 
тема уравнений. = /։,- • •, где /и--՝, /Я£С(С), имеет
гешение £^С(б) в том и только в том случае, когда £//7 = 
гл я произвольных г, у.

Обозначим через Н пучок ростков | Л {-гармонических функций 
ласса С на Нп, а через Р (С) будем обозначать подмножество С (С), 
остоящее из {£, {-гармонических в 6 функций. В § 2 мы доказали, в 
астности, что в рассматриваемой ситуации условия предложения 1.5 
ыполнены. С учетом теоремы 3.1 это дает следующий результат.

Теорема 3.4. Для любого открытого множества Сс.Нп груп- 
ы РРЮ, Н) тривиальны для к — 1, 2,•••..

Теорема 3.4 дает возможность решать лю.бые проблемы Кузена 
произвольных областях в классе ]£/ {-гармонических функций, а 

.пенно, справедлива следующая
Теорема 3.5. Пусть СсгНп — открытое множество, (£/») — 

■пкрытое покрытие. Пусть задан набор А<,р £ Р (СА, П £Л)» причем
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+ Л,, = 0 в и,Г\и? и к^ +- А?т + Аг = 0 в 6/, П П £/т. Тогда су- ! 
шествуют такие А, £Р(£4), что к,$ = А, А?.

Доказательство. Заметим, что |Л^) есть 1-коцикл на покры­
тии [£/»! с коэффициентами в пучке Н. Для доказательства нашей теоре­
мы нужно лишь проверить, что первая группа когомологий Н1(|П,}, Н) 
покрытия {£/,! с коэффициентами в пучке Н тривиальна. Согласно 
теореме 3.4, группы НЦН,, Н) тривиальны для всех а и 1с—1, 2,---, 
поэтому наше покрытие {£/,} удовлетворяет условиям теоремы Лере 
(см., например, [8], стр. 238). Отсюда по теореме Лере следует, что 
ЯЧ|£/«}, Н)~/7։((7, Н) =0 и, таким образом, теорема доказана.

Полученный результат позволит нам при некоторых условиях 
строить (£,- (-гармоническую функцию с заданными нулями.

Теорема 3.6. Пусть И — открытое множество, \1/„\—от­
крытое покрытие его, и пусть заданы множества А^с.Пп, каждое 
из которых является множеством всех нулей некоторой [А, '-гар­
монической функции А, (£/,), причелг А-.П [/;,—■ 0 при а =£ $. То­
гда существует \Ьг \-гармоническая функция к£Р (И), имеющая 
нули в точности на множестве II До.

Доказательство. Рассмотрим функции

^'л, а/

которые, в силу наших предположений, принадлежат Р(£/, П (А). По 
теореме 3.5, существуют р,^Р (£/,) такие, что к,1=р1 — р, не 11, ^1]-.. 
Зададим функции д, на 6/, по формуле

А;
(1-рЛ)2тЛ;’

Очевидно, у,£Р (£/а). Заметим, что у, — уз на П, П П՛-., а поэтому, по­
ложив А равной у, в 11,,, мы получим глобально определенную на С 
функцию А(Т (О. При этом множеством всех нулей функции А яв­
ляется и Ат.

Из теоремы 3.6 вытекает, например, такой результат.
Теорема 3.7. Пусть Т—последовательность точек, лежа­

щая в открытом множестве С и не имеющая в нем предельных 
точек. Тогда существует \Ь/}-гармоническая в С функция к, ну­
лями которой являются точки из Т и только они.

Доказательство. Зафиксируем в Н ортобазис [/։, • • ■, /„•••). 
Занумеруем точки последовательности (о"',---, а”)£Г. Из-за отсут­
ствия предельных точек внутри С можно всякую точку из Т окру­
жить открытым шаром, содержащим не более одной точки из Т, а 
всякую точку из С\Т — шароМ, не пересекающимся с Т. Обозначим 
покрытие шарами через {£/։}. Определим следующим образом функ­
ции А»^Р (1/,). Если центр шара И֊, не принадлежит 7, то положим
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А, 1. Если же центр шара есть точка (a"’,---, a”)£TczG, то поло­
жим

а « 
А,(х]։---, х„) = У \(Х/ —а™։ e )J^F ((/,). 

1-1 ։֊|
Очевидно, что А, обращается в нуль в единственной точке (а™, ••• 
•••» Теперь положим A-, = ÿ, если центр шара U ■. не лежит
в Г и А՝ = (а\",-• -, а™), если центр шара 6/, есть точка а՞).
При этом условия теоремы 3.6 выполняются и поэтому найдется 
AÇF (G), имеющая множеством нулей последовательность Г, что и 
требовалось.

Из теоремы 3.7 вытекает такой интересный факт.
Теорема 3.8. Пусть G— ограниченное хотя бы по одной пере­

менной открытое множество в Н". Тогда существует {Li '^гармо­
ническая в G функция h, не имеющая непрерывного продолжения 
на его замыкание G.

Доказательство. Построим последовательность TaG, не 
имеющую предельных точек внутри G и всюду плотную на границе dG. 
Построим, согласно теореме 3.7, функцию A£F (G), имеющую Т мно­
жеством своих нулей. Если бы А можно было непрерывно продолжить 
на dG, мы бы получили функцию AgsO, \Lt (-гармоническую в G, не­
прерывную в G и равную нулю на dG. Выбрав точку (֊av---, ап) ÇG 
такую, что A(au---, art) =/= 0 и зафиксировав՝ все координаты кроме 
той, по которой наше множество G ограничено, мы получим функцию 
а(х) •= А(ал,---, аг-t, х, а/м,---, ая), гармоническую по Леви, нерав­
ную нулю тождественно и обращающуюся в нуль на границе ограни 
ченной области. Это противоречит предложению 2.3, что и доказывает 
нашу теорему.

Из теоремы 3.7 можно получить также другой результат в этом 
направлении. Напомним, что областью мы называем открытое связное 
множество. Введем следующее определение.

Определение 3.9. Область Gf=.H называется строго вы­
пуклой, если для всякой точки a^dG найдется такая последователь­
ность точек anÇG, ап -*■  а, и гиперплоскостей а„. проходящих через 
ап, что диаметр множества ։» П G стремится к нулю при п — сс.

Шар, например, является строго выпуклой областью, а полупро­
странство ею не является.

Теорема 3.10. Пусть G^-H—строго выпуклая область. То­
гда сугцествует гармоническая по Леви функция h, определенная- 
в G и непродолжаемая гармонически ни в какую более широкую 
область.

Доказательство. Построим последовательность Т точек, не 
имеющую предельных точек в G и плотную на dG, а по ней построим, 
согласно теореме 3.7, гармоническую по Леви функцию А, имеющую 
нули в точности на Т. Допустим, что существует гармоническое по 
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Леви продолжение Л в более широкую область GjZsG. В таком слу­
чае некоторая точка a£oG принадлежит Сг вместе с. шаром U с 
центром в а. Из условия строгой выпуклости заключаем, что суще­
ствует точка а,и и проходящая через нее гиперплоскость ат такая, 
что ։„nGc[/. Но на а„, (}dG функция А равна нулю. Согласно прин­
ципу максимума, примененному внутри гиперплоскости ан/, получаем, 
что А==0 на куске гиперплоскости ап, Ո G. Однако А принимает нуле­
вые значения лишь на множестве Т, не имеющем в G предельных то­
чек. Полученное противоречие и доказывает теорему.

Приведем, наконец, еще один результат, отличающийся по ха­
рактеру от теорем 3.5—3.10, который также вытекает из теоремы 3.4.

Теорема 3.11. Пусть Fc(G)— совокупность всех комплек­
сных {Lij-гармонических*  в области Gc.Hn функций класса 
G, 3K(G)cFc(G)— мультипликативная группа функций, не обра­
щающихся в 0. Тогда 9K(G)/expFc(Gj^№(G', Z).

* Комплексную функцию мы называем (ձ/)-гармонической, если ее веществен­
ная и мнимая части являются |L/J-гармоническими.

Доказательство. Обозначим пучки ростков функций клас­
сов Fc и ЭК через Нс и М соответственно. Тогда последовательность 
пучков

0-,ДДНс-М-0,
где Z—постоянный пучок групп целых чисел, а з — оператор умно­
жения на 2 r.i, точна. Начало соответствующей точной последователь­
ности для глобальных сечений выглядит так

0 - Z - Fc (G) “Р ЯК (G) - Я1 (G, Z) - № (G, Нс).

Из теоремы 3.4 следует, что Н1 (G, Нс) = 0. Поэтому
№(G, Z)~9K(G),exp Fc(G), 

что и требовалось доказать.
В заключение автор приносит благодарность Г. Е. Шилову за 
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Московский государственный университет
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Ի. ՅԱ. ԴՈՐՖՄԱՆ. Փնջերի տեսության JbpnkjGbrp Ափի լապլասիան]։ տեսությունում (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում Լ Լ Լևիի լապլասիանը, որը գործում է անվերջ չափանի սե- 
պարաբել հիլբերտյան տարածության տիրույթներում որոշված ֆունկցիաների վրա։ Ապացուց­
ված Հ մ տոնական Լևիի լապլասիան պարունակող որոշ հավասարումների սիստեմների .լուծե­
լիությունը կամայական տիրույթում, մասնավորապես Lg = | հավասարման։ Նկարագրված են 
կիրաոութ յունները ըստ Լևիի հարմոնիկ ֆունկցիաների տեսութ յանը։

I. Ja. DORFMAN. On sheaf methods in the theory of Levy Laplacian (summary)

The Levy Laplacian L acting on functions defined in domains of infinite-dl- 
mentional separable Hilbert space, is studied. The solvability of some systems with 
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partial Levy Laplacians in any domain and particularly the solvability of the equ­
ation Lg j is proved. Applications to the theory of Levy harmonic functions are 
described.
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կ Ա. Աթզարյան, Վ. Վ. Վարդանյան. Ոչ ստացիոնար գծային սիստեմների դինամիկ 
րնութագրերի Որոշման վերարերյալ...........................................................1» 14

Ցու. Շ. Աթրամով. Պարամետրի նկատմամբ ոչ-գծային որոշ խնդիրների սեփական ար֊ 
մերների վարիացիոն հատկությունները............................................1. 23

Վ. Դ. հելոուսով, Յու. Մ. Մովսիսյան. Ընդհանրացված նույնությունների ռանգի մասին 2, 135
Վ. Գ. Րոլտյանսկի. Հիլրերտյան տարածության ենթաբազմությունների արտապատկե­

րումների մի դասի մասին...................................................................2, 107
Վ. Գ. հոլտյանսկի, է. Ա. Միրզախանյան. Արտապատկերման աստիճանի կաոուցու- 

մը հիւբերտյան տարածությունում . 374
Լ. 9,. Դրոսսման. Իրականության և սիմ պլեկտիկության պայմանների համ աձա յնեցվածո։- 

թյունր մ- չձգվող մատրիցների բևեռային ներկայացման հետ • . . 4է 325
Ս. Ա. Գւփդորյան, Մ. Ւ. Կարախանյան. Ֆունկցիոնալ հանրահ աշիվների ը-ն որմ սղու­

թյան մասին ........ • • ւ • 61 456
Դ. Ի. Դուրևիչ. ՇՀֆ-պոլինոմիւպ ծնիչներով փակ իդեալներ երկու փոփոխականի 

ամբողջ ֆունկցիաների օղակներում 6, 459
Մ. Դ. Դավթյան. Ընդհանուր եզրային խնդիրներ բարձր կարգի կրկնակի բնութագրե­

րով հիպերբոլական հավասարումների համար . . . . »4, 269
Ի. Յա. Դորֆման. Փնջերի տեսության մեթոդները Լևիի լապլասիանի տեսությունում 6, 486
9. Մ. Եզիզարյան, Դ. Կ. Ֆաւթլհև. Որոշ մատրիցների չվևրասերվածությունըէ կապ­

ված վերջավոր դաշտերի վրա մատրիցների կիսախմբի ներկայացման հետ 5, 421
Վ. Ս. 9.աքարյան. Աճի գնահատական ի/* դասի մերոմորֆ ֆունկցիաների համար 2է 85
Դ. 9*. էմին. Բազմաձևութ յունները և երկբազմ տձևությունները բոլոր օղակների վրա

մոդուլների կատեգորիայում ... ••••,, Յէ 212
Վ. Ս. ևորոլևիշ. Անվերջ դիֆերենցելի ֆունկցիաների որոշ բան ախ յան հանրահ աշիվ­

ների մասին . . • ...... 2, 143
Հ. Վ. Համթարձամյան. Տեպլիցյան մատրիցաներով որոշված օպերատորների մասին 4, 253 
2, Մ. Հայրապետյան. (1 </7<Հ օօ) դասերի ենթատարածությունների մեջ ռացիոնալ 

ֆունկցիաների բազիսի մասին . . . .... . 3, 171
ձ. Դ. Վաղար յան. ձիպոկլիպտիկ բազմանդամների մի ընտանիքի մասին . . 3, 189
Լ. Գ. Ղազար յան. Դիֆերենցիալ բազմանդամներին կրտսեր անդամներ ավելացնելու

մասին ........... . . 6, 473
Հ.. Լ. Մաթևոսյան. Բազմակապ տիրույթներում մերոմորֆ ֆունկցիաների մի ֆակտո- 

րիղացիայի և նրա որոշ կիրառությունների մասին ... . 5, 387
Ա. Ա. Մելիք յան. Դիտարկման մոմենտների մինիմալ քանակի մասին մ ոդելա յին 

մոտեցման խաղում ... 3 242
Վ. Խ. Մուսոյան. Դիրիխլեի սիստեմների մասին կամայական բազմությունների վրա 2է 121 
Խ. Լ. Մովսիսյան. ձաարի և Ուոլշի սիստեմներով կրկնակի շարքերի միակության

մսսխ ......................................................................  ...... 1, 40
Հ. 9. Նհրսիսյան, Գ. Ռ. ՀօվՏանՏիսյան. Կոշոլ խնդիրը թույւ հիպերբոլական հավաոա- 

րումների համար ••••••••, »2 149
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՚ Ն. Ս- Շ|։րոկու|. Ոչ-գրոյական արտարին անկյուններով փակ րադմությունների վրա 
ֆունկցիաների հավաս ա րա չափ մոտարկմ ան մասին . . . . , 1, 62

Վ. Վ» Ոսկաէյան. Անա/իտիկ ֆունկցիաների տարած ութ յունների մի «բնական* /»?"-
մորֆիդ մ ի և. որոշ ֆունկցիոնալների նորմաների մասին . . . . 6, 446

Ա. 1Լ. Տոէթարյան. Ֆորմա/ թվաբանության ընդլայնումներում բանաձևերի արտածմ ան
երկարության մասին , ... . 5, 409

(Լ. I». Պեւորոսյան. Կրկգլանում ֆունկցիաների ինտեդրալային ներկայացման մասին 1, 3
ԱՀ Ջրթւսչյան. Բիօրթոդոնալ սիստեմներ և սահմանափակ րաղմ ապատիկության

հանգույցներով ինտերպոլյացիոն խնդրի լուձոլմը ք-քր դասում . . -5, 339
0. Լ. ԱաՐւակյան. Կոտորակային կարգի դիֆերենցիա/ օպերատորներ և նրանց հետ

սաոցացված 0ւ1>֊րացարձակ մոնոտոն ֆունկցիաներ , . . . 4է 285
Ա. Ա. Վաղարշակյան. Որոշ ֆունկցիաների դասերի ո անկյունային* եզրային արմերն երի

մասին ................................................................................................................ ...... 433
Վ. Վիրաթյան. Քասակուսային օպերատորային փնշի ֆակտորիղացիայի մասին . 3, 185

!,. 1Լ. Տեր-Խսրւսյելյան. Ռացիոնալ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկման մասին 3, 236 
Ա. Ս. (Խււթին. Կոտորակա յին ինտեգրալներ կշռային դ յո /դեր յան տարածություններում

Ա պոտենցիալի տիպի օպերատորներ , . . , , . . 4, 308
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