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Լ մրապրությոլնր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարւս- 
կել Հայկական ՍՍՀ դիտոլթ յոլնների ակադեմիայի Տեդեկարյիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ) է

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոգվաձներն ընդունվում են հրապարակ- 
ման բացառիկ դեպքերում' Խմրագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամ բւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա
մապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունր, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինւպի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11 • Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

եւմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա» ւ
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР Մաթնմատիկա IX, № 5, 1974 Математика

М. М. ДЖРБ.АШЯНБИОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И РЕШЕНИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ С УЗЛАМИ ОГРАНИЧЕННОЙ КРАТНОСТИ В КЛАССЕ И.

1°. Пусть (а/)։“ (0<|։;|<^1) и И/11' — произвольные последовательности комплексных чисел и 5*  >- 1 — кратность появления числа г,. на отрезке {։/}*,  можно ставить следующую общую задачу:Выявить критерии для {а7-(‘Г и обеспечивающие существо
вание функций /(г) из класса Н.. (0<^оос) Харди, удовлетворяющие интерполяционным условиямУ^’1)(М=7/ (/=1, 2, - ) (1)
и построить аппарат для представления решений задач такого рода.В том специальном случае, когда суть различные друг от друга точки круга |г|<1> и таким образом, 5/= 1 (1 °°), этазадача сводится к интерполяционной задаче/М = 1/ (7 = 1,2, - ) (2)с простыми узламиКритерии существования решения задачи' (2) в классе Н~ ограниченных в круге |а|<1 функций, либо в классах + °°)>были установлены в ряде работ (см. [1], а также [2], где приведены подробные литературные указания по этому поводу).В частности, ответ на вопрос о существовании решения задачи (2) в классах Н>. (1 о+ со) впервые получил полное решение в оригинальной работе Шапиро и Шилдса [3].В случае, когда различные точки в последовательности («/|։" появляются двукратно, либо с одинаковой кратностью, в классе Н, задача была рассмотрена в работах [4], [5] и [6], но вновь лишь в постановке существования ее решения.Отметим однако, что все эти работы, посвященные задаче (1), значительно опираются друг на друга. В частности, работа Чальмер" са [6], в которой хотя и далеко не в наилучшей формулировке дан полный ответ на вопрос о существовании решения интерполяционной задачи (1) в классе Н3, существенно опирается на известные общие результаты Н. К Бари [7] о биортогональных системах и о базисах в гильбертовых пространствах, а также на двусторонние оценки Шура собственных чисел для произведений эрмитово-положительных матриц.



340 М. М. Джрбашян2°. В настоящей статье предлагается новый, по существу чисто аналитический, метод для полного решения сформулированной выше общей интерполяционной задачи (1) в классе Н>, метод, позволяющий дать также аналитический аппарат для построения решений этой задачи.Этот метод основан на построении специальных систем аналитических и ограниченных в круге |г| 1 функций {г*  (г))։“ и (2*  (х))” ,биортогональных на окружности |г|=1, ассоциированных с последовательностью подчиненной вначале лишь условию Бляшке
3 (1֊ М’) <-ь оо. (3)
/=1Система {2’ (г))“ является лишь несколько модифицированным для наших целей вариантом построенной в нашей работе [8] системы (2*  (г));“, также биортогональной с [г*  (г))^ на окружности |г|=1.В § 1 статьи в леммах 1.1—1.3 приводится построение указанной системы и устанавливается важное интерполяционное свойство сумм вида
3 Ту2;(г) (п>1). (4)
/-1Далее (леммы 1.4—1.5), в предположении, что —из класса Д, т. е.

։

а» — а/ 1—а/“* (5)>8 > О
или (в леммах 1.6 —1.8), когда |«/)։" из более узкого класса — Др cz А с ограниченной кратностью sup (s; | = р < -|- ос, мы устанавливаем 

»։ряд важных для дальнейшего изложения оценок, связанных с функциями 2’ (г) {к ?>1) или их скалярными произведениями на окружности И = 1-В § 2 излагаются основные результаты статьи.Здесь, во-первых, устанавливается теорема 1, согласно՛ которой условия
1«/)Г € и 2 (1 ֊ |ау|»)^֊։ |7/1«< + ОО (6)

/-•достаточны для существования решения / (г)£Н2 задачи (1). Эти же условия достаточны также для эффективного построения этого решения в виде суммы ряда /и) = 3 т/2/‘и) (7)
/-1



Биортогональные системы 341по нашей биортогональной системе, поскольку/4у՜1’(«/)=!/=֊ У /С) гДСТ1<Л| (1 </<<”)• (8)“ Р-1В теореме 2, существенно опираясь на то, что разложение вида (7) (8) представляет решение задачи типа (1) в классе Н2, мы для однократных узлов |г/)Г ~ А устанавливаем сходимость рядов
V (1 — |г/|։)2'՜՜1 |Л֊1>(яу)|« (г=1, 2,--.) (9)

для любой функции / (я) £ Н.,.Отметив далее, что при условии
2 (1-|я/!’)<+«> 
/-։система {г/ (я)}Г не замкнута в Н2, мы вводим линейные подпространства л» |я/) и {а/} пространства Н., и устанавливаем важные для дальнейшего изложения факты: теорему 3 о том, что®^Ч;{я/1 и теорему 4 о единственности функций Ф (я)6у-2 (я/| по значениям величин Фм'-։)(а/) (1<; < + =«).Наконец, наряду со счетномерным гильбертовым пространством мы рассматриваем оператор Т.2 на Н.,, положив

Т2 (/) = {(1֊ Iя/ (а .)}Г> у (*)  £ н2.В заключительной теореме 5, доказательство которой в значительной мере уже содержалось в теоремах 1-и 2, существенно опираясь также на теоремы 3 и 4, мы устанавливаем, что условие {Я,/}Г €; △₽ необходимо и достаточно для совпадения двух пространств 
Р и Т., [Нг]. § 1. Предварительные леммы

1.1 (а) В данном пункте мы будем предполагать, что (Я;)Г (0<|а,|<1)— произвольная последовательность комплексных чисел, подчиненная пока лишь условию
2 (!-№)< + «’. (1.1)
/=1Впредь для любого фиксированного значения к. (1 <+ оо),через 5*  > 1 будем обозначать кратность появления числа а*  на от- < а > к резке 11, а через р* — кратность его появления во всей последовательности (я;)1. В силу условия (1.1) всегда будем иметьсо (1-2)
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Обозначим, далее, через |г/|Г подпоследовательность всех отличных друг от друга чисел нашей последовательности {яу}։ .Тогда, вви ду принятых нами обозначений и условия (1.1)2(1-|г/|’)<2(1-|г/Р)Р/= 3 (1-|а/+ П.Г)
Рассмотрим функции Бляшке, ассоциированные с последовательностями (<։/}“ и [г/|Г 4(г)=П Л^֊֊’ (1-3)

у ?! 1— */**/ ,„11-2/2 2/

1“'՛ 1 пусловившись в них полагать — = — 1 при а ■֊ и.
аОпределим далее функцию

Вл(г) = В(г) Ь (г), (1.4)заметив, что она может быть представлена еще в виде следующего очевидно, сходящегося в круге Д1՜ = \г; |г|<31 произведения
В* (г) = П — У' ' ’ (1Л/)

\1—2/2 2 /где <7/>1, очевидно, также конечная кратность появления числа г, в последовательности |«/}Г.(б) Из самого определения (1.4)—(1.4') функции В  (г) вытекает, что в каждой точке г = а  круга О+ она имеет нуль кратности р1; -1. Поэтому для любого к՝^֊ 1, положив **

можем утверждать, что эта функция регулярна и отлична от нуля в окрестности точки г = а*.  Таким образом, если обозначитьа‘(в*)=4{^4^4-«*  (°<1,<+оэ)> п.б)
то в достаточно малой окрестности точки г = функция »>*  (г) будет допускать разложение

0)*(2)  = 2 а’ (а*) (г — а*) ’. |д — а»! < т,.
V “ОВведем, наконец, в рассмотрение полиномы

Рк~։к<7*  (2)= 3 а,’(я*)(г  —а*) ’(1<Л < 4-со), ¥-4

(1.7)
(1.8)
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* Все определенные здесь функции снабжены наии знаком ( •), поскольку они 
являются лишь несколько модифицированными (для наших целей) вариантами функ
ций, впервые введенными нами в работе [8].

о- , > (д — а»)3* 1 (г) (з»~ 1)! <о*  (г)Д*  (г) д» (г) (!<*<  + «). (1-9)Лемма 1.1. Функции системы {2*(д)'Г  обладают следующи
ми интерполяционными свойствамиГ ‘̂<(3)1
[ бг' |*-«»

О, при г, =/= ։*;  О -С г «С р,1, при а, = а*;  г = з*  — 1 (1.Ю)О, при а, = а»; г =яз*  — 1, 0 < г < р* —1 = р,— 1.Доказательство. Из разложения (1.7) функции ш*  (г), принимая во внимание определения (1.8) и (1.9) полинома д’ (г) и функции 2Д (г), получим для последней следующее представление:
֊ Ва (г) У, М«*)(*  “«*) ’, |д-а»|<’Ь (1.11)

2 1=0

где
Ъ> (а*)  — а, (а*),  х = р*  — з*  -|- 1 + V, причем, очевидно, что здесь множитель (г — а*)՜ 1 В*  (г) в точке 

г = а*  имеет нуль кратности р*.Следовательно, вторая и третья из формул (1.10) леммы непосредственно следуют из разложения (1.11) функции 2*  {г). Что касается первой из формул (1.10), то она вытекает из самого определения (1.9) функции (д), так как в каждой точке г=а.,=^=а*  она совместно с функцией В*  (г) имеет нуль кратности р, +1.(в) Наряду с системой (2  (д)][“ с нашей последовательностью комплексных чисел [а/|Г будем ассоциировать также систему рациональных функций {ге (д)}Г, положив
*

г*  (д) = (^~1-)1 (1 < * < + оо). (1.12)(1 — а*  д) *Лемма 1.2. Системы функций{п (д))Г и {2*(«)]Г
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биортогональны на единичной окружности в смысле

г,(С)2П^|Л| =

= ֊ [ 21(97^) |Л| = Р’(1-13)2֊ I 10, к =# *|Ц-։Доказательство. Поскольку функция 2А (л) регулярна и ограничена в круге /)!՜, то она представима интегралом Коши через свои граничные значенияа;м=- (1.14)и 1—< л
13-1Заметив теперь, что

=749, о-«)
(з^ — 1)-кратным дифференцированием интеграла (1.14) по параметру 
г мы получим I =7՜ [ (Ь ■•=!, 2, (1.16)

1 л- 1—. 2.^Если ч = к, то а, = а*,  з, = зА, и в силу второй из формул (1.10) леммы 1.1 мы получим, что в этом случае интеграл (1.16) равен единице.Если же ч=[=к, то либо а, = аА, но тогда, очевидно, з,^=з*,  либо же а, =/=։*.  В обоих этих случаях интегралы (1.16) равны нулю, в силу первой и третьей из формул (1.10).Лемма 1.3. Пусть {7*}՞  (1 С т + <о)—произвольные комп
лексные числа. Тогда регулярная и ограниченная в круге |г| <С 1 
функция

8т (г) = 2 7*  а; (г) (1.17)
Л-1

у довлетворяет следующим интерполяционным условиям:^’-”(«0 = Ъ(1 -<*<т).  (1-18)Доказательство. Функция R,,, (г) в круге представима интегралом Коши через свои граничные значения
5„,(2) = а [

1 — ч 2
1С|—1Отсюда, в силу (1.15), (1.17) и формул (1.13) биортогональности, получим
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1.2 (а) Последовательность комплексных чисел (а/)“ (0^|а>| < 1) удем относить к классу А, если при некотором 8(О<^3<^1) она об- адает свойством inf [ П * >։ U-։ я; — а*1— «/«* (1.19)
Отметим сначала же, что если последовательность (а;)Г—из сласса А, то, в частности, она удовлетворяет также условию Бляшке '1.1), обеспечивающему существование определенных выше функций 

В (г), 6 (г) и В9 (д).Отметим также, что если все числа из {а/)“ £Д отличны друг от друга, то условие (1.19) принимает вид

и известно под названием свойства равномерной разделимости последовательности {я/ }Г .Выше мы условились под |д/)Г понимать последовательность всех отличных друг от друга чисел из Поэтому свойство —(1.19) можно записать также в виде
■г/|— Zk
X—zjzk

> (1.19')
где qi (1-С + °0) ~ кратность появления числа z, во всей последовательности {я;}?, причем, очевидно, чтоsup lp/1 = sup {<?/}-Заметим теперь, что если {а,-)Г £ Д, то из (1.19)—(1.19՜) следует, что для (д/]Г мы будем иметь

inf
* 1 п

/-1 J *

Zj— Zk

1—ZJ z*
>5*> (1.20)

притом для значения 3*  = 8.
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Это означает, что если [«/|i то подавно fz/li € -*■Но если предполагать, что

р — sup [р/| = sup [<?/! <+ <х, (1-2^)
J ։ ) 1то справедливо и обратное утверждение.В самом деле, тогда справедливы неравенства

>_1 1— г/г*1  \ ,։ l—zjzk /А * Ь*откуда и следует, что свойство (1.20) равномерной разделенности {z/}i повлечет за собой свойство (1.19) — (1.19'), т. е. свойство {«/}։ •Поскольку равномерно разделимые последовательности (z/}i • как известно, существуют, то предыдущие замечания подтверждают, что по крайней мере при условии (1.21) класс А не пуст. Но более того, пользуясь известным примером равномерно разделенной последовательности (см. [1], стр. 289—290), легко можно убедиться в том, что класс А не пуст и в случае, когда sup {д/} = -гсс- 
/>։Наконец, ради удобства дальнейшего изложения, приведем следующее определение: последовательность комплексных чисел {«/}1 ^А отнесем к классу еслиsup \pi | =■ р<֊г / 1Следующая лемма является непосредственным перенесением известной леммы [3] на случай произвольных последовательностей 'а/"£Д.Лемма 1.4. Если |։у|Г £А, то справедливы неравенства2 0)=2 1 А (1.22)7=1 |1 — а;а»г •(!<*<+.«),v (1—|Д;|8)(1_—!а*1а)

Д И ֊ аУ“*1‘ (1.23)
Доказательство. Обозначая

у7*  =
(1- - N1)|1-а,а*| ։ £=1, 2,- j,заметим, что /' - °*  ’= 1 (у; k = 1, 2,- • •).I—«/«*Отсюда, и ввиду условия (в/|Г следуют неравенства
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«у —Л 
1—«у«*' П 0 - '•/*)  < 

/«֊։
о/' •*<ехр! — Ху*  I (к = 1, 2,- • ■ ), I )^л 1

»/*"*т. е. неравенства (1.22) леммы.Далее, поскольку при данном Л > 1 кратность появления числа во всей последовательности •։/)“ равна р*  <^ + ос и при а,-= а*,  х/*  = 1, то У *д  ~ 2 */*  — ри (£ = 1> 2.• • • )• /-1 у=1Поэтому неравенства (1.23) непосредственно следуют из (1.22).Следствие. Если [“/)“ 6^/» 7710 справедливы неравенства

2 (1 J7՜7՜12֊1 КР) < д (3; р) = р + 2 log 4- (1.23')?_1 |1 ֊ «У “*1 2 о(1<£<-Ь ад)՛(б) Введем в рассмотрение последовательность 'функций
= (1<л< + оо), (1.24)М «/—z |“/1»/*•*заметив, что если пользоваться принятыми нами выше обозначениями» то они допускают также представлениеД*(д)  = Г-^Д- ^!Г*5֊>( г) (1<А:< + оо). 1—а*  да*] (1.24')

Лемма 1.5. Если {в/)Г 6 4, то справедливы неравенства(1֊ |а*| ’Г (аД'ССЛЗ), (1.25)(ОСз-СЧ՜00։ 1 •< £< + ■»), 
где С5 (о) —некоторые постоянные, не зависящие от к >• 1.Доказательство. Поскольку (ау)Г^Д, то из самого определения (1.24) функций Д*  (г) следуют неравенства1 < |л*  (а*)|  < о՜1 (1 <*<  + «), (1.26)т. е. неравенства (1.25) леммы для значения з = 0 и С0(6)=о-1 .Установим теперь справедливость неравенств (1.25) леммы для 5 = 1.С этой целью заметим сначала, что взяв логарифмическую производную функции Д*  (г), мы приходим к тождеству
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I 1 I1— а, г а/ — г.

(ду—г)(1—Дуг) (1.27)
Отсюда, ввиду (1.26) получим неравенство

Iе/ — я*1  И ~ «/ Я*1
Но из условия (ду)” £ Д—(1.19), в частности, вытекают неравенства1 —«у Д*  «/ — Д* <д-1 («у ¥■«*)> (1.28)
пользуясь которыми будем иметь|Д*  («*)1<2՜ 2 5}

/-։

1-М8|1 — ду д*| ։
Воспользовавшись далее неравенствами (1.22) леммы 1.4, получим(1 - |«*|«)  IДИ«*)|  < г֊2 Ло (3) (1 < л < + ОО), т. е. неравенства (1.25) леммы справедливы также для 5 = 1, если положить (3) = о-2 Ао (6).Проведем теперь рассуждение полной индукции.Предположим, что неравенства (1.25) леммы справедливы для значений 0 < 5 V(1 - |а*|»НД (;> («*)|<  СИЗ) 10<з<>; 1< Л<Н֊оо), (1.25')установим их справедливость для значения з= 1.С этой целью заметим, что произведя ч-кратное дифференцирование первого из тождеств (1.27), будем иметь
где дГ։)(2)=-2с:д(;-г) (г) ним г֊0

Д2)= у +' и |(1-ДуМ+։ (г֊Ду)'+«у*«* у У Г. у (г)______________уЙ (1֊ДуМИ(г֊М'+։“У* “*«г. У (г) = «Г1 (г ֊ ДуГ1 + (֊ 1)' (1 ֊ «/М+1.

(1-29)

(1.30)
(1.30')
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i И = s _ Я/ )•> (0 < г< >)։ (i.3i>

где «£>/(«/) = (֊ ֊֊֊. (1- 1։/Г)г+1-!‘ (1-32)(r+l— 11)! (О < |i < г С v).Из (1.30), (1-31) и (1.32), пользуясь также оценкой (1.28), получим£1-|я.|у+1-н|1 — о,- a*| r+1 |я*  — ay|'֊+։-ii
|1 — о.) a<l2r + 2~v-

Заметив далее, что при 0 И -С г|1- ауа*р'֊»  > 2֊' (1 - (1 - |ау|)'-и,(1-|а7|»)'֊и<2'֊и (1_|a.|)r-։x։мы приходим к неравенству(1-|а№1Нг (а*)|<<г-՛ (46-։у у. СТ+1 (2-J6)p v (L՜1“.'1*)! 1 ~|я*|,)."о |1 - aJ а*Р
•/*«*Следовательно, в силу неравенств (1.22) леммы 1.4 справедливы оценки (1 - |a*i ։y+1 1Ф>. Г (а*)|  < Dr (6) (1 < fe < + оо),где Dr (6)—некоторые постоянные, не зависящие от £^>1.Наконец, из (1.29) имеем при l^/s^֊!֊1»(1 — |a*| ։)’+1 |Д* +” (а*)|<

< 2 с: {(] - |а*| ’)’-' |дГ-г) (а*)1}{(1  - |а*| ։)^։ |Н г (а*)|} ։ 
г^Ооткуда, в силу нашего предположения (1.25')> и предыдущей оценки заключаем, что неравенства (1.25) справедливы и для значения s = v + 1. Таким образом, лемма полностью доказана.(в) Докажем теперь еще две леммы в предположении, что sup (Р/ )= Р< + 00•
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циентов разложения (1.7). (г —а*)' ’*11«*  (г) = 1£֊о֊;<------  = (a*)(z  - а4)’, |z - а*| < V(*)  ,-о
справедливы неравенства|а:(а*)|<а(5;  р)(1-|а*| 3Л+ '՜ ’ (1>33)(0<»<j»» + l, !<*<  + «')>
где а (о; р) — некоторая постоянная, не зависящая от "> и к.Доказательство. Наряду с функциями Д*  (z) (1 'С + °°)» которые, были определены нами по (1.24). введем в рассмотрение также функции ♦,«- V kL2i.fi-(1 <*<+„),  (1.34)

)~л z)~z 1*Я
где, как уже отмечалось, [z;|”— все отличные друг от друга числа из Iе/)։ Поскольку очевидно, что (г/)Г £Д и при данном &>1, а* ~ z/*,  то согласно лемме 1.5 справедливы неравенства(1 ֊ W ie>(*/*)!  <С («) (0<s< + оо, 1<л< + со)или, что то же самое, неравенства(1 - |«*1®У  |ф(» ’ («*)|  < С, (8) (0 < s < + со, 1 Г к < + СО), (1.35) где Cs (8) не зависят от к.Следовательно, положивФ*  (z) = Д*  (=) ф» (z) (1 < к < + со), из тождествФ?’ (z)=2 с; ф1։) (Z) Д^-” (z) (s=0, 1, 2, - • •) s-0на основании оценок (1.25) и (1.35) заключаем, что справедливы также неравенства (1-№Г |Ф^’

<2С-С(8) с4_,(8) = Ез (8) (0<s< + oo, 1<А<4-оо). (1.36)
Далее, принимая во внимание определения (1.24) и (1.34) функций Д*  (г) и ф*  (г), а также определения (1.3) и (1.4) функций -S(r), 6(z) и (г), приходим к тождеству

а*  — z |а*|  



Биортогоиальные системы 351откуда в силу (1.5) вытекает, что(z) — 6-^-) (1 — »« zfk ‘ Ф*  (г)\1*/|  / (1 <Л< -г оо).Отсюда следует, что для любого ՝/ (0 ֊< ՝» 4՜ °2)(։*)  =
= (г7 Г ' 2 с՝ г^'т՜"՜;.՜ <- ' ф* (’*)«՝ |։*|  / "о (р*-т1  — а)!и так как sup (p*j  = р <i 4֊ оо, то в силу (1.36) мы приходим к оценкам (l-|a*l ։)’T"*՜'  h?”(»*)l<« 2 С‘, ; 1)1 (3) = а (3; р)

з О (р+1- s)l(О <*0*4-1,  1<£<4-ос).Наконец, поскольку а» (а*)  = Д՜ ю* 1’’ («*)»
то неравенства (1.33) леммы установлены.Введем в рассмотрение интегралы= — J (1-37)

К|—I (n; т = 1, 2, • • •), и докажем следующую лемму.Лемма 1.7. Если 6 Ар, то справедливы оценки]и..Л < С(3, ,).<!7-(1.М). 
|1 — ат а„|-(п; т = 1, 2,- • •),

где С (о, р) — постоянная, не зависящая от п и т.Доказательство. Пользуясь определением (1.8)—(1.9) системы |2,(z)j1՝’ и обозначив при г; s = О, 1, 2,•••
In"՛{r> s) “ (s„֊i)i (s,n-i)i2^7 J (:-a„)'+։ (i֊77:)i+։ <f” (L39)

|:i=iдля интегралов Unm мы получим следующее представление:
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Рп-’п Рт-։т ___________ __ • <1

Unm= 2 2 а’, (ая) a\MIn,n(pn-sn-^ + ^ P"‘-S'n ֊' Ч‘'՛=<> (1.40)Заметим теперь, что вообще
Inin (г, s) = Inm (s, Г) >а при О О < s

1лт (г; s)=_ (1 я>и ал) Г S 1 у, (s ~Ь г У)1 i (1 — 1щ 1пУ•(sn—1)1 (sm—1)|Д /*(' ’—»։ (s—»։Поэтому справедливы оценки вида|/Л,„ (г; s) I < — l(r’s) (m, n = 1, 2, • • •). О-41)где А {г, s) зависят только от г (0 < г 4՜ °°) и s (0 ■^S'x т “)• Но поскольку sup {/>*)  = р<Г + со, то очевидно, что
*>։ sup {pk — s*  — v 4-1} =р

0<крк-гк
*>lи, следовательно, из (1.41) вытекают также неравенства вида

llnm (рп Sn--- + lj Pin Sin "f" 1)1■C------ =—-------(n> m = 1, 2,•••» O-^Vi-Cpn—sn; O^.j^pm — Sm), (1.42)|1 — a,n «л|։
где

x = pn "1՜ Pm Sn Sni v2 4֊ 3, (1.42 )a Ap — некоторая постоянная, не зависящая от п, т, и v2.Далее, пользуясь оценками (1.33) леммы 1.6, из (1.40) и (1.42) —(1.42') приходим к неравенствам
Pn-snPm~։m /11. |։у>п+։֊’. /1 _ |„ |2\Z'm + 1-՝« |£/„,„[<Л,а8(3;р) 2 2 ( | я|) и ‘ <L43>„ti „Zi, - »n. a„l*Однако, ввиду (1,42՜)[1 -a,n a„|*  > |1 -a„, a„|« (l-|a„j)₽''-,«+1/։-’՛ (1 - |a,„|)₽""-I"-+1/2-'*и легко видеть также, что(1 - |аЛ|։)₽л+։՜ ’* <2Рл+* (1 - |«л|)'’я*1՜’1(1֊1»,л|։)Р"'+։՜” <2₽m+1 (1 - |am|)Pm+1 •



Биортогональиые системы 353Поэтому, заметив, что sup рк\ = ос, из (1.43) мы получим
I и..\ < с ,|1 ят ял|(л; т =1, 2,• • •),где С (6, р) = р- 2* а՜ ('■>; pl. Отсюда и следуют неравенства (1.38) леммы.Лемма 1.8. Если {я/ |Г ֊ Д/;, то справедливы неравенства (/'*\aP|< ----------------- --------- (1.44)

(1 < к < +- ос), 
где С,, (л) — постоянная, не зависящая от к..Доказательство. Согласно интегральной формуле Коши имеем = f—֊֊rd:

(1<лк:+оо).Пользуясь представлением (1.8)—(1.9) функции 2’ (z), отсюда получим (ал)| < (Йй 2 * |а՝‘(Ял)՛л ” (1-45)
где л = А f__________________ W2« r| J К - **Г*՜'*՜  ’+ 211 - ** ^Г* +1 'Заметим теперь, что согласно неравенствам (1.33) леммы 1.6 имеем |о*  (а*)|  < а (й; р) (1 - |а*  + (0 < v < р„ - sk)и легко видеть .также, что 1-1 <2՜ J |1— я*, Is<22р*- ’*-՝+>  ’ ֊։(1 < к < + со, 0 < v < р*  — s*).Поскольку .-sup = р < -j- оо, то из этих неравенств и (1.45); при подходящем выборе постоянной Ср (о), следует утверждение (1.44) леммы.(г) Напомним, нто по определению, аналитическая в единичном круге .D*  функция
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f(z) = ^a„zk (1Л6>

принадлежит классу Н2 Харди, если
f 1 Г 1։'2sup — I/ (ге/?)|։ </? -zlj/K + тс.

0 ■ r 1 12՜ J JоПри этом предел / (е'т) = lim f (re1՜) /•-►i—oсуществует почти для всех ? £ [0, 2՜] и имеют место равенства
2х(՛ I/(«''il'ÿ Ы‘=|Л։<-Г“- U-47)2" JoДокажем следующую лемму о порядке роста производных функций из Н։.Лемма 1.9*.  Если f (z)£H2, то при любом целом г>0lim |(1 - И)'* 1/2 |/«> (z)| ) = 0. (1.48)

/2|~1-0Доказательство. Из (1.47) следует, что для любого е^-0 и г > 0 можно указать такое целое N = N (s; г) 1 -f- г, что
(1.49)

С другой стороны, r-кратным дифференцированием ряда (1-46) (если 
г >1) мы получим разложение/">Ы = 2 о.

i=r 1 (1-r к — г)Отсюда в силу неравенства Шварца и (1.49) приходим к оценкег (1 + к) ь. пГн^-7)
_|_Е|у —2 с1 + г + к) |zl2*  |1/2 z^D y Йо Г2(1+Л) JВоспользовавшись далее формулой Стирлинга

Г (1+ х) =1 27 х 2 е-^е՛57 (х>0, 0<0., < 1)
(1.50)

‘ Частный случай этой леммы для класса Н3, когда г = 0, отмечался ранее 
(см. [2], стр. 86).



Биортогональные системы 355нетрудно убедиться в справедливости неравенстваГ։(1+г4-^) sup ---------------------------- - ----------- <.е3+" (г^-0).» > Г (1 + *)  Г (1 + 2г + £)Кроме того, легко проверить, чтоГ (1+г) < Г (1 +2г),и потому I ֊ (1 г + к) . ,2* 3+2, Г (1 + 2г + /г) . ,и _Йо Г’(1 + *)  Йо Г(Ц-Аг) "= Г (1 + г)(1 - (|г|<1). (1.51)Наконец, из (1.50) и (1.51), в силу произвольности s>0 следует справедливость (1.48).
§ 2. Основные теоремы2 .1 (а) Пусть («/}" (0-<|а/|<1)—произвольная последовательность, и, как всегда, пусть для любого к ^-1 5  1 означает крат*ность появления числа а*  на отрезке |&у|*  нашей последовательности.Полагая, что (Т/)Г—любая другая последовательность комплексных чисел, нашей ближайшей задачей будет получение условий, 

достаточных для существования, а также для эффективного построения функций / (г) £ Н2, подчиненных интерполяционным данным видаЛ՜1’ М = U (1 <7< + (2.1)В связи с этим отметим, что если sup [sy] <Г -4- со и |։;| -> 1, то из 
/>։леммы 1.9 непосредственно будет следовать, что для разрешимостизадачи (2.1) по крайней, мере необходимо выполнение условия.lim_ (l-la/D^lnHO. (2-2)Для формулировки и доказательства соответствующей теоремы, кроме принятых нами в § 1 обозначений и определений, введем еще и следующие.Пусть 1՝ — счетномерное гильбертово пространство, элементами которого, как известно, являются всевозможные последовательности комплексных чисел ш = с нормойЫ = !2 lw/12!2 < + со. 1/-1 J (2.3)

Наряду с этим введем также пространство ? (яу), элементами которого являются произвольные последовательности комплексных чисел1 = 11/)Г, Для которых 629—2 if



356 М. М. Джрбашян________________ ==__=_ьн (з (!-№)*'-*  1т/|8 ^< + °с. (2.4)I/-։ 1Таким образом, если последовательности ш = и Т = {”/}։ таковы, что «>/= (1 — |ау |а)д/՜՛ 2 7/(1 + °°)>то утверждения ш £ Г2 и у £ /г (ау) просто равносильны.( б) Следующая теорема, к доказательству которой мы приступаем, содержит достаточное условие разрешимости поставленной выше задачи (2.1) при наложении на последовательность 7 = [7/!։ более сильного чем (2.2) ограничения — 7 £ /։ {а/}.Теорема 1. Пусть 7 — |7у|Г — произвольный элемент из 
Р Iя/}- Тогда условие• (“/}Г6др (2-б)
достаточно для справедливости следующих утверждений:2 . Существует функция /0 (г) £ Н3, являющаяся решением 
интерполяционной задачи (2.1), для которой

МАК С 11,1, (2.7)
где С постоянная, зависящая лишь от чисел р и о, участвую
щих в определении класса Д/(.2 . Функция /0 (г) представима в качестве суммы ряда

/о(^)=3 7/2?(*). (2-8)
/-1

сходящегося равномерно внутри круга и в метрике Н2 на его 
границе.Доказательство. Рассмотрим частичную сумму ряда (2.8)

(«) = 2 7/ 2/ («) (1 < и < 4- со), (2.9)
/-1заметив, что согласно лемме 1.3 она удовлетворяет интерполяционным условиям 5<№>(а,)=7,| (1’0 <п). (2.1')

I.Если положить еще 5о(г)=О, то из (2.9) будем иметь
2к* <«; 9)= (е'в) - (*'•)! ’ =

9
п+Я _= 2 £//*7/7*  (0<л< + со, 1 < 9 < 4- °с), (2.10)

/. *=н  । ։
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где

</»и (1 О» £< + оо)и, очевидно, что Чц = 1/111.Следующее известное утверждение легко вытекает из неравенства Шварца.
Если матрица комплексных чисел {а,*}  (1 С/, к < IV) такова, 

что ац = а,*  и

2 |О/*|  САГ 
/-1

то для произвольных комплексных чисел [х/справедливо нера
венство

2 ар,х)хк <7И2|х/|8. (2.11)
/. *=։ /-1Обозначая х/ = (1 ֊ М’Г'-’Ч֊ (I </< + «>), ау*  = (1 (1 - |О1/а-‘* £/,-*,(1 </, к < 4- со), формулу (2.10) можем записать в виде

л+9 _* (л; <?) = 2 ау*х/х*  . (2.10')
у> *=л  I-։Далее, так как согласно условию (2.6) теоремы («/}" £ Ьр, то принимая во внимание лемму 1.7 и следствие леммы 1.4 будем иметь

2 Ы<С(3,Й 2 (L-X)g-N-> 
j—л+1 у—л+1 '1 а/ а*1

< М (о, р) (1 -< к, д<^-|- оо, о < п’<х + оо),где М (8, р) = С (8, р) ( р 4- 2 log —• \ о /Поэтому, применив оценку (2.11) к сумме (2.10'), мы приходим к неравенству
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~ (' |5Л+, (е'ь) -5„ (е"’)|2 < М (8, р) 2 ՛ (1-1»/)*'  ’ Ы*  12Л2>2 К у-я+1для всех 0< п < -г со и 1-С Ч <С + °°-Но согласно условию 17/1” С ? Iе/! теоремы ряд (2.4) сходящийся. Следовательно, из (2.12), во-первых, следует, что последовательность функций (З’л (е/й)}Г сходится в себе по метрике Д. (0,2՜), и следовательно, имеет предельную функцию 5 (е' ‘) £ Д (0,2՜).Более того, если в неравенстве (2.12) при фиксированном п (0 <'л<^+°°) перейти к пределу при <? —» + оо, то мы придем к следующим оценкам для разности 5 (е'") — 5Л (е'11) и 5 (е'"):— Г|5 (е'й) - Д (е'°)|։ </»> < М (о, р) 2 (1 - |а/)2,Г 1 И/ (2-13)2'3 . /-«+1и 2к^С|5(е'в)М><Л/(8, р)|--,Г. (2-14)2к,)оНо функции Зп (г) (л > 1) регулярны и ограничены в круге |г|<^1, и поэтому 1 СД (С)?д|._ (5п (),  при г£Д>+ ^2*2՜։ ,)С—г ‘ ( 0, при £> .

Отсюда и из (2.13) переходом к пределу при л — 4- гмы заключаем следующее:Ряд 
равномерно сходится в круге и его сумма в силу (2.1') удовлетворяет интерполяционным условиям (2.1), т. е.(1<?< + сс).Функция /0 (г) представима интегралом Коши, поскольку после предельного перехода при л -» -р со наши формулы (2.15) принимают вид1 С5 (С) Г/о (г), при2кг|( ]г֊г [ 0, при г е О - ' }

Это значит, что почти всюду на |С| = 1 существуют граничные значения /0 (С) = Нт /0 (рС), р—1-0равные 5 (С).



Биортогоиальные системы 359Наконец, так как таким образом, /0 (е':>) = 3 (е'5)££2 (0, т =°), то очевидно, имеем также /0 (*)  < ^4- Поэтому, и в силу (2.14) справедлива оценка 2г.^Г|/о(^)1։<0 = №<^(г, р) Ы- оИтак, оба утверждения теоремы совместно и полностью доказаны.В заключение отметим, что результат, эквивалентный лишь утверждению 1’ этой теоремы существенно иным методом, не позволяющим, однако, построения решения /0(г)С-^4 интерполяционной задачи с кратными узлами {а>)Г £ Др, был установлен ранее (см. [6], теорему 3.2).(в) В работе Шапиро и Шилдса ([3], [1], [2]), посвященной полному решению интерполяционной задачи в классах Нг (1 о со), но с простыми узлами (г/]Г, т. е. задачи
/(*/)  = и (К/<+«>)>/(*)€#■>»  в частности, был установлен следующий результат, формулировку которого мы приведем здесь, поскольку он существенно понадобится нам ниже.

Если последовательность [г,}Г (0 1) отличных друг
от друга чисел равномерно разделена, т. е., если (г,|Г £ Д, то для 
любой функции /(г)£//2

2 (1-к1։)|/(г>)1։<с#г, • (2.16)у-։
где С1не зависит от /.Существенно опираясь на этот результат и на теорему 1, докажем сначала следующую общую теорему.Теорема 2. Пусть последовательность {г/}Г различных то
чек круга |г| 1 равномерно разделена, т. е. {гу} £ Д. Тогда для
любой фуннции { (я) £ Нг2 (1-МТ՜1 1Т՜1֊' С,И’ (2.17)

/-։ (1 < г <_ Ч- ос), 
где Сг не зависит от /.Доказательство. Согласно (2.16) утверждение (2.17) верно для г = 1. Поэтому для доказательства теоремы достаточно провести рассуждение полной индукции. С этой целью, предполагая справедливость неравенств вида (1-МТ-Ч/1'-1’ (*,)1 2< Сг№ (2.18)



360 М. М. Джрбашяндокажем, что для суммы ряда Ьг [/] аналогичное неравенство справедливо также для значения г=р4-1.С этой целью построим новую последовательность чисел {яу}։ , положив ар(у_։)-,= г; (К7<-г-ос, 1 <г<р), (2-19)заметив, что, очевидно
2(1-Ы։) = р2(1-М։)<+«-
/-։ /—1Легко видеть, что для определенной таким образом последовательности {ву)" будем иметь

Ру = р (1 </< 4՜ °°) И 5р(У-1) + г = 5г = г (2.20)(1<г<р, К/<4-°°).Кроме того, поскольку |яу)“^Д, то имеем также
Й I а*~ а> = р} г* Г> (& = 1, 2,...), 

|1—“/“* >.֊1 1— 2* I«у Л«*  /+*т. е. 1«у}Г€Др.Покажем теперь, что совокупность условий (2.18) эквивалентна одному условию
Ь [/]=£ (1 - |аур)։^-’ (ау)|»< С’Ж (2.18')где СР не зависит от /.В самом деле, из (2.19), (2.20) и (2.18) мы имеем£[/] = 2 2 1Л^-^-։>(аД(у_։)+,)|« =

7=1 г—1

= 2 2(1-|яу|«^-чл-։’ (*/)| ։ =2 Ы (У)< + «,. 
7—1 Г—։ г—1Но ввиду [яу|Г £Др и (2.18'), согласно теореме 1 следует существование функции /'’(я)£//2, подчиненной интерполяционным условиям /(,*-1>(а*)  =Л* -”(“*)(1  <*<4֊оо),  (2.21)а также неравенству вида (2.21')и представимой в виде суммы ряда

^(г)=2Л* -1,(«*)  а;(^), (2.22)*— I сходящегося равномерно в круге 22՜ и в среднем на его границе Ы = 1.Теперь введем в рассмотрение функциюш(я)=/(я)-Г(ж), (2.23>



Биортогональные системы 361заметив, что о>(г)£/73, и кроме того, что в силу (2.21), (2.18') и (2.21') она удовлетворяет условиями/4*՜ 1» (а*)  = 0 (1<Л< + оо), < С* 8/1. (2.24)С другой стороны, заметим далее, что по построению (2.19) последовательности |я.л|Г, для любого к>1 точки г = а*  появляются в ней с одинаковой кратностью р*=  р (к^1). Поэтому, ассоциированная с {ау)Г функция Бляшке В (г) в рассматриваемом случае допускает представлениевы = !-^Ь!1’ п (2.И)(1— а*  я а*  ] 1—ауг
и, таким образом, удовлетворяет условиям

В^՜^ (а*)  = 0 (1 г -С р, 1 ֊С к < 4֊ со),
В№ + 0 (1< к < + со). (2.26)Но в силу (2.20) легко видеть, что условия (2.26) могут быть записаны также в виде (а>) =0 (1 < к < + со), #/') (а»)^0(1 <£<+ со).Из (2.24) и (2.26') вытекает, что функция£ (я) = <о (г)/В (а), ||£||= Н <

(2.26՜)
(2.24՞)регулярна в круге Д+, и поскольку (д) £ //>, то имеем также § (г) £ 

£ Н3. Из (2.23) следует далее, что наша функция / (г) £ Нг допускает представление вида
/ («) = Г+ В (г) 8 (г), г £ £)+, (2.27)где г (г) £ /72.Отметим теперь, что по интегральной формуле Коши В<р)(ау) = А Г—Л(1</<4-оо).2кг ( ( 3 (С-а;)^1 У '

Отсюда, в силу (2.25) и формулы Пуассона
мы получим оценку

|Л|

< __Р! 1 Г ДО <- 2р~‘ р!
(1֊1^1)р-12^п=311- а/1*  (I ֊ М։)р(к; < + <»). (2.28)



362 _________________________________ М. М. ДжрбашянДалее из условий (2.26'), очевидно, следует, что ш(р) (а,) = (ву) (яу) (1</< + со), откуда и из (2.28) вытекает неравенство2 (I֊֊ М2)2'11 И'’ («/)1։<2р՜1 р! 2 (1 ֊ №) |£ Ы։՝< 
/=։ /—1< 2/-’ (1- |жу|«) (гу)|2< 2՞՜' рр! С, < С/ (2-29)

/-։если учесть, что по построению (2.19), последовательность {яуЬ есть р-кратное расширение {«у)Г, а также неравенства (2.16) и (2.24").’,Заметим далее, что в силу первого из свойств (1.10) функций 2*  (г), установленного в лемме 1.1, если при данном />1,яу */=։*,  то для функции 2*  (г) ^очка г — яу является нулем кратности р, = р+1, иначе говоря 2* (р) (яу) = 0, при я*  = яу (2.30)(К*,  ;< + «>).Поэтому, пользуясь свойством (2.30), р-кратным дифференцированием разложения (2.22) получим/™(яу) = 2 /•»֊» (я*)2^ ’(ау) (2-31)(а*) =в/ (1 <у < + со),причем, очевидно, что сумма, стоящая справа, содержит точно р слагаемых. Но ввиду способа (2.19) построения {яу}“, легко видеть, что при данном у^-1 для совокупности чисел (а*)  = яу мы имеем р (у— — 1) + 1<Л-Сру. Отсюда следует, что формулу (2.31) можно записать также в виде
= 2 /,*- 1)(я*)2; (/’)(яя) (2.3Г)*-р 0-1)+։ (’!</<.+«).С другой стороны, поскольку в рассматриваемом нами случае р*  = р 

(к > 1), то согласно оценке (1.44) леммы 1.8 будем иметь
(!<£< + ос),где Ср (8) не зависит от к.



Биортогоиальиыс системы 363Отсюда и из (2.31') следуют неравенства /»/|/™ (ау)| < С„ («) 2 (1 - №)'*"'  |/‘*- ։) (а*)|
*-/>(/-!)+։ (1 <у< 4-'»)

или, так как ։*  = з/ при р (/—1) 4՜ -С ру> то и неравенства (1_|а.|«)А1+1.2|Я/1) (а/)К
/VV (1֊М։)’*- ։/2 (2.32)*=/>(У-он (1 < У < + со).Применением неравенства Шварца и (2.32) получим далее (1֊Мг)2/,+1 |Л/'>(ау)р^ рУ< С;,(3) У (1 - |а*|»  )^՜' |/՝*- ” (а*)| ’, *-д(У-О+։ (1 <У< + 00).где СР (?) = р Ср (о). Следовательно2 (1֊|ау|։‘)5'’+Ч^) («/)!'< У-։

’ < С'р (?) У (1 ֊ |а*| ։ )21*՜'  (а*)Р  < С/ (?) С՝р(2.33)
ввиду (2.18').Наконец, обращаясь к представлению (2.17) функции / (г), в силу (2.29) и (2.33) мы заключаем, что

2 (1-|2ур)։р-И|/(я)(гу)р^ У-1= -5֊2 (1֊ |а7Р)2/-+՛ |/(/<) (ау)р< СЛЛ\ 
Р У=։так как, очевидно, что

1Л/’) (а/)1։с 2 {|/™ («у)|։ + 1^’ («у)|*|  (1 <у < 4- со).Итак, из оценок (2.18) величин Ьг (/) (1 <1 г р) вытекает такая &е оценка для величины Ср.\.\ (/). Этим завершается доказательство теоремы.



364 М. М. ДжрбашянОтметим, что в существенно менее обозримой формулировке утверждение, эквивалентное теореме 2, было установлено ■ ранее иным способом (см. [5] и [6]), с привлечением уже отмеченных выше общих результатов Н. К. Бари и Шура.2.2 (а) Ниже мы предположим, что последовательность чисел (®/}1 (0^|։;|’х1) удовлетворяет лишь условию3 (!-№)<+«’. (2.34)
/-1обеспечивающему существование функции Бляшке

При этом, поскольку при любом /'(1։С/<С+°О) Для 7? (г) ^0 точка 
г = является нулем конечной кратности то очевидно,
что (а,) = 0 (1 </<+<=°). (2-35)Вспомнив определение (1.12) системы рациональных функций 
(гу (г) )"

(1— 1) г) >заметим, что для любой функции / (г) £ /72(/> гу) = 2^ Г / (’) гДсТ 1^1 =

Из (2.36) и (2.35), в частности, имеем
(В, Гу)=0 (1</< + ео), в то время как почти везде на [С| = 1 |5 (’)| = 1. Это означает, что при условии (2.34) система {г*  (г)]Г не полна в Н։.Обозначим через (а*)  подкласс функций Ф (г) из Нг, для которых inf f |Ф С) - а„ (Г)|։ «Г, = О, {»л)б/г Ji:i-։где R — множество всевозможных сумм вида

Л’л (*)=  2 с/я) ry (z) £ Нг (1 < п < + <Х>), 
>-։

(2.37)
(2.38)



Бяортогоиальпые системы 365а с^)՞—произвольные постоянные. Поскольку система {г*  (я)}” не полна в Нг, то имеет место строгое включение ՝!~. {а*  |с//2.Обозначим далее через Л/2 {«/} подкласс функций 6 (я) из Н._, удовлетворяющих условиямф"'՜° (V) = 0 (1 <] < + оо). (2.39)Легко видеть, что класс /У2 |яу) совпадает с множеством функций, допускающих представление видаФ (я) = В (г) С (г), (2.40)где 6' (я) £ /Л произвольна.В самом деле, («/ — 1)-кратным дифференцированием функций вида (2.40), в силу (2.35), мы заключаем, что они, будучи из класса 
Н3, удовлетворяют условиям (2.39). Обратно, если ф (я) £Л4> (а*} ։ то из (2.39) и (2.35) следует, что б' (я) = у (я)/2?(я) регулярна в круге |я| 1 и принадлежит классу Н2.Введенные нами классы >2 (а/) и Л2 [а,|, очевидно, являются линейными подпространствами Н2. Покажем, что эти подпространства ортогональны, т. е. что для произвольной пары функцийф (^)С>-2 Ы И ф (я) С М (а/)(ф. Ф) = ֊: (ф(ОТо |Л| = о. (2.41)

|С1=1Действительно, в силу формулы (2.36)(ф, п) = Ф(,'_” (*,)  = 0 (1 <;< + ос), и поэтому имеем также (ф, «») = 0 (2.4Г)для любой суммы зЛ вида (2.36).Если [зЛ (я))Г выбрана так, чтоНт ЦФ — а„3 = 0, 
Я-*  оото предельным переходом при л -» + <=о из (2.41х) будет следовать (2.41).Из свойства (2.41) ортогональности классов (яД и /V, {а,} непосредственно вытекает следующая теорема единственности.Теорема 3. Если функции Ф1 (я) и Ф2 (я) — из класса \>{а/} иФ<7֊։> (.,,)= ф^֊։> (а,) (1</<4֊оо), 

то Фх (я) = Ф. (я).В самом деле, положивФ (я) = Фх (я) - Ф2 (я)



366 М. М. Джрбашянс одной стороны, очевидно, что будем иметь Ф(«)€Ч ЛРУГ01'*

* Это известная система Мальмквиста-Такенака и может быть записана в 
явной форме [9].

стороны, поскольку Ф(,>-1’ (։/)= 0 (1 -+ со)» то одновременно Ф (г) £ П2 {«/). Наконец, отсюда в силу (2.41) вытекает, что(ф, ф) =|ф|։=0, т. е. Ф (г)^0, и теорема доказана.(б) Докажем теперь важную теорему о разбиении пространства 
Н2. Отметим, что несколько иной способ по существу такого же разбиения класса Нг был предложен нами ранее в работе [9].Теорема 4. Пространство Н2 есть прямая сумма ортого
нальных подпространств а»'«/} к !я/), т. е.

Нг = \\^}

Иначе говоря, класс Н2 совпадает с множеством функций /(г), 
допускающих представление вида/(г) =Ф(г) + Ф(з), М<1, <2-42)
где Ф (г) £ К {а;} и '1> (г)(^П2 [а/|.

При этом ;|/Р = ИФГ + В?1Р- (2-43)Д о к а з а т е л ь с т в о. Что любая функция /(г) вида (2.42) из класса Н2, очевидно. Покажем обратное, что любая функция / (г)^/12 допускает представление типа (2.42).Пусть (®/(г))Г—ортогонализация системы функций г/(г)!։ на окружности |и| = 1 по методу Шмидта*  .Тогда 
(?/. к=1> 10, ] к причем для любого к 1 будем иметь

(г) = V, (г), =£ 0. (2.44)
7-1Для данной функции / (я) £ Н3 введем в рассмотрение ее коэффициент Фурье (/, =*)(&  >1), по ортогональной системе [<р*  (г) Г- Тогда для них справедливо неравенство Бесселя

У К/, *—1 Отсюда легко следует, что ряд 
ф(г)= 2 (/,?«) Ф*(^)  (2.45)Л—1



Биортогональные системы 367сходится в среднем на окружности |z| = l и равномерно в круге D~, причем
<Ф, ?*)  = (Л ?*)  (1 < к< + оо). (2.46)Ввиду сходимости ряда (2.45) к граничным значениям функции Ф (z) на окружности z| = l, принимая также во внимание определение (2.37) класса >։ {«/ и линейные соотношения (2.44), мы приходим к заключению, что Ф (z) }•Но из (2.46), вновь пользуясь соотношениями (2.44), в силу формул (2.46) мы получим(/- Ф, гд) = /'*֊ ’> (а*)  — ф''*՜ 1’ (аА) = О(1 < к < ос).Поэтому, положив O(z)=/(z)—Ф (ж), мы заключаем, что ф (г) £ €^2ia/i> и тем самым, требуемое представление (2.42) установлено. Наконец, что касается равенства (2.43), то оно непосредственно следует из (2.42) и свойства (2.41) ортогональности подпространств 

'г 1а/) и N. {«/}.В добавление отметим, что функции f (z) £ Н2 допускают пред
ставление вида (2.42) единственным образом. Это непосредственно вытекает из теоремы единственности 3.(в) Наконец, докажем заключительную теорему данной статьи, содержащую полное решение интерполяционной задачи с узлами ограниченной кратности в классе /7а. Для компактной формулировки и доказательства теоремы введем еще одно определение.Для данной последовательности комплексных чисел {%/)" (О-С < 1’71<1) на функциях класса Н2 определим линейный оператор Т2, положив Г2(/)= ((1֊|а/|։р-1'2ЛЧ,(^)|Г, (2.47)Как уже отмечалось выше, если последовательность {а/|Г имеет ограниченную кратность, т. е. если sup {$/} = sup {р/} = р<^ -J- со, то Т2 . /я /яотображает Н, на пространство последовательностей, стремящихся к нулю. Ниже мы установим критерий для совпадения двух счетномерных пространств — пространства Т2 [//,] всех счетномерных последовательностей типа (2.47) и гильбертового пространства I2.Теорема 5. Пусть последовательность {’/}? имеет ограни
ченную кратность sup {р/} = Р< + со-

Тогда условие ыгед, (2.48)
необходимо и достаточно для того, чтобы имело место

Тг [HJ = I2. (2.49)



368 М. М. ДжрбашянДоказательство. Установим сначала достаточность условия (2.48) теоремы. Заметим сперва, что для любого элемента и> = = {»у|Г £ /2, положив7у = (1 — \я.) I2)12-7 V) (1 </< 4՜ °°)»мы можем утверждать, что элемент 7 = (Т/}1 £/։{яЛ- тогда согласно утверждению 1° теоремы 1 существует функция /0 (г) С такая, что /Л-։) (ау)=7у (!</<+«)или, что то же самое, мы будем иметь Тл (/0) ~ '1 = шИначе говоря, при условии {։/)Г £ △/> имеет место включение П^Ы2. Чтобы установить обратное включение Т„ [//2] с и, тем самым, утверждение (2.49) теоремы, нам достаточно доказать, что для любой функции / (г) £ //„ 7’2[/]с-^։> т> е- чтоф [Л= 2(1-Ы։)ъ*՜*  I/1*՜ 1’ <«*)!*<  + (2.50)
*—1С этой целью, обозначим через {гу|Г все отличные между собой точки из последовательности |ау}Г^Др. Тогда, как уже отмечалось в § 1, последовательность точек (яу|Гс[яу)Г равномерно разделена, т. е. мы будем иметь (яу}Г £ Д.Пусть для данного целого /(1 </<4-°°) Целое число ду^>1 означает кратность появления «у во всей последовательности (ау|Г. Очевидно, что sup (<7/i = sup [ру) = р;

J>i />»и поэтому, согласно теореме 2 справедливо неравенство
" "J2 2 (l-lzyl2)2'՜՜1 1Л-։>(гу)р<

<2 2 (1- kylT-։ 1Л-» (zy)|"=2 Lr (/) <4-00. (2.51)
Г-\ г-1Теперь для каждого целого j (<у<4-°°) обозначим через [Ау| множество тех индексов к (1 < к <. -+- ос), для которыха*  = zy, при к^ |К)}.Непосредственно видно, что{*л ) П {/Су,} = 0 (Л¥=Л), и 1/Су! = (Л]Г >

1-1а также то, что когда к пробегает все множество |Ау), соответствующая ему величина з*  однократно пробегает совокупность чисел (1,



Бнортогональные системы 369Принимая во внимание эти замечания, мы убеждаемся в справед - ливости следующих равенств:Ф(Л=2 2 (1֊Ы։Л‘-։ (а*)| ’=
յ-l

= 2 2 (1-М’)2л*- ։ |Л*- ։,(^)|։= (2.52)
= 2 2 (1_|гу|«)2г-1|/(г_п (г/)|։> /-»։ г—1Из (2.51) и (2.52) следует (2.50), и, тем самым, достаточность доказана.Переходим к доказательству необходимости условия (2.48) теоремы, в предположении, что Т\ [772] = Р.Покажем сначала, что тогда, во-первых, необходимо, чтобы наша последовательность !։/}Г удовлетворяла условию Бляшке2 (1-Ы2)< + °°. (2.53).

1-1Рассмотрим последовательность чисел
(0, при а7- =/=»!заметив, что в ней лишь конечное число членов отлично от нуля, поскольку кратность появления в {«/}Г равна рх<зир \р)) =р<^4֊оо.Следовательно, если ввести элемент ш= |ш;)Г^/2, то предположение (2.49) приводит нас к заключению о существовании функции Д(г)£/7г, подчиненной условиям (2.54)• I 0, при «у =^04(1 •<;< + °°).Пусть {Р/}Г — последовательность всех нулей функций (г)^=0, пронумерованных с учетом их кратности, так что в ней каждый нуль появляется столько раз, какова его кратность. Поэтому, очевидно, что2 (1֊1М։Х + °о. 7=1Но ввиду (2.54) последовательность{»/. а7=тХ}Г 



370 At M. Джрбашянпронумерованных тем же способом, вообще говоря, есть лишь часть {?/}", и, таким образом, необходимость условия (2.53) установлена.Покажем теперь, что вообще, если I\ [/TJ с Р, то 7* s замкнутый оператор. Действительно, предположим, что|/й(г)|Г <=Н։,/(z)e/7s, <2-55)lim 1/-/п|=0,
и существует элемент w= (ад/)Г Ç Р такой, что в метрике

Т2 (fn) = ((1 - la/l’p-1*///֊ 1) (ау)|Г- w^P,т. е. limЛ-*+  «с 2 Id -I’/) "7՜12 Л'7՜” (a/) - w;|s j ~ о. (2.56)
Но из (2.55) непосредственно следует, что lim (»/)=/'>(a/) (1 <;< - ~ ), Л-*+  « и поэтому, из (2.56) заключаем, чтоwy = (l-|ay|’)V-։ 2 (,;) (1 </<+<«).Это означает, что

Ъ (У) = | (1 - |а, |։р-1/2 Г'՜0 (а;)} = {wj }Г ,т. е- Т’г (/) = w, иными словами оператор Г. действительно замкнут- и следовательно, согласно теореме о замкнутом графике (см., напри мер, [10], стр. 147—150) он также ограничен.Итак, T’s—ограниченный оператор, осуществляющий отображение 
Н„ на Р. Но из теоремы 4 следует, что Т, [772] = Т3 |л2 {։>}], так как любая функция f (z) £ Н., допускает представление (2.42).У (г)=Ф (z) -|-ф (z); Ф^Л, [a/], 6 £ N։ {а/ ), и поэтому, ввиду определения (2.39) класса 7V, , будем иметь7’։(У)=7։(Ф).Поэтому, из 7\ [/72] = Р следует также Т3 [/., (а/ | ] = Р, т. е. что ограниченный на л*  [а/’(с: Нг оператор Тг отображает (։;| на Р. Но это отображение уже взаимнооднозначное.Действительно, поскольку Т3 р-2 [։/1] = Р, то для любого элемента ш = |w]Г ^Р существует функция Ф (z) £ |а/ | такая, чтоЛ (ф) = {(1-IM։)''-VS («/ )ir=w.В силу теоремы единственности 3, в классе |a; j, функция Ф (z) со свойством Та (Ф) = w для произвольного элемента w Р будет единственной. Пользуясь теоремой об открытых отображениях, можем утверждать, что существует ограниченный обратный к Т. оператор 7Т1 .такой, что Та՜1 [/*]  = k, [а/].



Биортогоиальные системы 371Иначе говоря, существует постоянная М^>0 такая, что для любого элемента и> — ^Р можно указать лишь одну функцию Ф (г)£ 
1/ такую, что Ф (я) = 77 (ш) иВФ?<Л7М- (2-57)Теперь мы уже в состоянии завершить доказательство необходимости условия теоремы.С этой целью заметим сначала, что для данного значения &(1<7 <7 к<^-. ос), очевидно, существует лишь один индекс у — у*  такой, 

что я/л = ’» и зул = 1. (2.58)Если положить далее0' при'* Л (1<7< + о=), (2.59)I 1, при у =у*то, очевидно, что элемент «՛<* ’ = {ад/'/Г £ Р, причем Ца»^ = 1.Поскольку Т։ [Л41 = ?2 [Ч Iя/1] = то в СИЛУ того, что ш'к>= = € /՝■ существует единственная Ц)ункция Фа- (г) £л._. (яу-| такая
что (1-М։Р՜՛'՞2 Ф^-1։(я/) = «Л* ) (1<у<+ оо).Отсюда и из (2.58) и (2.59), в частности следует, чтоФНя*)  = (1֊|а^)֊։/2,Ф*'՜ 11 (ау) = 0, при ау=^=а*..  (2.60)Рассмотрим, наконец, функции

Гл*и)=Ф*(г)П  —֊ («>/*).  (2.61)
;-1 а>—г

заметив, что они регулярны в круге £)+ и, очевидно, из класса Н.. При этом, мы будем иметь1М = иф*и  < мцш(*»й  = м (п >у*).  (2.62)Но представляя функцию /7։*  (г) интегралом Коши
Я.*(*)=֊  (Ы<1)

1-1—1и применив неравенства Шварца, мы получим в силу (2.62) |F..(.)KPu{i (W<1), л>л.
1*1 —1Поэтому, в силу (2.60) и (2.61) будем иметь

629—3
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1 — Я/ Uп •С М (ոք>ր, 1 -С Æ < H՜ °г- )'■

Отсюда, очевидно, вытекает, что 1
м

inf
*-1

а/ — а*1— а/«» 0.
Наконец, ввиду предположения sup [pi} = р это и՜ означает.что {®/}Г £ Ар- Таким образом, теорема полностью доказана.В заключение отметим, что в связи с вышеизложенным, естественно ставить некоторые задачи, решение которых представляет несомненный интерес.1. Достаточно ли условие для тосо, чтобы системарациональных функций {г*  (г)}Г являлась бы базисом в своем замыкании, т. е. в классе /ч |а> |?2. Исследовать вопросы интерполяции с кратными узлами {ад}Г £ \> в классах Харди Н,-. (0<о<^-{- оо).3. Распространимы ли результаты статьи на случай, когда узлы (®/)Г 6-4 но их кратности неогряничены: sup {pj \ = + ?

?>։
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 11.VI.1974

11*.  Մ. 5յ1’0ԱՇՑԱՆ. Թիօրթոդոնալ սիստեմներ և սահմանափակ թազմասլասւիկորըյան հան
գույցներով ինտերւդւղյացիոն խնդրի լուծումը- ք^շ դասում (ամփոփում)

Դիցուք “Ը (0-^|Xy|<'l) A {'fy }յ°"£[ կոմպլեքս թվերի կամայական հաչորգակա֊
էություններ են և <^>1, հանդիսանում է \a>j )լ հատվածում հանդես գալու կարգրէ

Դիտարկվում է f^SJ (ïy)= ‘(y (y = 1, 2,• • • ) ինտերպոլյացիոն պայմաններին բավսւ- 
րարող ք՜քշ դասի ք (z) ֆունկցիայի գոյությունն ապահովող հայտանիշի բացահայտման խրն֊ 
ՀԽ՚Շ I} 1 ! ’(J} | հաջորդականությունների համար և կառուցվոլմ է ապարատ այ»
տիպի խնդիրների Լուծումների ներկայացման համար։

Ներկա հոդվածում տոաքարկվոլմ է այս խնդրի լուծմանը տրվող նոր անա/իտիկ մեթոդ-

M. M. DJRBASHIAN. Blortkogonal systems and the solution of Interpolation 
problem in the close with knots of bounded multiplicity (summary)

Let {«,),' (0<|ay|<l) and be arbitrary sequences of complex numbers
and be the multiplicity of ak in the segment .

The present paper considérés the problem of finding conditions on (xy)“ and 
{fyij under which a function f (r)֊//։ satisfying the interpolation, conditions
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/V-» (ay)=-f7, y = l, 2,..., 

happens to exist.
A new analytical method is proposed giving the complete solution of this pro

blem. An apparatus for representation of solutions of this kind of problems is 
constructed.
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В. Г. БОЛТЯНСКИЙ, Э. А. МИРЗАХАНЯН

ПОСТРОЕНИЕ СТЕПЕНИ ОТОБРАЖЕНИЯ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Теория степени отображения в гильбертовом пространстве была 
первоначально развита Лере и Шаудером [1]. Свое дальнейшее раз
витие и приложения она нашла в работах Браудера [2], М. А. Красно
сельского [3], Р. Л. Фрум-Кеткова [4| и других авторов.

В заметке [5] были кратко изложены результаты, позволяющие 
распространить идеи Лере и Шаудера на класс Кп отображений гиль
бертова пространства, введенный в [6], [7]. Здесь дается подробное 
изложение результатов заметки [5].

Предложение 1. Пусть ]՝. М—Н — отображение класса Кй 
и Хс М — компактное множество. Тогда для любого числа г}>0 
существуют такое конечномерное подпространство Ь с: Н, такое, 
содержащееся в М открытое множество и X и такое число 

что если х, у и угол между вектором х — у и подпро
странством £ не меньше “/2 — 5, то выполнено соотношение

3/ (х) ֊ / (у) — >■/ (х)(х — у)} < г [х — гД П)
где !•/(х) —терминальная производная отображения

Доказательство. Так как функция >./ (х) непрерывна, то 
для любой точки х&Х существует такая окрестность V (х,։) с М 
точки х0, что Р-/(х) — к/(х0)| <^г/2 при х£ V (х0>. Далее для любой 
точки х„^Х существует такое конечномерное подпространство 
Ь (хо) с ^4 такая окрестность Ж (х0) с М точки х0 и такое число 
0 (х0) >0, что если х, у^Ж (х0) и угол между вектором х—у и 
подпространством £ (хп) не меньше “/2 — о (х„), то выполнено соотно
шение

И/ (х) — / (у) — '•/ (х0)(х- -у Их — 1Д

Для каждой точки х0^А выберем такое положительное число г (х0), 
что 2г (х0)-окрестность точки х0 содержится в множестве V (х0) П 
Г) (х0), и обозначим г (х0)-окрестность точки х0 через П (х0).

Множества и (х0) (хи £ X) образуют открытое покрытие компакт
ного множества X. Следовательно, существует такое конечное мно
жество точек х1։ х,, •••, хл£Х, что Хс(/, где

0= им и ^/(х2) и--и £/(*<)•
Положим
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Тогда, если (при некотором к = 1, 2,--, а) мы имеем х, у£ 1^(х») 
и угол между вектором х—у и подпространством £ (х*) не меньше 
т./2 — 3, то выполнено соотношение

Ч (х) — { (у)֊ '•) (х*)(х—у)] <֊|- |х — уЦ. (2)

Обозначим через г наименьшее из чисел г (ху), г (х3),՛ • •, г (х,). Да

лее. через г обозначим такое положительное число, что 9г< г и при 

этом г-окрестность (7 множества X содержится в и. Так как множе
ство X компактно, то существует такое конечномерное подпростран
ство £, что множество .V содержится в г-окрестности подпространства 
Ь. При этом можно предполагать, что подпространство £ содержит 
все подпространства £(х1),---, £ (х5). Мы покажем, что £, £7 и 3 яв
ляются искомыми.

Пусть х, у^и, причем х==у и угол между вектором х — у и 
подпространством £ не меньше ",/2 — 3. Пусть, далее, х — у = г 4֊ «>, 
где г££, Тогда

|дН > |х — у] СОБ 3 > Цх — уЦ СОБ я 1 , 
у = у - уй- (3)

Обозначим через г. ортогональное проектирование пространства 
Нна ортогональное дополнение подпространства £.

Так как х, у^Ц, и потому каждая из точек х, у лежит в /-ок
рестности множества X и, значит, в 2г-окрестцости подпространства 
£, то |՜ (х)|-<>2г, (д'){<^2г. Следовательно

М = 1* (ж - .у)1! = 8՜ (*) — - (у)!] < (х)!! 4֊ (к (у )|| < 4г, 
и потому (в силу (3))

|х֊֊у|<2М<8г. (4)
Так как х££7, то найдется такая точка х’^Х, что }х — х'8<г. 

Далее, так как Х<=.1/, то найдется такое число к ( = 1, 2,• • •, б), что 
х £ 11 (х*), т. е. Цх' — х*|<г (х<։). Вспоминая, что

9г<Г = ШШ (г (х։), Г (х2),- • -, Г (ха)) < Г (хА),

находим (см. (4)):
||х — х*|<5х — х'34-||х'—х*| <г 4- г (хА) <9г 4֊ г (х*)<2г (х*),

||у — х»| < — х|14- Цх—х7||4-[х'—х*|<8г 4- г 4֊ г (х*) < 2г (х*).
Таким образом, обе точки х, у лежат в 2г (х*)-окрестности точки х*, 
и потому х, у £ И (х*) П № (х*). Отсюда вытекает (поскольку угол 
между вектором х — у и подпространством £ зэ £ (х*) не меньше 
^/2 — 3), что выполнено неравенство (2). Кроме того, так как х£ И(х*), 
то
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Р/(х) —>֊/
£

(5)

Следовательно, в силу (2) и (5)
В/՜ (х) - / (у) - X/ (х)(х - у)| <1/(х) — / (у) ֊ >■/ (х*)(х ֊ У)1

+ !()•/ (х) -)./ (х*)Хх - у)К V ах - к - у1 
I *

т. е. справедливо неравенство (1). Таким образом, предложение 
доказано. „

Перейдем теперь к определению степени отображения. режд- 
всего введем следующее обозначение. Пусть Ь с Н конечномерно- 
подпространство, а££ и А— положительное число. Через а, л ) 
будем обозначать шар։ радиуса А с центром а, ортогональный подпро 
странству £. Иначе говоря, Еа, а (Е) есть множество всех точек х£ , 
удовлетворяющих условиям х — а^_Е и ||х — а|| А.

Предложение 2. Пусть /: М -> Н - отображение класса 
Ко и ХсМ—компактное множество, переходящее при отображе
нии /в одну точку {(X) =Ь^Н. Предположим, что терминальная 
производная Х/(х) на множестве X отлична от нуля. Тогда су
ществует такое конечномерное подпространство Е, содержащее 
точку Ь, такая окрестность Ус:.М компакта X и такое поло
жительное число А, что для любого конечномерного подпростран
ства Е*иЕ и любой точки а£ УПЕ* множество / (Е„, л (2-*)) пере
секается с Е* ровно в одной точке.

Доказательство. Так как функция >•/ (х) непрерывна и от
лична от нуля на компакте X, то существует такое £^>0, что 
^/(х)|^4е на X. Следовательно, неравенство р-/ (х)! 2$ определяет
открытое множество СсМ, содержащее X-

Выберем Е, и и о как указано в предложении 1. Пусть, далее, 
А^>0 — такое число, что 2А-окрестность множества X содержится в 
С’Г\1Т. Через V обозначим з-окрестность множества X, где число а 
меньше чем А и настолько мало, что Ц/ (х) — А'| Аг для любой точки 
х^У (напомним, что множество X компактно и /(Х) = А). Мы можем 
при этом предполагать (заменив, если нужно, Е большим подпро
странством), что Ь(^Е и, кроме того, множество X находится в 
з/4-окрестности подпространства Е.

Пусть £*=□£. Докажем, что для любой точки а£ УПЕ* пересе
чение Е* 0 / (Еа, л (Е*)) состоит не больше, чем из одной точки. До
пустим противное, т. е. предположим, что найдется точка а £УПЕ*, 
для которой это пересечение содержит более одной точки. Иными 
•словами, существуют такие точки х, у^Н, что выполнены соотно
шения
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х — a±_L*, у — а±_Е*, Их— A, jy — а| ֊С А, (6)
f{x)^L\f(y)^,

причем х =У= у. Так как а £ И, то а хеямт в Л-окрестности множества 
X, и потому, в силу (6) обе точки х, у лежат в 2А-окрестности мно
жества X, т. е. х, y£G(\UdJ. Далее, в силу (6), х—у_|_£*, так 
что х— уЛ-L, и потому справедливо соотношение (1).

Из (6) следует, что f (х)—f(y)£L*> и потому имеем (х — у) 
(t (х) — f (у)) = 0 (так как х — yj_£*)- Следовательно

1>/ (x)|-fx — (х)(х — у)(х—,у)| ֊ | (х — у)(/(х) — f(y) -
— If (х)( х — у))| О — уН/ (х) —/ (у) — ՝!.f (х)(х — у)|< 

— yjs |х — у|| = s |х — ур,

откуда вытекает, что р., (x)l-Cs. Но тогда (поскольку х £ G) 2s <Г 
|Х/ (х)| < s, что противоречиво. Полученное противоречие и доказы

вает, что пересечение £*П/ (£։, л (£*)) содержит не более одной точки.
Остается доказать, что это пересечение непусто (для любой 

точки а£Ип£*). Пусть
6 — f (а) = х՛ + г', (7)

где x'J_£*, z £ L*. Мы имеем: Jx'||C J6 —/(а)|]<^Ае.
Положим

/ 
X 

Qi = ------------ ’
Ма) 

тогда
1а |1= Ml М < he А
171 |Ма)1 2е 2е 2

Кроме того, 7j±Z.*, и потому a 4՜ qx £ Еа. л (L*)- Далее
V(a + 9i) —/ (а) — х'| = Ц/ (а + qj —f (а) — >./ (а)Х

X ((а + Qi) — а)Ц < г| (а 4- qj — а|| = е JgJI < •

Таким образом, положив / (а) + х'= 6։, мы получим

|/(a + 9i)-6il<֊>

причем, в силу (7), = b—z Отсюда следует, что точка
/( а 4֊ 91) отстоит от плоскости £* менее чем на еЛ/2.

Пусть уже построены такие векторы qv qit• • •, qk^H, что вы
полнены соотношения

1914-9аН------ 1՜ 9*|*\ а/1—914- 9։4------ h9ft±£*, (8)

CL
11/(о 4՜ 9i + 9а +-----1՜ 9*) ~ . где Ьц ^L*. (9)
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Из (8) следует, что |](а + д, + д^ + • • • + д*)— <4<СЛ, и потому 
а+<71Н------ \-Чк£Еа. л (А*). Пусть

— / (а + <?! + д2-г----- Н д*)+ Ьк = х» + х*, (Ю)
где хьЦ-*, г&Ь*. Тогда (в силу (9))

0х4<|/’(а +дх +д„4------ +-д») — ՛ ^И)

Положим

я^ = .( . Хк (12)
/у(а + д!--------1-д*)

Так как V, то точка а находится в А-окрестности множества X 
и потому точка а + о։+--'+д* находится в 2А-окрестности множе
ства X (см. (8)). Следовательно, а + д,—• •-4-дл^О, т. е.

Отсюда находим

Одл+։0= 0х*11
р./(а + д։ + д2 Ч------ И д*)1

|х*|
2з ' 2*

± = ֊^— (13)
2։ 2*+։

(см. (11)). Таким образом

091+ • • • + д* + д«+։0 <!1д1 + • • - т д* р — Од*+։К А Л — ^7՜

1А = А ( 12* ։ 2*+։
Кроме того, д/ш_1_1,* (так как и потому дх + • • • + дл 4՜
+ д*+1 _!_•£* (см. (8)). Мы видим, что при замене А на А+1 соотноше
ние (8) остается справедливым. Далее, так как весь шар Е,. /, (£*՛) 
находится в 2А-окрестности множества X (и, значит, в £/), то

|И (а + д1 + + д* + Як н) —/ (а + дг +•••֊+■ д*) —
— )./ (а + д, +-----1- д*)-д«,х!Ю !дл-ы|,

т. е. (см. (12), (13))

||((а + д։ Ч----- + д*+1) —/ (а + дх Ч-------- Ьд*) — х^ <

В силу (10) это соотношение можно переписать в виде
«А

I!/՜ (а+д։Ч------ Ь д*+1) — (Ьк — г*)| < — •

Так как Ьк^Ь* (см. (9)) и то Ьц — гк&7- Таким образом, по
ложив Ьк+1 — Ьк — гь, мы найдем, что соотношения (9) остаются спра
ведливыми при замене к на к4-1.
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Проведенная индукция показывает, что можно выбрать такие по
следовательности 7ц д2, • ■ •, д*։ - • • и Ь1։ Ь.>>- • •, Ьц,- • •> которые при всех 
к — 1, 2,••• удовлетворяют соотношениям (8), (9).

Соотношение (8) показывает, что ряд 7։ 4- 7,4------ 4 7г 4—• схо
дится. Обозначим через 7 сумму этого ряда. Тогда, согласно (8) 
7Н<А и дЛ_Е*. Следовательно, а + 7 С Еа, л (£*), и потому / (а+ 
։ ■<?)€/ (Е„. л (Е*)). В силу непрерывности

/ (а т д) — 1։ш /(а + 7։-1------ 1֊7*) = 1!т 6*

(см. (9)), и потому / (а-г 7)^ А* (так как 6»^ Д’* при всех к, см. (9)). 
Итак, / (а + 7) принадлежит пересечению Д'* Л/(£о, л (Д*)), т. е. это 
пересечение непусто. Тем самым предложение 2 полностью доказано.

Сформулированное предложение позволяет (для любого конечно
мерного подпространства Д*:эД) построить отображение с: ИПД*—»-Д*, 
положив

? (а)=Д*П/(£я. л (Д*)) при а£1/ЛД*. (14)
Это отображение ® (заданное, если выбраны /, X, Д, V, п, указанные 
в предложении 2) и лежит в основе определения степени отображения.

Предложение 3. Пусть /՝. М —» Н—отображение класса Ко 
и Ь^/(М)— такая точка, что ее прообраз X=/-1 (Ь) компактен. 
Предположим, что терминальная производная )./ (х) на множестве 
X отлична от нуля. Тогда существует такое конечномерное под
пространство Д, содержащее точку Ь, такая окрестность Ис М 
компакта X и такое положительное число /г, что (при Е*:эЕ) 
граница открытого в Е* множества У(\Е* переходит при отобра
жении ф (см. (14)) в множество, не содержащее точки Ь.

Доказательство. Сохраним обозначения, введенные при до
казательстве предложения 2. Пусть Д’* с Е и а £ V Л Е* — такая точ
ка, что ® (а) = Ь, т. е. / (Еа. >■. (Е*)) ПЕ* = Ь. Тогда 6 (Еа, /, (£*)), 
т. е. Е„, /, (А*)) (\Х=Е 0 (поскольку X = (Ь)). Пусть х £ Еа, /, (Д*)П
Л АГ. Тогда х — а±_Е* (по определению шара £а, л (£*)), и потому 

Зх — а> есть расстояние от точки х до подпространства Д'*. Но мно
жество X содержится в з-окрестности подпространства Д’* (так как 
Д*зэД). Следовательно, расстояние от точки х до подпространства 
А* меньше з, т. е. 1|х— Так как х£А\ то это означает, что 
точка а удалена от X менее, чем на з. В то же время все точки гра
ницы множества V Л Е* удалены от множества X не менее чем на з 
(так как И есть з-окрестность множества X), и потому точка а не 
принадлежит границе множества И Л Е*. Но это и означает, что на 
границе множества И("|Д* нет точек, переходящих в Ь при отображении 
ф. Предложение 3 доказано.

Ясно, что при выполнении условий предложения 3 определена 
степень отображения ф: (ИлД*)-»Д* в точке Ь. Ясно также, что эта 
степень отображения не зависит от ориентации пространства Д’* (если
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мы условимся ориентировать £* и Ип£* одинаково). Оказывается (и 
в этом заключается наше следующее предложение), что И и А 
можно выбрать таким образом, чтобы для всех степень отобра
жения ®: (ИП£*)-»-£* была одной и той же. Более того, эта степень 
отображения не зависит от случайного выбора элементов Ь, V и К, 
участвующих в построении, а всецело определяется отображением / 
и точкой Ь. Иными словами, справедливо следующее

Предложение 4, Пусть /՝. М^Н—отображение класса 
Ко и Ь&(М)—такая точка, что ее прообраз х = (Ь) компак
тен. Предположим, что терминальная производная / (х) на мно
жестве X отлична от нуля. Тогда существует такое число 
с — с(/, Ь) (называемое степенью отображения /: М —* Н в точке 
Ь), которое обладает следующим свойством՝, если Ь, V и б выбра
ны так, что степень отображения ® (см. (14)) одна и та же для 
всех конечномерных подпространств то эта степень ото
бражения равна с (/, б).

Доказательство. Выберем Ь, V и А, как это сделано при 
доказательстве предложения 3, и пусть £* и Ь\— конечномерные под. 
пространства, удовлетворяющие условию А* о Ь. Подпростран
ству £* соответствует отображение ® (см. (14)), подпространству 
Ь\—аналогичное отображение «р^ ИПА-*£>. Мы прежде всего пока
жем, что степени отображений ? и <?! в точке Ь совпадают. Доста
точно установить это для случая, когда сНт £* = гИт £*4-1.

Пусть а, а'£ VГ) Ь\, причем а — а'_1_£*. Положим и = ?! (а), V = 
= 'Р1(а')- Тогда и = / (х), У=/(у), где х£Еа, и (Ьг) р= £а',л(£1). Мы 
имеем: х— а±_Ьг, у — а'и потому х — а1£*, у — а'_|_£*. отку
да следует, нто вектор

х — У = (х — а) 4- (а — а) — (у — а') 
ортогонален подпространству £*. Так как каждая из точек х, у на
ходится в А-окрестности множества И, т. е. в 2А-окрестности мно
жества X (см. доказательство предложения 2), то х, би по
тому справедливо соотношение (1), т. е.

||и — V — )./ (х)(х — ^)8< 8 |х — у|.

Из этого следует (в силу соотношения X/ (х)^=0), что угол между 
векторами р։ (а)—®! (а') = и — и и х — у не превосходит

е апаге з։п — — ■ аге з!п — --------
М*)1 28 6

Так как обе точки ®х (а), (а') лежат в подпространстве Ь* (см.
(14)), а вектор а—а' является проекцией вектора х — у на это под
пространство, то угол между векторами

?1 (а) — <?! (а') и а—а' (15)
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подавно меньше —Итак, если а, а' ИЛ причем а — а'±_Ь*, то 
6

угол между векторами (15) меньше — •
б

Пусть теперь е — единичный вектор подпространства Е[, орто
гональный подпространству I?. Далее, пусть с — произвольная точка 
подпространства £* и — прямая, проходящая через точку с и па
раллельная вектору е. Для произвольной точки а£1с положим 
Е = е (а — с) и будем рассматривать Е как координату точки а на пря 
мой 1С. Если а, а £ V Л £1 и а — а _!_£*, то обе точки а, а' лежат на 
одной прямой 1С‘, координаты точек а, а.՛ на этой прямой обозначим 
через Е, Е'. Будем считать для определенности, что Е }> Е', т, е.

е (а — а') = е (а — с) — е (а — с) = $ — Е' "> 0.
Тогда вектор а — а будет иметь то же направление, что и векторе- 
Так как угол между векторами (15) меньше к/6, то угол между век
торами ®х(а)—®։(а') и е меньше тг/6, и потому е (<рх (а) — ?х (а')) 0-

Иными словами, при монотонном возрастании координаты Е точки 
а £ 1С Л V скалярное произведение есрг (а) (т. е. взятое со знаком 
расстояние от точки <рх (а) до подпространства £*) также возра
стает монотонно. В частности, отсюда следует, что множество 1С Л V 
гомео морфно отображается в £*, при помощи отображения <рх.

Пусть теперь с£Ип£*. Так как <р (с) 6/(£с, л (£*))> то суще 
ствует (единственная точка ф (с) £ Ес. л (£*))» Для которой / (ф (с)) = 
= ъ (с). Легко видеть, что точка ф (с) непрерывно зависит от с (см. 
доказательство предложения 2). Проекцию точки ф (с) на плоскость 
£‘ обозначим через ш (с). Тогда <о (с) ^ £] и ш (с) —с _!_£*, т. е. <о(с)£/с. 
Координату точки ш (с) на прямой 1С обозначим через н (с).

Далее, через Их обозначим а/2-окрестность множества X, а через 
9—множество всех точек с£ ИХЛ£*1 для которых выполнено нера
венство |р. (с)|<^=/4. Так как функция н (с) непрерывна, то множество 
9 открыто в подпространстве £*.

Если с £ (ИЛ £*)\( Их п£*), то точка с удалена от множества X 
не менее чем на я/2. Следовательно, точка с удалена от множества X* 
более чем на =/4, где X*—ортогональная проекция множества X на 
подпространство £* (напомним, что X находится в о/4-окрестности 
подпространства £а£*). Отсюда вытекает, что любая точка шара 
Ес. л (£*) удалена от множества X* более чем на а/4, и потому шар 
Ее. л (£*) не пересекается с множеством X. В частности, ф(с)$Л = 
= /-։(6), т. е. ® (с) = / (ф (с)) =/= Ь. Итак, образ множества (Уп£*)\ 
\(ИХ П £*) при отображении <р не содержит точки Ь.

Далее, если с £ ( Их Л £*)\9, то |р- (с)]^- а/4, т. е. |ш (с) — с[| а/4.
Следовательно, ||с — ф (с)|| [с—ш (с)] а/4, т. е. точка ф (с) удалена
от подпространства £* не менее чем на а/4. Любая же точка множе
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ства X удалена от подпространства Е менее чем на '/4. Поэтому 
ф (с)~Л, т. е. и в этом случае ?(«)’=/(ф (с)) = 6. Итак, образ мно
жества (И՜! П £*)\6։’при отображении ? также не содержит точки Ь, а 
потому образ множества

(Ипа*)\9 = ((Ип£*)МКп£*))и((1/1п£*)\н’
при отображении ? не содержит точки Ь. Следовательно, степени 
отображений

®: Ил£*-£* и ф:Н—•£* (16)
в точке Ь совпадают.

Для точки обозначим через /<• интервал прямой /с. состоя, 
щий из точек, координаты которых удовлетворяют условию |;| а/2.
Так как при с£Н справедливо неравенство |н (с)| < 3/4, то 10 (с)€4- 
Заметим, что /гсУ (при с^Н). Действительно, при •*> точка с на
ходится в о/2-окрестности множества X, а так как для любой точки 

а£/е мы имеем Да — <Ж~> то любая точка а^_1с находится (при 

с6н) в а-окрестности множества X, т. е. а £ И.
Множество и 1с открыто в пространстве Ь\, причем По-ген

этому отображение определено, в частности, на множестве П^. Пусть 
а £ (Р1 Л £։°)\ 1^. Докажем, что шар Еа, л не пересекается с мно
жеством X. Допустим, напротив, что существует точка х £ Еа. /, (Е{) Л 
ПА՜. Тогда а является проекцией точки х на подпространство £։• 
Обозначим через с проекцию точки х на подпространство £*. Так 
как х £ X, то расстояние точки х от подпространства £* меньше э/4, 
т. е. |)х— сЦ<^о/4. Следовательно, с£ У1։ т. е. с£ И, П £$• Далее

Ка — с5<1!х — с[|<
4

и потому а£1с. Кроме того, так как х^Х, то / (х) — Ь^Ь*, и пото
му, в силу включения х£Ес, ц (£*), мы имеем: х = ф (с). Неравенство 
х— о!<С3/4 показывает теперь, что с£Н. Но тогда 1С<=.У7, т. е. 
что однако противоречит выбору точки а. Полученное противоречие 
показывает, что при а£( ИЛ £,)\шар Еа. л (£^) не пересекается с 
множеством X, т. е. фх (а) =^= Ь.

Итак, образ множества (ИЛ£])\Й^ при отображении ®х не со
держит точки Ь. Поэтому граница (относительно £*) множества 1Г 
переходит при отображении ®! в множество, не содержащее точки Ь, 
и степени отображений

?1: (И Л £։) ~и • £։ (17)
в точке Ь совпадают.

Теперь для доказательства того, что степени отображений

<р: (ИЛ £*) — £* и ®х: (V Л 
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в точке Ь совпадают, достаточно (в силу (16), (17)) доказать- что сов
падают (в точке 6) степени отображений

®: Н—./,* и И7— (18)

Докажем это. Каждую точку можно записать в виде (с, ;), где 
а ; — координата точки а на прямой /г; при этом число ; про

бегает (независимо от с £ 0) интервал (------ , — ) .
\ 2 2 /

Обозначим теперь через отображение интервала (----

на себя, определенное соотношением
, ч , з—2ч (с) п 3 |1(с) + ?- ------------- при 0<?< — .

, . . , 34-2'1 (с) 3и (с) 4- ; • -------------  при---- — <; < 0.
з 2

Отображение <£0> монотонно (т. е. гомеоморфно отображает интервал

— > —у на себя), и при этом £с°։ (0) = ц (с). Положим теперь

£-'>(5) = «4֊(1-0 ^>(;), 0<г<1.

Отображение интервала ----— > —на себя также монотонно,

причем g,c1) есть тождественное отображение. Далее, так как функ
ция ч (с) непрерывна, то (;) непрерывно по совокупности пере
менных с, ;, /.

Таким образом, положив
С(0(с, 5) = (с, #>(?)),

мы получаем гомеоморфное отображение множества У? на себя, 
причем С(1) — тождественное отображение. Так как при гомотопии 
(7'0; граница множества № остается неподвижной, то степени
отображений

?1: и (19)
в точке Ь совпадают.

Заметим теперь, что отображение С0) переводит точку с = 
— (с, 0)€ н в точку

Ь (С'<» (с. 0)) = (с, (0)) = ?1 (0, И (с)) = Т1 (о> (с)) =

- / (Г... (С), Л (£?)) П Ь\ — / (? (с)) = « (с)
(поскольку /(6 (с)) с: £[ и, кроме того, * (с) — «> (с)_1_£], т. е. 
'? (с)^-(₽),/<(£!)). Таким образом, на множестве отображение

совпадает с о, так что оС^) (9) с£*.
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Далее, при Е^>0 мы имеем (в силу монотонности отображения 
£<е0)) ^0)(0>^(0), т. е. Иначе говоря, при Е>0
координата точки (с, Е) на прямой 1С больше координаты точки 
(?0) (с, 0), и потому

е (ф։ (С<°) (с, 0) ֊<₽! (С(0) (с, 0)))>0, 
т. е.

е(?1(С<°> (с, Е))-<?(с))>0. (20)
Иными словами, если мы условимся считать, что вектор е опреде
ляет направление „вверх“ в подпространстве Ь*, то, когда точка 
а = (с, Е) расположена в выше подпространства £* (т- е. при С>0), 
точка ®х (С(0) (с, Е)) также расположена выше £* (в силу соотношения 
(20) и включения <р (с) £ £*). Аналогично, если точка а = (с, Е) распо
ложена в 1Г ниже £* (т. е. Е<0), то и точка (С-о> (с, Е)) располо
жена ниже Л*.

Из этого следует, что степени отображений
С(°>: и ®:

в точке Ь совпадают, и потому, в силу (19), совпадают в точке Ь и 
степени отображений (18).

Тем самым полностью доказано, что при э £* =з Ь степени 
отображений <р: Ип £*-» А* и <рх: в точке Ь совпадают.
Однако это доказано лишь для случая, когда А, У и К выбраны 
вполне определенным образом (а именно, так как это было сделано 
при доказательстве предложения 2).

Пусть теперь £', У' и Л' выбраны иначе, но так, что- при 
определено отображение ®': У П £*-*•£* (ср. (14)), причем опреде
лена степень этого отображения в точке Ь и эта степень не зависит 
от выбора подпространства /.*□/,՛. Для завершения доказательства 
предложения 4 остается установить, что при £*=>£. и Е* о Е' степе
ни отображений

<р: и И'п£*^£* (21}
в точке Ь совпадают.

Выберем положительное число Л1( меньшее каждого из чисел Л, А'. 
Тогда

Еа. (Е*) с Еа. л (£*), Еа. (£♦) <= Еа. (£♦) (а 6
Далее, построим такую окрестность Ух с У П V' множества X и такое 
конечномерное подпространство £1оАи£', что для любого конечно
мерного подпространства Е*^ЕХ и любой точки а£ П А* пересечение 
/(£д, л,(А*))П£* состоит ровно из одной точки (см. предложение 2). 
Тогда при определено отображение <рх: V Г\Е* -*■ Е* (ср. (14)). 
Согласно предложению 3, подпространство можно выбрать так, 
что при £*=3^ определена степень этого отображения в точке Ь. Мы 
можем при этом считать, что Ух есть г-окрестность множества X 
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(где г — некоторое положительное число) и что множество X содер
жится в г-окрестности подпространства 1^.

Мы докажем, что при степени отображений

Фх: ( Н П £*)-£• и Ф: (КП £*) - Е* (22)
в точке Ь совпадают и, точно так же, степени отображений

Фх: (ИхП£*)-’£’ и Ф':( И'П£♦)-£* (23)
в точке Ь совпадают. Этим и будет доказано совпадение степеней 
отображений (21).

Итак, пусть /.’’зэД. Пусть, .далее, а £ (Их Их) П Е*. Покажем, 
что шар Еа. л (Е*) не пересекается с множеством X. Допустим, на
против. что существует точкаГх£ Еа, л (£*) П X. Тогда расстояние |!х—а[| 
точки х от подпространства Е* меньше г (так как х£,¥). Следова
тельно, точка а находится в г-окрестности множества X, и потому

И1։ что однако противоречит выбору точки а. Таким образом, 
при а £ ( Их И,) П Е* шар Еа. л (£*) не пересекается с множеством X. 
Это означает, что 6'7/(£’о,/( (£*)). Поэтому при а£(И\Их)П£* мы 
имеем ® (а)=/=6. Иными словами, образ множества (И\ И2) Л£* при 
отображении ® не содержит точки 6. Отсюда следует, что степени 
отображений

ф: ( ИП £*) — £* и □: ( Их П £*) - (24)
в точке Ь совпадают.

Теперь для доказательства того, что степени отображений (22) 
совпадают, достаточно установить, что совпадают степени отобра
жений

<₽: (Их Л £*) - и Фх! (К П £*) - Е*. (25)
Мы покажем, что отображения (25) просто совпадают, между собой 
В самом деле, пусть а^ ^ПЕ*. Тогда

Фх (а) =/(£а.л, (£*))Л£* ^/{Еа, /, (£*)) п£*.
Но последнее пересечение содержит ровно одну точку, а именно точ
ку в (а). Следовательно, фх (а) = ф (а) (при Их П Е*), т. е. отобра
жения (25) совпадают.

Этим доказано совпадение степеней отображений (22). Аналогич
но доказывается совпадение степеней отображений (23). Таким обра
зом. предложение 4 полностью доказано.

Этим и завершается построение степени отображения. Именно, если 
/: М—* Н— такое отображение класса Кв, что прообраз (6) любой 
точки 6£/(ЛГ) компактен, то определена степень отображения с (/, 6). 
Если при этом множество М связно, то можно доказать, что степень 
отображения с (/, Ь) одинакова для всех точек В случае же,
когда множество /”’(&) компактно не для всех степень
отображения определена лишь в тех точках для которых
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прообраз У՜1 (6) компактен. Если при этом Ус:/(М) множество 
всех точек Ь^/(М), для которых прообраз У՜1 (6) компактен, то на 
каждой компоненте множества М степень отображения с (/, Ь) по
стоянна. Далее, если Уо и Уг — гомотопные (в классе Ао) отображения 
класса Ко, заданные на множестве М, и У/, соединяющая
их гомотопия и если при этом для всех #£[0, 1] выполнено включение 

и прообраз у՜1 (6) компактен, то с (Уо, Ь) = с (У։, 6).
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Վ. Գ. հհԼՏՑԱՆՍԿԻ, է. Ա. ՄհՐԶԱԽԱՆՅԱՆ. Արտապատկերման աս տի նանի կառուցումը նի|- 
թերտյան տարածությունում (ամփոփում)

Հոդվածում կառուցվում Լ արտապատկերման տոպոլոգիական աստիճանր դասէն
([6]ւ [7]) պատկանող ու 1ՐաՍո19Ււ պայմաններին րավարարոդ արտապատկերումների հա
մարք Գաղափարական տեսակետից այդ կառուցումը մոտ է Լերե-Շաուդերի ([1]) ^ԼասՒ^ 
սահմանմանը, բայց ունի իր տարբերությունները և առանձնահատկությունները։

V. G. BOLTJANSKlI, E. A. MIRSAKi ,'ANIAN. Construction of the power of 
a mapping In a Hilbert space (summary)

The paper constructs topological powers of mappings from the Ke class ([6], 
[7]), under some additional conditions.
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ОБ ОДНОЙ ФАКТОРИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ, 
МЕРОМОРФНЫХ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 

И О НЕКОТОРЫХ ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯХ

В настоящей работе обсуждается задача об исследовании одно
значных мероморфных функций в многосвязных областях в духе тео
рии, созданной Р. Неванлинной [1, 2] в случае плоскости и круга.

Этому вопросу посвящена довольно обширная литература. Отме
тим прежде всего монографию Л. Сарио и К. Носиро [3], содержа
щую обзор работ, посвященных распространению теории Неванлинны 
на случай римановых поверхностей. Однако характеристики мероморф
ных функций, которые введены в [3], в случае многосвязных областей 
должным образом не выявляют, на наш взгляд, намеченный еще со 
времен „большой теоремы Пикара“ принцип „отделения особенно
стей“. Кроме того, можно ожидать, что общие результаты этой кни
ги, установленные в основном для локально мероморфных функций, в 
различных конкретных случаях областей должны быть уточнены. Так, 
например, из сформулированных в [3] результатов не следует, что 
однозначная мероморфная в круговом кольце функция ограниченного 
вида представима в виде отношения двух ограниченных и однозначных 
аналитических функций.

В случае кругового кольца другим путем пошли В. А. Зморович, 
С. А. Касьянюк и М. Е. Дундученко [4—7]. Применяя введенное в 
статье [8] А. Вилья ядро и выбирая в качестве образца случай кру
га, были построены аналоги формулы Шварца, Пуассона-Иенсена, 
произведений Бляшке и т. д., которые должны ■ были служить аппара
том для исследования мероморфных функций в случае кругового коль
ца. Однако эти аналоги имеют довольно громоздкий вид и их систе
матическое использование наталкивается на значительные технические 
трудности.

В настоящей работе мы предлагаем новый подход к исследова
нию вопросов теории мероморфных функций в многосвязных областях, 
позволяющий свести это исследование к уже досконально изученному 
случаю плоскости или круга. Этот подход основывается на одном 
простом факте, в котором отчетливо проявляется вышеупомянутый 
принцип „отделения особенностей“. Именно, заметив, что любую 
п-связную область £> можно представить в виде пересечения п одно
связных областей £>у, мы доказываем, что любая мероморфная в обла
сти О функция допускает представление в виде произведения п 
функций /у, где /у голоморфна в £)у. 
629—4
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Формулировка и доказательство этого результата содержится в 
параграфе 1 статьи (теорема 1.2).

В параграфе 2 показывается, как с помощью этой факториза- 
ционной теоремы можно в случае кругового кольца получить ряд та
ких результатов, как первая и вторая основные теоремы, описание 
и новое параметрическое представление функций ограниченного вида, 
теорему единственности типа теоремы Карлемана и т. д. Конечно, в 
приложениях можно было рассматривать и более общие области, ска
жем, п-связные круговые области. Но мы нарочно ограничились слу
чаем наиболее простой неодносвязной области, чтобы по возможности 
ясно показать сведение задачи к односвязному случаю.

§ 1. 0-разложенне мероморфных функции

Обозначения. Пусть С — конечная комплексная плоскость, а 
С — расширенная комплексная плоскость. Для области 2с С через 
М (2) обозначим множество всех мероморфных в 2 функций. Если 
/£ М (2) и а£ С, то обозначим

2/ (а) = {а£2: /= а}.

Определения: 1. Пусть 2 с С — конечносвязная область и 
■£/>/=1> 2,•••, п — компоненты связности компакта С\2. Тогда 
область 2/=С\Еу (/ = 1, 2, •••, п); назовем компонентой односвязно- 

п
го разложения (0-разложения), а представление 2 = П 2/— О-разло- 

/-։
жением области 2.

2. Если для функции /£7И(2) существуют функции /у£7И(2у) 
такие, что

/(*)= А (*)/։(*)•••/« (х), (1.1)
то мы скажем, что функция / допускает 0-разложение, а представ
ление (1.1) назовем 0-разложением функции /. При этом функции /у 
называются компонентами 0-разложения функции /.

Теорема 1.1. (единственности 0-разложения). Если 
мероморфная в п-связной области 2 функция / допускает О-раз
ложения

/ (*) = ?1 (2) ®։ (г) •••<₽, (г), г £ 2, 

где /у, <?у£ЛС (2у), у =-1, 2,- • -, Л, то существуют рациональные 
функции R]- такие, что

<Р/ (г)
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В самом деле, имеем, что ——— С другой стороны,
представление

^2

показывает, что функцию — можно считать мероморфной в области 
?/

j-| Q„=>C\2y.
*—J

Таким образом, функция^- мероморфна в С и, следовательно, рацио- 

нальна.
Следующая центральная в настоящем параграфе теорема утвер

ждает, что любая мероморфная в конечносвязной области функция 
допускает 0-разложение, подчиненное еще некоторым дополнительным 
условиям. Для простоты ограничимся случаем конечных областей.

Теорема 1.2. (существования 0-разложения). Пусть 
п

2 с С—конечносвязная область, S = П 2/—О-разложение обла-

сти 2. Для произвольной функции f £ М (2) существуют функции 
2, •••, п, такие, что

z£Q, (1.1)
Zt} (a) <=Z/(a) U (ooj для а = 0, оо и (1.2)

Zfj(a) [\Zfk (а)<= [оо) при j=£k; а = 0, со. (1.3)

Доказательство. Так как ое'^’2, то мы можем считать, что 
оо~2„ и оо(2/ при 1 С п— 1. Выберем п-связную область DaC, 
удовлетворяющую условиям:

а) Область D ограничена замкнутыми гладкими путями (fy)՞ по
парно без общих точек, причем пути (%/)?՜1 лежат в ограниченной ком
поненте связности множества C\fn и система определяет поло
жительную ориентацию границы области D.

б) При 1֊4^/-Сп —1 континуум С\2> лежит в ограниченной 
компоненте связности множества С \ у j, а остальные континуумы 
С \ 2*, k = 1, 2,•••, j — 1, j + 1, • • •, п — в неограниченной компо
ненте. В случае j — п, наоборот, континуум С\2П лежит в неогра՜ 
ниченной, а континуумы С\2*, к=1, 2,п — 1—в ограниченной 
компоненте связности множества

в) Функция / не имеет нулей и полюсов в D (случай f = const не 
интересен):

Zf(a)r\D=0, а = О, оо.
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Определим теперь односвязные области (2?/)1 следующим образом.
при 1 < п — 1 область Д — это неограниченная компонента связно
сти множества С\7у, а при /=п— ограниченная. Очевидно, это

п
компоненты 0-разложения области О: О — П О,. Кроме того, из

свойств а), б) следует, что О/сг 2у при /—1, 2,---, п (следователь
но £) с 2) и что множества (2у\2)/)՞ попарно не пересекаются. Оп
ределим теперь некоторые мероморфные в областях 2/ функции у/.

По формуле Коши, учитывая условие в), имеем

где

7֊֊֊ = 2 Ь (*) Для
/ у=1

^2֊ при ^/>у.

2՜֊^ / (’) ’ “ д
V

(1.4)

(1.5)

Формула (1.5) определяет Фу пока в области О/, как аналитическую 
там функцию. Однако из этого факта следует, что функция

п
2 (г)
к: у

голоморфна в области

П А=>С\£/.
Л— 1И г

Далее, из формулы (1.4) имеем соотношение

'М*)---֊ ֊2
/ (2) *-1

к .1
(1.6)

которое показывает, что функция Фу допускает продолжение из Ру по 
крайней мере в область 2у как мероморфная функция.

Итак, мы можем считать, что Фу £ М (2у) и что Фу имеет полю
са в тех и только в тех точках области 2у\Р/, где функция / имеет 
нуль или полюс. Главная часть функции фу в этих точках совпадает

с главной частью функции Теперь мы хотим построить функции

удовлетворяющие уравнениям

77^ = 1'/(«) при х^2у,у = 1, 2, *••, п. (1.7)
7/ (г)

С этой целью возьмем точку г0 £ Р и рассмотрим совокупность це
лых чисел (представляющих собой индекс точки я=0 относительно 
пути / г> ՝{]):
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т'(сг} “ “£7]'7гГ7=1 ’ 2’’’ ‘՛ П։
V

Пусть сначала 1^/ "л—1. Выберем конечные точки
В силу формулы (1.5) функция

я —

голоморфна в замкнутой области £); и в бесконечности имеет нуль 
по крайней мере второго порядка. Для этой функции справедлива 
теорема Коши, поэтому она имеет однозначную первообразную

аналитическую в 79/, включая точку z — со, В случае j — п область 
Dn ограничена и функция фя имеет в Da однозначную ? первообразную 

(я), <р„ (zo) = O.
Положим для zн Dj

f. = I (z —exp{<py(z)J при —1, (1 8)
I exp {®я (z)j при ՝ j = n.

Фактически эта формула определяет fj(z) не только в Dj, но и в не
которой достаточно малой окрестности Gj множества Dj. Из (1.8) вид
но, что функция // не имеет нулей или полюсов в Gj, исключая, 
быть может, точку z = оо (в случае 1<^у<2л—1), где она имеет по
люс при mj М>0 и нуль при m.j (со)<20. Равенство (1.7) очевидным 
образом выполняется для z £ Gj. Определим функции /, в остальных 

точках области 2,. Функция ф/ — голоморфна в области D и там,

в силу формулы (1.6), выполняются равенства

фу(г)-№-=_у фл(2). (1.9)
J \г) л“1

Однако выше мы заметили, что правая часть этого равенства пред
ставляет собой голоморфную в замкнутой области C\Dj функцию.

Таким образом, функция ф/ — ՛— допускает аналитическое продолже

ние из области D в односвязную область C\Dj. Выделим опять слу
чай 1 л — 1. В этом случае область C՝\Dj не только односвяз

на, но и ограничена, поэтому функция ф/ — -— имеет там однознач-
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ную первообразную. Выберем конечные точки х/ £ С/П (—/'4^/) и по 
ложим

Ам г<^}\О^С\П]։ где
. /(«/)

Из определения функций Г) следует, что

"₽в

откуда, в силу выбора с; следует, что

— . соп5{ = ПрИ г £ С; П (2/
/л*) . Л (г/)

Это означает, что функция У7} представляет собой „мероморфное 
продолжение функции /) из области в область 2/- Отметим, что 
нули и полюса функции А) совпадают с нулями и полюсами функции 
/, лежащими в области 2/

Для завершения доказательства теоремы остается доопределить 
функцию С этой целью предварительно заметим, что в силу усло
вия в) и по теореме Коши имеем

2^_(’ЛЧ^_=0 г^С\О-

Умножая обе части этого равенства на г и затем устремляя г к бес- 
п

конечности, получим2 т/(со) = 0. Отсюда с учетом формул (1.5) и 
/=1

(1.9) имеем
Пт г («)—77^-] = — Пт 2 г'Ьц (г) =֊-

I /(*) 1
л—1

= 2 т* (со) = — т„ (со).
*—0

Выберем некоторую точку £ £>„. Функция 

шФл (г) + тп (со) 
г — СЛ

голоморфна в односвязной (но неограниченной) области С и в 
бесконечности имеет нуль по крайней мере второго порядка. Поэтому 
она имеет однозначную первообразную в С\£>п и, следовательно, в 
2Я\29П. Возьмем точку гл £ Сп Л (2Я\ОП) и положим
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Fn(z) = cnf(z)(z-^rm''{''>

для я е 2Я\£»Я, где с„ = (г„ - .
/(*»)

Как и выше, доказываем, что Рп представляет собой продолжение 
функции /Л из области Оп в область 2Я, удовлетворяющее уравнению 
(1.7) при ] — п.

Итак, мы построили функции /, (2>), удовлетворяющие урав
нениям (1.7), нули и полюса которых подчинены условиям (1.2)- Вы
полнение условий (1.3) следует из того, что конечные нули и полюса 
функции //, лежащие в области по построению не пеоесе-
каются. Выполнение основного утверждения (1.1) тоже легко обеспе
чивается. В самом деле, положим

П*) = А (*) Л (*) • /»(*)> г (=2.
В силу условий (1.7) и формулы (1.4) имеем

F(z)откуда ------ =н const при z£D и, следовательно, всюду в 2. Умно-
/ (2)

жая, в случае необходимости, один из множителей fj на подходящую 
константу, получим Fj(z) —fj(z) при Теорема 1.2 доказана.

Отметим, что доказательство теоремы нисколько усложнилось 
благодаря тому обстоятельству, что логарифм функции, аналитической 
и не имеющей нулей в некоторой многосвязной области, вообще го
воря, не является однозначной функцией в этой области.

§ 2. Некоторые приложения теоремы 1.2 к исследованию 
распределения значений мероморфных в кольце функций

Теорема 1.2 параграфа 1 о факторизации мероморфных в конеч
носвязных областях функций в сопоставлении с известными фактами 
классической теории Р. Неванлинны дает возможность провести де
тальное исследование распределения значений этих функций. Ради 
простоты формулировок мы ограничимся случаем кругового кольца.

Пусть 0 -^ < К.г <ю. Рассмотрим кольцо

S=S (Я։, R։) = \z£C: Rx< |z| < Я2|, 

и пусть t—мероморфная в S функция—Возьмем про
извольные числа r£(R1։ R2) и а %; С. Положим
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с/& при а£С>

(2-1)О
т (г, а, /) — 2=

֊-|^+|/(ге"-)|^ при а= °=- 

и
Фиксируя некоторое число г0^(/^1։ Л։), положим также

*(,,<.,/)- - (' *'■ °’-0-<"• <2-2>
I / и '

О '}
где п ((, а,/) —число корней уравнения / (г) = а (число полюсов 
при а — ос) с учетом кратности, лежащих в замыкании кольца 
5(г0, /)> если г0</, и в „полузамкнутом“ кольце \г^С: / . г<^г0!, 
если 1<^гй.

Величину
Г(г, /) = /и(г, оо, /)+Л/(г, оо, /) (2.3)

назовем характеристикой мероморфной функции /•
Отметим, что при таком определении характеристика Т(г,/) 

зависит также от выбора числа г0 и определяется с точностью до 
аддитивного члена порядка О(1о£г). Однако из дальнейшего будет 
видно, что выбор числа г0 не существенен и окончательные результа
ты не зависят от г0.

Теперь установим связь между характеристикой функции / и ха
рактеристиками компонентов 0-разложений этой функции. В дальней
шем мы постоянно будем употреблять следующие

Обозначения. Для произвольного числа R 0 положим

А? = [г^С: |ж|</?|, Ук={г^С-.\г\>Я}, 
?/?={*€ С: |*| = Я}.

Будем также считать, что уд ориентирована против часовой стрелки.
Напомним, что для функций <р, мероморфных а Д? (И/?) величи

ны т (г, а, <р) и Т (г, <р) определяются как выше, с помощью формул 
(2.1) и (2.3). Функция же ТУ (г, а, ф) определяется следующим обра
зом: если ф £ М (Ир), то

Г
Н (г, а, ф) = у - а’ ՛ - п (О’ а՝ — Л + п (0, а, ф) 1о£ г, 0<><^Т?, 

о
где п (։, а, ф) — число а-точек функции ф в замкнутом круге И։ с уче
том кратности, если же ф£Л/ (И/?), то

Л (г, а, Т) = С " «■ »■'>)֊» Л + „ (оо, о, Т) |О8 г, Ж г < со. 
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где п (/, а, ?) — число а-точек функции г с учетом кратности в бес
конечной замкнутой области У։.

В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующей леммой.
Лемма. Пусть М (А (А1։ А,)) и / = —^-разложение

функции /•, /։ 6 М ( И?,), А 6 М (О/,,). Тогда

у/ л _ I (г> /։) + О ( П°£ г1) при r->Rv 
I Т (г, f2) + 0( | log՜ г|) при r—R..

Существование 0-разложения было доказано в теореме 1.2 
параграфа 1. Доказательство леммы непосредственно следует из оп
ределений рассматриваемых характеристик.

Заметим, что величина О (| log г|) ограничена при г—* R1։ если 
Rl^>0, и при г — R.,, если R2<^co. Лемма не только устанавливает 
связь между характеристиками функций /, и /2, но и показывает, 
что характеристика Т (г, f) при г — Rx или г-R, отличается от мо
нотонной функции на величину О (I log г| ). В этом направлении можно 
получить более точные соотношения типа известного тождества А. 
Картана [2]. А именно, для произвольной функции f^M (S (R1։ А,)) 
имеет место тождество (г^(А։, А,)):

2-
Т(г, f) = С /V (г, е1'1, f) drJ + Cf log —- -4- m (r0, oo, /), (2.4)

2՜ , I r0

где с/—определенная вещественная постоянная.
Для док131тельств1՝, формулы (2.4) нам н^жны некоторые обо

значения. Возьмем произвольное 0 £ [0,2՜] и обозначим через Аг, не 
более чем счетное подмножество интервала (Ар R2), состоящее из мо
дулей полюсов или е/0-точек функции /. Кроме того, выберем число 
8? £ (0, А։ — г0) так, чтобы в кольце 5 (г0—8«, г0) функция / не имела 
полюсов или е"'-точек, т. е. Еь Л (г0 ~ *•» г0) = 0-

Докажем формулу (2.4) сначала для г £ (г0, А,), отметив, что при 
г = г0 она очевидна. Для любого / £ (г0, А,)\Ао по теореме о лога
рифмическом вычете (для области 5 (г0 — 8, /)) имеем

\ (/(^) — е''') </С= и (г, е‘е, /) — п (г, ос/)֊Н(б), (2.5)
€՛ ач
Т/

где & (б)— целое число, определяемое формулой

1с (б) = А_ [* _£.(? (2.6)
2^/_ |/(С)֊е'’

Здесь 0<[8<8г,, так что к (0) не зависит от 8. Интеграл в левой ча
сти формулы (2.5) можно заменить через
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— — С log [f (te'T) — е'*] </®- 
2 л dt J

о

Отсюда, выделяя вещественную часть интеграла, разделив обе части 
формулы (2.5) на / и интегрируя по ( в пределах от г0 до г, получим

2։ 2»

■ I ։°? I/ (re'f — е/01 ~ i I/ (roe,?)՛ —е/01 ~
J 2г. J
о и

= N (г,е'։, /) - N(r, f)+ к (б> log — - 
г0

Заметим теперь, что к (0) интегрируема на [0,2՜], так как все осталь
ные члены в (2.7) интегрируемы по 9. Интегрируя формулу (2.7) по 9, 
учитывая хорошо известное равенство [2]

— С log |w — е,0| </9 .-= log+ |w|,
2я J о

и полагая
2т.

с/-=^р(6) rf0> 

О

получим требуемое тождество (2.4). Случай г £ (R1։ г0) рассматривает
ся вполне аналогично, нужно лишь число 3, фигурирующее в опреде
лении целого числа к (0), подчинить условию 0<^3<^min[r0— *’] и
теорему о логарифмическом вычете применить к области S (£, г0 — о).

Тождество (2.4) принимает очень простой вид, если выполняется 
условие

1/(’)1<1 при <2-8)
В этом случае тп (г0, оо, /) =0. Кроме того, для к (б) справедлива 
формула (2.6) с 3 = 0, так что интегрируя (2.6) по 9, получаем, что 
с/ — 0..

Тождество (2.4) при условии (2.8) принимает вид
2с

T(r,f)=—[ N(r, e*,f)dh. (2.9)
2« J о

Если вместо (2.8) функция f удовлетворяет условию
1 <I/(QI<°° при

то постоянная с/ является целым числом и для нее можно указать 
явную формулу.

В самом деле, тогда для к (9) опять справедлива формула (2.6) 
с 3=0, откуда интегрированием по 9 находим
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В общем же случае трудно указать явную формулу для с/, использую
щую значения функции / только на окружности 7 г,. Сделаем несколь
ко замечаний по поводу полученного тождества (2.4).

Во-первых, (2.4) можно переписать в виде

T(r,f) = + с/ log----- 1- т (г0, /)>
го

(2.4')

где

I (0 = [л (f, е"‘, f) d'j.

О

Первое слагаемое монотонно убывает на (Я։, г0], монотонно возра
стает на [r0, R,) (этими свойствами обладает и функция I (/)) и пред
ставляет собой логарифмически выпуклую функцию на (/?1։ R2)). Ха
рактеристика Т (г, f) с точностью до ограниченного слагаемого пред
ставляет собой такую же величину, если предположить, что функция 
/ не имеет полюсов на 7г,. Это следует из (2.4') и (2.9), хотя в (2.4՜)

слагаемое Ct log — при R2 = 0 или = со может оказаться неогра- 
го

ниченным при с/ =*=0. В самом деле, существует достаточно малая по
стоянная к £ (0,1) такая, что функция kf удовлетворяет условию 
(2.8) и для нее выполняется (2.9). Тогда наше утверждение следует из 
неравенства

IТ (Г, f)-T (г, kf)\ < log i Г е (Rlt RJ. 
к

Отметим также, что формула (2.4') позволяет дать геометрическую 
интерпретацию характеристики Т (г, f) аналогично случаю круга. При 
более тщательном анализе тождества (2.4՜) можно установить, что 
характеристика Т (г, f) имеет, вообще говоря, более правильное по
ведение, чем это мы только что получили, даже если функция f имеет 
полюса на -[г,- Нетрудно доказать, например, что если Т (г, f) не ог
раничена на [г0, Л,] при R2<^oo, или если бесконечность не является 
устранимой особой точкой или полюсом для /, то тогда Т (г, f) стро
го монотонно возрастает в некоторой окрестности точка R2. Анало
гичное утверждение верно и для точки Rv

Теперь сформулируем и докажем две основные теоремы теории 
мероморфных функций в случае кругового кольца.

Теорема 2.1. (Первая основная теорема для коль
ца). Пусть f£,M (S (Rv R2)), f=f= const и a^C. Тогда T (r, f) = 
= m {r, a, f) + N (r, a, f) 4֊ О (|log r|) при r-fRt и r — Rt.
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Доказательство. Так как

т (г, со, f) = т (г, со, /— а) + '? (г)> 
где i (г)—ограниченная величина при т0 имеем также

Г (г, /)= Г(г, ^-а)4-ф(г).
Отсюда ясно, что достаточно доказать теорему при а — 0. В силу 
теоремы 1.2 параграфа 1, функция / допускает 0-разложение (1.1) с 
компонентами /1 < Л/(И*?,), /а £ 7И (D#,). Очевидно, что функции
—— и7И (£)/<>,) будут компонентами О-разложения функ-
/1 А

ции y-£7W (5 (7?;> 7?2)). В силу сформулированной выше леммы имеем 

Т (г, f) = Т (г, /j) 4- О (|log г|) при г-» 7?։,

Г ^г, = Г(г, О (| log г|) при г — 7?։.

Согласно первой основной теореме Неванлинны

Г(г,/։) = Т ( г, — ) 4- огр. величина.
- А /

Из этих трех равенств получаем

Г(г,/)= г(г, -l)֊O(|logr|) = 
՝ fl •

= m (г, 0, /) 4- TV (г, 0, /)4-0 (| log г|) при r-^Rx.
В случае г -* R3 рассуждаем аналогичным образом. Теорема 2.1 до
казана.

Для произвольного л^>1 определим на (Rl։ R>) функцию щ 
формулой 

Н. (г) =

|Л1֊г|֊х
|/?2 —г|-х 

гх

при 7?j г > г0
при г0 < г R2 и R2 со

при г0 < г < оо и R2 = со
(2.10)

и положим Н1 (г) = 'Л (г).
Теорема 2.2. (Вторая основная теорема для коль

ца). Если /(7?։, R.,)) и а1։ а,, —различные точки из
С, то 

ч
2 т(г, а„ /)<27’(л/)-^(г,/) + (2(г,/), (2.11)
•—։

где
М (г, (г, 0, /) 4- 2Я (г, О=, /) - (г, о=, /'),

величина <2 (г,/) для любого Х^>1 удовлетворяет неравенству
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•-

Q(r, f) <const log [p (г) T (г, /)] при r£(Ri։ R2)\E,, 
где Е,— некоторое множество, для которого

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2.2, отметим 
что аналогично случаю круга, величина Nx (г, f) измеряет число крат-’ 
ных точек функции /. Точнее, N2 (г, f) представляется в виде

М (r,f) = (* ^-^-dt,

[Го. Г]

где п։ (Л /) указывает число кратных точек функции /, лежащих в 
замкнутом кольце 5 (r0, t) при г0<1ив5(1, ги) при f < г0, причем 
каждая ^֊кратная точка считается k — 1 раз.

Приступая к доказательству теоремы, будем считать без 
ограничения общности, что числа а1։ а2, ar/-i конечны и aq = со.

Аналогично случаю круга, повторяя рассуждения Р. Неванлинны 
[2] и применяя сформулированную выше первую основную теорему, 
получим неравенство (2.11) со следующей предварительной оценкой 
величины Q (г, /):

/ Г \ / Г \f) '' т( г, «о, — ) — У тп г, ■», - ----- l-L О (|log г|)
\ // .=1 ՝ J—a-./

для всех г (;(/?!, /?2).
Очевидно, теорема будет доказана, если мы покажем, что для 

любого а £ С выполняется оценка

т (г, со, const log [р (г) Г (г, /)] при г 7?,]\Ej(a),
\ f—aj

где Е,. (а) — некоторое множество, для которого

р>.(г) dr < со.
)

Как и при доказательстве первой основной теоремы, можно ограни
читься случаем а —0, так как

Т (г, / — а) = Т (г, /) -р огр. величина.
Пусть /=»/։/2 — 0-разложение (1.1) функции /, где (И/?,), 

Тогда
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< т(г, оо, 4-тп (г, осг 4֊ log 2.
X J ' \ /в /

Пусть сначала г£(г0, Лг). Тогда величина т (г, у՜^) ограниче

на, величина m\r, aot оценивается по теореме Р. Неванлинны [2] 
\ /г/

о логарифмической производной:

m(r, °о, А) = О (log [И(г) Г (г,/.)]), г€(г0, ’

где множество Е[ такое, что

J |Ъ. (г) dr<Z

Аналогично, при г£(/?1։ г0] величина т(г, ->-) имеет оценку 
\ /1 '

т G’ °С’ ~f) ~ О ('°г ? ^г' при

причем

р (г) dr оо.
£՛

Теперь наше утверждение непосредственно следует из приведенных 
трех оценок и сформулированной выше леммы, если обозначить 

(0) = Е-,. U £’>.• Теорема полностью доказана.
Замечание. Учитывая первую основную теорему, неравенство 

(2.11) второй основной теоремы можно записать в другом виде:

(<7 -2) Т (г, /) < 2 N (г, а„ f) - М (r)+Q (г, /).
•»=1

(2.12)

Определение. Пусть положительная функция = (г) определе
на в промежутке (Е1г R«) и в некоторой окрестности точки R., отли
чается от монотонно возрастающей функции на ограниченную величи
ну. Тогда верхний предел

r~Rt log Н (г)
= ՝1֊п

называется правым порядком функции а. Напомним, что р—введенная 
в (2.10) функция. Понятие левого порядка функции з определяется 
вполне аналогично:
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1ЙГ hs±L) = >։.
'-*■ log i* (г)

Условимся считать мероморфную в кольце S функцию f того же ле
вого (правого) порядка, что и ее характеристика Т (г, f). Левый по
рядок функции f обозначим через (/), а правый порядок — через 
>֊» (/)•

В качестве дополнения второй основной теоремы можно утверж
дать, что остаточный член Q (г, f) в неравенстве (2.11) (или (2.12)) 
имеет оценку

Q (г, f) = О (log и (г)) (2.13)

всюду на [г0, /?։), если только функция f имеет конечный правый по
рядок, положительный при

Это утверждение (как и аналогичное утверждение для интервала 
(/?,, го) в терминах левого порядка) доказывается как в случае круга 
и плоскости [2] с использованием первой и второй основных теорем 
Для кольца выполняется также аналог теоремы Пикара—Бореля. 
Для мероморфной в кольце функции f величина N (г, a, f) имеет бо 
лее низкий, чем f правый (левый) порядок, самое большее для двух 
значений а £ С, если только / имеет положительный и конечный пра
вый (левый) порядок. Доказательство легко следует из (2.12) и (213).

Определение. Для функции / £ (S (7?1։ /?,)) величины

8л (а, /) =

8П (а, /) =

llm ,
■ »/?„ r>Ri Т (г, f) *

Iim
—Rt, г R, T{r, f)

назовем соответственно правым и левым дефектом функции в точке а.
В качестве следствия из второй основной теоремы имеем утверж

дение. Пусть / (5 (/?1։ /?,)) и

lim 
r^R,-

Т (г, /) 
log н (г)

= оо (;=1, 2).

Тогда 3, и оп равны нулю для каждого значения а^С, исключая, 
самое большее, счетное множество значений а, сумма дефектов 
которых не превышает 2:

2 8., (а) <2, 2 оп (а) <2. 
°€с обе

Легко видеть, что полученный результат нельзя улучшить в 
классе всех функций Л/ (.5(0, =о)). В качестве примера возьмем функ
цию / (д)= ехр (г+ — V 

\ г /
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Тогда
т (г, °°,f) = — (r-f- —) , Л' (г, а, /) = 0 при а -0, »,

Т (г, f) = m (г, ео, f) = —(г~- —) • 
тс \ г /

Следовательно
8.1 (а) = 8П (а) - 1 при а =£ 0. а>

и 8.1 (0) 4֊8Л (оо) = 6П (0) 4՜ 8П (°°) = 2-
Определение. Мы скажем, что функция f - М (S (Rlt Rs)) 

имеет ограниченный вид, если sup Т (г, /Xе®՛ Класс функций ог- 
раниченного вида в кольце 5 (/?1։ R->) обозначим через N (S) — 
= /V(S(/?։, /?.))•

При исследовании функций ограниченного вида достаточно огра
ничиться случаем, когда 0 /?։ < R2 оз, так как при 7?г = 0 (R2 —
= оо) точка 0 (соответственно оо) будет устранимой особой точкой 
или полюсом, так что вопрос сводится к уже изученному случаю одно
связной области—к случаю круга или дополнения круга.

В самом деле, если, скажем, /?,=0 и f £ N (S (0. R2)), то тогда 
из первой основной теоремы для любого а£ С имеем:

N (г, a, f) = О (log г) при г—'0.
откуда следует, что в окрестности нуля функция J имеет лишь ко
нечное число a-точек, что возможно лишь тогда, когда нуль является 
устранимой особой точкой или полюсом.

Теорема 2.3. Пусть 0 < R1<ZR:<Z '° 11 R,)).
Следующие условия эквивалентны:

1. /C-V(S(/?1։ RJ);
2. Имеет место представление

= (—} для z£S(Rv
\ z / \R.J

где и ?2— функции ограниченного вида в единичном к руге՛, 
3. Функция / допускает представление

где и Г«—ограниченные аналитические функции в 5 (Rl, R.),
Доказательство. Докажем сначала, что из условия 1 сле

дует условие 2. Пусть /։ и /. — компоненты 0-разложения 3)ункции 
/, так что

f(z)=f1(z)fi(z), z£S(/?1։ R..), 
где

(2.14)
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Так как 0<^Л:<^Вг< с. , из сформулированной выше леммы 
следует, что Т (г, /) ограничена тогда и только тогда, когда одновре
менно ограничены характеристики Т (г, /։) и Т (г, /.). Это равносиль
но утверждению 2, если обозначить

?։ (ш) = /։ I, (то) =/, (Л2 и<) при |ш|<1. (2.15)
\ то /

То что из условия 2 следует условие 3 является непосредственным 
следствием классической теоремы Р. Неванлинны [2] о том, что функ
ция ограниченного вида в единичном круге (в данном случае функции 
?։ и ?2) допускает представление в виде отношения двух ограничен
ных аналитических функций. Наконец, из условия 3 следует условие 
1, так как в силу первой основной теоремы голоморфности и ограни
ченности функций и Г« имеем

Т(Г, /)< Т(г, Л) -г т(г, < Г (г, Л) -г Т(г, Л) 4- 0(1) = 
\ Л /

= т (г, '-о, /^) 4֊ т (г, ос, Г։) -г О (1) = О (1).

Теорема доказана.
Замечание. Из эквивалентности утверждений 1 и 2 вытекает, 

что функция ограниченного вида в кольце имеет радиальные (и даже 
угловые) предельные значения почти всюду на границе кольца (в 
смысле угловой лебеговской меры), так как этим свойством обладают 
функции ограниченного вида в круге.

Далее эквивалентность утверждений 1 и 2 дает нам возможность 
выписать некоторое параметрическое представление для функций ог
раниченного вида в кольце.

В самом деле, функции и ф2, как функции ограниченного вида 
в единичном круге, допускают [2] следующее параметрическое 
представление (при |ш|<^1) 

(то)=е,х» (2.17)
^»1 (Д’)

■б«2 («>)

где при Л. / = 1, 2 — произведения Бляшке, — вещественные 
функции ограниченной вариации на [0,2՜], >.*—вещественные числа, а 
т — целое число. Число т появляется в силу утверждений (1.2) и 
(1.3) основной теоремы 1.2 параграфа 1, так как компонента /։ 0-раз- 
ложения функции / может иметь нуль или полюс в бесконечности.

Таким образом, с учетом теоремы 2.3 и формул (2.16) и (2.17) 
имеет место следующая

Теорема 2.4. Мероморфная в кольце 3 (7?1։ R..) функция 
/ее 0 имеет ограниченный вид в том и только в том случае, если 
она допускает представление
629—5
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/ (я)= ят е1>- ехр
2к

_1_Г ге* + /?!
2֊] зе'8-/?! 

о
(6) +

1 Г /?з е/8+ г 
2՜ .) 7?2 е'8 — г о

<^2 (б) > (2.18)

где т—целое число, ՝/• — вещественная постоянная, Н и Нг — веще
ственные функции ограниченной вариации на [0,2՜],

(х)= в„. У—1՝) В„. 2 для к - 1, 2,

а Вт и Вп — произведения Бляшке. При этом можно считать, 
— ) и Вк2 ( — ) • А: = 1, 2 попар-
г / \Л; /

но не имеют общ их нулей и их нули лежат в кольце Б В2).
Займемся теперь вопросом явного нахождения функции |\ и Р-2 

через функцию /. С этой целью заметим сначала, что для фиксиро
ванной функции Л, (5 R.,)) произведения и "2 и число т (а
следовательно и представление (2.18)) определяются не однозначным 
образом. Это связано с тем обстоятельством, что, скажем, любой ко
рень функции можно по своему усмотрению включить или в произве
дение ВП \ ИЛИ В В\2 (— V

\ г / \7?2 /

Для достижения однозначности представления выберем некото- 

рое число г0и договоримся составить произведение (— ) 
\ г / 

^соответственно 521 для тех нулей (полюсов) функции /, ко

торые лежат в кольце 5 (/?1։ г0) (ср. с определением функции п ({, 
а, /)). Для дальнейшего будет также удобно выбрать г0 так, чтобы 
функция / не имела нулей и полюсов на окружности 7 = 7г,:

7= (г£С: |г| = г0).
Будем также считать, что 7 ориентирована против часовой стрелки.

Теперь число т определяется однозначным образом, а функция 
Н* (8)> грубо говоря,—с точностью до линейной функции вида с*9-Ь6*, 
где сх = — с2, причем число сх = — с2 можно выбрать произвольно.

Исходя из представления (2.18), определим с точностью до мно
жителя вида е11 функции и <р2 формулами (2.16) и (2.17), а через 
них, согласно (2.15), —функции Д и Д, которые будут компонентами 
0-разложения функции /. При этом функция Д £ М (Ир,) не имеет ну- 

_ у /г)
лей и полюсов в замкнутом круге а -—- £ М (И/?,)— вне круга 

я71
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(включая точку г = ос). Тогда из (2.14) по теореме Коши о вы
четах имеем

1 Г/' С) т — -——-
2"J /(Q 

7

В дальнейшем для простоты мы будем считать, что т = 0. Общий 

случай сводится к этому случаю, если заменить / (z) на . Из 

условия т — 0 следует, что ветви функции log /х представляют собой 
однозначную голоморфную функцию в замкнутой области ИГ։. То де 
самое верно и для функции log /2 в области Dn. Из (2.14) получаем 
тогда для z~ 7:

Х^1о։/К)^=ХГр1огЛ(С)£ +

С — я <• 2.^1 .) (. — г '
7 1
+ Л 1о* <С) 7՜ = А (г) + 

2га у,— г и
т

Отсюда, рассматривая отдельно случай |г|<Г г0 и |г| г, по
Коши о вычетах находим:

—2 log/j (z)+ с0 при |z|>r0,
1 Г» 4- z у Л == |2 log f2 (z) 4- с0 при |г| < г0, 

2i«‘ J С — z с

где

Со ■= log
/1 (°°’) 

/з(0)

теореме

•.(2.19)

В представлениях (2.16) и (2.17) производные функций (6) и и։(б)> 
почти для всех 0£ [0,2~] определяются, как известно, равенствами (с 
учетом, что т=0):

Н (6) = log |Т1 (е՛8)| ֊ log |А (R2 е֊'в)|,

(б) = log |ф2 (е")1 = log |/2 (R2 е‘в )|.

Отсюда с учетом формулы (2.19) окончательно находим:

R (9) = log If (Ях е-'8)| - log |/2 (/?, е֊'8)| = log If (Rt е֊‘’)| -
-ее

т

log/(С) Л 
------- с.

К (6) = 1ог |/ (R, е/5)| 4- [Яе [-гС+-р2С'е9 1оУ/(С) ^- + с.
4тп Л I С — л2 е ] С 

7

Эти соотношения выполняются почти для всех 9£[0,2я]. При этом 
с — некоторая вещественная постоянная:
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которая полностью определится, если фиксировать значение |/j (оо)1 
или 14 (0)|, так как устремляя z к бесконечности в формуле (2.19) и 
выделяя вещественную часть, получим

log 1/1 (оо) Л (0)1 = Л ( log I/ (r0 е'*)| d*.
2« J о

Можно указать также ряд других соотношений между функциями /, 
и |а2. Например, используя гармоничность функций log |У։| и log |/J

и формулу Пуассона, нетрудно получить формулу (при |z| г0):
1 [Re log |/ (QI у- = log |/s (z)| + log k (^)i •
2r. J \>, — z/ • (. I \ z /1

т -
Переходя здесь к полярным координатам и полагая z = Rx е1’’, в слу
чае r0 = i R1R-2, получим для почти всех б £ [0,2՜]:

и; (б) + н; (0) = log I/ (Я։ е֊'#)/ (R} е'°)| -

Эта формула сохраняет силу также и в том случае, когда функция / 
имеет нули или полюса на окружности " (при г0 = 1^/?..).

Следующая теорема является аналогом известной теоремы един
ственности Карлемана на случай кругового кольца. Выше мы отмети
ли, что функция Л' (5 (R՝, R..)) при 0 R՝ < R. имеет угловые 
предельные значения почти всюду на границе кольца 5 R') в
смысле линейной лебеговской меры. Эти граничные значения мы обо
значим через / (7?1 е;9) и / Ц1«е'*), б£[0,2«].

Теорема 2.5. Пусть У—мероморфная функция ограниченного 
вида в кольце 8 (&, R»), 0 <^R1 <. R■2<^ и

2=
рог|У(Л1е«)У(/?։е'։)|^=֊еэ. (2.20)

о
Тогда У=0.

Доказательство. В силу утверждения 3 теоремы 2.3 функ
ция У допускает представление

/=§■« (2.21) 
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где и — ограниченные аналитические функции в кольце 5 (/?1։ 7? о). 
Можно считать, что ^г| < 1. Очевидно также, что формула (2.21) со
храняется и для граничных значений этих функций. Из неравенства

]/ (R, еп) / (7?2 е'։ )| > |Г/ е«) (R. е'»)|, 0 £ [0,2к],
следует, что достаточно доказать теорему при предположении, что 
функция / голоморфна и ограничена в 5(й1։ R?). Тогда в силу тео
ремы 1.2 и утверждений (1.1), (1.2) и (1.3) этой теоремы, функция / 
допускает представление

/ (г) = г֊т (г) /։ (г), г 5 (7?1։ R.), (2.22)

где функция /։ голоморфна и ограничена в круге функция /2 го
ломорфна и ограничена вне замыкания круга £>/?,, а т > 0— целое число. 
Теперь из предположения /'гнО следует, что Д 0 и /2^0, откуда 
в силу теоремы единственности Карлемана (для круга и внешности 
круга), имеем

2-

\ 1°£ \1/ ('■е'6)| > — со для / = 1,2 и при г^[7?р /?,].
и

Это условие вместе с (2.22) противоречит условию (2.20) теоремы. 
Теорема, таким образом, доказана.
Армянский государственный педагогический 

институт им. X. Абовяна Поступила 18.1П.1974

Լ ՄԱԹԵՎՈՍՅԱՆ. Րազմակապ տիրույթներում մերոմորֆ ֆունկցիաների մի ֆակտորի- 
զացիայի և նրա որոշ կիրառությունների մասին (ամփոփում)

Հաշվի աոնևլով, որ կամայահան ո — կապանի Ծ տիրույթ հանդիսանում է միակաա 

Ձյ(յ=1. 2,”՛, ո) տիրույթների հատում, ապացուցվում է, որ Զ տիրույթում մերոմորֆ ցան
կացած ք ֆունկցիա կարելի է ներկայացնել

/(z)=n/;(z), z^D

տես բով, որտեո ք յ ֆունկցիան մերոմորֆ է Լ) 
պայմ անների։

տիրույթ ում և բավարարում է пРп2_ ԼՐաՏուՅՐԼ

Այս արդյունքը ձևակերպված և ապացուցված է հոդվածի աոաջին պարադրաֆում։
երկրորդ պարադրաֆում ցույց է տրված, թե ինչպես կարելի է նշված ֆակտորիզացիոն 

թևորեմ այի օդնությամ ր շրջանային սդակի համար ստանալ մի շարք այնպիսի արդյունքներ, 
ինչպիսին են մերոմորֆ ֆունկցիայի արժեքների բաշխման աոաջին և երկրորդ հիմնական թեո- 
լ եմ աները, սահմանափակ տիպի ֆունկցիաների պարամետրական ներկայացումը, Կարլեմանի 
միակության թեորեմայի անալոդը և այլն։

H. H. MATHEVOSSLAN. On a factorisation of meromorphic function in multiply 
connected domain and some of its applications (summary)

Every «-connected domain D is an intersection of connected domain Dj (j — 1, 
2, • •n). This fact enables us to present every meromorphic function in D in the form 
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of / (։)=n f j (։) with /y meromorphic in Dy. This enables to give method (section 

2), by which in ringshaped domain we are able to recieve results like first and se
cond fundamental theorems, the parametrical representation of function of bounded 
type, the analogues of Karleman’s uniqueness theorem etc.
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А. А. ЧУБАРЯН

О ДЛИНАХ ВЫВОДОВ ФОРМУЛ В РАСШИРЕНИЯХ 
ФОРМАЛЬНОЙ АРИФМЕТИКИ

В настоящей работе сравнивается длина выводов формул в двух 
формальных системах, в одной из которых доказуема непротиворечи
вость другой. Аналогичная задача по сравнению числа шагов выво
дов рассматривалась Гёделем [1]. Им была сформулирована следую
щая теорема: пусть 5—непротиворечивая формальная система, кото
рая получается посредством присоединения к формальной арифметике 
оператора м/ (см. [5]), и пусть система получается из 5 путем 

добавления аксиом квантификации II порядка; при этом некоторые 
формулы, недоказуемые и неопровержимые в 5 становятся доказуе
мыми или опровержимыми в тогда для любой вычислимой функции 
? найдется формула Г такая, что для длин I и Ц (определяемых как 
число формул) самых коротких ее доказательств в 5 и имеет мес
то />Ф (1г).

Доказательство этой теоремы впервые было опубликовано Крей- 
селом и Ваном [2]. При этом авторами указывается, что вычислимость 
функции ф несущественна; фактически в [2] доказано, что существует 
бесконечная последовательность формул с одной и той же длиной вы. 
вода в в то время как длины выводов тех же формул в 5 не ог
раничены. Введение функция ф в формулировку теоремы придает ей 
вид утверждения об оценке функции Шеннона для сравнения числа 
шагов выводов в двух вышеназванных системах. Однако, если слож
ность вывода определяется как количество формул в нем, то построе
ние указанной функции Шеннона оказывается, вообще говоря, невоз
можным, так как в рассматриваемых формальных системах за одно и то 
же число шагов можно вывести бесконечно много различных формул.

Мостовским доказан в [3] вариант теоремы Гёделя, в котором в 
качестве длины вывода берется гёделев номер этого вывода. Автор 
вводит в формулировку требование вычислимости функции ®, что су
щественно для его результата, однако при этом рассматриваемые им 
системы оказываются более сложными (подробнее о работе Мостов
ского будет сказано ниже).

Арбибом в [4] устанавливается сходство теоремы „ускорения 
доказательств“ Гёделя с теоремой ускорения вычислений Блюма.

В настоящей работе также сравниваются по длине выводов две 
формальные системы, но определяемая нами сложность вывода дает 
возможность определить функцию Шеннона для сравнения минималь-
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ной длины вывода формулы в более широкой системе с минимальной 
длиной вывода той же формулы в первоначальной системе, (при этом 
сравнение проводится лишь для тех формул, которые выводимы одно
временно в обеих системах). Устанавливается, что указанная функ
ция Шеннона всюду на достаточно больших натуральных числах пре
вышает любую наперед заданную обще-рекурсивную функцию. Такое 
утверждение может рассматриваться как аналог теоремы Рабина [81 
для оценок сложности длин выводов.

В работе все термины и утверждения понимаются конструктив
но [9].

Определим рассматриваемые формальные системы.
Через .У обозначим обычную формальную арифметику ([5], гл. IV) 

с алфавитом ( ), |а 0 & 7 зу -|=. а также с обычным опреде՜
лением терма, формулы и вывода. При этом предметные переменные 
определяются как слова в алфавите системы: под переменной мы

I |.аз

будем понимать слово (11 • • • | а).
Первая из рассматриваемых нами систем (в дальнейшем будем 

обозначать ее через 5°) получается присоединением к .У функциональ
ных переменных для всевозможных примитивно рекурсивных функций, 
а также термов и аксиом, имеющих вид определяющих равенств для 
примитивной рекурсии и суперпозиции. При этом функциональные пе
ременные мы определим как слова в алфавите, полученном присоеди
нением нового символа / к алфавиту системы Л: переменную /" раз-

I риз п раз

мерности п определим как слово ( 1|- • -| / 11- • -|) .
Как известно, утверждение о непротиворечивости формальной 

системы может быть выражено в ней различными способами. Одну 
из общепринятых формул, посредством которой в системе № можно 
выразить непротиворечивость 5° и которая недоказуема в № (см., 
напр., [5], русский перевод, стр. 189) зафиксируем и будем обозна
чать ее в дальнейшем через-1„Сопз15“.

Вторая из рассматриваемых систем является таким непротиворе
чивым расширением №, в котором доказуема формула Соп51б.

В частности, систему такого рода можно получить, присоединив 
Соп51з к $° в качестве аксиомы. Одно из таких расширений систе
мы 5° (неважно которое) зафиксируем и будем впредь обозначать 
через Л1.

Длину формулы мы будем понимать в соответствии с обычным 
пониманием длины слова.

В дальнейшем буква будет использоваться нами в роли пе
ременной, допустимыми значениями которой являются всевозможные 
выводы в системе 5° и в системе 51, а буква Е в роли переменной, 
допустимыми значениями которой являются формулы, выводимые в 
5° (ясно, что эти формулы выводимы также и в №).
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Длину вывода формулы Т7 в системе 5/(*"=0'1) определим 
как сумму длин всех формул этого вывода и обозначим через 
Ь (№->Е).

В дальнейшем термин „псевдофункция“ будет пониматься нами 
в том же смысле, как введено в [10] и [11].

Будем называть число п сложностью формулы Е по выводимости 
в системе 5' (/ =0, 1), если оно равно минимальной из длин всевоз
можных выводов этой формулы в системе 5'. В силу этого, п являет
ся значением псевдофункции Ь1 (/), определяемой следующим соотно
шением:

(L‘ (F) = и) s (ПЗ W (L (W - /) = п) & у1Г (А ( W - /)>п)).
‘ I

Ясно, что для каждой формулы F L1 (F) -^.LQ (F).
Определим псевдофункцию Шеннона Ш10 посредством следую

щего соотношения

(Ш’° (и) = ш) = (yFCL1 (F^n^W (£ (Г - F)<m)) & 
о

(7п'<7п=1у/7(£1(Л <л=>Пз1^(£(£(и?г — F) <т'))))#. 
о

Теорема. Для всякой обще-рекурсивной функции ® суще
ствует такое натуральное число п0, что для всех п > л0 имеет 
место

Ш10 (и) > =• (л).
Замечание: Для сложности вывода, понимаемой в смысле оп

ределения Мостовского [3], можно определить псевдофункцию Шен
нона Ш10 так же, как это сделано выше, и тогда результат Мостов
ского [3] может быть сформулирован следующим образом: для всякой 
обще-рекурсивной функции о существует число л0 такое, что 
Ш։«(п0)>«р(л0). Следует отметить, что формальные системы, рас
сматриваемые в книге Мостовского, допускают введение функциональ
ных символов для произвольных обще-рекурсивных функций; таким 
образом, эти системы более сложны по сравнению с системами, рас
сматриваемыми в настоящей статье.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, введем некото
рые понятия и докажем несколько вспомогательных утверждений.

Условимся, как обычно, для любого целого неотрицательного п 
терм (••• ((О)')'* • •)', представляющий в интерпретации наших фор
мальных систем натуральное число п,'обозначать через п.

* Соотношения, с помощью которых были введены указанные псевдофункции 
могут быть сокращенно записаны в виде

D (/=)= min L (F) 
VT l

И Ш10 (n) = max L° (/=).
1՝ (F)<n
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Далее строчными буквами х, у, г, и, V, ад (возможно с индекса
ми) будем обозначать математические переменные, допустимыми зна
чениями которых являются натуральные числа (в содержательном по
нимании). Отметим, что, в отличие от метаматематических переменных, 
переменные наших формальных систем обозначаются заглавными бук
вами X/ (г = 1, 2, • • •).

Для дальнейшего нам нужно зафиксировать одну из гёделевых 
нумераций формальных объектов системы 5°. Нам будет удобно поль
зоваться арифметизацией, основанной на следующей нумерации (ана
логичная нумерация рассматривается в [5]):

8 (0 = 3, 8 ()) = 5, 8 (,) =7, ё (|) = 9, 8 (а) = 11, 8 (0) = 
= 13, ^ (/) = 15,

8 (&) = 17, 8 ( И) = 19, 8 (=») = 21, 8 ('!) = 23. 8 (Я) = 25. 8 (V) = 27, 
8 (') = 29, 8 (+) = 31, 8 (•) = 33, ё (=) =-- 35.

Пусть дано слово тот1՛ ■ -гпг, где все т/ какие-либо из выше
приведенных символов. Гёделевский номер (тпп/П) • • • тг) этого слова 
определим как .-р^тг\ где р. есть г-ое простое число
(Ро = 2)-

Если через с (г) обозначить гёделев номер переменной Х՛, то, по 

определению, с (/) = 2’- ( р • р)'!.| ■ р/+2, следовательно, с (/)— при

митивно рекурсивная функция.
Наконец, гёделев номер произзольной’последовательности еоег-• • 

• • -еч слов определим следующим образом:
^(е0в1...е„) = 2?('<3^'''..-рГ^.

Отметим, что вывод может рассматриваться как последователь
ность слов, являющихся формулами.

Нетрудно убедиться, что функция 8 взаимно однозначно отобра
жает множество всех символов, выражений и конечных последователь
ностей слов системы 5° в некоторое примитивно рекурсивное множе
ство целых положительных чисел.

Мы будем говорить, следуя [6], что предикат R (х1։ х2,---,хя) 
нумерически выразим в 5°, если существует формула R (Х1։ Х2, ■ ■ ■ Хл) 
системы 5° с п свободными переменными такая, что для любых нату
ральных чисел к1г £»,•••, кп

(1) если R (к1։ к2, • • ■, кя), то |-5» R (&1. £». • • •. кц);

(2) если же неверно R (к1։ к2,---, кл), то (—.?•! Я (&։, к2,--,кл).
Как известно, всякий обще-рекурсивный предикат нумерически вы
разим в 5°.

Определим следующую функцию:
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/Л (у) 
Дв(^) 2 Ih. (exi(y)),

1-0 •

где lh (у) есть функция, равная числу отличных от нуля показателей 
в разложении числа у на простые множители, и exi (у)— функция, рав
ная показателю числа pi в разложении у на простые множители. В 
силу примитивной рекурсивности двух последних функций (см., напр., 
[6])» функция Дв (у) также примитивно рекурсивна. Нетрудно убе
диться, что для значений у, которые являются гёделевыми номерами 
выводов, Дв (у) дает длину вывода с номером у.

Напомним определения следующих примитивно рекурсивных 
функций и предикатов (см. [6]).

Fml (х): „х является гёделевым номером некоторой формулы“.
Sub st (х, у, и, г>): „х является гёделевым номером результата 

подстановки терма с гёделевым номером и вместо всех свободных 
вхождений переменной с гёделевым номером г> в выражение с гёделе
вым номером у“.

Sub (у, и, г>)=гёделеву номеру результата подстановки терма с 
гёделевым номером и вместо всех свободных вхождений переменной с 
гёделевым номером v в выражение с гёделевым номером у.

Pf (у, х): „у является гёделевым номером вывода формулы с 
гёделевым номером х“.

Num (у)=гёделеву номеру у.
Определим функцию: р (х, у) = гёделеву номеру результата под

становки в формулу с гёделевым номером х терма с гёделевым номе
ром у вместо всех свободных вхождений переменной Х3. Из опреде
ления следует, что р (х,у) = Sub (х, у, 2е (3)), следовательно, являет
ся примитивно рекурсивной функцией.

Функциональную переменную, соответствующую функции р, обо
значим через р, а гёделев номер переменной р — через сР.

Определим предикат: Т (и, v, w, z): „существует такое х, что 
х^ц, и х является гёделевым номером произвольной формулы 
А (Х3, Х3) со свободными переменными Х3 и Х3, и u=p (х, w), и v яв
ляется гёделевым номером вывода длины формулы А (р (х, w), w)K.

Нетрудно показать, что этот предикат примитивно рекурсивен, 
действительно

Т (u, v, w, z) = Зх.г и (Fml (х) &"1 Sub sf (х, х, 2е(х), 2е )&

Sub st (х, х, 2е ( , 2е )

& и = р (х, w)
& Pf (v, Sub (p (x, w), 2cp.33-5Num(r)-77- 2c(D)

& Дв (v)<z).
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Пусть " (6 г) — такая примитивно рекурсивная функция, что для 
каждого £ существует г такое, что " (<, г) = 0.

Посредством V-. (х1։ х2, х3) будем в дальнейшем обозначать пре
дикат

Ит(хь х„ х3) = 3*4 ((~ (х3, Х4) = о& ух5 (х3< Х4 => 1 (- (х3> х5>= 0)))&

& Г (хг) Хо> х3, х4)).
Предикат

V- (х3, х2, х3, х4)=(т(х3, х4) = 0&ухв (х։< х4з'7(՜: (х։, х5)=0)))&

& Т (х1։ х„, х3, х4)

является примитивно рекурсивным, а значит, нумерически выразимым 
в 5°, следовательно, существует формула системы 5° V- (Хх, Х2, Х3, 
Х^ со свободными переменными Х3, X.,, Х3, Х< такая, что для всех 
£1։ ^з> если й-(Лр Л», ^з> ^<)> то г~л*И- (к3, к.,, к3, кА). Если
обозначить функциональную переменную для функции •: через ", то в 
качестве И- (Х1г Хг, Х3, А4) может служить формула

(Г(ад)^о&у^5<л4=>ч (т (х3,хг)=о)))&т(х1։ х2, х3. х4), (*)

где Г (Х3, Х2, Х3, Х4) — некоторая фиксированная формула, нумери
чески выражающая в 5° предикат Т (х։, х2, х3, х4). В дальнейшем за 
формулой ( *) зафиксируем обозначение И- (Х1։ Х2, Х3, Х4).

Обозначим формулу зА( И- (Х3, X.,, Х3, X») через V- (Ар А2, А,). 
Нетрудно показать, что для произвольного набора натуральных чисел 
к3, к2, к3, если имеет место К(Л։, к2, к3), то 1—5« V- (к3, к.,, к3).

Возьмем формулу У^։Т й- -^С.» -^з)- Свободными переменны՜ 
ми этой формулы являются Хг и Х3. Пусть ее гёделев номер есть с-.

Формулу уЛ'д'З Й- (р (с-, Х3), Х2, Х3)) обозначим через Г-. Ре
зультат подстановки произвольного терма г в формулу Е- вместо пе
ременной Х3 будем записывать в виде [^]г։ •

Лемма 1. Если 8°—непротиворечивая систелю, то для вся
ких натуральных чисел I и т, если т наименьшее такое число, 
что т (/, т) = 0, то формула не выводима в 8° с длиной
вывода, не превышающей т.

Доказательство. Допустим противное. Пусть 5° — непроти
воречивая система и для некоторых I и т, т является минимальным 
таким, что т (/, т)=0, и формула [^-]р выводима в 5° с длиной вы
вода, не превышающей т. Пусть к есть гёделев номер этого вывода.
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Рассмотрим вывод формулы [/’’-]£ в 5°; приписав к нему две 
формулы

(7 (7Ъ Т), X, 7)=П V-. (р (7-, Т), к, 1 
и

1՜^- (?(с-,Т), к, 7),

получим вывод формулы 3 V- (р (с?, Z), k, Т) в •$’.
Итак

г-а-лК (у{с-„ Г), к, I). (**)
С другой стороны, для рассматриваемых I и m имеем

' (Z, т) = 0<йух։ (х։ < т о q (т (Z, х։) = 0)), 
и с-; является гёделевым номером формулы со свободными переменными 
Хг и Х3,и к является геделевым номером вывода длины, не превышаю
щей т, формулы, получающейся из формулы с номером с-, в резуль
тате подстановки р (с-, I) вместо Х3 и I вместо Х3.

Следовательно, имеет место И-(р(ст, Z), к, I), значит,

Hs. Иг(р (с-, /), к, I).

Поскольку термам р (с-, Z) и р(с-, Z) в интерпретации системы 
S® соответствуют одни и те же числа, то

На» р (с-, Z)= р (с-, Z),
а следовательно, по теореме о замене (см. [5]. русск. перевод, 
стр. 167)

(7(7., Z), к, Г),

что вместе с (**) противоречит предположению о непротиворечивости 
5°, значит наше допущение было неверным.

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. |—֊<։• Consist У/Х3 F-.
Поскольку утверждение леммы 1 может быть формально записа

но в виде формулы

Consisoy^y^yX (?(Z3, Z<) = 0&yZ3 (*,<*, => 1 МЛ» Xs) = 0)) =>

= тГ(Л, ^3. ^)).
то посредством формализации метаматематического доказательства 
леммы 1 получим

}-$• Consist уХзуХ^Х.^: (X3r Х4) = 0&yXs (Xs <Х^^ (~~(Х3, Х5)=

= 0)) Х2, Х3, ZJ),
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и в силу эквивалентности У{Х3Р- и 
(Х3, X,) - 0&у*з (*5< С (*»>

^Т(Х1։ Х„ Х„ Л4))
имеем |—5» Согшз зэ У^Х3Р-., что и требовалось доказать.

Лемма 3. Для всякой обще-рекурсивной функции ® суще
ствует обще-рекурсивная функция Ф такая, что

уау^ (6=/=ОзэЯпоуп (я > по3'?
п — а

Ь

Доказательство. Достаточно положить

■|» (т) = тах (тах ® (с 4՜ бт 4֊ р)) 4՜!-</ и р--в—1 с + </ т
Действительно, для фиксированных а и Ь 0 положим п0— Ь (а4՜Ь)-\-а.

Если п^>п0, то п — а>Ь(а-\ Ь). Тогда для т= и р = п —

— а — Ь I —---- - имеем: п = а 4՜ Ьт 4՜ р и тогда, ввиду а 4՜ Ь т и 

Р < = 'р (т) ® (а 4՜ Ьт 4՜ р) 4՜ ? (п)> что и требовА֊

лось доказать.
Доказательство теоремы.
Зафиксируем произвольную обще-рекурсивную функцию ®. Наша 

задача заключав тся в нахождении такого п$, чтобы для всех п п 
выполнялось неравенство

Ш՝о (п)>?(п).

Для функции <р построим функцию Ф, удовлетворяющую усло
виям леммы 3.

Известно, что для каждой обще-рекурсивной функции, в частно֊ 
сти для Ф, имеет место следующее представление [7]:

Ф (*) = ^ (Ч (х, я) = 0) (Тф (х, г) = 0),

где Тф (х, я) (соответственно (х, я)) такая примитивно рекурсивная 
функция, которая удовлетворяет следующему условию: для каждого х 
существует я такое, что (х, я) = 0 (соответственно ч (х, я) = 0).

Обозначим (тф (х, я)= 0) через Ф (х). Ясно, что

У*(Ф(х)>Ф(х)). (***)
Возьмем функцию ч и построим формулу Утверждение лем

мы 2 для этой формулы заключается в следующем:
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|—з» Сопз5з Т7- 
а следовательно

г-Л’1 Сопз!з з у А, Л4 .
Для произвольного I ВЫВОД формулы В

строить следующим образом:
51 можно по

Согшэ вывод формулы Сопз1з

Сопз1з оуА։

уЛГ։^=[Г,^.

ВЫВОД формулы Соп313=3 У}Х3Г-^

Оценим длину этого вывода для фиксированного I. Заметим, что- 
длина терма 7 равна 37 4֊ 1. Пусть длины выводов формул Сопз!з и 
Сопз1з =5 уА3?Чф равны соответственно I и 7*. Длина формулы уАз/'-ф 
также равна некоторой константе; обозначим ее через /ф. Пусть пере
менная Хг входит в формулу Т7^ в 7ф местах, тогда длина формулы 
уА, [Г-*]?’ равна + 1 + 7ф — 1 — б + 7՛ (37 +1 — 6)*, где 7ф — 
— 7 + 7ф(37 — 5) есть длина формулы [77-ф]4։. Таким образом, длина, 
указанного вывода равна

7 + +г, + /; +1 + 2 (7; - 7 + /;-з/ - ■ 5/;) = с; 7 +с;, 

где Сф=б 7' и с' = I ++ 47ф —10 7' —13.

Возьмем в качестве п0 число
<(с;+с;) + <.

Тогда для всякого фиксированного п п0 ^> ֊г сф найдется такое- 
максимальное 7, что сф-7 + сф п. Действительно, этим требованиям

удовлетворяет 7 = п — с4 
с,՛, Ф

,ля него имеем: длина вывода формулы

в 51 не превышает п.
Нетрудно убедиться в том, что формула [77-ф]^։ выводима также 

и в системе 5°. Действительно, [7\ф]^։ есть

Длина переменной Х3 равна 6.
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У^ЧЯЛ, (('ф (I (Р(с^,7).

X, {, X,)).
Эта формула эквивалентна формуле

уХ4уЛ (1 (Ч(л X,) = 0 &уХ3 (X, <Х4=>1 (-; (<*5)-0)) V

Ч Т (р (со> Л» Я»))-
Так как для I существует единственное такое, что выполняет

ся условие
(/, ?։) = О&ухз (х։<*1=>4 ("ф(6 *։) = 0)),

то в 5° формально доказуема формула

■Сф (6 а4) = 0 & У[Х3 (Хь<^^х э Ч (“Ф (6 ■^։)==0))>
и для каждого х4=^г7 доказуема формула

1 (Ч (6 *4)= 0& УЛ (*5<*4=Ч (ХФ (6 Л5) = 0)));
эту формулу будем в дальнейшем обозначать через В.

.Для каждого х4 доказуемо в 5° х4 = И] (х4 = л։).
Взяв в качестве посылки Ч (ж4 = г։)> можно доказать В, затем 

.доказать дизъюнкцию

5Ич Г(р (С;ф, О, Х>> 1, Х4)

и ввести квантор общности по X...
Для х4 = х։ можно выписать все выводы длины, не превышающей 

Пусть их гёделевы номера суть £։, #/>. Максимальное из
этих чисел обозначим через Можно доказать для каждого х։, что 
если х, является гёделевым номером вывода длины, не превышающей 
г1։ то х։<#.

Для каждого х2 в 5° доказуемо х3^ g V х։^> g. Возьмем в каче
стве посылок х4 = х4 и х։ g. Из этих посылок можно вывести 
противоречие (как при доказательстве леммы 1), и следовательно, 
вывести любую формулу, в частности

ВУ-[Т (р (с-ф, 7), х,, 7, х4).

Если же взять в качестве посылок х4 = г4 и ха g, то можно фор
мально доказать Ч ^(р (с-4, х,, /, х4), и введя дизъюнкцию, доказать
ВУ”[Т (р (с-, /), х2, I, х4). В силу доказуемости Рх«> g мож
но удалить посылки х։-С Я и х2^> 8> ввести квантор общности по Х2: 
и далее, в силу доказуемости х4=гхРч (х4=21)< удалить посылки 
х4=2։ и Ч(ж4 =г։) и ввести квантор общности по Х4. Итак, формула 

Д-1 выводима в 5°.
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Теперь, в силу непротиворечивости 5° и утверждения леммы 1, 
длина вывода этой формулы в 5° превышает по величине то мини
мальное г, для которого имеет место

(/, г) = О,

т. е. длина вывода превышает ф (է)

Итак, для нашего фиксированного п построена формула (именно 
(/Чф]у։) такая, что длина ее вывода в не превышает д, а в 5°

больше, р, следовательно, по определению псевдо-

функции Шеннона Ш10, имеем

Ш” (л) > ф Л ՜ Сф
Сф

и в силу С**)

Ш1։ (л) > ф

Но поскольку л л0, то в силу утверждения леммы 3 имеем 

Ш1в (л) > ? (л).
а значит

Теорема доказана.
Замечание. Н. В. Петри любезно указал автору на работу 

[12], в которой сравниваются по длине выводов две системы, одна из 
которых получается из другой добавлением такой аксиомы, объедине
ние отрицания которой с первоначальной системой даёт неразрешимую 
теорию. Показывается, что функция Шеннона, аналогичная рассмат
риваемой в настоящей работе, не мажорируется никакой обще-рекур
сивной функцией.

Автор пользуется случаем выразить глубокую благодарность 
И. Д. Заславскому, под руководством которого выполнена настоящая 
работа. Автор благодарен также Г. Б. Маранджяну за внимание к 
работе.
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Ա. Ա. ԶՈԻԲԱՐՅԱՆ. Ֆորմալ թվաբանության ընդլայնումներում բանաձևերի արտածման երկա
րության մասին (ամփոփում)

ձուլվածում համեմատվում են ըստ բանաձևերի արտածումների երկարության երկու ֆոր
մալ համակարգեր, որոնցից մեկում ապացուցվում է մյուսի անհ ա կասե յիութ յոմւըւ Բանաձևի 
629-6
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արտածման նվազագույն երկարությունը ընդլայնված և սկդրնական համակարգերում համեմա- 
աեյոլ համար սահմանվում է Շենոնի պսևդոֆունկցիա (համեմատումը կատարվում է միայն 
այն բանաձևերի համար, որոնք երկու համակարգերում էլ արտածելի են)։ Ապացուցվում կ, որ 
Շենոնի նշված պսևգոֆոձկցիան բոլոր բավականաշափ մեծ բնական թվերի համար գերազան
ցում կ կամայական նախորոք տրված ընդհանուր-ոեկուրսիվ ֆունկցիային:

A. A. CHOUBARIAN. On the length of formal deduction։ In the extensions of 
formal arithmetic (summary)

In this paper two systems Ճ0 and Ճ* are considered as extensions of formal 
arithmetic, S° being a subsystems of Ճ1 and the consistency of ֊Տ0 Is provable in S1.

Tlio Shannons pseudo-function is defined in order to compare the minimal 
lengths of formal deductions of the same formulas In S° and Sl. It is proved (the 
main result of the paper) that this pseudo-function is greater than every general 
recursive function starting with some natural number.
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Б. М. ЕДИГАРЯН, Д. К. ФАДДЕЕВ

О НЕВЫРОЖДЕННОСТИ НЕКОТОРЫХ МАТРИЦ, 
СВЯЗАННЫХ С ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ ПОЛУГРУППЫ 

МАТРИЦ НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Настоящая статья примыкает к работе [1], в которой исследуют
ся комплексные представления полугруппы матриц над конечным по
лем к = СГ(д), д = рс. В [1] основную роль играет выяснение невы
рожденности матриц

= 2 л՜1 (С' Л) Л (О' Р/) Х1Р„ р..
р1։ рр <?'

Здесь Д — неприводимое представление группы £ (т, к) невы
рожденных матриц порядка т; Р, и Р; — т-мерные подпространства 
в п-мерном пространстве 5Я столбцов над полем к; Р/ — матрица вида 
и X т, столбцы которой составляют некоторый базис пространства 
Р<; О.' пробегает матрицы вида т X п, строки которых составляют 
базисы всех тп-мерных подпространств в п-мерном пространстве строк. 
Если под знаком Д находится вырожденная матрица, то значение Д 
считается равным 0.

Матрица кд коммутирует с матрицами представления /-т Д = 
= До1п-я։ группы Ь (п, к). Здесь 1п-т обозначает единичное пред
ставление группы Ь (п — т, к), кружком обозначено умножение пред
ставлений групп £ (т, к) и Л(п — т, к) в смысле [2]. Представле
ние ՝1֊'т Д задается следующей явной формулой:

().» Д)(Л) = 2 л (а (Л, Р))Х1АР р . 
р

Здесь Л££(п, &); а (Л, Р)СЦт, к) и определяется формулой 
А Р= АР-ь (А, Р).

Цель настоящей статьи — доказать невырожденность матриц ^д 
при любых тип, если Д есть единичное представление. В дальней
шем мы будем обозначать «д при Д —1т через ъпт, опустив знак Д и 
подчеркнув зависимость от т и п.

1°. Эпиморфизм алгебры 11т на алгебру Чт-ь Как по
казано в [1], алгебра матриц, коммутирующих с матрицами представ
ления = ^т (1т) имеет вид: Чт = (с0 £/от 4՜ Сд^/Гт + * • " + Ст Vтт\ > 
Где £'£,= 2

(Вт Р։.ЛРу—/
ер р . Алгебра Սո коммутативна. Мы будем счи-
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тать, что т ֊С 1/2 п и лишь в конце статьи рассмотрим случай m^>n/2. 
В предположении т-^.п/2 все матрицы Unfm, f=Q> 1» имеют
смысл, так что ранг алгебры U" равен т + 1. Как показано в [1], 
имеется мономорфизм ф модуля представления 5^,_։ в модуль пред
ставления 5՞. Именно, модуль 5՞ имеет базис {е^Д, где Pt пробе
гает все m-мерные подпространства пространства ֊5,, и мономорфизм 
ф действует по формуле ф (е<?() — 2 e/»5 здесь через ; обо-

значен базис модуля и через Qi обозначены (т — 1)-мерные 
подпространства S,,. Ясно, что ■%= ф (S" _։) ф Тпт, где Тпт — неприво
димое представление группы L (п, к). Степень представления Т'^ равна

(ди —1).. - 1) __ (д'1 — 1) • • •(g"֊'n֊— 1)
(<7-1)-- (Г-D (<?-!)••• (Г՜1֊!)

Соответственно, алгебра U՞ раскладывается в прямую сумму 
алгебр, одна из которых изоморфна U՞ _р другая—полю С. Поэтому 
существует эпиморфизм ф* алгебры на U^_։, естественным обра
зом связанный с мономорфизмом ф.

Выведем явную формулу для эпиморфизма ф*. С этой целью 
прежде всего вычислим

Ujut'՝J ֊ 2 2 ер, =’/7 — ?/V-b
PpQt dim PjftPj-J

где iy= 2 ept- 
dimP/nQi-/

Коэффициент а/ обозначает число m-мерных подпространств Р,-, 
содержащих Qj и имеющих /-мерное пересечение с Л, в предположе
нии, что dim Р/ П Qi = /; Р/ обозначает то же самое, но в предполо
жении, что dim P/nQi=/—1- Других значений, кроме / и f—1 чи
сло dim Pt П Qi не может иметь. Положим Pi П Qi = Р и перейдем в 
факторпространство по Р, обозначив этот переход тильдой. Если

dim Р =/— 1, то dim Ql = m —/, dim Pi =dim Pj = m —/ + 1,

dim Pi Г) Р/ = 1, dim Pt П = 0 и Р,- =>

Все это обозначает, что Pj получается из Qx сложением с одно

мерным подпространством, содержащимся в Р<. Поэтому 0/ равно чи- 
дш-/+1 _ 1

слу таких подпространств, т. е. pf = ———• Если же 
9-1

dim Р = /, то dim Qx = т —f — 1, dim Pi = dim Р/ = m —f.
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ейт Р1 Л Р/ = 0, <йт Р1 П<Л=О и Р) о (&.

Это означает, что Р/ есть любое подпространство размерности т—/, 

содержащее (?, кроме тех, которые получаются из сложением с 

одномерными пространствами, содержащимися в Р<. Поэтому
_ д"-'п + 1 — 1 р'"—/—1 дП-т+1 — д'՞—/

я — 1 7 — 1 <? — 1
Теперь вычислим

Я* = ф (^А. т-1 ео,) = 21 Ф(е<?) = V 3 ер, = И*т*4-о* тл.и.
И1ш ОЛ<?|- * И։т ОпО,—к Р(-<)

Здесь _ ерр в соответствии с обозначением, введенным
Лт Р/ ЛО,“*

выше; коэффициент V* равен числу (т — 1)-мерных подпространств (?, 
содержащихся в Р( и имеющих с ^-мерное пересечение, в предполо
жении, что сНт Р, П <2։ = Л; коэффициент 3* обозначает то же самое, 
но в предположении, что ейт Р/П (&=&+1. Ясно, что V* равно числу 
(т — 1)-мерных подпространств т-мерного пространства Р[, содер- 

жаших Л-мерное подпространство Р/("| <2։, так что ■/* = ----------- , а 3«
7—1

равно числу (тп—1)-мерных подпространств пространства Р,, не со
держащих (к 4- 1)-мерное подпространство Р/П так что

։ д'"— 1 дт—к-Х—д>п — дт—к—1
0^ == — ““ • = - *--------------------------  •

7 — 1 7 — 1 7-1
Из системы равенств

3։п—1 = Т>п—2,

72—1 । 7™—7
°и1-2 = ------- --  Тт-2 п-------------------- ,

9—1 9 — 1

д1” — 1
7 — 1

9Ш — 9'п՜՜1
9 — 1

находим

_ / 1 \ Г 1 9"' — 9И,~/՜1 ,■^/֊(7 1)| 3/+1 +

. ... , (9-н-9'л-/~1) - (7"‘ -7)
(9"'-/֊1)--- (7֊1)

Я/и-։
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Как мы выяснили выше
,,я ./ Ч д"֊"<-1 - д'«֊/ д«-/+1—1
Ч/т Ф (е„ ) = ֊------------ч------- -С/+ 2-------------- ■։/+։ “

д — 1 ч — 1
_я-т + 1 _  „т

= °/֊» + -- ----------- -------  Х/
д—1

(при / =0 первое слагаемое отсутствует).
Подставляя вместо т/ его выражение через с/, мы придем к 

формуле

ип!т (Ф е01) = ф ((ф* и^) еР1), 
где

Ф* и-/т = £/;.
д«-т+1 _дШ 

д'"֊/— 1 ,։

(д"՜"'՜*՜1 — д1Я)(д՞' — д'"֊/֊1)
и?(д'"֊/ -1)(д'"֊/֊»-1)

+ (_1)ш-/-1 {дп-'^Х - д"')(д"- - д'"-/֊») ■ ■ ■ (д'" - д)
(д'" /_ 1)(д">-/-։ -1)... (д -1) ” -։••

Ясно, что ф* и есть искомый эпиморфизм алгебры Ч"; на алге- 
6ру и« _։ .

Используя выведенную формулу для ф*, мы имеем возможность 
индуктивно найти все гомоморфизмы алгебры Ч" в поле комплексных 
чисел. Именно, зная гомоморфизмы <о0, •••, ?«—։ алгебры Ч"_։ в С
(их кратности равны степеням неприводимых представлений 7*", • • ■ 

՛ ՛’ ^т-1)> мы найдем соответствующие гомоморфизмы алгебры ЧЯ(П (с 
теми же кратностями), как фоф*,•••, эт_։ ф*. Последний гомоморфизм 
<р«1 находится из того, что сумма всех гомоморфизмов (с учетом крат
ностей, которые известны) равна следу. Однако, явные формулы для 
гомоморфизмов алгебры Ч" в поле С очень громоздки, и мы их 
приводить не будем.

2. Собственные значения матрицы .
Лемма, ф* те" = О2л-4т+։ ' " т-1 •
Доказательство. Согласно формулам (7) и (8) из [1], мат

рица те" (при п1<л/2) равна
т

,(л—2ш+/) т + Ц2 (ш—/)(л»Ч/-1) —1) •

Действительно, матрица Л/, участвующая в формуле (7), равна 
в рассматриваемом случае (согласно формуле (8)) числу невырож- 

/£/, В,\
денных треугольных матриц порядка т и вида ( п о‘), которое, как
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легко видеть, равно д,|2(т —1)---(д—1). Применение го
моморфизма ՛>* дает:

т
’ Т՝П<=^ Ч<п-3т+1>т^^^֊П{т + Г- 1) . .(д-1) £/« т_։ 4

/-1
///—1

у (дЛ 1 — д'") д'"-2"'*/)»'-»-։# (т-/Ят-г/-1) (д/п-/_ 1). . .(д _ 1) X 
/-0

(дт — д'» (дШ _ дЖ-*)
(9т-/֊1)-..(д"-*-1) иЦ, т-х

В первой сумме заменим / — 1 на к, во второй—сделаем тривиаль
ные преобразования и изменим порядок суммирования. Получим

т 1
■?* -т = 2 9("՜2'"4 * ■ ’> ",+1/2 <'Я+*М'»֊*֊։) (д"'֊*֊> -1)... (д -1) Щ. -1+

*• -р

ш-1
_|_(д«֊ш + :—дШ) V (д'"-*-։ —1). • ■ (д—1) д<п-2'«+*}т-т-1/2(«-*)(«<-*-։> X 

*-<!

д/(1_д/+1)...(1֊д*)^_]։
/«О

откуда, принимая во внимание, что

2д/(1—д/т1, . ..(1_дЛ) = 1> 
/-Ч1

и-1 ։
"п = д"' д(л-2т+*)/л+1/2(ш+Л)(/п-Л-1) ^т- к-1 — 1). . ,(д_1) Цп

4-0

/Л—1
(дп-,н 1 — дт) У д(л—2т + >) от+1/2 (//н-4)(ш-А--1) (дЛ1-4—1 .

А--0

что и требовалось доказать.
Из доказанной леммы и сказаного выше следует, что собственные 

значения /=0,---, т—1, матрицы после умножения на
д’л 1,н+2։ превращаются в собственные значения (к" ) матрицы , с 
сохранением кратностей, Последнее собственное значение определяет
ся из сравнения следов:

г"т = Чъ՛ - +2 Зр ?ш («я ).

Здесь есть кратность собственного значения <рт (~՞,)» равная 
степени неприводимого представления Г" группы £ (и, к), так что

__________(д-1)_____________________
(дш _ 1) . . . (д _ 1)(д«-Ш _ 1) . . . (д ֊1)
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___________________ (у"—!)••• (ç-1)_______________

(ç"֊1—1)... (q - - !)• ••(<?- 1)
^-1)-(Н)(Г"4-?")_________

(q'" — 1) • • • (v - 1) (7я - ш 1 - 1) • • • (<7 - 1) 
Далее 

_ , (о" — 1) • • • (<7 — 1)So~n = а(«-т>111 ----------- -i----------------- ------ --------------- •

Здесь первый множитель равен диагональному элементу матрицы "я, 
второй множитель равен ее порядку. После несложных преобразова
ний получим

„ (-11 \ -ПШ-lll’—lll■Гт Ч

Пусть теперь 0<s<w. Тогда
ф5 (it”) = ф, (րյ՚) զ՚2" . .ց2ո -4«i+2 — g2m (л-ш)-л (л-։И)

Таким образом, все собственные значения матрицы ՜՞ отличны от 
нуля и являются степенями числа q.

Формула для собственных значений выведена в предположении, что 
т -С 1/2 п. Легко видеть, что матрица равна матрице при 
надлежащей нумерации строк и столбцов. Поэтому в предположении 
т 1/2п для собственных значений матрицы г.” сохраняется прежняя 
формула и только индекс s нужно считать меняющимся от 0 до п—т.
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տանթի տերմիններով և ցույց է տրվում այգ մատրիցների չվերասերվածովյոլնըլ

B. M. ËDIGARIAN, D. K. FADDEEV. On the nonslngularlty of certain matrices 
connected with representations of a semigroup of matrices over finite field 

(summary)

Eigenvalues of matrices with Д — 1 are calculated in terms of fl]. The non
singularity of this matrices is established.
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