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իմրադրոլթյոլնը /անդրում ( այն անձանց, >/»&# *1 հոդվաէնևր հրապարա-
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա .Մաթեմատիկա» ամ- 
սապրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ) է

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գեիկով վերևում։

Հոմ։ական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

Տ, Գրականութ յունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարք և տարեթիվը։

Օգտագ րծված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով,

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է -4,-1 աշխատանքը,

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 15 առանձնատիպեր, 
ե,մրադրո։թյան հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, դիտությոձների ակադեմիայի Տի.

զեկադիր, սերիա *Մաթևմատիկս,»,
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Г. В. АМБАРЦУМЯН

ОБ ОПЕРАТОРАХ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ ТЕПЛИЦЕВЫМИ 
МАТРИЦАМИ

Введение

В статье И. Б. Симоненко [4] и в .книге [1] установлен кри­
терий возможности факторизации ограниченных, измеримых функций 
и матриц-функций в пространствах Ь'о с весом. Там же получены при­
ложения факторизации к решению сингулярных интегральных урав­
нений в пространствах Ьр с весом.

В настоящей статье результаты о факторизации переносятся на 

случай пространств 1Р с весом. Полученные результаты применяются 
для обращения теплицевых матриц.

Факторизация функций, заданных на единичной окружности, в 

пространстве 1Р означает представление отвечающей этой функции 
бесконечной теплицевой матрицы в виде произведении треугольных 
теплицевых матриц (с некоторыми дополнительными свойствами).

Статья состоит из двух параграфов. В первом параграфе рас­
сматривается факторизация функций, во втором-»матриц-функций.

§ 1. Факторизация функций

1. Вспомогательные предложения. Через 1Р (1 р ос) 
обозначается банахово пространство всех двусторонних последователь­
ностей Е= (ЕуНЗ с нормой

Обозначим через Р проектор, действующий в пространстве 1Р 
по правилу: Р {?/}!“ = | ■ • •, 0, ;1։ • • •) и ф = I- Р.

Каждой функции а (£), интегрируемой на единичной окружности, 

сопоставим линейный оператор Та, определенный в пространстве 1Р 
матрицей ___ , где а/(у = 0, ±1, ± 2, •••) —коэффициенты
Фурье функции а (#).

Через обозначается множество функций а (£), для которых 

оператор Та ограничен в пространстве 1Р.
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Приведем две вспомогательные леммы, доказательства которых 
можно найти в [1].

Лемма 1. Если а (1<Р < °°)> то ™яолняется неРа՜ 
венство:

ЦТ,/С > еэв зир |а (Л|- 
!Р о՞’

Лемма 2. Пусть а (#) 0^ (1<Р<°°)- Е^ли а Щ отлична от 
нуля на множестве положительной меры, то хотя бы одно из 
уравнений

(ТаР+О)ч=ь (?ей (Г?Р+(2)ь-= 0(Н 1Ч. р-' +7՜' = 1) 

имеет единственное нулевое решение.
Если <р = {»/}у+2 _ — какая-нибудь последовательность комплек­

сных чисел, то через С9 обозначим матрицу |с/*Цд * > где =
при у—к > 0 и с/* = 0 при остальных у и А, а через — матрицу 
1МХ*__ ,» где Ьц, = Ч!-к при у—Л<0 и Ь]к = 0 при остальных / и к.

Если А = то через А՛ обозначается транспонированная
матрица ||ад||/'ь- «, а через А—матрица Через А՛ будем
обозначать сопряженную матрицу (А)' •

2. Определение факторизации. Пусть Факто­
ризацией матрицы Та в пространстве /Р(1<р<\со) называется ее 
представление в виде

Та = В: Сг„ (1)
где /. — целое число, а матрицы В- и Сг, удовлетворяют следующим 
условиям:

1) ^ =(?/)--« 6 + 9-։ = 1). матрицы В- и
Сч обратимы, причем ВТ1 = Вк, К = (Л/ ^1Ч, СТ՝ = С, ,$=(։/ 6

2) оператор В- РВ-: 1 ограничен в пространстве 1Р.
Лемма 3. В факторизации (1) число ՝л определяется единст­

венным способом, а матрицы В- и С-ц—с точностью до постоянного 
множителя.

Доказательство. Действительно, пусть Та = В-- Тр СТ1 и 
Та = В-՛ 2/^'Сг/, где В:, В--, Сп, С-^ удовлетворяют условиям 1) и 2).

Допустим, что х^>х'. Так как левая часть равенства
Ст,С;?=ВТ՝ Вг- Т^’-т

является нижне треугольной матрицей, а правая часть — верхне тре­
угольной с нулями на главной диагонали, то СГ| С,՜1 =0. Это противо­
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речит определению Ст. Следовательно, х^х'. Аналогично доказы՜ 
вается, что х Таким образом, х. =

Итак, имеем Та = В-Т\*С-,։, Та = В-- Tt* Сг,՛. Из этих ра­
венств следует равенство Ст, С7՝} = В՜՛ В--, из которого заключаем, 
что

Сг, С^ = В]А Bv = al, 

где I—единичная матрица. Следовательно, С,։ = аСт,-, В-= а՜1 В--. 
Лемма доказана.
3. Критерий возможности факторизации в прост­

ранствах 1р. В этом пункте устанавливается критерий возможности 

факторизации матрицы Та в пространствах 1Р.
Теорема 1. Пусть а 1 (t) £ Rp (1 < р < =о). Для того чтобы 

матрица Та допускала факторизацию (1) а пространстве 1Р необ­
ходимо и достаточно, чтобы оператор А = ТаР + Q был Ф-опера­

тором в пространстве 1Р*.
Если А является Ф-оператором, то

х — — ind А.

Доказательство. Доказательство необходимости условий 
теоремы аналогично доказательству, проведенному в [1, теорема 3.1» 
стр. 272].

Докажем ее достаточность. Пусть оператор А= Та Р-Ь Q яв­

ляется Ф-оператором в пространстве lp (1 < р оо) и его индекс 
равен х.

Из равенств

ТаР+ Q=(7’a<-xP+Q)(7/x P+Q) (х>0), 

Го<֊х Р + Q = (Та Р + Q)( Т.-х Р + Q) (X <0) 

следует, что Та.— РQ является Ф-оператором с нулевым индек՜ 
сом. Отсюда и из леммы 2 следует, что оператор Tat— Р Q обра­

тим в пространстве 1Р. Тогда из равенства

Tat՝P + Q=(l—P T^Q) (Та.— P+Q)* (Z+QT^P) 

вытекает, что оператор Та.*Р— Q является обратимым в простран՜ 
стве 1Ч (р-1֊г q՜1 =1).

Оператор А называется Ф-оператором, если он нормально разрешим и 
числа а = dim ker А и $ = dim coker А конечны. Разность х = d— 3 называется 
индексом оператора А.
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Обозначим через ; = {?у} ’ - (• 1р решение уравнения ( Та! ’ Р՜^ 

=е0, а через у = |т;у)±Х (- /<,—решение уравнения (Л՜/1 Р т О г‘ -ее> тле 
е0 = {• • •, 0, 1, О,--՛}. Тогда имеют место следующие матричные ра 

(о;
венства

Та1-՝ С- = —В=-Н1֊Но)А (2)

СТ( = -5, + (Ц-710)А (3)

Переходя в (3) к сопряженным матрицам, получим
с; та1- х = - в; + а -н0) /. <4)

Умножая (2) слева на матрицу С* и учитывая (4), получим

[֊ В\ +(1 +?о) /] с£ = С’г։ [-В, -Г (1 + «о) Л •
Так как левая часть последнего равенства есть нижне треуголь­

ная матрица, а правая часть—верхне треугольная, то отсюда выте­
кает, что

I- в;+ (1 + т7о)/| С: = с; [-В= +(1 4֊ ?о) Л = =0/ =4»1- (5)
Покажем, что ;0=/= 0. Если ;0 = 0, то равенство (5) принимает вид 

(-в;֊|֊/) с.= с; (-£=+/), 
откуда следует, что ;у=0 при у=1, 2,--՛. Но это противоречит то­
му, что ; = есть решение уравнения (Т„։-^ Р + <2) ։ = ео-

Но £ГД[—В,, +(1 -Но) Л = С¥, где <р=|<ру}^ £ ~1Ч, <г/ — — 

(/=±1, ±2,-), ?о = Ео-։; Ъ'С^В,.
где

* = {'Ь 11: С Ц, Ъ = (; = о, ±1, ±2,- • •),

-в=+(1 + ?0)/ = вА, л= (лу)1:е ~1Р, лу=-еу(;=±1, ±2, --), л0=1.

Таким образом, имеем СФС:= С=СТ = /, В-^Вн = В^В՛. = 1.
Умножая (2) на матрицу С? получим Гв«-х= ВлСг, откуда вы­

текает следующее представление для Тп:

Тп = Ви С(.
Нам осталось проверить, что оператор Вц Р В^ ограничен в 

пространстве 1Р.
Рассмотрим два оператора Та1~* Р + Q и (С՜1 Р+ Вц ($ Вл՜1 .
Учитывая соотношения С±։ Р= Р Р, В^1 (^= (^В^С), легко 

проверить, что
[(С֊1Р + ВА3)ВА֊’](Га/_.Р+ 0 = д
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Следовательно, оператор (С՜1 Р + Bf, Q) Bh 1 = ( Ta/-Z Р+ Q)՜1 

ограничен в пространстве ZP. Его можно представить в виде
(G֊1 Р -г В, Q) В֊' = / - (/— Тя_։р) Вл РВ^ .

Без ограничения общности можно считать, что ||Г
1р

Тогда из последнего равенства следует ограниченность операто-
ра Bh Р Bi, в пространстве 1Р.

Теорема доказана.
4. Приложения факторизации. В этом пункте приводятся 

некоторые следствия из теоремы 1.
Те орема 2. Пусть a.-}(,t)CRP и матрица Та допускает 

факторизацию Т, = В- Те Сп в пространстве 1 р (B-Bq = Bf Bi = 1,

Crt с* = c, CI( = /;<? = (т; li: £ Тч, + = bhit:
Тогда при /-<^0

ker (То Р 4- Q) = L {/., £//., • • •, УМ-’Х}, (6)

где U — двусторонний сдвиг в 1Р, определенный равенством

G [?./I/1—« = 1 ՛ * ■» 2 <—1 ?о> ’ ՛' I» а Х= {՛ ՛ ՛ 1 1 > ^о> 0»’ ■ •, 0, фо,
(0) (*) (0)

•pj,---}. При 7.>0
со ker (Га Р+Q) = L (е0, е1։-• V, вх-1), (7)

где е* = {••-, 0, 1, 0, - • •).
(U

Уравнение (Т„ Р + Q) х = у разрешимо тогда и только тогда, 
когда

(LP՜1 ш)(у)=0 (к=1, 2,-

где ш = {..., 0, ?0, »֊1, ф_2,---).
(0)

Доказательство. Пусть *<^0 и х* = L7*_J х (к=1, 2,-• |х|). 
Тогда, учитывая равенства Ст, Сф = Сф СТ| = I, легко проверить, что 
векторы /_л удовлетворяют равенству

(Т„Р+ Q) Lk = 0 (k = 1, 2,- • •, |х|).

Итак, L |z, U7., Ur/,. ■ - ,£/*>-> /} С ker ( Та Р 4 Q). Учитывая, 
что dim ker (7՜,. Р + Q) = |х|, а векторы //. (k = 1, 2,• • •, |х|) линейно 
независимы, получим (6).

Пусть теперь /.^>0. Рассмотрим вектор w = (•.., 0, q>0,
Ю)

£ 1Ч. Учитывая равенства В-, В^ = Bq В- = I, легко проверить, что век­
торы ш* = Z/*՜1 ы (k—1, 2,• • •, /■) удовлетворяют равенству
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(Р7У+ Q) ф*. = (Та Р 4-Q)* ф* = О (Л-=1, 2, •••, *). . 
Следовательно, L |ш, £/։-’w}c ker (ТаР+ Q)*. Но так как
dim ker (Г, Р4- Q)* = х, а векторы фд. (к = 1, 2,-• •, *) линейно незави­
симы, то

L («, £/ф,-• £/*֊> ф| = ker (Та Р + QY-
1 ак как оператор Та Р 4՜ Q нормально разрешим, то уравнение 

(Г. Р 4՜ Q) х = у разрешимо тогда и только тогда, когда f (у) = О 
для любого линейного, ограниченного функционала /, удовлетворяю­
щего условию (FaP+Q)* /=0. Поскольку ®0 =f= 0, то легко заметить, 
что векторы ед- (к = 0, !,•••, х—1) удовлетворяют условию

и,к41 (е*) ֊£= О (к — 0, !,•■•, х — 1),
и, стало быть, ед •- Im (То P-f- Q). Учитывая, что dim со ker ( Та Р 4- 
+ Q) = *> получим (7)."

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда при 
* 0 оператор ТПР 4֊ Q обратим справа, при х^>0— обратим
слева и обратный с соответствующей, стороны определяется 
формулой

(T„P4-Q)f֊» = (rz-։P4-Q) (С~\ Р + B^Q) В ՝. (8)

Доказательство. Как было доказано в теореме 1, если мат­
рица Та допускает факторизацию Та = В-- Tt* Ст, в пространстве 1Р , 

то оператор Та Р 4֊ Q является Ф-оператором в lp, ind ( Та Р — Q) = 
~ *» оператор Tat~*P4՜ Q обратим и обратный к нему определяет­
ся формулой

(Го/-х р 4- Q)֊1 = (С՜1 Р 4- В- Q) ВГ1.
Пусть х<0. Тогда ind (Та Р-Ь Q) = — х>0 и, в силу леммы 2, 

оператор TaP-\-Q обратим справа. Используя представление 
(Пг֊х Р 4- Q) = (Та Р 4- Q)( Г,-. Р 4- Q), получим (8).

При х>0 формула (8) получается из равенства

Та Р 4- Q = (Г0/-хР4- Q) (Г<х Р+ Q).

5. Факторизация в пространствах последователь­

ностей с весом. Через 1Р,„ обозначается банахово пространство* 
всех двусторонних последовательностей ; с нормой

5;Г-(1МД+ 3 IS* W1". 

|* =1

Подробнее об этом пространстве см. в [5].
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Факторизацией матрицы Та в пространстве 1Р. , (1<Ср<С°°) на­
зывается ее представление в виде

Та = В- Т։* С,, (9)
где /. — целое число, а матрицы В- и удовлетворяют следующим 
условиям:

1) ՝ = I'./!-” 6 6».«» т. = 6 1ч.-«(р՜1 + 9՜'= 1), матрицы
Вс и Ст, обратимы, причем В~' = В/,, Л= |Л;С^1 = С։, з = 

= 1«/}-" < 1р. »5
2) оператор В.Р В: ограничен в пространстве 1Р,
Легко видеть, что все предыдущие результаты переносятся на 

пространство 1Р,.. Например, имеет место следующая
Теорема 4. Пусть операторы Т~х ограничены в простран­

стве 1Р. Для того чтобы матрица Та допускала факторизацию 

(9) в пространстве 1Р. -, необходимо и достаточно, чтобы опера­

тор Т„Р 4- 3 был '^-оператором в проотрачотег 1О, ,.
Если ТиР + С является ^-оператором, то

> = — 1пс1 ( ТаР + <2).
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео­

ремы.!.

§ 2. Факторизация матриц-функций

Если Е — некоторое линейное пространство, то через Е„ обозна­
чается множество всех п-мёрных векторов с компонентами из Е, а 
через Е„. „ — множество всех матриц п-ого порядка с элементами 
из Е.

Если X = {Х/,}±“, где А՜* = то будем писать Х£ (1Р)" ,

если {х* }*.?_«.£ 1Р при г, у = 1, 2,•••, п.
Через Гх обозначим блочную матрицу ||Г։т||+^։__в, где Лт =А5֊т

при з — т^-О и Езт — О — для остальных з и т, а через Сх — блоч­
ную матрицу _, где ват= Х3-т при з—т<0 и С4т=0—
— для остальных э и т. Если В = блочная матрица, то
через В* обозначается матрица

Пусть А (С)= Цау* л=1 ~ матрица-функция, принадлежащая 
а —ее матричные коэффициенты Фурье. Матрице-

функции А {',) сопоставим линейный оператор Та, определенный в про-
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странстве (1р)п блочной матрицей *--••• Через Р обозначим
проектор, определенный в (/р), равенством Р = !?/* Pj. i: ։ и Q=/—Р-

6. Определение факторизации. Пусть ДО £(£-)»*» • 

Факторизацией блочной матрицы 7д в пространстве (1Р)п называется 
ее представление в виде

Та = Gx Ти (։) Л, (Ю)
где

1) Х = [XbtZ- - с (L)"; Gx1 = Gs,

2 = {2*tf-- € (К)« (Р՜1 + Q՜1 =1), У=* ! У>№— ՛

/V’ = А, «Г = [ЧГ*|£-_. £ (ТР)п ;

2) матрица-функция U (',) имеет вид 

4/(0=^*^.*-։, 
где > • ■ ■ х, — целые числа;

3) оператор GxP Gx1 ограничен в пространстве (1Р)Я.
7. Факторизация матриц-функций. Основной в этом 

пункте является следующая

Теорема 5. Пусть А (С) £ (.Ь„)г.хл и операторы ТЛ1 ограни­

чены в пространстве (/<,)« (1< "и). Для того чтобы блочная

матрица Та допускала факторизацию (10) в пространстве (lg)n , 
необходимо и достаточно, чтобы Та Р + Q был ^-оператором в

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся несколько 
вспомогательных предложений.

Следуя [1], обозначим через F lP (1 -С P -С 2) множество всех 
функций /(С)^£։(Г), где Г — единичная окружность, коэффициенты 
Фурье которых удовлетворяют условию

Легко видеть, что F 1р(1^р^2) является банаховым про­
странством с нормой

(+ » \ ИрзМ •J----  /
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Через (/’’Л։)4՜ ( (Р !р)~) обозначается подпространство всех функ­
ций из Е 1г, коэффициенты Фурье которых с отрицательными (поло­
жительными) индексами равны нулю.

Очевидно, пространства Е 1Р и 1Р (1 <.р<;2) изометричны. Опе­

раторы, соответствующие проекторам Р и О в пространстве Г 1р 
также будем обозначать через Р н О-

Обозначим через П7 изометрический оператор, отображающий, 
на Из легко проверяемого равенства

АС)Р-О. = ^-’(Тдр-ыи 117 
следует, что оператор Тд Р тО является Ф-оператором в простран­

стве (1р)п тогда и только тогда, когда А ЩР + <2 является Ф-опе­
ратором в пространстве (Е 1Р)п, причем

сИт кег (7д Р + (2)= <Нт кег (А (С) Р -+- <2), 
сИт со кег (ТдР т О) = скт со кег (Л (С) Р + О).

Лемма 4. Пусть 5—линейный, ограниченный, нетривиальный 

функционал над пространством (/ГЛ,)Я (1 «С 2). Тогда суще­
ствует точка Со, ГС0|> 1, такая, что

\C-Co/
Док азател ьство. Обозначим через / изометрический опе­

ратор, отображающий (Г 1Р)~ на !р. Очевидно

Из равенства следует, что достаточно доказать
следующее утверждение: пусть у — линейный, ограниченный, нетри­
виальный функционал над пространством /р. Тогда существует число 
։о> 1’о1 < 1 такое, что <р ({а0, «2,- • а?, - • •}) =^0.

Допустим, что ф ({а, а2, • • • )) = 0 для всех а, |а| 1 и покажем,,
что тогда ср = 0.

Так как ф ({«, а2, • • •}) = а? ({1, а, а2,- • •}), то <р ((1, а, а2,- • •]) =0 
для любого а, |а| 1 и а?=0. Учитывая непрерывность ф, отсюда лег­
ко получить, что ф((1, 0, 0,-••)) = ().

Пусть а = )£=о £ 19 (р~г + д՜’ = 1). Тогда <р (?) = 2 буфу- Из
;=о

равенства ® ((1, 0, 0,•••)) = 0 следует, что ф0 = 0- Доказательство 
проведем индукцией по /. Пусть мы уже доказали, что ф0=ф1=..֊ = 
= =0 и докажем, что ф;-ц = 0.
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Обозначим через V односторонний сдвиг в пространстве 1Р, оп­
ределенный равенством И |;у )0'= [0, ;։, •••) и т;, = 11, ■ • • • |.
Тогда из равенства

а^+2 у], =-г,, — |1, а,а«,..., а'Ч 0, •••)
и предположения индукции следует, что 

а>+։ ф ( = — ?7+։ а>+1 .

Из этого равенства следует неравенство |э;+11-^ |։| которое
справедливо для любого а, |*К 1 и а=/=0. Это и означает, что ф;+1 = 
=0. (При р = 2 это лемма есть задача 6 из книги П. Халмоша 
„Гильбертово пространство в задачах“).

Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть /4Р 4֊ О является Ф-оператором в про­

странстве (Г 1Р),: Тогда можно подобрать такие ра­
циональные, неособенные матрицы-функции С՝) и R? (••), что опе­
ратор + 0 обратим в пространстве (Г 1р)п-

После того, как установлена предыдущая лемма, эта лемма до­
казывается точно так же, как аналогичная лемма из [3].

Матрицы-функции 7?1 (С) и /?3 (?) имеют следующий вид:
01 г ____ Г

п----о о ... О О

о Г] о... о о
*->С֊?0

о о
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где > 1, I'oKb 
п п
V Яу = dim кег (АР ֊1֊ Q), у, ₽; = dim со кег (АР Ч- Q). 
“։ ;=։

Доказательство теоремы 5. Предположим сначала, что 

оператор Та ? + Q обратим в пространстве (1Р)п. Легко проверить, 
что сопряженный оператор Т'л совпадает с оператором Т'л*, где 
л* (С) = |ад/ (Ш-։.

Из обратимости оператора P7x֊|-Q в пространстве (lq)n (р~1 + 
4-д-1=1) и из равенства

РТЛ. + Q = (/т РТА- Q) (ТА* Р + Q)(T- QTa* Р) 
следует, что оператор Та» Р + Q также обратим в пространстве 

(/?)«•
Обозначим через V = (։'*, ?'г, ■ • •, «,я)(/=1, 2, • • •, п) решения урав­

нений

(Гл Р +О) £'=-£«(։= 1, 2,..-, п), (11)

где Е, = (0, • • •, 0, е0, 0, • • •, 0); И1' = Щ £ 1Р( I,у =1,2,-■ ■, п), а 
։<>

через т/ = (т/։, т/2,---, т/")(։"=1> 2,։-։, ”)—решения уравнений
(Га-Р + О/ т/ = Е,(/=1, 2,..., п), (12)

где т/7 = (6 у = 1, 2, - • п).
Из (11) и (12) вытекают следующие матричные равенства: 

ГлЛ=(/п4-и^-^. (13)
Та* Гц = (/я + т(о) — С,„ (14)

где
5 = =||Л-։; /-1; /я=Мл *-ь

/ = Ру* •
Из (14) имеем

Гл = (/п + ^)/-С;. (15)
Умножая (13) слева на Т7՛’ и учитывая (15), получим

[(/я + I- с;] д = г; [(/„ + е0) / - вЕ].

Так как левая часть этого равенства есть нижне треугольная матри­
ца, а правая часть — верхне треугольная матрица, то отсюда следует, 
что

1(/п + /֊ <;;] fe=г; [(/я + ?о)- Gd = ^i=^oi. (16)
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Покажем, что с!е6 % =/= 0. Если Зеб с0 = 0, то это означает, что 
между столбцами матрицы ;0 существует линейная зависимость. Тогда 
из (16) следует, что между столбцами матриц ;* (Л = 1, 2, •••) суще­
ствует аналогичная линейная зависимость. Учитывая, далее, что век­
торы являются решениями уравнений (11), приходим к противо­
речию.

Так как <1еНо=^=О, то матрица обладает обратной матрицей, 
причем последняя также является нижне треугольной. Но тогда из 
(16) следует, что она совпадает с матрицей ;0-1 [ (1п 4՜ ^) I—6^].

Аналогичное рассуждение верно и для матрицы У7’ .
Итак имеем

«г1 [(А + I-(?-» [кл + I- с;| = /, 

(«о՜1 Л;] 1А + У /- с=] = [.(А 4- м /- &] [5Й-։Л’] =

Из этих равенств и из (13) следует, что
Та = [(/„ 4- 6о) I- 6=] ($֊> [(/„ + ^) /— с;ц. 

Но
(«о 4՜ А) I— Сь = бт, где ? = {?>}-- € (А)՞»

= — ?/(/= ±1, ± 2,- • •), ?9 = А, 
а

«О՜1 [(А +- ч5) /- с;1 = Г*. где ф = |-Ы±: С (А)՞«

Ф* = — V (^ = ±1, ±2, • • •), Фо = V •

Таким образом
Та = С,

Покажем, что оператор бРРб__| ограничен в пространстве

(А)«՛ Рассмотрим оператор К = (У^1 Р 4- «7? О)■ 671 • Учитывая соот­
ношения Р Р = /7^'Р; О О±։ <3 = 0^’0, легко проверить, что 
К( Та Р 4՜ О) = /• Следовательно, оператор К = ( Та Р 4՜ О)՜1 огра­
ничен в пространстве (1Р)п- Оператор К можно представить в виде

/Г=7-(/-Г7>)С?РО-*.
Без ограничения общности, можно считать, что ||7^։)<^1. Тогда 

из последнего равенства следует ограниченность оператора б^РО՜1 в

пространстве (1Р)п-
Пусть теперь оператор 7дР 4՜ <3 является Ф-оператором в 

(//,)„. Предположим сдавала, что 1<^р<12. Тогда, согласно лемме 5, 
можно подобрать рациональные, неособенные матрицы-функции (») 

и (С) такие, что оператор 7я։л/г։Р4-О обратим в (А)л. Согласно 
доказанной части теоремы, имеем
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Tr,a r, = Gz F„, 
то есть

R. С) А (С) R3 С) = Д_ С)Л+ (Q, (17)
где

А- (9 = |6?* (9Й *-1 е (FÏP)„-X„, Â+ (Q = |су* (9к*-ь

смС)=2 ïfC'.S М*1’О (М=1, 2,..., П); 
/—о z—г.

д;։(9=М* € №»> Â՜' (9=Ь> №*_.,

.?>* (9 = У g? 3|g{*|’< СО (у, Л=1, 2,..л). 
1-0 1-0

Из (17) имеем для A (9

А (',) = /?Г՛ (С)Л_ (С)Л+ (Q R? (С). (18)

~ —1Элементы матрицы-функции А+ (9 7?2 (9 являются аналитичес­
кими функциями внутри единичного круга, кроме, быть может, конечно- 

го числа точек, где могут иметь полюсы. Факторизуя А+ (С) R> (С) 
[см. 2], получим

Â+ (Z) RÏ1 (9 = М. (9 D (9 Л/+ (С), (19)

где М-\ (С) — неособенные, рациональные матрицы-функции, элементы 
которых аналитичны вне единичного круга, D (9 = ЦЗу* *=i, mj — 

целые числа, а М. (9 принадлежит тому же классу, что и А+ (С).
Из (18) и (19) следует, что

A (Z) = №(9 À- (С) М_ (Q D (С) М+ (С).

Элементы матрицы-функции ÆF՛ (С)Л_ (С). М- (С) D (С) являются 
аналитическими функциями вне единичного круга, кроме, быть может, 
конечного числа точек, где могут иметь полюсы. Факторизуя матри­
цу-функцию ЛГ1 (Q Л_ (Z) М- (С) D (С) [см. 2], получим

/?Г։ (С) Д_ О D (С) м- С) = A- G) U G) С+ G), 
где С±։ (С) — рациональные, неособенные матрицы-функции, принад­

лежащие (F 1р)лхп, U (*) =jS;* Су|[л »-I, > у-» > • • • > *Л — целые чис- •
ла, а А- (С) принадлежит тому же классу, что и А- (С).

Таким образом
А (С) = Д_ (С) и (С) Л. (9, 

где А+ (9 = С+ (9 Л/+ (9- Следовательно
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Та = Та- Ти(п Та+= G֊ Тц (с)

Оператор G-PGT1 ограничен в пространстве {1р)п, так как опе­
ратор G, Р G71 ограничен в (/,)„, а все последующие преобразова­

ния заключаются в умножении А + (С) и А- (С) на рациональные, не­
особенные матрицы-функции.

Достаточность условий теоремы в случае 1 < р 2 доказана. 
Докажем их необходимость.

Пусть блочная матрица 7д допускает факторизацию (10) в про­

странстве (/Р)Л. Образуем оператор

Н= (F;1 Р + GAQ (TJ Р + Q) Gx' .

Представим его в виде суммы трех операторов:

Н= F? Р TJ Р Gxx + Gx Q Гу* Р Gx' + Gx Q Gxx .

Последнее слагаемое ограничено в силу определения факториза­
ции. Второе слагаемое, как легко видеть, также ограничено (конечно­
мерно). Рассмотрим первое слагаемое. Оператор FyX Т^х Р Gxx = 
= Tj1 Gx Р Gxx ограничен, а разность

Ff T^PGX^-^PT^Y G֊x^ = Fy^T^PGx^

как легко видеть, есть конечномерный ограниченный оператор. Следо­
вательно, ограниченно и первое слагаемое, а вместе с ним и Н.

Легко проверить, что оператор Н удовлетворяет равенству

(ГлР + О)Я(7лР4-О)= ГЛР + О,

откуда следует нормальная разрешимость оператора 7дР 4֊ Q [1].
Аналогично тому, как это сделано в [2], можно показать, что 

имеют место равенства

dim ker ( Та Р + Q) = — 2 ху, dim со ker ( Та Р +Q)= 2 *;• 
»/<0 xj>0

Покажем, что числа х/ (/= 1, 2,•••, п) в факторизации (10) оп­
ределяются единственным образом. Действительно, пусть

Тл = Gx- Тц-с.) Fy-, где U՛ (С) — |о,* С А_;> xj > •.. >

— другая факторизация. Тогда имеют место равенства
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dim кег ( Та P4-Q) = — 2 dim со ker ( Та Р+ Q) = 2 */• 
х. <0 Ху>0

Повторяя все Предыдущие рассуждения для матрицы-функции С-ГА(С), 
где г — целое число, получим

5 (*/—г)=2 — г), 2 (v.t — r)= 2
Kj>r *l<r *[<r

для любого целого г. Отсюда следует, что /.у— (j —1г 2,---,п).
При надо рассмотреть оператор Та* Р 4* Q в про­

странстве (lq)n (p~lJr g~ ‘ = 1).
Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть Та Р 4՜ Q является Ф-оператором в про­

странстве (1р՝)п- Если уравнение ( Та Р 4՜ Q) <р = f разрешимо, то 
одно из решений дается формулой ? = Hf.

Следствие 2. Для того чтобы оператор Та Р 4՜ Q был обра­
тим (обратим слева, обратим справа), необходимо и достаточно, чтобы 
все числа X/ были равны нулю (были неотрицательны, неположитель­
ны). В любом случае, обратный с соответствующей стороны совпа­
дает с Н.

В заключение отметим, что все предыдущие результаты перено­

сятся на пространства (1Р, «)л.

Институт математики АН
Армянской ССР Поступила 13.VI.1973

2. Վ. ՀԱ1յ՜ՐԱՐ&ՈՒՍ'ՅՍ.Ն. Տեպլիցյան մատրիցաներով որոշված օպերատորների մասիս 
(ամփոփում)

Ւ. 0. I) իմ ոնենկո յի, Ի. Ց. Գոխրերդի և Ն. Ցա. Կրոլպնիկի աշխատություններում մտցված է 
ֆունկցիաների և մ ատ րից֊ֆոլնկցի աների ընդհանրացված ֆակլոորիղացիայի գաղափաոո 
կշռով տարածություններում և ստացված է ֆակտորիդացիայի հայտանիշըւ

Ներկա հոդւէածում այդ արդյունքները տարածվում են 1ր կշռով տարածությունների վրա։ 
Ստացված արդյունքները կիրառվում են տեպյիցյան մատրիցների հակադարձման համար։

G. V. AMBARTZUMIAN. On the operators, defined by Teoplitz 
matricies (summary)

A criterion of possibility of factorization of limited measurable functions and 
matrix functions in weighted spaces Lp has been established in the works of I. B. 
Simonenko, I. Z. Gohberg and N. Y. Kroupnik.

In this paper the results on factorization are extended to the case of lp sequ­
ence spaces with weights. The results are used for the inversion of Teoplitz matrices.
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М. Д. ДАВТЯН

ОБЩИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ДВОЙНЫМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В настоящей работе изучаются общие краевые задачи для гипер­
болических уравнений произвольного порядка с двойными характери­
стиками. Ранее в [1] был рассмотрен случай задачи Дирихле для 
уравнения четвертого порядка.

§ 1. Разрешимость краевой задачи при конечной числе условий 
на правые части

Пусть в области D = Г X [0, 7], t£ [О, Г], Г —гладкая замкну­
тая кривая, диффеоморфная окружности, х£Г, 0 •£. х ■ ' 2՜ задано диф­
ференциальное уравнение с переменными коэффициентами

(А^а + А3)и(х, t) = f(x, t), (1)
где Aj и А3 — гиперболические операторы порядка т с одинаковой 
главной частью Ао

А3 = Ао + А10> <
А2= АН՜ А^,

ord А10<С пг — 1, ord Ао-С т — 1, ord А3 2 т— 2.
Характеристический многочлен А имеет следующий вид: 

• т
Ад (t, х, А, 5) = П (X — 7*  (х, f) 5), (2)

где т*  (х, ^ — действительны и различны: 7*(х,  t)=f=-[i(x, t) при г => к 
и всех (х, t) ^D. Будем предполагать, что функции и(х, t), f (х, f) и 
коэффициенты операторов Аг, А2 и А3 бесконечно дифференцируемые 
и периодические по х с периодом 2՜. Рассмотрим для уравнения (1) 
следующую краевую задачу в области D:

Bj\ и(х, 01/=о = gj\ (х), 1 </ '< т,
(3)

Bj2 и (х, f)|<= Т = g}2 (х), 1 < т,

о /, \ д Л d д \где £>ji It, х, — > — I и Dj2 It, x, — ) удовлетворяют некоторым 
\ dt дх/ \ ot дх/

дополнительным условиям, которые будут сформулированы ниже. 
Пусть w*  (х, t) = с (к — 1, 2, • • •, т) — к-roe семейство характеристик 
581-2
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оператора Ао (/, х, - » —V Согласно определению, шл (х, удов- 
\ д( дх)

летворяют уравнениям

0*̂ =:0, (4)
д{ ' ’ дх

Для ш*  (х, {) возьмем следующие начальные условия: 
ык(х, #)|/_о = х, 1-СЛ-^/п. (5)

Как и в [1] будем искать решение уравнения (1) в виде „плоской,, 
волны а*(х,  /)/(а»*(х,  /)) (Л=1, 2,--, т), где /(х) — произвольная 
гладкая функция одного переменного, а*  (х, /) — функция класса С" 
будет подобрана ниже.

Предварительно сделаем следующую замену переменных:

t = t,
(6)

у = игь(х, /), 
Обозначим м0(/, = х), д) =’л (6 х). Тогда операторы
До, А„ А, и А3 примут вид 

A0(t, х,—> — ) = Д 
\ dt дх)

jo) Ьт (0) д"‘
— а’ч ' , dm— 1 —---- - —

dy™ dym l dt

. од dm (0)■г ао о----- г от—\
dtm

t, у,

„io>» ат—2

dt ’ ду 
dm

дут~гдР
б»"»՜1

дут~
где а(я,= 0, а1,!!1-! =/= 0 при любых (у, /)

А"(!՛ х’д>'д^) = у’л

= + огалй1.
dlյ'n -1

4՛ -4՛ £)=<'•’■■

= 1 - -------  Н----- , ord < т — 1;
ду'”- 1

А^՝ х’Т’/) = ^й,6>
\ dt дх / \ dt ду)

J2 т— 2
= с2-я-2 у) л 2 2 + ■ • •, ord Дз0> 2/п —2.ду1т~*

Применим оператор + Д£0) к ։мД. Имеем
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(А^АР + ЛН (а*о  (6 у)/*  &)) =

= (ат—1 — О.т’-2^ (ат’-! — 4-Ол-։^ 4- С2т-1 а«0 (Л у) А2՞՝ Л^) 4֊

; (7)
2т-3

+ 2 ?/(*»  у) АЛ(у). К*<т,

где 
„(1) _ 1(0) , ,(1) (2) _ , (0) . ,(2)ат-2 = От-1 + От-1. От-2 — О-л-1 + От—1.

Потребуем, чтобы коэффициент при Д2՞1՜21 (у) обратился в нуль

или
С] (6 с2^> У)֊^ + «»(<> у)7*о(*,  у) = 0, (8 )

<?Г 01

где с։, с$, с։ — некоторые новые коэффициенты, сх #= 0 при всех 
(<, у) Уравнение (8'), как обыкновенное дифференциальное урав­
нение второго порядка, зависящее от у как от параметра, имеет два 
линейно независимых решения а.О1 (6 У) и %02 (<. у)-

Наложим на область О и уравнение (1) следующее дополнитель­
ное условие:

не существует решения уравнения (8х), обращающегося в 
нуль на концах отрезка [0, Г] при любых у для каждого

к(к=1, 2,---,т). , (9)
Для определенности пусть

а*м  <°> У՝) = 1« “ми (Т> У> = °>
(Ю) 

«*о>(О>  у) = 0, «м«(^ 0) = 1 (к = 1, 2,-•т).
Условие (9) всегда выполнено, если Т достаточно мало.

Теорема 1. Пусть выполнено условие (9) и пусть граничные 
операторы Вр и Вр удовлетворяют условию типа Шапиро-Лопа- 
тинского (23), (28). Тогда краевая задача (1), (3) нормально разре­
шима (т. е. существует лишь конечное число гладких решений урав­
нения (1) с /=0 и нулевыми граничными данными (3), и гладкое 
решение задачи (1), (3) существует при всех достаточно гладких 
/, ЯП н 8р(у = 1, 2,•••» т), удовлетворяющих конечному числу ус­
ловий ортогональности).

Доказательство. Приведем следующую лемму из теории ги­
перболических уравнений.

Лемма 1. Пусть рассматривается уравнение
Ли = /. (И)

где А — гиперболический оператор т-го порядка. Тогда существует 
оператор 7? такой, что и = R/ есть решение задачи Коши для урав­
нения (11) с нулевыми начальными данными
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и = О,
ди
д1

= 0, ••
д'п и
дГ՜1

причем R имеет порядок —т + 1, т. е.

8/г/Ь+т-1<сЦЛ» уз>о.
где [I- • -Ц — норма Соболева-Слободецкого на 2) (см., например, [7] 

Доказательство леммы 1 см., например, в [2], [6].
Пусть 7?! — оператор, дающий решение и = R!/ задачи Коши

Д1И = /,
(12)

—I =0, 
<Н<-о 1 к -С т—1,

а. Ri— оператор, дающий решение и = R2f задачи Коши

(13)
д*и
дИ 1=0

* Таг называются операторы, отображающие функции и (х), равные нулю при 
։ < С в функции также обращающиеся в нуль при х < (.

1С т — 1.

Рассмотрим уравнение
(АЛа + А)и(х, е) = ^. <14)

Решение уравнения (14) будем искать в виде
и = RշR■1v, (13)

где V — неизвестная функция. Тогда имеем
V 4՜ А^ЛЪ-р = g. (16)

Оператор А^^г имеет согласно лемме 1 порядок 0՛ Кроме того, 
можно показать (см. [2]), что оператор — вольтерровский*
оператор, обладающий следующим свойством:

։А37?.,/?1'ц||т.(л.г,| < с]' — Г։М,.[Г|. г,], (17)
где 7\— 7։ достаточно мало. Здесь через ||- ■ [г„ т,] обозначена нор­
ма Соболева-Слободецкого в области Г X [ 7\, 7^]. Следовательно, 
как показано в [2], уравнение (16) имеет решение

^ = (/+д։/г.л)-1я> (18)
где 7—единичный оператор. Из (15) и (18) имеем

и = RtRi (I ֊ А^)֊՝ 8 = (19)

где порядок оператора /?0 равен — 2/п-{-2, огс!/?0-С — 2т+ 2. Таким 
образом, доказано существование решения и = Rog уравнения (14). 
Если подставить в (1), (3)

н = Rof+ ш, 
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то для из получим следующую краевую задачу:
(АгА,+ А3) ш = О, (Г)

В» V) (х, 01(=|, = (х), 1 </ < т,
О')

Вр -ш (х, (х), 1 С / < т,

ГАе п;\‘ = £/2 = З/г —г

Найдем теперь общее решение уравнения (!'), зависящее от 2т про­
извольных функций. Записав выражение (7) в исходных координатах 
/их, получим 

2т-3
(Л։Л.. + Л։)(з*(/,  х)/л(ш*(/,  х)) = 2 ?/(/, «)/?’ (шА(/, х)).

/ =0
Если функция V выбрана так, что

(Л։Л2 4-Л։) (а«/« + и) = 0, 1<£<т, г = 1, 2,
то 

2 т—3
(М+4>= /=1,2. (20)

/-0
Если положить

Лт- 3 х
* = Д>( 2 М', х)/Й’(«,*(/,  х))),

х У=0 '

то v удовлетворяет уравнению (20) и

v = Tbifki,
где . •

ord Ты — 1 (к = 1, 2, • • •, т), (/ = 1, 2).
Таким образом, для решения w (х, /) мы получили следующее выра­
жение: 

т
w (х, 0 =2 (a4l (х, t)fn (wA (х, /)) + аи (х, /)/л2 (wk (х, /)) + 

t=i
(21)/п 2

+ 2 2 Tktfki(wk(x, /)), ord 7*J<  —1, 
Л-1 l-l

где fki, fit2 — произвольные функции. Функции fki(x) подберем так, 
чтобы выполнялись граничные условия (3'). Для этого подставим (21) 
в граничные условия (3). Получим систему интегродифференциальных 
уравнений относительно fki (х). Действительно, имеем

ord = mji, ord B^ = тр — 1.
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Таким образом

3«, х)| вй1 (о. х, ) АТ"’ X) ) +
1/-0 \ <-о дх . ‘-о

т т I 1 /.
4-2 2 ₽/р*1 (*) Д?’(*) + 2 2 ₽/р» (*)/#(*)= ^ (*)’ <22) 

4-1 р-1 *-1 р=\
1 < / -С т.

Отметим, что в (22) нет членов, содержащих У^1 \ так как согласно 

(10) а* 2 (/, л)|1=о = 0.
Учитывая (4), (5) и (10), получаем
т т n^յ1—l
2 В^(0, х, 7*(х,  0), 1)/Мх)+ 2 2 ?/р*1  (х)/#’(-<) +
4—1 ‘ 4—1 р—1

(22')
т т:1 — 1

+ 2 3 ?^2(х)Л?,(х) = ^})(х), 1<;<т.
4-1 р-1

Потребуем, чтобы

det 15^(0, х, -м (х, 0), 1)£ у_։ Ф 0. (23)

Это есть условие Шапиро-Лопатинского при t = 0 для разрешимости 
краевой задачи (1), (3).

Продифференцируем систему (22՜) т0 — mji раз, чтобы уравнять 
порядки производных функций /*1  (х), 1 т0 max (mji, пцъ).

i
Отметим, что оператор дифференцирования на коне.чном отрезке яв­
ляется нетеровым оператором. Поэтому из нормальной разрешимости 
продифференцированной системы (24) будет следовать нормальная 
разрешимость исходной системы (22'). В результате дифференцирова­
ния система (22') примет вид

Щ т пи—1

(24)

2 Bj?>(0, X, 7*(х,  0), 1)/1Г-’(х) +2 2 &>*1  (x)/lf(x) +

/По—1 /ГПо—т (1) / \4֊ 2 2 ₽^2(х)/Л‘(х) = ֊^-------- 1<у<т,
*-1Д} dxп“-mJ^

где Р/р\1, Э/7>*2  — некоторые новые известные функции. Разрешим 
стему (24) относительно /*Г ։> (х). Получим

си-

т :nQ— 1 П.’

(х) = 2 2 ?а։(х)/Й>(х)+2 2 ₽1%2(х)/^(х) + ^(х). (25)
7-1 Р=1 *_1  р=1

Проделаем теперь то же самое при t = Т. Имеем
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г«»«,х) я;;-(т-,х.х) )+ 
*_! ։-т \ 1г—Г Ох \м/ ։^т

ш т/2— 1
+ У 2 £л>*1  (х)/*̂(ад*(6  х)|<_г) 4- (26)

*—1 р—։
т тд—1

+ 2 2 (х)/#’(«н(г, х)|г=г) =£р’(х),
4—1 р-1

1 < / •< т.

Здесь нет ухе членов е /"«>, так как согласно (10) я«(/, х)|/=г=0.
Учитывая (4), в (26) будем иметь

У (Г, х, ^(х, Т), I) (дш^х'
\ /7 V Л) +

т Шд —1
+ 2 2 1]ркх м ^\-шк(х, Г)) + (27)

*-1 р-1

т П1п—\
+ 22 йр*2 (х) № (№Р (X, Т)) = (х),

4-1 р-1
1 -С ] ГП.

Потребуем, чтобы
ае1|5}Й)(7’, х, и (х, Г), 1)||?,;=։;^0.

Продифференцируем систему (27) т0 — т/2 раз. Получим
(28)

(29)

2 В\? (Т, х, ук (х, Т), 1) ПУ՞ /1?’ («,*  (х, Г)) +
г-1 \ дх ;

т тл—т /Ло—1^.
+ 2 2 ?^(х) ЛГ(«»А(х, Л)+2 2 №1 (х)/й’(~*  (х, Г))= 

/:-։ р-1 А-1 р=1
^ть—тгч (1) / 
_ 81*
^хт,-т12

1 -С/ т.

Разрешим систему (29) относительно /*2 о) (го*  (х, Г)), имеем

/^(аЧ (X, Т՝)) = 2 И № (№4 (X, 7)) +
/-1Р-1 

т т։—1
+ 22 (х) //’ (ПЬ (X, ТУ) + Я/4 (х).

*=1 р=1
(30)
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Отметим, что
дшь (х, Т) . _———’----  =*=  0 при всех х^1 •

дх
(31)

Действительно, пусть рассматривается дифференциальное уравнение с 
частными производными первого порядка вида

к-^-Ь(х, 0|‘(х, 0 = 0, (32)
(Л дх

где Ь — заданная функция переменных (, х. Покажем, что если 
ц(х, 0=/=0 для некоторого ( = (0> то ц(х, () АО для каждого (. Для 
этого сделаем замену переменных

{ = (, у = и>к (х, I).

Обозначим р(£, х) = |10(Л у), 6 (/, х) = 60(/, у). Тогда уравнение (32) 
запишется в виде

»)>֊.«, »>=0.

Получили обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка, 
зависящее от у как от параметра. Решение его имеет такой вид

1*о и. у) = 'г*о(^о> У) ехр

Отсюда следует, что Но (^, у) = {*(<>  х) отлично от нуля для всех 
Теперь, если продифференцировать уравнение (4) по х, получим

д-и^к . д-гик д^к ди>к——------Чк (х, 0 — ------------—
О(дх ох*  дх дх

= 0, 1 -С к -С т. (4')

Обозначим -= Н*  (х, (). Тогда уравнение (4') запишется в
виде

(х> и. (х, () = 0.
дt Ох дх

Учитывая условие (5), согласно вышесказанному, получаем, что 
х)

——- ------== 0 для всякого ( £ [0, 7]. Следовательно, в (30) можно
Ох

при каждом 1 к т сделать замену переменных (в силу теоремы 
о неявной функции)

у = -и>к(х, Т), 1 к -С т. (33)

Таким образом, система (30) принимает следующий вид: 
т гп0—т т9—1

/«” (у) = 2 2 (У)(у) +2 2 (У) № (у) + 0^4 (у\ (30')
;=1к-1 р-1
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Покажем, что система (25), (30) нормально разрешима. Обозначим че­
рез F(x) вектор (/։։ (х), /я(х),-• /mj (х),-• /л,2(х)). Проинтегри-
руем каждое уравнение системы (25), (30՜) тп0 —раз, наложив на/"(х) 
конечное число условий

Г(Л(хо) = О, 0</<т0-1,

где х0 — произвольная фиксированная точка на Г. Тогда система (25), 
(30') примет вид

F(x) -ЛЧС (34)

где Т—сглая;инающий оператор, ord Г< — 1, a G—известная пра­
вая часть. Система (34) является нормально разрешимой (см., напри­
мер, [10]). Следовательно, нормально разрешимой является и интегро- 
дифференциальная система (22'), (27). Таким образом, при выполне­
нии конечного числа условий на правые части /(х, t), gjx(x), g]2(x) 
существует решение u(x, t). удовлетворяющее уравнению (1) и крае­
вым условиям (3).

Прежде чем приступить к доказательству конечномерности про­
странства решений краевой задачи (1), (3) с нулевыми правыми частями

(А2Аг + Л։) и (х, 0 = 0. (1")

Вц и (х, ОЬ-о = 0, Bjz и (х, t)|։ _ т — 0, (3")

1 < / < тп.,

отметим следующий важный частный случай краевых условий (3), 
удовлетворяющих условию Шапиро-Лопатинского

= (л).."-,
дт -։ и 
Ofn-X /-0

dm и
(3'")

Smjto’

“L_r = Я։г(х)>- = Sm2dtm֊1 t^T

т. е. условий Дирихле. Проверим, что для задачи Дирихле выполне­
ны условия Шапиро-Лопатинского (23) и (28). Действительно, опреде­
литель (23) имеет в данном случае вид

1 1 1
dwx (х, 0) dw2(x, 0) dwm (х, 0)

dt dt dt

dw1(x, 0) \m-։ / dws (x, 0)\m~l 
dt / \ dt /

/dwm (x, OA՞1 -1 
\ dt )
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1 1
71 (х, 0) 73 (х, 0)

1

7 т (х, 0)

(7։ (-С. 0))т ֊> (7«(*.  0))т-։ ••• (7ш(-г, О))-1՜’

= П (7/(х, 0) —7;(х, 0)), т. е является определителем Вандермонда, 

который =^=0 так как 7/#=7/ при /=/=/• Здесь мы пользовались усло­
виями (4) и (5). Точно так же при (— Т имеем

1 1 1
71 (х, Т) 7»(х, Т)--- 7т(X, Т)

(71 (х, Т)Уп~х (7а(х, Г))"'՜1-•'(7т (х, Г))՞՛ ։1
= И (7; (х, Т)—7/(х, Т)). То есть снова получили определитель 

\<1<) ш
Вандермонда, который опять-таки =/=0, так как 7/=/= 7/ при г =/ и 
всех (х, г) ££>. Следовательно, задача Дирихле разрешима при конеч­
ном числе условий на правые части.

§ 2. Конечномерность пространства решений краевой задачи 
(1), (3) с нулевыми правыми частями

Рассмотрим следующую однородную задачу Дирихле 

Дп = (Д։А։ + Дз) и = 0,

_<?и1
'~Т ” О1т-11-г

Докажем, что краевая задача (*),  (**)  имеет лишь конечное число ли­
нейно независимых решений. Для этого рассмотрим краевую задачу 
для формально сопряженного к А оператора с нулевыми данными 
Дирихле:

Д*̂  = 8, (*')

<0 = ֊
</# И—о

дт -1 V-՛
дт р|
д1т~х |,_т

(*'*')

Если и(х, /) и и(х, {) удовлетворяют нулевым условиям (*)  (**),
(*')  И (•'*'),  то
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(Au, v) = (и, 'A*v)  — У I ск —֊— -------— dt = (и, Д*и).
"։J дС дгт~1~к

Итак
(Аи, и) = (и, A*v).

Ранее было доказано, что при выполнении конечного числа усло­
вий на правые части f (х, t), gJ} (х) и о^(х) существует решение 
и(х, t), удовлетворяющее уравнению (1) и краевым условиям (3). А 
так как оператор А.՛ имеет тако . же вид, как и оператор А, то ана­
логично предыдущему можно доказать, что при любых гладких g, 
удовлетворяющих конечному числу условий ортогональности, суще­
ствует решение задачи (*')>  С*'*՜).  Итак, пусть и(х, t) удовлетво­
ряет (*)  и (•*).  Тогда для любых v (х, t), удовлетворяющих (*'*'),  
получим

(и, 4*t»)  — (Au, v) = 0.

Таким образом, (и, А'։г՛) = 0. Это означает, что и (х, f) ортогонально 
к области значений оператора А*.  Ортогональное же дополнение к 
области значений оператора А*  конечномерно. Отсюда следует, что 
подпространство таких и(х, t) также конечномерно. Как следствие из 
нормальной разрешимости задачи Дирихле вытекает следующая

Лемма 2. Любое гладкое решение уравнения
Au — (AjAs 4֊ 43) и = 0, 

удовлетворяющее конечному числу условий, представимо в виде (21) 
■ т m2*

U (х, t) = 2 (a*j/*i  4՜ “ajAj) +• 2 У| TklfkO (36)
*-։ *=i  ;=i

ord Tki -C — 1.
Доказательство. В силу нормальной разрешимости задачи 

Дирихле существует не более конечного числа линейно независимых 
решений однородной задачи (*),  (**).  Обозначим их их (х, t),- • uY։(x, t). 
Пусть теперь и(х, /) — решение уравнения

(АА + Л։)в(х,0 = 0. (Г)
Наложим на и (х, t) условия

(и, nft) = 0, 1 < Л < М, (37)
и обозначим

d'"-1 и
8п (х) = иЬ-о, • • •, gml (*) = -—7֊ ,

UI t—0
dm~lu

,?з։ (x) = n|z_ 7, • • •, Sm! (x) = t J

Из нормальной разрешимости задачи (1"), (3") следует, что при на­
ложении на правые части в (3'") конечного числа условий ортогональ­
ности вида
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?.($„. ?Я’)+5(^, ^ = 0, . (38>
/—•1 ‘ =1

где ?<*>,  <?£> (1<к<Л/) —некоторые фиксированные функции, найдет­

ся функция вида (21)
т .

и(х, 0=2 (а.Дх.ОЛ, («*(*,  ')) + %։(*,  *)А»  <«*<* ’ *> ” +

(39)
т 2 

т2 2 ^/„(»»(х, 0). 
*-1 >—1

удовлетворяющая (1") и (3").
Подчиним также и и (х, /) условиям (37)

‘ (ц, и*)  = 0, (40)
А

что сводится к дополнительным условиям на и(х, /). Югда и (х, /) = 
= и(х, /). Таким образом, если и (х, 0 — произвольное гладкое реше­
ние уравнения (1") такое, что выполнено конечное число условий (37), 
(38), (40), то и (х, /) может быть представлено в виде (21). Лемма 2 
полностью доказана.

Перейдем теперь к доказательству конечномерности простран­
ства решений краевой задачи (1), (3) с нулевыми правыми частями. 
Итак, пусть и (х, I) — решение однородной системы

(АА + л։)и(х, о = о, (1")

и (х, 01<-о = 0, 1 / -С т,
О") 

5/2 а (х, 0||-г = 0, 1<^у^пг.

В силу леммы 2 существует лишь конечное число линейно независи­
мых решений уравнения (1"), которых нельзя представить в виде (36). 
Если же и (х, 0 представима в виде (36), то, подставив (36) в гра­
ничные условия (3"), получим в силу результатов § 1 нормально раз­
решимую систему относительно /«, /и (1-Ск-С/п) с правыми частя­
ми, равными нулю. Следовательно, линейно независимых решений 
уравнения (1"), представимых в виде (36), и удовлетворяющих нулевым 
граничным условиям (3"), также конечное число. Таким образом, про­
странство решений однородной краевой задачи (1"), (3") конечномер­
но. Из результатов § 1 и § 2 вытекает нормальная разрешимость крае­
вой задачи (1), (3).

§ 3. Теорема существования и единственности 
для уравнений специального вида

В этом параграфе мы рассмотрим задачу Дирихле для частного 
вида уравнения (1), что позволит доказать вместо нормальной разре­
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шимости однозначную разрешимость краевой задачи. Пусть дано 
уравнение

А*Аи  (х, () = / (х, 0 в £>, (41)
где А — гиперболический оператор порядка т, характеристический 
многочлен главной части которого Ай имеет вид 

т
Ао (х, I, /֊, о = П СА - ч*  *)•  (42)

где, как и в § 1, 7*  (х, <) — действительны и различны:

7*(х,  /)=/=7У (х, /) при к=/=] и всех (х, О ££>;

Л*  — формально сопряженный с А оператор, т. е. А*  сопряжен с А, 
в смысле теории распределений

У Аиис/х— у иА*и  с/х = 0 у и, Со” (£).

I) й
Для уравнения (41) поставим следующую краевую задачу:

дк~' и (х, 0 _ 0
л*-’ Г-0

(43) 
1ц(х’ 0 =0 (к = 1, 2,-• •, т).
Л*֊1 /-г

Мы докажем существование обобщенного решения задачи (41) 
(43) методом эллиптической регуляризации. ИргГ этом обобщенное ре­
шение задачи (41), (43) для /(х, получается как предел при
г -+ 0 решения задачи Дирихле для эллиптического уравнения

(А*  А -Н(- Д)”) п(х, О = /(х, 0 (44)
с граничным условием (43), где Д— оператор Лапласа. Как известно 
задача Дирихле (44), (43) однозначно разрешима (см., например, [8]). 
Пусть и, (х, I) — решение задачи (44), (43). Для доказательства су­
ществования предела при а -»0 для решений задачи (44), (43) устано­
вим равномерную по в оценку нормы в соответствующем пространстве. 
Предварительно введем некоторые пространства функций. Пусть 
г ^>0 — целое. Обозначим через Нг (Г) — пространство Соболева 
функций с нормой

дки
<?х*

2
Их.

Пространство В,(Т) определим как замыкание функций и (х, <) клас­
са С~ на £)(х£Г, [0, 7^) по норме

|[и (х, 0]|։ = У тах [В*  и (х, ;)!«_«, 
*-и0</<г 
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где а > 0 — целое, [и]г — норма в Нг (Г). Перейдем теперь к получе­
нию оценки для и, (х, /), не зависящей от а. Умножив обе части (44) 
скалярно на и, (х, Г), будем иметь

(ЛМв, +«(-Л)-»и„ и.) = (/, «.)• (45)

Отсюда после интегрирования по частям, с учетом граничных усло­
вий (43), получим

(Аи,, Аи,) -4֊ в ((- Д)" и,, и.) = (/, и,). (45')

Далее, интегрируя по частям и учитывая условия (43), для второго 
слагаемого в левой части последнего равенства получим

((-Д)ти։, И;)>СЦвХ>0,
где норма рассматривается в пространстве Соболева Нт (И). Из (45՜) 
имеем

< К/. “,)1 <ЩоИ«Л МЦЛ՜ + (46)

где «х 1 может быть выбрано сколько угодно малым, С\— некоторая 
константа, зависящая от я. Обозначим через На замыкание гладких 
функций, удовлетворяющих условиям (43) в норме 1Аи{0. Из теории 
задачи Коши для гиперболических уравнений следует справедливость 
оценки

1[и։]|я_1<СИ«Л, (47)

так как А — гиперболический оператор и и, при 1 = 0 удовлетворяет 
нулевым данным Коши (см., например, [2]). Таким образом, из (47), 
следует, что НлсВт—\, причем функции из На удовлетворяют нуле­
вым граничным условиям (43). С другой стороны, очевидно, что

Н<7’1[“.]1Х7’|[и,]|’т_։, (48)
так как 

г
Т’ чпах (’|н,|։Жг= Г|[а,]|*.

о г ‘г

Из оценок (46), (47) и (48) имеем

•№ + С.|/Е > =֊֊ +7 И“.|»։ > ֊

или

Г» Сгде — некоторая константа. Если мы возьмем я < —-, то
2

Ив|,<2С։|/||0, (49)

где С, не зависит от а. Неравенство (49) означает, что и։ равномерно 
ограничены в норме пространства На.
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Так как На — гильбертово пространство, то мы можем так выде­
лить подпоследовательность, обозначаемую также через и,, чтобы она 
слабо сходилась при г —- 0 к функции и0 из пространства На- Перехо­
дя к пределу при г — 0 в равенстве

((Л*Л  + в(-Д)т)и., <?)=(/,?)

или после интегрирования по частям в равенстве

(% (Л*Л  ННП*?)  = (/, ?), 

справедливом для любых ?£С<7(/)), получим

Ч. Л*Л֊)  = (/, ф), 
то есть

Л*Л Ыо = / (50)
в обобщенном смысле.

Далее, так как и£Н\С.Вт то и0 удовлетворяет условиям (43). 
Таким образом, доказана

Теорема 2. Если / (х, I) принадлежит пространству //0(£>), 
то краевая задача (41), (43), где А — гиперболический оператор, 
а Л*  его формально сопряженный, имеет обобщенное решение в 
классе Вт-г(/Э), удовлетворяющее нулевым граничным условиям 
(43).
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1ք. Դ. ԴԱՎԹՅԱՆ. Ընդհանուր եզրային իւնզիրներ բարձր կարպի կրկնակի բնութազրերով հի­
պերբոլական հավասարումների համար (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում են կրկնակի բնութագրերով հիպերբոլական հավասարումներ։ 
Բնութագրերի մեթոդի միջոցով, որը զուգակցված է ինտեգրալ հավասարումների տեխնի­

կայի հետ, ապացուցվում է ընդհանուր եզրային խնդրի նորմ այ լուծևլիութ յունը։
Ավեչի նեղ դասի հավասարումների համար է[իպտիկ կանոն ավո րմ ան մեթոդով ստացված 

I; Գիրի խլեի խնդրի միարժեք լուծելիությունը։

M. D. DAVTYAN. General boundary problems for hyperbolic equations 
of higher orders with double characteristics (summary)

The paper concerns the hyperbolic equations with double characteristics, for 
which normal solvability of general boundary problem is proved by the method of 
characteristics comained with the technique of integral equations. For a special class 
of equations the solvability of the Dirichlet problem is obtained by the method of 
elliptic régularisation.
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Б. А. СААКЯН

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ДРОБНОГО 
ПОРЯДКА И АССОЦИИРОВАННЫЕ С НИМИ

<Р/ >-АБСОЛЮТНО-МОНОТОННЫЕ ФУНКЦИИ

Как хорошо известно, абсолютно-монотонные в смысле С. Н. 
Бернштейна функции представляются рядами Тейлора-Маклорена ([1], 
[2]). В статье [3] для любого р>-1 было введено понятие <^р ^-абсо­
лютно-монотонной функции и доказана ее разложимость в обобщенный 
ряд Маклорена по степеням [лгя‘р}о° (р^>1), что при р = 1 сводится к 
теореме С. Н. Бернштейна об абсолютно-монотонных функциях.

В предлагаемой статье для любой последовательности чисел 
{ру}" (Ро = 1> Р/>1» У = 1, 2>֊”) вводится понятие ^абсолютно- 
монотонных функций и исследуется вопрос об их представимости.

В § 1 после изложения некоторых основных свойств интегродиф- 
ференциальных операторов £)° Римана-Лиувилля приводится определе­

ние основных операторов Л/, Д;(/>0) и доказываются предваритель­
ные леммы.

В § 2 вводится класс < р,->-абсолютно-монотонных функций и 
устанавливается, что он не пуст (теорема 1).

Далее исследуется вопрос о представимости ^-абсолютно- 
монотонных функций при двух различных предположениях

V — =).»= 4֊ оо и 
7=1 Р/

У —- = >֊- <Հ + оо (теоремы 2 3).
£р>

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1. (а) Пусть / (х)— произвольная функция из класса £ (0, /) 
(О I 4- оо). Интегралом от / (х) порядка а (0 < а < -|- оо) в смысле 
Римана-Лиувилля с началом в точке х = 0 принято называть функцию

^-7(х)^£>-/(х)^֊1-С (х-0-7 (О Л, *€ (0, /), (1.1)

I (я) и 
о

а интегралом от / (х) порядка а с концом в точке х = I принято на­
зывать функцию

I
1 (X) = ֊ С (# - X)-’ / (о Л, X 6 (0, Г). (1.2)

1 (а) и

581—3
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Приведем некоторые используемые в дальнейшем свойства* операто­
ров 2?՜’, ”.

1’. Для любого а (0<я < + со) функции / (х) = £>-’/<х), 
2);-’/(х) определены почти всюду на (О, I) и принадлежат классу 

Ь (0, 2).
2°. В каждой точке Лебега функции / (х) и, следовательно, 

почти всюду на (0, 2)

Нт £)-*/(х) =/(х). (1.3}
а-* О

Ввиду этого оператор О (х) при а = 0 естественно определить та­
ким образом:

2>-о/(х)=/(х). (1.3')

Пусть / (х) £ 2. (0, 2) И при данном а (0 < а < 1) функция £> / (х)
почти всюду на (0, 2) имеет производную (не обязательно сумми­
руемую).

Тогда функция

,Д’/(х)=Д’/(х)^у (1-4)
бх

называется производной порядка а. от функции / (х) с началом в 
точке х = 0.

Ввиду (1.3') при а = 1 получим

^/(х) =֊-/(х)=Г(х). 
ах

В случае же а ='0 получим

£>° / (х) = / (х). (1.4')

3°. Если функции /* (х) £2.(0, 2) ( &= 1, 2) таковы, что при 
данном а (0 а со)

А(х) 2>гЛ(х)€А(о, 2),

то справедлива формула

I I
/1 (х) £),-/, (х) бх = к (х) 0О-“ А(х) бх. (1.5)

е о
4°. Если ? — 1 и а £ [0, 4“°°)э то имеет место формула

5°. Если — 1 и а£[0, + со), то для любого х (0 <^х<^ 4- со) 
имеет место формула

Эти свойства с доказательствами приведены в книге [4] (гл. IX), а также в 
статье [5].
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։ |(х-----= _(х------------
1Г(1+?) I Г (1+«+₽)’

6°. Пусть 1(х)£Ь (О, I) и "(0-С-:^1) — независимый параметр, 
тогда для любого « (0<^а<-г °°) “ х (0<^х</) справедлива фор­
мула

{0£>֊*/(о)}с^ = х’ {£>֊«/(хгО)„-„ (1-7)

где в правой части оператор 1+՜* берется по переменной V.
7°. Пусть { (х) — неотрицательная функция из класса Ь (0, /), 

тогда для любого а (0 < я < + °э) и хр х2 (0 •֊< хх -С х2 < Г) имеет 
место неравенство

хР~а/ (х)>х/>-’/(Д х£[х։; I), (1.8)

где операторы х^՜* (г' = 1, 2) определяются следующим образом:

х/£-«/(х)= -у-С (х֊Г/Ю Л. (1.9)

г (®) Л

В самом деле, по определению (1.9)
X X,

хР՜ / (х) = -4֊ [ (х-#)”։ / (О 61= ֊ [ (X - О’-1 / (0 61+
г (а) и Г (а) 3

*1

+4; /(х - °՜՜՛/(0 л - гМ(х <)”1/ (,! й+ 
-г, X,

+ х/)-/(х), х€[х„ /).

Поскольку /(0^-0, то отсюда следует (1.8).

8°. Пусть 0 < а < 1, — = 1 — а (р 1) и ф (£) £ £ (0, /), тогда 
Р

функция

= Г(р-1) — ^1,₽՜1 ? Л

о

удовлетворяет уравнению

, £>’/? у = ф (х), х (0, /).

В самом деле, по определению оператора £>]/₽ имеем

Ои₽Г(х)= ±П-"П(х)=~О֊՝\—1—С(х-О’/Р-«Ф (I) Л1 =
6х бх I Г (р֊1) J

о
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л|г(«)Г(г')
О

Л

.г х
= ± (----- 1------С? (-) <к (а - -)'•>֊’ (х - О՞՜1 « I =

Л|Г(«) Г(р-') 3 3 '
О *։

Л I--------- 1--------- С ®(-) (х—,)«+։/₽-։) </т I Г՜’ (1 - О’№՜’ <« ! =
</х| Г (а) Г (р՜1) 3 3 ’

С и

= — I--------- 1--------- I ® (т) Г Г (р )</-. | = — ■! Г? СО </" 1 = ?(*)•
</х|Г(а) Г(р֊։) 3 Г(а + р֊։) I с/х и 1

и 0
(б) Пусть последовательность (р*’о удовлетворяет условию

р. = 1, ру>1 (1-10)
Обозначив

а* = 1----- 1Ч= 2. = 1- а» (к = 0, 1, 2, ■ • •), (0 < аА < 1), (1.11)

Р* Р*
введем в рассмотрение операторы

Ло/ (х)^/(х), Л/ (х)= а*/(х), Ля/ (х) = - • РХ1/(х), П>2.

(112) 
где

(х) = 4 / (х) (/ = 0, 1, 2, • • •). (1.13)
ах

Заметим, что, в частности, при ?*=р(^^-1) мы имеем

Лл/(х) = £>(’*-П/р/'(х) (п>2),

т. е. Ля/ суть операторы последовательного дифференцирования

функции /' (х) порядков П—(п = 1, 2,- ■ •) в смысле Римана-Лиувил- 
Р

ля с началом в точке х = 0.
Наряду с Ля введем в рассмотрение операторы

Л„/(х)=О՜’" Л„/(х) (п = 0, 1, 2, ■ ■). <1Л4)

Из (1.12) и (1.14) следуют равенства

■֊֊Ап/(х) = Ап^1/(х) (п = 0, 1, 2, •••). (1.15)

Далее введем в рассмотрение систему функции где
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л 1
'■о — О, '»-“V — (п^-1) 

л=։ Р*

и докажем следующую лемму.
Лемма 1. 1՜. Для любого п^>0 справедливы соотношения

I г'п I ~ I г'п 1
А‘ |г7Гн71 = А- 1П177;)1 *е[0՛ +“>• *>•+’• О-1«)

Ап՝1Г(։+Л|)I= 1’ 4՜ °°). (1*17)
2'. При п ^1 имеем также

■ Л1гП^7)}Ь=0- »<*<—։• а-»)

Доказательство. В силу определения (1.12) ясно, что

д։ / (х) = и* [Г(1^)д)I = ■ (119)

Принимая во внимание (1.6), (111), (1.13) и (1.19), находим

( хп I I хХ՞ ~։ 1 | хх» ~։ )
£)*> { - = £)н ------ = — Г)-^ ---------  =

|Г(1+М/ I Г(ХЛ) .1 вхи 1Г(ХЯ) )
</ х^п | хкп ~~ *» 1

бх 1Г(1 + Ая — <։)) Г (ля —X,)

Легко видеть, что после элементарных вычислений будем иметь

Л*1Г(1 + М/ |Г(1+ХЯМ՜ Г(ХЯ-Х*_։)

0<Л<п. (1.20)

Из (1.14) и (1.20) согласно (1.6) мы получим

21.  (_/)-»* л I * _п-»» ।*1г(1+хя)/ и ГЧг(1+хп)В -и |Г(ХЯ-Х*_։)1

гхл-։*-1 ~ ։+»» хХ,։_Х*
= г а.) = Г(1+Хя-Х*)։ 0 < * < п -1-

Отсюда и будут следовать соотношения (1.18) леммы.
Далее, при к — п из (1.20), в частности, получим

Но поскольку Ап =П~а" Ап и я„ = 1 — ря, то

~ ( „кя ) [ -Л։֊’ ) гня-1+«йл ■ х I _ Г)՜ "п 1 х 1 — Л____ — 1
п1г(1+х„)] и 1 Г(р„) I Г(ь+-п)՜ ’
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откуда и из (1.15) следует

Ая-|*1
у- п

—---------  = о,Г(1 + хЛ)1
(1.21)

Наконец, имея в виду определение операторов А* и А», в силу 
(1.21) получим утверждения (1.16) леммы.

В заключение отметим, что утверждения (1.16)—(1.13) леммы в 
случае р* = 1 (к 1) сводятся к известным свойствам функций

е, («)=-(*>!)
и их производных.

Лемма 2. Для обобщенною полинома вида

՛ = (1И> 

справедливы формулы

с* =А* О, (0), 0<£<п. (1.23)

Доказательство. Предположим, что 0֊<$ у п. Применим 
к функции (±1 (х) оператор Ау, тогда в силу формулы (1.16) леммы 1 
будем иметь

л40.ю1-2«л(-£_ I,
Г(14֊л*)) 1Г(1—л*))

откуда следует, что при х£[0, 4֊ сс)

^^(-)]=2см/[-Д֊
I1 (!+*•*)

(0 <у<п).

Далее, пользуясь соотношениями (1.16) и (1.17), приходим к форму­
лам (1.23).

(в) Условимся отнести к классу Ся+1 ([0, I); <р/^>) (О^Л^+оо) 
множество функций / (х), подчиненных следующим условиям:

1) функции

АьЦх) (Л = 0, !,•••, п)

непрерывны на [0, /);
2) функции 

Ак 1 (х) (А= 0, 1,- п + 1)

непрерывны на (0, /) и принадлежат классу £. (0, /).
Докажем следующую лемму.
Лемма 3. Если / (х) £ Ся-ц([0, /); <Р;^>), то справедлива 

формула*

Отметим, что формулы типа (1.24) приводились такае в статье Гб].
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/ (х) = А„{ (0) + ֊֊— [ (* ֊ О ’’ Ля+։ / (#) Л. (1.24)

*-о Г (1-4-/*) (1 । '■«) о

Доказательство. Сначала же заметим, что из определения 

операторов Ап и Ап следует

-А/(/) = дя+։/(0, *6(0, /),
<Н

1
X

и поэтому

(х — /)’я Дя+1 / (*) сП
Г(1+М3

О

-о’»—ал/а) сп, 
сП ’

(о, I).

Если к интегралу правой части применить формулу интегриро­
вания по частям, то получим

1 Г
Г (1 + •/.„) 3 

о

-*)Х" — Ап/ (*) Л =-------Ап х1
сП Г (1 + >.„)

^»/(0) хя ■ 

'(1 + М
+֊-: Г <х-#)Хя֊։ л= -

Г (/.») 3 
и

+ ֊7( (х-О'՝՞՜1 О՜՝՞ \Ап/(1)} сП, Х^(О, I). (1.25)

1 г՝л)Л
и

Теперь, пользуясь соотношениями (1.5) и (1.6'), интеграл, стоящий в
правой части равенства (1.25), можно преобразовать следующим об­
разом:

-1֊(‘(х-,р»֊’2Гв« |А/(0|й=-֊-[а/(0Д7*«|(х-г)х«-1)<й= 

о о
X

֊Гл, *;.(л./«)Л = 
о

.г

гпД> Д'(«-О1-л. 7 (О Л.
։ (1 ~г Ап-1) д 

о

(1.26)

Из (1.25) и (1.26) мы получим
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о

А/(О) X 
г (14-М

1
Г (1 + Хя_։)

.4„ / (О Л.

Легко видеть, что, повторяя те же рассуждения, после п-ого 
шага приходим к тождеству

1 ՝ [ (х - #)'" А„+1 / (0 л = - 3 А*/(0) 
‘(14- К։) и л=1

+ —֊—- С (х - а, / (о л, х е (о, /).
Г (1 4- М 3

О

Г(1+>.л)

(1.27)

Но поскольку Хо=О, р0 = 1 и = {' ((). то

*'“>*֊'<*> -/(0>=/м-т?Дг-- о
Отсюда и из (1.27) получим утверждение (1.24) леммы.

Заметим, что, в частности, при р» = 1 из (1.24) получается 
классическая формула Тейлора-Маклорена, т. е.

/(х) = у ^>(0) (х —О’/[',+1)(0

(г) Приведем еще две леммы, пользуясь введенными выше обо­
значениями.

Лемма 4. Для любою п 1 ил։ее/п место тождество

= (* ~ /)Х՞
Г (1 4- к,) (1.28)

Доказательство. Сперва заметим, что

(^-^֊«■<  ̂= ^1^-
1—а

=--Р1(х-:։)^֊.
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Теперь вычислим интеграл

Далее будем иметь

(х-
г (РГ1) Г (РГ1)
—п'/т 7՛ ՝— (х՜с’)

С ՝2/ “г

С.

)*» =

‘2

= ' г(х՜^ 1'Сз՜“' 0 =Г (1 + '-г) Jи
г (РГ1) Г (РГ>) Г (рГ>) ,

=----- Г7Т+-)------
Легко видеть, что после п-ого шага получим тождество (1.25) леммы. 

Следующий результат играет в дальнейшем существенную роль. 
Лемма 5. Для любою х и сН0<х<</< + сс) имеет место 

неравенство

({1 — х)Х* ХХ"~Х* </"
Г (КМ ‘ Г (1 4- ֊ )■*) < Г(1 + М (п>к)' (1-29>

Доказательство. Согласно лемме 4 имеем

(«/—х)г* 
Г(Ю

в••• |
<4

(1.28')

и
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(С*+1-С*+։)'։*+1Л*+։, 

։*+։

(1.28")

где, таким образом, наши переменные интегрирования соответственно 
лежат в границах

О ■< Ся •< Сл-։ С • ■ • -С С*+1 х С* С*-1 ֊С • • • < ՝ 1 -С

Далее, если в правой части (1.28՜) заменить х на С*+ь то полу­
чим неравенство

х * ч а -
У՜*՝ * < ֊-— ( С*-С*+։)՜**• • • (к-Л)-*!- С1-30) 

г (1 4- М _г ,-ц и Пг (р/ ' '*+» 
1-1

Из (1.28'), (1.28") и (1.30) имеем

(</ — х)’* х>я~А* 
Г (14-х») ’ Г (14-).,-).*)

также

= — Г :г՞ л» х
П г (рГ1) «
;=։

•֊ С*+2)-‘*+։^+1Х

(С*-х)"’*Л*--

(С*-С*+1)-“*Л*

Отсюда и следует оценка (1.29) леммы.
Заметим, что из (1.29), в частности, при р* — р(Л>1) получается 

неравенство•
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х£[0, (1.29')

что при р=1 сводится к очевидному неравенству

(</— х)* к

(п -4)1

§ 2. Классы < ру ^-абсолютно-монотонных функции

Ниже мы будем пользоваться всеми обозначениями, принятыми 
нами в § 1.

2.1. Обозначим через - С« [0, 7); <^ру^>) множества функций 
/(х), принадлежащих классу Сп ([О, 7); <ру2>) при любом п > 0. 
Иначе говоря, мы полагаем, что

1) функции

.4* <(х) = £)"‘А/(х) (к = 0, 1, 2, ••)

непрерывны на [0г I);
2) функции 

А^(х) (4 = 0, 1, 2, - )

непрерывны на (0, I) и принадлежат классу 2.(0, </) (0<</ I 4֊ оз).
Условимся функцию / (х) называть ру >-абсолютно-монотонноЙ, 

если

1) /(х)6С. 1[о, /); <ру»,

2) А/(х)>0 (4>0), л£(0, I).

(2.1)

(2.2)

Легко видеть, что каждый полином вида

СЪ (х) = 2 ан
Л-0

Хь 
X *

г (1+ хА)

где а<^-0 (4^>0) является <^р/^>-абсолютно-монотонной функцией в 
любом промежутке [0, I) (0<^7< + со).

Как хорошо известно, класс обычных абсолютно-монотонных на 
[0, I) функций совпадает с множеством аналитических в круге |х)<^7 
функций, допускающих разложение в ряд Маклорена с неотрицатель­
ными коэффициентами. Как будет показано ниже, аналогичное поло­
жение имеет место и для ру ^»-абсолютно-монотонных функций.

Теорема 1. Пусть {а*}^“ (а*^>0)— произвольная последова­

тельность положительных чисел такая, что ряд

у аА >•> ,\к
Йо г- (I + М (2.3)
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сходится при любом d £ [О, I). Тогда 
1°. Функция

/W-S г<1 + > ix>>
"о г (1 -Г- >ч)

является <^Р/ '^-абсолютно-монотонной, причем

А, /(О) = а. (/>0).

(2.4)

(2.5)

2°. Для любого имеет место неравенство 

A/(x)^(d)-,(1 0<x<d</. (2-5')
(d — x)J

3°. Ряд (2.4) сходится также на всей римановой поверхности 

Gv, (J) = {z; |Arg z|< + со, |z| < I}, 

определяя аналитическую там функцию f (z).
Доказательство. 1°. Сначала же отметим, что ряд (2.4) 

равномерно сходится в любом промежутке [0, rf| (0 < d < /).
В самом деле, поскольку

sup — = < 4֊ со,
*>։ к*

то 
о, х ak а ., - * а яГ(1 + М г (1 + м °^- •< •

Отсюда в силу сходимости ряда (2.3) следует равномерная сходи­
мость ряда (2.4) в [0; </].

Покажем, что/(х)£С_{[0, /); <Ср/^>}-
С этой целью достаточно доказать, что для любого т 1 спра­

ведливы соотношения

Amf(x)= 2 ֊-------- ------x£(0,Z) (2.6)
1 (** — '֊л-0

Ат /(х) = 2 рТ֊°֊֊֊х х6[0, I). (2.7)
'=т1 (1 + ^—*֊«)

т. е. допустимо почленное применение операторов Ап։ и Ат (т^1) к 
правой части (2.4).

Итак, докажем соотношения (2.6) и (2.7).
По определению оператора Аг имеем

а/.

•л=о
Д Г(1+М (2.6)
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Легко видеть, что почленное 
ку ряд

дифференцирование допустимо, посколь-

равномерно сходится в 

ал /■/■ хА-1 .

V °*?* г'к՜1
£ Г (1+ >.»)

промежутке (0, «/], ввиду оценки

1 о* '•» у ь и. а

и сходимости ряда (2.3). 

Далее

а* /*

V - а- -— £)-> (х’*-։| = У. — *** ,
£ Г(1+>.։) £Г(14-Х*֊М х£[0, /), (2.7')

причем здесь почленное применение оператора Х)՜“1 допустимо, по­
скольку Х)՜’1 — интегральный оператор. Соотношения (2.6) и (2.7) до­
казаны для значения тп=1.

Проведем теперь рассуждение полной индукции. А именно, пред­
полагая, что формулы (2.6) и (2.7) верны для данного значения т^֊1, 
установим их справедливость для значения т 4՜ 1 •

По определению

Лв,н/(х) = ХУ'»Лв,/(х)= 4 X?-’” Ат /Сх) = ^-АтЦх). 
ах ах

Но в силу (2.7), будем иметь

. *6(0, /).
а* (>֊» —/-т) х**-хт-1

Г (14՜/.* —/-т)

Остается убедиться в том, что в правой части почленное дифференци­
рование допустимо.

С этой целью заметим, что в силу (1.29) можно получить оценку 

а* (/.* —>-т) <
Г (14֊Х*—).т)

Г (14՜ 1«)_____ а» /■»
8(<4 -4Ут Г (14-/.*)

</։՝* (4^- т 4՜ 1), 0<8 х -С <4 <^.

Отсюда и из сходимости ряда (2.3) следует, что ряд (2.6") равно­
мерно сходится внутри промежутка (О, I) и, следовательно, допустимо 
почленное дифференцирование ряда (2.7) в промежутке (О, I).
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Далее

Ат +1 / (х)=£>-'»+։ Ит+1/(*)) =Я_1т+։
Г (1+Х*—Хт)

а* В ’т +1
х'-к~^т~1

Р О'к — Хт)

ОЛ хХ*~Хст+1

I (Ц֊Х* /•т+1)
(2.7")

и, таким образом, формулы (2.6) и (2.7) справедливы для значения 
т—1 и, тем самым, для любого тп^-1.

Принимая во внимание (1.29), из (2.6) и (2.7) заключаем, что 
функции Ат / (х) ^>0 (пг>■ 1) непрерывны в промежутке (0, I) и при՜ 

надлежат классу £ (0, <7), </ £ (0, I), а функции Ат / (х) (т 1) непре- 
рывны^в промежутке [0, I) и удовлетворяют начальным условиям (2.5).

2 . Заметим, что согласно (1.29) имеют место неравенства 

хХ*՜^ .
Г (1 + X*—Ху)

Г(1 + М 
У֊х^

<Гк ._ О
Г (I +>.*)’

откуда и из (2.7) получим оценки (2.5՜)

Л/«<з • г п*/>* ՝ </м 0<х<։‘<’-
— Г(1 + М (а-х)’

Зэ. Из (2.4) следует разложение 

/ (е՜“) = V --------- ------  е-х*“, /,<։*< +оо,£оГ(1 + Х*)

где /х = — 1п I.
Ввиду известных свойств рядов Дирихле этот ряд сходится так­

же во всей полуплоскости Ые ш > 7Х 
Наконец, отсюда заключаем, что функция / (х) аналитически

продолжается на всю риманову поверхность

С. {1} = {х; |Аггх|< + <», |х|<7}.

Итак, теорема полностью доказана.
2.2. Рассмотрим теперь вопрос о представлении ру}>-абсолют- 

но-монотонных функций при условиях

X» = V — = + со и X- < ос. 
у" Р/

(а) Докажем сначала две леммы.
Лемма 6. Пусть / (^) £ С» {[0, 7); (0<7-С + =о) и по­

следовательность функций. (Ла/(7)]о՞ удовлетворяет условиям

1А/(01<с(/)4--1+1-)' ^ = °>0<К^<7. (2.8)
(« — О
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Если

1
(2.9)

/-։ Р/

то для любого х0 (0 •< хв </) существует число о^>0 такое, что 
при х 4 [Хо> Ха -|- 3]

11т 0. (2.10)

Доказательство. Для любого х0 (0х0<I) к интегралу

х-|)х«4,+1/(0Л, х6[0, /)

применим 
приходим

х«

формулу интегрирования по частям. Тогда в силу (1.14) мы 
к тождеству

Г(1+М
г,1 . , . Г(х-0^Л./(() = 
1 (1 т 1-п) V

Хо

г(1+м
—----- (л„](0— {-(х-0х") л.
Г(1 + Ш <Н ' '

Отсюда, согласно (2.8). получим оценку

х0)'п

1Г (1 + хя)

1

1

1

1
Г (1 + ^) Л

(х *о)_2_ 
Г(1 + М (</-Хп)’л

Г (1 + М +

сП X — х0 \ХЛ

(/ —

с(/) Г Л
(</—х)х՞.' Л | — (х — 0х") л = С

Но поскольку При х£[х0, — Хо <1— х, то при любом п>-1
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Ъ.
1 — 0 при< 1, то в силу условия (2.9)

если 0<^5<^—^-5, то из (2.11) убеждаемся в справед-

М— Г (X - ох- а„+1 /(0 л <2 с (/) (2-ш
|Г(1+>Д) V—X/

причем, если 

п —* оо.

Наконец, 

ливости (2.10).

Можно легко убедиться в том, что каждая функция /* (х) = 
хХ*

= г /ч , } к (к >.0) удовлетворяет условиям леммы 6.

Лемма 7. Пусть / (х) является <^?;'>-абсолютно-монотон­
ной. функцией, причем

= 2 — = + ос-
Тогда для любого х0 (0 -С х0 I) существует такое 3^>0, что при 
х € [х0, Х0 + о]

Ит — 1 . Г(х— А,+1 / «) Л = 0. (2.10')
я— Г (1 4- / „) J

Доказательство. Сперва заметим, что для любого п^>0

функция Ап{ (/)-^неубывающая, поскольку

4аУ(0 =Дя+1У(0>0.

Далее для любого Ь (0<^Ь<^1) из тождества (1.24) леммы 3 следует, 
что

ь
У(6)>—1 Г (б-0ХяА+1У(0Л-

1 ։ 'п) Л
0

(6 - 0х”-» п 

г(14Лц-1) В
Ап+г/ (0 Л =

Г <1 (6֊Л’л+’1

Г(1+Хя+1).
{Дя+1у(0)Л =

(б-г/я+1-

Г(1+Хя+1).
Ля+1 у (0 Л
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(6

Г (1+>я+։)
•^л + 1 / (0 <И ^Ап+1 { (х) X

Г^Г_(±֊_9Г
Зл [ Г(Ц-/.л+1)]

= Ля+]/(х)
(Ь- х)>я+։ 
Г(1+/л+1)

хе [о, 6].

Следовательно, справедливы неравенства

ЛЛ+։ / (х) </ (6) 7֊(1±^} (п=0, 1, 2, • • •). (2.12)
(о— X) л+։

Теперь оценим сверху интеграл, стоящий в левой части (2.10').
Пользуясь свойствами 3° (1.5) и 7е (1.8), в силу (2.12) получим

— 1 . : С(х ֊ *)Х» А+։ / (г) Л = 
г (и֊ал) о

.Г»

= 1՛ °'՜’”' {£[_га+^3 ’ “

(х - 0;"-” ՛

Г (1+хл+։).
х,£"։п+1 1А-1/(О)

АЧ

(х-е^ 1 
Г (1+Хл+1)1 Д-’’+>!А+1/(П|й =

г»

(х - 1)'п+\ 

Г (1-1-Хл+1)
Лл+։/(ПЛ <

X.

(х- 0х*-»1 

г (1+*г.+։)
Л = Ля+։/(х)Х

„ (х-х0):*+1

Г (1+/л-ч)
</(6) х—х(> \ . . . ,

6-х/
(2.13)

С—3 л

Так как Хл -» — со при п -♦ ос, то при х Хр .
-------  << 1 будем иметь 
6—х

Ит
П-*оо (X — Х0\ХЛ+1

Ь—х )

581—4
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Поэтому очевидно, что если *0-, то из (2.13) следует

наше утверждение (2.10')-
(б) Докажем, наконец, первую основную теорему данной работы.
Теорема 2. Если / (х) — < {> ^-абсолютно-монотонная функ­

ция в промежутке [0, /), причем X. = 4֊ со, то справедливо разло­
жение

/ (х) = 2 Л х 6 [0, Z). (2-14)

Доказательство. Сразу же отметим, что поскольку /(х) £ 
£ С« ।[0, I); <^Р;>|, то для любого п1>0 имеет место формула (1.24),

•т. е.

/ Ы = 2 «։* + я. ы,«е I», о,
*«=G ՛

где

R"(х) = А (х֊0>Л dt-

0

Так как Л* / (0) >0 (к ^ 0) и Д*/(;)>0 (Л>0), то легко ви­
деть, что

Из тождества (1.24), очевидно, следуют неравенства

Поэтому

0 < Rn+, (х) < R„ (х), n > 1, х 6 [0, Z).

для любого х £ [0, Z) существует предел

lira Rn (х) = R (х) > 0, х £ [0, Z). (2.15)
Л-XV

откуда легко заключаем, что ряд

£Ч1+>..)Х <V(I)

У Л*/(0) х* X* 
£ Г (14-Х*) Х

сходится при любом х£[0, 7).
Согласно теореме 1, функция

является <^р/^>-абсолютно-монотонной, причем

<2-i6>
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4?(0)=л#(0) (/>0).

Переходя к пределу в формуле (1.24), принимая во внимание 
(2.15) и (2.16), мы получим

R (х) = / (х) - g (х), х С [0, Z). (2.17)

Заметим, что /?(х)£С-« ,[0, I); поскольку / (х) и g (х) из
того же класса, причем

Л;/?(О) = о (;>о).

Имея в виду (2.5՜) и (2.12), для Aj R (х)(/О1) можно получить 
оценку

IAjR (х)| < Л- / (X) + Л g (х)<2А / (x)+g (6) + У <

< 2/ (6) а1+У + * w Г(Г + гЛ ° ' * < 6 < '•
(6 — х)1 (b — х) J

Из (2.17) легко следует, что g(b)^.f(b), и поэтому

И//? (х)|<3/(6) Г^-+М- (/>1) 0<х<6</. (2.18)
(6 —хр

Таким образом, функция R (х) удовлетворяет условиям леммы б.
Покажем теперь, что R(x) = 0, х£[0, I), чем и завершится до­

казательство теоремы.
С этой целью заметим, что, согласно лемме 7, существует та­

кое число о>0, что при х£[0, о]

Iim "гТТ՜----- ֊ f(x—О'՜’>4я+1/(0 Л = 0,
« - » I (1 + /.„) J 

о

а это значит, что R (х)=0 при х£[0, о].
Обозначим sup {S} = х0, т. е. [0, х0] является максимальным про­

межутком, где R (х)=0.

Предполагая х0<1 и заметив, что А/ R (0) = 0 (у^-0), запишем 
формулу (1.24) для функции R (х)

R (х) = —т1—- [ (х ֊ А^ R (t) dt, X е [0, I).
г (1 + М J 

о

Для значений х (х0, Z) функция R (х) запишется в виде

R (х)= ГЛ 1 - 1 f (х ” An+1 R dt- (2Л9> 

X»
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С другой стороны, так как функция R(х) удовлетворяет условиям 
леммы б, то существует о0^>0 такое, что при х £ [х0> хо +.°о]

Пт -------— (х— Ан-1 Я (0 = 0.
Л - ” Г (1 Н- )-л) ./

Отсюда и из (2.19) следует, что при х^[х0, х0 4՜ 6о]

R (х)=0.

Но тогда окончательно будем иметь Е(х)=0, х£[0, х0 4֊ о0). Таким 
образом, при х0</, [0, х0] не является максимальным промежутком, 
где Я(х) = 0. Полученное противоречие показывает, что R (х) = 0 
при х £ [0, I).

Заметим, что из теоремы 2, в частности, при р/ = р (у > 1), 
р/=1 (у"<>1) получаются следующие следствия.

Следствие Г*. Если / (х)—<С^‘>'абсолютно'монотонная 
функция, то

/ (х) = 3 5 . X(0. 0. (2.14')
*-оГ(14֊ — )

Следствие 2. (С. Н. Бернштейн [1]). Если / (х) — абсолют­
но-монотонная функция, тс

/ (х) 2 X*. X 6 [0, /). (2.14")

(в) Теорема 3. Пусть /(х) является <$)'>-абсолютно-мо­
нотонной функцией, причем

К. = V 2- < + оо. (2.20)

/-1 Р/
Тогда илгеетп место разложение

/(д*-^’ч7йЫ^*й՛ х€[0',)' <М1>
о

где [»(?) > 0 — некоторая неубывающая и ограниченная на [0, </| 
(0<С</'\/) функция.

Доказательство. Отметим, что из (2.17) имеем разложение

/ (х)=хкк+к (х)> х £°’/)- 
»=г 1 (1 +

Понятк։ <; р >-абсол:откэ-мэнотонной функции и её разложимости в ряд 
(2.14 ) впервые было рассмотрено в статье [3].
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Остается убедиться в том, что в рассматриваемом случае (2.20) 
функция /?(х) допускает представление вида

Л (*>= г 1 7՜ [ (х՜0'" (0- х^0’ 

1 I 1 “Т* 
о

Обозначив
/

У Хл+։/(т) </■: = (/), п>1, /£[0, 7),

О

покажем, что последовательность {§„ (ОгГ удовлетворяет условиям 
теоремы Хелли, т. е.

1) еп (/)<М, п>1, *£[0, 4 (0<с7</< + со),
<г

2) \/(ял)<М, д>1.
о

С этой целью заметим, что при и л0

1 (4 - а?» с А 
2-Г(Г+М ) ■4'м

о

(4 ֊4х՞ с
Г(1+ля) 3

А+1 / (") Л С

и

< 777+77 Г~ х)~Ап+1 /(х) *х 77? ՝ 1‘(4—)хмя+1/(т)^< 
1 V тМ Л 1 (1 -г- ло о

</(4). 0<7<</<4<7,

отсюда мы приходим к оценкам

г
Я« (0= (’ 2/(^)Г(* + *Л

2 (4-4"

И

V (Ял) = Г А+։ / (х) (у-), л > Ль.
“ 3 (4-4 ”

Согласно теореме Хелли, из последовательности {#„ (7)}р мож­

но извлечь подпоследовательность {^Я/։ (7)) ~, имеющую предел

И»Ял*(0 = и(4 (*€[0, I). 
л<_+. ш

Но функцию /?я (л՜), очевидно, можно представить и в виде
X

(х) = 777 \ . Г (х “ Ля+։ <“ =
1 (-ь ”Г 'чя) и
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“игру/
о

Так как
1։т (х — 1)'п = (х—0 </ ' х, х £[0, /), 

п -* чс

притом равномерно относительно I, то, согласно теореме о предель 
ном переходе под знаком интеграла Стилтьеса, будем иметь

х

(х) = 1пп /?„ (х)= ------ - --------I (х — ()'“ с/р (/), X £ [0, /)
Г(1-Н.~)3

и 
и теорема доказана.

Следствие. Для тою чтобы функция / (х) была <Ср/ ^-абсо­
лютно-монотонной и удовлетворяла условиям

Л//(0) = 0 (/>0), 

необходимо и достаточно, чтобы она допускала представление

/ (х) = - 1 . - [ (х - /)'•■’ с/р (о, .г е [о, о, (2.22) 
г (14-/.-) 3

о

где р (/) >■ 0— некоторая неубывающая и ограниченная функция на 
[0, с/] (0<с/</).

Необходимость этого утверждения непосредственно следует из 
теоремы 3.

Достаточность следует из легко проверяемых соотношени !

.Г

л/(х).-= -——— С (х-/);֊-х/-’-1с/р(/), />1, хео./).

Л/(х) = „ п ! . ■ [ (х-/)4"-^ с/р (0, »0, х£[0, /).

о

Простейшим примером р/ 2>-абсолютно-монотонной Функции, обла­

дающей указанным свойством Д,/(0) = 0 (у 0), является х“. Эта 
функция, очевидно, представима в виде

X՛“ = (х —/) “ с/р (0, х6[0, 4՜ «),

о
где

н(0
/о, /--=0, 
11, /С(о, + ^).
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В заключение, пользуясь случаем, выражаю благодарность проф. 
М. М. Джрбашяну за постановку задачи и постоянное внимание.
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П. Լ, Ս1ԱԱԿՅԱՆ. Կոտորակային կարցի դիֆերենցիալ օպերատորներ և նրանց նետ 
ված __  թացարձակ մոնոտոն ֆունկցիաներ (ամփոփում)

ասոցաց-

Այո աշխատանքում տված ^0 /If]* (рО՜^» ?/ J ' 0 հաղորդականության համար, 
մտո»!"»մ է < Հյ բացարձակ մոնոտոն ֆունկցիաների գաղափարը և ուսումնասիրվում է 
նրանց ներկայացման հարցը երկու տարրեր ենթադրությունների դեպքում

V — = օօ 4 /., 
/-։Р/

B. A. SAAKIAN. Differential operators of fractional order and associated 
< p ^-absolutely monotopic functions (summary)

The notion of [py (-absolutely monotopic functions is Introduced for a given, 

sequence {p,-)“ (p, = 1, Py> 1. j> 1). The problem of representation of these fun­
ctions is investigated under alternative assumptions

= 2 — = OO and Լ 
/-t Р/
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Б. С. РУБИН

ДРОБНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ГЕЛЬДЕРА 
С ВЕСОМ И ОПЕРАТОРЫ ' ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

В настоящей статье исследуется поведение операторов дробного 
интегрирования Римана-Лиувилля, в гельдеровых пространствах с ве­
сом. Свойства этих операторов применяются к изучению операторов 
типа потенциала 

ь
(х) = -֊Г Г с(х> ^7 ? (у) (1)

Г (а) 3 |х —
• а

с точки зрения их нетеровости в указанных пространствах.
Вопросы нетеровости операторов вида (1) рассматривались в ра­

ботах С. Г. Самко [4]—[6] и автора [И]—[13]. При этом для опера­
тора К, не являющегося (см. [4]), вообще говоря, нетеровым из бана՜ 
хова пространства В в себя, была получена нетеровость из В в неко­
торое специальное пространство /’(В). В работах [4]—[6], [И]—[13] 
рассматривались случаи В = Ьр кВ — Ьр^}. При этом пространства 
1Л{ВР), /а(£р(р)) описывались в терминах дробных производных. Пред­
ставляется естественным построить такие пространства В, чтобы опе­
ратор К был нетеровым из В в В (В) и чтобы пространство /’ (В) опи­
сывалось в таких же простых терминах, как и само пространство В. Та­
кими пространствами оказались весовые пространства £(°(р) гельдеровских 
функций. Оператор К, как показывается в теореме II § 3, действует как 
нетеров оператор из пространства/7° (р) в пространство /^?+<(р), Р--т-«<1. 
Это утверждение основывается на представляющей самостоятельный 
интерес теореме I о гомеоморфности пространств Н.° (р) и //?+ц(?) от­
носительно операторов дробного интегрирования порядка а, обобщаю­
щей некоторые теоремы Г. Г. Харди и Дж. Е. Литтлвуда ([1], теоре­
мы 14, 19, 20). В наших доказательствах мы опираемся на некоторые 
результаты Р. В. Дудучавы ([7]—[10]) о поведении сингулярных ин­
тегральных операторов в пространстве Н?(р).

§ 1. Некоторые вспомогательные сведения

1՜. Пусть а1։ а2,•••, ап — некоторые точки конечного отрезка 
[а, 6] (а С <С *С՜ ' ’ <С вл-С £). р (х)—весовая функция вида

р(х) = П|х — а*| ’*, (1.1)



Дробные интегралы в пространствах Гельдера 309

где — неотрицательные числа. Через Нк обозначим банахово про­
странство функций ?(х), удовлетворяющих на [а, 6] условию Гельде- 
ра порядка и, с обычной нормой

■и// = sup
»1; Xi X։

—?(хг)|
+ max
•*€  (о.

* Аналогичные свойства можно найти в [2], [9]. В настоящей работе нам важ­
но подчеркнуть ограниченность различных операций над функциями из Н°։ (р).

1?(х)|.

Следуя статье [10], обозначим: через а,) подпространство
пространства Н,, состоящее из всех функций, обращающихся в нуль 
в точках а,,՛՛՛, ая; через Н°к (у)—банахово пространство функций 0(х), 
удовлетворяющих условию у (х) 6 (х) (а։,- ■ ■, ая), с нормой '^о (р) =

= (р’И,, • В дальнейшем, если это не вызовет недоразумений, будем 
иногда писать просто вместо

Отметим следующие простые свойства функций из пространства 
Н՝, (у), которые нам в дальнейшем понадобятся*.

Свойство 1°. Пусть /(х)£Н,”(р), Тогда

7г(х)=/(х)я(х)ен1։(р),

где /• = min(s v) и (р) < const (f) .

Свойство 2’. Пусть f (х) (у) на отрезке [а, 6]; [а, 6)—не­
который отрезок, содержащийся в [а, 6]; |а„|—точки из совокупности 

ал'։ которые принадлежат [а, 6|; г (х) = ]՜] |х — а,|4 . Тогда 

сужение /- ~ь (х) функции /(х) на отрезок [а, 6| ’ принадлежит про­
странству H"(r) на [а, 6] и [I/- <Г) <const (р).

Свойство 3°. Пусть функция р (х) /(х). заданная на [а, 6], 
непрерывна в некоторой точке с£ (а, 6), а сужения /ос, fCb функции 
/ (х) на отрезки [а, с] и [с, 6] принадлежат на соответствующих от­
резках пространствам /У, (р։), /У?(р։), где рх (х) = f] |х — а,Г#, 

5
а.,£[а, с], р. (х) = f՜] |х — ат|"‘, ат С [с, >6]. Тогда У(х) £(р) на [а, 6] и 

т
^wo(p) const max (f/acj^o (pi); 11/-» (Р։)).

2е. Введем обозначения для операторов дробного интегрирования 
Римана-Лиувилля: 

(4;+ <?) (х) = 1 С ?(y)dy .
Г (*)  J (х —р)1՜“ ’ 

а
(Я- =)(*)  = 1 f ? (У) dy 

г («) J (у — хУ՜* (1.2)

и для сингулярного оператора
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- J у — х 
а

Известна ([3]) следующая связь между дробными интегралами (1.2) и 
оператором S:

Ib-<P — Ia+ (cos (як) ® + sin (ir.) Га 1 Sra<t), (1.3)

/a+<p = /^_(cos(s-)?— sin (як) гь ’ Sr^), (1.4)

где ra (x) = (x — a)’, rb (x) = (b — x)’. Эти равенства справедливы на 
функциях класса //°(р), если вес р (х) удовлетворяет условию а*<|А-|-1,  
4 = 1,--., п. В силу теоремы об ограниченности оператора S в про­
странствах Гельдера с весом ([7], [Ю]) из (соотношений (1.3), (1.4) 
вытекает следующая

Лемма 1.1. I.-Если / = /я+ф, где (р), + 1,4 = 1,- • •
• • •, п — 1; р -Ь + 1> то f =1ь- ф, где ф = cos (як) ® —
— sin (як) гь' Srbf С (?)• причем ||>J < const j|pj.

II. Если f= Ib-’b, где ф£#° (р)> H+a’Cai<l*-+l;  Р*С я*<Ср+1, 
к = 2,- • п, то f = Ia+у, где ® = cos (а~) фsin (як) ф 6//J(p) и 

const |ф|.
Отметим еще две теоремы о сужении дробных интегралов и о 

продолжении дробных интегралов нулем, которые нам понадобятся в 
дальнейшем.

Теорема 1.1 (о сужении дробных интегралов). Пусть 
функция /(х), заданная на отрезке (а, 6], представима в виде 

п
f = Га+Ъ, где <р£Я?(р); р(х) = j-( |х — а»Г*;  ц< ял<>+1, 4=1, 2,-- -, п. 

А—1
Пусть далее, [az, с]; а < az с -С b — некоторый отрезок, содержа­
щийся в [а, 6]; {а,) — точки из совокупности |а1։---, ая|, принадле­
жащие [az, с]; г(х) = J՜] |х —a^l \ Тогда сужение /О/С (х) функции/(х) 

на отрезок [az, с] при выполнении условия р + а < az представимо в 
виде /а1с = Пц ф, где 'Ъ£Н°(г) на [az, с] и DbJ«o (r) < const м •

Теорема 1.2 (о продолжении дробных интегралов 
нулем). Пусть а = at<• • • <а„ ՛■= Ь — некоторое разбиение отрезка 
[а, 6] и на каком-нибудь промежутке [ay, Ду+1], j<Zn—1, задана функ­
ция /(х) = (/ду+ <р) (х), где ? £ Н" (гу) на [ay, a/+։], (х) = |х—aJ’>X 
X |х — az+i|’/+։. Тогда заданная на [а, 6] функция

f(x) = {f(x), х£ [а/, ау+։]; 0, х£[а, 6] \ (aJ։ а,+։)} 
/W Л

представима в виде /=/ял.ф, где ф£/# (р) на [а, 6], р (х) =р[|х— а։Г*,  
*-։

О<ЯА< ц + 1, к = 1,-• •, j — 1, а<^ау+1 < |х -L 1; ак < + 1 >
k-^j.j + 2, п, причем Цф^д (р) < const ir/).
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Теоремы 1.1 и 1.2 в рамках пространств Ьр доказаны в 112]. Мы 
не останавливаемся на их доказательстве для клас'са (р), посколь­
ку оно совершенно аналогично доказательству в [12] и основывается 
на применении свойств 1°—3’ и теоремы об ограниченности оператора 
5в№(р).

Замечание к теореме 1.2. Рассмотрим отдельно не содер­
жащийся в теореме 1.2 случай, когда функция / задана дробным ин­
тегралом на отрезке [аЛ-|, 6]:/=/?,- ( ?, где (рЛ_;) на [ал-ь 6].

Тогда /(х) = (1а+ •'■>) (х), где ։1(х) = 0, х<^ал-15 ? (х), х>-ал-1]. Если 
л-1

ря-1 (х) = (х—ал_1)՜'1-1, то на [а, 6], где р'(х) = |՜՜] |х—а*/ ’*,
1

а*  ^-0, к=1,---, п — 1. Если же рл—1(х)=(х — ал-1)"л-1(6— х)* л, то

?6^е(?). где р (х) = П |х — а*! ’*,  а*  > 0, к — 1, 2,--, п.
А-1

§ 2. Теорема о гомеоморфизме гельдеровых пространств 
с весом, осуществляемом операторами дробного 

интегрирования

В этом параграфе будет получен один из основных результатов 
настоящей статьи, касающийся поведения операторов дробного интег­
рирования в весовых пространствах гельдеровских функций.

Теорема I. Пусть весовая функция р (х) имеет вид (1-1), 
где аг = а. Тогда при выполнении условий

р+®<1, 0<а1<р+1, р4-« < ®*<р4՜  1, к = 2,--, п, (2.1) 

оператор 1а + гомеоморфно отображает пространство (р) на про­
странство Н^+а (р).

Аналогичное утверждение справедливо для оператора /*_,  если 
аК = Ь и имеют место неравенства

р + «<1; 0<ал<р4֊1; р 4- <р 4՜ 1, Л = 1,2, п — 1. (2.2)
Заметим, что если в сформулированной теореме положить 

Р (х) = 1 и обращение в нуль функций потребовать только в точке 
х -- а, то мы получим утверждение, доказанное ранее Г. Г. Харди и 
Дж. Е. Литтлвудом ([1], теоремы 14, 19, 20).

Доказательство теоремы I довольно громоздкое, поэтому для 
удобства восприятия мы решили разбить его на несколько этапов, 
содержание каждого из которых излагается в виде, отдельной леммы.

1°. Лемма 2.1. Пусть 0«^а„<^р-)-1 и р4-а<С1՛ Тогда опе­
ратор 1а+ ограниченно действует из Н“((х— а)’0) в Н°+а((х—а)’°).

Доказательство. Пусть ?(х) £Л°((х— а’0), то есть <р(х) = 
= т(х)(х — а) где ф(х) £/7;1(а). Нам нужно показать, что
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F(x) = ? (у) dy
(х-у)1՜'

и |/7/W։ < const

Имеем: F(x)=Fl(x) - F2(x), где

^(х) = Г К*  ~ а)°п - (у — ^֊dy,
՝ (у — а)’в (х — уу

^(х) = (у) dy
(х — у)'՜՞'

В силу теоремы 14 из [1]
|Г2 (х + А) — Fa (х) | < const А" ’ iWl^ (2-3)

для любых х, х4֊Л^[а, 6].
Для F} (х) имеем:

F, (х + А) - Г, (х) = Fn (х) + Fl2 (х) + Ги (х), где
■rJ-Л
Г [(х — А ֊֊ а) " — (у ֊֊ а) " ’>՛ (у) dy

U(X)J (у-аГ'Чх + h-y)^
X

-Кх + Л- аМ jfa_a).;^_y),-.. 

а

Г13(х)= ГНу)[(х-аГ"-(у-аГ1 [(х + А-уГ'- (х-уГ՜1]^. 
J (у —а)° 
и

Оценим, например, первое слагаемое. Если ая <1 1, то 
х+л ։

|Fulа՞wJ ((у֊ла7-^ const';'иА!1+,> (2-4)

•Г

в силу неравенства (г + А)" — г'< лАг'՜1, г > 0. Если же аа>1, то 
.г+Л

1^111 < НU + А - а)’“՜1 f (х + h .
J (.у —a)s ՛

А’
Отсюда при х — а < А 

х+Л
1Л.1 ОН(*+Л֊«Г"-՛  1՞ < const гиГ ~ * ~ ° Y*՜  ’х

J (у-х)" л \ А )
X

X Ац+։ ֊С const |j4 А11՜’, (2.5)
а при х — а А 

х+Л
ir..i<M(£-- ~°Y՛՛՜' f <е0П5։Чл«-. ,2.6)

\ X —a / J (у — х)1՜'
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Величины F„, Fu оцениваются аналогично, так что

1/4 (х -֊ А) - /4. (х)| < const Н (2.7)
Из оценок (2.3) и (2.7), учитывая неравенство |/г(х)| ֊< const / 

/ (х — а)’*՜ ’, получаем утверждение леммы.
Аналогичная лемма имеет место и для оператора /*_:
Лемма 2.1'. Пусть 0 4л<ц + 1, 11 + «<^1. Тогда оператор 

Гь ограничен из Н^Ь-хУ") в Н’+в((6-х)°6).
2°. Обобщим теперь утверждения лемм 2.1 и 2.1' на случай веса 

вида (1.1).
Л

Лемма 2.2. Пусть р (х) = j~| }х — алр*,  а = а3<^ а։<^- ■ • <ая<^6»'
*=։

։1 + «<1;
0<Oj<։‘-rl; ։л+’<«*<и4-1>  к = 2, З,---, П. (2.8)

Тогда оператор Га- ограниченно действует из Н» (р) в Н^+, (р).
Доказательство. Пусть '•? (х) £//°(р). Выбрав произвольно 

точку с£ (а։, а2), построим функции
. . (® (х), х < с, . . 10, х < с,

?г (*)  = , . . *(*)=,.  ( .
(<р(с), Х^-С, 1?(х) — ф(с), Х^>СУ

так ЧТО <р(х) = ?, (х)-Г ®2(х). В силу свойств 2° И 3° (§ 1) ?։C//J!(p։), 
где pi (х) = (х—а)’1, причем const Ы„о • Отсюда на осно-

вании леммы 2.1

А (х) = (А\ ?1) (X) (Рх) <=Н°+. (р) (2.9)
и

։(Р> const < const

Покажем теперь, что А (х) = (^+?г) (х) ^;в(р) и ia^-> , (Р) -CconstX
Н-+в

- М//О(р). 
п 

Возьмем сначала весовую функцию р0(х)= (х — а)'П |х — а*| ։*.

где V — некоторое число из интервала (|»4֊а, 1). Замечая, что 

?2(:#°(Ро) и ЫиОМ СсопзЦт^оср), (2.10)

докажем справедливость следующих соотношений:

АС^?т»(ро)> ИА5^!!,. <р») ^соп։Ч?։Ци<’(р,). (2-И)
н+։ н

Выберем произвольные точки Су£(а;., ау+1), у = !,•••, п — 1. Че­
рез А/, /г}’, /гр обозначим сужения функции А (х) на отрезки [а/, a/+i], 
[а/, су], [су, ау-t-i] соответственно. Если ап<^Ь, то через /гп (х) будем 
обозначать сужение функции А(х) на [ап, 6]. Пусть р; (х) = |х֊а/Р, 
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у = !,•••, п. В силу лемм 2.1, 2.1՜ и свойства 3՜ для доказательства 
соотношений (2.11) достаточно убедиться в справедливости представ­
лений

= = <212>

где
(ру) на [ау, су], Л1) на а>41^’

■?я€^' (Рд) на [ая, 6] и

Ц'Ьу1 '{ <; const (р„),H'by2)fl const (р»)> I'M <xonst С?։1'//0 <₽»}- 

Воспользуемся теоремой 1.1. Из нее вытекает, что функции /гу(х), 
/ = !,•••, л, представимы в виде fa= laj+'lb где (Р1Р?+։) на 

[ау, ау+։], у = 1,--, л — 1, Фл^Я?(Рл) на [ая, 6] и для всех у выпол­
няется неравенство I'l’yl'C const <?.)- Отсюда, обозначая через 
сужение на [а^, cj функции фу(х), получаем первое из соотношений 
(2.12). Для получения второго соотношения достаточно применить к 
функции /ау(х) лемму 1.1. Справедливость соотношений (2.11) дока- 
зана.-

Далее, так как Д(х) = 0 при х-Сс, то из (2.11), учитывая оцен­
ку в (2.10), получаем: /2(х)^+«(р) и VJ«°+e(p) constM"°<f)> что и 

требовалось доказать.
Примечание. У словие ц 4֊ а <С а*>  А: = 2, • ■ •, п в формулиров­

ке доказанной леммы нельзя ослабить. При а*  -С !А 4՜ а лемма невер­
на. Пусть, например р (х) = (6 — х)՞4, где ։(,^р4-а- Рассмотрим функ­
цию <f (х) = (х — а)и (6 — хГ՜“4 6^'(р). Нетрудно видеть, что

/*  (х) = (6 - х)'4 [ ---------(y.~a)|lrfy =£ О((6 - х)'л+։) при X 6.
J (Ь-у)^(х-у)

Следовательно, f = 12+ <р £ Н^+, (р).
Из леммы 2.2, если применить преобразование

(Af)(x) = f(a+b-x), (2.13)

вытекает аналогичное утверждение и для оператора /&_: 
Я

Лемма 2.2'. Пусть р (х) = р| |х — а*| ։*,  где аaj«^-■ая = 5;
А=1

И •+■ а< 1; [а 4- а< а*  < ц 4֊ 1, к = 1, 2, • • -, п — 1, 0 < ая < ;а4- 1. То­
гда оператор 1ь- ограниченно действует из (р) в (р).

34 На следующем этапе доказательства теоремы I мы покажем 
представимость функций из Н^+а (р) дробными интегралами порядка а 
с плотностями из (р).
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Через Lip (*,  р), 0<^/- <.1> р >-1, будем обозначать класс функ­
ций f (x)(££j(a, b)), для которых

ь
i R(x+~f(x)Pt*xj Р< 

а

где А^>0, а М—константа, не зависящая от Л.
Лемма 2.3. Всякая функция f (х) из пространства f/’+a(p), 

р (х) = (х — a)*°,  + 0-Caa<Ci1 + l> представима дробным 
интегралом: / = К+Ъ где ?(х) €^“(р) и

Н/ом, < const В/Цдо (Р).

Доказательство. Пусть / (х) (х — a) ~* uf0(x), где /0 (х) £ 
£/7°+«(а). Нетрудно убедиться, что /(х) £ Lip (л, р), где а</.< 
< 1 4- р + а — ао, при любом р>1, если а« — р + л — a << 0, и при

1<р<------- , если а„— р 4֊/. — а>0. Действительно
»в ֊ Р4- ՛•> — ’

Ц/ (X 4- Л) -/ (х)11£р < 1^ 4- 

где

Л (*)  = [/о Iх 4՜ А) —/0 (х)] (х 4֊ Л — а) ’°, Гг (х) =/0(х) [(*4-  А — а) ““ — 

— (х — а)՜"՞]-

Легко видеть, что

11^11^ < const A j j + А ֊а)(;,-и7л-^ | < const А.
а

Далее, при an 1 имеем

а а+Л

в+й , ....
< const А'| I ---------------------------- --------- dx ] 4-

I J (х + Л-аЛ' ] 
а

Г Г (x-a)(։i+’-։,pA<1-x,p</x 1։" 1
+ ““Н----и+л-.)^---- ] Г

Если же ая 1, то

С const h՛ (1 4- аа)
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Г (x-a)f:t+-a«)/,A(1~>)p '1Р
) (х + h — а)՞ 1

-С const А' ■' | 

а

< const Axj J (х — а/'1՜“" Х+’)Р dx [ * < const К. 

а

*о (х) — /о (у)][(х 4- А— у)՜՞ 1 — (х —у) ’ ‘] dy,

На основании теоремы 23 из [1] всякая функция, принадлежащая 
пространству Lip (X, р), при X > а представима дробным интегралом 
порядка а от функции из ;£/. Следовательно, для нашей функции 
имеем: /(х) = (Га+ (?) (х)), причем справедливо ([!]) равенство

?(х) = /(х)
Г (1 —’*)  (х— а)"

Л Г/(х)—/(ff)
Г(1֊а) J (х-у)։+“' 

а

(2.14)

Для завершения доказательства леммы остается показать, что

?СЛ“(р) и 5?||/Л(Р)< const

Для первого слагаемого в (2.14) это следует [из известных свойств 
гельдеровских функций ([2])- Рассмотрим второе слагаемое, которое 
обозначим через Ф (х). Пусть Ф0(х) = (х—а)’°]Ф(х). Для оценки раз­
ности Фо (х + Л) — Фо (х) представим ее в виде

8 
Фо(«4֊ А)—Ф0(х) = 2 Ф*(х),  

»—I
где

Ф1 (х) = [(х 4֊ А - а)'а — (х — а Л] Г +А а)—, 
J (х + А — у)
а

X 4-/1
Ф.(х) = [(X 4- А - а)* л— (х—а)* в] f W [(х4-А֊а)^ - (у֊а)-° 

J (х-гА-у)

х+Л
Ф4 (х) = (х —а)“° (х4~А —а)՜ с[/о(х4-A)—/0(ff)] dy 

(х -г h—y)l+'

ф (х) = (х _ а)’а f /о (у) [(х4-А — а)՜^0 — (у—g) ‘°]dy , 
J (х4-А — у)1+՜

ф.,
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Ф,(х) -- (x-a)’»J/0(y)[(x-a)-’“-(i,-e)-»][(x+A֊y)—'֊ 

а

~(х — y)~'~']dy,

Ф, (х) = — (-^֊У° г/о (х -Г А) —/о (х)) [А- - (х + А - аГ], 
1 \x--n-a/

Ф։(х)=— (х - <։)’% (х) [(х+А-а)-։»-(х-а)-։’][А-։ ֊ (х 4-А -а)՜’], 
а

Произведя оценку каждого из этих слагаемых, получим 
|Ф0 (х 4- А) — Фо (х)| < const (р) л>

(мы опускаем соответствующие выкладки, проделать которые не пред­
ставляет большого труда).

Отсюда, учитывая легко проверяемые соотношения 
|Ф0 (х)| < const Ия՛ ,1+, <р)> Фо (а) = О,

имеем: Ф (х) £ Н°. (р), причем 5ФЦН» (. < const 1|Дя° t.v что и требова- 

лось доказать.
Из доказанной леммы, если применить преобразование (2.13), вы­

текает
Лемма 2.3'. Всякая функция /(х) из пространства (р)> 

р(х) = (6 — хУ", н + я<1> 0<az>O+ 1, представима дробным 
интегралом f = 1ь- ?, где <р (х) (?) “ м^(рГ-С const (р)-

4’. Докажем, наконец, последнюю в этом параграфе лемму, обоб­
щающую утверждение леммы 2.3 на случай произвольного веса вида (1.1).

Лемма 2.4. Всякая функция f(x) из пространства 
п

(р). ։де р (х) = р| |х— а*|  *,  а = ах< ■ • • < а„ < 6;
А = 1

0<«1<11+1; Р +«<։*<  р +1, А = 2, - -, п, (2.15)

представима в виде f — I'+ в, где ® (х) ^/7^(р) и < 

< const Mw’(p)- |Ь"Г»
Доказательство. Пусть с—произвольная точка из интервала 

(а, а,). Аналогично тому, как это делалось при доказательстве лем­
мы 2.2, имеем: /(х) = д(х)+/։ (х), где

/։(х,=1/П’> <2-16)(/(с), х^с, 1/(х) —/(с), х>с,

А(х1^Л![1+«(ро); р0 (х) =(х- а)"а\ HV/ ^(рп) < const ii/Ця(р), (2.17) 

А(х)€/4+а(р0); ll/JI«’ (р,) const(2.18)
581—5
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Л
Ро (х) = (х — ef * *f]  |ж — а*Г*;  а < s < 1. 

к—2

Заметим, что введение функций (2.16) является в некотором 
смысле основным моментом в доказательстве как леммы 2.2, так и 
настоящей леммы, так как оно дает возможность отделить -[точку 
ах = а, являющуюся нижним пределом интегрирования, от остальных 
точек а*,  А = 2,•••» л, в которых допускаются особенности.

В силу леммы 2.3 и неравенств (2.15) имеет место представле­
ние: /։ (х) = (Iâ+ <Pi) (х), где <р։ /Л (рв)։’с//л (р), причем

< const (Ро) <constaAlUf+e (Ра) < const (F).

Рассмотрим теперь функцию /8(х). Пусть /г*(х)  (Л = 1,... 
• • - , л —1) —сужение функции /8 (х) на отрезок![а*,  a* +i], а /2л (х) —суже­
ние этой функции на отрезок [a-, 6] (если аЛ<^6). Введем для удоб­
ства следующие обозначения: Д*=  [a*,  a* +i], к=1,- • -Jn—1; Д„ = [а,, 6]; 
Рх=р+Ч ₽*  = «*>  к = 2, --, ifn; r*(x)  =|х—а*| ₽*|х  —û* +1|s*+ J; 
р*  (х) = |х - а*|Ч  Покажем, что функции /24 (х), к =!,•••, л, предста­
вимы в виде

/2*(х)  = (^+фл)(х)։ (2.19)

где ф*  (х) Ç Ну (г*)  на Д*,  к = !,”•, л — 1, ф„(х) £(рл) на Дл и
<const Ы>г+в (г*)  ; JW (Рл) < const о(Рд). (2.20 )

Для функции fin (х) этот факт вытекает из свойства 2’ • и лем - 
мы 2.3.

Рассмотрим функции /2*(х),  к = !»•••, п — 1. Возьмем произволь­
ную точку c*Ç  (a*,  a* +j) и представим фукцию /2*(х)  в виде /24 (х) = 
= /2*  (х) + ffl(x), где

я:)/ х _ î/։(x)> а*<х<с*,  /2,(х)=!°’ а*̂ ж<^с*>
’Л 1/։(с*),  c*<x<a* +i, 1/։(х) —/2(с*),  с*<х<а я+1.

Так как № (х) €лС.(Р*)  на А*,  то в силу леммы 2.3 fÿ (х) = 
= (^а*+  ф* )) (х), где ф*  (х) £ /7|х°(р*)  с. Ну (г*),  причем

<const V+։(PA) < const Ï/-2 4;+։(r*)-  (2 21)

Далее, так как f^' (x) Ç Hy+t (?*+։)  на Д*,  то по лемме 2.3' ’ : •

/й)(*)  = (/оеА+1_ф^)(х), где ф!2,(х) €/^(р* +։)<=Л?(г*),  

причем । .
ii-ф*  V (г*)  < const îft2V+a (РА+1) < const Й/2АЦ.+‘(,A) . (2.22)

Применяя к функции (х) лемму 1.1 из § 1, получаем

А2)(х) = (/“а+Ф* 2))(х)» где Й2)(х) еЯи°(г*)  на Д*  и '
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<223>
Таким образом, мы приходим к соотношению (2.19), в котором 

ф*  (х) = ■'Jk> (х) 4- *̂ 2>(х). Неравенство (2.20) для норм непосредственно 
вытекает из оценок (2.21), (2.22), (2.23).

Далее, на основании теоремы 1.2 функция (Р*А)  (х), к = 1,- ■ -,п, 
являющаяся продолжением нулем функции /:«(х) за пределы отрезка 
А«, представима дробным интегралом

P*fi(x)  = (#+?*)  (х)» где ?*(х)  £//“(Ро) на [а, 6] и

(Р>) ■ > const к = !,••■, п 1, УРлЦу/О (pj -С const й'Ьп!1ни (рп).

(2.24)
п

Отсюда следует, что /2 (х) = (/я+ ®г)(х), где <р2(х) = V ®*(х)  (р0)
л=1

и в силу соотношений (2.24), (2.20), свойства 2° и оценки для норм 
соотношения (2.18), имеет место неравенство

const (2.25)
_ ‘ • * • • Покажем, что • Kt

7*2  (?) На [б!, 6] И (р) Iconst fjr>” (2-26)

Учитывая, что /։(х)=0 при х < с, на основании равенства z ՛ * * - т

_ A M—fa
Г2^' Г(1—а)(х—а)” ' Г (1-j֊a)J (х - у) 

а

вытекающего (см., например, [И], [12]) из представимости функции 
А (х) дробным интегралом от функции <р2 (х), получаем: <р2(х)=0 при 
х < с. Отсюда в силу свойств 2° и 3° вытекает соотношение (2.26), 
из которого, учитывая оценку (2.25), получаем: < const ]|/||яо ,р).

Лемма полностью доказана.
Из доказанной леммы вытекает

п :
Лемма 2.4'. Пусть f (х) £ (р); р (х)= [~[ |х — а*р  ;

Ь=1
а<ах<- • <ая = 6; 0 р + 1; н+а<С“*\Р  +1.՜ & 2>- • •» n—1.
Тогда справедливо представление f (x)=(/j_ ?) (х), где

? (*)€№(р)  и Мдо(р) < const t/J^o ().': ՛ 
‘ . . Н- . £+• Li • , - !

Из лемм 2.2, 2.2', 2.4, 2.4' и вытекает утверждение •• теоремы I, 
сформулированной в начале этого параграфа. - • -
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§ 3. Операторы типа потенциала в гельдерозык 
пространствах с весом

Рассмотрим оператор
ь

т (Х)= ֊ [ ?<У)‘'У’<><'1<1- (3.1)
г (*)  3 |х - у|։-

Обозначим через Р՛ 11 (а.,■■■,ап) класс функций с (х, у), заданных 
на [а, 6]Х[а, 6|, .удовлетворяющих следующим условиям:

1) с (х, у) непрерывна на [а, 6]Х[а, А] всюду, за исключением 
диагонали х = у, где она допускает разрыв первого рода: с (х, у) = 
= |н (х, у), х^>у; V (X, у), х<у|;

2) функции и (х, у), V (х, у) по переменной х удовлетворяют 
условию Гельдера вида

и (хх» у)—и (х։, у)| < Л |х։ — х.|\ х1'^'у, х.^у, (3.2)
где А— константа, не зависящая от у (аналогичное неравенство пред­
полагается выполненным для функции V (х, у) при х։ ^у, х4<у:

3) Функции и (х) = и (х, х — 0), V (х) = V (х, х — 0) — кусочно- 
гельдеровские порядка р, допускающие разрывы первого рода в точ­
ках ах,• • •, ал.

Считая, что с (х, у) £ К*՛ 11 (а։, • ■ ал), исследуем вопрос о нете- 
ровости этого оператора, рассматривая его на функциях ?(х)(;/^(р) 
на [а, 6], где вес р (х) имеет вид (1.1).

Представим оператор К в виде: К -՝■ Кй 4- Тг + Тг, где

(А'а?)(х) = (/* + и?)(х) 4֊ (/;_ V?) (х), (3.3)

(ВД(«) = -1֊ , (д) ,д.
г (а) .) (х — у) 

в

(Г, ,)(,).-! »>?(«><■,. (3.4)
Г(«)Л (х-у)1

Лемма 3.1. Пусть функции и (х, у), и (х, у) удовлетворяют 
условию Гельдера вида (3.2) порядка ^>р4~а- Тогда операторы

Л
Тг, Тг ограничены из /^’(р) в Н^+л(р), где р (х) = П |х — а»Гл,

*—I
а = а^- ••<<։„ = Ь, р<։, < р 4՜ 1, к = 1, 2, - • п.

Доказательство. Поскольку из справедливости леммы для 
оператора Тг вытекает ее справедливость для оператора (приме­
няется преобразование (Л/) (х) =/(а 4- Ь—л՜), то можно ограничиться 
рассмотрением только первого оператора.

В [11] показано, что (Г։?) (х) = (Й+ф) (х), где
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JF X
a sin х- Г . и (х, $) — u(t, s) ,i (х) =---- - ---- ® (s) ds -----------dt. (3.5)

я J J (f —s) (X — t)
a i

В силу леммы 2.2 нам достаточно доказать ограниченность в 
оператора (3.5). Возьмем произвольные точки с, (֊ (а>։ ау+1), 

/ = 1> 2.• п—1. Пусть ру(х) = |х—а/Г>, а |”1(х) и Фу} (х) — суже­
ния функции '1»(х) на отрезки (а>, Су] и [су, a/+Jj соответственно. Пу­
тем непосредственных оценок нетрудно убедиться, что при '■ > Р + <։,

W 6 (?/) на [а}, с/],
•iW(x) №(РУ ։) на [с/։ ay+I] и O'?‘։)l7«(py)< const <

< const 0=11^ (р>.

Отсюда в силу свойства 3° вытекает, что ф (х)6Ь’[’(р) на [а, 6} 
и IlJIi /H ,S1 const что и требовалось доказать.

Лемма 3.2. При выполнении условий леммы 3.1 операторы 
Ту, Т2 вполне непрерывны из Н^(р) в //"ч.։(р).

Доказательство. Достаточно показать справедливость лем­
мы только для первого оператора. Доказательство сводится к уста­
новлению полной непрерывности в пространстве Н^(а1г •••, ап) опера- 
тора = рЛ/р՜1«, где

(Mf) (х) = f /(s) ds f Ы(Х’ Л~Ц(6 dt.
J J (f-s)J-<։(x —0 “

a s

Пусть j®| — ограниченное множество функций из Н" (ay,••-, аа), 
где А — константа, не зависящая от В силу теоремы 

Арцела, множество {<?( компактно в пространстве С (а, Ь) функций, 
непрерывных на [а, 6] с нормой Мгм м — п>ДХ |? (х)|. Выделим из

‘ °’ .те |а. 4J
множества |») последовательность ]?»), сходящуюся по норме про­
странства С (а, 6) к пределу ® £ С (а, Ь). Легко видеть, что 
?(х) £ Н[(ау,- • •, ая). Действительно, переходя к пределу при k — со 
в неравенстве

1?*  (*i)  —Ф» (* г)| < в
1*1  —

где В—константа, не зависящая от <fb, получаем

(*։)  — <F (*s)l  < В |xj — х։|^.
Полная непрерывность оператора Мо будет доказана, если мы 

установим, что
-» 0 при к -» сс. (3.6)

Воспользуемся методом, примененным ранее в работе [8]. Выберем 
число jij, удовлетворяющее неравенствам 0<lb<^P, + I Для
всех к = !,-••, п. Пусть
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ч>к(х) = , 34 (х) — щах [<•։*  (х)|.
п |х-а*Г ‘ хе1“'й1

։ . *—I

Нетрудно проверить (см. [8], стр. 109), что о*-*0  при к—- оо. 
Пусть теперь

Ф*(х)  - [Мо (? — <р»)](х) = р (х) Г °‘*($)^$  С и (х, з) — и(', 5) 
3 " г*֊н.З  (<-з/-’(х-0,+։ 
а П Iя ~а*1

к-\
Можно показать, что если для функции Ф*  (х) повторить почти без 
изменений выкладки, необходимые для доказательства леммы 3.1, то 
получим: [Ф*̂  -С const 8*.  где константа не зависит от к. Отсюда, 
учитывая, что о*  — 0 .при &-»оо, получаем соотношение (З.б). Лемма 
доказана.

В силу леммы 3.2 нетеровость оператора К из //,(?) в Л£+в(р) 
эквивалентна нетеровости оператора Ко в тех же пространствах и ин­
дексы этих операторов равны. В свою очередь, оператор Ко с по­
мощью соотношения (1.4) представляется в виде

= (з.7)

где Wp = сг’р — 5с։'р, с։ (х) = и (х) cos air -|- v (х), с3 (х) =*  — и (х) sin air.
Из (3.7) в силу теоремы I следует, что нетеровость оператора 

из Н“(п) в эквивалентна нетеровости оператора N из
в Л», где

я—I
Р։ (х) = (Ь — х)’՞ -а С] |х — a*f ’* и ind Ко = ind N. 

к=1
Применяя к оператору N результаты Р. В. Дудучавы [10] относи­
тельно нетеровости сингулярных интегральных операторов в гельдеро- 
вых пространствах с весом, получаем вторую основную теорему на­
стоящей работы:

Теорема II. Пусть с (х, у). £ V' ՛։* (а1։ ■ - •, ая), где 
п

pt 4-а<Х< 1 и р (х) = [~[ |х — а*Г*,  и+ а<С°*  Рт 1» к = 1, 2,- • и.
*=1

Для того чтобы оператор К был ^-оператором из Н՝[ (?) в 
//р+а(?)> необходимо и достаточно выполнения следующих условии:

1) inf |п(х) е-/ас + V(х)[ > 0; inf |u (х) е/,я4- г՛ (х)| > 0, х£ [а, 6],

1
2) 0(а>֊0)

Q(ak + 0)
а*  — I*. к = 1, 2,-

гдг функция Q(.r) определяется равенством
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Q(x) =

и(х) е - V (х) 
и (х)е‘՜՜ +v(x) 

X 6 (о.- 6],

1» *€  [— °°> «] \ (а» 6].
Полагая и» = (|*,  «1։«я), заметим, что индекс оператора Нра­

вен ш — индексу ([10]) функции ф(х).
В заключение автор выражает свою искреннюю благодарность 

С. Г. Самко за внимание к работе.
Ростовский государственный
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Р. II. ՌՈԻՐԻՆ. Կոտորակային ինտեգրալների կշռային գյոլդերյան տարածությունում և պոտեն­
ցիալի տիպի օպերատորներ (ամփոփում)

Աշխ ա տանբում ապացուցվում է, որ Н.^ (р) Й + ։ I՛?) կշռային գյոլդերյան տարա­
ծությունները հոմեոմորֆ են Հյլ կարգի (Գիման-Լիուվիլի կոտորակային ինտեգրման օպերատորի 
նկատմամր։ Գտնված են նետերոլթյան անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ պոտենցիալի տիպի 
օպերատորի համար և հաշվված կ նրանց ինգեբոըլ

B. S. RUBIN. Fractional integrals in the Holder spaces with weights and potential- 
type operators (summary)

It is proved that H^ (?) and H^+a (p) Holder spaces with weights are homeo­
morph with respect to Riernan—Liuville fractional integration operator of order a. The 
necessary and sufficient condition for Neterity of an operator acting from H՝JL (p) 
into K+n (P) is obtained and the index calculated.
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ս՜ա թեմատիկա 1Х։ Л9 4, 5974 Математика

л. 3. ГРОССМАН

О СОГЛАСОВАННОСТИ УСЛОВИЙ ВЕЩЕСТВЕННОСТИ 
И СИМПЛЕКТИЧНОСТИ С ПОЛЯРНЫМ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ

У-НЕРАСТЯГИВАЮЩИХ МАТРИЦ

1 . Постановка задачи. В ряде задач математического ана­
лиза и математической физики особую роль играют У֊нерастягиваю- 
щие матрицы-функции. Одним из важных методов исследования та­
ких матриц-функций является их мультипликативное разложение, по­
лученное В. П. Потаповым [1]. В этом разложении условие нормиров­
ки основано на выделении /-модуля матрицы, т. е. на полярном пред­
ставлении /-нерастягивающей матрицы. В анализе и приложениях на 
рассматриваемые матрицы-функции часто накладываются дополнитель­
ные условия вещественности, симплектичности и др., и, естественно, 
чтобы компоненты полярного представления таких матриц также 
удовлетворяли этим условиям. Ниже показано, каким условиям (не­
обходимым и достаточным) должна удовлетворять матрица /, чтобы 
такая согласованность имела место.

Через / обозначается матрица, удовлетворяющая следующим 
условиям: ’

У* = У; 7- = /-

Напомним, что матрица № называется У-нерастягнвающей, если 
У֊унитарной, если №]№*■= ], строго У֊сжимающей, если 

7 и /-эрмитовой, если (11^/)’* = НР/.
Как показано в [1], каждая У-нерастягивающая матрица допус­

кает полярное представление
47= R-V, (1)

где R — /-эрмитова у-нерастягивающая матрица с неотрицательными 
собственными числами и простыми элементарными делителями, отве­
чающими собственному числу л — 0, а и — /-унитарная матрица. Ком­
поненты R и 11 представления (1) называются соответственно /-моду- 
лем и У֊аргументом матрицы №. Для У֊нерастягивающей матрицы 
ИГ ее /модуль удовлетворяет соотношению 7?’—• ИГ/1Г*/. Поскольку 
из равенства квадратов матриц с неотрицательными собственными 
числами и простыми элементарными делителями, отвечающими соб՜ 
ственному числу X = 0, следует равенство самих матриц, то /модуль 
матрицы 47 определяется однозначно. В случае же неособенное™ № 
однозначно определяется и /-аргумент.
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Матрица X называется вещественной, если вещественны все ее 
элементы, т. е. если X = X. Матрица X порядка 2п называется сим- 
плектической, если выполняется условие

ЛМ' = ь,

где о -и„ •

Пп О
1П — единичная матрица порядка п,

X' — транспонированная матрица.
2°. Вещественность. Приведем произвольную матрицу / к 

„каноническому“ виду с помощью ортогональной матрицы.
Теорема 1. Каждая матрица ] представима в виде 

}=и}сг У*, где и — ортогональная матрица, а }сг — блочно-диаго­
нальная матрица с блоками на диагонали

■ 0 - Щ ’
.Иг О

0<^)./<^1 (У = 1> 2,гп),4-2, т 4-2 —

т^-0, О, к3<?> О, I 0.

Для доказательства представим рассматриваемую матрицу / в 
виде ] = А + {В, где А и В—вещественные матрицы. Тогда /* = 
= А' — гВ'. Из того, что /* = /, следует, что А՛ = А, В'= — В. 
Для симметрической вещественной матрицы А существует ортого­
нальная матрица £/х, приводящая А к диагональному виду: £/1Д£/1*=Д1, 
где Ах — блочно-диагональная матрица с блоками на диагонали

Л<>) _ —и'1) _ — 0 Л ; г'
Ач - г ,А1+1.у+1— 

। з I ° ч ь, ।

Л™+2, л.4-2 = Од> °<Х/> )7=/=1 (/=1, 2>- ■> т), т>0, 

кг >0, к3~^֊ 0, Ь 0, Од — нулевая матрица порядка £.
Обозначим Вг = и-хВи'х, ]г= Имеем: В\ = — В1г }1=А1+ 

+ /Д, }] = /1։ Л = I. Из последнего равенства получаем: (Д^—3^)4֊ 
т ЦАхВх 4֊ ВхА-х) = /,5откуда следует: Д^—В? = I, = — ВхА^ От­
сюда вытекает, что — блочно-диагональная матрица с блоками по 
диагонали

2, т + 2 = причем
Су С . = (1-1^ л „ с;. С/ = (1- ).]) ЛУ; Со Со = 0; В\ = - I, 

В[=--- Вс
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Из первых двух равенств следует, что 1 и С;/] 1——ортого­
нальная матрица (у-~1, 2,•••, т), из третьего равенства следует, 
что Сс = 0. Из последних двух равенств вытекает, что существует 
ортогональная матрица £/д такая, что Ui.Bt.UL— блочно-диагональная 

матрица с блоками на диагонали — матрица II порядка [°-1]. 
1 о I

По матрице £/д построим ортогональную матрицу 1/^, выпи­
сав сначала все строчки матрицы г//., стоящие на нечетных местах, в 
порядке их расположения, а затем — на четных местах. Тогда, очевидно

и? Вс и՛?՝ = | ° л
4 4 I л о

, Вгде I —----
2

Пусть матрица

и'/= (у — I, 2,• • •, т).

Преобразуем матрицу с помощью ортогональной блочно-диа­
гональной матрицы и., с блоками на диагонали

£/„ = А։+*։, №. У+։ = £/Р, 1 т, Ц%+2. т+2 = о'?.

Так как и.-А} и՝г = А1։ а и,Вхи՝2 есть блочно-диагональная матрица с 
блоками на диагонали

В^2. тт2 = гол ] , то и^и՝2 =

у=(и! и՝2) ]СГ (гл* гА)* = г/уег г/*, Где и=и\ и2, 

ии* = /, и = и, }сг — матрица, записанная в формулировке теоремы- 
что и требовалось доказать.

Замечание. Из теоремы 1 следует, что матрица (Ее У)2 тог­
да и только тогда является проекционной (т. е. (Ее У)4 = (Ее У)2), 
когда т =0, т. е. когда матрица У имеет вид

где ии* = 1, 0= и, 0 —։//
И, 0

Теорема 2. Для того чтобы для данного ] компоненты 
полярного представления всех вещественных неособенных ,]-не- 
растягивающих матриц были вещественны, необходимо и доста­
точно, чтобы квадрат зегцестзенной части ] являлся проек­
ционной матрицей.
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Исходя из замечания к теореме 1, достаточно доказать следую­
щее утверждение: для того чтобы для данного _/ компоненты поляр­
ного представления всех вещественных неособенных ./-нерастягиваю­
щих матриц были вещественны, необходимо и достаточно, чтобы ма­
трица была представима в виде ] — С^сги՝', где и ортогональная 
матрица,

Необходимость. Пусть матрица / такова, что компоненты 
полярного представления всех вещественных неособенных /-нерастя­
гивающих матриц вещественны. Тогда, как легко видеть, тем же 
свойством обладает и матрица ]сг — канонический вид матрицы ] (см. 
теорему 1).

Рассмотрим /„-нерастягивающую вещественную неособенную 
блочно-диагональную матрицу с блоками на диагонали

М'10 =
'2Л, о

й^/п + 2, ш + 2 =

Для нее квадрат /ег-модуля R» = й^0 /ег й^, ]гг есть элочно-диаго­
нальная матрица с блоками на диагонали

3
I 4

„ 7 7 7’-֊НК ՛
и А/. Поскольку из вещественности Ко следует веществен­

ность 7? 2, то т = 0, т. е.

Достаточность. Очевидно, без ограничения общности, мож-

но считать, » где

Покажем, что все /-нерастягивающие вещественные матрицы № 
распадаются на блоки в соответствии с распадом на блоки матрицы

°п 0 I
О а221
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це

Итак, при произвольной /-нерастягивающей вещественной матри­

\У/= а и “и 
аИ а12.

следует показать, что блоки а12 и а։1 равны нулю.

Достаточно показать, что а։1 = 0, поскольку вместе с матрицей Ж 
вещественной /-нерастягивающей является и матрица Ж*.

Из неотрицательности произвольной матрицы V следует неотри­
цательность матрицы И, а значит, и матрицы

Поэтому

Ре Ж]Ж9) = I Л “ “и /г ап — “и У г ап 
I — “21 У' “п — “я Уг 021

>0.

Достаточно рассмотреть случай, когда матрица ]г —ап _/г не. 
особенна. Действительно, пусть матрица особенна. Рассмотрим матри­
цу

№Г1=1Ь11 
|6Й

Обозначим == |

матрица. Поэтому * . г х_________ „__ ,֊֊
I 1-и I ' *

щественаая) матрица. При этом матрица

Л- Ьп л Ьи ---- ]г- Жй ап ]г аи Жй = иг - 1^0 ^) +

4֊ ^о(/г-ап/;а:։) 1Г01>0

и поэтому неособенна. Если будет доказано, что при этом блок
6.1=0, то отсюда будет вытекать ап = 0, так как а21 = Ьп.

Итак, пусть теперь матрица — “иУг“п неособенна. В этом
случае из неотрицательности матрицы Ре (У— следует, что

У г “и У< “п > 0, ( “н 1г“21) ( “21 ]'г ап) X

612

622

Р1 /*|

и Г,

ру*։
А1 _

/-нерастягивающая

1Г-

X (/г — аи уу а։1)-։ (— а11֊/г а^։)>0. (2)

Воспользуемся следующим непосредственно проверяемым тож­
деством: У + /Д* (]*=]•

А — произвольная матрица).
Учитывая это тождество и второе неравенство в (2), получаем

0<—“г1[Л + “п г— ап7га'п) аи Jг] аЛ = — а21 (]г— а„ /гац)-։ а2Г
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С другой стороны, из первого неравенства в (2) следует, что 
/ —а;1/аи>0, а значит, — а21 (/■ — /■ с»)՜1 а51 < 0. В итоге по­
лучаем — а21 (//• — <։и Уг ан)-։ а21 = 0, откуда а21 = 0.

Итак, для } = Усг все /-нерастягивающие вещественные матри­
1Г, 0
0 1Г2

цы имеют вид . В случае неособенности блоки й^

и Й'Л также неособенны. Кроме того, они вещественны и /-нера- 
стягивающие матрицы в метриках /г и соответственно. Компонен­
ты полярного представления матрицы V/ распадаются на блоки, яв­
ляющиеся компонентами полярных представлений матриц и й^2.
Поэтому достаточно показать вещественность этих компонент, т. е. 
доказать утверждение в случае / = /■ и / = /։.

Пусть / = / и пусть неособенная /-нерастягивающая матрица 
= R՛ 11 вещественна. Покажем, что R = R и и=и. Убедимся в 

том, что R и У удовлетворяют условиям соответственно /-модуля и 
/-аргумента:

</?/,)* = (/?/,)• = Щгу = Цг R*)' = R],; Jr~ RJrR* =

=~]г- R]г }7и՝=й]7и՝ -]г = /г.

Собственные числа матрицы R совпадают с собственными числами 
матрицы R и потому положительны. R V— RU = й^ — й^. Из един­
ственности полярного представления вытекает, что R=R, и ■= V.

В случае чисто мнимого /, все /-нерастягивающие вещественные 
матрицы являются /-унитарными. Действительно, из /— й?/й^* >0 
имеем /—й?/ В5'* > 0, и так как /=—/то /— поэто­
му /— Й^/Й^* = О. Отсюда, при / = / для каждой вещественной 
/-нерастягивающей матрицы й7 компоненты полярного представления 
суть соответственно R = 1 и 17 — В^ и, значит, вещественны.

Таким образом, теорема полностью доказана.
Замечание. Пусть для матрицы / выполняется необходимое 

условие теоремы 2, кроме того, существует строго /-сжимающая ве­
щественная матрица. Тогда матрица / вещественна.

Действительно, в этом случае для соответствующей матрицы 
}сг— [ также существует строго /-сжимающая вещественная

1 У։ .
матрица. Если порядок блока /.՛ отличен от нуля, то эта строго 
/-сжимающая вещественная матрица является блочно-диагональной с 
/-унитарным блоком (см. достаточность теоремы 2), что противоре­
чит ее строгой /-сжимаемости. Поэтому ]Сг = ]г, / = II]М* = ] .

Очевидно, вещественность / является при существовании строго 
/-сжимающей вещественной матрицы не только необходимым, но и 
достаточным условием того, что компоненты полярного представления 
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всех неособенных /-нерастягивающих вещественных матриц веще­
ственны.

3'. С и мпл е кт ичность. Аналогичными рассуждениями, но 
более громоздкими выкладками, можно доказать, что справедливы 
следующие теоремы.

Теорема 3. Каждая матрица / представима в виде ] = 
= и}а О*, где и — унитарная симплектическая матрица, /а — 
блочно-диагональная матрица с блоками на диагонали

О < > 1 (у = 1, 2. • ■ •, т), т > 0, > 0, к., > О, I >0.

Теорема 4. Для того чтобы для данного ] компоненты по­
лярного представления всех симплектических нерастягивающих 
матриц были симплектичны, необходимо и достаточно, чтобы 
матрица (-—была проекционной.

Остановимся, но уже не столь подробно, н^ доказательстве этих 
теорем.

Доказательство теоремы 3. Произвольную матрицу У 
можно представить в виде суммы двух матриц А и В таких, что 
А/з = }$А' и В]з — —]зВ՛. При этом:

А = /+л/л , в = л. = д 
2 2 ।

Из того, что .4*|= А и = ]։А', вытекают такие свойства 
собственных векторов матрицы А, которые позволяют привести ее 
при помощи некоторой унитарной симплектической матрицы £/х к сле­
дующему диагональному виду:

1\А и\ = Аг — диагональная матрица с блоками на диагонали

а(и_[ —А. 0 1 .о; I— ՛>.] Ц. 0А" - 0 I ■ - | о Ц '

Л<Х,„։֊0г. Л».лы„, = ЛЙ>„
1-С £-С ■’’п + 2, 0 <Ху, Ху =/= 1, (у = 1, 2,• • •, т),./п >0,

. кг >0, £2>0, />0. • ...... .
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При этом, если В Ш н — их] 1/^ то

Ух = А1 + В1, А;-{-В{ = /; АХВ = В^А-^, В\ = 51։ Ву]3 = }3 В1։

и потому

09.

ВГ = В?>. В^'^о).

Для матрицы /(0) =

ткческая матрица [/(՛» =

в}'” вУ
&(<>)_ &<0) существует унитарная симплек-

I и\" и^'
I - . такая, что

£/(0)у(0)£/(01 • _ г:.]-
Унитарная симплектическая матрица £/2,

приводит матрицу к блочно-диагональной матрице 1/28^2 с блока­
ми на диагонали В'п = О*, |_ь,
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1 -С /Л1, 2?2т +4, 2т +< = //,

0<А/<1 (у = 1, т), т >0, Л, > 0, к2 > 0, />0,

откуда, так как и^А-^г — Д1։ имеем: и^иг=

(1—1 7/ V < ' -ЧП

тогда и только тогда является проекционной, когда т =0, т. е. когда 
матрица / имеет вид

где
ии* = I, или՛ = Л, Л = | ° 7' 

1111 0

Доказательство теоремы 4. Необходимость доказы­
вается так же, как и в теореме 2. В качестве матрицы можно 
взять, например, блочно-диагональную матрицу с блоками на диа­
гонали

4Г 5

I
-А/ А/ 

з з
45

№»։ + 2, т -2 — Л+*1 +*, > 1^*+т+2, *+ т +2 — 3 7 3
£ 
3

— /з Л/

1 <у < т, +8, 2,Л +з = Л (1Г0Л 1^0 = / . Л ֊ И^с ]сз 1^0 > 0).
Достаточность. Можно считать, чт? ./=/ • У всех /-нера­

стягивающих симплектичсских матриц

Оц

!₽'= ^■21

012 аи аи 
а22 а23 а24 

а32 азз аз*
°41 а42 а43 а44-

581—6
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(разбитых на блоки в соответствии с разбиением J) имеем 

ais = а14 = аз։ ~ а2з = я։2 = аз< ՜ а« = ««з = ®։՜

Действительно, из симплектичности Исследует, что JsJJs^WJsJJgW*, 
и потому при

имеем В— WBW* 0. Перестановкой блоков матрицы W составим
матрицу

ճշշ I Օշւ Օշյ
О<3 ճ44 | а<1 °1«

L. jL. GROSSMAN. Or. the consistency of the reality and symplexity 
conditions with. polar representation of J-constructive matrices (summary)
The following question is solved: for which matrices with the property 

/* = J, J2 = I .the reality (syr.’.plexity) of /-constructive matrix W implies the reality 
(symplexity) of the components of its polar representation.

The simplest form, to which the matrix J can be reduced with the aid of real 
(symplectic) unitary matrix, is discovered.
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Հողվածում պարզված է, թո յ — ք ։ ք2 — 1 հատկություններով օժտված ինչպիսի մ մասւրից- 
ների համար VI 3-չծղվող մատրիցի իրականությունից (ս իմ պլե կ տ ի կ ութ յոլն ից) հետևում է 
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Պարզված է, թե ինչպիսի պարզագույն տեսքի կարելի է բերել կամա յական 5 մատրիցր 
իրական (սիմպլեկտիկ) ունիտաո մատրիցի միջոցով։
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