


ԽՄԲԱԳՐԱԿԱՆ ԿՈԼԵԳԻԱ

4ղիավ.ր խմթազիր Մ. Մ. ՋՐԲԱՇՏԱՆ

Ռ. Ա. ԱԼԵՔՕԱՆԴՐՏԱՆ 
Ն. ձ. ԱՌԱՔհԼՏ ԱՆ 
Ւ. Գ. ՏԱՍԼԱՎՍԿԻ 
Ա. Ա. ^ԱԼԱԼՏԱՆ

Ս. Ն. Ս՚ԵՐԴԵԼՏԱՆ 
Ա. Բ. ՆԵՐՍԵՍՏԱՆ 
Ռ. Լ. ՇԱՃԲԱԳՏ ԱՆ

Ի ԳԻՏՈԻՈ-ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

եւմբաղրոլթյունր խնդրում Լ այն անձանց» որոնք ցանկանում են հոդլիաձներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ դիտոլթ յունների ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա ■ Մ ա թ ե մ ա տիկա» ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ) է

Մեկ տպադրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ- 
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբա գրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամ բ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան յեգվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեգում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու- 
թյուններր (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
եւմրադրռթյան հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, դիլոոլթյունների ակադեմիայի Տե­

ղեկացիր, սերիա »Մաթեմատիկա»,
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Г. М. АЙРАПЕТЯН

О БАЗИСЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
В ПОДПРОСТРАНСТВАХ КЛАССОВ Ер(1<р<оо)

Пусть С(+) — односвязная область, ограниченная спрямляемой 
жордановой кривой Г, а — дополнение замыкания области б(+)|.

Через и> = Ф (я) (г = ф (то)) обозначим функцию Римана, отобра­
жающую область на область {ш; 1«,|^>1} с условиями
нормировки ф (оо) = со, Ф' (со) >0.

Если [ш*}Г —произвольная последовательность отлич­
ных друг от друга точек, то, как хорошо известно, при условии

3(1֊|Ф (ш»)Г2)< + °°
*=1

(А)

замыкание системы функций (։1/(<*>* — г)}։“ в известных классах Ер(1< 
■^р<С0О)> аналитических в области О(+> функций [1], по метрике 
Ьр (Г), является собственным подпространством Ер.

В работах [2], [3] была дана полная внутренняя характеристика 
линейной оболочки /р (1 такого рода незамк­
нутой системы.

В настоящей статье исследуется вопрос-о базисности системы
п>^)(х)=ФМфч<»>)]-1/^ л=1> 2

։о* — г

в подпространстве лр ш*), где у = р/(/> — 1) > 1.
В работе М. М. Джрбашяна [4] было установлено, что при усло­

вии (А) система функций

р(А|/?1 (г)=------------------- I—. (տԱլք!— (ь — 1 շ...) (4)
в [ф (_’)][!-Ф (я) а* (ш)] 1 ’

где а* (ш) = [Ф (ա*)]-յ (0<Հ |а* (ш)| <Հ 1) и

В (Լ) = Г! Я*^~С Iя* <ш)1 
®*(»)С «*(<“)

биортогональна с системой (я)}~ на кривой Г.
В настоящей работе в предположении, что последовательность 

(։* (ш)]" (0 < |а* (ш)|<1) удовлетворяет условию

ы п I
* > —а1(ш) “л (“)

>8>0, (В)

устанавливается следующее представление ядра Коши:

’Л:՜ 5*1»

Ջ-Ь Ж* ьЯ
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1 —V J1 ?) (Г\ т1"1^ (zl4- 1 ('•)]'7 у—-S?. (Qm* (Z)+— -— -X

v г в (Ф И) [Ф' (7))]^
' J (ч-яХФО-ФЬ։)) 

г
л(г^а+\ сес^), (С)

где ряд сходится по метрике Ьр на кривой Г.
Отметим, что биортогональность систем [ т^4^ (я), («)) Г

на кривой Г является лишь специальным случаем более общих 
результатов такого же рода, установленных М. М. Джрбашяном 
[4], впервые рассмотревшим такие системы, когда числа последова­
тельности («>*)“ С С<)> вообще говоря, не отличны друг от друга. В 
свою очередь, представление (С) является предельным случаем тео­
ремы, установленной в той же работе на тот случай, когда последо­
вательность {«>*}{■ удовлетворяет условию (В). При доказательстве 
(С) мы используем одно утверждение из работы [10], которое сфор­
мулируем в виде теоремы.

Теорема А. Пусть [а>}Г (0<|а*К 1) удовлетворяет усло­
вию (В), тогда любую функцию / (я) (1 <р< оо) можно пред՜
ставить в виде

f (*) = 2 С* (У) г* (я) + 
*—1

в (г) Г /(0 л
2к/ в^> *~z

где
п(я)= —i—(А: = 1, 2,- ), В (я)» П

1-«*։ *=։1—а*я а*
и

1/1-1

f(t) a»(f) |л|, 2*(я)= в (г)
(я -а*) В՜ (а*)’

причем ряд сходится по метрике Ьр на окружности |я| = 1.
В предположении, что контур Г является кривой специального 

типа и последовательность (а* (ш))" удовлетворяет условию (В), 
применением соотношения (С) доказывается следующее утверждение 
(теоремы 2, 3):

Для любой, функции / (я) {(7(4Л ш*} (1<Ср<С°°) имеет ме­
сто представление

/(«) = 2 с*(/)т«/»)(я), я £ СК, 
Л-1

где К есть замыкание множества точек (ю*)“

с* </)=Л f ® р^1'” ® Л с*-1*2’ • • • >• 
2кг J

Г

причем ряд сходится по метрике Lp на кривой Г.
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1 (а). Пусть С(+)—односвязная область, ограниченная спрямляв 
мой жордановой кривой Г. Дополнение замыкания этой области обо­
значим через Таким образом, контур Г является общей полной 
границей для обеих взаимно-дополнительных областей 6(+) и

Обозначим через Нр (£(4֊))класс голоморфных вО(+) = (г; |г[ <<1| 
функций, принадлежащих известному классу Нр Харди, а через 
Нр (О՜1) — класс голоморфных в 2)(_)= {г; |г|> 1 ] функций, предста­
вимых в виде

где £(*)(: Я, (£)<+>).
Пусть функция

ш = ф(г) (ж = ф («>)), (1)

подчиненная условиям нормировки Ф (оо) = оо, Ф'(оо)^>0, конформно 
отображает область на область

Пусть далее {и*}։՝ («>л =/= оо) — произвольная последовательность 
отличных друг от друга комплексных чисел, лежащих в области 

Определим другую последовательность также отличных друг 
от друга комплексных чисел {а* (<о)}։“ (0 < |а* (и>)|<1), полагая

аж (ш)= [Ф (а»*)]֊» (Л = 1, 2,■ • •). (2)

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что последовательность 
чисел удовлетворяет следующим условиям:

2(1֊ |ф-‘ (®*)|*) = 2 (1֊ |а* ('»)> )<+ оо, (3)
*—1 4—1

Ф-» (е,)-ф-« (ш4) I = ~ 
1-ф-> (и/) ф—1 (и։*) |

(=1

8>0> к

1—а,(<и) а* (ю) I
(4)

где о (0 3 1) — некоторая постоянная, не зависящая от Л^-1.
(б) Функцию / (г) отнесем к классу Ер если она голоморф­

на в С(+) и / (? («>)) [«' (то)] "’6 Яр где <р (о>) есть риманова1
функция, отображающая на <7(+). Класс £р(С(+)) при 1<р<оз 
будет банаховым пространством с нормой

( 1 р \чР= 1/(С)К|Л|) ,
J I
Г

где / (С) суть угловые граничные значения функции / (я) на границе 
Г области б(+}.

Соответственно, функцию £ (г) отнесем к классу ЕР (С(՜՜)), если 
она голоморфна в и £(՛{’(«'))[՛/(«')]|/₽ (; Яр (£)(->)• Класс £р(С(->) 
при (1<р<со) также будет банаховым пространством с нормой
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^₽=։ Ш|А (с)т},/₽’ •
где У7 (С) суть угловые граничные значения функции Г (г) на границе 
Г области С(_).

Известно [1], что

Ф' (ш) £ (£>։֊)) И ф' (г) е Ег (&֊>). (5)
Следуя М. М. Джрбашяну [3], рассмотревшему общий случай 

произвольной последовательности С(_) при данном со>
введем в рассмотрение системы функций

т,,„, _ Ф (■.) |Ф- (..)!-» (4= 1։ 2>..(6)
Ш* — 2

р<^>(г) = ---------------- (г-/7________ _________ (£=1,2,---), (7)
Р* 5[Ф(г)][1-Ф(г)а* (ш)] Д'(«* (ш))

где —1-----— и
Ч Р

а* (ш)

Заметив, что функция 1/В [Ф (^)](1 — Ф (х) (“>)) голоморфна и
ограничена в области из (5) заключаем, что р*1/1?) (г) £ Ер 
Справедлива теорема, являющаяся частным случаем теоремы 2 рабо­
ты [4].

Теорема В. Система функций {т^1^ ((.), Р*/ф) (С)}Г биортого- 
налъна на кривой Г в следующем՝смысле՝.

֊ Г т?л> (С) р?'’> (С) Л == 8*., = | •*’ * ~ 7 (8)
2-гет 3 (0, к ф V >

где р?/17) (С) есть угловые граничные значения функции р*1/?) (г) на кри­
вой Г.

Действительно, поскольку функции р?/?> (г) £ Ер и обраща­
ются в нуль в бесконечности, то по формуле Коши имеем

р"/?) (*) = Л [ Р’1/?) (« г— > 6 0(-’,
2^1 и С — г

откуда при г = <о* непосредственно следует утверждение (8) леммы.
(в) При данном р(1‘Ср<^°о) рассмотрим голоморфную в 

£>(-)= {ш; функцию

Х1/? (и; г) = , г С<+), (9)
ф («») — г

где ч = р1(р — 1).
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Следующая лемма и ее следствие являются предельными случая­
ми теоремы установленной М. М. Джрбашяном (см. [4], теорему 4),. 
на тот случай, когда последовательность {«о*)“ удовлетворяет условиям 
(3) и (4).

Лемма 2. Пусть последовательность удовлетворяет
условиям (3), (4). Тогда при каждом справедливо пред­
ставление

д) = [У («)/'’£ рГ> (ф («,)) т^(д) + -1— X | 
*=1 В (»)

X — [ Х|,'?— (10),

1/1-1

где ряд сходится рйвномерно относительно (w внутри и по 
Lq-метрике на окружности |w| = 1.

Доказательство. Рассмотрим голоморфную в круге £)(+>՛ 
функцию

7-1/»(С; я)= ֊֊֊’Z1/?^X; z^ • (11)

Докажем, что при каждом z £ G(+), как функция от С. х։„ (С; я) е 
(/>+>). В самом деле, обозначив

rf(z) = inf |С-я|>0,
С6Г * 

для любого |w| = p^-l будем иметь 

|ф (w) — я) > </(я).
Поэтому, учитывая (5), получаем 

2« 
lim sup f |Zi/?(pe/։)|’ t/S 

p-i+o J 
о 

2«
< [rf (я)]-lim sup f |ф' (pe'e)|? rf8 со. (12)

P-»i-o J 
U

Однако, no (11) при 0<^r<^l
2» 2x
f l7i/e (re/e; я)|? </0 = — f Xj/q (— e~lt; z </9,
J rP J \ г /I
0 0 î 

откуда, ввиду (12) следует, что ZJ/Q (Ç; я) (£X+^). Теперь приме­
няя теорему А, получим следующее разложение:
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у-/г л <1 в (0 у-(л., bj^ p;/<r(6-х) jt (13

где ряд сходится равномерно в области Z7(4) и по метрике Lq на ок­
ружности |С| =1. Замечая, что

Z)

и переходя к сопряженным величинам в (13), учитывая что В (,) = 
= В(1/С)-։ и при |f|=l Х|/? (t; z) = t 7.г„ (f; z), а также заменяя С՜* на w, 
шолучим (10).

В качестве следствия леммы 2 отметим следующее разложение 
ядра Коши:

1   _։V?)/_х i. 1 [Ф (••)]\у—-2₽. (С)».. «+^-s(0(y)x

[• В («(,))|Ф-(,))<» :ео,_>։ (м)
Jbi-WMW)

-которое получается из (13) после замены 'Ь (w) на С. Ряд в (14) схо­
дится равномерно относительно С внутри G(_) и по метрике Lq на Г.

(г) Определение [6]. Сложным контуром Ляпунова будем на­
зывать контур Г, состоящий из конечного числа ориентированных дуг 
Ляпунова* Г։, Г,,---, Г„, имеющих конечное число общих точек, при 
этом будем предполагать, что если Г/ и Г* имеют сбщую точку, то 
либо кривая Ру U Г* является ляпуновской, либо в этой точке каса­
тельные к этим кривым не совпадают.

Теорема С. ([5], [6]). Пусть кривая Г является сложным 
контуром Ляпунова, тогда для любой, функции /(С) €^>р (Г) (1 < 

■<\Р<^00) интегралы типа Коши

?+.W- А- Г-Д9- «л, z e g<+>, <р_ (ж) = -L f/lSL л, z 6 g<֊>, 
2«։ J С — z 2к/ J С — z

г г

обладают следующими свойствами:
1. я+ (z) e ЕР (G<+>), <?_ (z) е Ер (G<֊>).
2. Имеют место неравенства вида

|ф+вр Ар j/Цр, ||<р- ||д Ар ||/|р, 
где Ар—.постоянная, не зависящая от f, причем

к»*|р = (f1т+ 1Л( Г = I т- f I’- ։л> 1V/։’
■ I лт: J J I 2т 1

Г Г

'* Дугой Ляпунова .будем называть ориентированную ограниченную разомкну­
тую линию Г, .если угол а (»), образованный касательной к Г, удовлетворяет условию 

.Гальдера.
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( 1 Г V'/»
1Л= ֊֊ 1/ЮИМ • 

12" и ]г

Лемма А. Если последовательность точек |«>*)։" удовлетво­
ряет условиям (3), (4), то для любой функции / (г) (С(_)) спра­
ведливо неравенство

2 <*-|։* <">|։> < к՛ <“>■
|ф (ш*)1

где Кр — постоянная, не зависящая от
Доказательство. Рассмотрим голоморфную в- функцию 

^(0=/[ф(֊)][ф' (т)ГС€£И+)֊

Заметив, что Е^.)^НР (Д(+)), согласно теореме Шапиро, ю Шилдза: 
[7] для точек {«*(<“)}“, имеем

2 («* (ш))Р (1 - |а. («01’) < (17):
*■=1

но учитывая, что

Г(«*)=/(ш.)/[Ф>*)Р и И1г = МЬ,. 
из (17) получим (16).

Теорема Д [8]. Пусть системы функций {?л.(^)}։“, ®л (С) С 
6 ЬР (Г) (п = 1, 2, ■ • •), и {ф„ (С)}“» фя (■) 6 Е, (1Э (п =1, 2,..... ) соста­
вляют биортогональную систему на Г. • Тогда, если разложение 
каждой функции (Г) (1<^р< оо) типа

2 с* (/) ?* (С), с* (/)= -г [ Ф* (С) / (С) (18)

слабо сходится, то для каждой функции 8 Щ £ Ц (Г) сопряженное 
разложение

2 Л (я) Ф* (С), * (8)=֊ (* Ф* (О г (С) л

будет сильно сходящимся, более того, разложение (18)՜ также бу­
дет сильно сходиться.

2 (а). Теорема 1. Пусть последовательность комплексных 
чисел (ш*| “ £ удовлетворяет условиям (3) и. (4). Тогда, любая 
функция / (а) Ер допускает разложение

/(а) = 2 с* (/) т?М(г) + г /X Л,Л( х^(+),
2я։|/й *'В^

(19),
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։де

с* (/)=֊!֊Г/(С) р?'” (С)<л (л = 1, 2,- -) (2°)
2к/ J

г
М V

г(ш; х) = _Е е н, (#1 ’). (21)
2«»՜ 3 Ф (0—г 1—{■ш

1/1-1
причем ряд в (19) сходится равномерно внутри области С1+>.

Доказательство. Согласно формуле Коши имеем

/(*) = ֊7 
2п1

так что утверждение (19) следует из разложения (14). В свою оче­
редь, утверждение (21) вытекает из теоремы Рисса [7| или же из 
теоремы А, если заметить, что при фиксированном по (5)
функция В (։) [ф' (0]1/?/(ф (О— *)€£» и произвести замену переменной 
I на 1/#.

(б) Обозначим через со*} класс функций / (г)£Ер (<7(+)),
удовлетворяющих условию

X МД-ИР /д; чл„0 (22)
2к/ з /В (0 \« /1/,-1 .՝

Отметим, что после того как докажем теорему 2, будет видно, что 
класс {С(+); ш«} есть замыкание системы функций (г)}։” по 
метрике ЬР (Г).

Лемма 3. т^1^ (г) £ >֊р ш*}.
Действительно, обозначая

Г (г) 1 Г ^/?ЧНО][Ф'(ОР
2кг 3 /В (О

//|-1

г <И, г £ С(+>,

будем иметь

Г Ф(у.)[Ф-Ь)]-« Г №ИР__„(<)ГМ. Лй, ։€СМ, 
2™ ] Ф~ «(»») <] \ I )

|/|-1

где

/ х 1-к* (г) □։= ----------------------------------------
|а»(ч>)| Д <4 (ш) — г Iя* (щ)1
а*(ш)/+*1— Ч“)* а/ (ш) 

1—1

Заменив переменную I через 1/ш, получим

Ф(ша)֊֊/ 
«»*—ф (о
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го; г) с/ш, г £ С(+}.

Но по (5) и (20) имеем
Г /1 X 11р• (~) / 1 X

1«* ( —) г («,; х).6/4 <*£><+>), «?(+), 
го — Ф (ш*) \ го /

так что /'(г)^0, г£С(+։. Лемма доказана.
(в) Л е м м а 4. Пусть / (г) £ Ер (б'(+)), тогда

с* (/) = Е(ак (ш))/В'(а*(ш)) (к =1, 2, - • •)> (23)

где Р (г) — некоторая функция из класса Нр
Доказательство. Согласно (19) и (7) имеем

с. ___________ [ф/(О]*______________ Л =
' 2кг 3 В [Ф (С)Ц1 - Ф (С) а* (□>)] В1 (а*(а>))

= А_ Г /Й(«>)][»Ч«)Г» _
2гч’ 3 В (го) [1— го а* (ш)]В/ (а*(ш)) 

1в>1=1 .
Заменив переменную го через 1/го, получим

Теперь заметив, что ф (—^]Г Ф'/— ‘/ шВ(—и обо-
[ \WZJL \ го / ] /и \ го /

значив л ՝■ '

получим формулу (23). • '՛ ՝
Если обозначим через К замыкание! ' множества точек {«։»}“» ю 

будет иметь место
Лемма 5. Ряд

2 с* (/) т^ (г)

сходится абсолютно и равномерно вне К.՛.՛՝- ՛
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Доказательство. Пусть £<=СК-некоторое замкнутое мно­
жество. Обозначим через р расстояние между множеством и 
Учитывая лемму 4 и условие (5), будем иметь

1« (/) т'.'“ «I < £ |ф' ("։)|՜՛"=
р 1В (а* (ш)Л

=—• 11г!11*(ШТ|ф/ (ш*); ~։/’ < (24)р п я<(ш) — ал (си)
/>л| 1 —а/(ш)а* (ш)

1«*(«)|* 1Л»* («*»))։ |ф' (“»*)|-1/?. 
рв

(где С = вир |Ф (<и*)|.
*>1

Но в силу леммы А и того, что 1££^(6(_)), заключаем, что

2 (1֊ 1а* (<0)1«) |ф' (ш*)|֊> < К'. (25)
Л-1

Теперь, применяя неравенство Гельдера, согласно (24) и (25) для лю­
бого получаем

2 (1—1«* (о>)1։) 1^(«* (•»))! |ф' (‘»*)1՜1'’ < 
Л-1

( Ы 1 Ир г я< 12 (1֊ 1«л (®)1։) |Г (а* (ш))|₽| - | 2 (1-|а* (<■>)!*) |Ф' (••)!-*1 <

< к}14 к'р1р ни,, 

откуда и следует утверждение леммы.
Лемма б. Пусть кривая Г является сложным контуром Ля­

пунова. Тогда, если последовательность комплексных чисел (“>>11° С 
удовлетворяет условиям (3) и (4), то для произвольной, 

функции / (&+>; ш*| последовательность функций

5т (С) = 2 с*(/) т!'’ (С) (т = 1, 2, • • •)’ (26)
Л—1

является слабо сходящейся в пространстве Ьр (Г).
Доказательство. На основании теоремы 1 в силу слабой 

-компактности пространств (1 со) достаточно установить огра­
ниченность норм последовательности [5Ш (С)}~ в Ьр.

Пользуясь известной теоремой Хана-Банаха, можем утверждать, 
что

|5"(С)1,=,?“&.<« 1^1 ■5-<с)?(с> л|՛ <эт> г
.где у—:р!(р—1). Но по (26) имеем
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֊7 fS. G> s (У Л= ֊ j {Д с, (Л ml«'(C)J g (С) л-

= Д о. (Л Ф МФ' (-.))-"• ֊֊^Д Де. (Л Ф(-.>- 

(28). 
где

g* (z)=l֊\^֊d^Eq(G^).
2~z J z — C 

r
Заметим теперь, что ввиду условий (3) и (4)

\В' (а* («0)1 = 1-1“* и;։П
gf(w) —а» (и) > 8

так, что из (28) и (23) получаем

-\С s„G)^(C)rfC |<
2՜։ J Г

<т3 (1 -1». (»)!') |г(°* W)l'f.*1*1 ’
0 г.1 |Ф (ш*)!"’

где С = sup |Ф(ш*)|<С°о. Применяя неравенство Гельдера,. в՛ силу 
* > 1

леммы А и теоремы В будем иметь

1 С \ С ( т - 1 ։/р
֊ Sm (С) g (С) Л 3 |F(«> (ш))!*» (1 —|и* Н*) X

х f3 (։ -11* <“»■> Г'< «֊՛ w n Is-L

1— <4 («») «* («0

Отсюда, учитывая теорему С, из (27) получим неравенство.
jSm (Ob < S֊1^, , IH (m = 1, 2, - • ֊)к

где Mp. q CKpP Kq14 Aq, и лемма доказана.
(г) Прежде чем перейти к основной теореме докажем՛ еще՝ одну- 

лемму.
Лемма 7. Предположим, что выполняются условия леммы 6. 

Тогда для каждой функции f (0 (Г)(1 °°) существуют
функции f. (г) £ ).р {(?+>; «*), /2 (с) £ Ер (G<+>), /։ (с) 6 ЕР (G(+)) такие^ 
что

/(О=А(О+/а(О+А(О (29>
и Ck(f) = Ck(f1), где
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(9 ?£'’’(€) Л, (Л-1,2, — ). .

Г

Доказательство. Пользуясь теоремой Си известными свой­
ствами интегралов типа Коши [1], легко убедиться, что любая функ­
ция /(С) £ ЬР (Г) (1 < оо) допускает представление вида

/(9 = Г(С)+/,(€), С 6 Г,
где / (г) 6 Ер (<7+>), /, №Ер ((?->) и /, (оо) = 0. Из этого представ­
ления функции / (С) следует, что

с* (/)=֊1֊ [7(9 РГ/?)(о л + (/,(0 р!1'”(0 л. (30)
2т 3 2тч .)

г г

Теперь, учитывая, что /։ (г) р*/7) (ж)£ £։ (С(_>) и при |г| -» оо имеет по­
рядок О(1/|г|։), получим

— (С)Л = ° (Л =1,2,. . ).
2тч 3

*
'Отсюда и из (30) следует

с*(/) = с*(/) (Л = 1, 2, . ). (31)

Теперь, согласно теореме 1 и леммам б, 3, 1, имеем
ЕИ=/1(г)+/,(г),

тде

А (*) = 2 С* (/) Ш* (ж) С X, (С‘+>; и*), /, ^)^Ер (С<+>)

'и с* (4) = с* (Е) (Л = 1, 2,-..). Отсюда и из (31) следует утвержде­
ние леммы.

Следствие. В условиях леммы 6 биортогональный ряд каждой 
функции / (С) С Ер (Г) (1 < р < оо)

2 с*(/) т<?Ю(ж)
*=1

совпадает с биортогональным рядом некоторой функции / (ж) £ 
£^р ш*).

Теорема 2. Если кривая Г является сложным контуром 
Ляпунова и последовательность комплексных чисел удовле
творяет условиям (3) и (4), то для произвольной, функции / (г) £ 
£ 1р (С(+);. ш*} (1. <С Р <С °°)

■где с* (/) определяются по формулам (20).
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Доказательство. Согласно следствиям леммы 7 и теореме 
Д, достаточно доказать слабую сходимость последовательности

С)= с* (/) (г) (т =1, 2, • ••).

Но последнее утверждение установлено в лемме 6, так что теорема 
доказана.

Следствие 1. Пусть / (2) £ >.р [б(+); ш«} и выполняется усло­
вие теоремы 2, тогда существует функция Е(г) £ Ер (б<~)), Е(оо) =0 
такая, что почти всюду на кривой Г имеет место равенство

/(0 = В(Ф(С))Г(9,ссг. (32)
Доказательство. Рассмотрим голоморфную в области б(_) 

последовательность функций

т. ы =
Согласно теореме 2

11т
ТП-^ао

так что последовательность {ГиДл)],“ сходится равномерно внутри 
области б*՜) к некоторой функции Е (г) £ Ер (б<՜)), /г(оо)=0, и почти 
всюду на кривой Г выполняется тождество

Г(С) =
В(Ф(0)

сег.

Отсюда и следует утверждение (32).
Таким образом, функции класса \р (б1։՜1՜); о։*] характеризуются тем 

свойством, что каждую из них можно продолжить в СК в смысле, 
отмеченном в следствии 1. Иначе говоря, можно дать следующее оп­
ределение класса Хр {б(+); ш*|, эквивалентное первоначальному.

Определение. Функция / (г) определена и голоморфна в СК 
и принадлежит классу >.р (б(+); ш*| в том и только том случае, если 
выполняются следующие условия:

1. /(г)^р(С<+>), г(С<+),

2. / (2) = В(Ф (г)) Е(г), Г(оо)=0, Г(д) 6 ЕР (С(->),

3. Угловые граничные значения функции / (г) изнутри и извне 
кривой Г почти всюду совпадают.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 любая 
функция /(г) £ Хр (б(+); <и*] разлагается в ряд

/(г) = %с<(/)т^(2),г£СК,

где с* (/) (& = 1, 2,•••) определяются единственным образом.
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В заключение выражаю признательность моему научному руково 
дителю, профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи и по 
стоянное внимание при ее выполнении.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 14.Х11. 1*73

Հ. 1Г. 2ԱՑՐԱՊհՏՅԱՆ. £р(1<р<оо թասերի մեք ոացիոէալ ֆունկ-

ցիաների թացիսի մասին (ամփոփում )

Դիոոս, Օ(*) միակապ տիրույթ է սահմանափակված • րարդ Լյապոլնովի կոնտուրով' 
,(յ(~) ֊ով նշանակենք ^( + ) ֊ր լրացումը։

Հոդվածում ապացուցված է, որ (“։4]ք. ահ € հաղորդականության վրա դրված
որոշակի պայմանների դեպքում հետևյալ ֆունկցիաների սիստեմը

к-1,2,---,

որտեղՓ (х) ֆունկցիան կոնֆորմ արտապատկերում է Շ( ) ’ո |х|>-1 ֊ր սրա, £^(1< р < 00) 
դասերում իրենց գծային թաղանթի մ եք կազմում է րազփսւ

H. M. HAIRAPETIAN. On the batt։ of rational function։ in tubtpacet oj 
Ep clatte* fl < p < on) (summary)

Lot (;(+) be a simply connected domain bounded by a complicated Liapunov curve 

Denote by G<~’ the complement of G^+\ The paper proves that under some con­
ditions imposed on the ** e g<֊> sequence the system of functions

k=\, 2, 
«։*—z

forms a basis in their linear shell in Ep (1 < p < oo).
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Г. В. ВИРАБЯН

О ФАКТОРИЗАЦИИ КВАДРАТИЧНОГО ОПЕРАТОРНОГО 
ПУЧКА

Как показано в работах М. Г. Крейна и Г. К. Лангера [1], [2] 
при изучении вопросов двукратной полноты системы собственных и 
присоединенных элементов квадратичного операторного пучка важное 
значение имеет исследование ассоциированного с этим пучком квад­
ратного операторного уравнения, или, что то же самое, так называе­
мая задача о факторизации соответствующего пучка.

В работе [3] с помощью теории возмущений доказана возмож­
ность факторизации для некоторого класса несамосопряженных квад­
ратичных операторных пучков.

В данной работе приводится некоторое усиление основных ре­
зультатов работы [3]. Предлагаемая нами методика значительно про­
ще и опирается на классический принцип неподвижной точки.

Рассмотрим квадратичный операторный пучок

£(Х) = л*/-|-ХВ+С, (1)
где В, С — линейные ограниченные операторы, отображающие гиль­
бертово пространство Н в себя, причем оператор В имеет ограничен­
ный обратный В՜1 .

Задача факторизации пучка (1), т. е. представления его в виде

£().) = (к/-2) (л/-Д), (2).

сводится [1] к доказательству существования решения ассоциирован­
ного с ним квадратного операторного уравнения

г2 + вг+с=о. (3)
Имеет место следующая
Теорема 1. Если операторы В՜1 и В՜1 С ограничены и вы­

полняется условие
а = 4|В ։ЦВ֊> СК1» (4)

то квадратное операторное уравнение (3) имеет решение, удо­
влетворяющее неравенству

|2|<ЙС|. (5)

Если С — вполне непрерывный, то решение Д также является 
вполне непрерывным.

Доказательство. Применяя с обеих сторон оператор В~1 г 
запишем уравнение (3) в виде
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7. = Ф (Z), (6>
где

Ф(7) = — В֊' Z2 — В֊1 С. (7>

Через R = R(H-*H) обозначим пространство линейных ограни­
ченных операторов, отображающих гильбертово пространство Н в се­
бя. Рассмотрим в этом пространстве замкнутый шар ֊S = [Z^R:I)Z/ < 
С2Ц5՜’ С||) с центром в нуле и радиуса 2 IJ5՜1 СЦ.

Покажем, что оператор Ф отображает замкнутый шар S в себя.
В самом деле, пусть Z £ 5, тогда в силу условия (4) имеем

|Ф (Z)|=-15-* Z2 + Я֊1 CIKIIB֊1• ||^5-Ы|В֊։ ас
■ и?+ив-1 а< 4 • ив ֊ 'и |в-1 а?-ня-1 а=(«+1р-1 cj< 2115-1 а, (в>

что и означает Ф (Z) £ 5.
Далее, для любых двух операторов Z։, Z^S имеем

|ф (Z,) - ф (ZJ = и- в-> Z?+B-՝Z!U<р- ’ | |2? - =

= ш-։ j-и? - ад+ад-is-՛ да-- 2? +

+(21 - ы za < цв-> нт с

<4 |В-> аде֊1Ж-2։Я =*И1-4Л(а<1)- (9>

Таким образом, оператор Ф отображает замкнутый шар 5 банахова 
пространства R в себя и является оператором сжатия. Поэтому в си­
лу принципа сжатых отображений [4] у оператора Ф имеется един­
ственная неподвижная точка 2 в шаре Эта неподвижная точка и 
является решением операторного квадратного уравнения (3).

Поскольку Z£S, то
II2HK4IIB-1 cr<4-tB-։ q-цв֊1 HQKjq.

Таким образом

ИК Ис]. (10)
Пусть 20 = О и 2Я = Ф (2Л-։), тогда, как это следует из принципа 
сжатых отображений

||Zn— Z| —*0 при п —► со. (11)

Очевидно, что если оператор С вполне непрерывный, то каждая из 
итераций Zn также является вполне непрерывным оператором. Но 
тогда и оператор Z, как равномерный предел вполне непрерывных 
операторов, будет вполне непрерывным.

Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Последовательность операторов Zn = Ф (Zn-i), 

2о = О приближает решение Z квадратного операторного уравнения с 
точностью
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-||В-’а. (12)
1— а ' '

Теорема 2. Если при наличии условия (4) оператор С^>0, 
то у квадратного операторного уравнения (3) имеется решение 
Д, удовлетворяющее условию нормируемости, т. е.

г*г<с. . (13)

Доказательство. Покажем, что именно то решение Д квад­
ратного операторного уравнения (3), существование которого гаранти­
руется теоремой 1, удовлетворяет условию нормируемости (13).

При доказательстве теоремы 1 одновременно было показано, 
что решение Д уравнения (3) представляет равномерный предел по­
следовательности операторов

До = О, ДЛ = Ф (ДЛ_։), п = 1, 2, 3, • •
Для оператора Д։ имеем

||ДМ = ЦВ՜1 СМ < 2||В-1 СМ для V* ¥= о 6 я. (14)
Предположим, что мы доказали, что

|ДЛ-, М < 2 |В֊։ Сх։ для ух + 0 € н. (15)

Тогда, в силу и (15)
ЙД2_, М< 4 [В-1 сив-1 СМ для ух =/= о ен. (16)

Из неравенств (15), (16) и из условия (4) имеем

|4 М = |В֊’ Д2_։ X + в՜1 СхЦ< ||В֊> Ц-ЦД^М + И5՜1 СМ<

< 4 0В-> МВ-1 СНВ֊1 Сх|| + ЦВ֊1 см < 2 ЦВ~1 см, (17) 
для ух=/=0 ^Н.

Таким образом, с помощью математической индукции мы доказа­
ли, что неравенства

|ДЛ х|| < 2 • |В՜’ Сх(| ух * 0 £ Н (18)
выполняются при любом Л.

Перейдя к пределу при л -> °о в неравенствах (18), получим
ЦД х| 2 ЦВ՜1 Сх|| для ух=/=0£Н. (19)

Отсюда уже следует условие нормируемости (13).
В самом деле, для произвольного отличного от нуля элемента х 

гильбертова пространства Н имеем

(Д* Дх, х) = (Дх, Дх) = 1ДМ2 < 41В֊1 СМ2 = 4 (В֊1 Сх, В՜1 Сх) =
= 4 (В*՜1 В 1 Сх, Сх) = 4 (С։/а В*՜1 В֊1 х, С^х) <
<4|С'/։В*-։ В֊1 С։'Ч-|С։'ахр<4-[В*-։В-։ СЫС^хрС

<4ЦВ*֊’ 0-11В-1 а-|С^ М2 = 4ВВ֊։ О-ЦВ֊1 С1-(С1'2 х, С՝'3 х) < (Сх, х).
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Здесь мы воспользовались неравенством
ւՇ՚^Ջ*-1 В-' С"։ flCIbff*՜1 В՜1 CJ, 

которое выполняется в силу леммы 2 работы [3], поскольку опера­
тор В*՜1 В~1 самосопряженный, а оператор С|/2}>0.

Теорема доказана.
Замечание 2. В работе [3] нормируемость оператора Z (Z Z <Լ 

<Լ С) доказана при дополнительном условии В^> О, С^> О, при кото­
рых пучок (1) становится сильно демпфируемым [1].

Замечание 3. Аналогично тому, как это сделано в работе 
М. Г. Крейна и Г. К. Лангера [1], при условии В—В*, С^>0 можно 
доказать, что оператор Z симметризуется положительным оператором 
G = C-Z»-Z.

Поэтому на основании вышедоказанных теорем 1, 2 имеет место 
следующая

Теорема 3. Если С — вполне непрерывный положительный 
оператор, В — В* и выполняется условие

4|Д֊ЧР֊1СК1,
то у квадратичного операторного пучка (1) существует полная 
система собственных элементов, которая образует базис Рисса 
во всем гильбертовом пространстве Н.
Еревански* государственны*

университет Поступила 17.XII.1973

Վ. ՎԻՐ11ՔՅԱՆ. £ աոակուսային օպերատորային փեչի ֆակտորիէլացիայի մասին (ամփոփում)

Օպերատորային քառակուսա յին փնջերի մի դասի համար ապացուցված է ֆակտորիդա- 
ցիս՚յի հնարավորությունը և ստացված է թեորեմա սեփական վեկտորների լրիվության վերա­
բերյալ)

G. V. VIRABIAN. On the factorization of a quadratic bunch of operator* 
(summary)

For a certain class of quadratic bunches of operators the possibility of facto­
rization is proved. A theorem about the completeness of eigenvectors is proved as 
well.
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ПОЛИНОМОВ

0°. Основные определения и результаты

Пусть Rn и Еп—л-мерные евклидовы простравства действитель­
ных векторов (точек) В=(5г,’--, 5л) и х = (х1,---, х„), Ап — л-мерное 
евклидово пространство мультииндексов, т. е. векторов а= (с^,• --,ая), 
где все «/(։=!»•■•» и)—целые неотрицательные числа. Если $ £ Rn, 
л £ Ап, то положим

5« = • • • е;«, |а| = 2 а/, £>*= DJ.. ■ ■ Db> = Н -— •

Обозначим еще

/й0) = р; 5 6 Я., [р=#=о}.

Определение 0.1. (См., например, [1], определение 4.1.1), 
Полином Р (5)= 2 T« 5“, где -[а — вообще говоря комплексные числа, 

а *

называется гипоэллиптическим, если для всех Ап, М =/=0

|D’ Р (t)\l\P (5)1 - 0 при |?| - оо. (0.1)
Цель настоящей работы—найти условия гипоэллиптичности полинома 
Р (?) в терминах обобщенно-однородных частей характеристического 
многогранника этого полинома.

Приведем некоторые необходимые для дальнейшего определения. 
Определение 0.2. Характеристическим многогранником (х. м.) 

данного полинома Р (?) =2 ~(л 5’ назовем минимальный выпуклый мно- 
а

гогранник в Ап, содержащий все точки а £ Ап, для которых ?в ={= 0 в 
полиноме Р (5).

Определение 0.3. Многогранник 2R назовем вполне правиль­
ным (в. п.), если a) 9V имеет вершины в начале координат и на всех 
осях координат и в) все координаты внешних нормалей (п — 1)-мер- 
ных яекоординатных граней х.м. 2R положительны.

Обозначим ^-мерные (0 -С & < л — 1) грани данного х.м. SR поли­
нома Р (?) = 2 7а ?а через SR* (։ = !»•••, Mk). 

а

Определен ие 0.4. Грань = Mk, к = 0,-• п — 1} 
х.м. SR полинома Р (?) назовем Р-регулярной, если полином Р‘։ *(?) =
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= 2 !«?“¥= 0, при ?(;М0). Грани не являющиеся Р-регулярными

будем называть Р-нерегулярными.
Определение 0.5. Полином <2 (?) = 2 <7* 5'. называется обоб­

щенно-однородным (Х-однородным) порядка </, если существует вектор 

X = (Х1, • • •, Хя) такой, что (X, «) = У X/ а։ = <1 для всех а, для которых 
1-1

0. Если Х1 = • • • = Х„ = 1, то полином О. (?) называется однород­
ным порядка (1.

Л. Хермандеру [1] принадлежит следующий результат:
Теорема ([1], теорема 4.1.8). Пусть Р (5) = 2 7» Если

(X, ։)'</

Р°(Е) = 2 7« 5“=#0 на Р„\(0|, то Р (?) гипоэллиптичен.
(X. «)=Л

В случае, когда Р° (5) — однородный полином и Р° (?) =/= 0 в 
Ря\ 10), полином Р (Е) называется эллиптическим. Л. Хермандером 
доказано, что эллиптические полиномы являются единственными гипо- 
эллиптическими полиномами, однородная часть которых не имеет 
кратных вещественных характеристик.

Заметим в этой связи, что из результатов настоящей заметки 
следует, что полином с обобщенно-однородной, но не однородной 
главной частью может быть гипоэллиптическим, в то время как 
Х-однородная часть этого полинома имеет вещественные простые ха­
рактеристики. Например, Р («)= Й-|-+ ։$!& Отметим, что пример 
такого рода можно найти также в работе [3], где гипоэллиптичность 
полинома такого рода доказывается непосредственно.

Задача о нахождении условий гипоэллиптичности рассматривалась 
многими авторами. Отметим некоторые из них: прежде всего уже 
упомянутая книга Л. Хермандера, а также работы С. М. Никольско­
го [2], Бруно Пини [3], Йорана Фриберга [4], Л. Каттабрига [5], 
Л. Р. Волевича и С. Г. Гиндикина [6] и других.

В работе [2] доказываемся гипоэллиптичность полинома, посред­
ством которого оцениваются все мономы, входящие в этот полином. 
В работе [6] даются условия, при которых через данный полином 
оцениваются входящие в него все мономы и, тем самым, получаются 
достаточные условия гипоэллиптичности. В работах [4], [5], также как 
в работах [2] и [6], получены достаточные условия гипоэллиптичности 
в „эллиптическом“ случае, когда все мономы, входящие в данный по­
лином, оцениваются через него. Наиболее общий результат в этом 
направлении принадлежит Л. Р. Волевичу и С. Г. Гиндикину [6].

Другой достаточный признак гипоэллиптичности легко следует 
из одного результата В. П. Михайлова [7].

В работе [3] рассмотрены полиномы с обобщенно однородными 
главными частями, но и в том случае, когда рассматриваемый поли­
ном не является эллиптическим, причем условие гипоэллиптичности 
•одного полинома сводится к условию гипоэллиптичности другого.
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Таким образом, в отмеченных работах либо условия гипоэллип- 
тичности одного полинома сводятся к гипоэллиптичности другого 
(см. [3]), либо рассматриваются полиномы, которые в некотором смы­
сле эллиптичны—они или их части не обращаются в нуль в Ят. (См. 
[4], [5], [6]).

В настоящей работе даются условия, при которых неэллиптиче­
ский полином Р (?) является гипоэллиптическим. В 0° приводятся ос­
новные результаты работы. В 1°—4' содержатся доказательства этих 
утверждений. В 4° приводятся также примеры полиномов, иллюстои- 
рующих полученные результаты.

Нетрудно доказать (см., например, [4], [5], [6]), что для гипо­
эллиптичности полинома Р (5) необходимо, чтобы х.м. точек {а} и [0) 
был в.п., где (а} — множество мультииндексов, для которых 7.=/=0 в 
полиноме Р (?) = 2 7« 5“. Поэтому, не нарушая общности, можно счи­

тать, что х.м. ЯХ рассматриваемого полинома является в.п.
Рассмотрим сначала полиномы с вещественными постоянными 

коэффициентами. Приведем еще несколько определений и обозначений, 
которые нам понадобятся в дальнейшем.

Определение 0.6. (п—1)-мерную грань 3X7՜1 (։=1,---, Л/л_։) 
х.м. ЯХ будем называть главной, если внешняя (относительно ЯХ) 
нормаль этой грани имеет хотя бы одну положительную координату; 
^-мерную грань ЯХ/ (։' =1, • • •, Ми, к = 0, !,•••, п — 2) х.м. ЯХ будем 
называть главной, если среди (п — 1)-мерных граней, пересечением 
которых образуется грань ЯХ*, существует хотя бы одна главная 
грань.

Пусть ЯХ — в.п. х.м. полинома Р (?), 9X5° — некоторая главная • ч ■ *
Р-нерегулярная грань х.м. ЯХ. Обозначим через Л*° множество еди­
ничных внешних нормалей грани 9Х*° (Л)° состоит из одного элемента 
при к0 = и — 1).

Пусть X £ Л»;, тогда полином Р (?) можно представить в виде 
л\

Р($) = 2 Л/,(Х)Ю = £ 3 7.5“, (0.2)
7-0 У-0 (X, «) -</у(Х)

где ().) > <1г (X) > • • • > > е/^+1 = 0,

(5) = Р‘°’*°(г) уча?;.

Введем еще следующие обозначения:

Зг,& = ։>!! чеэ;*«. ра,,„ (ч)=о),
Положим еще для X £ Л*°, ц £ 2'*

(т)) = Ь; <Л„, £>’РЙ/(Х)(^) ¥=0),
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и А'.;*.,(зг)=А^*Г)(/ = 1,А^-А'-*’.

Основными результатами настоящей заметки являются следующие.
Теорема 1. Пусть ЯК— в.п. х.м. полинома Р (Е), неко­

торая главная Р-нерегулярная грань х.м. ЗХ.
Если для X £ А*. 2^ * 0, 2^*+1 = лхя некоторого числа 

т\, 1 то для того чтобы полином Р (Е) был гипоэллип-
тическим необходимо выполнение следующего условия՝.

тах (<//(Х) —(X, *>)! <С^т>.+։ •

՝ </ < п«Х

Достаточные условия гипоэллиптичности дают нижеприведенные 
теоремы 2—4. В теоремах 2 и 3 коэффициенты Та предполагаются 
действительными.

Теорема 2. Пусть все главные грани в.п. х.м. ЯК полинома 
Р(Е), кроме одной, главной (л—V)-мерной грани ЯХЛ։՜’, Р-регуляр- 
ны, а грань ЯК՞,՜1 Р-нерегулярна. Тогда полином Р (Е) гипоэллипти- 
чен при одновременном выполнении следующих условий՝.

а) тах {</0 — (X, *)} < </։,
,6А/0. л -I

где X = ()п, • • •, Х„) — внешняя нормаль грани ЯК"՜’, (X), =
= *г (X).

в) для каждой точки т; £ 2'«’Я~1 существуют аналитические 
8 ^п> функции г (■>;, Е) и Р (т), ?) такие, что в некоторой окрест­
ности точки полином Р՛-Я~1 (Е) представляется в виде

Р1°՝ »-> (В) = [г (Ч, $)]* (ч) р (ч, В) > 0 (< 0), (0.3)

где к (>)) — натуральное число Р (т), *;)=^=0, —- =/=0, (/=!»••■> л),
<?Е/

с) ^,(о>о «о) VI€2;.՜* •

Замечание 0.1. Легко видеть, что при наличии представления 
(0.3) условие а) можно сформулировать так:

а) — (X, у)< для всех * £ Ап, для которых |*|> к (>}). С дру­
гой стороны, очевидно из этого условия следует, что б0 — (X, у)<^ 
для всех * = (*1։• • •, уя), где все *<(։'= 1,- • •, и) действительные числа.

Замечание 0.2. Необходимость условия а) следует из теоре­
мы 1. Существенность требований неотрицательности (положитель­
ности) полиномов Р՛” Я~։(Е) и Р^ (//) в условиях в) и с) будет показа­
на на примерах (см. примеры 5 и 12). Необходимость представления 
(0.3) в случае л = 2 следует из леммы 2.1 (см. п'. 2).
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В случае, когда для некоторой точки я-1 также ра (^ = 0,
т. е. когда 2^՛ Л-։ 0, достаточные условия дает

Теорема 3. Пусть, как и в теореме 2, 2Х?՜1 — единственная •о
главная Р-нерегулярная грань в.п. х.м. ЯХ полинома Р (5), причем 

2'с?;я_1#=0, 2>.Л-1 = 0.

Тогда полином Р(Е) является гипоэллиптическим при одновремен­
ном выполнении следующих условий:

а) тах {<// — (К,

}=0. 1

в) если т) £ 2'« я-։, но т)£՜ 2*г «-*, то выполняются условия 
в) и с) теоремы 2, а для всех точек у £ 2'~ «-> существуют ана­

литические в функции г (■>), Е), Р (т), 5), г (-ц, В), Р (т], Е) такие, 
что в некоторой окрестности у полиномы Р1* л-։ (В) и Ра, (Е) пред­
ставляются в виде

Р‘.. «֊։ ($) = [г (1, Е)]*™ Р (т}, С) > О «0),

Рл, (Е) = [г Ь, ?)]*«- Р 0), Е) > 0 « 0),

где функции г, г, Р, Р и числа к, к удовлетворяют условиям, 
аналогичным условиям в) теоремы 2;

с) в точках >1^2^ Я-1 Ра, (71)^>0 (< 0).

Замечание 0.3. Легко видеть, что при наличии представления 
в), условие а) можно сформулировать так:

а') тах (с?0— (X, V0), <1г — (X, ՝*1)) <«/2

для всех м°, таких, что |т°| (т)), к (т;).

Замечание 0.4. Если 2^’ я֊։ =/= 0, то можно сформулировать 
теорему, дающую достаточные условия гипоэллиптичности, поставив 
соответственные условия на полиномы Ра, (Е), аналогичные условию 
в) теоремы 2 и условия на Ра, (Е), аналогичные условию с) теоремы 
2 и т. п.

Замечание 0.5. Теоремы 2 и 3 можно было объединить в 
одну теорему. Но мы это не сделали по двум соображениям: во-пер­
вых, чтобы подчеркнуть значение теоремы 1 и, во-вторых, чтобы по 
возможности упростить доказательства.

Пусть теперь Р (х, Е) = 2 ?<։ (х) полином с переменными 
а

(вообще говоря комплексными) коэффициентами, причем функции (х) 
определены в некоторой области 2 с Еп.



194 Г. Г. Казарян

Определение 0.7. Полином Р (х, Е) будем называть гипоэл­
липтическим в точке х°£2, если гипоэллиптическим является полином 
Р (х°, Е) с постоянными коэффициентами. Полином Р (х, «) будем на 
зывать гипоэллиптическим в 2, если Р (х, Е) гипоэллиптичен в каж­
дой точке х £ 2.

Пусть ЯК (х) — х.м. полинома Р (х, Е), имеющий в точке х° £ 
Р (х°, ^-нерегулярную грань ЯК՞՜1.

Положим (). — внешняя нормаль грани ЯК?՜1)

К{х, Е)= Р'з- я֊։(х, Е) (х, Е) +Р'* —1 (х, Е) • з'.. '•֊> (х, Е), 
где

л-i 0 = 21« (х) Е։, 2<Л- d0 < (К, а) < d0,

R — комплексно сопряженное R.
Следующее предложение дает достаточный признак гипоэллип­

тичности полинома |Р(х, 5)|.я
Теорема 4. Пусть ЯК (х°) — в.п. х.м. полинома Р (х°, 5), х° £ 

£ 2, имеющий, единственную главную (п — 1)-мерную Р-нерегуляр- 
ную грань ЯК,’՜1. Тогда полином |Р (х, Е)р является гипоэллиптиче­
ским в точке х°£2 при одновременном выполнении следующих 
условий:

а) шах (<4֊ ('֊. *)} <<»
т>6А/«> 1

в) в некоторой окргстности каждой точки S*" 
К (х°, т,) > 0 и полином Р (х°, Е) представляется в виде (0.3),

с) Р</, (х°, т)) =/= 0 для всех 7) £ 2'«- »-> .
Замечание 0.6. Признак гипоэллиптичности полинома Р (х, Е) 

в 2 можно получить, если ставить условия а) — с) теоремы 4 для 
всех точек х £ 2. Другой признак гипоэллиптичности в 2 можно по­
лучить, если исходить из теоремы 4.1.6 работы [1], из теоремы 4 на­
стоящей работы и из теоремы 3 работы [8]. Из отмеченных резуль­
татов следует, что если полином Р (х, Е) имеет постоянную силу в 2 
(см. [1], определение 7.1.1) и гипоэллиптичен в некоторой точке 
х°£2, то Р(х, Е) гипоэллиптичен в 2. В теореме 3.1 работы [8] по­
лучены условия постоянства силы в 2 полинома Р (х, Е).

1°. Доказательство теоремы 1

В. П. Михайловым в [7] доказана
Лемма 1.1. Пусть ЯК—х.м. полинома Р(Е) = 2т««в. Тогда а

полином Р1՝ * (Е) = 2 7« Е* (։ = !,-••, Mk, к = 0,-• n —1) является 
а6ЯК?

^-однородным для любого 1. £ Л|.
Представим полином Р (Е) в виде (см. (0.2), произвольно)
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Л'Л «, ЛГХ
Р (?) = 2 Р^х,(?) = 2 Р^О) (?)+ 2 Рй/.) (?), (1.1)

1-0 /—О 1

и положим в (1.1) ?/ = <*' тц (г =1,- • •, п) при некоторой точке т;£ 2^**’ 

и некотором векторе X £ Л*«. Ввиду /֊-однородности полиномов 
Р<//>.) (?) (см. лемму 1.1 и представление (0.2)) получаем из (1.1)

т) ^7

Р (?) = 2 Р^х) (V)) + 2 Р^х> (т,). (1.2)
/֊=о /—"х+ ։

Если теперь 2^*’¥=0 2^т*+1 = 0< то из С1«2) следует, что при

/-> оо л'х
2 ^Р^Х)(ч)=О(^+։).

/։=вЛ1), 2

Поэтому, используя еще тот факт, что получаем из (1.2)
при достаточно больших /

|Р(?)|<С< . (1.3)

Пусть условие теоремы 1 не выполняется, т. е. для некоторых 

х£л£, (X), 1<;0<7п-х,

(Х)-(Х, 7) > ^<4.։ (Г). (1.4)

Представим полином £>’ Р (?) в виде (0.2) и положим ? = Р т), где т) 
определяется как и выше, тогда

£>"Р(?)=2 &Р-№ =

тТ
= 2 ’> • ^’Р^Х)(ч) + 2 ։7) • Р’РЙ/(Х)(7)). (1.5)

1=0 }=т\~ +1

По определению (*°} 2)։՜ Рл^о.) (г1) ¥= 0, поэтому при достаточно 
больших I получаем из (1.5)

Р’՜ Р (?)| > 67“, где а > (X) - (X, 7). (1.6)

(1.3) при X = X и (1.6) вместе показывают, что |£>" Р (?)|/|Р (?)|-/->0 
при I —*оо (следовательно при $ -» оо).

Тем самым полином Р (?) не является гипоэллиптическим.

2°. Доказательство теоремы 2

Докажем одно простое предложение, из которого видно, что при 
п = 2 полином Р'֊1՛ Л-1 (?) всегда представляется в виде (0.3).
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Отметим, что подобное предложение в частном случае можно 
найти в [3].

Лемма 2.1. Пусть п =2, <2 (Н)— ^.-однородный полином поряд­
ка </, т. е. <2 (с) = 2 а, Тогда при ։=/=0 полином О (?) пред- 

(X, «) =<*
ставляется в виде

С(0 = к1 (0Р- -[ф (ОГ-Со(О. <2Л)
где а) (20 («), ф (В) (/=1, • • •, г)—аналитические функции переменных 
(О» с») £ Иф, £/(/•= 1,—, г) — натуральные числа, в) если ф (г) = О 
в некоторой точке г/ £ то <7/(^)=/=0 при I и

Г 

п *—1 Wk

Доказательство. Пусть Е._. =/= 0, тогда

Q(0, 0)= 2 ф Й1 • • 2 9« Й* ■ й*՜'"’’ =
(X, a)-d (X, a)-d

- Ь
= 2 <7« Й’0 4 • 2 q^-, №

(X, «)-</ (>, a)-d

где мы обозначили 51/Й։/Х'= *.

Положим Q (т) = 2 gat*« и пусть т։,-тг—действительные 
(X. «)-</

корни полинома Q (г) кратности kv- • •, kr. Тогда, обозначив т =max Oj, 

получим

<2(0 = О, (’)• ri (’֊’»)“. (2-3)

/—I

причем 2^4֊ ord Qo(T) = пг. Вернувшись к старым обозначениям, 
/ »=1

имеем из (2.2)

0(0=Й/Х։-

= ХА- (2о (?х, е։) ГКО - Со (0 • П [ф (ОР
М /-1

г?—

Очевидно д« (Е) = (։ = 1,-• г), (20($) = 5, ’ Со(0>^
удовлетворяют условиям а) и в) леммы. Лемма доказана.

Заметим, что если \ = Х1, т. е. полином <2(Е)—однородный, то 
(։ = !,•••, г) и <2о (0 являются полиномами.
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Доказательство теоремы 2. Мы должны доказать, что 
для всех ч£Ап, |>| ¥= О |£> Р (?)|/|Р (;)| -* 0 при В-»со.

Пусть, наоборот: существует вектор ч£Ап, |м|=£0 и последова­
тельность (?*) такие, что ?-♦ со, но

|Р(?)|/|2?Р(?)|<С. (2.4)

Не умаляя общности, можно считать, что ^>0 (г = 1,---,п, ։ = 1, 
2,• • •). Положим

х' = —/ ?• •’ «>» = ехР 1/2 (1п ф։ ’ 

1/ 2 (1п

тогда V = р£ (;/ = р/ / — 1, • • •, и).
Так как для всех 5 = 1, 2,векторы А* находятся на единич­

ной сфере, то у последовательности {Р} есть предельная точка и, 
за счет, быть может, взятия подпоследовательности, можно считать, 
что Р -*■ X.".

Из выпуклости х.м. ЗЯ следует, что Р является внешней нор­
малью к одной и только одной грани х.м. ЭК-

Возьмем в Ап какой-нибудь базис (е1,։, е*'2,--՛, е։-я), е։,|=Р. 
п

Тогда Р=2 *։,1 е1’причем, так как Р-> Р* = е։> ։, ՝то х?.1֊*1, а при 
:-1

/ = 2, 3,- • •, п < I = о (х1,1)=о (1). За счет возможного выбора подпо 
следовательности можно считать, что при 5— оо

п -•
2
/-2 , ,

----- ---------—----------------* е ’ •

2 4,/е1''
/-а

Перейдем в подпространстве, натянутом на (е1< 2, • • ■ ,е ։- я), к новому 
п

базису (е2'2, • • •, е՝- я), тогда Р = хД 1 е1’ 1 + 2 х£ ( е2'', причем оче- 
/—2

видно х{ 2 = о (х|, ։), х£1 = О (хг, ։), ։=3, • • •, и.
Поступая аналогично в подпространстве с базисом (е2-3, •••, е2,я), 

• п
и т. д. получим (после переобозначений) Р =2 х] е1, х*-»1, х]+։ =

— о (^), 1՛ = 1,-■ п — 1. При втом существует номер 50 такой, 
что для всех з > в0 х* >0 (։ = 1,- • •, т), =0 (/ = /п+1, •• •, п), т<п.

Рассмотрим грани х.м. ЗХ: ЗК'՛, 3)?'«, ■■■,ЗЯ'1”, удовлетворяющие 

тем условиям, что 30?^; лежит в опорной гиперплоскости к ЭК с внеш­
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ней нормалью е1 (т. е. является гранью х.м. ЯК, е։£-Л£), а каждая 
грань ЯКу'(/= 2,• • •, т) лежит в опорной гиперплоскости к (рассма­

триваемой изолированно) предыдущей с нормалью е‘. При этом, если 
существуют несколько подграней грани ЯКу' с нормалью е' 

то в качестве ЯК^'^ условимся брать ту, для точек а которой (е‘ *, а) 
больше.

Из построения граней ЯК;,1, •••, ЯКу" видно, что для размерно­
стей этих граней выполнено соотношение к, к2 > • • кт-

Пусть, как и выше, Р1,։ 1' (?) обозначает часть полинома 
Р (Е), мультииндексы которой сосредоточены на ЯКу' и а— про­

извольная точка, принадлежащая всем ЯК;'( (։=1, ■ • >т), т. е.
• Л !

а^ЯКу". Изучим при р, —» оо, ?5 = р^ поведение полиномов Р{^)
и Л’Р (?*). Ради простоты записи опустим индекс з в обозначениях. 
За счет возможного выбора подпоследовательности можно считать, 
что при некотором г (1 <1 г -С т) рХ/՜—* оо, р։/,+։ — Ь > 1 (при г = п по­
ложим по определению хя+1 = 0).

Тогда из е1 -однородности полиномов Р^“'' (;) (лемма 1.1), из 
выпуклости х.м. ЯК и его граней, получаем при некоторых ог,•••» ог, 
1^г^т (е՞4՜1 — какой-нибудь единичный вектор, *я+1 ~ 0)

X ч*1
Р (?) = р<»' '■ (р'=2 ) _|_ 0 (р-а.х.)] =

■••»л, 0 т)/ < со (в соответствии с определением, гц —конечные сте­
пени положительного числа).

Рассмотрим два возможных случая а) (е1, а)^>0, в) (е1, а) = 0. 

Случай (е1, а) < 0 исключается, что следует из того, что если п — 
внешняя нормаль к опорной гиперплоскости х.м., то уравнение этой 

гиперплоскости можно записать в виде (и, а) = </, где >0 — рассто 
яние от начала координат до данной гиперплоскости, а—текущая точка'

Случай а). Очевидно, в этом случае е1— внешняя нормаль главной 
грани. Поэтому для всех точек ₽, для которых 7р=У=0 в полиноме 
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/)• Р (В) = 7 <5 ։? (е։> 3) (в1, а), где а £ Ж^. Пусть сначала выпол 

нено условие а-1) Р՛'- 'г(ъ) ¥= 0. Так как (е1, а)>0, 54-*1, х/+1=о(х/)։ 
/ = ],•••, п, то при всех достаточно больших р

(а> 2 е։ )>0.
' /=1 '

Тогда при р—е»э получается из (2.5)

Р (В) = р<” *'> Р'г> (у/) (1+ о (1)-). (2,6)

Для полинома О՝ Р (£) аналогично получаем при р-» со

|£>'Р (В)| < ср°, где а<(е։, «). (2.7)

Представления (2.6), (2.7) вместе противоречат (2.4).
а. 2) Пусть теперь Р^՝1 '(т}) = 0. Это значит, что грань Ж*' сов­

падает с Р-нерегулярной гранью Жл-։, г — т =1, 1Г = п—1, е1 =Х яв­
ляется внешней нормалью грани Ж?՜’, т]^2'». «-> . Тогда по условию 
(0.3)

р/„ л-1ф = (7)։ ЭД*(Л) .р (2 8)

Представим в этом случае Р (В) и /)’ Р (В) соответственно в виде 
(</* (К) =£</к), используя (2.8)

Р (В) = Р;- "֊’ (В) + Ра, (В) + q (В) =

= [г (л В)]‘(т<) • Р (л 0+ Pd. (0 + q (В), (2.9)

•D- P (В) = D‘ P>- Л֊։ (B)4- D՝PJ> (B) 4֊ D՝’q (B). (2.10)՛
Л I X «J *l

Подставляя в (2.9), (2.10) значение В =?*"’* , используя Х-однород-
ность полиномов Ру"-Л-1 (В), D՝Pl* л֊։ (В), Рх, (0> D' Р^ (0> получаем

Л
(обозначим 2։/е/=А) 

/=2

Р(В) =рКх.е-)[г (7J> рА)у(Ч)Р(^, рЛ) +

+ Р{₽' ։՛ *՛> Pdl (РА) + q (0. (2.И)
£>’Р (В) = p(«. х. '■)֊(’. х, Ц-г (Ч։ pft)]*(ч) .р рА)] +

+ р(3. XI *•)֊(’. х. «■) £), pdi (рА) + q (£) (2Л2).

Рассмотрим сначала случай |v| к (■»}). В этом случае
£>’Р'֊ "֊։ (В) = D’[[r U В)]* W -Р (tj, В)] = [г (ц, В)]“’»-/)’ Р (tj, В)+

+ ■••+£>' [Г (7), В)] к (7J) Р (tj, В) =[г (7), В)]*«1» Z> Р (tj, В) +

+ • • • + к Q]*-|”'-P h, В)= [г (tj, b)]*-m.ä (tj, В). (2.13).

Пу сть при р —» со, рА -»т; £ .
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За счет взятия подпоследовательности можно считать, что при 
р ֊֊* ОО возможен один из следующих трех случаев:

I. Существуют числа и л/։>Л/х^>0 такие, что для
всех достаточно больших р

Мх р֊։'<|г и p")|<Af։p֊S

при этом можно считать, что для любого наперед заданного числа 
я 0 — 8„ а;

II. для любого Д 0 [г (fi, рл)| > Afi'p՜4, Л/д^>0 или, что то же 
самое, р-4= о (|г (ц, рл)|);

III. для любого Д>0 |r (>j, р*)| = о (р~4).
Рассмотрим отдельно эти случаи. Заметим, что при р —* °°

(х, е1)— (а, е1) = d0, (ß, >4 е1) -» (ß, е1) = d„
Случай I в свою очередь разобьем на три подслучая:

1-1 d0 - к (■>)) < d0 — о, к (tj) < du
1.2 dQ— 82 к (■/)) > da — Зх к (li)>dv

I. 3 d0 — 8Х к (fj) < rfx < </0 — 8S £ (tj).
В случае 1.1 из (2.8) следует оценка при достаточно, больших р

|Р'֊ —ЧУ!>М{Ыу.-«֊ * (п>.|Р (7), 7))| (1 +о (1)) =

= Cxp*-».*W.(i+o(l)), (2.14)

'Соответственно ДЛЯ Ptf, (?)
|P-.(e)l>c։Prfl. (2.i5)

Так как по условиям в) и с) теоремы Р-'՛՛ Л~1 (?) ^-0, Pd, (;) > 0 в 
некоторой окрестности ■»), то для достаточно больших р Р " я—։ (рА)>0, 
Prf. (РА) ]> 0. С другой стороны, из геометрических соображений оче­
видно, что при р -» оо, q (-) = о (pdi), D' q (?) = о (pdi-Ix’ ՝J). Тогда ис­
пользуя еще условие 1.1, получаем из (2.14), (2.15) и (2.11)

|P(?)|>C։p*. (2.16)

Для D" Р (?) аналогично получаем

|Z>’ Р'- "-*(?)!<Af*(’i>-H-pd»-(x> ’>֊*•<» (п)-М).(1 4- о (1)) ==

= о (р^֊*. (» (ч)-(’О) = 0 (prf.). (2.17)

Предпоследнее соотношение мы установили благодаря условию а) 
теоремы.

Соответственно для D' Pd, (?), так как (е1, а) > 0, то

|£>vPrf, G)l = o (Prf‘). . (2.18)
Поэтому из (2.17) и (2.18) получаем

'£>’P(?)| = o(pS. (2.19]

■(2.16) вместе с (2.19) противоречат (2.4).
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(2.20)
(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Случай 1.2. В атом случае как и выше имеем 
|Р'- -1 (01 > Сх р*-*» *<ч) (14֊о (1)), 

\Р<1. (Щ < С, р* = о (р*֊*.-* (1)). 
Поэтому

Для О' Р (5) аналогично получается 
|£)> />/, Я-1 (|)| С р</. -(>, .) - 6, (* (ч)-|.|) .

Покажем, что
<4 - (X, V) - 5։ (к (т)) ֊ М) < с10 ֊ 8, к (т)), 

что эквивалентно следующему неравенству:

(йх-М*) + МЧ<0.
Из условия 1.2 выводим

О + й։М<(81-82) *(ч)-(Х, у)4- 4֊-М = 
к (ч)

= (й։ ֊ й։) к Ь) 4- ֊4т (4> - <-(Х, V*)), (2.26).
к (т1)

где

Из условия а) следует (см. замечание 0.1), что d0 — dx— (X, v*)<^0. 
С другой стороны, за счет взятия подпоследовательности можно счи­
тать, что

8j -8։<» = ко~<—(М*)|-
Ж)

Из этих условий и из (2.26) получаем (2.25) и, тем самым, (2.24).
Из (2.24) и (2.23) следует, что

]£>’ р/։, л֊1 ф| _ о (pd.-«. * (ч) ). (2 27)

Но очевидно

ID’ Prfi (?)| =г о (Pd>) = о (?*֊։■ *<’»). (2.28)

Окончательно из (2.27), (2.28) получаем

|D’P(5)| = o(Pd.֊։'*(’1)), (2.29).

(2.22) и (2.29) вместе противоречат (2.4).
Случай 1.3. d0 — к (v) d, •< d0 — 82 к (•»;). В этом случае, как 

и выше, получаем

|Р^ Л-1 (OI^CjP^-’i * <’!»,
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Поэтому из условия 1 и из условий в) и с) теоремы следует, что 
|Р (6)1 > Գ р"'- (2։30)

Для Շ' Р (5) соответственно имеем
|£р р/„ л—1 (5)| Ср“-- - <* (т'’ ՜ Ի1>է1 = о (р</1)-

Последнее соотношение мы получили благодаря условию а) теоремы. 
Но очевидно

1Թ Ра, (?)1 = о (р"*).
Поэтому

|Я’Р(6)| = о(Р*). (2.31)

(2.30) и (2.31) вместе противоречат (2.4).
Случай II. Взяв в этом случае

' Д >• \ ,
Н7!)— М > *0))

получаем при р —► со
|р/.. -֊> (5)| = о (р*.).

Поэтому при р —» оо
|р (6)1 > рЛ1 ь) (1+о (1)). (2.32)

Аналогично для £)’Р(5) имеем

|Я’Р'--1(6)| = о(рЧ (2-33)
И>’ Рч, (6)| = о (?"՛)• (2-34)

Из (2.33) и (2.34) следует

\&Р (5)| = о (?<*.)- (2.35)
(2.32) и (2.35) вместе противоречат (2.4), так как Ра, (71)^>0.

Случай III. Взяв в этом случае ձ<Հ----- — , получаем при доста-
к (Հ)

точно больших Р

|Р(6)|>С1Р-.-А*Ь), </0-Д.Л(т/)></1, • (2.36)

Р'- *-»(5)| > С։ р"» ֊ <'• »> , (2.37)
|£>’ Ра, (6)| < С, ’> = о (р->). (2.38)

Выберем Д еще и так, чтобы А £ (*))<(>-, *). Тогда из (2.37) следует 
при р ֊► со

|£>’ р!.. л-1 _ 0 (г/,-Д.* (п) (2.39)

Из (2.39) и (2.38) вытекает, что при р —» оо
|£’ Р (5)| = о (г/.֊а * (ч)). (2.40)

'(2.36) вместе с (2.40) противоречат (2.4).
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В случае а. 2), когда |>| > к (■»;), по условию а) теоремы </0 — 
— ('■> и этот случай рассматривается аналогично.

Случай в) (>֊, а) = 0. В рассматриваемом случае грань Ж^, внеш­
ней нормалью к которой является е1, проходит через начало коорди­
нат Ап, т. е. она не является главной гранью х.м. Ж. Следовательно 

п), Причем, если эта неглавная грань (с внешней 
нормалью е1) имеет размерность к, то среди чисел е} (/ = 1, • • • , Л) к 
штук равны нулю, а остальные отрицательны.

Не умаляя общности, можно считать, что е[ — • • • = = 0,
е*+1 0, • • •, е}, 0. Так как 0 (/= Л+1, —, п) и

еу = Нт —г 'П '' — > 

^“1/2 (1пЕл)։

то переходя в случае необходимости к подпоследовательности, можно 
считать, что для достаточно больших |?|, 6у-*Ву։ <1 (у= &+!,•••
-••,п). Причем £у=0 хотя бы для одного у, Л-|-1^/-Сл. В самом 
деле, в предположении противного имеем (после возможного перехода 
к подпоследовательности)

1п ՝. \ а----- - - =---- ->./,> 0 при с -* оо,

V 2 (Ь ■
*—I

хотя бы для одного I (1 для которого скорость роста 1пч —
наибольшая.

Пусть (после перенумерации) -* со,---» оо 

(1-^к), £г+т—>0 (/֊Ьт<п).

Положим Ф (?) = шах Ь, тогда, очевидно

М(5) 

1/ 2 (Ь *»)' 
' *-1

С другой стороны, очевидно

2 (1п «*)8
К*?, (2.42)

(1п ф (?))֊ '
Поэтому из (2.41), (2.42) получаем

2 (ЬМ1

(2-41)

406-3
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Отсюда, переходя, в случае необходимости к подпоследовательности, 
получаем, что для некоторого /, I + 1 ] ■< п

|1п 5/1/Пп ф (5)| - «>, ’ (2-44)

т. е. |1п 5/|- со „быстрее*, чем 11п ф (5)1—*• оо. Значит для любого о^>0 
5/=о ([ф (5)]՜“) или, что то же самое, для любых >0, «։ > 0

57(ф(5)Г--О. (2.45)
У у V т

Положим 5 = (5։, • • • , 5Л), где 5/ ֊ 0, если / удовлетворяет условию 
(2.44), 5/=5/ —в противном случае.

Из леммы 3.1 работы [9] следует, что Р (;) -* оо при 5 
Поэтому, ввиду (2.45), из (2.4) следует, что при 5 -» °о

^>с>а (2.4б>

|Л(е»

по той последовательности, для которой верно (2.45).
Очевидно, размерность х.м. ЯК (Р (5)) = ЯК меньше размерно- 

сти х.м. ЯК и главными гранями х.м. ЯК являются те и только те 
грани, которые одновременно являются и главными гранями х.м. ЯК֊ 
Но так как размерность этих граней меньше и—1, то все они Р-ре- 
гулярны.

Таким образом, в ходе доказательства теоремы либо (2.4) при­
водит к противоречию, либо к отношению (2.46), аналогичному (2.4), 
но соответствующему меньшей чем п размерности пространства Ап.

Повторяя приведенные выше в доказательстве этой теоремы 
V V

рассуждения по отношению теперь к х.м. ЯК и полиному Р(5), при­
дем, очевидно, после конечного числа шагов либо к противоречию, 
либо к отношению (2.46) для одномерного многогранника ЯК. Но в 
одномерном случае вполне правильность х.м. ЯК означает, что поли- 

V
ном Р (5) имеет ненулевой свободный член и некоторый ненулевой 
порядок. Но в этом случае (2.46), очевидно, не может иметь места.

Тем самым теорема 2 доказана.

3°. Доказательство теоремы 3

Доказательство ведется аналогично доказательству теоремы 2. 
Мы остановимся только на случае а.2), так как остальные случаи 
рассматриваются буквальным повторением уже приведенных рассуж­
дений.

Будем, как и в теореме 2, вести доказательство от противного. 
Предположим, что полином Р (5), удовлетворяющий условиям теоре­
мы 3, не является гипоэллиптическим, т. е. существует последова-
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тельность {։*), ;՛ —> со и вектор такие, что выполняется соотно­
шение (2.4).

Итак, пусть ?= р1 1 , причем — 1, 2 -- рА —" 1 .

Тогда по условию в) теоремы в окрестности
р/.. я-1<5) = [г (Ч։ 5)у (,).р (7]> 5) >0, (3.1)

Pd, (5) = [г (ч. 01 *W-P h. c)>0. (3.2)
Представим в этом случае полиномы Р (В) и D' Р (5) соответственно
в виде

Р& = Р‘* —> (5)4֊ Pd, (?) 4- Pd, (?) + q (?), (3.3)

D' Р (?) = D" Pl* —«(E)4- (?) + D’ Pd, (5)4֊ D' q (?). (3.4)
Л I I 4 el

Подставляя в (3.3), (3.4) значение ? = p/֊=l , используя представле­
ния (3.1), (3.2), получаем при р-*<»

Р (?)=?*• [г fr, рл)]*^-Р (71, рА) 4-

4- pd՛ [Г (ч, р*)]*™-? а рл) 4- pd’ Pd, (Рл) 4- q (0- (3.5)
Аналогично для D" Р (?)

£>՝ Р (?) = pä.-a, ,) ;D. pi,, л-l (рЛ) +

.4- Pd֊-<x- ” • Z)’ Pd, (рл) 4֊ p"*-^ ’>• O' Pa, (p*X4- D' q (?). ’ (3.6)

Так как при p -» oo, рл -♦ tj £ «-*, то по условию с) теоремы для
достаточно больших р

Pd, (РА) > 0. (3.7)
С другой стороны, из геометрических соображений ясно, что при р-» оо

Я И - о (р^), D' q(l)=o (р^֊^ ’>). (3.8)
За счет взятия подпоследовательности можно считать, что при р—> со 

г (т}, рА) и г (т), рА) удовлетворяют одному из условий I, П, III, полу­
ченных при доказательстве теоремы 2. Причем мы должны брать воз­

можные комбинации этих случаев для г (г/, рА) и г (tj, рА). Рассмот­
рим в отдельности эти случаи. Причем будем предполагать сначала, 

что |v| <min [it (tj). k (tj)].

1. Существуют числа ^^»O, > 0, такие, что Зх>о2,

О З3 и

■Л4 р՜41 < |г (ъ ра)| <м, р-4«,

Af։p-S7 <lr (п, Р*)| <Л?2 р~4«.
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Причем за счет взятия подпоследовательности можно считать, что 

82 — -С ’> 8Х — 8։ а ДЛЯ любого наперед заданного числа а 0. 
Поэтому, как было видно при доказательстве теоремы 2, можно про- 

сто считать, что 8Х = о։, 8Х = 82. Итак положим 8Х = 8։ = 6, 8, =8։ = 8 . 
Случай I в свою очередь разбивается на несколько подслучаев

1.1 </0 —Л (?))-8 = ^ —*(7/)-8 = с/։,

1.2 </0 — к (?)) • 8 — &(?})֊ 6 > </2 или

40 — к (т}) -8< — к00 -8 <

1.3 с?0— к (17)-8 < •< — к (>)) - 8 или

<А> — £ (г/) -3 > <4 > <6 — & С7։)'5 •

В случае 1.1, как и в теореме 2 получаем 

|Р(01>С1РЧ (3.9)

р Р‘- «֊։ (01 < Сг ’>֊» <* <чХ ֊, (3.10)

Р Л. (01 < сз ֊ <*• ’>֊՝« <* СчК-Н) , (3.11)

Р Ра> (Е)1 < с4 р-а-о. ’). (3.12)

Как и при доказательстве теоремы 2 показывается, что 

40-(К О-8(*С0֊М)<4,

41 — (*, 0 ֊ 3 (к (т)) — М) < сГг

Поэтому из (3.10) — (3.12) и из условия (X, м)^>0 получаем

Р Р (01 = о (?“•). (3.13) .
(3.13) вместе с (3.9) противоречат (2.4).

Случай 1.2. В этом случае при р —► со
|Р(01>С1₽*-‘(ч) » , (3.14)

Р Р(01 = о (р^֊* (ч)-։), (3.15)
либо

|Р(01>С։Р<'֊-*(ч)~, (3.14)

Р Р (01 = О (ра‘ ֊ 4 <ч)֊0. (3.15)

В обоих случаях противоречие с (2.4) очевидно.
Случай 1.3 рассматривается аналогично.
Случай II. Существует число 8>0 такое, что

Л'гР-5 <|г (Ъ, РА)1<Л/2-р-։, М^М,,
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и для любого Д 0

|г h. Р*){ < ЛГд р՜4 .

Либо существует число 8^>0 такое, что

Мг -Р-7 < | г (-П, р*)| <М։ • р ֊', М^М2 ,

и для любого Д 0

к (ъ р*)|<М4-р-4 .

Взяв в первом случае Д тах |-։---- -- ; —----(4)’^| , получаем
£ (1) к (ъ)

|Р (Е)| > С։ р*֊* , если 8- к (т1) < dQ - d2, (3.16)
\Р (5)| > C։prf‘, если о к (-ri) > d0— d2. (3.17)

Для D' Р (5) имеем аналогично

Р’ Р (5)| = о (р*-*<’» ») (3.18)

и соответственно

Р’ Р (Е)| = о (РЧ (3.19)
(3.16) и (3.18) в случае 8՛к (ц) d0 — dit а (3.17), (3.19) — в против­
ном случае противоречат (2.4).

ВтороИ из случаев II и остальные возможные случаи рассматри­
ваются аналогично.

Наконец, если м > min {£ (tj), к (г/)), то противоречие с (2,4) 
получается благодаря условию а) теоремы. Теорема 3 доказана,

4°. Доказательство теоремы 4 н примеры

Доказательство теоремы 4 проводится по схеме доказательства 
теоремы 2, если вместо полиномов Р(х°, 5) и О'1 Р (х°, 5) брать поли­
номы \Р (х°, 5)|2 и Р’ Р (х°, 5)|2 с вещественными коэффициентами и 
воспользоваться леммой 4.2 работы [6] (см. также [4] и [8]), утвер­
ждающей, что х.м. полиномов Р(х®, 5) и |Р (х°, 5)|։ подобны, причем 
Р (х°, 5)-регулярным граням соответствуют |Р (х°, 5)|’-регулярные гра­
ни и наоборот. Здесь роль Р</, (5) играет полином К(х°, 5)+|Ptf, (х®, 5)|®, 
Теорема 4 доказана.

Следующие примеры иллюстрируют доказанные теоремы.
Пусть сначала п = 2.
П р им ер 1. Рх (5) = 14- 5« + 5» 4- Е}6- E“ (Е, - 5։)\ Х.м. SK поли, 

нома Pj (5) в.п. пятиугольник в At с вершинами (0,0), (22,0), (20,16), 
(16,20), (0.22).

Рх-регулярностьвсех главных граней х.м. 3D?, кроме (п—1)-мерной 
(одномерной в данном случае) грани 3)?}= {(20,16)—(16,20)} очевидна.
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Полином Р}-1 (5), отвечающий грани ЯЯ*, обращается в нуль в точках 
Вида т? = 0, /) £ р։°К Выполняются все условия теоремы 2, кроме 

условия а)«
В самом деле

ед=£=4, </0-(х, н) = -֊= урС Ап, |р|=4. 
г **

Поэт&му Для таких ։/о—(X, [х)^></։. Следовательно по теореме 1 
полином Рх (?) не гипоэллиптичен.

Пример 2. С другой стороны, если рассматривать полином 
Р2 (?) = Р, (?) + ?}6-?1в, где Рх (?)—полином из примера 1, то для поли­
нома Р2 (?) уЖе выполняются все условия теоремы 2 и полином Р2 (?) 
гйпоэллиптнчен.

Итак, добавление некоторого члена к негипоэллиптическому по­
линому Р\ (?) примера 1, превращает его в гипоэллиптический поли­
ном. Но добавленный »младший“ член положителен в Р^. Следую­
щие два примера показывают, что добавление к негипоэллиптическо­
му полиному члена, даже меняющего знак, может превратить его в 
гипоэллиптический.

Пример 3. Рэ (?) — (?х— ?։)4+1. Х.м. этого полинома является 
треугольником в А3 с вершинами (0,0), (4,0), (0,4) с единственной 
Р,-нерегулярной одномерной гранью 2К1 = {(4,0), (0,4)).

Легко видеть, что выполняются все условия теоремы 2, за 
исключением условия а), поэтому по теореме 1 полином Р, (?) не ги- 
поэллиптичев.

Пример 4. Р4 (?)= Р, (?) 4-?2 (2?2 — ?1). В точках 1 
Рч, Так как точки 20Д имеют вид т) = (£, £),/=/= 0, а в та­
ких точках Р«, р, (з)) = Р 0. Условие а) проверяется легко.

Итак, Полином Р4 (?) гипоэллиптичен, несмотря на то, что поли­
ном Р<, </, (?) может принимать любые значения в Я£°>.

Пример 5. Для полинома Р։ (?) = Р։ (?) — ?2 (2?2 — 51) не вы­
полняется условие с) теоремы 2. Покажем, что полином Р5 (?) не ги­
поэллиптичен. В самом деле, положим ?х = Р (1 4* ), ?2 = Р. Тогда
простой подсчет показывает, что

Р5 (?) = Р + 1, = 4Р ֊ Р, т. е. 1^1 / |Р։ (?)|-/-»0

при I—*оо, т, е. при ? —» оэ.
Итак, полином Р5 (?) не гипоэллиптичен. Этот пример показы­

вает существенность условия Р'-Я-1 (?)>0 (< 0), Р^, (?)>0 ( <0) в 
окрестности Е'»"-։»

Пример 6. Р„(?) = (с» 4- ?’)(?х-?,)• + (?1֊?։)’+ 5’4-1. Х.м. 
этого полинома является треугольником в Аг с единственной главной 
Р4-нерегулярной гранью = {(8,0) - (0,8)}. Полиномы
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П1 (0 = («? + - ч)‘ > 0, Рв, а, (Е) = (Ч - Е։)’>0

обращаются в нуль в точках £ Р^°> вида т; = (/, /), <=/=0, Ре, </,(Е) = 
= Е] >► 0 в точках Е £ Я?01, поэтому выполняются все условия теоре­
мы 3, кроме условия а), и потому по теореме 1 полином Р9 (Е) не ги- 
поэллиптичен.

Пример 7. Р1 (Е) = Р, (Е) + Е] (2Е] — Е2). Легко видеть, что для 
полинома Р, (Е) уже выполняются все условия теоремы 3 и полином 
Р1 (?) является гипоэллиптическим.

Пример 8. Р8(Е) = Е18Е«(Е1-Е։Г + Е«Е»(Е1-Е։)2 + Е’в + 1. Х.м. 
Ей полинома Р8 (Е) является в. п. пятиугольником в Аг с одномерной 
главной Р8-нерегулярной гранью Ей] = {(12,8) — (8,12)}, 0. Вы­
полняются все условия теоремы 3, кроме условия а) (шах (</0 — (X, а), 
«4 — (X, ?)) = <4), и по теореме 1 полином Р8 (Е) не является гицоэл- 
липтическим.

Пример 9. Для полинома

Л (0 = е? $ («1 - ^)8 + «?• Ц (^ ֊ У + ?}’ +1
уже выполняются все условия теоремы 3 и полином Рв (Е) гипоэллип- 
тичен.

Пример 10. Р10 (Е) = Е’ — Е]+ Л» + 1. Рю (Е) не является гипоэл­
липтическим. В самом деле, пусть Е։ = Е։ = {-* со, тогда |Р10 (Е))-С С"1

|-^Д|>С։<и д-^- /|Р10(Е)Н-0, Е^оо,
I 0?» I д12 /

Легко видеть, что выполняются все условия теоремы 4, кроме усло­
вия а).

П р и м е р 11. Ри (Е) = (Е,— Е,)* 4֊ ։Е։ 4֊ 1. Для этого полинома 
выполняются все условия теоремы 4, так что полином |Р^ (Е)рявдяется 
гипоэллиптическим.

Отметим в связи с примерами 10)—11), что в то время, как 
- д2 д2

волновой оператор —— — —— не становится гипоэллиптическим после 
дх2 ду2

прибавления »младших“ членов (ср. с примером 10), оператор 
/ д д\2

------------) уже превращается в гипоэллиптический (после црибав- 
\Ох Оу/

д / д д \2 дления, например, члена —— оператор (------------ )----- — становится ги-
дх \дх ду) дх

поэллиптическим).
П р и м е ры 12, 13, 14. Легко видеть, что для всех (х։, «։) $ 

полином |Р1։(х, Е)}։

Ля (х. ?) = [(1+ X?) Ех - (1 + X2) Е,]а 4-/(1 + Х’+^) Е։ + 1
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— 2
является гипоэллиптическим, а полином Ри(х, 5) = [(l + xîK-(l + 

। + (1 + -<1 + х]) 5։ + 1 — не гипоэллиптическим в точке (0,0)
(не выполняется условие в) теоремы 4).

Полиномы

р„ (*. *)= (1 + Հ) 'Î - П+ Հ) Ц + / (1 4- х? + xi) կ + 1

И Рм (х, Е)= 1(1 + X») Հ - (1+ X») 5J2 + ։ (1 + Հ + х») զ + 1 

не являются гиПовллиптическими соответственно ни в одной точке х£Е„ 
и в точке (0,0) Ç£։. Отметим, что полином |Р14(х, ?)|* является гипо­
эллиптическим во всех точках х££։\(0|.

Рассмотрим примеры в случае Հ>2.
Пример 15J/i = 3). Р„(?) = (?Н$+*з-З^Л)4 + «}4 + 1- 

Легко видеть, что Р1։ (;) удовлетворяет всем условиям теоремы 2 и, 
следовательно, являемся гипоэллиптическим. Х.м. 2R полинома P։s (;) 
Имеет единственную (л — 1)-мерную (двумерную) Р„-нерегулярную 
грань. С другой стороны, для полинома

Ри (?) = (Ч + Ч + $ - $?ЛЛ)4 + «? +1

уже не выполняется условие а) теоремы 2 и по теореме 1 полином 
Plt (;) не является гипоэллиптическим.

Во всех приведенных примерах, заменяя, например, ?։ на и 
т. п., Мы получаем аналогичные примеры для полиномов с заведомо 
неоднородными, но обобщенно однородными главными Р-регулярны- 
ми (Р-нерегулярными) гранями.

Приношу свою благодарность О. В Бесову за ценные советы 
при выполнении настоящей работы.

Ереванский государственный
университет Поступила 17.V1.1973

Հ. Գ. ՂԱՋԱ.ՐՅԱՆ. Հիպոէլիպտիկ թազմանղամնհրի մի ընտանիքի մասին (ամփոփում)

Տված Հատ փոփոխականի բազմանդամների համար ստացված են հիպոէլիպտիկութ յան ան- 
հրաժեշտ պայմաններ այն դեպքում, երբ բազմանդամի բնութագրիչ բազմանիստի մի քանի 
նիստեր «ռեգհւյյ1սր» չենւ

Ստացված են նաև հիպոէլփպտիկության բավարար պայմաններ այն դեպքում, երբ բազման­
դամի բնութագրիչ բազմանիստի (Ո—1) —չափանի նիստերից մեկը «ռեգուլյար» չէ։

И. G. KAZARIAN. On a family of hypoelllptic polynoms (suramary)

The paper gives necessary conditions for hypoellipticity of a polynom in the case, 
when the characteristic polyhedron of the polynom po?sesses so called „nonragular14 
faces. Sufficient conditions are obtained for the case when tha characteristic poly­
hedron possesses a (n — l)-dimensional nonregular face.
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Մաթեմատիկա IX. № 3. 1974 Математика

МНОГООБРАЗИЯ И БИМНОГООБРАЗИЯ В КАТЕГОРИИ 
МОДУЛЕЙ НАД ВСЕМИ КОЛЬЦАМИг. г. эмин

Введение

К настоящему времени выявился определенный интерес к изу­
чению категории Ей — „модулей над всеми кольцами“, объектами ко­
торой являются всевозможные пары (А, £/), где II — ассоциативное 
кольцо, А — правый, '{/-модуль, в общем случае не унитарный, а 
морфизмами категории Ей являются полулинейные гомоморфизмы (см. 
[2] и [4]).

В настоящей работе дается полное описание всех многообразий 
и бимногообразий такой категории, а также выясняются некоторые 
свойства этой категории.

Автор выражает глубокую благодарность Е. Г. Шульгейферу, 
нод руководством которого была выполнена эта работа.

§ 1. Предварительные замечания

Рассматривается категория Ей, объектами которой являются все­
возможные пары (А, (/), где и — ассоциативное кольцо, А — правый 
{/-модуль, в общем случае не унитарный, а множество морфизмов мо­
дуля (А, I}) в модуль (В, V) состоит из пар отображений Ф=(ФД, фу)։ 
где Фл (соответственно Фу) — гомоморфизм группы А в группу В 
(кольца II в кольцо И), причем (а-и) Фл=аФд иФу, а^А, и^и. Та­
кая пара отображений называется гомоморфизмом модуля (А, {/) в 
модуль (В, Й).

Категория Ей содержит в качестве полных подкатегорий катего­
рию абелевых групп и категорию ассоциативных колец, а также со­
держит категорию модулей над фиксированным кольцом Л, в которой 
Морфизмами являются линейные преобразования.

Гомоморфизм Ф: (А, (/) —♦ (В, V) называется мономорфизмом 
(эпиморфизмом), если Фд мономорфизм (эпиморфизм) в категории абе­
левых групп, а Фу — мономорфизм (эпиморфизм) в категории ассоциа­
тивных колец.

Пара (А1։ иг) £ О6ЕЙ называется подмодулем модуля (А, {/), 
если она является подобъектом объекта (А, {/) категории Ей. Это 
означает, что действие {/г на Аг совпадает с действием {/х как под­
кольца кольца и.
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Подмодуль модуля (А, II), являющийся ядром некоторого гомо­
морфизма Ф: (А, 17) ֊» (В, И), называется идеалом модуля (А, 17).

Приведем некоторые свойства категории ЕО?.
Легко доказать, что имеет место
Предложение 1.1. В категории £К любой гомоморфизм 

Ф: (А, и) -> (В, И) обладает ядром, которым является вложение 

(Кег Фл, Кег Фи) —* (А, 17).
В работе [2] доказано
Предложение 1.2. Подмодуль (Л„ 17^ модуля (А, Ь) тог* 

да и только тогда будет идеалом модуля (А, 17), когда Пг—идеал 
кольца 17 и выполнены следующие включения-. А-17^ А1։ А^и^Аг.

Если (А1, иг) является идеалом модуля (А, 17), то можно обра­
зовать абелеву группу А/А1г кольцо £//£4 и определить отображение 
А/А^СЦи՝-* А1АХ, полагая (а 4֊ 17у) = а-и Аг. При этом
пара (Л/Л։, 17)17^) будет объектом категории ЗК. Этот модуль назы­
вается фактор-модулем модуля (А, 17) по идеалу (Л1։ С/։). Естествен­
ное отображение к: (А, 17) —» (Л/Л1։ 17/17^) является гомоморфизмом, 
причем ядром этого гомоморфизма служит (Л1, 17г).

Пусть (Л։, £4)—подмодуль модуля (А, 17). Идеалом, порожден­
ным подмодулем (Аи 17,), будет модуль (£), где £/х — идеал, по­
рожденный подкольцом (71 в кольце 17, а £) = и Аг-171) А-£4| —
подгруппа абелевой группы А, порожденная множеством £>= Лти 
0 Л։-£/и А- иг. Легко проверить, что. (£), £4) — идеал модуля (А, 17) 

и что это наименьший идеал модуля (Л, 17), содержащий подмодуль 
(А. £/х). •л: • с г

Пусть имеется гомоморфизм модулей а: (В, V)-* (С, 1Р). Обо­
значим через £> = (1твди 1т ад-1Ги С-(1т ау)) подгруппу абелевой 
группы С, порожденную множеством £) = 1т Яд1) 1т ав. 1^1) С՛ (1т ау)։ 
где {1т ау} — идеал кольца 1Р, порожденный подкольцом 1т «у. Пара 
(О, (1т ау)) по построению является идеалом модуля (С, 1Р), поэто­
му можно образовать фактор-модуль (С) И, 1₽7{1тяу)). Легко видеть, 
что модуль (С!О, 1^7(1т яу() вместе с естественным эпиморфизмом 
я: (С, В7)-» (С//), 17/{1т а у}) образует коядро гомоморфизма я, Таким 
образом, справедливо

Предложение КЗ. В категории ЕЖ каждый морфизм обла* 
дает коядром.

Следовательно, имеет место (см. [3], предложения 1.6.3 и 1.6.14).
Следствие 1,4. В категории ЕЖ нормальными мономорфизмами 

являются вложения идеалов и только они.
Предложение 1.5. В категории 1Ж нормальными &уимор? 

физмами являются юмаморфизмы „наи и только они.
Доказательство. Пусть 0: (А, 17)-* (В, И)— нормальный 

эпиморфизм. Рассмотрим ^коммутативную диаграмму
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ГоМоМорфйЯМ « является эпиморфизмом, поэтому (см. [3|, лемма 1.4.7*) 
а — нормальный эпиморфизм, а так как о в то же время является мо­
номорфизмом, то я — изоморфизм (см. [3], следствие 1.4.6 ). Значит, 
9 — гомоморфизм „на“.

Обратно. Пусть 9: (А, 6/)—(В, V) — гомоморфизм „на“. Тогда 
Имеем такую короткую точную последовательность:

|! О

(Аи = (Кег 9л» Кег Оу) —■ (А. (/) -» (В, И).

Если для некоторого гомоморфизма 7: (А, Щ —■ (С, 1Г) имеет место 
равенство Р7 = 0, то |М, Тл = 0 и ру, 7у = 0. Из определения ядра вы­
текает, что существует такой гомоморфизм групп 7^: В-С и такой 
гомоморфизм колец 7/ У-У, что 7л = 7В и 7у = 6у7^. Легко 
проверить, что пара 7' = (7^, 7И) является гомоморфизмом модулей. 
Таким образом, 7 = 87'. Предложение 1.5 доказано.

Предложение 1.6. Категория ЭХ является бикатегорией с 
нормальными кообразами.

Доказательство. Пусть 9: (А, и) -* (В, И)—любой гомомор­
физм модулей. Рассмотрим диаграмму (*). Имеем, 9 = «а и я—нор­
мальный эпиморфизм в силу предложения 1.5.

Предложение 1.6 доказано.
Предложение 1.7. Пусть (Дх, — идеал модуля (А, Щи 

«! (А, О) — (В, И) — нормальный эпиморфизм. Тогда образ идеала 
(Ах, £/х) при отображении л является идеалом (В1։ Их) в модуле 
(В, Р).

Доказательство. Так как 9 — гомоморфизм »на“, то уЬ^В 
304 £ А такое, что а/Ал = Ь, и уух £ Рх существует такой элемент 

что Иг0£/ = «1- Поэтому Ь-О1= (а4 *х)' (“х тсу) = (аь-и^ € Вх, 
в силу того, что А֊и1^ Ах. По той же причине, для уб/Вг суще­
ствует такой элемент ах£Ах, что ах1։д = 6,, и для У»£И։ существует 
такой элемент и® £ П, что оо 9у = у. Поэтому 6хи = (ах кл)-(ио ) = 
= (ах и„) кд £ Вх, так как Ах- А^

Предложение 1.7 доказано.
Модуль (А, II) называется свободным с системой свободных 

образующих (X, У), где Хп У = 0, если для любого модуля (В, И) 
и произвольного однозначного отображения Ф: (X, У) -*■ (В, I/), 
(Л’Ф с: В, УФ с: V) существует единственное продолжение отображе­
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ния Ф ДО гомоморфизма Ф: (А, II)-* (В, И), при котором коммутатив­
на диаграмма:

где I — отображение вложения.
В работе [2] приведено следующее построение свободного моду­

ля над произвольной парой множеств (X, У). Пусть (X, У) — произ­
вольная пара множеств, Хп У = 0. Обозначим через и свободное 
ассоциативное кольцо с множеством У свободных образующих. Адди­
тивная группа кольца и является свободной абелевой группой относи­
тельно множества свободных образующих М, которое, в свою оче­
редь, является свободной мультипликативной полугруппой с множеством 
У свободных образующих. Таким образом, £/ является полугруппо- 

вым кольцом над полугруппой М. Обозначим через А свободную 
абелеву группу со свободным базисом Хи Х М, где ХМ={хт; 
х^Х, т £ М]. Естественным образом определяется отображение 
А X и -* А, которое удовлетворяет аксиомам модуля. Модуль (А, Ц) 
является свободным модулем с системой свободных образующих 
(X, У).

Предложение 1.8. Любой свободный модуль (4 (X), II (У)} 
над парой множеств (X, У) разлагается в свободное произведение 
свободных модулей (А (х), и (у)) над двуточечным множеством 
(х, у)

(Л (X), и (У)) = П*(Л (х), и (у)).
.тех
У6>'

Доказательство. Во-первых, вложение пары (х, у) в пару 
множеств (X, У) однозначно продолжается до гомоморфизма

V.,: (Л (х), И (у))- (Л (X), 1/(У)).

Пусть имеется любой модуль {В, V) и любая система гомоморфизмов 
у: (Л (л), и (։/))-> (5, И). При этом гомоморфизме точка (х, у) пе­

реходит в некоторую пару (а.г,у (х), ах, у (у)). Тем самым определено 
отображение а: (X, У) —>(В, И), которое по определению однозначно 
продолжается до гомоморфизма а: (Л (X), И(У))-*(В, И). Легко 
проверить, что имеет место՝ коммутативная диаграмма:
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Предложение 1.8 доказано.
Из предложений 1.1, 1.6, 1.8 и теоремы 3.1 работы [6] вытекает
Предложение 1.9. Категория 2R является категорией, с 

прямыми и свободными произведениями.
Прямым произведением семейства модулей {(Л«, £/в)}„е/ будет 

модуль (A, U) = (Пх А,, Пл 6/и), в котором операция А X U-*■ А оп- 
«£/

ределяется по формуле (ав)«е/ •(“»)«€/ = (ав-ив)ве/ .
Свободное произведение семейства модулей [(Л,, (Д)}«# опреде­

ляется следующим образом. Сначала построим свободное произведе­
ние семейства ассоциативных колец (£/«}в6/. Для этого возьмем всевоз­
можные слова конечной длины ив, ••• uB„ такие, что и1(£(/В/ и а< =£ a/+J 
(i = 1, 2,- • ■, n — 1). Аддитивным порядком элемента и»,-- -и^ будем 
считать наибольший общий делитель аддитивных порядков всех эле­
ментов мв/ (/= 1, 2,•••, л), входящих в это слово (рассматриваемых 
в соответствующих кольцах Uв/). Если порядок элемента и,, • • • ИаЛ ра­
вен единице, то ив, • • • u«n — пустое слово.

Построим абелеву группу U+= 2 (и։1---и»Л], где 2 —
«ez 

л>1
прямая сумма, t/* — аддитивная группа кольца (/„ (а £ /), а (и«,---
• • и«,,,) — циклическая группа, порожденная элементом иВ1---и1л, по­
рядок которого, как уже говорилось выше, равен наибольшему обще­
му делителю аддитивных порядков всех элементов ивр входящих в 
это слово. Произведение слов мВ| • • • иВ/։ и ир, • • - ирт определим таким 

образом: ив, - • - • щт = и,, • - -иа„и», ■ • • и?т, причем, если аЛ = ?1,
то в полученном слове и», - • •иЛп ир, • • - вместо ИаЛ ир, подставляется 
произведение этих элементов в кольце (ЛЛ. Произведение сумм слов 
определяется по дистрибутивности. Легко проверить, что получили 
ассоциативное кольцо, которое обозначим (7. 

А _
Профакторизуем кольцо 17 по идеалу, который обозначим £/, по­

рожденному всеми элементами вида л (о,, • • • и^)—(лв, ив֊) • • -(лВ(к иВд), 
где л = л0,-•-лВд. Полученное кольцо обозначим £/*, 17*= 1^/17. Лег­

ко проверить, что 17* = П* 17„. Далее, произвольный модуль (Ал, £/,) 

семейства модулей ((Лв, 177)] аы следующим образом расширяем до мо-
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дуля (Д*, и*). Для этого рассмотрим всевозможные слова конечной 
длины вида си иах-•-Иап, где ая^Дя, «¥= Ъ. и а/¥=®*+1(* =
= 1,- • •, п — 1). Аддитивным порядком элемента а, и։, • • • ИаЛ будет 
наибольший общий делитель аддитивных порядков элементов а» £ Да, 
н«^ £ £/։/(։'=1. 2,--, л), рассматриваемых соответственна в абелевой 
группеД, ив кольцах £/,/. Если порядок элемента и,Л ра­
вен единице, то ая Ыо, • • • ИаЛ — пустое слово.

Построим абелеву группу Д‘ = Д։ + 2 [а, и.,-• ։ИаЛ}, где 2 — 
«։—«д

прямая сумма, а {а-> и։, • • • Иал} — циклическая группа, порожденная 
словом а, и,, • • • и»Л. Элементами абелевой группы ДЛ будут всевоз­
можные конечные суммы вида а, = ка а։ + /; а» и։, • • • и,я 4՜ ••՛, 
где к„ /а,- а1։ а,, • • • £ Да ; и։/£ £/։/. Определим умножение

элементов абелевой группы Да на элементы кольца и (которое 
рассматривалось на стр. 216) таким образом:

/ т
+ а«и«։- - • ИаЛ-|---- ) I 2 u«z + Да.ир, • • •upf4-----

՝/-!

т т
= 2 kaktla<1Uil+k<։ р^али^х - ■ • п?г֊Ь 2 1лк>[ а։ Иа, • • -и^ п«( + 

z - 1 г—1

+ 1а р^а* Иа, • • • и«„ ид, • ■ • и₽г +•’••,

причем, если для некоторых i, а = oj или а = Р1։ то в соответствую­
щих словах вместо а» щр Иа из, подставляются произведения ал и«{, 
OaU?,, рассматриваемые в модуле Д. над кольцом U л, а если 
для некоторых г, аЛ = 8г, или же аЛ = Р„ то в соответству­
ющих словах вместо ua„ u։b и՝Л из, подставляются произведе­
ния №Л ил։, иа„ и?,, рассматриваемые в кольце (/»„. Если в произве* 

дении двух слов а, и»Л^ Д’ и из, • • • upm £ U получается 

пустое слово, то по определению a, u։, • • -Чап из, • • • изш=0. Ясно, 

что Д։-(/сД։. Легко проверить, что получили (/-модуль Аа. 

Профакторизуем tA-модуль Д։ по подмодулю, который обозначим Дя, по­
рожденному всеми элементами вида п (ия и», • • • UaA) — (n։aa)(na, Ua,) • • • 
• • • (na* Ua։), где n = Ha n։, • • • Ha* .

Получим tZ-модуль А, =Аа/АТ. Легко проверить, что A* -U = О. 

Следовательно, (/-модуль А* является модулем над кольцом (/* = 
А —

= U!U. Обозначим полученный £/*-модуль At через (Д^, (/*)• Сво՜ 
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бодным произведением семейства модулей [(Д։, £/։)]ае/ будет прямая 
сумма семейства £/*-модулей

{Лв+).е/։ т. е. П* (А., 1/') = (%А'+, У* ) • 
ое/ '«е/ '

Таким образом, категория ЯК удовлетворяет всем тем условиям, 
что и категория, рассматриваемая в [1], т. е. условиям:

1. Существуют нулевые морфизмы, роль которых в ЯК играют 
нулевые гомоморфизмы.

2. Для любого семейства объектов существует прямое и свобод­
ное произведение.

3. Каждый морфизм обладает нормальным кообразом.
4. Произведение р-м любого нормального мономорфизма р: (Д,£/)—» 

—»(В, И) и любого нормального эпиморфизма >: (В, И)—»(С, И^) пред­
ставим в виде Р* = *ГР1, где *։ — нормальный эпиморфизм, а ^—нор­
мальный мономорфизм.

5. Совокупность всех подобъектов любого объекта составляет 
множество.

§ 2. Многообразия в категории ЯК

Если дан модуль (А, Н)£ОЬЗХ, то мы можем сказать, что за­
дано представление ассоциативного кольца и эндоморфизмами абеле- 
[вой группы А. Точно так же, как это сделано в „Добавлении“ книги 
5] для категории пар (С, Г) ((С, Г)—представление группы Г авто­

морфизмами алгебраической системы б), докажем аналог теоремы 
Биркгофа для категории ЯК.

Рассмотрим свободный модуль (Д (^0), II (Уо)) с системой сво­
бодных образующих (Хй, Уо), где Хо и Уо — счетные множества. Бу­
дем рассматривать пары множеств (Л1։ Л։), где Лх — некоторый на­
бор элементов II ( У0)-модуля А (Хо), а Л։ — некоторый набор элемен­
тов ассоциативного кольца и (Уо). Множество Л։ определяет много­
образие ассоциативных колец К = К (Ло), состоящее из всех ассоциа­
тивных колец, в любом из которых элементы из Л3 тождественно об­
ращаются в нуль. Каждый элемент а0 £ А (Хо) выражается через ко­
нечное число некоторых элементов х1г• • •, хт£Х0 и у1г у։,- ■ ул£ Уо. 
Если дан модуль (А, II), то, подставляя вместо хи • • •, хп и у1г - • • ,уп 
соответственно элементы модуля А и кольца мы получим некото­
рый элемент из А, значение а0 в А. Если а^Д (-^о)> то теперь ясно 
как понимать, что в некотором модуле (А, II) выполняется тождество 
ао = О. Всему множеству слов мы сопоставим такую полную под- . 
категорию £ —£ (Л1) категории ЯК, что в любом модуле этой подка­
тегории выполнено 00=0 для всех Оо £ А1.

Определение 2.1. Полная подкатегория Ы = И (Л1։ Л։) кате՜ 
гории ЯК, состоящая из всех таких модулей (А, II) С О6ЯК, что (Д,
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и кольцо 17£К(Лг), называется многообразием модулей 
категории 2)?.

Легко видеть, что любое многообразие модулей категории 2)? 
замкнуто относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных 
образов и прямых произведений модулей.

Паре множеств (Лр Л2) мы сопоставили многообразие N = N (А։, Л։). 
Если, с другой стороны, Ы—некоторая полная подкатегория категории 
ЯК, то этой полной подкатегории естественно отвечает пара множеств 
-Л, и Л։, где Лх и Л2> соответственно, множество всех таких, элементов 
и (К0)-модуля А (Хо) и множество всех таких элементов кольца 
и (Уо), что для любого модуля (В, V) £ Ы каждый элемент из Ах 
обращается тождественно в нуль на И-модуле В и любой элемент из 
А։ обращается тождественно в нуль на кольце И.

Определение 2.2. Идеал (А, 17) модуля (А, 17) называется 
вполне характеристическим идеалом, если он инвариантен относитель­
но всех эндоморфизмов модуля (А, 17), т. е. для любого эндоморфиз­
ма з} =(7/д> модуля (А, 17) имеют место включения АчаС_А и 
и т^сй.

Пусть N — некоторая полная подкатегория категории 2Й, замкну­
тая относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных образов 
и прямых произведений. Если (А, 17) £ 062)?, то обозначим через 
Ии (Д, и) = (Уы(А), Ии (О)) пересечение всех таких идеалов (Д։, 
£/,) модуля (А, 17), для которых (А, Ц)/(Аа, 17Х)£М. Ясно, что идеал 
Иы (А, 17) совпадает со значением вербала (см. [3], стр. 225) полной 
подкатегории Ы категории 2)? (замкнутой относительно вышеназван­
ных трех операций), на модуле (Д, 17). Поэтому фактор-модуль 
(А, и)/Уы (А, 17) £ Л, и идеал 1Л1 (А, 17) является вполне характери­
стическим идеалом.

Если, в частности, (Д (X), 17 (У))—некоторый свободный мо­
дуль категории 2)?, и И — некоторое многообразие в категории Я)?, то 
фактор-модуль (Д (X), 17(У))/Ум (А (X), 1}(У)) называется (приве­
денным) свободным модулем многообразия Ы.

Предложение 2.1. Каждый, модуль из многообразия И яв­
ляется гомоморфным образом некоторого свободного модуля этого 
многообразия.

Доказательство. Пусть модуль (В, 1/)£М. Возьмем множе­
ства X и У, равномощные соответственно образующим И-модуля В и 
образующим кольца V и рассмотрим свободный модуль (Д (X), 17(У)) 
над парой множеств (X, У). Отображение ф, ставящее в соответствие 
множеству X образующие И-модуля В и множеству У образующие 
кольца V, продолжается до гомоморфизма <р: (А (X), 17 (У)՝) —■ (В, И). 
Ясно, что ? — гомоморфизм „на". Из свойства рефлектора (см. [3]» 
стр. 209) следует, что существует гомоморфизм в: (Д (X), 
17 (У))/ (Д (X), О(У)) -* (В, И), при котором коммутативна диаграмма 
406 -4
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(л(х), ио»)

где к - естественный эпиморфизм. Из леммы 1.4.7* работы [3] сле­
дует, что 0 — гомоморфизм „на“. Предложение 2.1 доказано.

Пусть снова (А (X), U (У)) “ некоторый свободный модуль ка­
тегории Ж, порожденный парой множеств (X, Y), и (В, И) £ 06Ж. 
Обозначим через М = М (В, Й) множество всех однозначных отобра­
жений |»: (X, Y) -* (В, V). Каждое такое отображение продолжается 
до гомоморфизма модулей р: (А (X), £/ (У)) — (В, V). Обозначим 
(А (Х)м, U (У)м) = ( П Кег йд(Х), П Кег рУ(Х)). Из определения видно, 

nG.rl
что элемент а£А (X) тогда и только тогда принадлежит U (У)л<-мо- 
дулю А {Х)м, когда этот элемент тождественно обращается в нуль в 
И-модуле В, и элемент и£6/ (У) тогда и только тогда принадлежит 
идеалу U (У)м кольца U (У), когда этот элемент тождественно обра­
щается в нуль в кольце V. Идеал (А (Х)м, U ( У),и) — вполне харак­
теристический идеал модуля (А (X), U (У)). Действительно, для

Ча£А(Х)м, y֊^End(A(X), U (У)), 

имеем, что

(Х) “ a (vA(X) РД(Х)) = 0, так как М.

Аналогично для
уи££/(У)м, Wl£End(A (X), U(Y)),

имеем, что (и ч?и(Г)) рУ(У) = 0.
Далее, пусть N — некоторая полная подкатегория категории ЭО?, 

замкнутая относительно операций взятия подмодулей, гомоморфных 
образов и прямых произведений. Обозначим через VN (А (X), 6/(У)) 
пересечение всех (Л (Х)м (в. v), U (У).и(в, и,) по всем модулям (В, И)£ 
€N. Легко доказать, что имеет место

Предложение 2.2. Идеал. V'N (А (X), U (У)) мод для (А (X), 
U (У)) совпадает со значением вербала полной, подкатегории N 
категории Ж (замкнутой относительно операций взятия подмо­
дулей, гомоморфных образов и прямых произведений), на модуле 
(А(Х), £/(У)).

Предложение 2.3. Пара множеств (А,, Л։) ((Л1։ Л։)с(Л(Х0), 
6/(У0))) тогда и только тогда определяется некоторой полной 
подкатегорией N категории Ж, замкнутой относительно операций 
взятия подмодулей, гомоморфных образов и прямых произведений, 
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когда (Л։, Л2) является вполне характеристическим идеалом мо­
дуля (А (Хь), У ( У«)).

Доказательство. Если (Л1։ Л։) определяется некоторым Ы, 
то легко доказать, что

(Л։, Л։) = ( П А (Х0)м (й, и, п и (Уо).„ = V» (Л (Хо). Щ Уо)).
(в. пси (в. юеи

Обратно. Пусть (А„ А2)—некоторый вполне характеристический идеал в 
модуле (А (Хо), и (Уо)). Мы покажем, что если паре (Л։, Л։) отвечает 
многообразие М, а затем по этому многообразию будем восстанавливать 
соответствующие тождества (Ар Л2), то мы вернемся к исходным (А1,ЛХ). 
Действительно, согласно предыдущему (А’„ Л') — вполне характерис. 
тический идеал модуля (А (Хо), и (Уо)) и, кроме того, этот идеал сов­
падает с идеалом Уы (А (Хо), и ( У։,)) модуля (А (Хо), I/ (Уо)). Опираясь 
на полную характеристичность идеала (Л1, Л։), нетрудно доказать, 
что фактор-модуль (А (Хо), и (К0))/(Л1։ Л2) принадлежит полной под­
категории N и, следовательно, имеет место включение

(л;, л;) а (Л,, л։), так как (Лр Л2) = Уы (А (X.), и ( Уо))

—это наименьший идеал модуля (А (Хо), и (Уо)), фактор-модуль по ко­
торому принадлежит подкатегории Ы. Обратное включение содержит­
ся в определениях. Предложение 2.3 доказано.

Перед тем, как доказать аналог теоремы Биркгофа для катего­
рии 50?, скажем еще несколько слов по поводу идеала, определяемого 
многообразием в свободном модуле этой категории.

Пусть (А (X), и (У)) — свободный модуль категории 30?, а М — 
некоторое многообразие, определенное тождеством (Л1т А։) ((Л։, Л։) — 
вполне характеристический идеал модуля (А (Хо), £/(У0))), и пусть 
Иы (А (X), С/(У))=(Уц (А (X)), Уы(И(У)))— значение вербала мно­
гообразия Ы на модуле (А (X), и (У)). Если а^ А։ и р: (Хо, Уо) -*• 
-♦ (Л (А), и (У))—некоторое однозначное отображений (отображение 
р продолжается до гомоморфизма р: (А (А՜,), и (У0))-»(А (А), II(У))), 
то при таком отображении элемент а0^А1 принимает определенное зна­

чение в А(Х), скажем а0. Обозначим через А1 И(У)-подмодуль II (У)- 

модуля А (X), порожденный всевозможными а0 по всем Оо £А1 и все­
возможным р. Так как для любого модуля (В, и для

И), Л,сКег рЛ(Х), то Л։С П Кег рл(х>= Ии (Л (А՜)).
ЯС-М (В, V) 
(В. Ю6К

Пусть далее £/ — идеал кольца £/ (У), порожденный всеми зна­
чениями слов из идеала А2 кольца II ( Уо) в кольце И ( У). V—вполне 
характеристический идеал кольца II (У), и так как для любого моду­
ля (В, И)£*<идля ур^М(В, И), £7сКег р\(П, то Ис Им (£/(У)). 

Обозначим через (Л, идеал модуля (А(Х), (/(У)), порожденный
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подмодулем (А, Р). Очевидно, что АсУц(А (X)) и что (А (X), 
U(Y))I(A, £/) С N. Отсюда следует, что А = 16* (А (X)) и U = 
= Ин(6/(У)).

Теорема 2.1. Полная подкатегория N категории ЯХ тогда и 
только тогда является многообразием, когда эта полная подка­
тегория замкнута относительно операций взятия подмодулей, 
гомоморфных образов и прямых произведений.

Доказательство. Мы уже отмечали, что любое многообра­
зие модулей категории ЯХ замкнуто относительно этих трех операций. 
Обратно. Пусть полная подкатегория N категории Ж обладает этим 
свойством замкнутости и этой подкатегории N в модуле (А (Хо), 
£/(У0)) соответствует пара множеств (A1։ Л։). Эта пара множеств 
(Л։, Л։) определяет некоторое многообразие N. Очевидно, что NcN. 
Для того чтобы показать, что N =N, достаточно показать, что в под­
категории N содержится любой свободный модуль многообразия N.

Пусть (А (X), и ( У)) — любой свободный модуль категории ЯХ, 
Ин (А (X), и (У)) = (HN (А (X)), Ин (U (У))) — значение вербала пол­
ной подкатегории N на модуле (Л (X), U (У)), и И^ (А (Л), U(Y)) = 
= (Ия (А (X)), И^(£/( У)))— значение вербала многообразия N на 
модуле (А (X), U (У)). Так как NcN, то ИЛ(Л(Х), U {Y})c. 
сс Ин (А (X), U (У)). Докажем обратное включение.

Пусть а £ Ин (А (Л)). В записи этого элемента а участвует лишь 
конечное число элементов х ( X и у ( К, поэтому в U ( У0)-модуле 

А (Хо) можно найти такое а$, что а является значением этого а^ в 
U (У)-модуле А (X). При этом, так как Ин (А (X)) = П Кег й. , 

VEM(B.V) (в. иен
то можно утверждать, что во всех модулях подкатегории N имеет 
место тождество ао = О и, следовательно, Поэтому, вспоминая

строение /7-модуля А (см. стр. 221), можно утверждать, что а £ 
€ А = (А (X)). Значит Ин (А (X))G (А (X)). Аналогично уста­
навливается включение Ин (U ( У)) с (£/( У)).

Мы получили, что Ин (А (X), U (Y)) =-- (А (X), £/(У)). И3 
этого следует, что (A (A), U (А (X), U (У)) = (А (X), U (У))/ 
/Ин (А (X), U (У)) £ N. Значит, в полной подкатегории N категории 
ЯХ содержатся . все свободные модули многообразия N и поэтому 
N = N. Теорема 2.1 доказана.

Перейдем теперь к описанию многообразий категории $Х.
Зафиксируем некоторую тройку вида (п, Т, Т'), где п — нату­

ральное число или бесконечность, а Т и Т՛ — некоторые, может быть, 
тривиальные многообразия ассоциативных колец, и рассмотрим те мо­
дули (А, (/) £ ЯХ, для которых выполнены условия:



Многообразия и бимногообразия в категории ЯК 223

1) у а £ А, па = О,
2) и Т,
3) уа£Л уа£ Кг (£/) (Иг (£/) —это вербал многообразия Т'), 

ли = 0.
Покажем, что такие модули образуют многообразие в категории 

ЯК, которое мы обозначим Ыя, т, иг.
Действительно
а) Пусть (А, 1!) -» (С, 1И) — мономорфизм и модуль (С, 1И)£ 

’£ Мя, т, иг.
Тогда
1) уа С А, (па) р = п (арл) = 0 => па = 0.
2) и^_Т, так как £/—* 1И-мономорфизм и №^Т.
3) уа£Д, уа£ Иг (17), (а-и) нд = (а |Ал) (и[Ау)=0, так как имеет 

место следующая коммутативная диаграмма:

и, следовательно, а |*у£ Иг (1И). Значит, модуль (Л, 17) £ 1ЧЯ, Г, уг-
б) Пусть 0: (А, и)—»(С, (И)—нормальный эпиморфизм и мо­

дуль (А, 17) £ М„, т. уг- Тогда
1) Ус £ С 3 ас С А такое, что ас 0Л = с. Поэтому пс = п (ас ©л) = 

= (пас) 0Д = 0.
2) 1И £ 7, так как 9и: £/-» 1И является нормальным эпиморфиз­

мом и и £ Т.
3) Так как Ир—вербал многообразия Т', то имеет место сле­

дующая коммутативная диаграмма:

Ут.ад —--------- -- и .

уМ 0и

де Иг (0у): Иг (17) Иг, (1И) является нормальным эпиморфизмом 
см. [3], теорема 1У.5.10). Поэтому ус £ С ЗаС|£Д такое, что асвд=с 
1 У Иг՛ (1И) з аш Иг-(£7) такое, что и1и Иг, (6у) = ю и, значит,



С т = <а и ) Од = 0. Получили, что модуль (С, 17) £ Ы„, г, уг - 
в) Пусть (А., иЛНп'Т. УТЛ<^П- Покажем, что модуль 

(Л, У) = Пх (4„ ил){т.л =■■ «У։)) =
«е/

_ (Пх А. («д ). Пх ил ^и)) € К*, т, ут. .
■е/ ’

Действительно

1) у а £ Пх Да, а = (<։«)"€/> 
«6>

2) Пх £/.(; Т, так как для

па — (па*)^г = (0)«е/. 
у</, и.е Т.

3. У“€Л уа.£Ал, Чи^Уг^), а,-и,= 0. Покажем, что уа£А, 
у«С Йг (£/),’а-и = 0.

Действительно, имеет место следующая коммутативная диа­
грамма:

Л=1 -пхил осе!

ГТСл

Из этой диаграммы видно, что для уа£/уа£4 и уи£ Ут՛ (Щ,

(а и) кЛ(1 = (а"ла) • (и *и,) = а.и, = 0.

Это равенство имеет место для уа £ /. Значит,

у а £ А уи £ Ут՛ (II), а • и = 0, так как А = Пх Аа (я, ).
•6/ 1

Получили, что модуль Пх (Да, £Л)£ Мя, т, ут՛- 
«е/

Мы показали, что для любой фиксированной тройки вида (л, 
Т, Т'), где п — натуральное число, или же л = со, а Т и Т'—некото­
рые, может быть тривиальные многообразия категории ассоциативных 
колец, Мд, т. уг является многообразием категории 50?.

Замечание 2.1. Заранее можно считать, что Т' С Т. Действи­
тельно, так как кольцо и^Т, то Иг (X/) = Игпг(Х/).

Замечание 2.2. Обозначим многообразие ассоциативных колец 
с одним тождеством {£х=0} (Л^7\^), Р*. Так как для любого модуля 
(4, т, иг, А-(лII) = (л4)՛ и = 0, то л£/С Ут՛ (С/). Значит
УРп = пис Ут՛ (Ц), т. е. Г С Р„.

Из замечаний 2.1 и 2.2 вытекает, что Т" С ТпРд.
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В дальнейшем, рассматривая многообразие ЫЛ, г, иг» мы всегда 
будем иметь в виду, что тройка (л, Т, Т') удовлетворяет условиям 
замечаний 2.1 и 2.2.

Теорема 2.2. Для любого многообразия N категории Ж су­
ществует такая фиксированная тройка вида (и, Т, Т') или 
же п = °о; Т и Т' — некоторые, может быть тривиальные много­
образия категории ассоциативных колец, удовлетворяющие усло­
вию Г С ГП Рп), что N = Ы„, т,

Доказательство. Возьмем любое многообразие Ы категории 
Ж. Рассмотрим все модули (А, £/)£М. Модули (А, О) и (О, £/) как 
подмодули модулей (А, ^^)£N принадлежат многообразию Ы. При 
сопоставлении каждому модулю вида (А, О) абелевой группы А, по­
лучаем изоморфизм между полной подкатегорией Мо модулей вида 
(А, О) £ N категории Ж и полной подкатегорией £ категории абеле­
вых групп. Аналогично, при сопоставлении каждому модулю вида (О, Ц) 
ассоциативного кольца £/, получаем изоморфизм между полной подка­
тегорией 0А модулей вида (0, £/) £ И категории Ж и полной подкате­
горией Т категории ассоциативных колец. Поскольку 1Ч0 является мно­
гообразием в категории Ж, £ является многообразием категории абеле­
вых групп. Значит, либо существует такое натуральное число л, что 
ла=0 для любого элемента а абелевой группы А^Ь, либо подкатегория 
£ совпадает со всей категорией абелевых групп. Отсюда вытекает, что 
модуль (А, О)£Н тогда и только тогда, когда па = 0, для уа^А, 
либо когда А — любая абелева группа. Аналогично, поскольку 0И 
является многообразием в категории Ж, Т является многообразием 
категории ассоциативных колец.

Зафиксируем некоторое кольцо и Т и рассмотрим все модули 
(А, £/)£М. Покажем, что модули такого вида составляют многообра­
зие Си в категории Ж у—правых модулей над кольцом 1Г. Действи­
тельно, для подмодулей и эпиморфных образов модулей все ясно. 
Пусть дано некоторое семейство модулей ((Аш, £/))шеа таких, что 
(Лш, £/) ^ М (ш^2). Для уш^2, (Аш, и)£№, поэтому П։ (Аш, П) = 

0:^9
= (Пх Аш, П* £/)£М. Рассмотрим отображение

о = (1, ау); (П* Аш, £/) - (П* А„, П* £/),
ш£2 

определенное так:
уи^и, ичи=(и)т&.

Легко видеть, что а — гомоморфизм. Ясно, что а — мономорфизм. 
Следовательно, ^/-модуль (П* А,.,, II) £ М.

а>£9 ,
Значит, все модули вида (А, £’) € № (£/£ Т, кольцо и зафикси­

ровано) составляют некоторое многообразие Си в категории Жу. 
Поэтому существует такой двусторонний идеал С кольца и, что 
А-И=О для уА^Ь такого, что (А, £/)^Ы.



226 Г. Г. Элии

Мы получили, что в любом кольце изафиксирован такой 
двусторонний идеал II, что для любой абелевой группы А такой, 
что (А, 1!) £ Ы, А-Т)= О. Покажем, что в многообразии Т суще­
ствует такое многообразие Г', что Иг (£/) =£/. Тем самым, мы по­
кажем (см. [3], следствие IV. 5.5), что в категории ассоциативных 
колец существует такое многообразие Т', что значение вербала Ут՛ 
на каждом кольце совпадает с идеалом £/, У т՛ =

Действительно, пусть ?: £/-* ((/, £ Т) — некоторый гомо­
морфизм колец. Рассмотрим диаграмму:

и——-w

vr. (U}~и («9
где а^, а— вложения идеалов U՝ W соответственно в кольца U и 
W. Отображение Ут՛ (?): U->W определим так: yuf U, и Иг(?) = 
= и ?. Покажем, что Im Ут՛ (?) £ IF .

Возьмем любой модуль (А, l₽)£N и возьмем модуль (О, l/)£N. 
Построим модуль (А, U), где отображение АХ U-*- А определено так: 
уа £4 уи £ (7, а оИ = а-(н?). Покажем, что модуль (А, £7)£N. 
Действительно, (О, t/)£N и (А, 1И)£Ы, поэтому (ОХА, UX 
X1H)£N. Рассмотрим отображение т = (”д, т^): (А, £7)-»֊ (О X 4, 
£7 X V7), которое определено так: уа£4 yu£ U, а’д = (0, а), uta = 
= (и, и?). Очевидно, что 'д—гомоморфизм групп, —гомомор 
физм колец, и так как для уа^4 (а ° и) 'д = (0, а(н?)) =
= (0, а)(и, и?) = (атд)-(цту), то " — гомоморфизм модулей. Нетрудно 
заметить, что т — мономорфизм, поэтому модуль (А, U) £ N. Значит, 
для любой абелевой группы 4^L такой, что (А, U^)^N, ввиду того 
что (А, U) £ N, имеем равенство уа^4 yu £ LI, а (и^)=а ь и = 0. 
Следовательно, U ? — Im Ут՛ (?) CZ

Очевидно, что Ут՛ (?) — гомоморфизм колец, и диаграмма ( * ) 
коммутативна.

Мы показали, что (Ут՛, о) — нормальный подфунктор (для лю­
бого кольца Т, а-у — вложение идеала) (см. [3], стр. 155) тожде­
ственного функтора 1т категории Т. Покажем, что (Ут՛, 3) — вербаль­
ный подфунктор. Для этого достаточно показать (см. [3], теорема 
jV. 5.10), что функтор Ут переводит нормальные эпиморфизмы в 
нормальные эпиморфизмы.

Пусть кольца U и W принадлежат многообразию Т, и 6: U-> \У— 
нормальный эпиморфизм. Рассмотрим диаграмму:
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!М)-------------- ц--------------у

Ут' М~и——(6^ »№ = Уг(№) 

где и* — полный прообраз идеала 1Г при эпиморфизме б. Покажем» 
что Иг (б)—нормальный эпиморфизм, т. е. 1ш Иг (б)= 1И.

Предположим обратное, что О Vт։ (б)сЦ?'. Рассмотрим идеал 
{Кег б II и}, порожденный множеством Кег би и. Идеал (Кег би С] а 
с.11*. Построим кольцо с единицей £7<*>=(£7, 1|, элементами кото­
рого являются пары вида (л, и) (п^М, В этом кольце опера­
ции сложения и умножения определены по формулам:
(и, и) 4՜ (т, и) = (л + т, а 4- и'), (л, и) • (л։, и) = (пт, ии + ли'+лш). 
Роль единицы этого кольца СМ играет пара (1,0). Отметим, что со. 
поставление и —* (0, и) является мономорфизмом кольца 6/ в кольцо 
£/(1) и при этом кольцо 17 так же, как и все идеалы кольца и, явля­
ются идеалами в кольце £7(1).

Рассмотрим идеал II'= [Кег б и и и л£7(1') кольца порожденный 

•множеством Кег б Ц 6/ Ц л £70) и возьмем £/-модуль £Д1> = £7(։)/£7'. Идеал 

£7' У= £7(1>,- поэтому £/0)—ненулевой модуль. Обозначим этот модуль 

<(и, Ц). Имеем, что

1) л £7<‘> = О.
2) (О, £7) £ R, потому что по условию кольцо и^Т.

3) £7-модуль £70) принадлежит многообразию Си категории 

модулей ЯКе/, так как £/0>.£/ = 0. Следовательно, модуль (£/0), £/) £ 
С М, ввиду того, что многообразие Ы содержит все такие модули.

По условию, б: £/ —> №—нормальный эпиморфизм, поэтому 

1^=£7/Кег9. Далее, £Л1)"Кег6= О, следовательно, пара (£ЛП, яв­

ляется модулем, и существует гомоморфизм модулей (1, 6): ([№>, II)-* 

—► (£7^), 1^). Мы получили, что модуль (£7<п, так как модуль

(£7՝։>, £7) £ Ы и (1, б)—нормальный эпиморфизм, в силу предложения 

1.5. Значит, для любого ((л, и) 4֊ £/') £ £7(1) и для любого то £ R7՜ 
имеем, что ((л, и) + £7')-то = (0, 0) + £7'.

По предположению, идеал (Кег б и £/) строго лежит в идеале £7*, 
поэтому найдется элемент то £ I?7, для которого не существует эле­
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мента и£{Кег9и£/}, такого, что иб = w. Но кольцо lFst//Ker£, 
значит существует такой элемент и* £ U*, что w = и* 4֊ Кег 9. Из 
сказанного выше следует, что и* £՜ {Кег 9 U U}.

Для любого модуля (A, £/)6N имеем, что yfa^A У/u^U, 
а (пи) = (па)-и = 0. Поэтому nU^U и, следовательно, u*~£nU, так 
как Значит, не существует такого элемента u^U, для кото­
рого выполнялось бы равенство и* = пи, поэтому не существует тако­
го элемента (к, и) £ 6/(1), который удовлетворял бы равенству 
и* = п (к, и) = (пк, пи). Мы получили, что и* £л£/(1>, а так как 
и*՜^| Кег 9 U Z7], то и* G U'. Отсюда вытекает, что для элемента 

((1,0) + U՛) е Um, ((1,0)+ £/')• w = ((l,0)+ £/')(«♦ +Кег 9) = (0гИ*)+ 
4- U՛ + (0,0) + U՛.

Получили противоречие. Значит, Im Ут՛ (6}= W, т. е. Ут՛ являет­
ся вербалом некоторого многообразия Т՛ категории Т и, следователь­
но, как уже отмечали выше, является вербалом многообразия Т՛ кате­
гории всех ассоциативных колец.

Мы показали, что для любого многообразия N категории SDf су­
ществует такая тройка вида (n, Т, T')(n^N, или же л = со, Т и Т՛ 
некоторые многообразия категории ассоциативных колец такие, что 
Г С ТПЛ), что NcNK, т vT.. Обратно. Возьмем любой модуль 
(В, IF)£ Nn, г, vT՛՝ Модуль (О, W) £ N, так как многообразие ^содержит 
все такие модули. Далее, В- У г (IF) = В- W = О, поэтому IF-mo- 
дуль В принадлежит многообразию Cuz категории ЯКСледовательно, 
модуль (5, IF) £ N, так как многообразие N содержит все такие мо­
дули. Мы получили, что N = N„, т, vT>.

Теорема 2.2 доказана.
Тройки (лп Г։, 7\) и (л2, 7\, Т^) считаются равными, если

лх = л։, 7\ = Т2, 71=71.

Предложение 2.4. Существует взаимно однозначное соот­
ветствие между всеми тройками вида (п, Т, Т'), где Т'С ТпРя и 
всеми многообразиями Ыя, г, vr.

Доказательство, а) Пусть лх =f* л։. Не нарушая общности, 
можно считать, что л։>л։. Тогда модуль (Zrt„ O)£Nrt„r։. но

(Z,,, О) ^Nn,, г„ vr՛, так как п2 Zn, =/= О. 
։

б) Пусть л։ = л2, но Тг=^= Тя. Не нарушая общности, можно 
считать, что 7\ с Т։. Тогда существует такое кольцо U £ что

Т2. Ясно, что модуль (О, (/)^ЫЯ1, т„ vT'> но (О, £7)’^Nn„ .

В) ПуСТЬ Л։ = л2, Тг = Тг, но Ввиду того, что Т\ С Tv
и Т2= Тг, существует такое кольцо C^Tlt что Ут'(1/)^=
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И.՛ (£/). Не нарушая общности, можно считать, что Ут' (У) С. 
2 2
' (£/). Поэтому существует такой элемент и'2 < У т՛ (£/), что 

и'ё Иг-(£/). Рассмотрим модуль (2Л,Х (^7/Иг-(^/)), £/), где опера­

ция (2^,Х(^//ИГ- ((/))) X и —> 2Ч,Х (У/Уг- (У)) определена так:

V (к + пх г^гП։, у (и+У^и^и/у^ (^)>

(к -рлх г, и 4֊ Ут(У})-и = (0 + пхХ, (ии -}- ки) 4՜ V т- (У))-

Легко проверить, что этот модуль принадлежит многообразию 
Ы,,, г„ ут՛, но не принадлежит многообразию 1Ч„„ т,. V т՛, так как для 

элемента

(14-^7, 0 4- Иг.(£/))6(2л.Х(^/И7.;(£/))) 

имеем, что

(1 4-пх £, 0 4- ИгС/))-и;=(04-п12, и'4-Кг-(£/))¥= 
1 1

*■ (о 4- лх г, о 4- иг< (6/)), ибо и2 ё у т\ №՛

Предложение 2.4 доказано.
Предложение 2.5. Для данного многообразия 14Л, т, уг значе՜ 

ние вербала и рефлектора на любом модуле (Л, Ц) £ Ж имеют вид

Унл, Т. ут. И. ^) = ({пЛ и Л. Иг (£/)}, Ут (£/)),

Лил, г. О) = (Л/{лЛи Л - Уг (£/)}, Ут (£/)), 
где (лЛиЛ - Уг (У)}—подгруппа абелевой, группы А, порожденная 
множеством лЛ и Л- Ут՛ (£/)> и имеет место следующая короткая 
точная последовательность:

ЦпАиА-Уг (V)}, УтШ^ (А,Ц)^(А/[пАиА Уг (V)], 

и/Ут (Ц)).

Доказательство. Возьмем произвольный модуль (Л, £/)^2)?. 
Легко видеть, что пара ((лЛ IIЛ • Уг (£/)}, Уг (£/))£ О69К. Подмо­
дуль ({лЛ и Л • кг (£/)), Ут (£/)) модуля (Л, £/) является идеалом мо­
дуля (Л, 11), так как Иг (£/) С Иг (^), в силу замечания 2.1. Значит, 
можно рассмотреть следующую короткую точную последовательность:

({яЛиЛ-Иг (£/)), Ут[и)՞-* (А, и) Д (Л/'лЛи АУГ (6/)}, 

1/1 Ут (и)).
Нетрудно заметить, что модуль

(Л/[лЛиА Иг (£/)), и/Ут(и))^п т.уг.
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Из свойства коядра легко следует, что этот модуль совпадает со 
значением рефлекторного фактор-функтора многообразия ГЧ„, г. уг на 
модуле (А, I/) и, значит, идеал ({пЛ II А • Ут՛ (У)}, Ут (У)) совпадает 
со значением вербального подфунктора многообразия 1Ч„, т. ут. на мо­
дуле (А, и). Предложение 2.5 доказано.

Из теорем 2.1, 2.2 и предложений 2.3, 2.5 получаем
Следствие 2.6. Для любого вполне характеристического идеала 

(Л, У) свободного модуля (Л {X), и (Г)) категории ЯК с системой 
свободных образующих (X, У), где X и У—счетные множества, су­
ществует такая фиксированная тройка вида (и, Т, Т') (п^1Ч, или же 
п=со; Т и Т—некоторые многообразия категории ассоциативных 
колец, удовлетворяющие условию Г'С Т П РЛ), что

(А £7)=({пЛ (Л)и Л (X). Уг (У (У))], Уг(У(У))).

Замечание 2.3. Пусть 7\ и Т’,—некоторые многообразия ас­
социативных колец. Для любого ассоциативного кольца £/, Ут, (£/) X 
X Ут, (У) является идеалом этого кольца. Легко доказать, что суще­
ствует такое многообразие ассоциативных колец, обозначим его [ 7\, 
Т’а], что для любого ассоциативного кольца £/г Ут, (У) • Ут (У) = 
= и|ГиЛ1(£/).

Ясно, что 7’1с[7’1, 7’3] и Г։С[ГХ, 7^.
Теорема 2.3. Произведение любых двух многообразий 

ЫЛ11 т„ ут‘ и ^л„ т„ определяется по формуле

Мл„ 7,. иг’ • Ыл>, т„ V,՛ = Мл,л„ т,т„ \т. ,

где
г = г; рп, п (л г3) рл л [ тх, т\ г] п гх тг л л։Л,,

= (л։, Пз), а Рк (к£П) 

обозначает многообразие ассоциативных колец с одним тожде­
ством (£х—0).

Доказательство. Рассмотрим короткую точную последова­
тельность:

({П1ли Л - Иг- (£7)}, УтЛУ))^ (Л, У)\ (Л/[П1ЛиА- (£/)},

£// Ут, (У)), (*)
где
(А1\П1АиА-Ут- (У)], г//Ил(г/)) = /?нЛ։։Г։։ Ут- (А, и)^п„т„уг՛.

Модуль (Л, £/)£МЛ1, т„ ут"^п,. т,. уг՛, тогда и только тогда, ког­

да в точной последовательности ( * ) модуль

((Ми Л. УГ֊(У)}, Ут,(У)) е Ня„ V՛
1 '2
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(см. [3], лемма IV. 6.5),а для того чтобы модуль ({п^Л и Л ■ Иг'(£/)),. 

Ут,(У)) принадлежал бы многообразию ЫЛ, г,. ут', необходимо и доста- 
2

точно, чтобы выполнялись следующие условия:

(1) п,п2 А = О,
(2)
(3) п2А- (£/) = О,
(4) П1А- У^ (Уг, (17)) = О,

(5) А-Ут.(и) Ут- (Ут. (17)) = О. 
1 2

Так как Т'х С2 7, в силу замечания 2.1, то Иг-(Иг,(^))сИт,(г/)с: 

с УТ^(Ц). Поэтому А- Уг^( Ут, (17)) <= А ■ У г՛ (17). В силу условия 

(3) имеем, что

п,АУт\Ут.(и))= О. (4")

Из условий (4) и (4") следует, что

иАУт\Ут.(и)) = О, (4"')

где (7 = (л1։ л2).
Условия (2), (3), (4"), (5) соответственно эквивалентны условиям:

(2') и^т\т2,

(3') А-Ут.Рп1 (17)= О,

(4')ЛИ(лг>/^=°.

^4И[г;.г։гд(£/>=а

Вспоминая замечания 2.1 и 2.2, видим, что теорема 2.3 доказана.
Замечание 2.4. Пусть дано многообразие ЫЛ, г, В случае,, 

когда Т' = Т, мы вместо МЛ| г, ут, будем писать ЫЛ, г, так как в этом 
случае Ут։ (17) = О.

Рассмотрим частный случай теоремы 2.3, когда 7Х = Т[ и Т2= 
— Гг В этом частном случае

г = 7\ РЛ։П (7Х7։) Ра П[7։, 7Х7։]П ТХТ2 Г) Рп.п, .= 7Х7„ 

ибо [7Х, 7Х72] ЗЭ ТУГ,, как это уже отмечали в конце замечания 2.3,

( 7;Т2) Ра О 7Х Т2, 7\Рп, О 7Х 7„ так как Рп, ^_Т’2 = Т2, 

и умножение многообразий монотонно (см. замечание 2.1 и [3], стр. 
237), Рп,п, 5 Т1Т2, так как из того, что Г' = Гх, Т2 = Т2 и из заме­
чаний 2.1 и 2.2 следует включения 7\С Рп. и 7\С-Рп.-
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Значит, в этом частном случае формула умножения многообра­
зий принимает такой вид, Мл,. т,-НЯ։, т, = НЯ։Я„ пт,«

§ 3. Бнмногообразня в категории ЭХ

В работе (1] при выполнении условий 1)—5) (см. § 1) рассматри­
валось понятие бимногообразия.

Определение 3.1. Многообразие В категории К называется 
бимногообразием, если выполнены следующие условия:

г) Для любого семейства -»бъектов Д/ 6 В, 1^.1, свободное про­
изведение П* А^В.

>ег
д) Если к В принадлежит подобъект <^£/, 3^> некоторого объекта 

Л, то к В принадлежит и идеал объекта Д, порожденный подобъек­
том <£/, о>.

В работе [1] доказано, что условия г) и д) эквивалентны усло­
вию

е) Каждый объект А категории К обладает наибольшим идеалом 
<5л, принадлежащим многообразию В и содержащим все под­
объекты объекта А, принадлежащие В.

Теорема 3.1. Многообразие Ыя, т. ут- категории ЗХ является 
бимногообразигм тогда и только тогда, когда Т=Т'=Рп, где т— 
делитель п, если или т — любое натуральное число, если 
п = оэ; или же п= со, т = со.

Доказательство. Покажем, что любое многообразие вида 
М„. рп, где число т удовлетворяет условиям теоремы, является би­
многообразием, которое мы обозначим Вп, т-

Вэзьмзч любой модуль (4, (/)^ЗХ и рассмотрим его подмодуль 
(5Я (Д), 5т (£/)), где 5п (А)—это множество всех тех элементов а£А, 
для которых выполнено равенство па = 0, а 5т{11)— это множество 
всех тех элементов и £ и, для которых выполнено равенство та = 0. 
Легко доказать, что(5я (Л), 5т (£/)) является идеалом модуля (А, II), 
удовлетворяющим условию е). Мы получили, что Вп.т — бимногообра­
зие категории ЗХ. Обратно. Пусть многообразие Мя, т. ут. является 
бимногообразием категории ЗХ. Докажем, что существует такое число 
т, удовлетворяющее условиям теоремы, что Т՛ = Т = Рт.

Рассмотрим все ассоциативные кольца II такие, что (А, И)£ 
г, уг- по крайней мере для одного модуля {А, II), т. е. рассмот. 

рим все такие ассоциативные кольца И, что модули вида (О, II) 
принадлежат бимногообразию т, уу>. Эти кольца образуют мно­
гообразие Т в категории ассоциативных колец. Из построения сво­
бодного произведения модулей следует, что для любого семейства 
колец и^Т, (61, свободное произведение П* ЦС-Т.

Ю
Пусть и—такое подкольцо некоторого ассоциативного кольца 

1Г, что модуль вида (О, II) т. гг. Для любого модуля (В, 1Г)6



•Многообразия и бимногообразия в категории Я)? 233

£ О6ЯК, идеал, порожденный в этом модуле подмодулем (О, II), при­
надлежит бимногообразию НЛ, т, V г. Поэтому модуль (О, Ц), где и — 
идеал, порожденный подкольцом £7 в кольце 1И, принадлежит би­
многообразию НЛ, т. иг..

Мы получили, что многообразие Т является бимногообразием. Из 
результатов работы [1] следует, что Т — Рт, где т — либо натураль­
ное число, либо бесконечность. Покажем, что если л^7\/, то т — де­
литель л. Возьмем такую абелеву группу А, что уа£Л, па = 0, и 
такое ассоциативное кольцо £/ с единицей 1, что т-1=0. Модули 
(А, О) и (О, 1}) принадлежат бимногообразию ЫЛ, Т. ут. = Ы„, рт. уг , 
так как это бимногообразие содержит все такие модули. Рассмотрим 
модуль (Л, и), для которого операция умножения определена по фор­
муле а и = 0 для ^а^_А и уи££7. Обозначим его (А, 1/)0. Построим 
далее модуль (А'/.и, и), где операция умножения определена по 
формуле (а, и) •и՛ = (0, ии) и построим отображение я: (А, 
(ЛХ £/, £/), которое определяется так: У/а^А, азА = (а, 0) и Vй € £А 
ияи = и. Для

Уа^А, У}и^и, (а-и)»л = (аи, 0) = (0,0) = (а, 0)-и = (аяЛ)-(ияу), 

поэтому а — гомоморфизм модулей. Ясно, что а — мономорфизм.
Модуль (А, £/)о С МЛ,/>т, уг„ так как из (Л, О)^ЫЛ, рт, уг и

(О, /7)€Мл,рт, уг следует, что (Л, О)Х(О, £/)зз(Л, £/)0€Мл,рт, уг.

По условию Ыл, рт, уТ. — бимногообразие, поэтому идеал, порожденный 
подмодулем (Л, £/)0 в модуле (Л X £/, £/), должен принадлежать 
НЛ,рт, уг. Идеалом, порожденным подмодулем (Л, £/)0 в модуле (ЛХ 

X £/, £/) будет (Л X и, II), так как подгруппой £>, порожденной в абе­
левой группе Л X и множеством

£> = А и Л • £7и (Л X Щ• £/=Л и (ЛX и) • и

будет

£={Ли(Л X и)Ц} = ((Л, О)и(О, £/)) = Л X и.
Но если т не является делителем п, то л (а, и) —(0, ли) =/= (0, 0). Это 
противоречит тому, что модуль (ЛХ^Л £/) 6 №л. рт. ут>. Следователь­
но, л делится на т.

Мы знаем, что Т'С Т = Рт. Докажем, что Т'— Рт* Предполо­
жим обратное, что Т' с Рт. Это значит, что существует такое коль­
цо и£ Рт, что Иг (£/)¥= О. Построим кольцо £/(1)={£/, 1} (см. стр- 
!227)и рассмотрим ненулевой правый ^/-модуль (£/(1,/л£7(1\ II). Модули 
|(£/{1)/л£7(П, О) и (О, £/) принадлежат бимногообразию МЛ, рп, уТ,, пото­
му что Ыл, рт, уТ. содержит все такие модули. Так как Мл, рт, ут.— 
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бимногообразие, то модуль (СДЧ/д^Ч, 6/)^ЗХ обладает наибольшим 
идеалом, принадлежащим ^.р,л. ут- и содержащим все подмодули мо­
дуля (</и)/п£7(|), £/), принадлежащие Ы„, рт, иг. В частности, этот 
идеал должен содержать подмодули (4/»։>/я£/‘Ч, 0} и (О, V). Следо­
вательно, этот идеал совпадает с самим модулем ({ЛЧ/Я£Д1)։ 6/). Мы 
получили, что модуль (^։ч/п6/(Ч, и)^я.Р„. ут.. Из этого следует, 
что для любого элемента (Л, и) 4֊ л£/(Ч абелевой группы (/<Ч/Л£/(0 и 
для Иг (£/) должно выполняться равенство ((4, и)4՜п^-и' — 
= (0, 0) + л!/<4.

Мы предположили, что Т'с.Рт и уже доказали, что т — дели­
тель п. Отсюда следует, что пУс^ти с Кг (£/). Значит существует 
элемент Иг (60 такой, что и £ л£/, и поэтому элемент (0, и)£л(/(Ч՛ 
.Для элемента ((1, 0) 4֊ л£/<Ч)££/<Ч/Л£/<Ч произведение ((1,0) 4֊ л£/(Ч) и = 
— (0, и) 4՜ л(/(Ч =/= (0, 0) 4՜ л6/(П. Получили противоречие. Теорема 3.1 
.доказана.

Из замечания 2.4 следует
Теорема 3.2. Для любых двух бимногообразий Вп„ т, и Вл., т, 

категории ЛХ имеет место следующая формула умножения би­
многообразии, Вп„ т, Вп„ т, “ Вп,л„ т,.-л, •

Теорема 3.3. Коммутативная полугруппа В (2Х) всех би­
многообразий категории ЗХ представляет собой пополненную нулем 
В*>,. и единицей Вц । связку, состоящую из свободной полугруппы 
В- (ЗХ) бимногообразий вида В„.т (т^К), изоморфной мультипли­
кативной полугруппе натуральных чисел и являющейся идеалом в 
полугруппе В (ЭХ), и свободной коммутативной полугруппы Вд’(ЗХ) 
'бимногообразий вида Вп.т (л, т^1Ч и л=^1), свободными образую­
щими которой являются бимногообразия вида ВР։ 1 и ВР։ р, где р — 
простое число.

Доказательство. Легко показать, что если п = р*՝ ■ • • р**— 

разложение числа п на простые множители, а т = р^'--- р,к (?г-Са։, 
։= !,-••, к)— разложение числа т на простые множители, то имеем 
.следующие формулы:

■Вл.т = рцД,,. (ВР1. Р1)?‘ и В«, „= II (В,. ■
1-1

Теорема 3.3 доказана.
Так как бимногообраэия составляют полную полуструктуру отно­

сительно пересечений (см. [1]), и существует наибольшее бимногообра­
зие В«,,», то бимногообразия категории ЗХ составляют полную струк­
туру. Легко проверить, что пересечение и объединение любого мно­
жества бимногообразий Вп,.т„---, ВП/), определяется следую­
щим образом:
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■блр т; — В{п„..., («„•••, ,

~ ^(»ь ■••, »*,•■•], (<я։, •••, mk, • ••] »

где (л։, •••, л*,-*-)—это общий наибольший делитель чисел ո1է---,Ոե, 
•••> а |л։,•••, гц, •••] —общее наименьшее кратное этих чисел.

Легко показать, что имеет место
Теорема 3.4. Сгпрукп-jpi блинлэзбразий катпэрии Ж ди­

стрибутивна.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 15.III.1973

*1. Я*. ԷՍ՜ԻՆ. ՈազմաձևոլբյուննԼրը к երկբազմաձևությունները բոլոր օւլակներ|։ էէրա ժո- 
յյուլների կատեգորիայում (ամփոփում) 

-
Դիտարկվում է կատեգորիան՝ բոլոր օղակների վրա մոդուլների կատեգորիան, որի

օբյեկտներն են հանդիսանում բոլոր հնարավոր (A.,U) զույգերը, որտեղ U-b ասոցիատիվ օղակ 
է, А-Ь այ Ս-մոդուլ, ընդհանրապես ասած ոչ ունիտար, իսկ կատեգորիայի մորֆիզմ- 
ները, դրանք կիսագծային հոմոմորֆիզմնևրն են (նայիր [2] և [հ])է

Բացահայտ ձևով ցույց է տրվում, թե ինչպես է կառուցված 5JJJ կատեգորիայի ցանկացած 
օբյեկտների ընտանիքի ազատ արտադրյալը և բացի այդ բացահայտված են 5D? կատեգորիայի 
մի շարք հատկություններ, Ապացուցված է, որ կատեգորիայի վրա տարածվում է բազմա­
ձևությունների մասին Բիրկհոֆի հայտնի թեորեմը, Տրված է կատեգորիայի բազմաձևու­
թյունների և երկրազմտձևությունների լրիվ նկարագրությունը, Գտնված են բազմաձևությունների 
և երկբազմաձևությոմւների բազմապատկման բանաձևերը,

G. G. EMIN. Varieties and bivarieties in the category of modules over all 
ring* (summary) •

The category of — modules over all rings, is considered. The objects of 
the category are all possible pairs (A, U), U is an associative ring, A is the right 
U— module, nonunitary in general case, while the morphisms of the category SJJf 
are semi—linear homomorphisms (see [2] and [4]).

It is shown in an explicit form how the free product of any family of objects 
of the category SJJf is constructed and some other properties of the category 5J)£ are 
also established. Birkhoff’s theorem about the varieties is proved for the category SJJJ. 
A complete description of varieties and bivarieties of the category is given. The 
formulas of multiplication of varieties and bivarieties are found.
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Л. А. ТЕР-ИСРАЕЛЯН

О РАВНОМЕРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ РАЦИОНАЛЬНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ

Пусть Е — замкнутое множество точек в расширенной комплек­
сной плоскости Си/ — функция, определенная и ограниченная на Е. 
Положим

Rn (f, Е) = inf sup If (z) —rn (z)|, 
Ил)

где {r„} — класс рациональных функций порядка не выше п (т. е. 
функций, имеющих в С не более п полюсов, с учетом их кратности). 
Классическая проблема заключается в исследовании асимптотического 
поведения Rn (f> Е) при п -> оэ в зависимости от метрических свойств 
множества Е и структуры функции /.

В известной работе Д. Ньюмена [1] установлено, что

— е"9’'7 </?я(|х|, [-1, 1])<3е”/л՜, п>1.

Высокая скорость рациональной аппроксимации (скорость полиноми­

альной ’ аппроксимации |х| на [—1,1] имеет порядок —) объясняется 
п

тем, что функция / (х) = |х| во всех точках отрезка [—1, 1], кроме 
х = 0, является аналитической. Обобщая в этом направлении 
результат Д. Ньюмена, в работе А. А. Гончара [2] была установле­
на теорема о скорости рационального приближения функций, непре­
рывных на отрезке [0,1] и допускающих ограниченное аналитическое 
продолжение в круг О = 'г —1|<^1}. Из этой общей теоремы в 
[2] получены оценки сверху для Яп (/?, [—1,1]), где

л(х)_(0. «€1-1.01
1т(*Х«€ЮЛ].

а — функция, голоморфная и ограниченная в £>.
Вид /т наталкивает на мысль, что рациональную аппроксимацию 

этой функции можно осуществить путем приближения интеграла Коши 
по соответствующим образом подобранному контуру. Именно такой 
подход к задаче применен в настоящей статье. Он позволяет доволь­
но просто получить теорему, аналогичную доказанной А. А. Гонча­
ром в [2] и дает возможность расширить множество £=[—1,1], со­
храняя скорость приближения. Кроме того, в статье устанавливается 
одно утверждение об аппроксимации мероморфными функциями.

Рассмотрим множества следующего вида՛.



Об аппроксимации функций 237

А, (г) = [г £ С: [arg z\ < а, jz|<rj и Г«, р = Аэ(1) (J (С\Д.(2)), 

где г^>0 и Пусть f—функция, голоморфная в области
А, (2) и непрерывная в нуле, f (0) — 0. Положим /’(z)=0, если z£ 
£С\А»(2). Тогда справедлива следующая

Теорема.
Л

Rn (fl Ел. 9)= О (ря), p„— min (М (р~х) + Х5х ),. 
хеп. -)

6 /—* 1 где М (г) — max I/ (z)|, s = / —------ <1, а р > Q — произвольная
**■#’ у ։1„

1 . /3 , . . а — ß \постоянная такая, что l<p։<min (—. 1 + sin----- -!•
\2 2 /

Доказательство. Зафиксируем число q, удовлетворяющее 
условию

1 < q < min —1 + sin------ г •I 2 2 /

Тогда будем иметь следующее представление для /:

/(*)=“ [ Л, г £ р

2

(здесь и всюду в дальнейшем интегрирование производится в положи­
тельном относительно области Да+р(д) направлении). Разбив контур

дДа+? на два непересекающихся контура Г и у:
ПГ

Г=|г € С: |arg z| < —|z| = Д, у =<?A«+ß (<7) \ Г, 
I 4)2.

получим

Займемся рациональным приближением каждого слагаемого на Ел, р. 
1°. Выберем на у последовательности точек

Cft = xr*e 2 > С=<* е 2 (Är=O֊,l, -)

и обозначим

Ik = [z С С? arg z= ~, q- * < |z| ■< q~k+1 
A "
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' а + Р >г£С: аг? 2=֊^, <?֊*
А

т*= и (//и 0).

Теперь определим функцию <2т (С, х), аппроксимирующую ядро Коши

—-— для х^£«։₽:

От(С, 2) = т-1 (С_С;у
к/;

/ -о ՝*/

тде т — некоторое натуральное число. Исходя из выбора д и разло- 
1жения для ------ , легко получить оценки

1
С — я

-------- д_в </т, се и/;, 2€£«.₽, 
(1- </) зш

где </== <7 — 1

ЗШ
а֊Р <С1- Из предыдущих неравенств сразу следует

2
1 л-±- С

2к։ 3 
'*и4

. 2к։ 3 С — г

< <Ш(д). 
к (!-</)'[с1т, £ £ Ел, р (к = 0,1

Введем рациональную функцию г*. т (г)=---- ։
2тч 3 

т*

оценим разность ’Л-

Л —

т

\> ֊<! 2^
1

2к1 .

2^) 
к (1-</)

(1.1)

С— г

2
. а — ₽ 

« 31П ----------
2
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Если же г £ Е,, р, |г| — <Г*> то обозначив Г* = [г£С: |аг$ х|-<-
2

х| = д՜*), будем иметь

<ЗМ (д՜*)-

Учитывая последние два неравенства, из (1.1) получим

1 Г / (՛■) / \ 3 «к / ь\, 2дМ (д), г т՝л՜'*-(г)<—2б£-’֊
7 2

(1.2>

2°. Перейдем к аппроксимации на ₽ функции
2кг 3 С —г

Представим контур Г в виде суммы £ попарно непересекающихся дуг

р*, длина каждой из которых не превышает (<7~ Р* 
. а —рзш -------

2

, и выберем на.

этих дугах по точке "П* С На (к = 1,2,•••, £). Доопределим функцию 
От (С, г) для следующим (образом:

От (С, =. у к-ъу 
Д(г— Ч*)/+։ ’ И*-

Нетрудно заметить, что имеет место неравенство

-г [’±(0. л_ X [7 (С) $т (С> г) л
2кг J С —г 2кг J 

р-* и*

(д) 
2к (1 — </)

<1т, г £ Ел֊ р.

Введя рациональную функцию гт (г) =-----
2кг՜ 

г 
нимая во внимание, что натуральное £ может быть выбрано удов­
летворяющим неравенству

/ (С) От (С, г) Л и при-

имеем
I 1 [/(С) 
|2кг՜ 3 С — г

4к

г/’зт^—- 
2

Л— Гт (г) < ----- 2М(<7) (2.1)՝

г/ (1— </) зш------

3°. Теперь из (1.2) и (2.1) для рациональной функции /?*, т.(х)=- 
= Г*,т (г) + Гт (г) получим
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|/(z) -/?*,» WK с (М (g-‘)4-W-), zkE^, (3.1)
/ 3 4Л/ (</) \ vгде С = max (----- ------- g----------------а~В ) * Учитывая тот Факт’
V sin d (1 ֊ d) sin —У 

2 *
что порядок Я», т{г) не превышает (4&4-Z.) т, из (3.1) непосредствен­
но следует

Г_А_1
Rn (f, £«,?) < с min [M(q-b)kd 

(квадратные скобки в показателе означают целую часть). Из этого 
неравенства простыми рассуждениями получается утверждение тео­
ремы, если принять p—Vq и s =y/r d. Теорема доказана.

Замечание к В процессе доказательства теоремы получено 
несколько более сильное утверждение, чем Rn (f, E„,f)= О (р„). Имен­
но, при л.^> п0 выполняется оценка

Яп (f, £„?)<֊?«, 
d

где С — константа, фигурирующая в (3.1).
Замечание 2. Метод, использованный для построения аппрок­

симирующих функций, может быть применен к получению верхних 
оценок наилучших рациональных приближений на множествах Е, мет­
рические свойства которых отличаются от свойств Еа, р. Например, 
в качестве Е можно рассмотреть множество, состоящее из двух со­
прикасающихся областей.

Замечание 3. Рассмотрим теперь функцию /(х) = |х| на веще­
ственной оси R. Эту функцию нельзя на R приблизить рациональны­
ми. ’Однако, как следует из теоремы 1 работы [3], ее можно равно­
мерно приблизить вне некоторого отрезка мероморфными функциями 
F, неванлинновская характеристика которых удовлетворяет условию 
Т (г, F) = О (log3 г). Синтез теоремы настоящей работы с теоремой 
1 работы [3] позволяет установить возможность равномерной аппрок* 
симации |х| на всей оси R мероморфными функциями F, причем так, 
что кроме условия Т (г, /')-- О (log3 г) выполнено также условие 
пр = О ( log3֊'), где nF — число полюсов F в единичном круге, а 

е — величина уклонения F от |х| на R. Условие nF = O ( log3 — 'j не 
\ 6 /

может быть усилено согласно известному результату Д. Ньюмена [1]. 
Кроме того, не существует мероморфной функции F, равномерно 
аппроксимирующей |х| на R, для которой Т (г, F) = О (log3 г). Это 
сразу вытекает из результата Ж. Валирона [4], который заключается 
в том, что мероморфная функция, неванлинновская характеристика
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которой имеет иорядок log2 г, не может иметь более одного асимпто­
тического значения.

В заключение выражаю благодарность Н. У. Аракеляну за вни­
мание к работе.
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!.. Ա. SbP—ՒՍՕԱՅԵԼՅԱՆ. Ռացիոնալ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկման մասին 
Հ ամ փուքաւմ J

Հողվածում ապացուցված է ընղհանուր թեորեմ երկու հպվող տիրույթների վրա լավագույն 
ււացիոնալ մոտարկման մասին* Այնուհետև դիտարկվում է իրական աոանյյրի վրա մերոմորֆ 
ֆունկցիաներով |x| ֆունկցիայի հավասարաչափ մոտարկումը։

L. A. TER-1SRAJEL1AN. On uniform approximation by rational function։ 
(summary)

The paper proves a general theorem about the best rational approximation 
in pairs of contacting domains. Also, uniform approximation of |x| function by mero- 
morphic functions on the real axis is consided.
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А. А. МЕЛИКЯН

О МИНИМАЛЬНОМ ЧИСЛЕ МОМЕНТОВ НАБЛЮДЕНИЙ 
В МОДЕЛЬНОЙ ИГРЕ СБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрена модельная линейная дифференциальная игра сближе­
ния. Для обоих игроков построены минимальные достаточные множе­
ства точек наблюдения. В плоскости параметров задачи изучено рас­
положение точек сгущения этих множеств. Построена цена игры. В 
работе применена методика, предложенная в [1].

1. Движение игроков X и Y на фиксированном интервале вре­
мени [О, Г], 7>0, "задано соотношениями

Хг х = а х + а, Y: у = 'iy + v,

|и| < 1, х (0) = х°, |v| < т, у (0) = у°. (1.1)

Здесь х, у, и, v — векторы произвольной одинаковой размерности; 
а, К, v—вещественные параметры: а— + 1, —со <k<^-|-со, v^>0. 
Отметим, что уравнениями вида (1.1) описывается в первом прибли­
жении управляемое движение точки малой массы в вязкой среде.

На интервале движения заданы N моментов времени (моменты 
наблюдения) 0 = а1<\а2<\- ‘ ‘ <Свл = 7. Наблюдая в каждый из мо­
ментов а* реализовавшуюся позицию (х*, у*}, х* = х (ал), у>, = у (а*), 
игрок X задает свое управление на интервале [a*, a*+i) в виде функ­
ции времени и* (х*, yk, t), к = 1,- • •, W— 1. Совокупность таких функ­
ций будем называть стратегией игрока X. Целью игрока X является 
минимизация функционала

J=\x(T)-y (Т)|. (1.2)

Игрок Y реализует свое управление в виде функций времени 
v (0» t € [0> Т\ и препятствует намерениям игрока X.

Задача 1. Найти.оптимальную минимаксную стратегию и* иг­
рока X, т. е. стратегию, удовлетворяющую соотношению

7* = min sup J [ц, о] = sup / |u*, и]. (1.3)
и V V

Найти гарантированный минимум /* для функционала (1.2). Здесь 
7 [и, и] означает величину (1.2) на паре (и, о), экстремумы в (1.Зав­
рутся по описанным выше стратегиям и управлениям.

Решение задачи 1 сводится к решению многошаговой игры (см- 
[1, 2])J

х*+1 = eaT* X* + |u*Kp* = (е"* — l)/a,
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Уи+\ = е 'к у„ + и*, |и*|< д* = ч (е՜* — 1)//.,

"* = а*+1 — а», = дс°, уг = у°, к = 1,- • •, /V — 1, (1.4)
} = |хх - уы\.

Введя функцию Беллмана, можно, аналогично проделанному в [2], по­
лучить для /♦ следующее выражение:

Р = тах [Ад,, /у, Ад, > О,

Ад, = тах R {а1, а1+\), R (с, г() = ч (ех — 1)/л —(в" <7՜-’” - 1)/а,

R՝ = |е։Г х° - е>г у°| + ч (е’-г - 1)/к - (е»г - 1 )/а. (1.5)

Оптимальная стратегия и = (иА (х*, ук, <)} — решение задачи 1 имеет 
вид

«*= - е~а(Т-а^ г*, |г*| < Р* ев(Г-в*+։).

и» = — Р*г*/|г*|, |г*|> рк еа(Г՜ “*+։’, (1.6)

=е» (Г ֊“*’' х* ֊ ех (Г՜ л*> у„, I е [а*, а*+1),

к = 1,..., Ы-1.

Оптимальное для игрока X распределение моментов наблюдения, в 
смысле минимизации величины /* в (1.5), находится из условия

ппп Ау = тт тах R (сц ,• <н+1).
(О/) (О/)

При этом> как это следует из леммы в [2], сущеЬтвует единственное 
оптимальное распределение а*, и для него выполнено

а; = о, а;,= г, /г«, <+։) = а;, /= !,.••,я-1, цлу 

где А^, — положительная постоянная. Поскольку лишняя точка наблю­
дения может лишь уменьшить гарантированный для игрока X минимум 
(1.5), то А(у+1 < А^,, и существует конечный предел Нт А^, = А, А>0. 

Рассмотрения п. 3 доказывают, что величина
/> = тах [А, ^(х0, у0)] (1.8)

является гарантированным минимумом функционала (1.2) при непре­
рывном наблюдении игроком X позиции (х, у}.

Конечное достаточное множество моментов наблюдений А [х°, у°]= 
= {а,} (см. [2]) существует для начальных позиций

R1^*o, У°)>к, (1-9)

где R! определено в (1.5). Минимальное число точек наблюдения 
N (х®, у0) (минимальная мощность множества А [х°, у0]) равно мини­
мальному целому IV, удовлетворяющему неравенству Ад, ■< R! (х°, у0)֊ 
Для множества позиций
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/?։ (Х°. У°) < Л (1-10)
не существует конечного достаточного множества моментов наблюде­
ний. Приведенные утверждения следуют из (1.5) и монотонного стрем­
ления Ад. к Л.

Достаточным множеством наблюдений для позиций (1.10) являет­
ся множество Дг, предельное для совокупности множеств >• • •> Од,) 
при ТУ — со (см. п. 4).

2. Для построения постоянной Л, множества Ат и нахождения 
точек сгущения множества Ат, воспользуемся утверждениями, приве­
денными в л. 4 без доказательств.

Постоянная А = шах R («, с), Точками сгущения мно՜
жества Ат будут являться те и только те точки отрезка [0, Г], на 
которых функция R (;, ;) достигает максимума.

Результаты исследования функции R при а=1 в зависимости от 
значений параметров X, V приведены на рисунке. Для а = — 1 карти­
на вполне аналогичная; в приводимых ниже соотношениях верхних 
знак („ + * или »—*) соответствует значению а=1, нижний— а = —1, 
{рисунок соответствует а=1).

Плоскость (2 параметров X, у: у^>0, —со<^Х<֊|-оо, разбивает­
ся на три {открытые) области О/, г = 1, 2, 3. Кривые Г/, ։ = 1, 2, 3, 
ограничивающие эти области, задаются соответственно уравнениями

Г։: у = 1, X < ± 1; Г3: у = е* 7(1 *х>, Х< ± 1;
Г,: у = ±Х(е-Г_1)/(е^_1)> ).> ±].

Постоянная А (значение максимума функции R) является непрерывной 
функцией параметров X, у на плоскости С и задается соотношениями

Сх: А = 0; 6а: А = Х֊> (1 + X) у’/ПТ М _)-1 т ).).

О։: А = у(ехг — 1)/Х - е^т ± 1.

В области С^иГ! единственной точкой максимума (точкой сгущения 
множества Ат) является правый конец отрезка а = Т. В области С, 
единственной (внутренней) точкой сгущения множества Ат является 
точка

а = Т+ 1п у/(1 + X).



О числе наблюдений в игре 245

—г *
Наконец, в области G։U /2 точка а = 0 является единственной точ­
кой сгущения. На кривой Г։ точками сгущения являются начальная и 

А А
конечная точки интервала движения а = 0, а = Т.

Для построения изолированных точек множества Ат следует, от­
правляясь от начального, а — О, или конечного, а = Т моментов вре­
мени, воспользоваться рекуррентным соотношением, связывающим 
две соседние точки наблюдения

Æ (а/, а/+։) = Л, а/ < а/+ь (2.1)

Условия (2.1) получаются из (1.7) предельным переходом. Если точка 
(л, ч) лежит на кривой Г3, то воспользоваться предложенной процеду­
рой невозможно, так как моменты 0 и 7’ не являются изолированными 
точками множества Ат. Однако, и в этом случае (см. п. 4, Iе) суще­
ствует единственный набор точек Ат = [а/ ], г = 0, ±1,---, 0<ао<Г, 
удовлетворяющий (2.1) и такой, что

lim ai ֊ 0, lim ai = T.
i-*- - ։-+ -

Далее, можно доказать, что стратегия вида (1.6), где а* являются 
точками множества Ат, определяет единственную абсолютно непре­
рывную траекторию игрока X для всякого интегрируемого управления 

■V (f), fÇ[O, Г], и гарантирует значение функционала (1.8) для любых 
начальных позиций.

В точке P, v = 1, Х = ± 1, в которой объекты X и Y являются 
идентичными (см. (1.1)), множество Аг совпадает с отрезком [О, 7"], 
т. е. точкой сгущения является каждая точка отрезка [0, 7]. Здесь 
необходимы и достаточны непрерывные наблюдения игрока X (точнее, 
наблюдения на подмножестве отрезка (0, .7'] полной меры). Причем, 
наблюдаемой величиной должно быть значение v (f)- Нетрудно убе­
диться , что отклонение игрока X от оптимальной стратегии n*=v(f) 
на множестве положительной меры приводит к увеличению гаранти­
рованного минимума _/° = ет |х° — ÿ°|.

3. Пусть теперь игрок Y находится в условиях информирован­
ности, аналогичных информированности игрока X в п. 1, и применяет 
подобные же стратегии. Цель игрока Y— максимизация функционала 
(1.2). Игрок X реализует свое управление в виде интегрируемой 
функции времени и (f), /£[0, Г], и препятствует намерениям против­
ника. Предположим, что игрок Y наблюдает позицию (х*, у>} в три 
момента времени а3=0, a2Ç[0, 7”], а3=Т, т. е. примем N =3. Приме­
няя подход работы [2], получим значение гарантированного максимума 
величины (1.2) для игрока Y

J* = max [О, R (as, a։), Rx (x°, ÿ0)], (3.1)

-где функции R и R3 определены в (1.5). Значение (3.1) гарантирует­
ся игроку Y стратегией
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V* (х*> У*> 0 = — <7* г*/|г*1> 1г*| ¥= О. 
о* (х*, у к, I) = Як е, |е| = 1, |г*| =0,

<6 [“*> <։*+։)» ~ 1, 2-
Необходимые обозначения введены в (1.4), (1.5). Оптимальное (в 
смысле максимизации величины (3.1)) расположение момента а^ = а2 
находится максимизацией R (а։, а։), 0<а,<Т. Эта процедура уже 
проделана при поиске точек сгущения множества Ат. В области С2 
точка а2 задается формулой (соответственно при а = ± 1)

а*= TT lnv/(l + X).

На остальной части плоскости параметров Q\G։ точка а2 совпадает 
с одним из концов отрезка [0, 7]. Подставив величину а2 в (3.1) не­
трудно убедиться, что

Л=Л (v> «=»±1. (3.2)

Замечание 1. Равенство (3.2) означает, что в игре (1.1), (1.2) 
имеет место седловая ситуация на всей плоскости параметров (ч, X) £ 
£ Q, а == +1. Поэтому величина (1.8) является гарантированным мини­
мумом игры с непрерывным наблюдением.

Замечание 2. Поскольку в области параметров Ga игроку Y 
необходима и третья (внутренняя) точка наблюдения, то можно утвер­
ждать, что в G2 игра не является регулярной. В [3] доказано, что 
игрок Y в регулярном случае может добиться гарантированного мак­
симума, применив программное управление, т. е. воспользовавшись 
наблюдением позиции только лишь в начальный момент движения 
а!=0. Далее, нерегулярность игры в области G, U Г2 устанавливается 
следующим образом. Области достижимости игроков X и Y являются 
сферами Кх, Ку радиусов rx = * (e) (r~z> — 1)/Х, гу=(е’(Г-/)—1)/а, 0-С 

t -С Т. Нетрудно убедиться, что существуют позиции, когда эти 
сферы концентричны и ry (t)^> гх (/)■ Тогда е-окрестность К\ сферы 
Кх, удовлетворяющая включению К՝х՜^ Ку с минимальным в, просто 
совпадает со сферой Ку, т. е. общие точки сфер К՝х и Ку, е>0, не 
могут быть уложены в единственную гиперплоскость.

Замечание 3. Подобным образом, используя геометрическое 
определение регулярности, данное в [3], можно показать регулярность 
рассматриваемой игры в области параметров G2 U Г\ U Гэ U Р, т. е. там, 
где выполнено А=0.

4. Пусть функция g (х, у) удовлетворяет условиям леммы в [2]. 
Тогда, по утверждению леммы, минимум

АЛ = min Ф (я), Ф (z) = max g (zt, zi+i) 
z€O

достигается на единственном векторе г* £ G. Здесь z = (z1։ • • •, zn) — 
п-мерный вектор, и z£G означает, что
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*1 = а, = Ь, а I =2,- • •, п — 1.
Обозначим множество 'г,, • • •, г') через 2Л и введем
Определение. Множество С с: [а, 6] называется предельным 

.для последовательности конечных множеств СЛ с: [а, 6] при п —» со, 
если оно состоит из тех и только тех точек с £ [а, 6] таких, что для 
любого в > 0 существует целое положительное /V,, удовлетворяющее 
условию: пересечение [с —е, с֊Не]Г|СЛ не пусто для п>.Ч. Тогда, 
в дополнение к лемме работы [2], справедливы следующие утвержде­
ния:

1°. Существует единственное предельное множество точек Е 
для последовательности 2П, п—» ос.

2°. Существует Кт Л„ = Л = тах а (х, х), а < х < Ь.

3°. Точками сгущения множества Е являются те и только

те точки для которых выполнено % (х, г) = Л.
4°. Если яг < г/+1 — две изолированные соседние точки множе­

ства 2, Х<, «7 + 1 £2, («7, 21 + 1) п 2=0, 7710 £ («1 , 21+1)=Л.
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Ա. Ա. ՄԵԼԻՔՅԱՆ. Դիտարկման մոմենտների մինիմալ քանակի մասին մողելային մոտեցման 
խաղում (ամփոփում)

Մոդելային գծային մոտեցման դիֆերենցիալ խաղի համար կառուցված է դիտման մոմենտ­
ների մինիմալ բավարար րտզմությունր, ուսումնասիրված է այդ բազմության խտացման կետերի 
կախումը պարամետրից։ Գտնված է խաղի դինը։ Աշխատանքում օգտագործված է սշ լրիվ ին­

ֆորմացիայով դիֆերենցիալ խաղը էկվիվալենտ բազմացա յլ խաղի բերման մեթոդը։

A. A. MELIK1AN. On the minimal number of obtervatlon moment! in a model 
approach game (summary)

The minimal sufficient set of observation moments for a model linear differen­
tial approach game is found. The dependance of the location of accumulation points 
of this set of the game parameters is studied. The game price is calculated. The 
method of reduction of differential game with incomplete information to equivalent 
manystep game is used.
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