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1 .մրս։ղցուքյսւ1ք խնդքէւմ ( այն անձանց, սրոնց ցանկանում են հոգյ/աձներ հրաշացա- 
կեէ Հայկական ՍՍՀ ցրտություններ/, ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա ոՄաթեմատիկաս ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները1

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ) է

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապարակ­
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբա գրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հոմն ական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ Որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը , հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա 'Մաթեմատիկա»,
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В. С. ЗАХАРЯН

ОЦЕНКА РОСТА ДЛЯ MEPOMOP®HHZ ФУНКЦИЙ 
КЛАССА М

Введение

1°. Согласно хорошо известной теореме Р. Неванлинны [1, 2], 
класс А аналитических в круге |к|<1 функций / (г), для которых

2к

(1)

совпадает с множеством функций / (z), допускающих факторизацион- 
ное представление вида

2х
( 1 Г Л 4- г 1/ (z) = e“z^B(z) ехр — -■ Т * (ft) , |г|<Ъ (2)
12к J — z J

° .

где a (Im а = 0) — постоянная, к > 0 — целое число, В (z)— функция 
Бляшке и ф (3) — вещественная функция с конечным полным измене­
нием на [0,2к].

Из представления (2) следует, что если f(z)^A, причем / (z)=f=Q, 
то справедлива оценка снизу

2тс

log |/(z)|>- (|z|<I), с (Ф) = — f |</ф (3)1, (3)
1— к J

о

которую, как показывает пример функции ехр |------ -— , улучшить
I 1—zj 

нельзя.
Из оценки же (3) непосредственно вытекает, что если ш (£)>0— 

произвольная измеримая функция на [0, 1), подчиненная лишь условию

то для любой функции f(z)£A, f(z)=/=0 будем иметь
I

J <0 (/■) log l/(re‘e)l dr>-оо, 36[0, 2к]. (5)
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В работе А. Л. Шагиняна [3] был обнаружен важный факт, что 
условие (5) остается в силе и для произвольной функции ляшке 
В (z), что привело его к следующей теореме:

Для любой функции f (г)^А при условии (4) справедливо не­
равенство (5).

Кроме того, на примере функции Бляшке В (z) им же было уста 
новлено, что в этом*; утверждении условие (4) на функцию ш (г), 
вообще говоря, необходимо*.

2°. В ранней работе М. М. Джрбашяна [4] посредством условия
i ։«

J J (1 ֊ !°g+ |/ (re‘»)| rdrdb < + оо (6)

О о
были введены значительно более широкие чем А классы <4. (0<Са<С°°) 
аналитических в круге lz|<^l функций, для которых были установле­
ны существенно новые факторизационные .представления.

В дальнейшем автор [5], опираясь на эти представления, устано­
вил интегральные оценки типа (5) для функций, принадлежащих лю­
бому из классов А (а) (0<^а<^ + со).

Но в отличие от случая классов А, установление утверждения, 
аналогичного (5) для произведений я» (z), участвующих в факториэа- 
ционном представлении классов А (а), было сопряжено со значитель­
ными трудностями.

Вместе с тем отметим, что на примере функций ite (z) точность 
полученного тогда нами результата нельзя было считать вполне выяв­
ленной, поскольку и поныне не известно, входят ли они в класс Д(а) 
или нет?

3°. В дальнейших исследованиях М. М. Джрбашяна ([6] и [7]) 
была построена полная теория факторизации мероморфных в круге 
функций, по существу охватывающая мероморфные „функции произ­
вольного роста.

Первоначально в монографии [6] путем дальнейшего развития и 
усовершенствования метода, лежащего в основе работы [4], была по­
строена совершенная теория факторизации ^классов мероморфных 
в круге |z|<^l функций, зависящих от непрерывного параметра а (—1<^ 
<Са<С°°). Соответствующие классы A* с 7V» аналитических в круге 
|z|<l функций взамен (6) определяются посредством условия

2«

0<У?1 J + °°> (7)

о

На самом деле А. Л. Шагивян устанавливает более общее чем (5) нера- 
венство, рассматривая интеграл по измеримому множеству положительной меры, ле­
жащему на некоторой простой дуге £», лежащей в круге |г[*С1 с концом на ее гра­
нице.
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где 1У՜* — производная (при — 1 <а<0), или интеграл (при 0<^«<^оо) 
порядка а в смысле Римана-Лиувилля.

Основная теорема М. М. Джрбашяна о факторизации классов Аа 
гласит:

Класс А* (—1<^а<^оо) совпадает с множеством функций 
f (z), допускающих представление вида

2г.
f (г) = с? Вл (z; zk) exp { A Js. (e֊'ez) (&)>. (8)

о

где с — постоянная, ) ֊ О — целое число, ф (&) — вещественная 
функция с конечным полным изменением на [0, 2п],

лм=г(1+”!(Г^-1)՛ (9)

и, наконец, Ва (z; гц) — сходящееся в круге |z| <4 произведение вида

причем

(Ю)

(Fa (z; С) = С dx- 
J * 
Kl

ICI I

'О ICI
(И)

Классы Дв (—1<а<+°°) монотонно расширяются вместе с возра­
станием параметра а, и в частности, обладают свойством

А0 = А, . (12)
Да с'Д (---1 < а < 0), Да Э А (0 < а < + оо).

4°. В настоящей статье, опираясь на факторизацию (8) функций 
классов Аа (—1 <«<+»), и методом оценок, содержащихся в ра­
боте [5], устанавливаются интегральные оценки типа (5) для функций 
втих классов и доказывается их точность в надлежащем классе.

Ввиду свойств (12) классов Аа (—1<^ а +<х>), полученные нами 
результаты относятся как к произвольно узким чем До = А классам 
(при —1<^а<^0), так и к классам, в которых (при 0<^а<^со) могут 
быть охвачены аналитические в круге |д!<^1 функции с произвольным 
конечным ростом, поскольку, как известно, [8]

Д (я) с Да, (0 <а < 4- сю).

В специальном же случае, когда я=0, в них содержится резуль­
тат работы [3], о котором говорилось выше.



88 В. С. Захарян

В § 1 настоящей работы приводится ряд предварительных лемм» 
которые в дальнейшем используются.

В § 2 получены интегральные оценки для роста функций М. М. 
Джрбашяна Вл (г; аи), участвующих в представлении функций клас­
сов ЛГВ и совпадающих с функцией Бляшке при а = 0.

В заключительном § 3 установлены оценки роста на Л функций • 
класса М, (—1՝Са<С+со)։ откуда, в частности, получается теорема 
единственности для аналитических функций класса Л՜«.

Автор глубоко благодарен проф. М. М. Джрбашяну за внимание 
и обсуждение настоящей работы.

§ 1. Предварительные леммы

Условимся говорить, что функция ш (/) £ 2, если ш (0—про­
извольная непрерывная и невозрастающая на отрезке [0, 1) функция, 
для которой ОХ ш 1 и

С-5^ Л<+оо. (1.1)
3 1— £

Заметим, что как в работе [3], так и здесь вместо множества [0, 1) 
можно было рассмотреть произвольное измеримое множество Е на 
отрезке [0, 1) с положительной мерой. Но, во избежание осложнений, 
при выкладках в настоящей работе мы принимаем £=[0, 1).

Спроектируем теперь с помощью круговых дуг точки отрезка 
[0,1) на дугу L, которая соединяет центр круга с окружностью |z| = l. 
Для простоты будем считать, что окружности |zl = const пересекают 
дугу L в одной точке.

Отметим, что в дальнейшем всюду предполагается, что ш (f) £ 2 
и через с* (£=0, 1, 2,•••) будем обозначать положительные постоян­
ные.

Лемма 1.1. При любом 0,<С Ь <1 и —1<^а<^со справедлива 
оценка

dx < С1 (1-6)1+։, (1.2)

где с^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Так как ш (<)>0 не возрастает на [0,1), то

и 1—х J 1— х 1—о
0 0

и таким образом

ш (^) 1g Г-Ц՜ < с0 •
1— о

(1.3)
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Рассмотрим теперь два случая:
1) Пусть Тогда из определения (1.2) величины Д։>

следует

/<» (6)< (1 - 6)" ш (6) </х=

= <*> (6)(1—6)'+' 1+1»—т]<2сЬ(1֊6)»+-.
1— ь |

2) Пусть — 1<С։С0, тогда будем иметь
Уь ։

Л։,(4) = [ (1— х)’со(л) 1£ —1— с/х+ Г (1—х)а ш (х)1д —-—с/х С
Л х—Ь J х—Ь
ь Уь

։ 1
< (1— У~ЬУ Гш (х). 1д —Ц- 4х+\% ——1----  С (1— х)а ш (х) с/х <

О х-Ь }ГЬ — Ь2 
ь Уь

< ш (б)(1 -V ь у (1 ֊6) 1+1г-Ц- + »(6) !г —Ц • .
1 1—о * |/ Ь—Ь 1+&

Отсюда, используя неравенство (1.3), получаем
Л” (*)<с։ (1 — 6)1+։.

Лемма доказана.
Заметим, что из неравенств (1.2) в случае а=0 будем иметь

1
Д» (6) = Сш (х) 1г -А- с/х< с3 (1 - Ь). (1.4)

3 х—о
ь

Лемма 1.2. Справедливо неравенство 
ь

(6)^ уш (I) 1г Ь-^1 (1 _ 6)> (1.5)

о
։де с4^>0 не зависит от Ь.

Доказательство. В интеграле Д2) (6) совершим замену пе­
ременного интегрирования

6֊/ 
---------= X.
1—/

Тогда будем иметь

»

б

1? —
——ах
(1֊х)2

1/2

(1.6)

1? —

о
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1/2

12-
—

+ (1- Ь) С » ------֊<^---------- ^х.
Ь к1-х/(1—֊)(!—)

Первый интеграл вычисляется непосредственно, а во 
перейдем к переменной интегрирования Ъ определив ее 
зультате приходим к неравенству

втором вновь 
из (1.6). В ре-

1
Л» (А)<(1-6) { 84- 4 1я 2 у л}.

О

т. е. к неравенству (1.5) леммы.

Пусть при 0<1 Ь -С и <С 1 положено

ь
1г -^е/х+

6
£(1)(п, Ь)=У. Г(1+а+.п) (_Е_у [(1 _ х)« хл-1 е/х (1.7)

Г (1 + а) Г (1 + и) к Ь ) У ’

1£(2)(ц, Ь)= У г(1 + а + п)— (ц Ьу Г(1- ху х-п -։ (1.8)
£г(1+«)Г(1 + п)' У

Лемма 1.3. Для любого а (— 1<^а<оо) имеют место нера­
венства

(1-<)а ш (0 £П> (6 Ь) сП < с8 (1-6)1+‘ (1.9)

У(1-#)«ш(0£1։)(6 6)Л<с։ (1-6)։+*. (1.10)

ь
Доказательство. Сначала оценим функцию (I, Ь), рас­

смотрев при этом два случая:
1) Пусть 0<^а<оо։ тогда

Ь) = 2
л—1

ь՝
Г(1+а+п)

Г(1+а)Г(1 + п)
(1— х)л х՞՜1 ** +

о
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„ (1- 6Ч)‘<"-։Л
С 1 " 1 / Ь \п з

+ (1-х)’ Xя֊1 Их = У — ( — ) о___________________
3 ) Л_1 п \ ։ / Ч‘‘

(1 — Р х)։ х"՜1 е/х

, ~ Г (1 + а + л)
‘ £г(1+а)Г(1 + п)

<2 ±/±у т։х/к^у+2П-. га+.+п)
ч' <1+« £г(1+ «>г<1+ „)

Имея ввиду, что

у _Ц1±“ + ") _____ 1____ (0 .< ,< ։)
г а+«) Г (1 + п) (1-<)>+■ ' ' Х '•

а также, что 0<^а< + °°, получим далее

£0) «, 6)4^711г6—
“ \1֊г/ I \ </ 1+а \1-<7

(1.И)

(1.12)

2) Пусть теперь —1<а-С0, тогда

£“> «, 4) < (1 -4)- 2 п(1^ГН+ > ~ <С’ (Г՜?)" (1ЛЗ)
Г (14-а) г (14-п) п \1 — Ц

•г
Оценка функции Е^ (£, Ь) получается непосредственно для всех

ЕУ 6)<---- - -----У Г (1+а + ")-----^.(1- б)։+«<
’ 6(14-«)^ Г(1+«)Г(1+п)

< 2 X1՜6 \1+‘ 
<14-а^1-г/ (1.14)

Покажем, что для любого а (— 1 а < аг) 
ства (1.9) и (1.10). В самом деле, из (1.12) при

имеют место неравен- 
0<^а<^оо) получим

(1 — /)’ ш (/) Е? Ь) Л <2’ (1— 6)*
1

I <0(0 1г(1--Мл +

+- ֊(1֊ь)1+в [ —֊ л < 2’ (1 - ьу С «(о 1г -1֊ л + 
1+а ) 1-< 3 I— ьь ь

1 1
+2‘(1- ъу у« (#) 12 А л+ — (1 ֊ *)։+а у ֊■
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Откуда, пользуясь неравенством (1.4), получаем (1.9).
В случае —1<^а^0, пользуясь неравенством (1.13), вновь полу­

чим неравенство (1.9).
В силу оценки (1.14), имеем, что при любом а

Г ш (0(1- ов (о ь) < (1 ~6)1 - Г л,
3 “ ’ 6(1+а) 3 1—*
ь о

т. е. неравенство (1.10).
Лемма 1.4. При любом а (—1<Са<х°°) м 0<^6<С1 4ЛЯ 

интеграла

справедлива оценка

/?> (6) < С8 а-6)։+’, (1.15)

г де с8^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Интеграл Д” (6) представим в- следую­

щем виде:
' 1-Ь

Ь 1-1
/<3) (6) .= С (1֊ 0“ <0 (0 л [ — <к> (1.16)

J 3 1 — V
о и

и рассмотрим два случая:
1) Пусть 0<^а<о.э. Тогда из (1.16) получим 

ь
№ (6)<(1֊6Г(0 1г ^=1Л < с4 (1 - 6)։+“ (1.17)

о

согласно лемме 1.2.
2) Пусть —1<+<С0. В интеграле Д։Ц6), перейдя к перемен­

ному т и положив
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1(2 ь
< (1 - 6)1+« с- С ֊֊ + 2’ (1-6)« С <0 (0

<с0-(1 —6)։+« + с42« (1 -6)։+*. (1-18)

Из неравенств (1.17) и (1.18) следует утверждение (1.15) леммы.
Лемма 1.5. При любом — 1 <_ а < оо и 0 < 6 < 1 для интег­

рала

справедлива оценка

/^(6)<св(1֊6)1+։, (1-19)

где с։^>0 не зависит от Ь.
Доказательство. Непосредственной оценкой внутреннего 

интеграла получим

§ 2. Интегральная оценка для функции Джрбашяна 
Ва (д; Оц)

2.1 °. Доказательство основной теоремы. Функция 
Джрбашяна Ва (г; гь) с нулями в точках данной последовательности 
{гк}“ (0< |з*| < |г*+։| < 1), подчиненной условию

2 (1—к*|)14а < + со (— 1<а<со), 
А=1

является сходящимся в круге |г|<^1 произведение [5, б],

Ва(г; х*) = р] (1—^-) ,

где для |а| <1 и |С| <С 1 положено

1Га (х; С)=
/а

(2.1)

(2.2)

X
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1:1 ’г» 1
_ у Г (1 -i- а + Æ)—( Г х). х*_։ dx Г(1_х)« x-*-i rfx z*.

àr(l+«)r(l + *)l J J J
0 1 (2.3)

При |z| < |С| функцию W* (z; С) можно представить и в таком виде:

Г. (г; Q- Г + log f1՜-?՜)'1՜

1
. С (1֊*)° dx (2.4)

+ J/1_ixY"*՛
/С|\ С /

Если ввести обозначение

A.(z; (2.5)

то функцию Ва (z; Zk) можно представить в следующем виде:

Æ (г; z.)= 2 Ал (z; z,). (2.6)

Установим теперь ряд лемм, необходимых нам для доказательства 
основной теоремы этого параграфа.

Лемма 2.1. При |г|<^|а|<^1 и —1 имеет место оценка
log |ЛВ (z; а)| > log |Л« (|z', |а|)|. (2.7)

Доказательство. Так как при |г| < |а|, согласно (2.4) и (2.5), 
функцию Аа(г; а) можно представить в следующем виде:

= log |Да (|z|, |а|)|.
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Лемма 2.2. Для любого — 1 а оо 2
2

имеет

место оценка

УГ’(а)^ ] । 

£ (|х|>1а|)

ш (|г|) |Ие (я; а) |с? |г|<Сю (1— |а|)։+*, (2.9)

где с10>0 не зависит от а.
Доказательство. Из представления (2.3) имеем

2|Ие (я; а)|<-^- (1-|а|)>+«+
1+а

1»|

+ 3 гп(1+;*А"2~т н' I |а1՜” 
г (1+а) Г (1+и) (

1
X Г (1- х)« х—։ бх -Д- (1 - |а|)’+« + £(П (|я|, |а|) + £(» (|г|, |а|) 

и ) 1 +«
|а|

согласно (1.7) и (1.8). Следовательно имеем
1 1 

о г р
/<4’ (а)< ֊-<1~ Н)1+* “ (14) 414 + (1֊И)’ «о (Н) £П) (|я|, |а|) б\г\+ 

1-1-а 3 J
|»1 1а|

1
+ С(1-И)«ш(|я|)£<’)(И, |а|)йИ, 

|а|

откуда доказательство утверждения (2.9) получится согласно лемме 
1.3.

Лемма 2.3. При любом —1<^х<оо и при 0<|а|<С — для ин- 
2

теграла

Л6)(*) = (1— |г|)“ “ (14) р4« (г; а)| б \г\ 1(2.10)

справедлива оценка

1/<5) (а)1<си. (2.11)

Доказательство. Разобьем интеграл “Д6) (а) на две части

Л6,(а) = (1—14)“ш (14) 1» И« (^ а)| б |4
£ (|։|<|О|)

(1- |я|)« ш (|4) 1г \АЛ (г, а)| б |4= (а) + Е^ (а). (2.12)
£ (|г|> |а|)
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Пользуясь неравенством (2.7) и представлением (2.8) для 
получим

А? (г, а),

1»1

О

w (|z|) d |z| • i

lol

-dx+

1“!

1

։|а|
dx

о |а|

откуда, согласно леммам (1.4) и (1.5) имеем 

!^3) (a)|<cu.

Для (а) имеем

(2.13)

L (|։Т>|0|)
ан

(2-14)
L <l*|» lai)

Для оценки первого интеграла достаточно применить лемму 1.1, для 
второго интеграла находим

L ((։։> |а|)

I
У(1-Н)«ш(|г|)х

|«1

Г (!+<* +л)

/։■!

СО

1°1 
следовательно

Г(1+а)Г(1 + л)
и

(2.15)

Из неравенств (2.15) и (2.13), согласно (2.12), получаем доказатель­
ство леммы.

Лемма 2.4. При любых —1<^а<^со и—^|а|<^1 справед­

ливы оценки
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W (1*1) 1g И« (z, а)| d |z|> — cu (1—|а|)1+а, (2.16)
I. (|։|<|я|)

Л (а)= | (1֊|*|)’ « (|z|) 1g \А, (z, а)| d |z| > -си (1- |а|)։+«. (2.16')

L (|*|>|а|)

Доказательство. Так как в интеграле JY (a) |z|<|a|, то, сог­
ласно лемме 2.1, получим

Отсюда утверждение леммы (2.15) получается, в силу лемм 1.4 и 1.5.
Для доказательства неравенства (2.16) разобьем /а (а) на сумму 

двух интегралов: 

(|*|) Re lFa (z; a) d \z\,

остальное вытекает из леммы 1.1 и 2.2.
Лемма 2.5. При любых —1<^а<^оо и -^-^|а|<^1 для ин­

теграла

/ (а)= У (1—1*1)’ ш (1*1) 1? |А» (г; а)| d |г| 

£
справедлива оценка

7(а)>-си(1-|а|)1+«. (2.18)

Доказательство. Разобьем интеграл / (а) на два интеграла 

У (“) = /1 (а) + /« (а)>
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где
/х (а)= у (1-1*1)’ «о (|*1) 1? (*; а)| б1*|,

х(И<|в1)

/։(<։)= С (1 — 1*1)’<“ (|*|) 1г И« (*5 а)| 1*|, 

£ (М>|а1)
тогда оценка (2.18) следует из леммы 2.4.

Теперь можно доказать основной результат настоящего парагра­
фа, в котором в качестве специального ^случая, когда а=0, содержится 
теорема, установленная А. Л. Шагиняном для функции Бляшке [3].

Теор’ема 1. При любом —1<а<со для сходящегося произ­
ведения Ва (*; <Хр) справедливо неравенство

(1 — |я|)’ ш (|*|) 1? |Ва (*; ар.)}«/1*/ > — со. (2-19)
£

Доказательство. Из определения (2.6) функции В։ (*; а,л) 
имеем

1
(1 — |*|)’ Ш (1*1) 1? |Ва (*; ар.)| |д| = 2 С ш (|*|) (1 —

— 1*1)“ 1? И» (*; ар-)1 1*1 = 2 ։ / М + 2 / М

> — п(4՜) тах /1б,(а) —с18 2 (1—К|)1+’, 
\ / 0<|а|<1 1^1» 1

где п — число нулей ал функции В» (г; Ор.), удовлетворяющих не­

равенству |аи| С —• Теорема следует из леммы 2.3 и условия схо­

димости произведения Ва (*; Др,).
2.2°. Неулучшаемость основной тео’ремы 1. В данном 

пункте мы установим, что для справедливости неравенства типа (2.19) 
присутствие множителя типа функции ш (<) £ 2 необходимо. А именно, 
полагая, что (аи)“—произвольная неубывающая последовательность 
положительных чисел, удовлетворяющая условию

2 (1— |ая|)1+’<оо (— 1<><со)>
л—1

мы докажем, что для соответствующего произведения М. М. Джрба֊ 
шяна Ва (*; ар.) возможны случаи, когда
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(1— |г|? 1-3« (*! Оц)1 </|я| = — со.

Обозначая для — 1 < а < со и 0<а< 1 
а а2

8„ (а>±(—С (1-0М*֊’ Л--- Л),
а* (а-|-1-|-*3 к 3

0 0
докажем сначала следующую лемму.

Лемма 2.6. Для любого —1 а. со при а — 1 — О

2 £»(а) = о((1 -а)1+а к— • (2.20)
*-։ X 1—а /

Доказательство. Заметим сначала же, что в случае а = 0
утверждение леммы очевидно. В самом деле, при а = 0 имеем

Я* (а)=
1 — а*+2
*(*+1) ’

и так как

2 г^гп = ]+(,։-—(0<а<1)> (М1)—։л(лЧ-1) \ а / 1—а
то

(а) = 1 — а։ + а (1 — а) 1? —— = оЛ1 — а) 1г —— • 
1—а \ 1—а/

Для —1<^*<оо> так как

[а-ОЧ*-1* (֊1<«<оо, * = 1,2,...),
Г(14-я + *) J 

то функцию (а) можно представить в следующем виде:

(1 — 0’ **֊։ Л
а1

(1—х)“ X* бх — (1—0“ л X

(1-л)‘ л*֊1 </х (2.22)

откуда вытекает следующая оценка:
а' I

-^֊С(1-0“^Л С(1-0в
*1«, * и и

О а2

(2.23)
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Полагая сначала, что —1<а<0, из (2.23) получим

(1— ։

О1 Р М.Я*(а)<—- — 
к

(2.24)

£)“ г*՜1 Л °՞ а*

о
Используя теперь левое из неравенств (2.23), приходим к оценке

?*(а)>-—°-

*)« Л

'1+а-Ни 
о*

Из (2.24) и (2.25) следует, что

(2.25)

а ֊♦ 1 - 0.

Отсюда вытекает, что при а -* 1 — 0
1

2^ (а)= О С(1—£)“ 1г֊^֊л)=о((1-а)։+‘1я 
ь—1 1—/ \ 1—о.

о

а
1

/)“ /*-’ Л.

т. е'. утверждение леммы.
Полагая теперь, что 0<а<ос, из (2.23) имеем
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'* <2՛+1> ЬйП5<(2’+1Х1-в>’^Ш) •
а

Используя теперь левостороннее неравенство (2.23), точно так же 
получим

а + 1+ к к

Из неравенств (2.26) и (2.27) следует, что при а -* 1 — 0

2 (о) =0 ((1-^2^). (2.28)

откуда, согласно (2.21), следует утверждение леммы в случае 
О а < со.

Итак, лемма полностью доказана.
Теорема 2. Если (ар)^ (0<^Ор-Сйр+1 -С 1), то при любом 

—1 < а со для неравенства
1

/а = (1—х)* 1? (х; ар,)| бх^> — со (— 1 <а< оо)
о

необходимо и достаточно, чтобы

3 (1 — ал)։+в 1? —< 4֊
и-։ ։ 1—ар

Доказательство. Из определения функции Вл (г; аи) сле­
дует, что

1
У« = 3 Г(1—х)" |1я 1 ——I—Ке 1Г«(х; ар)| </х. (2.29)

Р=1 Л I Ор | }

Рассмотрим интеграл

— Ие ГР’а (х; аи) ^У<2)֊У'3)(0<а<1).

Оценим теперь интеграл у<։)

бх = + (/,.

Найдем порядок интеграла £/, при а -» 1 — О
237—2
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Так как

1 
х р1-о։1г«л, 

о
то

г/։ = оЛ1-а)*+’ 1г -1- у 
\ 1—а /

Заметим также, 'что 
а1 а

и1= [(1֊х)»1гЛ—-\/х+ С(1-х)“1гА-—)</х, 
Л \ о / и \ а. /

О а*

где

(1֊х)‘ 1? (1- —)</х=О 
\ а /

1 \ 
1—а / ’(1 ֊ а)1+а 1г

тогда будем иметь 
а"

Л2)= Г(1-*)а к 6-~)</х +О ֊ а)։+Чг —. (2.30)
Л \ а/ \ . 1—а/о

Займемся теперь оценкой интеграла Заметим прежде всего, 
что

Г (1 + а + п)
Г(1+а)Г(1+н)

хпа~ЛХ

а 1

X Г (1 - оа «я-։ л 1 4х- С(1- х)а I V г и + а + и) „ п х
3 / Г 1£г(1+а)Г(1 + п)

X (1- /)а 1 <111 <1х= Кг + + К3.
а

Имеем

МГЦ+„)“՜” р1-*)-1*-'/а-хГх-л  ̂

о о
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(2.31)

(2.32)

Из (2.30) и (2.31), используя также лемму 2.6, получим

(2.33)

следовательно

К։ = О (2.34)

Так как непосредственно видно, что Кг = О ((1—а)1+а), то из 
(2.33) и (2.34) следует утверждение теоремы.

Теорема 2 показывает, что для неравенства типа (2.19) присут­
ствие множителя ш (|я|) необходимо.

В самом деле, если 0 < ах -С • • • -С Ор. -С • • • < 1 и 

но тем не менее

1—ар.
то

х)в 1? |Ва (х; аи)| (/х — — оо.
о
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§ 3. Интегральная оценка для функций классов
М. (— 1 <Z “ < °°)

Согласно основной теореме М. М. Джрбашяна о параметриче­
ском представлении классов N* [5, 6] имеем:

Класс 7V„ (— 1 < » <С °°) совпадает с множеством функций, допу­
скающих представление

F(z)= Вп Л ехР 1т- f5- (е՜20*) И ’ (ЗЛ)
В, (zj О») ( 2я J )

о

где с — постоянная, X > 0 — целое число

5« (г) = Г (1+ а) | 2 ֊11. (3.2)
Ц1 —z)1+a J

ф (0) — произвольная вещественная функция с конечным полным изме­
нением на [0, 2я].

Согласно представлению (3.1), если функция F(z)^Na и не 
имеет нулей и полюсов, то ее можно представить в таком виде:

F (г) = с exp 1 — fsa (е“'# z) tty (&)]• 
12я J Jо

Так как, согласно (3.2) имеем, что

|lglH*)ll<———« ' (l-|z|)1+e

то следующая теорема доказывается непосредственно.
Теорема 3. Если непрерывная на [0, 1) и не возрастающая 

функция ш (#) удовлетворяет условию

f ш (0 
j i֊z 
о

то для функции вида (3.1) имеем

Jib(|z|)(l — |z|)’ lg |F(z)|rf|z|> — oo (—l<a< co). (3.3)

На основании представления (3.1) функции W (z) класса Aa и 
теорем 1 и 3 получим основной результат настоящей статьи.

Теорема 4. Пусть функция W(—l<^a<^oo)u IF(z)^0, 
«в (х) £ 2. Тогда справедливо следующее неравенство:

J О, (|z|) (1 ֊ Iz|)« 11g I w (z)l Jrf |z| < oo՜.
(3.4)

L
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Если обозначим через Ат множество аналитических в круге 
функций /(а), принадлежащих классу то из теоремы 4 не­

посредственно вытекает следующая теорема единственности для функ­
ций класса Л,.

Теорема 5. Пусть / (г) £ Л а (— 1 <«°°) и и> (х) £ 2. Тогда 
если

ЧН) (1-1*1)’ 1г I/ (г)| а и = - «, (3.5)

то / (а) = 0.

В самом деле, если предположить, что / (г) 0, то согласно
теореме 4, будем иметь

ш (И) Пд1/(*)П </*<+«’,

что противоречит условию (3.5).
Армянский государственный педагогический

институт им. X. Абовяна Поступила 7.У.1973

Վ. Ս. 9.ԱՔԱՐՅԱՆ. Անի գնահատական 7Հа ղասի մերոմորֆ ֆունկցիաների համար (ամփոփում )

Մ. Մ, ծքրրաշյանր [6] մենագրությունում կառուցել էր միավոր շրջանում մերոմորֆ 
ֆունկցիաների ® (—1 < Տ Հ ՕՕ) անընդհատ պարամետրից կախված իֆ^ /Ա^սերի ֆակտորի- 
ղացման կատարյալ տեսությունը։

ներկա հոդվածում, հենվելով այդ դասերի ֆակտորիզացմ ան ներկայացումների վրսւ, 
[5] աշխատանքում պարունակվող գնահատման մեթոդներով հաստատվում են այդ ֆունկցիա­
ների համար ինտեգրալ գնահատականներ և ապացուցվում վերջինների ճշտությունը համա­
պատասխան դասերում։

Ասում ենք, որ ֆունկցիա (ւ) (է) ւ~ Զ եթե 0) (Հ)-ն կամայական անընդհատ և չաճող 
ֆունկցիա է ի0,1 ] հատվածում, որի համար 0 < է» (ք) 1 և

քւմճ-ժ(<„.
յ 1— * օ

Հետևյալ պնդումը տալիս է ներկա աշխատանքի հիմնական արդյունքը»
Թող ֆոն կցիս. № (շ) է 77^ (— 1 < Տ < ՕՕ) (շ) փ 0 և և) (X) £ Զ» Ապա ճիսո է

հետևյալ անհավասարությունը.

ա (|յ|)(1-խ|)։ |1ջ 1(շր)| \ժ |յ| < օօ,
ւ

որտեղ Լ-£ շրջանի կենտրոնը (շ| = 7 2յ>1անի հետ միացնող ցանկացած ուղղելի կոր է։
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V. S. ZAKHARIAN. A bound for th» growth of function* from the N, 
cla** (summary)

In M. M. Djrbashian's monograph [6] a perfect theory of factorisation of the 
classes of meromorphic in a circle functions, depending on a parameter a (—

<a<co) hat been constructed.
In the present paper integral bounds for the functions from AT, are established 

and their exactness in the proper class is proved.
It is said, that о (#) € Q. !f 0<u) W <1' “ W ’’ continuous՛ nonincreasing on 

(0, 1) and

0

The main result of the paper states, that for W ( Ka<oo),
and u> £ Q

J œ (H)(l— kl)e |Ig I W (*)l I d |«K 

L
for every rechtifiable curve L, connecting th* center of the circle |z| = l with its 
periphery.
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В. Г. БОЛТЯНСКИЙ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОТОБРАЖЕНИЙ ПОДМНОЖЕСТВ 
ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

Единичная сфера 2 гильбертова пространства может быть при 
помощи непрерывной деформации стянута по себе в точку. Суще­
ствование такой деформации означает, что нет никаких нетривиальных 
гомологических или гомотопических инвариантов сферы 2, сохраняю­
щихся при любых непрерывных деформациях. Между тем, сфера 2 
несомненно обладает какой-то „бесконечномерной цикличностью“. Вы­
ход из этого положения заключается в том; что следует ограничить 
класс допустимых отображений, т. е. рассматривать не все непрерыв­
ные отображения подмножеств гильбертова пространства, а лишь не­
который более узкий класс отображений. В частности, этот более 
узкий класс допустимых отображений должен обладать тем свойством, 
что, оставаясь в этом классе, невозможно сферу Е стянуть по себе в 
точку. Тогда возникает надежда обнаружить нетривиальный бесконеч­
номерный гомологический инвариант сферы 2, сохраняющийся при де­
формациях в рассматриваемом классе допустимых отображений.

Кажется естественным взять в качестве такого класса отображе­
ний совокупность <2 всех отображений вида А, где 7— тож­
дественное отображение гильбертова пространства Н на себя, а Л — 
вполне непрерывное отображение. Действительно, в этом классе ото­
бражений сферу 2 невозможно по себе стянуть в точку, и, согласно 
работам [1], [2], сфера 2 имеет в этом классе отображений нетриви­
альный гомологический бесконечномерный инвариант, а именно, груп­
пу гомологий дефекта 1. И все же, класс <2 всех отображений вида 
X/ + А не является удачным для построения бесконечномерной алге­
браической топологии. Этот класс является слишком узким.

В самом деле, для того чтобы некоторый класс отображений был 
приемлем для построения бесконечномерной алгебраической тополо­
гии, нужно, чтобы он позволил перенести на случай гильбертова про­
странства стандартную гомотопическую технику, применяемую в ко­
нечномерных пространствах. Простой пример показывает, что класс 
<2 этого не позволяет сделать. Пусть, например, £— гиперплоскость 
гильбертова пространства /7, проходящая через внутреннюю точку 
единичного шара Е, и х0 — внутренняя точка шара Е, не принадлежа­
щая гиперплоскости £. Произведем „выметание“ гиперплоскости £ 
из внутренней части шара Е, для чего каждую точку х £ £ Г1Е спроек­
тируем на сферу В лучом, исходящим из точки хв и проходящим че­
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рез точку х. Получаемое таким образом непрерывное отображение 
гиперплоскости L напоминает те стандартные „выметания“, которые 
применяются в конечномерном случае для доказательства теоремы о 
клеточной аппроксимации. Это отображение (и аналогичные ему) 
должны быть допустимыми, если мы хотим перенести на бесконечно­
мерный случай стандартную гомотопическую технику. Между тем, 
это отображение не содержится в классе Q всех отображений вида 

и ато показывает узость класса Q. Попытки расширения 
класса <2 содержатся в работах [3], [4], [5].

В этой статье содержится подробное изложение результатов, 
ранее кратко сформулированных в заметке [5]. Именно, здесь строит­
ся класс К„ непрерывных отображений гильбертова пространства, 
приемлемый для построения понятий алгебраической топологии в 
гильбертовом пространстве. Отметим, что введенный в [5] (и подроб­
но рассматриваемый здесь) класс Ки послужил основой для построе­
ния Э. А. Мирзаханййом [6] бесконечномерных гомотопических групп.

Всюду в дальнейшем через Н обозначается действительное гиль­
бертово пространство (со счетным базисом). Отображения рассматри­
ваемого класса Ко локально (т. е. в окрестности каждой точки х0) 
напоминают по своим свойствам отображения вида к/4- А, где ото­
бражение А вполне непрерывно, а к — действительное число, которое 
однако зависит от точки х0. Таким образом, рассматриваемый класс 
отображений является значительно более широким, чем Q.

Перейдем к точным определениям и изложению результатов. 
Пусть М—открытое подмножество пространства Н. Будем говорить, 
что отображение принадлежит классу Ко, если для любой
точки х0£М и любого числа е^>0 существует такое конечномерное 
подпространство Lc.H, такая окрестность Uc.M точки х0 и такие 
числа 8^>0, К, что если х, у £ U и угол между вектором х — у и под­

пространством L не меньше —----о, то выполнено соотношение

(/(*) — /to)՜х(* —у)|1 <ejx —yj. (1)

Предложение 1. Каждое отображение класса Ко локально 
удовлетворяет условию Липшица. Более подробно, если f: М —» Н— 
отображение класса Ко, то для любой, точки х0£М можно подо­
брать такие положительные числа г, N, что при х, у£_М, Цх—xoj< 

г> Ну — Уо!1 <С г выполнено соотношение Ilf (х) — / (у)| TV jx —
Доказательство. Для точки хп и числа е5>0 выберем L, 

U, о так, чтобы выполнялось соотношение (1). Выберем, далее, та­
кое ^>0, что ^-окрестность точки х0 содержится в U, и положим

1 D , , 3 (1X1 + е)г= —- R sin 8, Л/ = —4 1 ' . (2)
3 sin 8
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Пусть |х ~ Лв1<к» Ну ~ xj<k. Так как, очевидно, г</?, то 
х, у£ U С-М. Обозначим через а произвольный вектор, ортогональ­
ный подпространству L и удовлетворяющий условию

w=l±^h_sl О)
2 sin о 

и положим
1 _ . х+.У‘-»+—•

Тогда
к ֊^<|х — х0Ц -Ну — *oli < 2г,

16-xj= |«.+ + s“xj<|«!+r<

14- sin о 14֊ 2 sin о Зг<<--------— • 2 г 4՜ г =-------- -— ■ г <.------ = R
2 sin б sin б sin б

(см. (2)), так что b^UcM. Далее, в силу (3)
1*-х| = |а— I > м - = V՜* * '

2 II 2 2 sin о

l|6—xj<||а||4-֊k—у0= 1HZ2.S1?°-k-ylK- 3 k — yj
2 2 sm о 2 sm 8

и, аналогично
1 3

. 9 . .■ k—у! <II*֊yll< . k—yi- (4)2 sin 0 2 sin 0

Если теперь р — произвольный вектор подпространства £, то ра = 0, 
откуда

Р (Ь-у)=р(а+^-^\ = -^р(х — уХ уКИ*—У1 ։йп &

(см. (4)). Следовательно, угол между вектором Ь—у и подпростран­

ством Ь не меньше -- --- 8, и потому, в силу (1)

11Л*)-/(у)-М*-у)1<в||б-у|, 
откуда, в силу (4)

«/(*)-/(у)0<(14 +е)II* — У11 < •—!7Ч~ае) к-уО.
2 БШ о

Аналогично

И/ (*) -/ (х)| < к - уЦ.2 sin о
Таким образом

I/ (х) ֊/ (у)11 <|/ (*) -/ (х)Ц 4- II/ (*) — / (у)0 <
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<2 з (|/.| + s)_ |х—у| = TV |х — у|
2 sin 8

(см. (2))> и предложение 1 полностью доказано.
Предложение 2. Пусть М — открытое подмножество про­

странства Huf-. М — Н — отображение, локально удовлетворяю- 
iyee условию .Липшиуа. Пусть при этом для любой точки xq ЛГ и 
любого числа е>0 существуют такая конечномерная плоскость 
ЬсН, такая окрестность U(=.M точки х0 в Н и такое число X, 
что если х, у 6 U и вектор х — у ортогонален плоскости L, то вы­
полнено соотношение (1). Тогда отображение f՝. М ♦ Н принадле­
жит классу Ко.

Доказательство. Для точки х0(^М и числа е^>0 выберем 
L, U, X как указано в условии предложения 2. Так как отображение 
f локально удовлетворяет условию Липшица, то можно подобрать 
такие числа г и Л, что г — окрестность точки х0 содержится в U и 
при Их—x&<r, Jz — Хо||<г выполнено соотношение П/ (х) — / (х)|< 

Л||х — гЦ. Положим .

8 = агс sin s

л + М (5)

Допустим, что Цх — Х(Л< Цу—УоК ~ Н угол между вектором
3

х — у и подпространством L не меньше-^----8. Пусть х — у = а + Ь,

где a^L, b±L. Тогда
1« |х — у| • sin 8, ЦЬЦ < ||х — у|. (6)

Обозначая х — а = г, находим

И* — xj = Д(х - а) — Хо|| = [6 + у — х01| •< Ц6Ц + Еу — х01<
■Cllx - у| + Цу — ХоЯ< ||х - xj + |у - xj + |у - Хо1< г, 

и потому z £ U, и выполнено соотношение (см. (6))
։/W— /(*)|<Л7х — zD = 2VH< N sin 8 I|x — y|. (7)

Далее, так как z^U, y£U и вектор z — у = b ортогонален подпро­
странству Д то (см. (1), (6))

И(*) ~f{y)~ X(z — у)Я<е||г — у? = s J6|| < 8 ||х — у||. (8)
Таким образом, согласно (7), (8)

(х) ֊/ (у) ֊ X (х - у)|| <(х) -/ (x)J + ||f (х) -/ (у) _ X (х-у)0+

■+||Х (z — x)J< TV sin 8 Цх — у||-|- е||х — у|| + |X|.Jx— zj.
Учитывая, что |х zj = Ца|] ||х—у || sin о, получаем (см. (5))

В/ (■*) (у) ~ (х — y)J < ((JV + |Х[) Sin з + е) Jx — yj = 2е ||х—у[.
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Итак, если fix—X(JK
3 ’

Цу—х0Ч<— и угол между вектором х—у

и подпространством L не меньше —---- о, то

II/ (ж) ~f (у)~ >• (ж—у)1 < 2е ||х—у||.
Ввиду произвольности s, это означает, что отображение / принадле­
жит классу Ко и предложение 2 полностью доказано.

Предложения 1, 2 позволяют несколько упростить определение 
класса /Го. Именно, отображение /: М —» Н в том и только в том слу­
чае принадлежит классу Ко, если выполнены следующие два условия:

1) / локально удовлетворяет условию Липшица,
2) для любой точки х0 £ М и любого числа s О существует та­

кое конечномерное подпространство LcH, такая окрестность UaM 
точки х0 и такое число X, что если х, у и х — у I £, то выполне­
но соотношение (1).

Можно также предложить и дальнейшую модификацию определе­
ния класса Ко. Именно, справедливо следующее

Предложение 3. Пусть elt е2,• • •, ея,• ■ • — фиксированный 
ортонормированный базис пространства Н. Пусть, далее, М—от­
крытое множество пространства Huf՝. М—*Н—отображение, 
локально удовлетворяющее условию Липшица. Отображение f тог­
да и только тогда принадлежит классу Ко, когда для любой точ­
ки х0£М и любого числа s>0 существует такое натуральное п, 
такая окрестность Uc.M точки х0 и такое число X, что если 
х, у и вектор х—у ортогонален векторам е^, е2, •••, ея, то вы­
полнено соотношение (1).

Доказательство. Через Lk условимся обозначать подпро­
странство пространства Н, натянутое на векторы е։,---, е*.

Достаточность сформулированного условия непосредственно вы­
текает из предложения 2 (нужно лишь рассмотреть подпространство 
L = Ln). Докажем необходимость.

Пусть отображение f՝.M-*H принадлежит классу Ко. Для точки 
х0^М и числа е^>0 выберем L, U, X, 8 в соответствии с определе­
нием (см. (1)). При этом мы можем считать, что о < 1.

Обозначим через S единичную сферу подпространства L, и 
пусть {х։, х։, •••, хр)—конечное множество точек сферы S, составляю- 

о
щее ее----- сеть. Для каждой из точек х/ (г = 1, 2, выберем

4
такое натуральное число ki, что точка xi отстоит от подпростран- 

г 8 ( ' г,ства менее чем на — /т. е. существует такая точка yi^L^,

о \
что |х/ — у/Ц<С—)• Наибольшее из чисел kt, kit kp обозначим че- 

4 /
рез п. Тогда каждая из точек х1։ х8, •••, хр отстоит от подпростран-



112 В. Г. Болтянский

ства Ln менее чем на —. Так как {х։, х8, хр) есть сеть в S, 
4 4.

то любая точка сферы S отстоит от подпространства Ln менее чем 
о на — .
2
Пусть aQL, т. е. а = ке, где e£S, и пусть /’—ближайшая к е 

точка пространства Ln. Тогда /—е J_Ln и If е|<^ —. Так как l|ej = l и 

о<1, то /=/=0. Обозначая через « угол между векторами ей/, имеем: 

sin а = ||е| sin а = |/ — ej < — » и потому

— sin а 2 sin а 6.
2

Итак, каждый вектор а £ L образует с подпространством Ln 
угол, меньший 8. Из этого следует, что если некоторый вектор орто­
гонален подпространству Ln, то он образует с подпространством L 
угол, не меньший -֊֊----6. Следовательно, если х, у £ U и х — yA_Ln,

то угол между вектором х — у и подпространством L не меньше 

—----8, и потому выполнено соотношение (1). Тем самым предложе­

ние 3 полностью доказано.
Предложение 4. При фиксированном М все отображения 

f: М -֊* Н, принадлежащие классу Ко, образуют линейное про­
странство. Иначе говоря, если f, g: М-*■ Н—отображения класса 
Ко, то при любых действительных k, I отображение h= kf + lg 
множества M в H также принадлежит классу Ко.

Доказательство. Выберем ортонормированный базис еи 
е։,••• пространства И. Так как отображения /, g принадлежат классу 
Кй, то каждое из них локально удовлетворяет условию Липшица. Но 
тогда ясно,) что и отображение А = kf + lg локально удовлетворяет 
условию Липшица.

Далее, для любой точки х0£М и любого числа е^>0 суще­
ствуют такое натуральное п, такая окрестность Ua.M точки х0 и та. 
кое число X, что если х, y^U и вектор х — у ортогонален векторам 
еи е։, ■ • •, ея, то выполнено соотношение

И/(*)—/(։/) —*(х —у)||<е[|х —։/||. (9)
Точно так же (для тех же х0 и е) существуют такое натуральное 
число т, такая окрестность ИсЛГ точки х0 и такое число р, что 
если х, у^ V и вектор х—у ортогонален векторам е1։ е8, •••, ет, то 
выполнено соотношение

к (*) — g(y)~ Н(х— y)J<s||x-j/l. (10)
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Пусть, для определенности, п~^֊ т. Тогда если х, y£U(\ V и вектор 
х — у ортогонален векторам е^, е։, •••, ея, то выполнены оба соотно­
шения (9), (10). Следовательно, в этом случае, положив v = к! 4֊ lp, 
мы получаем

||А (х) — А (у) — v (х — у)j] =
= IV (*) + lg (х) — kf (у)— lg (у) — (А/. + Zp.)(x —

<|Л||/(х)—/(^)—X (х — у)||4- |Z| Jg (х)—g (у) — |i (х—g)l|< 

< 1*1 ч* —1/11+ |Z| e Jx — gll = (1*1 4֊ |Z|) e |x — уЦ.
Таким образом, если х, у Z/П V и вектор х—у ортогонален векто­
рам е։, е։, еп, то выполнено соотношение

JA (х) — А (у) — v (х — у)Ц < (|A|4֊|Z|) s k — gil-
Ввиду произвольности е, отсюда вытекает, согласно предложению 3, 
что отображение А принадлежит классу Ко.

Следующее предложение устанавливает важное характеристиче­
ское свойство отображений класса Ко.

Предложение 5. Пусть f՝.M-*H—отображение, принад­
лежащее классу Ко. Тогда существует (и притом единственная) 
действительная функция X (х), определенная на М и обладающая 
следующим свойством՝, для любой точки х0£М и любого числа 
е^>0 существует такое конечномерное подпространство L с Н, 
такая окрестность UcM точки х0 и такое число 8^>0, что если 
х> U и 9гол между вектором х—у и подпространством L не 

.it . ,меньше-------- о, то
2

К/՜ (х) —f (у) — X (х0)(х — < e||x — (И)

Доказательство. Фиксируем в Н некоторый ортонормиро- 
ванный базис е։, е։, • • •. Пусть х0 £ М. Для любого натурального к 
существуют (в силу предложения 3) такое натуральное число п», та­
кая окрестность ЩсМ точки х0 и такое число X*, что если x,y^Uk 
и вектор х—у ортогонален векторам е1, е։, • • •, еЯ(։, то выполнено со­
отношение

tt/ (*) — f (з) —(* — гНИ< -7- II*—, 
к

Пусть р, q — натуральные числа, причем р^>к, q^> к. Выберем 
натуральное число п, большее чем пр и п„ и пусть х, y~Up{\Uq — 
такие точки, что х =/= у и вектор х—у ортогонален векторам ег, е։, • • • 
•■•,ея. Так как x,y^Up и вектор х—у ортогонален векторам 
вц еа, • • •, еЯр (ибо пр < и), то

И/ (*) — f (9) — — < • - II* — »II-
р
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Точно так же

(/ (х) -/ (д) - Мх - у)И < ֊к ֊ »1-

Отсюда получаем
|х, - х։| ■ |х - № = 10-Р - М (х — у )1 =

=В(/ (х)- / (у) - К/ (х - у)) — Ц (х) - / (у) - >֊р (х—у)И <

<1/(х) -/ (у) — (х-у)1 + И (х) -/ (у) - Хр (х—у)« 
112

< —к—14 + —к—№< —|х—1/1 
Р я к

(ибо р>к, у>£). Так как |х — у|=/=0 (поскольку х=£у), то мы 
имеем

— Ч1< Т ПРИ Р>к< Я>к к
Из этого следует, что последовательность Х1, Х։, • ■ ■, Хл,• • • является 
сходящейся. Предел ее обозначим через X (х0).

Пусть теперь 8—произвольное положительное число. Выберем
■ 1 - 8 .натуральное число к, удовлетворяющее условиям: — < — ,| 

к 4
Мх0)-

— ^*1 "4՜' Через А обозначим подпространство, натянутое на векто­

ры ву, е„•••, еПц> и положим 11= и*. Тогда если х,у^и— такие 
точки, что х — у I А. то выполнено соотношение

1 . е
(х) ֊ / (у) ֊ X* (х—у)|| < — |х - уЗ < — |х - у|], 

к 4
и потому

1/ (х) — / (у) - X (х0)(х — у )|| <||/ (.г) — / (у) — X; (х — у)| ֊г ||(Х (х0) —
о е

— Х*Хх—у)||< — йх — г/| + |Х (х0) — х*| |х — у|< —- |х — у|֊Ь 
4 4

+ ֊-Ях-^=ук֊#

Итак
*/(х)— /■ (у) — х (х0)(х—у)1 < -^ |х — у|| при X, у^и и X — у!_ь. 

Л

Из этого вытекает (см. доказательство предложения 2) существова­
ние таких чисел г^>0, 3^>0, что если [х — хЛ<

3’
Цу—х01< и угол 

о
между вектором х — у и подпространством А не меньше------ 8, то
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։/ (*) — / (у) —Х (х0)(х - д)| < 8 |х — дЦ.
Тем самым существование требуемой функции /. (х) доказано.

Докажем единственность. Допустим, что существует функция 
(х), обладающая аналогичными свойствами и отличная от X (х), т. е* 

найдется такая точка х0£М, что (х0) =£X (х0). Положим:

(*о)-Мхо)|.

В силу свойств функции X (х) существует такое конечномерное под­
пространство £ и такая окрестность IIс М точки х0, что если х, У& 
и х—у±_Ь, то выполнено соотношение (11). Точно так же, существует 
такое конечномерное подпространство и такая окрестность и^с-М 
точки х0, что если х, у £ иг и х—у±_Ь, то

1/М ֊/(у)—\ (х0)(х — д)Ц<еЦх — д|.
Возьмем в две такие точки х, у, что х=^=у, х — у_]_Ь и
х —д±Д. Тогда

Iх (*о) — Ч (х0)|-Цх — д| = 0(Х (*о) ~>1 (х0))(х — д)| =
= П(/(*) ֊ / (У)1- *1 (х0)(х ֊ у)) - (/ (х) -/ (д) - X (х0)(х-д))К

< Ц/ (х) ֊/ (д)֊ Х1 (х0)(х-д)[ + И (х)-/(д)֊ Х(х0)(х - д)Ц<
< 8 |х — д| + в Цх — д|| = 2е ||х — у Г

Так как |х—дЦ=/=О, то отсюда находим, что |Х (х0)—Х1(х0)|-С2е или 
Зе<;2е, что противоречиво. Полученное противоречие и доказывает 
единственность.

Предложение 5 показывает, что числа X, участвующие в перво­
начальном определении класса отображений Ко (см. (1)), могут быть 
выбраны так, что они зависят только от х (но не от е), т. е. являют­
ся значениями некоторой функции X (х), однозначно определенной на 
множестве М. При этом основное соотношение (1), входящее в опре­
деление класса Ка, преобразуется к виду (11).

Функцию X (х)=Ху(х), существование и единственность которой 
устанавливается предложением 5, будем называть терминальной, про­
изводной отображения / (принадлежащего классу Ко).

Предложение 6. Терминальная производная к(х)=Х/ (х) 
отображения /: М—»Н, принадлежащего классу Ко, непрерывна на 
множестве М.

Доказательство. Пусть х0£М и в — положительное число. 
Согласно предложению 5, существует такое конечномерное подпро­
странство Ьс.Н и такая окрестность 11с.Мточки х0, что при х,у^11, 
х — у_1_Ь справедливо соотношение

И/ (х) ֊ / (д) — X (х0)(х — д)5 < е Цх—д[.
Возьмем произвольную точку £ II и положительное число е1. Со­
гласно предложению 5, существует такое конечномерное подпростран-- 
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ство Zq и такая окрестность игс.М точки х1։ что при x,y^_Uv 
х — У-L-^i справедливо соотношение

I/М-Цу)-* (хО(х֊֊^Ж6!и*-#
Выберем в U Л 1>\ две такие точки х, у, что х=^у, х y.L.L и х 
— y_LLi- Тогда

р. (х0) ֊ X (xj| -|х—= |(Х (х0) - X (х։))(х-я)| =

= К/(х)֊/ (у) ֊ X (х։)(х ֊ у)) - (/ (х) -/ (у) - х (х0)(х - у))К 
<й/ (х) ֊ f(y) ֊ X (х1)(х - у)» + I/ (х) -/Oz)- X (хо)(х-У)| <

< е։ Iх — ^|| + е Jx — *41 = (е1 + е) IIх ~ ^1-
Так как |х — =^=0, то отсюда получаем |Х (х0) — X (хх)|-С 6 + и по­
тому, ввиду произвольности вр находим: |Х (х0) — X (х։)| -Се. Это соот­
ношение справедливо, для любой точки xx^U, откуда следует, что 
функция X (х) непрерывна в точке х0. Тем самым (ввиду произволь­
ности точки х0 £ М) предложение 6 полностью доказано.

Для терминальных производных без труда устанавливаются фор­
мулы „дифференцирования* суммы отображений и произведения ото­
бражения на число:

Х/+4- (х) = If (х)+ lg (х); Х*у (х) = к)/ (х).
Следующее предложение содержит правило „дифференцирования" 
сложной функции.

Предложение 7. Пусть f: М֊»Н и g: М' —*Н — такие ото­
бражения, принадлежащие классу Ко, что f (М) сМ'. Тогда компо­
зиция go f: М —» Н также является отображением класса Кй, При 
этом терминальная производная ՝>՝g ° f отображения go f вычисля­
ется по формуле

^о/(х) = ХИ/(х))-ХДг) (хСМ). (12)
Доказательство. Пусть х0£_М и у0 = / (х0). Будем отдель­

но рассматривать два случая: Х/(хо)=О и Ху (хо)=£О.
Пусть сначала Ху(х0) =0. В силу предложения 1, существует 

такая окрестность VocM' точки у0 и такое число N >0, что при 
х, у выполнено соотношение (х) — g (д)|-С TVJx— у||. Далее, в 
силу непрерывности отображения /, существует такая окрестность 6/0 
точки х0, что / (£/0)с IZq. Следовательно, для любых точек х, y^U0 
мы имеем f (х), / (у) £ 1/0, и потому

k (/ (х)) -g(f Ш < № f (х) ֊ / (у)й, (х, у 6 г/0). (13)
Пусть теперь в — произвольное положительное число. В силу предло­
жения 5 существуют такое конечномерное подпространство LcH, 
такая окрестность U с М точки х0 и такое число 8 0, что если
х> У U и угол между вектором х — у и подпространством L не мень­

ше — 8, то выполнено соотношение ||/(х)—/ (y)j < — [х — (на-z л/



Об одном классе отображений 117

помним, что )./(хо)=О). Следовательно, если х, у£УГ\ и угол меж­

ду вектором х — у и подпространством А не меньше------ 8, то

с
8? (/(*)) “И/ (»))։< ^!И(х) — /(уЖ 22 • — 8х — ^ = е Цх— 

(см. (13)), т. е.
о/)(х)—(^ о/)(у) — 0 (х — у)|<е |х — (14)

а это означает, что в точке х0 выполнено условие принадлежности 
отображения £ о / классу Ко (см. (1)) и при этом в соотношении (14) 
мы имеем >.=0 для любого в^>0. Следовательно, в силу единствен­
ности (предложение 5), , / (х0) = 0, и потому при х = х0 соотноше­
ние (12) справедливо.

Пусть теперь I/ (х0) =/= 0. Выберем произвольное положительное 
число в и положим

е* = ---------------- --------------------
Мхо)1 + Мяо)1 + 1

Так как отображение § принадлежит классу то существует такое 
конечномерное подпространство Ь*с.Н, такая окрестность И* с М' 
точки у0 и такое число 5* > 0, что если х, у £ И* и угол между век­

тором х — у и подпространством А* не меньше —----8*, то

к (*) — г (у)- (уо)(*—0)8 <в* к — »1- (15)
Положим

Так как теперь 1/(хо)=/=О, то в'^>0. Поскольку отображение / при­
надлежит классу Кд, то существует такое конечномерное подпростран­
ство Ь'сН, такая окрестность УаМ точки х0 и такое число 8^>0, 
что если х,у £ 1/ и угол между вектором х — у и подпространством
Т / лЬ не меньше------ о, то выполнено соотношение

2
И (*)—/(0) — И*о)(*—0)8<8' |х—Я (16)

При этом мы можем считать, что / (II) с V* и 8 — 8*. Наконец,
2

обозначим через Ь конечномерное подпространство, содержащее оба 
подпространства А* и А'.

Пусть X, у £ и — такие точки, что угол между вектором х—у и 

подпространством Ь не меньше—----8. Тогда (поскольку АэА') угол 

237—3
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между вектором х — у и подпространством L' не меньше 8, и по­

тому имеет место соотношение (16). Следовательно, мы имеем 
f (x)-f(y) — >7 (х0)(х — у) = z,

О* 
где И = I/ (х) - / (у) - X/ (х0)(х - у)| С 8' ||х - < Ру (х0)| sin — ||х ֊

— у[|. Таким образом

____ И---------Csin 
h(x0)(x— у)|-----------2

и потому угол между векторами / (х)—/(у) и )■/(х0)(х у) не пре- 
О*восходит —. Так как угол между вектором х — у (а значит и К/ (х0) 

л ,
(х—у)) и подпространством L не меньше —---- о, то угол между век-

(к А
—— —

8* л > 8*. Так как L £*, то угол между вектором / (х)—/ (у) 
2- 2

К 
и подпространством L* не меньше------ 3*. При этом / (х), f (у)£ И*

2
(ибо f (U)czV*). Следовательно, к точкам f (х), f (у) применимо со­
отношение (15), т. е. мы имеем

Ite(f(*))֊g (j (у))-Ig (Уо)(/W J/ (х) -/(!Z)J.
Отсюда получаем

I? (/ W) — g (/ (у)) — (у0) Ъ (х0)(х — у)Ц <
Cite (f (х)) ֊ g (/ (у)) - (9о)(/ (х) -f (у))|| + (у0)(/.(х)-/ (у))֊

— (!7о) Х/(х0)(х — у)|| <
< 8* II / (х) - f (у)Ц 4- |kr (л)| ||< (X) -f {у)- If (х0) (х - у )Ц < а* (х) -

—/(у)| +Iх«-(д0) Kite—уЦО* (ЦХ/ (х0)(х—y)j + в'Цх—yj) + 
4֊ 1^ (0o)l«'Jx-d = (8* (Ру (х0)| 4- s')4- Р-Г (л)1 31 X -^<8* (|Х,(х0)| +

4- 8' + |Xj (у0)1) Их - ЭЦ < е* (|Х/ (хо)| + Р-, (у0)| +1) Цх-^ = 8 |х 

Итак, если х, у £ U—такие точки, что угол между вектором х—у и 

жодпространством L не меньше —----о, то выполнено соотношение

Ite (/ (х)) — g (f (у)) — X, (у0) (х0)(х — у)|| < в ||х — у],

т. е. и в этом случае в точке х0 выполнено условие принадлежности 
отображения g о f классу Ко и выполнено соотношение (12).

Тем самым предложение 7 полностью доказано.
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Заметим в заключение, что всякое отображение вида >.1-гА, где 
А — вполне непрерывный, линейный оператор, принадлежит классу 
Кд, причем его терминальная производная постоянна и равна X. 
То же справедливо и в случае, если А — нелинейный вполне непре­
рывный оператор, однако в этом случае отображение )■!+ А может 
принадлежать не самому классу К, а его замыканию Кв. Это показы­
вает, что класс Ко, содержащий отображения с переменной тер­
минальной производной, существенно шире класса (2 отображений 
вида >•/•+- А. Рассмотрим простой пример отображения класса Ко, 
обладающего переменной терминальной производной (и, следователь­
но, не принадлежащего классу <2). Пусть Н*—гильбертово простран­
ство, содержащее Н в качестве подпространства дефекта 1 (т. е. 
все векторы в Н*, ортогональные подпространству Н, коллинеарны 
между собой). Пусть, далее, 2—шар радиуса 1 в Н*, касающийся 
подпространства Н, и пусть а—центр шара Е, а Ь — такая внутренняя 
точка этого шара, что ее расстояние от Н не меньше 1. Через <ра, 
обозначим центральное проектирование подпространства Н на поверх­
ность шара Е из точек а, Ъ соответственно. Тогда для любого от­
крытого множества Мс.Н отображение /=<р#'1о фа: М -» Н принад­
лежит классу Ко. Терминальная производная X/ этого отображения / 
определяется следующим образом. Пусть ж £ М и у «= / (х), т. е. 
?а (х) = (у) = <?, где <7 — некоторая точка на поверхности шара Е.
Т огда

Կ (*)]= йд — <т!1 
1Կ-*11

И^ —тИ
- 711 ՛

Отметим, что отображение / обладает еще одним важным свойством: 
для любого компактного множества Хс:М его прообраз /-* (X) также 
компактен.
Математический институт 

нм. В. А. Стеклова 
Академии наук СССР Поступила 12.VI.1973

Վ. Դ. ԲՈԷՏՅԱՆՍԿԻ. Հիլթերայան տարածության ենթաբազմությունների արտապատկերումների 

մի դասի մասին (ամփոփում)

Հողվածում կառուցվում է իրական սեպարաբել Ւ1 հիլբերտյան տարածության ենթաբազ- 
ս ութսունների ք\ 1Հ անընդհատ արտապատկերումների դասը։ Ապացուցվում է այդ
դասին պատկանող արտապատկերումների մի շարք կարևոր հատկություններ, մասնավորա­
պես, ցույց է տրվում, որ այդ արտապատկերումների լոկալ ձևով բավարարում են Լիպշիցի 
պայմանին։ /Հց դասը հիմք է ծառայում հիլբերտյան տարածության հանրահաշվական տոպո- 
լողի այի կառուցման համար։
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V. G. BOLTIANSKlI. On a clan of mapping* of *ub*et* of Hilbert »pace* 
(summary)

A class Kq of continuous mappings ft M -*• H. where H is a real separable 
Hilbert space, M is a set of subsets of H is constructed.

It is shown, that mappings from Ko satisfy Lipshitz condition. The class /Cc 
serves for construction of an algebraic topology in H.
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В. X. МУСОЯН

О СИСТЕМАХ ДИРИХЛЕ НА ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
МНОЖЕСТВАХ

Пусть {л*) — последовательность комплексных чисел (среди ко­
торых могут быть и числа конечной кратности), удовлетворяющих 
условиям

А

|агаг л*/ <®0<
Аг

31/М<оо. (1)

Рассмотрим систему Дирихле

|хт е՜'*'}, к = 1, 2,- • •; т = 0, 1,- • • , тц —1, (2)

где ть — кратность числа X*. Конечные линейные комбинации функций 
системы (2) будем называть полиномами Дирихле.

Л. Шварц в работе [1] изучал систему (2) в пространствах 
к,р (А, В) (1С р<^со, — со <^А<^В <, оо), в случае, когда все числа 
X* действительные и простые (не кратные). Шварц установил следую­
щий результат (на самом деле он доказывает более общую теорему, 
из которой этот результат получается как частный случай):

Если функция Л (х) принадлежит замкнутой линейной оболочке 
системы (2), то

1°. Существует функция Р (х), г = х + ։у, аналитическая в по­
луплоскости х^>Д, которая совпадает почти всюду на (А, В) с функ­
цией Г(х).

2°. Функция Р(г) разлагается в ряд Дирихле, который, после 
некоторой группировки членов, нормально сходится к функции Г (г) 
в полуплоскости х^>А.

3°.

\р (г)| 'С С (х, у) ||/*ЗйР(А> В) >

где С (х, у) зависит от последовательности (>-л) и от точки (х, у), и 
С (х, у) остается ограниченной, когда х > А -+ е (в^>0).

М. М. Джрбашян [2] охарактеризовал замкнутую линейную обо­
лочку системы (2) в случае, когда р = 2; (А, В) = (0, со). М. М. 
Джрбашян установил, в частности, что аппроксимируемая функция
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аналитически продолжается во внутренность угла [arg z\ % (см.

(1)).
Автор в работе [3], обобщив результаты Л. Шварца и М. М. 

Джрбашяна, доказал следующую теорему:
Если последовательность конечных линейных комбинаций функ­

ций системы (2) сходится по норме пространства L (А, В), то она 

сходится равномерно в угле |arg (z— А—е)|< —- — ?0 — s, где s^>0— 

любое.
Позднее Люксембург и Коревер [4] другими методами установи­

ли, что в случае простых X* система (2) не полна в пространстве 
Lp {А, В).

Оказывается, что если на плотность последовательности (/֊*} на­
ложить более ограничительные условия, чем сходимость ряда S 1/|).*|, 
то приведенные результаты можно распространить на более широкий 
класс множеств, чем интервал (А, В). Этому вопросу посвящена 
статья автора [5], в которой показано, что если точка А является 
точкой усиленной плотности справа для множества Е, т. е. т (СЕ П 
Л(Д, Д֊ЬА)) = о (А!+։), при А-*0+, где s>0, и система (2) лаку­
нарная (числа X* действительные и > q 1), то каждая функция 
F(x), аппроксимируемая по La (Е)-норме конечными линейными комби­
нациями функций системы (2), обладает следующими свойствами:

1°. Существует функция F (я), аналитическая в полуплоскости 
х>Д, которая совпадает почти всюду на Е с функцией Е(х).

2°. Функция F (z) разлагается в ряд Дирихле

F(z)= 2 сл е՜2^ , 
п

нормально сходящийся в полуплоскости х > A -{- е, где s > 0— любое.
Настоящая работа посвящена дальнейшему изучению поставлен­

ного вопроса. Чтобы сформулировать основные результаты, введем 
следующие обозначения.

Пусть Ес [А, оо) — произвольное измеримое множество положи­
тельной меры, где — оо А оо — любое. Обозначим

о (x) = m [СЕЛИ, А+х)}, х>0, (3)
где СЕ — дополнение множества Е до множества действительных 
чисел

р p—xr cos 9 _
g(x)= г1՜1՜1 dr, \=relf, ф0<|<р|<—, s>0, (4) 

где В ().) — произведение Бляшке последовательности {>.*},
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В(/.) = (5)

функция % (х) непрерывна в промежутке (0, оо) и стремится к оо,, 
когда х —♦ 0.

Теорема I. Пусть для некоторых е>0, <р и —?> Фо<С?<^
. г.<. — сходится интеграл

1
У 3(х) 8 (х) </х< оо. 

О
(6)

Если последовательность конечных линейных комбинаций функций 
системы (2) сходится по норме пространства Ь (Е), то она схо-

тс
дится равномерно в угле |агд(я — А — 8)| —---- ф0 —8, где8^>0—

любое.
Далее, обозначим через п (г) число точек последовательности 

|>֊*), не превосходящих по модулю г. Введем функцию

А(г) =
2

1 — сое (» — ф0)
и (4г) + г 2 1/г*

где фо < ф — зафиксировано, г* = |Х*|.
2

Так как из условий (1) следует, что —- -» 0, при г-» со, то 

функция Л (г) удовлетворяет условию

11» ^-=0.

Теорема II. Пусть для некоторых е ^>0 и ф, ф0<Сф к
2

схо­

дится интеграл

А+* есо։ ? [л (г) -хг] I с[х

о о

Если последовательность конечных линейных комбинаций функций 
системы (2) сходится по норме Ь (Е), то она сходится равномер-

тс
но в угле |аг£ (я — А— 6) | < — — <р0 — 8, где 8^>0—любое.

Теорема III. Пусть последовательность {X») удовлетворяет 
условию лакунарности



и пусть точка А является точкой усиленной плотности справа 
для множества Е

а W = О (х1+*‘), (7)

для некоторого 0.
Тогда, если последовательность конечных линейных комбина­

ций системы (2) сходится по норме L> (Е), то она сходится рав­

номерно в угле |arg (z — А — 8) |< — <?0 3.

§ 1. Вспомогательная функция

Пусть последовательность {>-*) удовлетворяет условиям (1). 
Обозначим

Ь (X) = В^.—, т >0, (1.1)
V ’ (1 + ).)։+т 1 u '

где В (X) — произведение Бляшке последовательности [X*) (см. (5)). 
В (1.1) мы в разрезанной по лучу arg z = w плоскости рассматриваем 
ту ветвь функции z1+T, которая принимает положительные значения 
на полуоси arg z =0.

Так как функция Ь (X) принадлежит классу //’ в правой полу­
плоскости, то ее можно представить в виде

I ъ (X) = р (0 е֊и dt, (1.2)

о

где функция ф (t) определяется соотношением

— /ос

Следовательно, функция ф (<) представляет собой ограниченную не­
прерывную функцию из А2 (0, со). Докажем, что функция ф (/) при­
надлежит также пространству Е (0, со). Действительно, интегрирова­
нием по частям получим

/во

?(<) = _-2^7 р'ЙеМ = -֊?(<). (1.3)

Следовательно, достаточно доказать, что <р(/)££։(0, со). Для этого 
заметим, что
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ь՛ (>-) = у А*-!֊/•* _ 1 + т ։
6 № к-1 (*•— '•*)('• + '•*) 14-

Отсюда получаем следующую оценку:

rzf<227V7T։+I+-'*22-+1+t. О-“)
b UP) £т |։р-'*Г *_j а*

где л* = а,4-։р*, a ? — любое действительное число. Так как из усло­
вий (1) следует, что ряд Е 1/а* сходится, то из (1.4) следует, что 
6'(/₽)€£2(—со)ПА(—оо, со), а это означает, что <р (t) ££*(0,оо). 
Что и требовалось доказать.

Далее, через w (X, /) обозначим следующую функцию:
ОО t

°’ О*. /) = — J Ф U) [ J / U — •>?) е՜*1 dr> j dt, (1.5)

о о
где f(x)£L(O, оо). функция ш (X, /) является аналогом интерполи­
рующей функции А. Ф. Леонтьева (см. [6]).

Функция ш (X, /) регулярна в правой полуплоскости и для нее 
имеет место оценка

1« U֊, /)К№(о.~>-вЛкю. -) ПРИ ReX>0. (1.6)
Докажем следующие леммы.

Лем'ма 1. При \ = relf, 1ф| < — имеет место оценка
Л

|и» (X, /)| <------ ---- ЙД(О, «)• max |ф (f){. (1.7)
Г COS <Р 0< I <°°

Для доказательства введем функцию

у» (х)= I /(*)» ПРИ *€ [°> °°)
I 0, при (—со, 0).

Имеем

М*, /)К fr* е-1։ГС0”’с/7/ j 

о о

e-v cos’e dr) _

Лемма доказана.

= max

О О

r COS Ф

I/* (t — т)) |e-v co։ ? dt <

[/Kt (•,«)• max 1Ф (f)|.
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Лемма 2. Пусть <? (х) = х" е где р — целое неотрица-
тельное число, меньшее кратности X*. Вычет функции 

0>^՜’ е~и, г = х + гу, 
ь (>.)

как функции переменного X, равен нулю во всех нулях функции 
Ь (X), отличных от и равен е՜'^ в точке X = X*.

Мы имеем

Но

“ (X, ?) = —
о

= (-!)₽

•о

(t — е-Х* е~х,>

О

е-т (/-’I) е-Ь|

— е_т <'-’։>• е՜^ dr^ = 
о

следовательно, согласно (1.2), имеем

dyp X — 7

e-w.— g-0

>֊֊7

dt =

- /_ 1)Р Р՝- Ь (X) 
(Х-Хм)^1

откуда
^^е֊^=(֊1)₽

6 (X)

. 7=
О

Утверждение леммы следует из этого равенства.

§ 2. Интегральное представление полиномов Дирихле

Известно (см. [7], стр. 115), что почти для всех <р,---- 1- 
2

существует предел

lim г՜1 In |2? (ге,’’)| = 0, X = ге1*, (2.1)

- япричем для любого a, U<^ а — имеется последовательность положи-

тельных чисел г* | со такая, что условие (2.1) для 
тельности выполняется равномерно относительно 

к „ к
а.

2
Пусть Р (х) — конечная линейная комбинация 

мы (2) (полином Дирихле), т. е.

этой последова-
<р из интервала

функций из систе-
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P(x)=2QHx)e~4 (2.2)
*-1

где Q*;(x) — алгебраический полином степени не выше mit — 1. Обозна­
чим через Ln контур, идущий из точки rm ez?1 (гт участвует в описа­

нии свойства (2.1)), ¥1 ^ ~՜» по лучу argX = ։p1 до точки — е‘7>,
2 2

затем по окружности |Х| = —■ до точки — в՜1’1, затем по лучу 
2 2

arg '֊= — ?! до точки Гт в՜'91 и, наконец, по окружности |>֊| = гт до 
ТОЧКИ Гт в'91.

Согласно лемме 2 и обозначению (2.2), при гт > 1ХЯ] имеет место 
следующее интегральное представление:

<2-3>

Число <рх выберем так, чтобы на лучах arg >> = ± <рх выполнялось 
условие (2.1), и в представлении (2.3) т устремим в бесконечность.

Согласно оценке (1.6), при |argz|< —----- <рх в пределе получим

рЫ= 1аг?г1 <-у —Ф1> (2-4)J О VV 
L

где L — контур, идущий из со по лучу arg X = <рг до точки ֊ е'9՛, за­

тем по окружности |Х| = — до точки — е՜'91 и, наконец, по лучу 
2 2

arg X = — ©1, до со.
Лемма 3. Для полиномов Дирихле по системе (2) имеет ме­

сто следующая оценка:

|Р (z)|<M(e) .j-e՜51*!, |arg (z — А — e)|< — <p0 — e, (2.5)

где M (e) и o^>0 — некоторые постоянные, зависящие от в, 0<в<^ 

\ “•—?о» от последовательности (X*) йот числа А (—оо<^Д<^ 

■< со) — произвольное).
Доказательство. Согласно оценке (1.6) и представлевию 

(2.4) получаем

l-P <z)l< А № (0. ֊)՛ IIЛк (о. -) • Г 7֊ ||rfX|, |arg z|< ---- <?v

В силу свойства (2.1), при любом BjX) имеем
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|Z> 0-)1>т е_*> Р| , > -С L, 
где т — некоторая постоянная, зависящая от sx. Следовательно

|Р |ДО ■ ||pf f e՜1’1 |rf)֊|, |arg г|< -у —?x,
2irm J 2

где

L"',

) = pJ e'? Z = |z| e'8. Контур L разобьем на три части: L՛, L" и
. Pii /

где L' — луч, идущий из оо по лучу arg X = ?х до точки — е1^ , 

£"_дуга окружности |Х|= лежащая между лучами arg). = ?х и

arg ).= — ?!, и L"' —луч, идущий из точки ^у е՜'’՛ по лучу arg). =—о. 

до оо. Имеем

e-IM(W| СО» (?+«)-•,]

Пусть z лежит в области |arg(z —е)|< — — ф0— е, где 0<^е<^

у То— любое. Числа <fi и si выберем так, чтобы выполнялись усло-

вия: ?0 < фх

(2.1) и 8x=cos

8
— + То» на лучах arg ). = ± <рх выполняется условие

/к е \ е.
( -у — у I-------. 1 огда получим
\ 2* / S

“ 1X1

I’ ~~j е-' [Izl со։ (?,+в) - е____
\՝>-АП ~~ Oj I

- 1^՛1 «I 1*1 
е

2. г

Аналогично
— г||*1

е
2,8

и, наконец
Т1

Л = -у f е-,Х| ։,z< “’(?+’>-«<։ dp < ®х р.х|

-Vi

Следовательно, справедлива следующая оценка:

1^ (z)l "С М(e) (0 е~։ »l։ |arg — е)| ---- <в0 — s,

е
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где М (е) и о>0 зависят от е. Путем замены переменного получаем 
и оценку (2.5).

Из этой леммы следует
Теорема 1. Если последовательность полиномов Дирихле по 

системе (2) сходится по норме L (А, оо), то она сходится равно­

мерно в угле Jarg- (z—А—e)j<^ — % — s.

§ 3. Доказательство теоремы I

Не нарушая общности, можем ограничиться случаем Д=0. Дока­
зательству теоремы предпошлем следующие леммы.

Лемма 4. Если для некоторых а 0, ® и 

сходится интеграл (6), то полиномы семейства

֊ Ф> Фо <1 ? <

(Р: (3.1)
имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы на мно­
жестве (0, 1) П СЕ.

Для доказательства леммы рассмотрим интегральное представле­
ние (2.4). В следующем параграфе мы докажем, что если числа 
{'՝*} удовлетворяют условиям (1), то соотношение (2.1) выполняется 

для всех ®, 'Po'Cl'PK— > и, следовательно, в представлении (2.4) в 

качестве угла контура £ мы можем взять тот угол ®, для которо­
го сходится интеграл (6). Имеем

ш (X, Р) 
6(Х)

е-Хх «/)֊,

где х^>0— любое. Отсюда, согласно лемме 1, получаем следующую 
оценку:

1 П р—хг со։ ?
\Р (х)| < шах |ф| • ||Р|Д (о. -) — -----֊~ 1Л|. (3.2)

2я л г сов <р |о (Х)|

Положим 7 = е (7 участвует в определении функции Ь (X)). Учитывая 
условие (3.1) и форму контура А, из (3.2) имеем

р—ХГ СО8 9 р _• р-ХТ со։ О
— </г+ м2 г-^~-------- бг, (3.3)

|£ (ге'?)1 3 |В (ге—/|?|
о

где Мг и Мг от Р не зависят. Чтобы завершить доказательство лем­
мы, достаточно показать, что функции

Р г* р~хг со։ ?
- = ге'? и X = ге~% (3.4)

о



130 В. X. Мусоян

как функции от х, суммируемы на множестве (0, 1) П СЕ. Для этого 
заметим, что

° (х) 7֊С£ (х) dx,

где 7,св— характеристическая функция множества СЕ. Согласно тео­
реме Фубини, имеем

Последний интеграл сходится, так как в силу теоремы Фубини, он 
равен интегралу (б), а интеграл (6) сходится по условию леммы. Тем 
самым доказана суммируемость функций (3.4), что и требовалось до­
казать.

Лемма 5. Если для некоторых е>0, <р “ — <?, 'Ро^’РХ.—

сходится интеграл (6), то в пространстве полиномов Дирихле по 
системе (2) нормы ЦРЦд <о. -) и ЦРЦд (£) эквивалентны.

Нам необходимо доказать, что существует постоянная С, зави­
сящая от последовательности {л*} и от множеств Е такая, что

№ (о. :-)< С ||Pjx(E). (3.5)

Доказательство проведем, предположив противное, что существует 
последовательность {Рл (х)} такая, что ||PnJi <о, ~) = 1, но ЦРлЦг. <£> — 0 
при п —• со.

Согласно лемме 3, имеем

|Л (z)| < М (ej е՜5« , |arg (z — et)| < — ?0 — ех. (3.6)

Следовательно, семейство {Pn (z)} нормально в угле |arg (z — 
it

< —— ?о ~ ®i- Чтобы не вводить новых обозначений, предположим,

что уже эта последовательность сходится равномерно на компактных
7t

подмножествах угла |arg (z—sJK------- ?0— Ч-
2

Если достаточно мало, то т [Pf] (ч> °0)) и так как 
ЦЛ1|х(£) ֊» о, то последовательность {Pn (z)} сходится к нулю в угле



О системах Дирихле 131

|аг£ (г — в։)|<^ ---- ®0 — е1. Согласно оценке (3.6), отсюда следует,
-о

что последовательность [Рп (г)} и по £ (бр оо)-норме будет сходиться 
к нулю. Таким образом, имеем !1РЛ[|£ (.„«,—>■ О, но Ц/Мд (о. «) = 1, отсюда 
следует, что

(0. ։,) -»1 при Л -» ОО (3.7)
для любого > 0.

С другой стороны, имеем

(0, ֊.) — л||д«0, Ч)ЛЯ)+ Ц^лЦх. 60,1,)пС£)-

Первое слагаемое справа стремится к нулю, когда п-* оо, а второе 
л 1 ослагаемое, согласно лемме 4, можно сделать меньше —. ото проти-

2
воречит соотношению (3.7). Лемма доказана.

Комбинируя лемму 5 с теоремой 1 получаем теорему I.

§ 4. О росте произведения Бляшке

Для дальнейшего нам необходимо знать более точно, чем (2.1), 
поведение произведения Бляшке вдоль лучей, выходящих из начала 
координат. Докажем следующую лемму.

Лемма 6. Положим X = ге‘*, ^=п1 е‘ч. При <р0< |?1<-у имеет

место оценка ‘

1п |1/В (Х)| < ■ 2с°7----- - [и (4г) +’г 2 1/г* 1,
1—соз (|<р|—<Ро) I '■*>'• 1

где п (/) — число точек последовательности (X*), не превосходящих ■ 
по модулю Е

Доказательство. Имеем

1п|1/В(Х)| = 21п ге<т 4՜ г* е 
те'’’ — г к е1*к

1_
2

1 у 1п Г* + 2г Гк соз (<р + <р*)+ г2к
2 м гя — 1г г к соз (ф — ф*)4֊Г*

2г г к соз (ф 4- ф») 4- 2г г к соз (ф — Фа) 
г* — 2г г* соз (ф — ф*)4- г*

Так как 1п (1 + х)-Сх, то отсюда получаем

МДВ(>.)|<43
Ь=1

4г Гк соз ф соз ф»_____
г։ — 2г г к соз (ф— ф») 4- Г*

2г Г к
г։ — 2г г к соз (|ф| — ф0) 4- г*

(4.1)



J32 ______ В. X. Мусоян

Облачим со. м -».) = «. Фс -(։ + •) ± V (։+«)’—։ • Е““ 

г* С И*-» гФ+)> то
г* — 2r rk а + ? >2rrk- (4.2)

Учитывая (4.1) и (4.2), получим
V 2г гц +2г па1„ Ц/В (1)1 < со։ т Д_ ■ ri + r, +

v rr*_______ I У 2rr» -I- 2rn a
+2 cos т гф_<^ггф+ (гк — г)" + 2г г, (1 - a) COS ? 'к>*+ Гк + г։

и, следовательно

In |1/В (Х)| < 2 (1+ a) cos <р • г к +

ГП (Гф+) - Л (гф-)] + 2 (1 + a) cos ? • г S 1/г*. (4.3)
1—а '■*>'*+

Отсюда получаем оценку

In /1/В (Х)| < 2 C0S ֊ п (гф_) + [л (гф+) — л (гф_)]+ 
1 — а 1— а

+ 2±21±г 21/г>.
1 — а г*>г

Так как ф+ -< 4, то отсюда следует утверждение леммы. Из этой лем­
мы вытекает, что соотношение (2.1) имеет место для всех <р, удов­

летворяющих условию Фо<1?1< ֊•

Используя неравенство (4.3), можно доказать также следующую 
лемму (см. [5], стр. 107).

Лемма 7. Если последовательность {X*} удовлетворяет 
условию

|b*+i|

то функция 1/В (X) ограничена на лучах arg X = <р при <р0 |®|
к

<-2՜՞

Теорема II непосредственно следует из леммы 6 и теоремы I.
Для доказательства теоремы III заметим, что в этом случае, со­

гласно лемме 7, функция g (х) удовлетворяет условию

g (х)< М j r1+։ e~xr cos * dr, 
о

где М — некоторая постоянная. Следовательно
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(4.4)

Из условия (7) следует, что

(4.5)
где М2 от х не зависит.

Положим тогда из (4.4) и (4.5) имеем

’ (x)<Af։ х’՜*՜*1,

° (*) g
X1 ՜

(4.6)

где С — некоторая постоянная, не зависящая от х. Из (4.6) следует, 
что интеграл (6) сходится, и теорема III получается из теоремы I.
Ереванский ордена Трудового Красного 
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Վ. Խ. ՄՈԻՍՈՅԱՆ. Գիրիխլհի սիստեմների մասին կամայական թարմությունների վրա 
(ամփոփում)

Գիցոսք (X*) կոմպյեքս թվերի հաջորդա կանոլթյոլնր բավարարում է (1) պայմաններին։ 
Դիտարկվում է Դիրիխլեի (2) սիստեմը Լ(£) տարածությունում, որտեղ £-ն իրական թվերի 
Լերեգի իմաստով չափելի դրական լափի բազմություն է։ Ապացուցվում է, որ եթե £ բազ­
մությունը A կետում բավականին խիտ է աջից, կախված (X*) հաջորդականության խտու. 
թյունից, ապա (2) սիստեմի ֆունկցիաների վերջավոր գծային կոմբինացիաների հաջոր­
դականության համար Լ(£) տարածության նորմայով զուգամիտությունից բխում է հավասա­

րաչափ զուգամիտություն _ ջ)[ < _ջ անկյան մեջ, որտեղ 1^0

կամայական է, իսկ -1ր մասնակցում է (1) պայմանում»

VՀ Kch. MUSOYAN. On Dirichlet systems on arbitrary sets (summary)

Let [XjJ be a sequence of complex numbers such that (1) holds. The Dirichlet 
system (2) is considered in the space L (E), where՛ E is a measurable set of real 
numbers with positive Lebesque measure. It is proved, that if the set E is a suffici­
ently dense from the right at the point A with respect to the densitytof the ssequence(Xjt),. 
then for the sequence of finite linear combinations of functions of the system (2) the 
convergence in the norm of the space L (E) implies the uniform convergence of this- 

sequence in the angle larg (z—A —ô)|< —-—<p0—й, f°r every î > 0.
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В. Д. БЕЛОУСОВ, Ю. М. МОВСИСЯН 

О РАНГЕ ОБОБЩЕННЫХ ТОЖДЕСТВ 
Введение

В статье вводится понятие ранга обобщенных тождеств и дается 
полное описание приведенных обобщенных тождеств ассоциативности 
ненулевого ранга в системах квазигрупп.

Обобщенное тождество отличается от обычных тождеств тем, 
что в нем помимо фиксированных операций из данной алгебры О. (2) 
могут быть и символы операций, которые могут пробегать часть (или 
все) операции из фиксированной алгебры*.  Это понятие введено 
А. Садом ([1], [2] и др.) и изучено для некоторых специальных тож­
деств одним из авторов в [3], [4], а также и другими (см. [3]). В на­
стоящей работе понятие ранга, введенного в [3] для сверхтождеств 
(см. ниже определение), вводится и для обобщенных тождеств.

* Здесь предполагаем, что все операции из I— бинарные; легко видеть, что՛ 
понятие обобщенного тождества может быть распространено и на случав, когда в У! 
находятся операции различных арностей.

1°. Пусть £’={х1, *։,•••}  — множество свободных элементов, 
2 = (х1։ х2, • ••} — множество символов бинарных операций. Понятие 
слова относительно (2, Е) определяется индуктивно: все элементы из 
Е — слова. Если и)1։ ги3—слова, то и Х/(го1։ ад2), у Л) £ 2 — слова.

Обозначим через 5 и Ф соответственно совокупности всех сво­
бодных элементов и всех символов операций в словах 1^, Пусть 
Ф = Ф1 иФа, ФхПФ2 =0, Ф1 = [Х1։ Х3,• • •, Хп}, Ф2 = {У։, У2,• • -, У„).

В алгебре (2 (2) выполняется обобщенное тождество
(1)

если для любых значений символов операций Х1г Х3, ■ ■ ■, Хт из 2 су­
ществуют такие значения символов операций Ух, У2, • • •, Уп из 2, что 
равенство (1) имеет место при всех значениях свободных элементов 
5 из (?.

Если в <2 (2) имеет место обобщенное тождество (1) и Ф2 = 0, 
то говорим, что в О (2) выполняется сверхтождество ти1 = ц>2.

Если Фх = 0, то обобщенное тождество (1) сводится к обычно­
му тождеству.

Соответствие фх -♦ Ф2 определяет некоторую функцию /: 2՞*-*  2" 
(2*  — к-тая декартовая степень 2). Чтобы отметить, что обобщенное 
тождество (1) определяется функцией /, будем писать:

= 1^2;/:Ф1֊>Ф2. (2)
Функция / называется определяющей, а /): (Л^, Х3, •••, Хт)—‘У1 

(г = 1,2,•••, и) называются проекциями /. Если //: (Х1г Х3,•••, Хт)— 
—» Ху, то // называется у-тым селектором.
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Обобщенное тождество (2) называется приведенным, если ника 
кая проекция определяющей функции / не является селектором.

Два обобщенных тождества называются эквивалентными в алгеб­
ре 0(2), если из выполнения одного из них в 0(2) вытекает выпол­
нение и второго обобщенного тождества в 0 (2).

Лемма. Каждое обобщенное тождество эквивалентно некото­
рому приведенному обобщенному тождеству.

В самом деле, пусть проекция //,//(А։, Х3, - • ■, Хт) = У/ является 
/-тым селектором. Тогда, заменяя в (2) К/ на X/ и переходя к новой 
определяющей функции ,/* '.(.Ху, Ха, • • •, Хт)—*(  У1։ Уа, • • •, У/—1, У)+1, • • • 
• • •» Ул), приходим к новому обобщенному тождеству, эквивалентному 
(2). Продолжая этот процесс, после конечных шагов мы получим обоб­
щенное тождество

ц^; = Фх-ф; о)

где никакая проекция определяющей функции /" не является селек­
тором.

Доказанная лемма дает возможность вместо обобщенных тож­
деств рассматривать приведенные обобщенные тождества.

Символ X/ £ Фх несущественен для функции / (в алгебре 0(£)), 
если для любых последовательностей операций <^Аг, А3,-• 
А1+1,- • ■, Ат > £ 2"1՜1 имеет место

/ (-^х, Аа, • • •, 1, В, А/4*1,  ■ ■ ■, Ат) = у (Л1։ Аа, • • •, А/—1,
С, Д/4-1, • • ■, Ат)

для любых В, С £ 2.
Несущественные аргументы определяющей функции обобщенного 

тождества называются свободными операциями. Количество всех сво­
бодных операций в приведенном обобщенном тождестве называется 
рангом приведенного обобщенного тождества.

Каждое сверхтождество само является приведенным обобщенным 
тождеством ненулевого ранга (все символы операций свободны).

Если в обобщенном тождестве (2) все проекции функции / явля­
ются селекторами, то приведенное обобщенное тождество (3) в этом 
случае является сверхтождеством, т. е. такое обобщенное тождество 
(2) эквивалентно некоторому сверхтождеству.

Пусть р = г — ранг, а /: Ет -♦ 2"~определяющая функция приве­
денного обобщенного тождества (2). Функция / индуцирует новое 
отображение 2т ~Т —► Ея, которое уже не содержит никакого несу­
щественного аргумента. И наоборот, если задано индуцированное 
отображение g определяющей функции и ранг приведенного обобщен­
ного тождества, то однозначным образом можно восстановить опре­
деляющую функцию приведенного обобщенного тождества. Поэтому 
приведенное обобщенное тождество (2) можно задавать при помощи 
индуцированного отображения g (указав ранг р):
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^։= ?:Ф; -’Ф։. (4)
Если индуцированное отображение является фиксацией, т. е. g: 

0 -*■  2Л» то отображение g отдельно не будем указывать (достаточно 
символы операций из Ф8 заменить в равенстве (4) соответствующими 
фиксированными значениями). Например, в алгебре <2 (2) следующее 
равенство:

X. [А \х, X, (у, я)], и} = В [Х3 (х, у), С (г, п)]

рассматривается как приведенное обобщенное тождество ранга р =3 
(Х1, Х2, Х3 — свободные операции) с индуцированным отображением 

0-2’.
Следующий пример показывает существование приведенного 

обобщенного тождества ненулевого ранга, не являющегося сверхтож­
деством.

Пример. Пусть (2(0)—группа, 1 =4, я, £ X— центр группы- 
(2 (0), 2 = (Л*  |Л*  (х, у) = хокоу, к^О\. Тогда в <2 (2) имеет место 
приведенное обобщенное тождество ранга р =1:

ЛГ \Р' [х, Р (у, г)], и) = Р' [Р (х, у), X (я, и)]; g^. Р Р', (5)
где я (Л»)(х, у) = хоког^у.

Изз к' = ког1 вытекает к'оуок = коуок'. Откуда хок'оупког = 
— хчкоуок՛оя, или (хок'о (уоког)) огоц = (хокоу) ок՛о (яогои),' т. е.

Аг {Аг [х, Л*  (у, я)], и} =А *֊  А [Ак (х, у), Аг (г, и)]

что означает выполнимость приведенного обобщенного тождества (5) в 
указанной алгебре (2 (2).

2°. Пусть 2’ — совокупность всех бинарных квазигрупп, опреде 
ленных на множестве (2 и 2 с 2°.

Рассмотрим вопрос о выполнимости обобщенного тождества (2) 
в системе квазигрупп (2 (2).

Определение. Определяющая функция / называется особой, 
если

а) существует такой символ операции X/ £ФХ, который в равен­
стве (2) встречается всего один раз,

б) существуют В, С £ 2, В±С такие, что для некоторого 
<С Аг, А2, • • •, А/-1, А/+1, • • •, Ат £ 2т-։,

/ (Л։, Л։, • ■ •, Л/_1, В, Лг+։,• • •, Ат) = / (Л1։ Л։,• • •, Л/-1, С,
Л/+ъ• • •, Лт),

в) в подслове АГ; (ш1։ ш։) = существуют два различных свобод­
ных элемента х, у, содержащихся соответственно в и в так, что 
каждый из них встречается лишь один раз в W.

Теорема 1. В системе квазигрупп (2(2) не может выпол­
няться никакое обобщенное тождество с особой определяющей 
функцией.
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Доказательство. Предположим обратное. Пусть в системе 
квазигрупп Չ (Е) выполняется обобщенное тождество (2) с особой 
определяющей функцией /. Тогда, придавая один раз X, (յ = 1, 2, • • • 
.. 1 — 1, ։ + !,•••, т) значение А/, ճէ- значение В, а другой раз

(у=1, 2, —1, I;’ + 1>- • ■> т) значение Д/, X/— значение С,
символ операций У*  (к = 1, 2, •••» п) в обоих случаях получает одно 
и то же значение £>*,  так как

(ՃՀ, £>.,•••, Оя)=ЦАи А2,---, А1֊1, В, Д«+ь---, А„) = 
= ք (Др А2, ■ • •, Д/—1, С, Д<+], • • •, Дո,).

Получаем два равенства:
ւ^; = 1Г2, и^; = ւ^2՚.

Пусть для определенности Х1 £ следовательно В £ С £ и 
— 1^' (поскольку операции из 1Г2 и №'2> стоящие на одинаковых 

местах, совпадают), поэтому №[ = В 1^’ и все операции сов­
падают, кроме Би С. Так как все эти операции—квазигрупповые, то 
проделав все сокращения, получаем равенство: В (ш։, ш։) = С (ш1։ о>։), 
где о>! и <и։ — некоторые подслова. Выберем два неповторяющихся в 
№ различных свободных элемента и (ввиду определения 
особой определяющей функции), а остальные заставим принимать фик­
сированные значения из (?. Тогда превращается , в Ах, а о)։— в ру, 
где А и р — подстановки множества Չ, поскольку они являются произ­
ведениями трансляций для квазигрупповых операций. Таким образом, 
имеем В (Хх, р#) = С (ах, ру). Отсюда, учитывая, что Аир — подста­
новки, получаем В (х, у) = С (х, у), т. е. В = С, что противоречит 
выбору В и С.

Определение. Свободная операция X называется одинокой в 
(2), если

а) X в равенстве (2) встречается только один раз,
б) в подслове X («>ъ ш3) = существуют два различных сво­

бодных элемента х, у, содержащихся соответственно в о>х и в ш3 так, 
что каждый из них встречается лишь один раз в №.

Из предыдущей теоремы вытекает
Следствие. В системе квазигрупп О (Տ) не может выполняться 

никакое обобщенное тождество с одинокой свободной операцией.
Отсюда немедленно вытекает
Теорема 2. Приведенными обобщенными тождествами ассо­

циативности ранга р = 2 в системе квазигрупп Չ (Տ) являются 
сверхтождества

X (Л (*> У), г] = У [х, У (у, х)], (6)
Х[У(х,у), г]=Х[х, У (у, г)], (7)
Х[У(х, у), х]=У[х, Х(у, х)], (8)

и только они.
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Теорема 3. Приведенными обобщенными тождествами ас­
социативности ранга р = 1 в системе квазигрупп 0. (Е) являются՛.

Х[х, Х(у, х)\ = Х[Х (х, у), х\, (9)
Х[Х, Х(у, х)] = Х[А(Х,у), 4 (Ю)
X [х, X (у, х)] = А\Х (х, у), г], (И)
Х[х, А (у, х)]=Х[Х(х, у)х], (12)
А[х, Х(у, х)] = Х[Х(Х, у), 4 (13)
А [х, X (у, г)] = X [А (х, у), х], (14)
Х[х, А (у, х)]=Х[А(х, у), 4 (15)
Х[х, А (у, х)] = А[Х(х, у),х], (16)
А [х, X (у, х)] = А [X (х, у), х], (17)
X [х, X (у, х)] = А [А (х, у), х], (18)
А[х, А (у, г)] = Х[Х(х,у), 4 (19)

и только они; А — фиксированная операция из Е.
Доказательство. По следствию теоремы 1, каждая свобод­

ная операция в приведенном обобщенном тождестве ассоциативности 
должна появиться хотя бы два раза. Обобщенное тождество (9) ранга 
р = 1 соответствует сверхтождеству ассоциативности. Тождества 
(10) — (13)—приведенные обобщенные тождества ранга р=1, опреде­
ляющая функция которых индуцирует фиксацию 0 -»Е. Тождества 
(14) — (19) — приведенные обобщенные тождества ранга р =1, опреде­
ляющая функция которых индуцирует фиксацию 0 -♦ Е8 вида А, 
А ^>. Остается показать, что в системе квазигрупп <3 (Е) не могут 
выполняться следующие приведенные обобщенные тождества ассоциа­
тивности ранга р=1 с индуцированным отображением 8- Е — Е;

X [Р (х, у), х] = Р' [х, Х(у, х)]; Р՛, (20)

Р [X (х, у), х] = Р՛ [х, X (у, х)]; 8: Р — Р՛, (21)

Х[Р(х,у),4 = ЛГ[х, Р’{у,х)]; 8-. Р^Р', (22)
Р[Х(х,у), х]=Х[х, Р'(у, х)]; Р^Р՛, (23)
X [X (х, у), х] = Р [х, Р՛ (у, х)]; 8՛ Р-Р', (24)
Р[Р' (х, у), х] = X [х, Х(у, 4]; 8- Р Р',
Х[Р’ (х,у),х] = Р[х, Х{у,х)}; 8- Р-Р', (20')
Р- [X (х, у), х] = Р [х, X (у, х)]; 8-- Р- Р', (21')
X [Р' (х, у), х] ^Х [х, Р (у, х)]; 8- Р- Р', (22')
Р' И (х, у), х] = X (х, Р (у, х)]; 8- Р- Р', (23')
X [X (х, у), х] = Р՛ [х, Р (у, х)]; 8- Р - Р՛, (24')
Р՛ (Р(л, у), х] = Х[х, Х(у, х)]; Р-Р', (25')
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а также следующие приведенные обобщенные тождества, индуциро­
ванное отображение которых является фиксация 0 £։ вида < А,
В>; А^В-.

А [х, X (у, х)] = Х[В (х, у), х], (26)
X[x,A(y,z)] = X\B(x,y),z], (27)
X [х, А (у, х)] = В [Z (х, У), г], (28)
А [х, В (у, х)] =Х\Х(х, у), х], (29)
Х[х, Х(у, х)1 = А [В (х, у), х], (30)

А [х, Х(у, х)] = 5[Х(х, у), х]. (31)

Для тождеств (26) —(30) это утверждение доказывается одинаково. 
Приведем доказательство для одного из них.

Пусть в системе квазигрупп О (Е) имеет место обобщенное тож­
дество (26). Тогда при X = А получим: А [х, А (у, г)] = А[В (х, у), з]. 
По постулату Сушкевича [5] В является группой, поэтому

В [х, В (у, х)] = В [В (х, у), г].

Однако, из (26) при X = В получаем А [х, В (у, г)] — В[В (х, у), г]. 
Следовательно, А — В, что противоречит выбору А, В, т. е. (26) не 
может выполняться в системе квазигрупп Q (Е).

Методом квазиавтоморфизмов*  (см. [4]) доказывается, что при­
веденные обобщенные тождества (20)—(25), (20')—(25՜) и (31) не мо­
гут выполняться ни в какой системе квазигрупп Q (Е),

Следующее утверждение очевидно: для того чтобы в системе 
квазигрупп Q (Е) выполнялось сверхтождество (9), необходимо и до­
статочно, чтобы Q (Е) была системой групп.

Предложение 1. Для того чтобы в системе квазигрупп Q(E) 
выполнялось обобщенное тождество (10) необходимо и достаточно, 
чтобы Д = (-) была группой и для \jAi £Е\Д, Ai(x, у) = at (х а?1 у), 
где а/ — некоторая подстановка множества Q.

Необходимость. По постулату Сушкевича [5], квазигруппа 
А = (•) должна быть группой. Имеем, при X = Ai: Ai [х, Ai (у, х)] = 
= А[х у, х|. Пустьх=а, тогда Ai (х, Riy) = Rt(x-y) или Ai (х,у) = 
= Ri (х-Rr'у), где Ri — правая трансляция квазигруппы Ai.

Достаточность проверяется простой проверкой.
Точно так же доказываются следующие предложения:
Предложение 2. В системе квазигрупп Q (Е) выполняется 

обобщенное тождество (12) тогда и только тогда, когда Д = (-)— 
группа и уД/^Е\Д, Ai(*>  у)= Sj (а/ 1 ху), где a-i — некоторая под­
становка множества Q.

Подстановка а множества Q называется квазиавтоморфизмом, группы Q(-), 
если а (х-у) = ах-(al) 1 . iy (1 —единица группы Q (•)).
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Предложение 3. В системе квазигрупп Չ (Е) выполняется 
обобщенное тождество (14) тогда и только тогда, когда Л = ()— 
группа и уЛ։£Е\Л, Л/(х, у)—ха.1у, где а/ — некоторая подста­
новка множества Չ.

Предложение 4. В системе квазигрупп Չ (Е) выполняется 
обобщенное тождество (15) тогда и только тогда, . когда Л =(•) — 
группа и уЛ/£ЕхЛ, Л; (х, у) = (х ■ у), где а/ — некоторая подста­
новка множества Չ-

Предложение 5. В системе квазигрупп Չ (Տ) выполняется 
обобщенное тождество (16) тогда и только тогда, когда Л=()— 
группа и уЛ/ £Е\Л, Л/(х, у) = <*ւ  х-у, где а/ — некоторая подста­
новка множества ф.

Следующие утверждения доказываются методом квазиавтомор­
физмов (см. [4]).

Предложение 6. В системе квазигрупп Չ (Е) выполняется 
обобщенное тождество (11) в том и только том случае, если суще­
ствует группа ф(-) такая, что Л (х, у)=х-^у, Л/ (х, у) = х-էւ •■]</у, 
Հւէւ—է> уЛ/£Е\Л, где ф/ — автоморфизм второго порядка группы 
Ф().

Предложение?. В системе квазигрупп ф (Е) выполняется 
обобщенное тождество (13) в том в только том случае, если суще­
ствует группа ф(-) такая, что Л (х, у) = х-1-у, Л/(х, у) = ^х-Ь -у, 
<?ւէւ = է, уЛ/£Е\Л, где <?ւ—автоморфизм второго порядка группы 
<?(•)-

Предложение 8. В системе квазигрупп • ф(Е) выполняется 
обобщенное тождество (17) в том и только том случае, если суще­
ствует группа ф(-) такая, что Л (х, у) = х-է-у, Л*  (х, у) — х-էւ -у, 
էւ=է՝2ւ, '^А1 £Е\ Л, где ^ — элементы из центра группы ф(-).

Предложение 9. В системе квазигрупп ф (Е) выполняется 
обобщенное тождество (18) (или (19)) в том и только том случае, 
если существует группа (?(•) такая, что Л (х, у) = х-1-у, Л/(х, у) = 
= х Ա-у, էլ=է-շ,-, уЛ/ £Е\Л, где х;— элементы второго порядка 
из центра группы ф(-).

Ереванский государственный
университет Поступила 22.1.1973.

Վ. Դ. ՈԵԼՈՈԻՍՈՎ, ՑՈԻ. Մ. Ս՜ՈՎՍւ՚ՍՅԱՆ. Ընդհանրացված նույնությունների ռանդի մասին 
( ամփոփում )

Հոդվածում ներմուծվում է ընդհանրացված նույնությունների ռանգի գաղափարը և տըր- 
վում է դրական ռանգի բերված ասսոցիատիվ ընդհանրացված նույնությունների լրիվ նկարագիրը 
1/վազիիւմ բերի սիստեմներում է
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V. D. BELOUSOV, Yu. М. MOVSISIAN. On the rank of generalised Identities 
(summary)

In the present paper the notion of the rank of generalised identity is introdu­
ced and the full description of reduced generalised identities of positive for the sys­
tems of quasigroups is given.
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В. С. КОРОЛЕВИЧ

О НЕКОТОРЫХ БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ БЕСКОНЕЧНО 
- ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

Введение

В последнее время появился ряд работ [1, 2, 3], в которых изу­
чаются различные классы функций комплексного переменного, регу­
лярных в единичном круге и бесконечно дифференцируемых вплоть до 
окружности. В частности, в этих работах исследуются функции так 
называемых классов Жеврея, их множества единственности и ряд дру­
гих свойств.

Однако, насколько нам известно, до настоящего времени не от­
мечено то обстоятельство, что некоторые классы Жеврея образуют 
банаховы алгебры функций (с обычным умножением); поэтому изуче­
ние этих банаховых алгебр еще не начато, не описаны даже их мак՜ 
симальные идеалы.

В настоящей работе мы рассматриваем некоторые банаховы про­
странства функций, бесконечно дифференцируемых на окружности 
Г=(я:я£С, |я| = 11 и принадлежащих различным классам Жеврея. 
Параллельно рассматриваются подпространства, состоящие из функ­
ций, аналитически продолжимых в круг и—\г‘г^С, |я|<^1}.

Мы устанавливаем некоторые критерии, при выполнении которых 
соответствующие банаховы пространства являются алгебрами относи­
тельно обычного умножения, и исследуем структуру максимальных и 
некоторых других идеалов этих алгебр. Некоторые из рассматривае­
мых нами банаховых алгебр несепарабельны, поэтому многие стан­
дартные методы исследования максимальных идеалов к ним неприме­
нимы.

§ 1. Алгебры Жеврея на окружности

Определение. Съ,/?(а^>0, R 0) — пространство бесконечно 
дифференцируемых комплекснозначных функций /(я) (я£Г), удовлетво­
ряющих условиям

1/(">(я)1<с//гл(п1)в (я£г, п = о, 1,2,•••) 
с нормой

1/(я) (*)1sup
«>о Rn (п!)°

Как установлено в работе [4] пространство Ga, ц несепарабельно. 
Сепарабельным является его подпространство Ga°, r функций, удовлет՜ 
воряющих условию
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тах|/с',)(г)1^°[Л"(лП’] (п—со).
г

В случае а<1 классы Са. R состоят как легко видеть из функций, ана­
литически продолжимых в некоторое кольцо 1 8 |я| 1 4՜ '1 (° > 0).

Приа>1 классы С«, R неквазианалитичны в силу теоремы Данжуа — 
Карлемана—Островского (см., например,^ [5]). Нижеследующая теоре­
ма показывает, что при а > 2 классы 6\, д замкнуты относительно 
умножения.

Теорема 1. Пусть, а>2. Пусть, далее, / и В^С,,ц. Тогда 
я. Если, кроме того, один из множителей /, £ принадле­

жит С,, R, то в,, R՝
Сначала докажем вспомогательное предложение.
Лемма. При ₽^>1

п
2 [Л! (п - Л)!р < с (п!)* (п = 0, 1, 2, • • •), (1)

о
где С не зависит от п.

Доказател ьство леммы. Имеем

2 [И (П - *)!]? < (71!) 3^2 + 2 А. < 3 (п!)₽.
*=-о \ п 2 /

Теорема 1 непосредственно следует из формулы Ньютона —Лейб­
ница и доказанной леммы. Из теоремы 1 вытекает, что пространства 
С,, R։ С*. R при а 2 являются банаховыми алгебрами относительно 
обычного умножения. Всюду в дальнейшем предполагается, что а ^>2.

В силу теоремы Данжуа —Карлемана—Островского R при
а ^>2 — регулярные симметричные алгебры [6]. Структура максималь­
ных идеалов алгебр R, (£, R устанавливается следующей теоремой.

Теорема 2. Каждому максимальному идеалу соот­
ветствует точка такая, что /={/։/£ б», я, /(го) = О), пргс 
чем пространство максимальных идеалов алгебры С,։ R гомеоморф- 
но окружности Го. Аналогичное утверждение справедливо для ал՜ 
гебры Са, R-

Доказательство. Так как алгебра С^, R сепарабельна [4] 
то она имеет две образующие (е": е՜“) и структура максимальных 
идеалов этой алгебры устанавливается с помощью стандартного рас­
суждения (см., например, [6], стр. 31—32, применительно к алгебре № 
абсолютно сходящихся рядов Фурье).

С другой стороны, алгебра Сь, д, не являясь сепарабельной, имеет 
несчетное число образующих. Поэтому справедливость теоремы 2 для 
алгебры ба, R мы будем выводить из следующего предложения.

Лемма 1. Если {£0*, R, /(я)^=0 (я£Г), то (я) также при­
надлежит С,, R.

Доказательство. Каждому элементу /С б,. R и каждой точке 
я0£Г поставим в соответствие формальный степенной ряд
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KJ. X» = 2 Cnt*, где Сп = ,Z°- •
Л=Г1 П-

(2)

Рассмотрим алгебру П формальных степенных рядов (2) с нор­
мой

1 Kj, Zo |1п — sup fcn|
Rn (niy֊1

(3)

Очевидно, соответствие /-»АГ/, А при каждом фиксированном 
г0£Г устанавливает гомоморфизм алгебры /? на алгебру П.

Далее
|/1о = тахЦАГ/, ^Цп. (4)2

Лемма 2. Алгебра П примарна; другими словами единствен­
ный максимальный идеал 1 алгебры П имеет вид

I= (АГ/, ։ АГ/, ,0 сП, с0 = 0).

Пусть КС-Ц т. е. со=/=О (см. (2)). Построим формальный обрат­
ный ряд

2^ = (2с„и-։.
л=0

Очевидно, достаточно показать, что

Действительно
֊ = (2W)֊1 = — 2 (-1)™ (— 2 спАт. (6)

С0 т=о ' С0 Л=1 /

Обозначим
K(t)=^Cntn, = 

л—1 л-1
где 

С^=21СГ1)С,_*. 
»=1 

Используя (1) и (3), получим 

цлг՞1 (f)jn<K(f)ld + .

(7)
Теперь, учитывая оценку (7) и применив признак сходимости Да- 

ламбера, легко показать, что ряд (6) сходится и выполняется (5).
Следовательно, формальный обратный ряд

л==Ю 
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принадлежит алгебре П. Отсюда следует, что других максимальных 
идеалов (кроме I) алгебра П не имеет-

Теперь нетрудно доказать лемму 1. В самом деле, функция/~1 (я) 
бесконечно дифференцируемая на Г и в каждой точке я0£Г ее фор­
мальный ряд Тейлора принадлежит алгебре П, причем, в силу оценки 
(5), учитывая, что Ы |/(я)| > О и используя (4), находим 
Следовательно для функции /, удовлетворяющей условиям леммы 1, в 
(7а> R существует функция /“* (я)^Са, R .

Теорема 2, которая утверждает, что алгебра С,, R не имеет дру­
гих максимальных идеалов кроме /, следует непосредственно из лем­
мы 1 с помощью обычного рассуждения (см. [6], стр. 19—20).

§ 2. Алгебра Ж еврея в круге

Наряду с пространствами С,,R будем рассматривать простран­
ства Л(7а, R, состоящие из аналитических функций.

Определение. /£АС,, R, если R и существует функция 
голоморфная в У и бесконечно дифференцируемая в и 

такая, что
?(к) = /(х) (я^Г).

Далее, •ДСД R = AG,, R П R-
В дальнейшем функции /£&,, я мы будем считать заданными в 

_  ж 
круге У, т. е. будем отождествлять / и /.

Из работы [3] следует, что при а < 2 классы AG,, R квазианали- 
тичны в круге О, т. е. из того, что

Л’Ч*։») =0 (я0С^£/; п-0, 1, 2,-..), 
следует /(я)=0. Поэтому изучение структуры подпространств, ин­
вариантных относительно умножения на г, в этом случае (а <^2) не 
представляет интереса. При а ^>2 пространства AG,, R являются ба­
наховыми алгебрами. Для них справедлива

Теорема 3. Пространство максимальных идеалов алгебры 
AG,. R, а также алгебры AG,.. R, го мео морф но замкнутому кругу 
и|<1.

Легко показать, что алгебра AG“, R сепарабельна, в то время, 
как алгебра AG,, R несепарабельна.

§ 3. Примарные идеалы алгебр AG,, R, AG“, R 
внутри круга и на окружности

Определение. Пусть я0££/, п > 1. Будем обозначать через 
/£л) множество всех элементов /£AG,. R таких, что /(я0) = /' (яо) = 
=.. - = /М) (го) = о. ֊ '* 7

Легко видеть, что /£я) — замкнутое подпространство AG,. R и сле­
довательно примарный идеал алгебры AG,. я, принадлежащий макси­
мальному идеалу Д = ]??•
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Следующая теорема показывает, что этими идеалами исчерпы­
ваются все примарные идеалы алгебры AG,, r, принадлежащие

Теорема 4. Пусть I — некоторый, примарный идеал алгебры 
AG,. r, принадлежащий максимальному идеалу !*,= 1^ (|z0| < 1). 
Пусть п — наименьшая кратность нуля z функций f£I, т. е. 
п = min min (m :/т) (z0) =^= 0}. Тогда I =№՝

/У т
Доказательство. Пусть /£/, #(z)=/(z) (z — z^՜" и 

М = fg (z); /£/). Очевидно множество функций g (z) £М не имеет об­
щих нулей и g(z)£G,.R. Кроме того, для любой функции h£G,. r, 
h-g£G,. r, так как G,, r является банаховой алгеброй. Из всего ска" 
ванного вытекает, что М — G,. r, а / = G,. r (z — я0)Л.

Аналогичную структуру имеют примарные идеалы алгебры 
A Ga, r внутри круга.

Перейдем теперь к описанию примарных идеалов алгебры 
AG,, r, принадлежащих максимальному идеалу Iz„ где z0(T.

Очевидно, примарные идеалы

и их пересечение
С’=П/Г (ЯО£Г) 

нетривиальны. Далее имеются нетривиальные примарные идеалы, со­
держащиеся в

Теорема 5. Множество элементов таких, что внут­
ренняя функция

т = ехр { — Т |

("[ > 0 —фиксировано) делит внутреннюю часть функции /, обра­
зует примарный идеал

Для доказательства леммы достаточно заметить, что т замк­
нуто, так как каждый предельный элемент / множества 7 имеет 
внутреннюю часть, которую делит функция 5*, т (см. [7], стр. 128).

Таким образом, указанные примарные идеалы, образуют упоря­
доченное множество

/ж, = /^ =>•••= 4՞’ = ••• = Д. т,
состоящее из дискретной и непрерывной цепочек.

Вопрос о том, имеются ли другие примарные идеалы, принадле­
жащие Л„, остается открытым.

Черкасскиб общетехнический факультет
Киевского инженерно-строительного института Поступила 29.1.1973
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Վ. и. ԿՈՐՈԼՆՎԽՁ. Անվեր; ցիֆերենցեփ ֆոէ6կցիաէերի որոշ րանախյան հանրահաշիվնհրի 
մասֆն Համփո1իոսէ)

Սահմանվում են մի քանի հայտանիշներ, որոնց բավարարման դեպքում Ժևրեի ղասերին 
պատկանող, Ր = {* I * Հ Շ, |*| = 1 ) շրշանադծի վրա անվերջ ղիֆերենցելի ֆունկցիաների 
յ /?>0) բանաիւյան տարածությունները դաոնում են հանրահաջիվներ սովորա­
կան բազմապատկման նկատմամբ։ Տրվում է այղ հանրահաշիվների ե[]= {« ! Տ £ Շ. |2| < 1) 
շրջանում նրանց անալիտիկ շարունակությունների մաքսիմալ և որոշ պրիմար իդեալների 
նկարաղրությունըւ

V. S. KOROLEVITCH. On »отв banar.h algebra» of Infinitely differentiable 
function» (summary)

Some criteria are established under which Banach spaces of Ju, k (a >0, К >0) 
functions, infinitely differentiable on the circumference Г = {z i ։ £ C, |z| = 1) and 
belonging to the Zhevrey class turn to be algebras with usual multiplication.

The description of maximal and primary ideals of these algebras as well as of 
their analytic continuations into the circle (7 = {z i z £ C, |z| < 1} is given,
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А. Б. НЕРСЕСЯН, Г. Р. ОГАНЕСЯН

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Как известно, задача Коши для уравнения в частных производ­
ных поставлена корректно,если начальное многообразие—нехарактери­
стическое, а характеристики действительны и различны (гиперболич­
ность, [1], [2]).

В двухмерном случае в работе [3] получены достаточные условия 
корректности задачи Коши для гиперболических внутри области урав­
нений произвольного порядка с совпадающими на начальной кривой 
характеристиками (слабая гиперболичность, вырождение). Общий слу­
чай нарушения гиперболичности на начальной кривой исследован в 
работе [4]. Эти результаты применением преобразования Радона мо­
гут быть перенесены на многомерный случай при условии, что коэф­
фициенты уравнения не зависят от пространственных переменных, а 
начальные данные заданы на гиперплоскости t = const (см. [5]).

Ниже результаты работы [3] переносятся на многомерный случай 
без этого жесткого ограничения.

Доказательство основной теоремы 1 о существовании, единствен­
ности и устойчивости решения вырождающегося на начальной гипер­
плоскости гиперболического уравнения основано на получении энерге­
тического неравенства (13). Используется идея Лере о разделяющем 
операторе и метод обращения мажорантного интегрального уравнения 
с неинтегрируемым ядром [6], позволяющий применить схему Л. Гор- 
динга для вывода основного энергетического неравенства ([1]).

Сравнение с необходимыми условиями корректности, содержащи­
мися в работе [7] (см. следствие из теоремы 1) показывает, что по­
лученные достаточные условия корректности близки к точным.

§ 1. Постановка задачи и основные результаты

Пусть V = И/ — (х — (х1, х') = (т, х'), х' £ 7?’, 0<^ t -С t) — пере­
менная полоса, 5=5/ — гиперплоскость т = t. Изменение t происхо­
дит в конечном интервале, например, O-Ct-Cl. Кроме полного поряд­
ка производной Z>, равного |а] = — ‘ + а» и, мы будем пользоваться
двойным порядком [а] = ах, |а'|, где 04 — порядок дифференцирования 
по х1, а 4֊ |а'| = |а|. Запись [։]</>, q означает, что <4-С р, |ч|-^р-|-д. 
Обозначим через 1лрк множество всех определенных в И комплексно­
значных функций, у которых производные порядка ֊С к существуют 
почти всюду, а Ыр° — совокупность всех измеримых и ограниченных 
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функций. Аналогично, Lip'-< - класс комплекснозначных функций с 
ограниченными производными порядка ^.p,q.

Пусть
а = а (х, D) = Еа« D'+ Е dk D", |а| = т + 1, |Л|< т, (1) 

Ра = Ра (х, D) = Еа« D', |a|= т + 1.
Условимся записывать a^Lip" (а С Lip"' ’). если этим классам 

принадлежат все коэффициенты оператора а.
Оператору а сопоставим характеристический полином

Ра (х> С) == Еа« С*= а9 (х) ]"] & — X, (х, С)], (2)
1

где г = (г1։..С,+|), С = (С։,• • ^+i)> КТ = <* 4----- 4֊ С?+г

Определение. Оператор а называется гиперболическим (от­
носительно первой координаты), если в разложении на множители (2) 
)./(х, С) действительны и различны, когда вектор С действителен и 
отличен от нуля.

Далее везде оператор а предполагается нормальным, т. е. коэф­
фициент D}>+1 равен единице (это означает, что для гиперболического 
оператора а гиперплоскость 50 нехарактеристическая). Полагая опера­
тор а гиперболическим при т>0, мы допустим при t =0 совпадение 
чисел Xj,•••, Xr (2<r<m41).

Определение. Оператор а называется гиперболическим равно­
мерно r-вырождающимся на 50, если а — гиперболический в 16 при 
т^>0 и существует функция X (т) £ С1 [0, 1] такая, что X (0) = 0, 
X' (т)>0, 0<л-С1 и характеристические корни полинома Ра (х, ’) 
удовлетворяют соотношениям

(3)

X/ к-о ¥= 0, г 
D°- п Х.- I

2л»у

г или у -С г

(4)

(5)
Введем некоторые линейные пространства
1. Е*—пространство всех непрерывно дифференцируемых в И до 

порядка к. функций с компактными носителями, Е“ = Е.
2. Если II является частью V, то Нр- 4 (й) — пополнение е по 

норме
и^= С С 2 |£>«/|’</£/, (6)

V и 1«) <р, я
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= —————— ______

где dU = dxt- • ■ dx.-\ при U = V и dU = dxt - • • dx,-i, если U совпа­
дает c S или его частью.

3. М 4 — пополнение Е по норме
/

(7)
О *■

4. 4 — подпространство пространства LP՝ ч, определяемое
условием

\DP՛ ’ /I- = ess • sup |D^ < f, S-.I < oo. (8)о < < t
5. Пусть Cq‘— подпространство С“, элементы которого равны 

нулю в окрестности 50 и //о'’(к)—замыкание Со в №■ 4 (V).
Производные суммарного порядка < р 4֊ q и порядка р по Dr 

элементов Но' 7 равны нулю почти всюду на 50.
Основной результат настоящей работы формулируется следую­

щим образом:
Теорема 1. Пусть а — гиперболический, равномерно г-вы- 

рождающийся на So оператор (т + 1)-го порядка с коэффициен­
тами

а 6 Ыр°-1, Ра £ Lip1. (9)
Тогда, если младшие коэффициенты оператора а удовлетворяют 

условиям

хт- 1*1123)0, Л Л(х)| | с • ?՝В*՜’ Х'» т + 2 - г < |*| - К < т (10)
I const, для остальных' |*| т,

= ®х Н— ■ +шг-։-*,+1*|-л1> п = 0, 1, • • •q\ 2<С г < m + 1,
то задача Коши} 

au=f (11)
при 

/^//D,7+(m+։)T (И) (12)

имеет единственное 1 решение u£J7o’+։’ ’, причем при g > 0 имеет 
место неравенство

|£)т+1,г?-1 ы> И(|<const |£>°'’+fr «я + 0аи, И/| (13)

для всех t £ (0, 1] и всех и £ + ’’ 4.
Замечание: постоянная 7 в (12), (13) зависит только от по­

стоянных, фигурирующих в (4), (5), (10).
Пусть далее 

/л \« / д \?
а1 (х, С)= (—- ) а (х, С), а₽ = ( — ) а (х, Q

а։(х, С)= 2 <ха£в (0<s<m + l), а^(х', С')= <։*l«t։-o- (14)
l«i-«
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С^л е д с т в и е: Пусть а — гиперболический (относительно коорди­
наты х1 = т) при ->0, нормальный оператор с аналитическими коэф­
фициентами и 

а(г,0,....0) (Хх, С).

для С отличных от нуля

<“’+1 (₽) <*'> = 0 'нрн а + 7 < г> <15)

где р — любое целое число > 1, 2<г-<7п-|-1. Тогда для то­
го чтобы задача Коши для уравнения (11), /£Со’ с нулевыми данны­
ми на 50 была корректна в смысле теоремы 1, необходимо и доста­
точно, чтобы

а“,8. (х\ С) = О при |«} + ՜—Нли-1 — х) А + — <г.’ (16) 
Р \ Р /

В основе доказательства теоремы 1 лежит следующее энергети­
ческое неравенство:

Теорема 2. В условиях теоремы 1 существует постоянная 
с такая, что

\От" 4 и, с \О°-ч Нт 1г1)т аи^ ц7)
для всех и^н^+1,‘г Я-

Если д > 0, то имеет место также и оценка (13).

§ 2. Подготовительные леммы

Пусть а и Ь — два гиперболических оператора порядков т +1 
и т соответственно.

Определение. Будем говорить, что Ь разделяет а, если для 
всех х листы поверхности Р6(х,’С) = 0разделяют листы Ра (х, С)=0.

Если задан произвольный нормальный гиперболический оператор 
а, то для построения нормального гиперболического разделяющего 
оператора Ь достаточно, следуя Лере, положить

6 = Р6(х,С)= -2-2. ра (х, С).
/п + 1

Пусть х обозначает точку пространства отличного от К**1- 
Вводя, как обычно [1], двойные дифференциальные операторы, мы бу­
дем полагать, что операторы и действуют в пространствах 
/?’+1 и /?’+1 соответственно. Кроме (11) мы рассмотрим (необходимую 
для данного метода доказательства теоремы 1) вспомогательную за­
дачу Коши для гиперболического уравнения с постоянной г-кратностью 
(^ = Х,= • • • = X,. == О во всей области И).

= /» «[5. = А«|5о =•••=£>[* = 0. (11')
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Здесь
а (х, D) = la« D*, |а| < т + 1, 54 > |а| — т + г — 1. (1՜)

Пусть

^7= » L — ab + a b, а(х, D) = а (х, D).

Лемма 1. Если главные части операторов действительны, а 
а £ Lip0, Ра £ Lip1 и Lip1, то

m+J
Л=2 (D, + Д) А' + А", (18)

1

где ИПо4՜’ — двойные дифференциальные операторы порядка -С лг, 
т, а именно

Ai = 2 a. b? К?, А° = - 2 (Dja. b?) К& + rf*6?(D? D* + D* D*), (19) 

D*D^-f- D* = 2 (D> 4֊ D/) /Й3, |&| -С лг, |Pj -Cm, |a| = m -f-1, 
при условиях (3), (4), (10) имеем

t

|Л° и a, V| < f (c+ Mo —) |xi?' - « X®. D9 a, £|> (20)
։ J *4 /

= Ш1 H------- + шг-1 -₽։+l?<-m-

Здесь no |PI rn идет суммирование, причем в членах суммы с 
множителями вида Х®>, где г — 1 — + 1?1 — т. <0, множители Xs՛ надо 
заменить единицей.

Замечание. Лемма 1 остается верной и для кратного опера­
тора (l7), при этом’

t
|Л°'ии, И|-< const J |D? и, S,|2 </•։, (20')

(I
l?l < rn, Pf> r — 1 — m + |p|.

Доказательство: Доказательство первой части леммы см 
[1], стр. 45. Докажем оценки (20) и (20'). Из (3), (4) вытекают сле­
дующие оценки для коэффициентов операторов Ра и 6:

|D°-яа,|< const •Х“1+- + ^-:«1, Р1а«|<с-ХЮ։+"'+в'-“«у, (21)

|D°'-6P|<const-X"'+"+“'-N-։, |D16₽|<cX“‘+"+“4-։-*^-. (22)

Оценка (21) вытекает из (3), (4) и теоремы Виета, а (22) получается 
аналогично, если выбрать разделяющий оператор Лере:

6=Р6(х, С) = -77^-Ра(х,С). ' (23)
т+1 04
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Тогда (20) получается из представления для Аа = (19) и (10)
(20՜) следует из (10), (19) и вида оператора а' (см. (Г)), так как

а«|= 0 при а1<Сг — 1 + 1“1 — т (24)
03 = 0 при ₽!</• — 1 4֊ |?| — т.

Лемма 2. Если а и Ь — два гиперболических оператора, при­
чем аоЬо>О и Ь разделяет а, то форма РА՝ и и вполне положи­
тельна՝. 

__
А41 (х, О = а060 21*|а*(х, С)|։, (25)

1

где
т
ПО»—н/) т+։

т* =. 1а*1 = П в - (26)
п О*-М '**

Замечание: формулы, аналогичные (25) и (26) верны и для 
операторов а' и Ь'.

Доказательство. Доказательство леммы см. в [1], стр. 47. 
Замечание доказывается аналогично, если заметить, что

/п+2—г
Ра'(х, 0 = Ч֊։ П (п֊*/),

1 
так как 

^■/п+2—г ֊ 'чп+3—г = ^т+1 = 0, 

т+2—г
РЪ՛ (х, С) =С[՜1 2 (С։ — />/) (р/ лежат между )./). 

/-։
Вводя

/и+2—г
<(^0-?-* р (С1 — А/). (27)

1 
имеем 

т+1 
рб'= 2 т* <• 

*=1

Отсюда следует, что оценки (25) и (26) сохраняются и для а', Ь՛, 
если суммы и произведения распространять на все некратные корни.

Лемма 3. Пусть оператор а — нормальный, гиперболический, 
равномерно г-вырождающийся на 50. Тогда в условиях (5), (9), 
(<? = 0) имеет место неравенство
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РД։(х,С)>с 2 |Х-‘!?1։, 
3l—m

$ — Ш1 + “։+ • • • + <°г—Л-1 

и, аналогично, для оператора а'
РА1 (х, С) > const 2 Г? |», |£|= т, ₽, 

Доказательство. Введем обозначения

(28)

(28')

? = (сл -лг։ш/и)«),
е = (су, -к?֊1 №,•••»

X”' С1"8|С/Г+2՜'՜,. • -, (- i |C|)m X“1 +"’+ “'■֊։ •
Пусть Q и Ад — диагональные матрицы с диагональными элементами,.
равными соответственно 

(т + 2— г) 
1,---,1, X՜“1, х՜“1՜“’,.. J—ш, —— “г—1

и

1, 2Х'>- 2 Ч Ч,•••,(֊ D-П Х1

(здесь Xz = Xz(x, С'/|С|)).
Пусть

Л° = QAQ,

л = 2 А* Л . Л Л*. 
, *-1

Из леммы 2 имеем
Р А1 (х, С) = 2 7* |а*|* > с 2 |а*|2 =

= с$Л^=с£оАоео>с5о^,

откуда и следует (28) (здесь использовано 7* > 0, что следует из 
(23), (26)), если принять во внимание А°^>0, что вытекает из крите­
рия Сильвестра и (5), так как главные (s + 1) X (s + 1) миноры мат­
рицы А0 равны

S П (xz—х,)։
Л>+!) KJ

*• I " *!• •••* + 1 I ■« I Q - « + г -!)«,+• ••+»», _ „ + г _ 1 |Г*|« (М-1) при s + 1 > 771 + 2 >

У П (X/ — X/ )a/|Cp<s+1> при s + l<m-|-2 — г.
Соотношение (28') доказывается аналогично.
Рассмотрим форму порядка (т, т)

H = ^h^ D՝uD?u, |а| = |Р| = m
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и характеристический полином

Используя частичное преобразование Фурье функции и по пере­
менным х։>- • •» *»+1»

К (о т) FFdr(,

F(х, V) = J “ (х) ехР '4хг — • ■ dS, 

dS— dxt- • ■ dx.,+ i 
с помощью формулы Парсеваля получим

HdS= (2к)-’

=.(т/а>-• •> 7l’ + ։)> ax=(Di, П,+1).
Пусть

K(',a)F~ 2 (29)
lS/=m

(здесь и далее знак ~ означает, что отношение левой и правой час­
тей можно отделить от нуля и бесконечности постоянными).

Определение.՝ Форма Н называется положительной по отноше­
нию к оси х1։ если имеет место соотношение (29).

Из (29) следует (согласно формуле Парсеваля)

HdS ~ [ 2 Р (֊) ц|8 dS. (30)
J IJI=m

Лемма 4. Эрмитов однородный оператор степени (тп, т) 
тогда и только тогда является положительным, когда

К՜ (С, 9 = 2 РаСэ|։.
13՛—л»

Доказательство. См. [1], стр. 37.
Лемма 5. В предположениях теоремы 1 и компактности S 

имеет место неравенство

А1 (х, D) uudS^с 2
/31-՞։

р.2 & и, SI3 -

-с֊1 2 р.2 £М>--»֊։֊₽. и, 5i2, 
а в случае оператора а' (1'):

У^'1 (х, D) uadS^c Z|D?u, S|s — 

(31)

5|։, ^>г-1 +1?!֊ т, (31՜)
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где с — достаточно большая постоянная.
Доказательство. Ввиду того, что

+jjs (^>1)

(см. (20)), имеем

1РЛ1 * (х, D) а а| = |2 а. Ьз « о|<

I А1 а и dS = 2 I ф/ (р; А1 и и =
J / J

CcS|/»^m|P+-+^-.D’'-j'"։+1-’' u|<c 2 |XaZ^n|«. (32)
I Pl—m

Пусть T— сфера радиуса в с центром х0, a sap ри cTcS. Из 
лемм 3 и 4 следует

[РД1 (х0, а) и в </5> const 2 р D? и, SW (33)
J 1₽/=m

Далее
(х, D) и a dS=^PA' (х0, D) и~и dS+

+ J[P^ (х, D) — РА1 (х0, £>)] и a dS=

= РА1 (х0, а) ц а dS +

+ J[P^ (х, D) - РА1 (х0, £>)] ай

> 2 |ks D*a, 5| - с8 (в) 2 |k« D9 и, S|».

Из равномерной непрерывности коэффициентов РА1 в suppa с: Т 
следует, что е ->0 влечет 3 (е) —♦ 0, поэтому1

Jx1 (х, D) и и dS~^-

>с2|Х° £>₽ а, 5|։, 1₽| = т. (34)

Пусть далее 1 = ®i+ «гН-----представляет собой разбиение еди­
ницы на S, удовлетворяющее следующим условиям:

а) каждая функция <р/ бесконечно дифференцируема,
б) производные ее до порядка m включительно равномерно огра­

ничены,
в) носитель Sj функции <р/ пересекается лишь с конечным чис­

лом других носителей, причем для любой функции а, равной нулю 
вне Sj, соотношение (34) выполняется с постоянной, не зависящей от /.

В силу определения
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= 2 И1 Ф/ « Ф/ “ + (ф/ ^А1 —

— А1 VI Ф/) и и] «Ф (35)
«фЛ1 — Дхфф = 2 ав6з(рфЛ՜ —

— К<? <р = 2 Па [ф (ф К— К ф) + (<рК —К'?) <р]
2 ая6₽<р (<р К— К<?) и и = 2 |ая6з|Х

X |?£>₽ и — £>₽ (ф “)1 "•+։-’* ц| <
•С 2 |о» • |ф Оа‘~1։ «•+։—«I ц| |/)3|- т- ։ —?։ И|։

Поступив аналогично с другим слагаемым, из (35) получаем

(ф <р-А1 — А1 ? <р) и и < с 2 |а,6₽|Х
Х.|Р։‘->-и||£)Р» <»-։-₽. ц|^

< с 2 (г |а։։/>՜1- ”+։֊“.’в|«+ А |б₽ £>₽„> -у - р, ц|» )

Ссг, 2 |ХаРЙц|» 4-сг-։ V рр?.. «-։֊₽. ир.
Ф1 < т 

Итак

Г А1 и и (15=% Г/4хфд и 9/и 43 + 
J О

+ 2У (?> А1 — А1 <р/) и и <15>

> С 2 IXе £>? (фУ о), 5|8 - СГ12 р £>? и, I» -

-у-2Р£>?.•"’֊։֊₽■ и,5/|«>

> с 2 р п, 5|» -:А р р?и «-։-₽, а> 5.|2,
С

Соотношение (31') доказывается аналогично.
Л^емма 6. Если а и Ь — два нормальных оператора с дей­

ствительными главными частями а£Ырл’, Ра£1др՛, 6£1лр04՜1՛ ։?, 
то

^•’£ = 2(£>/+Ру) В' + 5°, (36)
«Л«

Д^’ = 2^тДт, ИО, «у, 
{50о+]1 — двойные дифференциальные операторы порядка -С п։ + р, 
д; т + р, д

— А^ ^р՛ у -|՜ а^ Ьд 4՜ а1 Ь, j О, (37)
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а = 2£>уа> + а0. (38)
Доказательство. См. [1], стр. 51.
Далее нам понадобится лишь частный случай р = 0 в (36)—(38). 

Как и в случае лемм 1, 5 получаем
I

X Р* (-0 т1?։֊” £3 £)<>. я и, £|» (1-., (39)

В1 и й > с |Хв £)3 £)о, ч щ $։ |1_

- ֊2 |Х° £,-[«.
С

§ 3. Доказательство теорем

Проинтегрируем по V тождество (36), (и финитно):
У Д0<’£и й<1У = р(£>1+ В'+ ВР\и~и (IV 

ЙИЛИ
УВ1 а ис^1 = у В1 и и с!30 4֊ у (Д°< ч к—В°) и и ЛУ.

Отсюда, учтя (39) и
у до. я киа(1У<. с |£)°' ’ аик |Х° £>о. я и|.,

получим (из й|а, = ••• В? иЬо=О следует I В1 и и «/5о=О)

Х|т13|_т Xs. £)0 D0' 4 и, St |а + const |Z>°- 4 аи|։ |Х-' £)3 D0՝ 4 и|-.
Докажем, что если -

\Dm- ч и, 5о|=О,

то имеет место неравенство
|тГ₽1-т кв> D3- 8' + ч ц]. < const |X°< Dm- ч и|„.

Из
t

D$D°- ч = у D0՛ ч ud*t+ D^- ч + f и (0, х') 

о

(40)

(41 )•

(42).
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ИЛИ t

|£)3>. ?'+» ц|*<с < «-։-*’ u|2 d~,
и

интегрируя по х', получаем (учитывая (41)) 
t

|£)₽..9+3'u, 5,1’Cc-i (’|D?֊+։.«-!+₽' ц, &I* d- 
J 0

или
|£>?..»+3' u, 5/|<С-Ь |D3rH. 7-։+(•' u|w.

Аналогично по индукции
|£)?,. v+ 3' Ut 5/| C const-f" - q u|«.

Отсюда вытекает (42).
Итак, из (40) и (42) получаем

t

Р U) < J (с+м у) р (т) dz + a (f),| (43)

где
a (t) = с |£>0> ’ аи|г |Xg Z)₽ D°- ’ u|„, (44)

р (f) = |ks £)Р D°-’ a, &Ц, (45)

A? (t) = const + M у • (46)

Замечание. Если бы мы ту же процедуру проделали бы с 
оператором а', то вместо (43) мы получили бы неравенство (17') (см. 
ниже).

Теорема 3. Задача Коши (11') имеет единственное реше­
ние, причем

\Dm+P- ” u|; < const IDp- « a'n|1։ (17')
где

|£)m+P. q u|'_ — ess SUp J 3 1^’ “P dS^ >

H < Pi + p> m — & + g; Pi> r — 1 + p.
Доказательство следует из априорной оценки (17').
Доказательство теоремы существования мы опускаем (эта тео­

рема доказана в [8], [9] иным методом).
Лемма 7. Если о (т) удовлетворяет условию

<47> J Ро (*)о
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где

Ро(') = ехр | \ К (t) dt \ = const •/."•exp ('), 
։ J J

то для p, удовлетворяющего (43) и
P (0 =Po(Oo(l), x-» + 0 

справедлива оценка
t

р(о<р0(о^(-)-Ц^л+0(о.
J Po (')

Доказательство. См. [3].
Для выполнения (47) достаточно потребовать

f)-'»֊> |£>о. ,

(48)

(49)

(50)

Р°- 4 аи 
)?<+«

dt; 3 — const, 0
1

<3 (51)

Пусть ’ — подпространство пространства L°։ ч, определяемое 
условием (ЛГо^>О)

},.И.

t

S-| d~<Z’°°-

Тогда для выполнения (47) достаточно потребовать 
au(£J’ (Мо = М+ S >0).

Упростим (50) (з (0) = 0)
t

Р (0 < з (t) + е1 Iм f
J '■ е՜о

(52)

(53)

) ֊ и-4 (s) X< сХ" р" О? о
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< |*° £>? £>°- » и|. Д°- " аи >

Итак
р (О const >.* (И+4։

£)0. Q аи 1
(54)

Для доказательства основного неравенства (18) заметим, что задачу 
Коши

аи=/, и|,0 = • • • =£>Г ы|,, =0, (Ц)
где /—достаточно гладкая функция, можно свести к задаче

аи = }, «к = • • • = = 0; . (55)

Пусть и<|+1—решения уравнений (с нулевыми данными)
а' ш+1 = /1, / — 0, 1, •• •, 7, (56)

а // определяются как

/о 7» А ='- («' — а) ш , /=7Т; ։ = 1,- • 7.
Вычтем из уравнения (11) уравнение (56) ։ = 0, 1,---, 7, при этом мы 
получим аи=^= }, т. е. (55), где и — и — ох — • • • — и7.

Если /— достаточно гладкая функция, то 7 можно подобрать 
столь большим, что 7 € ^ЛГ ’•

А
Оценим /:

171 =1(а' — “) «J = I 3 ах£>’ат + 
1а>« т+1

+ к'2 т1₽'-"«к3-ДЗцт|, 
и так как ит—решение уравнения

а и, — 7т—ь ит Ь» = • • • = и711։ = 0,
то из (11՜)

2 |Z> D0՛ ' ₽т, 5|։ < ID'֊։- 'п+2֊^ ’ пт, 5| < 
1а1~/п +1

а, < г

< const |£>°- »+m /j.jIj,
xl3|-m |£)3 £0, q 5| < с |£)<п. Я+т const |Z>0' ч+т 7Т-1]1> 

откуда

Р0, 4 fv •S’l < const-)/ |Z>°- ’+m 7T-։lv
Далее

t
|Х-Л £)0, P-Л )/| Z>0. q+m d-

(>



О задаче Коши 163

По индукции можно показать, что

Р-Л £0, Ч У | с >7* Г £П| q-'m f0
J )J-£ ).л֊7<։֊4)
о

и за счет большого у

).r(1 лconst / при ———<т<Ц---- —
\ 1-3 1-8

Тогда
Р-Л £)о. ? /т|х < с. /.(7+1) « |£)0, q+vn у|1։

так как f = L°h q выполняется (54), то (Л= М + о)

|к» £>? £>°- ч и|. < сХ<и+»+|։(7+1) |£>°. «+Т’>/|1< const Ш-Ит») |£> «+тт Д.

Отсюда при 2 (М + S) ^> «>! + • • • + Шг-1 (без этого предположения 
в (57) надо (|р|= т) заменить на Dr~}- т + ։-»’,

|£И՛ « и|_ = |D3 D0՛ ’ и|. < с | D°- ’+тт Д. (57)
Для получения (17) оценим левую часть (57).

|£>m‘ ««I- > \Dm- ч u|- — |Dm- ч П1|ш —------ |£)m. q „T|e>
\Dm- Чщ\.^с \D°- ч+1 c ID0- »+тт Д.

Из этих двух неравенств и (57) получаем (17). Неравенство (13) 
вытекает из (17) (см. [2]).

Доказательство теоремы существования 1. Пусть

• / \ f 1 1 . z з _i . /■։—2в\j0 (т) = с ехр |- /«(")= е 1 -М

<■
/.=/*/.= J f (t, х') /ц(; — -с) Л. 

ч
Так как

supp у. (t — t) = {(f, х'), |f — т — 2е| < е, 0 •< т -С t}, 
то

/. (т, х') = О при 0 -С f < S.
Задача Коши

au, = ft, u«U=« = • • • = D՞ и։|т_.
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(а — гиперболический при ->а>0) имеет единственное решение 
и. б Н^+1֊ ’-1 (см. [2]).

Из (13) имеем
(ип֊ит), И От-" (/„-/„), И| (13') 

(мы обозначили ип = и,; f+l", ո - со при а — 0).
Пользуясь свойствами оператора осреднения (см. [1], стр. 68), 

мы получим, что правая часть (13')стремится к нулю при т^>п—• оо, 
откуда следует фундаментальность последовательности ип в Но+1, ч~1.

Предел и = lim ип будет решением уравнения 
aU=f^H՝֊q^m, u^Hom+1'v՜1 (И).

Единственность и устойчивость следуют из (13). Следствие вы­
текает из теоремы 1 и [7].
Ереванский государственный университет.
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2. Р. ՆԵՐՍԵՍՅԱՆ, Գ. Ռ. 2ՈՎ2ԱՆՆՒՍՑԱՆ. հոշու խնդիրք թույլ Յիպհրքոլակտն հավասա­
րումների համար (ամփոփում)

Հողվածում քննարկվում է Կոշոլ խնդիրը թույլ հիպերբոյական հավասարումների համար։ 
Ենթադրվում է, որ խարակտերիսւոիկ թվերը ծդտում են զրոյի սկզբնական հիպերհարթոլթյանը 
մոտենալիս։

Ապացուցվում է այդ Կոշո։ խնդրի լուծման դոյությունը, միակությունը և կայունությունը, 
երբ հավասարման ցածր կարդի անդամների դործակիցները բավարարում են որոշակի պայման- 
ներիւ

A. В. NERSESIAN, G. R. HOVHANISIAN. On Cauchy's problem for weakly 
hyperbolic equations (summary)

In the paper the Cauchy's problem for weakly hyperbolic equations with ini­
tial conditions given on the hyperplane of degeneration is considered. The degene­
ration occures as a result of vanishing of some characteristic numbers on the initial 
hyperplane. The correctness of the Cauchy's problem, under some conditions on the 
low order terms is proved.
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