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Խմրտգրռթյոլնր խնդրեմ Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կն/ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրս, մ, հաշէք ի աոնեյ հետեյէպ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավել քան տեքստի 24 մեքենագրած էջ)ւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակ
ման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ ե քեն ա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամր, կարող են հրապարակվեյ հա
մապատասխան լեզվով։

3. Մեծատաւլ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
4 րնգգծվևն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարք ե տեգր տեքստում էջի ձախ մասում։

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
Լ հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգր, հրատարակչությունր, հրատարակման տարե
թիվը և Լջերր, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը ե տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեգում։

Ծ, Սրբագրության ժամ ան ակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփոխու- 
թյուններր (որիդինայի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամէլեպ Համաըվրւմ է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

8, Հոդվածիդ ^ե-թԺ մ ան դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրագրոէթյոլնր "իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պար զար անում ով ւ

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել լմյն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
4 տվյալ աշխատանքը։ _

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
եմրադրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, դիտուիյունների ակադեմիայի Տե

ղեկադիր. սերիա էՄաթեմատիկաո,
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А. И. ПЕТРОСЯН

ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ 
В БИЦИЛИНДРЕ

Введение

Бергману [1] принадлежит идея каждой вещественной дважды 
гармонической функции и (г1։ г.2) в бицилиндре ставить в соответ
ствие комплексную функцию / (г1։ х2) = и (г1։ х2)-|-го(х1, х2) следую
щим образом:

1) при фиксированном гг функция / (г1։ х2) аналитична по х։;
2) V (0, х2) = 0.

Полученное множество функций, названное им расширенным клас
сом комплексных функций, можно изучать методами теории потенциа
ла, так как задача Дирихле с заданными значениями на остове би
цилиндра в классе всех дважды гармонических функций разрешима. 
Если условие 2) заменить на условие

21) / (0, г2) аналитична, 
то полученный класс функций, который будем называть классом по- 
луаналитических функций, уже является расширением класса аналити
ческих функций в том смысле, что для бигармонической функции 
и (гх, х2) соответствующая функция / аналитична.

Основным результатом статьи является распространение на класс 
полуаналитических функций теоремы М. М. Джрбашяна об интеграль
ном представлении по существу произвольных гармонических в круге 
функций [2]. Эта теорема является существенным расширением изве
стной теоремы Герглотца и сводится к ней в специальном случае.

В работах М. М. Джрбашяна введен обобщенный оператор типа 
Римана-Лиувилля с помощью которого построена теория факто
ризации функций, мероморфных в круге, а также получены обобщен
ные интегральные формулы Коши, Шварца и Пуассона. Напомним 
некоторые определения и результаты из работы [2].

Рассматривается множество 2 положительных и непрерывных на 
[0. 1) функций ш (х), удовлетворяющих условиям

1

ш (0) = 1, ш (х) Лс<^-|-оо.
о

Каждой функции ш (х)£ 2 ставится в соответствие последователь
ность положительных чисел
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1

Д (0) = 1, Д (к) = к ш (х) х*֊1 дх (к -֊=1, 2,- • •)•
6

На соответствующих классах допустимых функций ? (г) оператор 
£(։п) определяется следующим образом:

1
£(>п) (ф (г)) = — -֊ | г у ® (~.г) др (-•) |, г € (0, 1),

. о

где функция р (т) имеет вид

р (0) = 1, р (т) = т у </х.

Отметим, что на стейенные ряды оператор действует следующим 
образом:

а* (ге'9)* ) = 2 Д (*) «* (''«'’)*•
•*«=о ' *֊о

Затем строятся функции, аналитические в круге |з| <^1

• С (г; ш)=-.у -֊А-, £(г; ш)=2С(г; ш)-1, (2)
д (*)

являющиеся аналогами ядер Коши и Шварца. При этом аналог ин
тегральной формулы Шварца имеет вид:

2т.

/(г) = /1ш/(0)+ —С з(— е֊,в; ш^Ке/И (ре'е) А (3) 
2" 3 \ Р /

о

где 0<Р< 1 и /(в) (ге'°) = £<") {/(ге'%
Пусть Лю — класс аналитических в круге |х|<^1 функций, для ко

торых выполняется условие
2т.

зир I I |Ие /(«,) (ге/?)| I < + со.
п < л < 1 I и 

о

В работе [2] установлена следующая теорема о представлении класса

Теорема А (М. М. Джрбашян). Класс R«, совпадает с 
множеством функций / (г), представимых в виде

2т.

/(я) = ,-С + 1-(’ 5(хе-’; ш) (&) (|я|< 1),
2^ и о
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где 1т С — 0, Ф (0)— вещественная функция с конечной полной вариа
цией на [0,2՜].

Для распространения интегрального представления (3) на случай 
функций п комплексных переменных следует, очевидно, вместо одной 
функции ш (х) взять систему из п функций (*)>•••> “л (х) и приме
нить последовательно операторы £(“1), •••, "п) соответственно по
каждой переменной я։,•••, яя. Таким образом, легко можно получить 
аналог формулы (3), что и было сделано в заметке [3].

Однако, получаемое при этом п-мерное ядро Шварца обладает 
тем недостатком, что оно не положительно и, более того, его веще
ственная часть по модулю в среднем не ограничена, поэтому аналог 
теоремы А с таким ядром неверен. В настоящей работе в случае 
пространства Сг вводится новое ядро с положительной вещественной 
частью, причем это ядро годится для представления не только анали
тических, но и полуаналитических функций.

§ 1. Полуаналитнческие функции

Пусть С2—двумерное комплексное пространство; г = (я։, я2) — 
точка этого пространства; В = {я £ С2: |я/1 <^1, / = 1, 2}— единичный 
бицилиндр; Т = (я £ С2: |я/)| = 1, г=1, 2) — остов этого бицилиндра.. 
Функция и (яь я2) = и (х2 + ф1։ х2 + гуа), определенная в В, называет
ся бигармонической, если выполняются следующие условия:

дги , даи _ _
0X1 ду{

Ри_ (Ри „ 
дх22 + ду22 ~ ’■

д2и । дги _ р д-и_________дги
дхг дха дух ду2 ’ дха дуг дха дуа

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Если же выполняются лишь условия (1.1) и (1.2), то функция и (я1։ я2) 
называется дважды гармонической.

Определение. Функцию / (я։, я2) = и (я1։ я2)+ то (я2, я2), опре
деленную в В, назовем полуаналитической, если

а) и (я1։ я2)— дважды гармоническая;
в) при фиксированном я2, |я2| <\1 функция / (я1։ я2) аналитична в 

круге |^|<1;
с) /(0, я2) аналитична в круге |я2| <1.
Связь между аналитичностью и полуаналитичностью дается в 

следующей лемме.
Лемма. Всякая полуаналитическая функция / (я1։ я2) = 

= и (я1։ я2) + ю (я1։ я2), вещественная часть и (я1։ я2) которой, би- 
гармонична, является аналитической функцией.

Доказательство. Известно, (см., например, [4]), что всякая 
бигармоническая в бицилиндре функция и (я1։ я2) является веществен
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ной частью аналитической функции / (хх, х2). Итак, / (х։, х։) и (хц х2)4 

4֊/ V (х1։ х2). "В силу условия в) "при фиксированном х8 функции 

/ («1» *։)֊ 7(21» *») = ։ Ь (*1» 2а)— V (х1։ х,)], вещественная часть которой 
есть тождественный нуль, аналитична в круге |х։|<П.

Поэтому

/ (21, х2)—7<21> 2а) = Ъ (г։)’

тде ® (х8)—некоторая вещественная функция. Далее, из (1.4) и усло

вия с) следует, что функция (х8) = / (0, х8)—/(О, х„) аналитична в 
12։1<С1> т- е. <р (х2) С, где С — константа. Отсюда и из (1.4) имеем

/ («1, 2а) =/(*!> 2з) + *С,

что и доказывает леМму.
Пусть (х), ш2 (х) £ 2; (Дх (£))~_0 и (Д8 (^^—соответствую

щие этим функциям по формуле (1) последовательности чисел. Пусть, 
далее

5 (х; ш) = р (х; ш)-|- (х; ш)
обобщенное ядро Шварца, определяемое по формуле (2). Введем 

функцию

5(хх, х8; ш)= 5(«^ о>1) Р (х8; ш։) + а>8), (1.5)

тде для краткости используется обозначение ш = (шх, о>2). Следующая 
теорема дает интегральное представление для полуаналитических 
функций.

Теорема 1. Пусть / (х1, ха)—полуаналитическая функция, 
Р1 и Ра произвольные числа из интервала (0,1). Тогда при любом 
1211<Р1> 12а1 < Рз справедливо равенство

1 (2р 2։) = ։ 1т / (0, 0) +
2я 2х

+ 4?։ П X^е й1 ’7՜е-,в։; ш)Ке/(ш) (?1 е'°' ’ е'9’} ^г’ (1։б)

о о

/{«) (гх е1^, г2 е'’’«) = £(“) {/ (Г1 е1^, г2 е^)}. (1.7)
Здесь оператор действует как на функцию от гг, а — как 
на функцию от г3.

Доказательство. При фиксированном х2, |х2|1 функция 
/ (хх, х^ аналитична в круге |г1|<1. По теореме 3 М. М. Джрбашяна 

I 2] имеем
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/ (*։> *։) = Нт / (0, г2) 4֊ 
2т.

+ ֊Г-5('Й- », )£'-■> {Ее/(₽,.“՛, *.)) А- (1-8)
Ч \ р, )

Далее, при фиксированном рх в/е> функция £(и)։ {Ре/(рг е'% гг)\ гар
монична в |а2|<^1. По теореме 4 из [2]

£<-“•> {Ые/ (Р1 е,։> , х2)) = 
2т.

= ^Р(֊ е՜^ Ш» ) Ке А») (Рх е'в‘ ’ Р» е'6’ ) М՝ 
2« .] \ Р։ /

Приравнивая мнимые части в обобщенной формуле Шварца, получим; 
1т / (0, 1т / (0, 0)4֊ 

2т.

+ ֊ Г С (֊ е-'Ч <»Л £<“•» {Яе / (0, р2 е'°-)} </62. (1.10>
2^ и \ р2 / о

Далее, написав формулу (1.9) для функции (Ее/(г1։ р2 е16‘)) при 
фиксированном р2 е/0> и, положив в ней х։=0, будем иметь

£<“*>{ Ее/(0, р2 е'в-)) = 
2։

= А С £(-,) {£(-,) (Ее/ (Р1 е'»., р2 е'О.)}) (1.Ц))
2*3 ■ о

Из (1.10) и (1.11) получаем

1т /(0, в2) = 1т / (0, 0) ֊+* 
2к 2х

+Л СI (— е~1е,: Ые л-) (рх е'в1; р»е'9՛) (1Л2>
4"2 3 3 \ р։ / 

о о

Подставляя в правую часть равенства (1.8) соотношения (1.9) и 
(1.12), получим утверждение теоремы.

Рассмотрим частный случай теоремы 1, когда ш1 (х)=1, ш2 (х)=1.
Формула (1.6) тогда примет вид

/ («1» *а) = ։ 1ш / (0, 0) + 
2к 2х

+ тт (— «-“•) R։! (ь . р. »"• > АЛ.. (։-։з> 
4"' Л V, р. )

где положено 5 (г1г гг) = 5 (г1, х2; 1).
Формула (1.13) является аналогом формулы Шварца для полу- 

аналитических функций.
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Те орема 2. Мнимая часть полуаналитической функции 
/(хх, г3)=и (г1։ г։)4֊го (ях, г2) есть функция дважды гармоническая.

Доказательство. Отделив мнимые части в формуле (1.13), 
получим

V (хх, я8) = V (0, 0)4"
2։ 2г

4֊ 2_ (* Г1Ш е-1\ е-*. Ие/ (рх е'9՛, р։ е'9՛ ) ^2. (1.14)
4*2 3 3 X рх Рз /

о о

Согласно определению (1.5) ядра 5 имеем

1т з( е-,9>, — е֊|9։ \ = р(^- е՜1^ \ $(֊ е~л‘ ) 4֊ <2 (— в՜'9’ ) •

X Рх Рз / \ Рз / X Р1 ' \ Ра '
(1-15)

Из (1.15) видно, что 1т 5( — е՜'91, — е՜'9’ ) есть функция, дважды 
X Рх Рз '

гармоническая в бицилиндре (|ях1<СРх» 1гз1 <Рз)- Отсюда и из формулы 
(1.14), учитывая, что рх и р2—произвольные числа из интервала (0,1), 
получаем утверждение теоремы.

§ 2. Представление некоторых классов функций

Пусть о)х (х), ш2 (х) £2, ш = (шх, о)։). Обозначим через Аш — мно
жество полуаналитических в бицилиндре В функций, удовлетворяющих 
условию

2г 2г
зир [ Г |Яе /(щ) (рх, е(9‘, р2 е/9՝)| (2-1)

0<Р1. р»<1 J J
0 О

В следующей теореме дается представление класса Аа.
Теорема 3. Класс Аш совпадает с множеством функций, 

имеющих вид

/ (хх, х։) = гС 4- р (хх е-"‘, х։ е֊'9>; ш) (6Х, 62), (2.2)

1де 1т С = 0, и — произвольная конечная мера на торе Т.
Доказательство. Пусть / (24, г^^Аи. Тогда для фиксиро

ванных чисел рх и Рз(0<\рх, р2 < 1) имеет место формула (1.6). Рас
смотрим семейство мер на остове Т

«<Нр,Р։ (0х. 02) = ֊ Ке /(-) (Р1 е'”1 > Р» (2.3)
4т:2

Полные вариации этих мер в силу условия (2.1) равномерно ограни
чены. По теореме Алаоглу [5] существует последовательность мер



Об интегральном представлении функций 9

!4л ~ pH -»1, е>(2я) —♦ 1, слабо сходящаяся к некоторой конечной

мере ja, т. е. для любой непрерывной на Т функции F б2) имеет 
место равенство

lim Г Г(б։, 02) </Ил (0р б։) = Г F(61։ 62) rf.x (9։> 0,).
Л-*ес J I

В частности, при фиксированном я = (я1։ z2), |я1К1, W<O имеем

lim С5 (z։ e՜'®՛ , z2 e՜'®«; w) </|x„ (61։ 02) = 
л-*« J

= S (zj e՜'®« , я, e~'®>; ш) dy- (0։, Sj). (2.4)
т

С учетом (2.3) напишем интегральную формулу (1.6) для точки, 
(zj pH» г2р։я)) в виде

/ (*1 РН. *2 pH) = / 1т / (0, 0) 4-

+ р (гг е֊'®՛ , я։ е֊'»-; ф) </Ия (0х, 0^. (2.5).

т

Из (2.4) и (2.5) следует представление (2.2). Докажем обратное..
Пусть функция / (я1, я2) допускает представление (2.2). Покажем, что

Учитывая, что £(га) (5(я1։ я2; ф)} = 5(я։, г2) и Ие 5 (я^ =
1+ г— Р (я^ Р (я2), где Р (я) = Ее-----------ядро Пуассона, применим опера-
1—я

тор к равенству (2.2) и, отделяя вещественные части, получим
Ее/(Ш) (гх е'”, г2 е'?>) =

= С р (п е'^-®՛)) Р (га е'(ъ֊« ) (01։ 02), 

где гх е'?* = я։, r2 е'¥։ = z2. Отсюда
|Re/(«,)(/! е'*, r8e'f')K

< J Р (гг е' <».֊’>>) Р (га е‘ ^֊®>>) Мн (0,, 02)|. (2.6>

т
Проинтегрировав неравенство (2.6) и применив теорему Фубини, по
лучим .

2։ 2к
JJ |Re /(«) (rxe‘’՛, rt .’A«)l d^d<f2 < 

0 О

I
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2к 2к
< С{ уу Р (г։ е' <’•-՛•’) р (г. е‘ )</р (01։ 0։> =

= 4к* у |</р (в1. 0։)‘|< 4 со,

т. е. функция / принадлежит классу Лш. Теорема доказана.
В частном случае, когда ш (х)=э1, теорема 3 является аналогом 

теоремы Герглотца для полуаналитических функций.
Теорема 4. Для того чтобы ассоциированная с мерой р 

функция

/ (я։, 22) = ։1ш/ (0,0) + ^5 (гг е՜'8՛ , г2 е՜'8»; <о) г/р (01։ 02) (2.7)

г

была бы аналитической, необходимо и достаточно, чтобы

е~м՝ е'и’ </р (9։, 02)=О (и, А=1, 2,- • • ). (2.8)
т

Доказательство. По определению (1.5) ядра 5 имеем

-«*, 22е֊,8‘; ш)- 5(21е֊8'-;

Д1 (п)

—мо։ г*

Д։(Л) 
к -НЛ,га е г-,

-/8« ; о։,)+/<?(«։ е՜'8«; («2) =

“ го еа8> \У, -Н +

*_о Д2 (^) 

х" гг е/п8, е՜'*8*

*^о Д։ (£)

-к /*е, 
хг е _

Д2(£)

г՞ 22 е/л8։ е'*8*

(2.9)

М«) Д. (*) (п)Д։(*)
-1.

Это разложение сходится равномерно относительно (е'8՛ , е'8* )£ Т при 
любом фиксированном я = (ях, 22) £ В. Подставляя в (2.7) разложение 
(2.9), получим

Др
2

(2.10)

где
2 ап. к — ---- -------

Д1 (п) Д2
е՜ ,п8‘ е՜'*8* г/р (01։ 02) (2.11)

'(л—ОД,.--, к =0, +1, ±2,-..). Из разложения (2.10) ясно, 
Иия./ (хх, 22) аналитична в том и только в том случае, если

что функ-
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а„.-Л = 0 (п, k=l, 2,-). (2.12>

Условия (2.12) с учетом (2.11) эквивалентны (2.8). Теорема доказана.. 
Пусть функция / (гг, ла) аналитична в бицилиндре В. Величину

7L (гj» гг; f) —
2г 2к

= “ [ j W <1ог I/ (п е'01« )1)
о о

где
ЦУ, {? (г)} = max [0, {? (г)}],

по аналогии с одномерным случаем (см. [6]) назовем ш-характеристи-- 
кой функции /(*1. г2). Обозначим через 7V“ множество функций, ана
литических в В и не обращающихся в нуль, которые имеют ограни
ченную характеристику, т. е. для которых выполняется условие

sup Тт (гх, г2; /) < + оо.
0<г։. г,<1

Теорема 5. Класс совпадает с множеством функций: 
(z1։ z2), представимых интегральной формулой

f (я1( z2)= ехр fsfo е՜1®՛, z2 е՜'®«; ш) d? (01։ 92)L. (2.13) 

где 1т С = 0, |* — конечная мера на Т, удовлетворяющая условию 
(2.8).

Доказательство. Пусть функция /г2) аналитична и не 
обращается в нуль в бицилиндре В. Тогда функция 1о£/(я1։ г2) регу
лярна в В. Покажем, что условия

е/8՛ , r2 е/е,)|} d%dtit < 4֊оо (2.14)
о о

и 
2z 2z

sup Г f|B<“>(log|/(r1 е'8‘, rse/0>)|}| rf0j6/62<-|-ОО (2.15)՛
0<Г1, г,<1 J J

о о

эквивалентны. В самом деле, напишем формулу (1.6) для функции. 
log/(*1։ z2) и, подставив z2 = z2 = 0, получим

log / (0, 0) — i arg / (0, 0) -t-
2z 2z

+ ~ f f Ua) flog I/ (Pi e'8' > ₽2 e'8 ')l) A^2֊ (2-16>

о 0

Используя очевидное равенство
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/j“> խ (ր)I = շւք;’, I? (r)l - 1^'“’ {? ('■)}!,

из соотношения (2.16) получаем
2к 2е

•log/(0, 0) = ։arg/(0, °) + j (lo» // (Pi е/Ч-. р,е'։«)|| rf9^0։- 

и и
2к 2г.

_ JLJj* |£(“> Ilog / (р։ е'6՛, р, е'։«)|}| d\d^.

Отсюда ясно, что условия (2.14) и (2.15) выполняются одновременно 
По теореме 3 функция log / (z։, z,) представляется интегралом

log / (zx, Zj)= iC -f- j Ճ (zx e /#l , z։ e <0 w) rf|* (61։ 92) (2-17)

в том и только в том случае, если выполнено условие (2.15), кото
рое, по доказанному выше, эквивалентно (2.14), т. е. если / С Л^. Из 
(2.17) очевидным образом следует (2.13). Так как функция log/(zl, z3) 
аналитична, то, в силу теоремы 4, соответствующая мера н удовле
творяет условию (2.8).

Отметим, что в теореме 3 дано интегральное представление по 
существу произвольных полуаналитических функций. Это следует из 
того, что класс Аю можно сделать сколь угодно широким, выбрав 
соответствующим образом функцию ш. Точнее, справедлива следую
щая

Теорема б. Для произвольной полуаналитической функции 
f существует функция w = (u>1։ w։) такая, что f£A.„.

Доказательство этой теоремы идентично доказательству для 
одномерного случая, приведенного в [6].

В заключение автор выражает благодарность профессору М. М. 
Джрбашяну за полезные обсуждения и внимание к работе.
Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 22.VI.1973

Ա. Ь. ՊէւՏՐՈՍՅԱՆ. հր1լ<|լանոււք ֆունկցիաների ինտեցրալային ներկայացման մասին 
(այփոփոսէ)

С.2 տարածության մեջ երկվանում որոշված կիսաանալիտիկ ֆունկցիաների համար ստաց
ված Հ Հերգլստցի թեորեմայի, ինչպես նաև Մ. Մ. Զրրայյանի սոոջ արղյունբների անալողր։

A. I. PETROSIAN. On integral repreeentatlon of function in blcyllnler 
(summary)

Analogues of Herglotz’s theorem as well as of some results of DfrbaSian for 
semi-analytic function in the bicylinder of the C* space are obtained.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК армянской ССР
Մաթեմատիկա IX, № 7, 1974 = Математика

К. А. АБГАРЯН, В. В. ВАРДАНЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

При анализе процессов в линейных системах автоматического 
управления и, в частности, при определении реакций системы на те 
или иные входные воздействия, применяются динамические характе
ристики систем—импульсная переходная функция и передаточная 
функция.

Рассмотрим нестационарную многомерную линейную систему, 
описываемую векторно'-матричным уравнением

= + и, (1)
аг ,

где х — столбцовая матрица выходных сигналов х։, х։, •••, х„, и — 
столбцовая матрица входных сигналов и1։ и։,•••, ш, А, В, Н—матри
цы динамических коэффициентов системы с размерами пХп, пХп и пХ/ 
соответственно.

1. Реакция предварительно не возбужденной системы на входной 
сигнал в виде импульсной функции д(дельта-функции) называется им
пульсной переходной функцией (или весовой функцией). Если на у-ый 
вход предварительно невозбужденной системы в момент времени ; по
дается сигнал в виде дельта-функции о (£ — В), то выходной сигнал 
на г-ом выходе в момент времени £, обозначаемый (£, ;), будет им
пульсной переходной функцией. Матрица С (£, ?) = (£, £)) (г = 1,
2. •••>/։; у=1, 2, • • - , /) называется матрицей импульсных переходных 
функций.

Таким образом, по определению (7 (£, ։) есть решение уравнения 
Л(г)^ = В(#)С + я«)г«-е) (2)

а1

при начальном условии
С (6-0, 6) = 0. (3)

Имея С (#, ;), можно найти решение (1) по формуле
г

х(<)= С (6 6) и (6) Л. . (4)
— ОО

Можно показать, что С (/, 6) можно найти как решение однородного 
уравнения
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А (/) = В (/) в (5)
Си 

при неоднородных начальных условиях 
0(5. 5)=Л֊Ч?)Я(5), (6)

а это решение, как известно, имеет вид 

С а, Ь)=Х(()Х֊' (;)Л֊։(«)Н(5), (7)
где X (/)—фундаментальная матрица однородного уравнения

А (0 = В (Ох. (8)

Таким образом, для построения О (/, ;) требуется знание фунда
ментальной матрицы X (0 уравнения (8). В случае произвольного диф
ференциального уравнения (8) определение X (<) сопряжено со значи
тельными трудностями, и не всегда эта матрица может быть выраже
на в замкнутой форме. Поэтому, имея в виду произвольную линейную 
нестационарную систему, можно лишь говорить о приближенном по 
строении фундаментальной матрицы и, тем самым, импульсных пере
ходных функций.

Возможны различные пути построения приближенного выражения 
импульсных переходных функций, и существующая литература содер
жит описание некоторых способов такого построения [1]. Ниже при
водится один метод построения выражения для С основанный 
на использовании разложения в ряд фундаментальной матрицы X (<). 
Идея этого метода приведена в [2], согласно * которому построение 
приближенного выражения для X (#) сводится к следующему.

Пусть собственные значения матрицы II (<) = /1՜1 (!) В (#), являю
щиеся корнями характеристического уравнения

|6/(е)-к£я|=0 (9)
на сегменте I £ [О, Т’] разбиты на р непересекающиеся группы

• • •> (з = 1, 2» • • •, р\ 2 &»=»Л так, что

|Ц’> (О -7’(*)1>с>0. (10)

(□=#5, ։= 1, 2, к,-, /==1, 2,-к,; 1^[0, Г]).
Тогда можно построить [3] квадратные матрицы К и М=К՜1 

так, что 11 представляется в виде 11=КкМ, где Л—квазидиагональ- 
ная матрица, К и М—коагулированные матрицы

Л = <Иаг (Лх, Л։, - • АД

К=(К1։ К*---, Кр), м= I 1,

\мр / 
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а АГо|, Л„, М3—матрицы с размерами пXЛ»» Л»XАг», Л։/<л соответствен
но. При этом фундаментальная матрица уравнения (8) представляется

где К=(К1г К3,- -,КР), У =а։аг(Г։, Ур), а У. являются 
фундаментальными матрицами подсистем

(12) 
Л

л, №А'+м/^-
\ (Н

Матрицы К„ и Л„ представляются асимптотическими рядами

АГа=Ка+А*и + /^”+ •••, (13)

Ла^Л։-ЬЛ'11 + Л‘21+---, (14)

где Л’*1 (к=1, 2. -) определяются рекуррентным соотношением

Л’*>=-М + Л՛*՜ /։У (15)

Х1’1 = к С՛*1, (16)

(л։°|=лв, а101=К»).
Здесь (2?1 —коагулированная матрица с размерами пХЛз, субматрицы 
которой размерами £$Х&а определяются из соотношений

(&*1 =0, (17)

+ 2 А}4 Л?՜'1 ) , (18)
/-1 /

(« ¥= о)
причем равенства (18) однозначно определяют так как согласно 
(10) матрицы Л$ и Л» не имеют общих собственных чисел.

Рассмотрим частный случай, когда матрица и имеет простые 
корни.

В этом случае матрица Л будет диагональной
Л = сИадг ()1։ )֊։,• • •, Х„),

субматрицы Л1*1, Ла будут числами X'4, Х„ матрицы ф?1, К.1*1, ~К бу
дут столбцовыми с размерами пХ1> матрицы М,—строчными с раз
мерами 1Хп, субматрицы —числами <^*1. Вместо (18) будем иметь

... 1 / ли!*՜1! *~։ \<7« = .-֊֊ Мг (-----4- V X?՜'1 У (19)
-- /чт \ Л Г". /
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а вместо подсистем (10) будем иметь отдельные уравнения

(*= 1, 2,--, и). (20)
0.1

Фундаментальные матрицы У, для уравнений (20) будут скалярами
Г,= ехр (X (#) Л. (21)

В качестве примера рассмотрим систему с одним входом и одним 
выходом, представленную скалярным уравнением второго порядка

+ “1 (О 37 + <4 («) ? = и. (22)
аг аг

Записав это уравнение в векторно-матричной форме, имеем

^ = £/«)х+Я«)И, (23)-
сП

,, / о 1 \ „ /о \ (<\
где и = ( , Н = ( 1, х= ад

\1 /
Корни характеристического уравнения (9) будут

— а1±Уа'֊—4а2
>4,2= -------------------------------------

Пусть при /£[0, 7] имеем — 4а3т^0, тем самым Тогда бу
дем иметь

к=(^ Л_А 0), м = 1).
V, '֊։ > \о '■։/ \ 4-1/

По формулам (15)—(19) имеем

(зх?- Ц։- ֊ \ 3х£-\\ + — х, \
К121 = а4 I а а

\ Х։ (ЗХ? — *! *։ - — М Х1 (3*։— ’֊1 \ ) )
՝ а \ а //

где а = ()֊! — л,)-1 , а точка сверху означает <//Л. Останавливаясь на 
втором приближении в рядах (13) и (14), получим
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к$ = )֊2 + а ),+ а3 kj kj, (“4)

к1г = 1 + a* ^֊i— а’/֊! 4՜За4 к] — а4 Ч к։,
к12 = 1 + а* М- а3 +За4>1 - а4 к,. (25)

"Коэффициенты же кп и к2г выражаются через кп и ки соотношениями 

кп = ки\+^> 
at

к. = кл+^'- <ад
at

Формулы (26) выражают тот факт, что вторая строка решения 
уравнения (23) является производной первой строки. Фундаментальная 
матрица решения уравнения (23) будет

(кп (0 к„ (f)VехР Г >i dt °
X(t) = KY=\ J

I кп (0 k2i (t) II Q exp I \ dt
(27)

Обратная матрица будет

-к„ (Е) 

кп (Е)

(28)
где А = кг1 (?) к2г (?) — Л։։ (?) кл (?), или же с учетом (26)

*=к„ (?) *1։ (?) [к, (?)-\ (?)] + ки (?) - Jt1։(?) dk^L. (29)
а; а;

Подставляя (27) и (28) в (7), где Н — , получим’выражение для

С (6 Е) = Г®1 ) . Для интересующей нас импульсной переходной функ- 
՝#2 /

ции (#, ;) заданного уравнения (22) получим

g (6 Е) =

t I

кц (0 klt (5) exp I kj dt — klt (f) kn (E) exp I \ dt
___________________E______________________ E
кп (E) klt ($) p; W-Л (5)]+ AJS (?) -kn (?) 

as us
(30)

В случае, когда по (25) получается кп, к12 = const, формула (30) 
принимает вид
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t t

exp Aj (t') dt' — exp J X։ (t՛) dt' 

g(t.l) = ------ =------- ----------- ---- ±---------------
'4 (?) — >4 (?)

(31)

которая по форме совпадает с формулой, приведенной в [1], стр. 249,.
и отличается способом определения 

Пример:
<?Ч [ 1
dt1 "И I dt

)֊! И As,

17д = Ы.

п > / 5 - 1 . V 5 +1 * „В данном случае X, = —п----- . Х,= — -------!—, а— -. По
2' ’ ’• 21 V 5

— р — 3 и /3՜
(24) получается >ч = —, '^=——, где Р = —. По (25) полу--

, 28-3/5 л , 28+3/5чается кп = ----- --------= const, к1а = ------ --------= const и формула.

(25) дает
g(t, ?) = ^(Р е>+₽).

Это решение отличается от точного тем, что имеем значение

2^—~ 0,984, а в точном решении ₽=1.

2. Матрица (X, /) передаточных функций определяется через 
матрицу импульсных переходных функций С (I, ?) при помощи соотно
шения

(^(Х, /) = [в (6 5) е֊^‘֊։) Л. (32)-

Отсюда для передаточных функций шц (X, /) будем иметь
։

У ЯО՜ (*» ?) еХЕ ^?

«о/ (X, 0= -----------֊---------- . (33)
е

т. е. № (X, £) есть отношение реакции системы на сигнал в виде по
казательной функции е)1> (по всем входам) к этому сигналу. Таким 
образом, № (X, /) е^удовлетворяет данному уравнению (1). Подстав
ляя в (1) вместо х и/ (X, ^) ех։, получим дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет (X, <):

н 1^՜
=[(/(0-Х£„] 1Г+Л֊։(0/7(0. . (34)-

dt
причем W (X, [) является решением уравнения (28) при нулевых на
чальных условиях.
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Смысл 17(1, 0 заключается в том, что ее произведение на изо
бражение по преобразованию Лапласа входного сигнала и является 
изображением выходного сигнала х, т. е.

£ |х| = *)£{и), (35)
где £ (х| и £|и) — изображения хин соответственно. В самом деле, 
имеем

£{х) = х (Ц) е՜11 df, (36)
О

£ {и} = у и (0 е֊и сН. (37)

о

Подставляя в (36) значение х (/) по (4) и поменяв порядок интегри
рования с учетом (32) и (37) получим (35).

Таким образом, имея 1^ (?֊, <), часто можно найти искомое реше
ние, пользуясь лишь таблицами преобразования Лапласа, или же, в 
худшем случае, по интегралу обратного преобразования Лапласа

с + /«»
х(0=~ [ (38)

2*։ Л 
и—/»

(с^> с0, где с0 — абсцисса абсолютной сходимости преобразования 
Лапласа). Применение формулы (38) обычно проще, чем определение 
х (£) по (4) даже при известном С (I, 5) [4].

Для определения приближенного выражения (X, () можно ис
пользовать вышеприведенный метод определения С (/, ;).

Если собственные значения матрицы 6/ (£) разбиты на непересе- 
р

кающиеся группы X; (։=1, 2,- • •, к„, а = 1, 2,- ■ •, р, к,— п), то соб-

ственные значения матрицы и (/)—1Е, равные Х<’>— X могут быть 
разбиты на те же непересекающиеся группы. Введя матрицы Л, Л, М 
м асимптотические ряды (13) и (14) как и в предыдущем случае, ре
шение системы (34) представится в виде

р ~

^0՝. 0=3^.. (39)

где Д, являются решениями подсистем
л 7
֊ = (Л. ֊ Х£*в) Д, + Ма А֊։ Н. • (40)

Здесь Ма являются субматрицами матрицы М, представляемой асим 
птотическим рядом
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М=М+М1Ч + М121 +■■■, (41)
где Л/1*1 (£=1, 2, •••) определяются по рекуррентным формулам 

»
АГ(*« = - М 2 АП» (42)

7-1 

(М^=М).
Для рассмотренного выше уравнения (23) имеем матрицу—столбец 

(у/) \
1 ). Для интересующей нас передаточ- 

ш։/
ной функции w1—w (X, /) уравнения (22) по (39) получим 

то (X, 0= Лп«1 + к1а я», (43)

где я3(з= 1, 2) определяются из независимых уравнений

~~ = Сл»— X) я3 + тл. (44)ас

Здесь Х„ и Ль определяются по (24) и (25), а по (42) получается 

Л/1Ч = а։/— 
՝ ЧЧ — Ч /

Л^[2] = \ \ За 1-2 4՜ Хо\
\ ЗаХ^Х^—ХдХд 4՜ Х2Ч —ЗаХ։4~Х1'

Останавливаясь на втором приближении, определим матрицу М -■= 
= | 11 77112 ). Для интересующих нас величин тл будем иметь 

\7п21 тзг /

ти = а + а3 Хз4-3а։ X? 4֊ а* 4,
ти=—а—а*/ ։—За’/? 4՜ а\. . (45)

Для рассмотренного выше примера по (45) получается 7П12= 
т« = — |*։ /, где

108 4-12 У~~5՜ к 108-12/~5~ 
Н 100/Т ’ 112 100 УТ

Система (34) принимает вид

и искомая передаточная функция то (X, /) по (37) получается
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() = է 2^ւշ^շ _ 2&12 Ра , (47)

В случае входного сигнала и (I) = а1 по (37) будем иметь изображение 

£{и) = —, а согласно (35)

/ <1 а (^цН1 ~ ^ս!լշ) л । 2&1»1*а а _ 2^1»Р» а . ?4д\
1 ' ՜ ).» к« )֊տէ

Оригинал изображения (48) получается
х (п=а<з/^2_!Ь. 0,131 а?. (49)

\ 2 4 /
_ а аЭто решение достаточно близко к точному решению х = — г.
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K. A. ABGARIAN, V. V. VARTANIAN. Ondeterminatlon of dynamic 
characteristics of nonstacionary linear systems (summary)

The paper gives an asymptotic method for definition of impulse transition fun
ctions matrices and transfer functions of multidimensional nonstationary linear 
systems.

The specific examples are presented.
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ВАРИАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ, НЕЛИНЕЙНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО 

ПАРАМЕТРА

В литературе известны следующие (близкие по своей при
роде) вариационные характеристики для собственных значений вполне 
непрерывных симметричных операторов: принцип Релея, принцип 
минимакса Фишера—Куранта—Вейля, принцип максимина Пуанкаре- 
Ритца и новый принцип минимаксимина, недавно доказанный Стенд- 
жером [1].

С другой стороны, в некоторых вопросах математической физи
ки встречаются задачи на собственные значения, в которых параметр 
входит нелинейно (см., например, [2, 3]). Такие задачи часто удает
ся свести к обобщенным задачам (параметр 1 входит нелинейно) на 
собственные значения в некотором гильбертовом пространстве.

Прежде всего, изучались задачи с полиномиальной зависимостью 
от параметра. В частности, Даффин [3] выделил класс сильно демп
фированных динамических систем и исследовал случай квадратичных 
матричных пучков. Он показал, что собственные значения характе
ризуются как минимаксные значения некоторых- функционалов, обоб
щающих известное отношение Релея. Роджерс [4] расширил эти ре
зультаты на более ՝бщую матричную проблему. Подобный подход к 
этого рода задачам разрабатывался в дальнейшем в работах [5 — 12], 
где доказывались те или иные вариационные принципы при различных 
предположениях относительно зависимости от спектрального парамет
ра. Другие пути к этим задачам можно найти, например, в работах 
М. В. Келдыша [13], Д. Ф. Харазова [14], М. Г. Крейна и Г. Лан
гера [15].

В этой работе для некоторого класса задач, с нелинейным вхож
дением спектрального параметра, мы докажем вариационный принци
пы, указанные выше, а также некоторые новые. В частности, из на
ших результатов следуют соответствующие результаты работ [4—11].

Введем некоторые обозначения, нужные нам в дальнейшем. Если 
не оговорено особо, считаем, что Н—бесконечномерное вещественное 
гильбертово пространство, Е„ (Еп)— совокупность подпространств Н 
размерности (коразмерности) п. Стрелки -» означают сходимость 
по норме и слабую сходимость в Н. Через В, 5 и 5» обозначим со
ответственно множество ограниченных, симметричных ограниченных и 
симметричных компактных операторов в Н. Если А £ 5, то через а (А), 
п (Д) и ра (А) обозначим спектр, предельный спектр и множество соб
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ственных значений оператора Л. Если функция М,.^В, XÇP, то непре
рывность и дифференцируемость ее понимается в смысле нормы опе
раторов.

1. Основные определения

Рассмотрим задачу на собственные значения
Ах х = О, XÉ(c, d), х^Н, (1.1)

где L (с, d)—* S —непрерывно дифференцируемая функция от X 
на интервале (с, d) вещественной оси.

Определение 1.1. ([4]). Пусть р://\(0)-> (с, ^—непрерыв
ный функционал. Если выполнены условия:

1) р («х) = р (х), Р, ахУ=0, (1.2)
2) • (Ар (.г) х, х) = О, х 0, (1.3)
3) (Ар(х) (х, х)>0, х=£0, (1.4)

то р называется функционалом Релея (ф. Р.) для Ах, а пара (А, р) — 
системой Релея. Пусть W множество значений р. Всякое решение X, 
х, XÇ W, x=f=ü уравнения (1.1) называется собственной парой, причем 
X называется собственным значением, ах — собственным элементом 
с. Р. Через ро обозначим множество собственных значений с. Р. (в 
дальнейшем, собственные значения с. Р. будем для сокращения назы
вать собственными значениями). Кратностью X называется размерность 
собственного подпространства Рх. Ортогональный проектор на Рх мы 
всегда обозначаем через Рх. Для множества Е^Н положим

ïc(£) =inf р (х), и (£) = sup р (х), fe (H) = ic, = (1.5)
jtÇE X(E

Функционал p называется d (с)-ограниченным, если fd<^d ("fc с) и 
просто ограниченным, если p — d к с-ограничен. Если р — ограничен, 
то Wc(c, d). Через X обозначим множество нормированных последо
вательностей, а через /д—элементы из х» слабо сходящиеся к нулю. 
Введем следующие множества точек:

w = {X: j (хЛ| Ç Хо. Р (хл) — X},

°i = ^:Я 1*4 U х* — 0},

«1= {Ь £ Я {хл} € Хо> Ах х„ 0),

°։ = |Х £ W-. з {хя) Ах хя -♦ 0, р (хя) —X),

=Р>€ Я 1хя} 6Zo> Ах хя -» 0, р (хя) -* X).

Кроме того, если р—d (с)-неограничен, считаем, что d (с) принадлежит 
ai и я/, i=l, 2. Очевидны следующие включения:

w^W, paÇasC01C՜^, ^Ça/, i= 1, 2. (1.6)
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Замечание 1.2. Для классического случая £;.= >1—А, р (х) = 
(Ах, х)/(х, х) является обычным ф.Р., 1^—числовой областью А. Кро
ме того, з։ = 5. = з (А), Л1=1:։=к (А), ра=р-з (А).

Лемма 1.3. ([4]). Пусть / и х=/=0. Тогда

Р (х) < >. <-> (£; х, х) >0, (1.7)
Р (х) =■ л <—> (Ь,_ х, х)= 0, (1.8)
р (х) > ). <-> (I, х, х)<0. (1.9)

Следствие 1.4. Если >.^рз, х£Р).\{0|, то р (х) = X. 
Следствие 1.5. Если р — «/-ограничен, то > 0.
Соответствующим образом следствие 1.5 формулируется для с-ог- 

раниченного функционала. В дальнейхпем мы все формулируем для 
правого конца 7</.

Следствие 1.6. Если р—«/-ограничен, то справедливо нера
венство

х|‘ С 11£Т4 - ьр (Х)В И, х + 0. (1.10)

Доказательство. Так как Lld ^0, то (1.10) следует из не
равенства Рида [16] и (1.3).

2. Леммы о структуре множеств а«, в w

Лемма 2.1. Множества w, о,, vi, i=l, 2—замкнуты, а мно
жества W u w — выпуклы.

Доказательство леммы не сложно, однако громоздко, поэтому мы 
его опускаем.

Лемма 2.2. Множества а1։ к1։ з։ u w непусты fa, 7с С °։- Если 
р — d-ограничен и О^ра (Z,Td), то 7</£^։.

Доказательство. Так как dim Н = оо, то хо=/=0, поэтому 
w=f=Q5. То, что ^1=^0, будет показано позднее (см. § 5). Если р—d- 
неограничен, то d^alt at по определению. В противном случае найдем 
(хя) £ Ъ Р (хя)~*7ц. Из неравенства (1.10) тогда fd £ з։. Пусть те
перь 0£рз (£fd). Можно считать, что х„- х. Тогда Lfdx=0 и, тем 
самым, х = 0, т. е. т</ £

Лемма 2.3. Пусть Е^_Н, codim Е < со и 7 = 7d (Ь)*£ «а. Тогда 
существует элемент р££\[0| такой, что 7 = р (у) и PL^y = Q, 
где Р—проектор на Е. В частности, 7 IF.

Доказательство. Пусть, сначала Е=Н. Так как 7d$’ts, то 
р—«/-ограничен. По лемме 2.2 7d€°։>T- е. существует [yn)Cz> Р (уп)~* 
~»7<ь Lid уя -»О, уп—*y=/=Q. Покажем, что р (у) = 7d. Допустим, что 
р (y)<Z~{ti. Тогда в силу непрерывности р, хп = Уп—у -» 0. Положив 

Zn = zn/||zn||, будем иметь {хя|^7_0. Пусть р (р) <C^<C7tf- Тогда (L\zn, 
z„) = (Liyn, yn)-2(Liy, yn)+(L>.y, у)- Из (1.7) и того, что dn = 
=—2 (L> yn, р)4֊(£* у, р)—(—^> р.р) следует, что dn<0 для достаточно
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большого п. Далее, так как и р (уп) -*■ то р (уп)^>к и п0՜ 
этому (Л уп, уЛ)<0. Таким образом, для достаточно большого п (за

висящего от X) (L\zn, zn)<0, поэтому в силу (1.2) и (1.9) p(zn)^>). 

Устремляя X к id, найдем последовательность |хЛ1 с |хл|, р(хл)—*7</. 
Из (1.10) тогда L1(lxn-+0 и противоречит тому, что Та£т.г. Пусть 
теперь codim По лемме 2.2, примененной к с.Р. (PL, р) на Е,
найдем {^л>) с Е, |ym|| = 1, р (ут) -* 7, РЬ^Уп —0, уп - у. Покажем, 
что у=^=0. Действительно, из разложения £т у* = PL^ym-j- Рх Е^ут и 
вполне непрерывности следует, что Е^ут— PL L^y. Теперь, если 
бы у = 0, то (С-2. Далее, у£Е, PLiy=Q и (£т у, у) = (РЕ1 у, у)=0. 
Заметим, что 7 £ W. Действительно, 7 £ W и если 7 = 7</ (//) или 
7с (/7), то из первой части доказательства 7 £ й^. Из (1.8) тогда 
Р (у) = Ъ

Следующая лемма есть аналог критерия Вейля.
Лемма 2.4. Точка X£ex\i4 тогда и только тогда, когда 

X—изолированная точка з։, являющаяся собственным значением 
конечной кратности и 0—изолированная точка спектра операто
ра L\.

Доказательство. Пусть 0—изолированная точка о (£;.) и 
X $ рз— собственное значение конечной кратности. Тогда в силу кри
терия Вейля 0£а (£х)\к (£х), что эквивалентно Х^ 0,414. Пусть те
перь X^OjXitj, тогда 0£з (£х)\1г (£>.), в частности, Х£ рз и dim Р).<^оо, 
(Если Х=7е или 7d, это следует из леммы 2.3). Докажем изолирован
ность X в -4. Пусть ХЛ£а,, ХЛ —► X. В силу замкнутости 14 (лемма 2.1) 
можно считать, что ХЛ^з1\к1, поэтому {Хл}срз. Пусть {хл) £'/—соот
ветствующие собственные вектора. Можно считать, что хп — х. Легко 
видеть, что L\ хп -»0. Покажем, что х = 0. Положим ® (ц) — (Аих, х). 
Тогда <р — дифференцируема на (с, d) и ® (Х) = <р (Х„) =0. Поэтому най
дется 6Л между X и Хл такое, что (Е'чп х, хл)=0. Используя непрерыв
ность Е'^, имеем х ֊-» L'} х, в частности, (£/ х, х) =0. С другой 
стороны, (Ех х, х) = 0. Заметим, что X £ W. Если X = или 74, то 
так как Х£ 74, согласно лемме 2.3 X£JJ₽\ Таким образом, всегда X£JF՜ 
и по (1.8), если х¥0, то р(х)—X и, тем самым, (ЕР(Х)Х, х) = 0. А 
это противоречит (1.4). Таким образом, х=0 и мы получили проти
воречие с тем, что X'pKj.

Аналогично доказывается следующая
Лемма 2.5. Если X £ as\Ks, то ֊ изолированная точка at 

и собственное значение конечной кратности. 
Положим

7g” = sup (X; Х£ w}, 7g'/) = sup (X; X £ щ ), i --= 1, 2.

Соответствующим образом вводятся 7^w"> и 7^’ •
Лемма2.6. l)7W<min {7^՛), 7<«>), 2) если 7<<ГК1> T(*J-
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Доказательство. 1) следует из (1.6). Положим /0 = и 
1 = зир (— Е.х, х)/(х, х). При доказательстве 2)>;надо отдельно рассмат

ривать два случая 7 <Р3 (—£><,) и 7 С Р3 (—£>.<,)• Детали опускаем.
Замечание 2.7. В критерии Вейля (лемма 2.4) условие: О — 

изолированная точка спектра оператора — существенно. Также, в 
лемме 2.6, 2) существенно условие 7^«1. Для того и другого случая 
контр-пример уже дает специально построенный квадратичный пучок.

3. Леммы о свойствах функции R ()., х)

Пусть М: (®, /) —♦В. Если в точке ). существует М՜1 £ В, то 
отнесем к резольвентному множеству р (М), а оператор Е-,.= М՜1 бу
дем называть резольвентой.

Обычным образом доказывается следующая
Лемма 3.1. 1). Если М,. непрерывна по в точке Хо и >-о€р(^)> 

то в некоторой окрестности Хо (окрестность в Е) существует ре
зольвента R)., непрерывная в 10. 2). Если в точке )-0 существует 
М,, то Е^ = — Е-^М՛^ Е-,^» >-о € Р (Л/).

Введем следующее обозначение

(3.1)
I , а = р.

Для функции Ал значок А внизу будем опускать.
Следующую лемму можно найти в [17].
Лемма 3.2. Пусть А £ 3 и Хо £ ° (Д)Х11 (-А). Тогда в некото

рой (проколотой) окрестности Хо для резольвенты п. оператора А 
справедливо разложение

п=(Х-).о)-1 /\+д>. (3.2)
причем функция дА дифференцируема в точке и д, = — д?, д).„:

Лемма 3.3. Пусть (Ь, р} — с. Р. и Тогда в некото
рой окрестности \ для резольвенты Е,. справедливо разложение

Ях = (к-10)֊> Л О/Гх+<?>., (3.3)
причем функции К\ и ф. непрерывны в точке >0 и

К1.Х = Ь„0.\х =х, х£ Р֊. (3.4)

Доказательство. Положим А~\1—А>,0. Легко видеть, что 
Х0С3 (Д)Х” (А). Из обычного критерия Вейля и леммы 2.4 следует, 
что найдется некоторая общая окрестность (а, Р)Х{Х0}, в которой оп
ределены функции гх и Е,. Положим Ну, — 14֊ (Ах— Ах,—(>• — \)) 1) п. 
Используя (3.2), найдем, что

Е,= п-Н? = (X-Хо)~1 + дАЯ֊՛. (3.5)
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Положим К,.= Н^, Ок = ч\Н^. Из (3.2) имеем

Н, = / + (Д [X, М ֊ /) Л. + (£>. - О ՜ ’֊о) /) Я- (3.6)

Доопределим Ях в точке \ по формуле
н, = I + Щ-Г) Ри- (3.7)

Очевидно, что функция Ях непрерывна на области определения и

Ях - Ях. = (Д [X, Хо] - Д Ро> ’֊о]) Ри + ֊^и- 0- ֊ >֊о) /) Я>- (3.8)

Покажем, что Хд£р (Н). Допустим, что это не так. Так как оператор 
(£^— /) Рх. вполне непрерывен (в силу леммы 2.4 —конечномерен),
то существует у =г= О, У\ — У 4՜ (Д.— 1)Риу = й- Поэтому 
(^(Рх.»), Рх|,у)=0, Р>,у=/=0. Из следствия 1-4'р <П\у) = Хо И мы по- 
лучим противоречие с (1.4). Таким образом, \ £ р (Я).՝1Теперь по лем
ме 3.1 и 3.2 получим, что (3.3) есть следствие (3.5). Свойства (3.4) 
следуют из (3.3) и (3.7).

В разложении (3.3) функции К, и <2х зависят от /0. Эту зависи
мость мы иногда будем отмечать верхним индексом. Удобно для 
Х^ра считать Рх=|О), Рх =0. Определим функции и К^ в точ
ках X, >о £[■։«» по формулам

= R)., К^ = /.

Введем следующие функции на множестве [7* 7^]\«։:

р, = <Хх>. Л = г* = (/- Рх Л 4) Рх,

R (X, х) = R (X) = (Рх х, х), х £ Н.

Лемма 3.4. Справедливы равенства

ЬкГу.х = £х R), х = Л х, х <֊ Рх, (3.9)

£хГ,. = £>.Рл <Р.. (3.10)

Доказательство. (3.9) есть следствие (3.4) и определений, 
(3.10) выводится из (3.3).

Лемма 3.5. Пусть Хо£(7с, 7*]Х'К1 и х£РХ Тогда функция 
R (X, х) дифференцируема в точке Хо и

R (Хо, х) = (Ьк Рх. х, Р,х), R' ()„, х)= - (2^ Гх.х, Гх.'х). (3.11)

Доказательство. Если Х0со1, то первая часть (3.11) очевид
на, а вторая следует из леммы 3.1. Пусть поэтому, ’хХ«!. Не
трудно показать, что

R' (՝ло)= (9)', Л. х) —(д>,Л»(А’„_ Я՛. х> х)-

Далее, используя, что х, ф.ох^Р^, а также лемму 3.2 и тождество (3.9), 

предыдущее равенство приводится к виду R' (Хо) = —(Рх, Д,Р>. х, х).
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Теперь, используя (3.9) и (3.10), нетрудно получить второе равенство 
в (3.11). Первая часть (3.11) следует из (3.9).

Лемма З.б. Справедливы следующие свойства функции Р() ,х):

1) если >֊с я։, у£Р;֊’ч{0] и R (а, у)=0, то R' (>֊, у)<3),

2) если 1Г, (а, 7</] П "1 = 0 и у £ Рк \ (0], Н (а> ~</1. то 
R ('•> 9)>0. х6(а. Т*]-

Доказательство. Заметим, что в силу леммы 2.3 
1) Пусть R (а, у) =0, тогда из (3.9) и (3.11) следует, что (Лх/у. у, 
Е>.у) = Ъ, Е>у=/=Ъ. Поэтому р(Г\у) = а, и 1) следует из (1.4) и (3.11). 
По лемме 3.5 R (а, у) — дифференцируема на (а, 7^]. Из следствия 
1.5 и (3.11) R (т</, р)>0. Покажем, что R (?</, у)^>0. Допустив против
ное, из (1.11) и (3.11) получим Е\ау =/=0 и р (Г1с1 у) = -(а. Из нэра- 
венства (1.10), Ь-^Е^у ֊0 и из (3.11) получим противоречие у =0.

Допустим, что существуют точки из (я, 7</], в которых R (а, у)=0.. 
В силу непрерывности и того, что R (■[<*, у)^>0, существуют точки 
>■(;(«, 7^]> в которых R (л, у)=0. Пусть у—самая правая из таких то
чек, тогда 7 < 7</. Согласно 1) R' ([, у)<^0, следовательно, в право
сторонней окрестности 7R (а, 7)<^0. Но R (7^, у) >0, поэтому интер
вал (7, 7</) содержит нуль R (а, у), что противоречит выбору 7. Та
ким образом, 2) доказано.

Лемма 3.7. Пусть я£1^, х=^=0 и (։,7</]Пк1=0. Если 
х — ЬР(Х)Х^=0 и х£Рх՜ для А^(а, 7^], то р(х)<я.

Доказательство. Если р(х)£(а, 7^], то, из (3.9) и (3.11) 
_ ՛ л
R (р (х), х)=0, а это противоречит п. 2) леммы 3.6.

4. Некоторые другие леммы

Введем следующие формы для ). £ (с, «/):

[Х։ _ [<д Р> Р (у)]*> У№°> У=№ у] I х=/=0,
I 0 , у=0, ’ 10 , х —0.

Отметим некоторые свойства этих форм, которыми мы будем, 
не оговаривая, пользоваться:

Iе. если ). £ й^, то [х, х]*>0, [х, х]х =0 <—> х = 0,
2е. [х, х]^>0, [х, х] — 0 <“> х =0,

3°. [х, у] = [у, х], форма [х, у]х линейна по первому аргументу,
4°. если (а, х) и (|л, у)— собственные пары, то [х, у] =0,
5°. если А^ро, то форма [х, у] на Рх есть скалярное произве

дение,
6°. если (А/, х/), 1 = !,■■■, п—собственные пары и [х;, х/]=йц> 

то элементы хх, • • ■, хп — линейно независимы,
7°. если (а, у) —собственная пара, хуЮ и [х, у]=0, то (х, у)=0.
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Лемма 4.1. Пусть Е^Ем и уг, •••» У« произвольные^ эле
менты из Н. Если п<Н, то существует х££\{0’ такой, что 
[х, у/] = 0, 1 = 1,- • •, п.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случаи /V ср. 
Пусть 1Г. Найдем элемент г0€ £. = 1 и 1^о> Р (У‘)]У1> 2о) = О’
։ = п. Это всегда можно сделать, так как п<СЛ. Положив =
= р (х0), рекуррентно определим последовательность {г*} с £> ||-гл|| = 1 •

(д [Р*. р(У1)]у։, г») = 0, г=1,-• п, V-» = Р (**-։)•

В силу конечномерности Е можно считать, что г*—»х, !'х||=1. Тогда 
Н* — Р (х) и [х, у/ ] = 0, / = 1, • • ■, и.

Пусть X/ £рз, /•!> ■ • Х„ — собственные значения, повторяющие
ся со своей кратностью. Согласно 4'—6՜1 собственные элементы 
х։, • • •, х„, им соответствующие, можно выбрать линейно независимы
ми. Положим

ХП = [хр • • •, Х„], Е" = не Хп, Хп (X) = Д Р, Х„] Хп,
Хп (Х)= [хх (X),- • •, Хп (X)], Еп (X) = не Хп (X), X е (с, Ф).

Из определений непосредственно видно, что ХП £ Ея, £"6Ея и

£>.: Еп (X) — Еп, [х, х/] = (х, х/ (X)), г =1, - • •, и.
Введем также обобщенную матрицу Грама для векторов х1։•••, х„.

Дх = (а,/(Х))я /=1 , ац (X) = [х/, ху]х, X £ (с, </).

Через е‘ обозначим ортогональный проектор на Е1 (X).
Лемма 4.2. Пусть X ИГ, Х<^ХЯ. Тогда՛. 1) <1е1 А, =/=0, 2) Хп(Ъ)£ 

6 Ея, Еп (X) £ Е", 3) Н = Хп + Еп (X), 4) е" — непрерывная функция.
Доказательство. 1) доказано в работе [8]; 2) и 3) — непо

средственное следствие 1); 4) доказывается обычным образом с ис
пользованием непрерывности функций ац (X) и 1).

Лемма 4.3. Пусть х =/= 0. Если выполнено одно из условий
1) [х, хх]х.= 0, I = 1,- • •, п, Х£ 1Г и Х<ХЯ,
2) |х, х/] = 0, г = 1,- • п, р (х)<Хя, 

то элементы хх,--՛, хп, х линейно независимы.
Доказательство. 1) следует из п. 3) леммы 4.2, а 2)—из 

ТОГО, ЧТО [х, X/ ] =[х, XI ]х, Х = р(х) и 1).
Введем в рассмотрение функцию:

г (X) = Гя (X) = 1£, (£« (X)), Х6(с, СТ).

Положим также Гп (Х)= Пт Гл([х), Гл (X) = Пт Гл (р)'

Лемма 4.4. Пусть /0С ХО<ХЯ. Если [Гл (Хо), Тл (Хо)] П -։= 0, 
то функция Гл (X) непрерывна в точке Хо.

Доказательство. Полунепрерывность снизу ГЛ (Х^ Гл (Хо) 
доказывается обычным образом с использованием непрерывности р и
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Покажем, что Гя (Хо)< Г" (Хд). Пусть ц*—►>х, Г (р։) -» s. В силу 
условий леммы и замкнутости "2, для достаточно большого Л, Г ('Л*) €

По лемме 2.3 для этих k найдем элементы ук £ Еп (р,<), iiy»i = 1- 
такие, что Г (р*) = р (yj и е” ТР(Ул)ук =0. Считая ук —у, покажем, 
что у¥=0. Допустим, что у = 0. Нетрудно видеть, что (е?)L Lp (Уя> ук~* 
— 0. Отсюда, нетрудно вывести, что Ls у к ->■ 0, поэтому s £ «։. Но это 
противоречит тому, что з£[Г" (Хо), Гл (Xq)]. Используя непрерывность 
вл՞՝ (лемма 4.2, 4), а также (1.8), можно получить, что у^Еп (1д) и. 
Р (y)~s՛ Окончательно получим ГЛ (Хд)> р (у) = s.

Положим

п = min jf": t-i = Хя], п = max (։: Xj = Хя|.

Как легко видеть, имеет место следующая

Лемма 4.5. 1) Если п п, то существует х=^=0, х=0,р(<х)— 
= Х„ и [х, х/] = 0, i—1,- ■ •, п; 2) если п = п, Пр? = 0, ։=!»• • •

•••, п и [х, Х/] = 0, ։=!,•••, 71, Х^О, 7710 либо X^tO, либо р(х)<^1-п-
В заключение параграфа приведем некоторую, легко проверяе

мую модификацию одной леммы из работы [4]:
Лемма 4.6. Если x£Xi, х=#0, то X/ Ср(х)-<Х,,

5. Основные теоремы

Следующая теорема есть аналог принципа Релея.
Тебрема 5.1. Пусть (₽, 7<] П«!=0. Тогда, множество (₽, 7в] П 

Г) 3i=/=0 и состоит из изолированных собственных значений ко
нечной кратности • • • >ХЯ> • • ■ (X* = 7d), которым соответ
ствует такая последовательность линейно независимых собствен
ных элементов, что

max р (х) = Х„, [х։, х/]о;/, i, j =1, 2,---, (5.1)՝
|х. х/)-0

1-1,..., л-1

причем максимум в (5.1) достигается на элементе хп (п = 1, 2,•••).
Доказательство. Первая часть теоремы следует из лемм 

2.2 и 2.4. Равенство (5.1) для n= 1 вытекает из следствия 1.4. Допу
стив, что (5.1) доказано для п, покажем его справедливость
для £=п+1. Рассмотрим два случая, а) п<^п. В этом случае надо 
воспользоваться леммой 4.5, 1) и индукционным предположением, б) 
п= п, т. е. ХЯ+։<ХЯ. Пусть xJ=^=O, [х, х/]=0, ։=!,•••, п. Из индук- 

А
ционного предположения следует, что р (х)<^ Хя. Если х = 0, то по 
лемме 4.8, 2) р (х)<^ *.я. Но так как р{х)^ро и (Хя+1, Хя)Прз=0, то 

р (х)<Хя+։. Если же х=/=0, то так какх^Р^, Х£(Хя+։, 7J, предыду
щее неравенство следует из леммы 3.7 с а = Хя+1. Максимум дости



32 Ю. Ш. Абрамов

гается на собственном элементе н силу следствия 1.4. Линейная не
зависимость х1։ •••, хп, хя-ц следует из леммы 4.3.

Теорема 5.2. Пусть Х>- • •> К, (Ц = !</)— собственные зна
чения, причем рл, Х1]П"1 = 0. Если х =/=0, [х, х/1 — 0, ։ = !,•••, п, то 

р(х)<Хя, [р(х), Хя)П°։>0- (5.2)

Доказательство. Если х =0, то по лемме 4.5, 2) р(х)<^/.я. 
В этом случае р (х) £ р= и (5.2) очевидно. Если теперь х 0, то 
для достаточно малого е>0 (Х„—г, 0- В частности, х £ Р,. »
X € Слл ~8> !<*]• По лемме 3.7 (а = ХЛ — в) р (х) а = 3 '*«• Допу-

Л
стив, что [р (х), ).л) Л = 0» имеем (р (х)—е, 7^/] П "! = 0 и х(; Р;_ , 
Х£(р(х)—®, 7Д. Поэтому снова, используя лемму 3.7 (а = р (х)—е), 
получим противоречие р (х)^р (х) —в.

Следствие 5.3. Пусть [х, х/] = О, /=!,•••, п и р (х)^>-'£'1‘ . 
Тогда

[р (х), ХЛ)Пра#= 0.
Пусть тогда согласно лемме 2.2 и 2.4 множество (7^,

1</]П ։’1т^0 и состоит из изолированных собственных значений конеч
ной кратности. Введем функцию распределения числа собственных 
значений, т. е. пусть п (X)—число собственных значений в интервале 
(X, Т<*]» где * X > 7 ^}. Положим также

Е = II ЕЛ, £(Х) = (£РЕ: р (х)>Х, х6£ч(0||. 
п

(5.3)

Тогда

1°. л (Х)>1, л (X)—неубывающая функция, 
2°. £(Х) = Е, Х<Тг и К (1) = 0, X > 

3°. К(К) = {Е£Е: (Лх, х)<0, л££\{0|).

Следующая теорема есть аналог одного результата И. М. Глазман?. 
(см., например, [18]).

Т е о р е м а 5.4. Справедливо равенство

л (X) = зир сПт Е, \ > 7<?<> 
£€Х(л) “ • (5.4)

Доказательство. Через л и /V обозначим левую и правую 
часть (5.4) соответственно. Пусть п<^И и. Е £ К (X) такое, что л< 
<։Вт Е. Согласно лемме 4.1 найдем х £ Е\ {0}, [х, х/] = 0, £=!,•••, л. 
Тогда р(х)>Х>т?։> и в силу следствия 5.3 [р (х), Хя) П р= =/= 0• По
этому п > П. В случае И — со, (5.4) справедливо. Пусть, поэтому 
И<^ос. Если п^>П, то интервал (X, 7^] содержит не менее АГ-|-1 соб
ственных значений. По лемме 4.6 ЛСу-н К ('/•), а это дает противоре
чие Л/^-сПт Ху+1 = А^+1.
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Известно, что если А £ S„, А ^>0 (это эквивалентно условию 
Те = О £ IF, "(Л) = (О)), то А имеет счетное множество собственных 
значений. Нелинейным аналогом этого результата является

Теорема 5.5. Если £ 1Щи ’ci={lc}, то существует счетное 
множество собственных значений конечной кратности, имеющих 
единственную предельную точку fe-

Доказательство. В этом случае = fc, Те
перь теорема следует из леммы 2.4 и (5.4).

Нам нужен следующий аналог „неравенства Вейля“:
Лемма 5.6. Если ££Е', 1 < i <n— 1, то sup р (х)>Хя.

Е

Доказательство. Так как (Хп — 1, то существует у =£0, 
у С X- Г)£. Тогда по лемме 4.6 sup р (х) > р (у)>Х- = Хя.

Е
Следующая теорема есть также аналог принципа Релея (ср. с

Теорема 5.7. Пусть (Р, 7^]П’Г։ = 0. Тогда множество (Р, fd]П 
П а2 =/= 0 и состоит из изолированных собственных значений ко
нечной кратности \ > • • •> Хя • • • (Хх = -^), которым соответ
ствует такая последовательность линейно независимых собствен
ных элементов, что

max р (х) = Х„, (5.5)
1л -rzhn=o 
ieL •••/ л—1

причем максимум в (5.5) достигается на элементе хя (п=1, 2,- • •).
Доказательство. (5.5), как и (5.1) доказывается по индук

ции и существенное различие в доказательстве начинается со случая 
б) (см. доказательство теоремы 5.1). По леммам 4.2, 2) и 4.6 Г՞ (X) > 
>-Хя+։ для Х<;Х„. Согласно лемме 4.4, тогда Г" £ С [Хя+Ь Хя]. Кроме 
того, Гя (>.я)-С/.Л. Теперь нетрудно видеть, что существует точка 
®€[Хя+1, Хя] такая, что Г" (9) =9. По лемме 2.3 найдем у £ Ее'\ (0) та
кой, что ej Ley = 0 и р (у) = 9. Теперь из п. 3 леммы 4.2 видим, что

I/= 0, т. е. и поэтому 9£՜ (Хя+1, Х„). Если бы 9=).я, то у^Хп- 
Но Еп (Х„) П Хп = ]0) и поэтому 9 = Хя+1 = р (у), что и доказывает 
(5.5) для к = п-|֊1. Оставшаяся часть доказательства как в теоре
ме 5.1.

Следующая теорема есть аналог принципа Фишера—Куранта— 
Вейля.

Теорема 5.8. Если (Р, 7d] П = 0, то
min max р (х) = Хя. (5.6)

£€Ея֊1 Е

Доказательство. (5.6) следует из леммы 5.6 и того, что на 
Е"—' (Хя)^Е'1՜1 неравенство Вейля превращается в равенство (см. (5.5)). 
Заметим, что в неравенстве Вейля верхняя грань достигается в силу 
леммы 2.3.

Другим вариантом неравенства Вейля является следующая
91-3
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Лемма 5.9. Пусть уг,- ••, yi£ Н, l^i-Cn—1, тогда 
sup Ip (х), [х, У;] = 0, у =!>•••։ /'} >•!■«.

Доказательство. По лемме 4.1 найдем у £ Х~ \ (0), [։/, 
у /. Далее доказательство как в лемме 5.6.

Аналогично (5.6) доказывается другой вариант принципа Фише
ра—Куранта-Вейля.

Теорема 5.10. Если (Р, 7<<]ПЛ1 = 0, гпо
min sup р (х) = 'tn. (5.7)

. у,.---, уя_ 1 (х. у/1-о
/-։.•••, л-։

Нам нужен следующий аналог „неравенства Пуанкаре“.
Лемма 5.11. Если (Р, f</] П = 0 и £ Е/, i > п, то

min р(х)-СХя. 
. Е

Доказательство. В силу того, что Е֊՜' Q-n) £ Е- суще

ствует у £ Е֊~' р.я) П Е, у=г=0. Из теоремы 5.7 тогда min р (х)^р (у)С 
- Е

< max р (х) = Хя = >■„.
<>я)

Далее, не оговаривая, мы считаем, где нужно, выполненным 
условие теоремы 5.7.

Следующая теорема есть аналог принципа Пуанкаре-Ритца.
Теорема 5.12. Справедливо равенство

max min р (х) •— ).я. (5.8)
£6Е„ Е

Доказательство. (5.8) есть следствие леммы 5.11 и того 
факта, что на Хп £ Ея неравенство Пуанкаре превращается в равен
ство (см. лемму 4.6).

Если Е<=.Н, то на Е индуцируется с.Р. (PL, р), где Р—проектор 
на Е. Пусть \ (Е)^-- • • >/.„ (ЕУ'^-- ■ -ее собственные значения. Обычным 
образом из вариационных принципов выводятся следующие следствия:

Следствие 5.13. Если (М, 7)—другая с.Р. и |\-> • • • (ля^- • • —
ее собственные значения, причем р (х)< q (х), х £ Н\ [0], то ?.я О/ 
п = 1, 2, • •

Следствие 5.14. Пусть Eg^EjC//, n-^dimE։, тогда 

К (Ег)^\п (EJ.
Следствие 5.15. Пусть Opfl = sup |р (х)|, тогда

Р֊Я — НлК — д8> П = 1, 2, • • •.
Следующая теорема есть аналог теоремы отделения Коши-Пуан

каре и следует из леммы 5.6 и теоремы 5.7.
Теорема 5.16. Пусть Е'^Е1, тогда ля+/-С/.я-С ля, п=1, 2, --> 

где ).' = ).я (Е).
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Следствие 5.17. Если Е = Е1 (Хя+,), то >.я+/=).я.
Следующая теорема есть аналог принципа Стенджера [1].
Теорема 5.18. Пусть п~1, 2,« • •; i = 0, 1,2, —, тогда 

min max min р (х) = Хя+/.

Доказательство. Пусть Из теоремы 5.16 и принци
па Пуанкаре-Ритца /.n+i СX' = max min р (х). Заметим, далее, что 

F€ЕЛ (£) F
следствие 5.17 обеспечивает существование подпространства 
такого, что i-n+i = Хя*

Принципы Фишера—Куранта—Вейля и Пуанкаре—Ритца следуют 
из принципа Стенджера. Первый — при п = 1, а второй — при i = 0.

Следующая теорема есть аналог теоремы отделения Штурма [19].
Теорема 5.19. Пусть Н= E°TiEl = •••■=> Ек, Е1 £Е', тогда 

X'՜, -СХ„-С Ч՜1» т՛ е’ собственные значения „перемеживаются“

Это есть легкое следствие принципа Стенджера и следствия 5.14.

6. Выпуклые и вогнутые системы Релея

В этом параграфе считаем функцию Л>. дважды дифференцируе
мой на некотором интервале Л, Wc:A.c(c, d). Кроме того, пусть вы
полнено следующее условие:

(L[x, х)>0, х =/= 0, ИЛ, . (6.1)

являющееся усилением условия (1.4) в определении р.
Определение 6.1. Система Релея (£, р) называется выпуклой, 

вогнутой или линейной (на Л), ‘если соответственно L^^-О, Е^ = 0, 
Ц -<0, X £ Л. В последнем случае, £>. = 'кВ—А.

С системой Релея (£, р) свяжем линейные с.Р. р*), а£Л, 
где

= Х£'— (о£^ —£«), ра (х) = а — (£e х, x)/(L'a х, х). (6.2)

Для удобства формулировок мы рассматриваем только выпуклые с.Р. 
Для вогнутых—результаты изменяются очевидным образом.

Доказательство следующей леммы несложно и использует идею 
„квазилинеаризации“ Р. Беллмана [20].

Лемма 6.2. Если (L, р)—выпуклая с.Р., то 

Р («) = min р<, (х).

Допустим, что’(Р, Тй]П^։=0, тогда для собственных значений 
из (Р, fd] справедлив принцип Пуанкаре-Ритца (5.8). По аналогии с 
(5.8) положим

Х„ (<։)= sup min рл (х), а £ Л, п = 1, 2,•••• (6.S)
£6Ед Е
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Лемма 6.3. Справедливо равенство '>.n On) —'֊п.
Доказательству. Пусть Е £ Е/(, тогда в силу компактности 

сферы пространства Е, min р (х) = р (х0), х0£ Е. Из (5.8) in р (х0) 
Е

и поэтому (£>.„ х0, х0)>0. Следовательно, min рхя (х)<>-л и, тем ca
ff

мым, >.л (Х„) Если теперь Е = Хп, то

Хп 0 я)— пйп р^п (х) = i-n + min
(—Лях, х)

<К„ х, х)
(6.4)

Из леммы 4.6 р (х)^-1Л, х^Хп, поэтому (—Ьу.п х, х)!(Е п х, х) О, 
х£Хп. Но так как (£хЛ хЛ, хЛ) =0, то второе слагаемое в (6.4) равно 
нулю. Это дает обратное неравенство >Л ()л)^->֊л.

Лемма 6.4. Если (Е, р)— выпуклая с.Р., то

1П = min ).л (а).
«ел

Доказательство. Из леммы 6.2 р (х) р« (х), а£А. Тогда 
из (5.8) и (6.3) 1Л (а)^>Хл. Теперь лемма 6.4 следует из леммы 6.3.

Используя вариационные принцип* § 5, леммы 6.2 и 6.4, получим 
новые вариационные принципы для вогнутых и выпуклых с.Р. (они 
интересны тем, что в них не участвует функционал р, а все выражено 
через £« и £«)•

Теорема 6.5. Пусть с.Р. (L, р) выпукла на X и выполнено 
условие (6.1), тогда справедливы следующие принципы:

Хд = max min рл (х) = max min рл (х) =
|х. x/1-o «ел Ix.xtij. =о «ел1 . . . -1 Л

— min sup min ра (х) = min sup min p„ (x) = 
ff6E';-J °6A ?!.••■> уЛ—i (x, y/]-o «ел

я —I

— max min min p« (x) = min sup min p« (x), 
ff6E„ xe£ «ел r «ел ff6En xze *

ХЛ+< = min max 
£6E( f6En

min min pa (x), 
«ел

где p, (x) = a — (La x, x)/(L'a x, x), n=l, 2,- • i =0, 1, 2,• • •.

7. Некоторые следствия

1°. В работе [4] Роджерс показал, что в случае конечномерного 
пространства Н существует базис из собственных элементов с.Р., а для 
собственных значений справедливы принципы (5.6) и (5.8). В [5] Ха- 
делер установил справедливость принципа (5.1). В этом случае кх= 
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— "։ = 0- Указанные результаты следуют из теорем 5.4, 5.6 и 5.8.
2°. В работе [11] Вернер доказал, что для собственных значений 

из интервала •;</] справедлив принцип Пуанкаре-Ритца. Его ре
зультат, а также справедливость и других принципов следуют из 
леммы 2.6 и теорем § 5.

3°. Пусть (£, р)—система Релея с функцией

= г (՝!.) В-,, —Ак, К (с, </), (7.1)

где г (X)—непрерывная на (с, </) функция, Вл, А,.: (с, </)-* 5—непре
рывные операторозначные функции, причем |(Вх х, х)| > Л(х|р, £>0 и 
А,. £ 5», X £ Считая г (с) = г (</) = 0, положим Лг = {Х£ №: г (Х)=0).
Нетрудно видеть, что «։=Л, и, тем самым, для собственных значений 
из (։3, 7</| справедливы все принципы § 5 с Р = тах {X: Х£ЛГ).

4°. В работе [8] Хаделер рассмотрел с.Р. с функцией

£х = г(Х)7-А, Х^(С, <0, (7.2)
где г (X) и А\ удовлетворяют условиям п. 3. Так как (7.2) есть (7.1) 
при В, — /, то результаты Хаделера следуют из п. 3.

5°. В работе [6] Тёрнер рассмотрел с.Р. с функцией

Ц = )« Вп + • • • + X* + X/- А, Xе (- оо, со), (7.3)

где А ^5«, ։=2, •••, п, Л>0, а р (х) есть единствен
ное решение уравнения

(£х х, х)=0, X £ /?+. (7.4)

Тёрнер при некоторых ограничениях установил принципы (5.1), (5.6) 
и (5.8). В рассматриваемом случае ^1=«я== {0}, 7с=0. И из п. 3 при 

п
Вл = /-[-Т, X’՜1 В,, А\ = А следует существование счетного множества

собственных значений, скапливающихся лишь к точке 0. Система Ре
лея (7.3), (7.4) выпукла на 7?+, и справедливы все принципы §§ 5 и 6.

6°. Пусть с.Р. (£, р) задана функцией

Д = X* /- 2 X’ Л„ Х£ (- со, оо), (7.5)
’•■=0

где Л, Л,> 0, ч = 0, • • •, к—1, Л/о.>0 для некоторого /0, 0<г0<
—1, а р (х) есть единственное решение (7.4). В этом случае 

7с = 0, = ~2= [ 0), существует счетное множество собственных зна
чений, для которых справедливы принципы § 5. Это есть следствие 
того, что (7.5) есть частный случай (7-1) при г (Х)= X*,

*—1
Вх = I, Л>. = 2 Х’Л,.

7°. Пусть (£, р) с.Р. с функцией
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*
Л=в+ 2(—!)’-*>•')•€ °°)»

V—!
тде В=В0-А0, А, у = 0,--,к, В>0, А, > О, Л, >0, *=2, • • ■ 

■ • к, (Ви х, х)> К Л*Г, Л>0 и р (х) есть единственное решение урав
нения (£>х х, х)=0, R՜՜. В этом случае 7с = °°> ^'с=( °°> 0]>
тг։ _ к, = {—со). Существует счетное множество собственных значений, 
скапливающихся лишь к — °о. Система Релея вогнута на R , и спра
ведливы все принципы §§ 5 и 6.

8". Пусть £» = >“4 4֊ 1В + С— сильно демпфированный квадра
тичный пучок, т. е. (Вх, х)։ — 4 (Ах, х)(Сх, х)^>0, х=/=0. Из послед
него условия следует (см. [9]) постоянство знака формы (Вх, х) на 
множестве а0 = (х=/=0; (Ах, х) = 0). Пусть (Вх, х)>0, х£а0. Положим

Р (*) =
—------[—(Вх, x)+rf (х)], х£а0
2(Ах, х)
— (Сх, х)/(Вх, х), х^Оо>

тде (1 (х) = {(Вх, х)‘— 4 (Ах, х)(Сх, х)}1/2. Из вышеуказанных усло
вий легко следует, что (Ь, р)—система Релея. В работе [9] Кюне по
казал справедливость принципов (5.5) и (5.6). На самом деле, в рас
сматриваемом случае, как это следует из § 5, справедливы все ва
риационные принципы § 5.

9°. Лангер в [10] рассмотрел сильно демпфированный квадратич
ный пучок при следующих дополнительных ограничениях:

а) С>0, б) (Вх, х)>0, х£а+ис0, где а+ = {х У=0; (Ах, х) >0), 
в) 0 £ а (А), г) а (А) П R՜ состоит из оо собственных зна

чений. Результаты Лангера легко следуют из теоремы 5.4 и результа
тов § 5.

Автор благодарен Д. Ф. Харазову за помощь в работе.
Ленинградские финансово-экономический

институт им. Н. А. Вознесенского Поступила 25.1.1973

3111’. Շ. ԱՐՐԱՍ՚ՈՎ. Պարամետրի նկատմամբ ոշ-դծային որոշ խնդիրների սեփական ար
ժեքների վարիացիոն հատկությունները (ամփոփում)

Աշխատանքում ցույց է տրված, որ ՈԼ~գծային խնդրի սեփական արժեքները բնութագրվում 
են վարիացիոն սկզբունքներով, որոնք հանդիսանում են Ռելեի, ֆիշեր-Կուրանտ֊Վեշլի, Պուան- 
կարե-Ռիտցի դասական վարիացիոն սկզբունքների և Ստենջերի սկզբունքի 'նմանատիպերդ

Ju. Sh. ABRAMOV. Variational properties of eigenvalues of some nonlinear 
problems (summary)

It is proved that the eigenvalues of some nonlinear problem are characterized 
by variational principles analogous to the classical ones for linear problems.
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X. О МОВСИСЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ по 
СИСТЕМАМ ХААРА И УОЛША

1°. Будем рассматривать на единичном квадрате [0,1]Х[0,1]^[0,1]2 
двойные ряды Хаара и Уолша

2 О-пт /.пт(1) 
п, т — 0

’ 5] аП„ (х, у). (2)
л, т-0

Под сходимостью каждого из этих рядов будем понимать стрем
ление его частичных сумм Зпт (х, у) к пределу, когда пит стремят
ся к бесконечности независимо друг от друга. Это обстоятельство мы 
будем обозначать так: (п, т) -*  оо.

В настоящей работе исследуются вопросы единственности сходя
щихся всюду, кроме, быть может, счетного множества точек, рядов 
(1) и (2), когда сходимость понимается в указанном выше смысле.

Заметим, что за последние годы было получено много результа
тов о единственности обычных (одномерных) рядов по системам Хаара 
и Уолша (см. [1], [2], [3], [4], [5], [8]), являющихся или аналогами из
вестных теорем о единственности тригонометрических рядов или же 
содержащих утверждения, которые в случае тригонометрической сис
темы до сих пор не доказаны.

В случае двойных рядов, когда рассматривается сходимость по 
прямоугольникам, опубликована работа [6]. В этой работе очень слож
ным путем установлена

Теорема А. Если тригонометрический ряд

2 атпе‘^^

сходится всюду к конечной суммируемой функции / (х, у), то он 
является рядом Фурье функции / (х, у).

Отметим, что теорема А доказана только для двойных тригоно
метрических рядов. Эта теорема в частности содержит аналог теоре
мы Кантора для двойных тригонометрических рядов, который до 
указанной работы также не был установлен.

В работе [7] без доказательства сформулирована теорема о един
ственности многомерных рядов по системе Хаара, когда под сходи
мостью понимается сходимость по ограниченным прямоугольникам.
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Нами установлена теорема о единственности двойных рядов 
Хаара, являющаяся распространением теоремы 3 работы [1] Ф. Г. 
Арутюняна и А. А. Талаляна на двойные ряды Хаара, а также в 
усиленной форме доказан аналог теоремы А для двойных рядов 
Уолша.

В доказательстве этих теорем использованы метод работы [1] и 
одна лемма о свойствах коэффициентов всюду сходящихся двойных 
рядов Уолша (см. лемму 2).

Полученные теоремы формулируются следующим образом.
Теорема 1. Пусть ряд (1) обладает свойствами՝.
а) некоторая подпоследовательность Злг*ж л (х, у) частичных 

сумм ряда (1) сходится к суммируемой функции / (х, у) всюду на 
единичном квадрате [0,1]։, кроме, быть может, счетною множе
ства точек;

в) для любой точки (х0, у0) £ [0,1]а и для любого фиксирован
ного т

Вт °?՞ . =0, 
*-"« '•п^т\Х0,у0) (3)

где п1 п2< • * • <Г п*<  ••• —все те номера, для которых 
У-пкт (х0, ։/о)=/=О;

с) для любой точки (х0> уи) £ [0, I]2 и для любого фиксирован
ною п

в. = о,
(-<• /-лтДХц, Уа) (4)

где тп։ <Հ та <Հ • • • <Հ т/ < • • • — все те номера, для которых 
Հոաւ(* 0, у0)=£0‘ Тогда ряд (1) является рядом Фурье функции 
ք (х, у) по двойной системе Хаара. ■

Теорема 2. Пусть ряд (2) сходится всюду, хроме, быть 
может, счетною множества точек, к суммируемой функции ք (х, у). 
Тогда ряд (2) является рядом Фурье функции ](х,у) по двойной 
системе Уолша, т. е.

®лт /(х> у) (х, у) dxdy, n, т—0, 1, 
io. ։)•

2.

Теорема 2 получается как следствие из доказанной в настоящей ра
боте 2 и формулируемой ниже теоремы.

Теорема 3. Пусть ряд (2) обладает свойствами՝. *

1°. lim anm =0 при любом т, т =0, 1, 2,՛--, 
Л-»«»
Кт ®лт = 0 при любом п, п = 0, 1, 2, •••. 
/71-**

2Э. Для некоторых последовательностей натуральных чисел 

к1<к^՝"<к1<",
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4<4< •••<//<■ •
частные суммы а'/ (х, у), ։ = 1, 2>>,։» ряда (2) при /—»со
сходятся к суммируемой, функции / (х, у) всюду, кроме, быть мо
жет, счетного множества точек. Тогда ряд (2) является рядом 
Фурье функции / (х, у) по двойной системе Уолша, т. е.

а„т = /(*>  У) Wnm dxdy> п, m = G,l, 2,- • •.
[0. 1 )•

Эти теоремы верны также для n-кратных (л^>2) рядов по системам 
Хаара и Уолша. Доказательство теорем в общем случае совпадает с 
доказательствами теорем 1, 2, 3, сформулированных для двойных 
рядов.

Прежде чем приступить к доказательству теорем, напомним оп
ределения систем Хаара и Уолша.

Система Хаара

(х), 7.V’ (х)> XÎ1’ (х), Х?’(х), • • - , 4” 

определяется следующим образом:

ХоО) (х) = 1 при

(5)

֊1

1

С[о, 1],

при X 6 | 0, —

r f 1 ,
при Ж —, 1

1при X —

Х?’(х) =

о

Для определения функций Х^ (х)> л =1, 2, --, к=1, 2,-■ •, 2я, 
разделим отрезок [0, 1] на 2я+1 равных частей и обозначим через 
■Д£°> 1=1, 2,---, 2Я+1, полученные открытые интервалы. Положим

Xj,* ’ (х) =

при xÇA?-” 

— /2я՜ при х^42*’ (6)

О при x^ttf, i=f=2k-l, 2к, 1<1<2"+՛.

В точках х=0 и х=1 значения функции (х) полагаем равными ее 
значениям, соответственно, на интервалах Д^ и ДС2՞*՜ ”. В остальных 
точках значения функции х(я*>  (х) принимаются равными среднему ариф
метическому ее левого и правого пределов.

Через

Х0(х), Х1(х), Х։(х),..-,ХЯ (х), • ■ • (7)

обозначаются функции системы Хаара, перенумерованные в порядке (5).
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Система Уолша

(х), В^։) (х), 1^4 (х), (х), • • -, «Z(D (х), • ■ •, W^n) (х), • • • (8) 

определяется через систему Хаара (см. [9], стр. 155) следующим об
разом:

«Т (х)=ф (х), (х) = ZJD (х),

ü'to-= ьР’ю + 4։,(«)]1
Г ■“

^:>« = -^֊Й"«-7.РЫ]|’

СТ

(10)

и вообще 

*̂ ’^,=7Р2 7™м. " = 2,з,- к=1, 2,-., 2", (11)

где выбранная определенным образом матрица ||а^( такова, что ее 
строки ортогональны и а$= -± 1.

Через
В5; (х)> ^(х). ^2(х),--, 1Гп(х),---, 

обозначаются функции системы Уолша, перенумерованные в порядке- 
(8).

Двойные системы Хаара и Уолша соответственно определяются 
следующим образом:

ЬшСх, у) = 7,п (х)Хл,(у) (х, у) С [0, I]3, п, тп =0, 1, 2, - • •, (12)

№ппЛх,у)=№п(Х)-№п(у) (х, уК[0. I]2, п, т=0, 1,2,--. (13)

11°. Доказательство теоремы 1. Пусть ряд

2 Спп,ХЛт (х, у) (14)֊
л, т==0

является рядом Фурье функции / (х, у) по двойной системе Хаара, и 
пусть подпоследовательность |5л>ил (х, у)} частных сумм ряда (1) 
сходится к /(х, у) всюду на квадрате [0, I]2, кроме, быть может, 
точек к =1, 2,• • •, я*  £ [0, 1]։. •

Предполагая, что ряды (1) и (14) не совпадают, т. е. что 
аПт=(=Спт хотя бы для одного номера (п, ти), мы придем к противо
речию, доказав, что тогда будет существовать точка (5, т() £ [0, 1]։, 
отличная от всех точек я*,  к—1, 2,•••, в которой последовательность 

(х, у) расходится.
Через Д^- и ьД(л3Д обозначим те наибольшие прямоугольники,, 

внутри которых функция Хят (х, у) принимает положительные значе
ния, а через Д^ и Д^ — те наибольшие прямоугольники, внутри ко
торых функция 7-пт (х, у) принимает отрицательные значения.
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Нетрудно проверить следующие свойства ряда (14).
I. Частные суммы ряда (14) на своих прямоугольниках постоян

ства равны интегральному среднему функции / (х, у) в соответствую
щих прямоугольниках. Прямоугольником постоянства частной суммы 
■Snm (х, у) мы называем всевозможные декартовые произведения, 
ДхХДу, где каждый интервал Д.г является максим-льным интервалом 
постоянства одновременно для всех функций Zo (х), (х), (х) и
Ду является таким интервалом для всех функций Хо (у՝), 7.г (у), - ■ •, 7.т(у). 
Очевидно интервалов Дх будет п штук и Ду — т штук. Интервалы 
Дх (соответственно Ду) попарно не пере;екаются и покрывают отре
зок [0, 1].

II. Частные суммы ряда (14) имеют равностепенно абсолютно не
прерывные интегралы.

III. Ряд (14) сходится в метрике к f (х, у).
Обозначим через .апт (х, у) частные суммы ряда (14). Из свой

ства III следует, что некоторая подпоследовательность последователь
ности (х, у) сходится почти всюду к / (х, у). Не нарушая общ
ности, можно считать, что

Нт (х, у) = / (х, у) (15)

почти всюду на [0, 1]’.
В силу условия а) теоремы 1 и (15) будем иметь

Нт [5д,д/и*  (х, у) — аЛ'*и*  (х, у)]^0 (16>

почти всюду на [0, 1]*.
Далее, ряд (14) удовлетворяет условиям в) и с) теоремы 1. В 

самом деле

[0. И*
'^пт (х, у) dxdy < max !ХЯЯ1 (х, 

(о, 4՛ •/(*. y)\dxdy +

■*՜  ÿ)i^xrfÿ+ i/(

â(n2À

t/)| dxdy •
№ пт пт

Отсюда, так как mes (Д^ U AW j ДЮ и Д^) — 0 при n -|- m - œ, 
следует

lim ------- S™---------- =0>
m - max |՝Znm (x, ÿ)| 

io. t J-
(17)

из которого вытекает выполнение условий в) и с).
Пусть наименьший номер п, для которого при некотором 

значении т — т$, Спт,^ оят,, а — наименьший номер т, для которо
го ср,т а.Р1т- Тогда будут выполнены следующие условия:
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1) Внутри некоторого замкнутого прямоугольника вида Д(^’։) 
*рл< = 1 или 2  частные суммы (х, д) и зР1?1 (х, д) рядов (1) и (14) 
принимают отличные друг от друга постоянные значения.

*

2) При р'^>р1 и у^>у1 функция 7.рч (х, д) может принимать от
личные от нуля значения или только на прямоугольнике или

• Когда р, =[0. <7Х = 0, прямоугольник Д(/Я.?|) совпадает с «вадратом [0, 1]’.

Здесь А обозначает замыкание прямоугольника Д.

же только вне прямоугольника Д(,/ч»Л
Выполнение этих условий непосредственно следует из определе

ния двойной системы Хаара и из выбора чисел рг и уг.
Для доказательства теоремы 1 достаточно установить следую

щую лемму.
Лемма 1. Пдстъ х0 и д0—произвольные точки отрезка [0, 1] 

и через [х0] и [г/0] соответственно обозначены отрезки прямых 
х='х0 и д = д0, лежащие в квадрате [0, 1]*.

Пдсть ра, д0 — произвольные натдральные числа, для кото
рых выполнены дсловия 1) и 2), т. е.

а) Внутри некоторого прямодгольника где (₽.?„= 1 или 2»
частные суммы Зрл, (х, д) и аРада(х, д) рядов (1) и (14) принимают 
отличные дрдг от друга постоянные значения.

3) При р^> ро и <7><7О фднкция 7.рд (х, д) может принимать 
отличные от ндля значения или только на прямодголънике ^р^ 
или только вне ^‘р^.РсЧч

Тогда для любого (?>0 и натуральных чисел М, И можно 
определить числа (Л*|  и Мк £ (Л/*),  натдральные числа р и <7, 
прямоугольник вида Ьр‘дч)> 1рд — 1 или 2, которые ддовлетворяют 
следующим условиям:

1°. Л*>Л,  Мк>М;
2°. прямоугольник не пересекается с отрезками [х0] и 

Гип1 и Д('р«։с: Дим»);1У01 рд Рид„ »
3°. частная сумма $1Чкмк {х, у) ряда (1) постоянна внутри 

прямоугольника б(ррр> и по абсолютной, величине больше (2;
4°. для чисел р, у и прямоугольника ^рр<^ выполнены условия 

а) и Р), в которых вместо р0 и д0 взяты соответственно р и у.
Доказательство. Сначала докажем существование чисел

р0, 90 и прямоугольника Д , . 
"и’о

г • • = 1 или 2, которые удовлетво-
Р0 *0

ряют условиям а) и р), где вместо р0 и у0 взяты соответственно р0 и д0, 
причем
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Л(Ч%)сд('м«։ и [х0] П Д^°Л^=0, ЫП д(^’°^0- О8) 

Роя։о рм‘ р°'о
В силу условия а) имеем

■Sr,«, (х, у) — ар„ч, (х, у)— d ( 19)

всюду внутри прямоугольника Др^*\  где d отличная от нуля по՜ 

стоянная.
Рассмотрим ряд

</+2 3 (агй-cVÀ) 7?iï (*Y'-j(ÿ),  (20)
1=1 1—1

где /.У’2 (х), 1=1, 2, •• — все те функции системы Хаара, которые рав
ны нулю вне проекции прямоугольника YmJ на ось х, а числа и 
с^у—коэффициенты функций 7.^ (х) 7.j(g) в рядах (1) и (14) соот
ветственно.

Положим
dij— a.pjj— Cp‘i), i= 1, 2, • • • ; j = 1, 2, • • •, q0 (21)

?» 
dij7j(y) = bi(y). (22)

/=>։
Ясно, что в точках проекции прямоугольника на ось у функ
ция bi (у) принимает постоянное значение. Поэтому в прямоугольнике 

ряд (20) можно записать в виде

d+j} bt(y)7^(x), (23)

i=l

где bi (у) = const в точках проекции прямоугольника Д^'J>Î“, на ось у.
Обозначим через и Д^, те прямоугольники, лежащие 

в Ч.9,.'7о)> внутри которых функция Ь/(у) 7^ (х), i — 1, 2, - -, прини

мает соответственно положительные и отрицательные значения. Оче
видно найдется по крайней мере одна последовательность вложенных 
прямоугольников Д^ 1к, т*|=1  или 2. Æ=l, 2, - -, такая, что

<.= ••• = =>•••, mes -֊ mes Д^/д (24)

и
Мпл<тДт=0, Л=1,2, .... (25).

Рассмотрим также последовательность прямоугольников Др,]*2 л » 1 =

= '։ <։,<•• •<£*<;••,  где Т*'/ ’!*,  7^=1 или 2.
А приори возможны только два случая:
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I) Частные суммы ряда (23) с номерами /,  к =1, 2,՛֊,  обра

щаются в нуль внутри прямоугольников для всех к = 1, 2,--, 
т. е.

* *

*+ (у) (х)=о (26)
г.-։

всюду внутри к «1, 2,-•..

II) Равенство (26) имеет место не для всех к — 1, 2,---,

Из определения прямоугольников и непосредствен
но видно, что

д( т1) =д( т։) сД(1мЛ д( т*+>) сД1’։1 к—1 2 ••• (27)
р<л. Л ал.։ рл, > ₽»<։. <*+1 » \z')

mes Д! = *̂՜  mes > тез4?^ = — mes Д<т*։, к=\, 2,-- ••
РЛъЧ 2 М« А4о <*4-1 2 p*q9 ’ >

(28)

Далее, по определению и суть те прямоугольники,
внутри которых функция 6/ (у) 7.р‘\к (х) принимает постоянные значе
ния разных знаков, равных по абсолютной величине. Поэтому ясно, 
что в случае 1), т. е. когда выполнены равенства (26), имеем

max >6<։ (у) (х)| = max |6Х (у) (х)| = |</|
д( Ti) д( П)

Р'Чо •։ PaQv 1 (29)
max I6։*  Х,;4 (х)1 = 2*՜ 1 М> к-=1, 2, ■

д( Ч 
АЛи <k

В силу (22)
9г

та,х 14'Л* <х)2 ^л/7./(у)1 = 2*-1Н1. (30)
д( ь) /-1

АЛ»'Л
Следовательно, для каждого к, к=1, 2, ••• найдется номер /*,  1 -С 
-С /*  -С Чо такой, что

max (х) Х/л(у)|>^±И , к^-1,2,--. (31)
д( т*) р° к

Отсюда следует существование числа /0, для которого имеет место 
соотношение

(omax -d^/. (У)1 = тах ) XW ((х) ХУо(^)| >

'*z  (32)



48 X. О. Мовсисян 

при 1—1, 2,- •
Пусть тп0 и *0—те числа, для которых (х)=7.^ (х). Тогда 

шах (■^)1 = УГ2^• 03)
(в, И р" *

В силу (24), (27) и (28) имеют место также равенства 

шах|х&, (х)|= / = 1, 2,-••• (34)
|о, Л 4

Сравнивая неравенства (32) с равенствами (33) и (34), получаем

Н*, /1 и 
'■։՝_____ >.________ , 1=1, 2,-.-. (35)

™а*.  14#*,  " <7о-2т°

Пусть у0 £ (у; Хл(у) =/=0) — некоторая двоично-иррациональная 
точка. В том случае, когда х0 не является двоично-рациональной точ
кой, из (35) следует, что

■ „. . 5?' , т. >--- —, 1=1,2,- - (36)

Если же х0 —двоично-рациональная точка, то из определения значений 
функций системы Хаара в таких точках непосредственно следует, что 
в точке (х0, у0) тоже выполняются неравенства (36).

С другой стороны, очевидно, что ряд

2 (Опт — Спт) 7-пт (х, у) (37)
л. т-0

удовлетворяет условиям в) и с) теоремы 1, так как он представляет 
собой разность рядов (1) и (14), для которых эти условия выполнены. 
Поэтому будем иметь

Вт I
'~’|хЦ(*оЛ/.Ц  = °’ (38)

что противоречит соотношению (36). Таким образом, случай 1) не 
имеет места.

Допустим, что имеет место случай II). Пусть к. = $ — наимень
ший номер, для которого равенство (26) не выполнено. Тогда из оп

ределения прямоугольников следует, что

d + Ь^у) 4У = . (39)

всюду внутри прямоугольника , где <1՛ — отличная от нуля по-
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стоянная. Пусть #—тот номер, для которого функция '/.р,'1л (х) совпа

дает с функцией У/(х). Тогда прямоугольник будет иметь вид

Ш=1 или 2-
Из условия 3) леммы 1, равенства (19), определения функций 

« чисел ар’1/.,Ср}\ следует, что частная сумма ряда (37) с 
номером (/, д0) внутри прямоугольника Д^‘7,) принимает значение с1՛ 
(см. (39)), т. е.

(*,  у)— з։ч<>(х, у) = </'=£0 (40

всюду внутри прямоугольника Д^'7"), причем Д^'7»} с: Д^* 7,1.

Можно считать, что число t и прямоугольник Д^7,) помимо свой
ства (40) обладают также свойством

[хо]ПЛ(4'7«)=0.

В самом деле, если бы имело место [х0] Л Д^Л* 7* 0, то точка х = х

была бы правым или левым концом проекции прямоугольника Д((у7о) на 
ось х и тогда дословным повторением предыдущих рассуждений, где 
вместо чисел рй, д0 и прямоугольника взяты, соответственно
числа £, д0 и прямоугольник Д(^7։>, определим число ро^>1 и прямо, 

.( л^₽07“^ г 1 « Т^п7“) „
угольник^ , , Д , и такие, что 1х0]ПД ,0 =0 и выпол

ни7» Ро ?о Р0Ч.
нено (40) при { = р'о.

Повторением тех же рассуждений относительно переменной у, 
л^о’о^ 

определим число <7о_>9о и прямоугольник Д . “ и такие что
Ро "о *

Д' Л.’^сД^ Л [у0]П Д^ Л’(^= 0 
р0 70 р0 р0 70

и
Зр' ч' (*> у)-°р’ / (х> у)= с у= 0 70 *0 ^0 *0

всюду внутри прямоугольника Д , .
Ро 7о

_ , / ро 7о^__л 7О^
Таким образом, взяв А , и =Д , , , имеем

ро 7о ро 7о

д1 Л7о'сА( 'о’о-, [хЛ пд( 5,^=0, [1>о]пд( Л’°) = 0, (41)

Ро 70 р0 70 ро 70 р0 ч0

91—4
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(х֊») = с <42)

'в') 
всюду внутри А •՛ о< 0 I где с — отличная от нуля постоянная.

-('/ «')
Ясно, что прямоугольник А , 0 не содержит точки (х0, у0) и

обладает свойствами а) и ?), где вместо ри и у0 взяты соответствен
но р'о и д'о.

Рассмотрим частные суммы 3Пщ (х, у) и °лт (х, у) рядов (1) и 
, л ( ДП ’()

(14), где п>рп, т><70 внутри прямоугольника А , .
/»О ’о

Обозначим
$՝пт (х,у) = Злт (х,у) -5Р- (х, у), з'пт (х,у) = ОЛт (х, у) ֊ Я д. (х, у՝).

(43)
Тогда при Мц.^>Ч0 будем иметь

ж*( х> ») = м„ (х, У)+5р'о (х, у), (х, у) =

= а*̂  Мк (х> У)+ 3 Р։ ч։ (х> У՝)- *0 (44)

Пусть <2>0, М и Л'—числа, фигурирующие в формулировке 
леммы. Возьмем

^о>Ро> ^о>9о> М.>ЛГ, М„, >Л/. (45)
• « 

Мы утверждаем, что неравенства

1*5**^* (х» 10К <2 + |алг„.и* (х> 101» & > к0 (46)

('/ /)
не могут выполняться почти всюду на прямоугольнике А , 0 .

г0 ч0
В самом деле, из свойства II ряда (14) следует, что функции 

аЛ'л .и*  (х> У) имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы

Ср' /)
на прямоугольнике А , °, 0 . Если бы каждое из неравенств (46) вы- 

Ро ’о
(' . ?')

поднялось почти всюду на А , °. 0 , то функции и (х, у), к^-кд, 
Ра "о к ՛ *

тоже имели бы равностепенно абсолютно непрерывные интегралы на 
('■//)

прямоугольнике А , °, 0 . Тогда в силу (16) и по теореме Витали о 
г0 »0 

переходе к пределу под знаком интеграла мы имели бы
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<х> У) ~ Зл*.и*  (х* ^У = °- (47>

д!/₽6>)

ро 4 о
Так как

У] ^к»к (х’ у) дх<1у = °» °лгр։*  <х> у)^у-О,

д^Л.’о^

р0 ’о Ро ’о

то в силу (42) и (44) 
I .

У У (х> у) — % ,ил (х* у)] 4хс1у = стев Д^֊₽° + 0, &>£0, 

Д'
р'о ’о 

которое противоречит равенству (47).
Пусть к^ко —наименьшее число, для которого не выполнено 

неравенство (46), т. е. неравенство

|*̂л<*  (х, у)|> <2 4֊ |°^и*  (х, у)| (48)

имеет место на некотором подмножестве положительной меры прямо- 
д( р'п 

угольника Д . и . 
"о «о

Пусть 2г*̂М<2 г*+։,2,*<Л/<2 1*+1 . Тогда, очевидно, неравен
ство (48) будет выполняться на некотором прямоугольнике вида 

('р, ,։
А с д • > являющемся прямоугольником постоянства функции

ро чо
1РЯ (х, у). 2Г*~ ‘ <р<2г‘г1 , 25*՜ ’ < д<2։*+։ .

Найденные числа Л*,  М*  и прямоугольник ^Рч> удовлетворяют 
требованиям леммы 1.

Свойство 1° вытекает из (45) и из того, что к ^-к0. Свойство 2° 
('я' я')

вытекает из (41) и из того, что Д(|^՝сА՝, °, 0 . Свойство 3° следует 
РЧ ро "о

из выбора прямоугольника ^рч} и из (48). Из выбора прямоуголь
ника А^’։ также вытекает, что

=0« (х, у) = (х, у) при (х, у) 6 Ар«’, (49)

$ря (х, у) = (х, у) при (х, у) 6 А^»\ (50)
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Так как частные суммы $Рд (х, у) и (х, у) постоянны на пря
моугольнике то из (48) следует, что эти постоянные отличны
друг от друга. Следовательно числа р, у и прямоугольник ъРм' удов
летворяют условию а) леммы, где положено р0=р и д0 = у.

Так как прямоугольник есть один из прямоугольников по
стоянства функции 7.Рд (х, у), то ясно, что выполнено также условие 
Р) леммы, где положено р0=р и <70 = д. Тем самым требование леммы 
1 тоже выполнено.

Легко видеть, что теорема 1 непосредственно следует из дока
занной леммы 1 и из того, что выполнены условия 1) и 2).

В самом деле, пусть {х/ — множество абсцисс точек г*  и всех
двоично-рациональных точек на [0, 1] и — множество ординат
точек г*  и всех двоично-рациональных точек на [0, 1 ]. Последователь
ным применением лермы 1, в формулировке которой вместо точки 
(х0 Уо) берутся {(х», у/)}£/=>։= [(ая, 6л)}п”1_։, можно определить под
последовательности |Л* Л| и {Л/<л} последовательностей {/V*}  и {Л/*}  

соответственно, прямоугольники л*л , п==1, 2,•••, ։ =1 или 2,
которые обладают свойствами

=>М ^:Л, (51)

Ы Л л!яя։яЛ,։ = 0> П л ’ = 0 ’ (52)

15лг«лл,*я >п (53)

.для всех (х, у) 6 Д-, п = 1, 2, • • •. 'Л л
Из определения последовательности ((а„, 6Л)) и из (51) и (52) 

следует, что

Нт тез Д(_ Т *Л> =0 
л—

и общая точка (;, ?)) прямоугольников д*ягЛя'’) для всех этих прямо

угольников будет внутренней точкой. На основании (53) следует, что 
последовательность .и*  (х, и) в точке ($, т)) расходится, чего не 
может быть, так как (?, -у) отлична от всех точек х*,  к—1, 2, 
(см. (52)). Тем самым теорема 1 доказана.

Теорема 3 получается из теоремы 1 следующим образом:
Рассмотрим ряд
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2 2 2 2 «У (х) ^Ау), (55)
л -= — 1 т =а —1 /в2Л у==2л։

где 1^-1 (х) = 1^։-] (у)=0.
Подставляя вместо функций №'1 (х) и 1₽у(у) их выражения (9), 

(10), (11), получим ряд
•я ею ОЛ 2/Л
2 2 2 2 *.՛£ х"> И 7»> (»), (56)

Л - -1 т = -1 I I /-=!

где

2п 2т 2Я4"1 —1 2/п4‘1— 1
2 2 Л2И 7$ (*) 7«> 2 2 а,, ^(Х) (у), (57)
/<=»1 /«=1 /=2Л /—2л

причем
7.21 (*) =7^ (х), (у) ^7.<0) (у)| *

7.(_2-1) (х) = 0, -/.(2֊Ь (у) = 0 ] 1 И)

Если ряд (56) раскрыть по внутренним суммам, то вновь полученный 
ряд

2 2 апт 7пт (х, у) (59)
п—0 /л=0

будет удовлетворять условиям а), в), с) теоремы 1.
В самом деле, из условия 2° теоремы 3 следует, что подпоследо

вательность частных сумм ряда (59) с номерами (2*',  21‘) /=1, 2,••• 
сходится к f (х, у) всюду на квадрате [0, I]2, кроме, быть может, 
счетного множества точек, т. е. условие а) теоремы 1 для ряда (59) 
выполнено.

С другой стороны, так как jlFnm(x, у)|<Л, то из определения 
двойной системы Хаара имеем

тах Нт 7.«° (*)  7-{т <тах |я/,|-2Л+т =
[0, !]■ <2л + !

2 ту<2л։ + 1

= max I't/J-max IxJ1’(х)-7<Л (9)|». (60)
2Я</<2Л+*  1°» Л*
2»։^ y<2^*՜^

Из (60) и условий 1° теоремы 3 следует, что

lim ------- ■g'1՞1^-------- - =0 при любом т, т — 0, 1, 2,(61)
Л -» max |Хят (х, у) .

10. ։)■

lim ------- —т------------ =0 при любом п, n=0, 1, 2,•••. (62)
m-« max |Хят (х, у)| 

io.il*
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Из определения функций двойной системы Хаара непосредственно 
видно, что равенства (61) и (62) влекут выполнение условий в) и с) 
теоремы 1, так как если /-лт(х0, то

1^-пт (*о>  Уо)1 ™а]Х|։'^л'п ^Х’

В силу теоремы 1 ряд (59) является рядом Фурье функции 
/(х, у). Но по свойству III) ряд (59), а следовательно и ряд (56), 
сходится к / (х, у) в метрике Lv Тогда ряд (55) тоже будет схо
диться к / (х, у) в метрике Lt. Отсюда непосредственно вытекает, 
что ряд (2) является рядом Фурье функции / (х, у). Теорема 3 до
казана.

При доказательстве теоремы 2 используется следующая
Лемма 2. Если ряд

у. “лт Wn (х) (у) (63}
л, /п=0

сходится в каждой точке единичного квадрата |0, I]8, кроме, быть 
может, счетного множества точек, то

1°. lim а-nm = 0 при любом n, n=0, 1, 2,--,

2°. Jim «лт = 0 при любом т, т—0, 1, 2, --. 
п

Доказательство. Докажем свойство 1°. Свойство 2° дока
зывается аналогично.

Пусть ряд (63) сходится всюду на квадрате [О, I]2, кроме, быть 
может, точек z*̂[0,  I]2, k = l, 2,

Обозначим через (х*},  к=1, 2,-•• совокупность всех двоично
рациональных точек отрезка [0, 1] и проекций точек х*  на ось х.

Введем некоторые обозначения. Через и обозначим те 
интервалы, внутри которых функция 7-i (х), 2* -1 i принимает 
положительные и отрицательные значения соответственно, и назовем 
их интервалами ранга к. Через [;] обозначим отрезок прямой х = ;, 
лежащий в квадрате [О, I]2.

Предполагая, что свойство 1° не имеет места, мы придем к про
тиворечию, доказав существование точки ;0 € [0, 1], отличной от всех 
точек х*,  к=1, 2,••• и такой, что на отрезке [с0]> кроме, быть может 
счетного множества точек, ряд (63) расходится.

Пусть для некоторого целого числа п0, ^>0 равенство 1а лем
мы не имеет места, т. е. существует число с^>0 и последователь
ность (/и*)  такие, что

|ялотл| > с, к—1, 2, • • •. (64)

Возьмем * натуральное число р0 так, что

При п„ =0 примем р։ =0.
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2А“։<л0<2^-1 (65)
и рассмотрим ряды

3 *1„к V, (х) ]»„к (у)= УРтк (у) £ ч1тк 1Г, (х), (66)
1=0

2«/т*^(х) (67)
/-0

при к = 1', 2, - • •.
Для каждого значения к, к =1, 2, - • • через А„„к (х, у) и В„тк (х) 

обозначим, соответственно, частные суммы рядов (66) и (67)
п

АПтк(х, У) = ^1тк 1Г,(х) №тк (у) 
1-0
п

Вптк (х) = 2 а1тк (х)
/=0

л = О, 1, 2, • • •.

Если у0 не является двоично-рациональным числом, то для лю
бого х в точке (х, у0) 1В„тк (х)| = |ДПЯ,4 (х, у)| при любом л = 0, 1, 2, • • • 
•••, к=1, 2,-֊.

Легко показать, что на некотором интервале ։л = 1 или 2, 
ранга р0, для некоторой бесконечной подпоследовательности номеров 
|/пр|, выбранной из (т։), имеют место неравенства

152Л-1, тП» (*)1  > с (68)

при любом к— 1, 2, • • •.
В самом деле, если предположить, что при некотором к, к = 1, 

2, — почти всюду на [0, 1] имеет место неравенство

|^2₽и -1, тк (Х)1 <■- С»

то в силу (64) и (65) будем иметь
,1

с։ > тк (х) dx= >с։.
Л /->

Поэтому для каждого к, к — 1, 2,••• существует интервал ранга р0, 
где

тк (х)1 С‘

Так как количество отличных друг от друга интервалов ранга ра ко
нечно, то (68) доказано.

Ясно, что будут иметь место также неравенства
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I Aa.-i, т<у (* ’ *=1» 2» " <69)

при (х, у) V А^»’ X [о, 1], кроме, быть может, тех точек (х, у), орди
наты которых являются двоично-рациональными точками.

Теперь для дальнейшего удобно выделить доказательство сле
дующего утверждения А).

А) Пусть аят —>0 при (л, т) -*  °° и на некотором интервале 
Д^) ранга р имеют место неравенства

^2Р-1.тк (*)!>“>°’ * = 1» 2> ”» /п*<п։*+։ (70)

и ХобА^- произвольная точка.
Тогда для любого натурального N и для любого числа е, 0<^е<д 

можно найти интервал ^ч> ранга q, который обладает свойствами:

a) <7>М .
в) Xnë’Â^’,

с) m'k (х)|>а — е, fc=l, 2,---, где (m*j  — неко

торая подпоследовательность последовательности {/и*].
Доказательство. Пусть 

. е 
8=^йТ’ (71)

выберем число М так, что 2 й 2Р и

|аЛт1<5 при л, лт>2и. (72)

Возьмем ç > N и q^>M. Не будет нарушением общности, если 
считать, что т*  > 2м, к = 1, 2, ■ • ••

Рассмотрим частные суммы (х), 1 < —р при
произвольном фиксированном значении к, к=1, 2,••••

Очевидно, найдется по крайней мере одна последовательность 
вложенных интервалов А^, у =1, 2,•••, 7И-|-1—р таких, что

152Р+/-1,т» (*)1>в  ПРИ (73>

Рассмотрим также интервалы А^/), 1<у< М-J-1 — р, где 

ij= 1 или 2. Ясно, что

4+i)c4/z’)’ 4ЫсДЙ/> 7 = 0, 1,2,---, (И-р;

mes д('/) .-= ±mesA^>, mes Д^> = 1. mes г 

; = о. 1, 2, --,м-Р.
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Заметим также, что на интервалах и Д^/Д/ суммы

2Р+/ 4 1 — 1

У *1т к ф, (х) 
/=2*+/

принимают постоянные значения, равные по абсолютной величине и 
разных знаков. Это следует из определения системы Уолша и из вы
бора интервалов Д^։) и Л^2). Для выполнения (73) интервалы Д^Д нуж
но взять так, чтобы на них знаки этих сумм совпадали со знаком сум
мы (х) на интервале Д^р).

А приори возможны два случая:
I) при х£Д^+^ справедливо неравенство

\В1Р+]-՝.тк (*)К  а-е, у=1, 2,..., М-Ы֊р; (74)

II) неравенства (74) имеют место не для всех у=1,2, • • •, Л#Ч֊1—р. 
Допустим, что имеет место случай I). Тогда при х£

|Я/+'-։.т*(*)1>а+(2/-1)8,  у = 1, 2,.-., ЛЦ-1-р. (75)

При / =1 справедливость неравенства (75) очевидна.
Пусть неравенство (75) верно для у. Покажем его справедливость 

для у-(-1. Так как

1^2Р+/+1-։,тА (х)Ка ֊ 6

при х^д('/7+?’ то

1Д»>+а։ -1, т.к (х)|>а+(2/ -1) е + [а +(2>- 1) е - (а - в)] =

= а + (2'+1-1) е

при X и, следовательно, неравенство (75) доказано.
При у = М — р будем иметь

152'И-1,т/[ (*)!>«  + (2М_р - !) 6 на интервале д^и> 

а при у = Л^4֊1—р

|В?։+1_,.тА (х)|<а֊е,
2 Л1+1_|

2 «/т*  (х)
<=։•՝։

2«-р е

на интервале Д^+1՜1՜1' и тогда существует слагаемое вида аЯЛ>А 1^Л (х), 

2м •Сп-С2‘Ич՜1—1, для которого

V. (х)|> 2^ = ^й«), Т. е.
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которое противоречит условию (72).
Таким образом, предположение, что имеет место случай I), при

водит к противоречию.
Теперь допустим, что имеет место случай II).
Пусть ] =у0—наименьший номер, для которого неравенство (74) 

не выполнено, т. е.

1^+Л-!.«*  (*)!> “ -Е ПРИ (7б>

Из (75) получим

Если точка х0 не принадлежит хотя бы одному из сегментов Д^ или 

^р+1 » т0 внутри такого интервала можно выбрать конечную последо՜ 
вательность интервалов У>Уо» Д° ранга д таких, чтобы знаки 
значений сумм 

2Р+/-1
У, (х)

1^2Р+}—1 

внутри этих интервалов совпадали со знаком суммы (х) на
первоначальном интервале, и тогда будем иметь

1^-1,(*)!>« ֊е> (77)

причем х0 £ Д^։. 

Если х06Др+}։ то точка хв является концом интервала
ВНУТРИ интервала ДрЗД выберем новую конечную последова

тельность интервалов Д^. у0<у<М — р 4֊ 1 таким образом, чтобы 
на них знаки сумм

2Р+)—1 
2 (х)

1-1Р+1- ։

совпали со знаком суммы В'Р-Чо—1, (х) на Др+/ > и рассмотрим

соответствующие им интервалы 6 = 1 или 2. Неравенство

1вгР+/-1, тк (х)| < а — е, у0<у < М — р +1

на Др+^ нарушится хотя бы для одного значения у, так как в против

ном случае получили бы (см. (75))
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1^ и_Ьтл (х)1 > а-4- (21Г-Р՜1 — 1) е, х^Л™,

причем

151-И 1-1, п„ (*)1  < а - е, х £ Д^’1 .

Из последних неравенств следует, что 

и, значит,

и

2»-*-1  8 
2Л

8 ֊ .
------- 2> о 2»+։

для некоторого значения г, где 2мг<^2‘и+1, что противоречит усло
вию (72).

Таким образом, для некоторого у0<^/-СЛ/Ц-р—1 неравенство 
|52я+/_։</Пл (х)|>а—в

имеет место на каждом из интервалов Д^., Д^ .

Замыкание одного из этих интервалов не содержит точки х0. 
Остается вышеуказанным способом внутри этого интервала найти 
интервал ранга д, на котором выполнено неравенство

1^-։.т»(х)|>а-8. (78)

Так как интервалов ранга д всего конечное числб, то существует ин
тервал Д(^?) такой, что неравенство (78) имеет место для бесконечного 
числа значений /п*.

Утверждение А) доказано.
Для доказательства леммы 2 заметим, что если ряд (63) сходит

ся всюду, кроме, быть может, счетного множества точек, то а„т —♦ О 
при (п, т) —» оо и

п
у «1/1^/ (х) 1^/(д) — о при (п, у)՜*  °°> (79)
1-1

т
2 а0 1Г1 (х) 1^/((д)-»-0 при (/, т) -» оо (80)
Н ■

всюду, кроме, быть может, счетного множества точек.
Сравнивая доказанное нами неравенство (68) и утверждение А), 

мы можем выбрать последовательность интервалов Д,’*\  Чг^Чг*̂.' '' 

- • • д„ •< • • •, обладающих тем свойством, что
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и для каждого фиксированного к существует бесконечная последова
тельность натуральных чисел {тп^}Г—р Л ля которых имеют место не
равенства

(«)1>е- 3-֊. •=։. 2. -
_ (У )

Общая точка £0 сегментов не совпадает ни с одним из х*.

к=1,2,--- и принадлежит всем интервалам .
Так как для каждого фиксированного к имеет место неравенство

=т’=1’2>

то некоторая последовательность сумм

3 “/«<*>  W‘ <х) ^1») (У)
։-։ ’* ’*

(*)  г г 1не стремится к нулю при </*֊♦<»,  m-,k -» со всюду на отрезке lc0J, 
кроме, быть может, счетного числа двоично-рациональных точек этого 
отрезка. Это противоречит условию (79) и лемма 2 доказана.

В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну за поста
новку задачи и постоянное внимание при выполнении работы.
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Ь. Հ. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ. Հաարի և Ոալշի սիստեմներով կրկնակի շարքերի միակության մասին 
( ամփոփում)

Աշխատանքում միապատիկ եռանկյունաչափական շարքերի միակության վերաբերյալ Վալլե- 
Պ ոլսսենի հայտնի թեորեմը տարածվում է Ուոլշի րազմապատիկ շարքերի վրաւ

Նման արդյունք միայն կրկնակի եռանկյունաչափական շարքերի համար և ավելի մ ասնավոր- 
դեմքում, երբ պահանջվում է շարքի ամենուրեք զուգամիտություն, ստացված էր [6] աշխա
տանքում ւ

\

Kch. O. MOVSISIAN. On the uniquene։։ of double eerie։ by Haar and 
Wol։h ։y։tem։ (summary)

The paper extends the well-known Valle-Poussin’s theorem on the uniqueness 
of one dimensional trigonometric series to the case of multiple Walsh series.

An analogous result for double trigonometric series has been obtained in [6J 
under strouger assumption of everywhere convergence of the series.
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Н. А. ШИРОКОВ

О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 
НА ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВАХ С НЕНУЛЕВЫМИ

ВНЕШНИМИ УГЛАМИ

Настоящая работа является развернутым изложением заметки 
■|1]. Пусть С — замкнутое множество точек комплексной плоскости 
г, содержащее не менее двух точек, дополнение С1 которого есть

односвязная область, содержащая точку со; и—множество внутренних 
точек множества в; г = ф (О = 7/ 4֊ 70 + Ч------, 7^>0, — функция
регулярная в области 1 |<|<^ со, однолистно отображающая эту об
ласть на С1; 7 = ? (г) —обратная функция для я=ф (#); Г = 1’1=дС— 
граница С; ГR — ф ((И = 7?)), линия уровня С1; =ф ([|?|>Я|)> 
7?>1, С# = р (Е1։ Ея)— расстояние между множествами Ег и Еа; 
Рй(*)=Р(М»  ПО։ >• = >•(«) =Р (М» Г); я0 = я0(я)£Г; \г — г0| = Х; р = 
= р (г, п) = р։+1_ (г0)! ^>0— произвольное фиксированное число;

К (г, 3)—круг {С: |' — -С $}; Հ А), о <ձ, — кольцо |С: 3<|С—
— я|<Д). _

Далее рассматриваем такие множества С, что ф (/) непрерывна 
при 1-С|И<С°°- Пусть /=!»•••> I, 1=0, !,-• — 
различные точки окружности |/| = 1; օ-յ, 0<օ/Հ2, а>=/=1, / =!,•••, I — 
фиксированные числа; А, 0<^Л <^—min |9/—9у|> ~\ j=f=j' — фик-

сированное число;

։
и — дополнение լյ и/ до области 

/-1
Будем говорить, что С имеет I (и только Г) угловых точек

= с внешними углами у=1,..., /, если существуют две
■такие постоянные сг и с3, 0 сх с։ < ос, что

о, il—(
է

. էձշսյ, /=1,- • I,

ci -С 1Ф' W1 < с։, t £ и (1)

’Н/) = Ф (*/)+  Aj(t) t£uh j=l,■■■,!,
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где А) (/) — функции, регулярные в 1<Հ|ք| < оз и непрерывные в точ-

1----- — \ , которая

обращается в 1 при է = оо.
Класс множеств G без кратных граничных точек, удовлетворяю

щих условиям (1), обозначим через ։F*  (с։, с2, էս <4, •••, ti, &i) (пишем 

c2, tlf otj, ti, а/)), если I = 0, то обозначаем через 
Փ*  (պ, с։).

* Недавно появилась работа В. К. Дзядыка [3], в которой при х£Г получена 
та же оценка при несколько иных условиях на множест во G, чем в [2].

Пусть, далее, /•' = )/(z) = min |z— z*|,  я/ = z/(z): |z— zy|=//, 
1

= P (*»  n) = p i_(zj); A — достаточно большое фиксированное число, 
' л

зависящее лишь от области, которое будет определено в дальнейшем;

G'= Gn[ U К (С, Д-р, J (С))], G" = G\G';
-er I+-

НУ> 0 — достаточно малое фиксированное число, зависящее лишь от 
области, будет определено ниже, но, во всяком случае, |яЛ — zr |^>4/7, 
տփէ, տ, /=1,- • •։ Т,

G = G" Ո | и ։ K{zs, h) j , G= G"\G.

Пусть функция f (z) аналитична в G и имеет в G г непрерывных 
производных (r = 0, I,-- ),

ш(3) = sup_ If') (CJ —/(') С։)|.

|ն-Գ1<4

Тогда пишем А(г) Н'“ (4).
Для областей рассматриваемого вида и f^A,r^Hm^‘) в [2] дока

зано существование полиномов Рп (z) степени Հ п таких, что для 
z £ Г выполнено условие

I/1’’ («) — (г)1 < А„ р'՜ ՝ ш (р), р = р £ (z), v=0, 1, • • •, г,
п

где А, зависят только от v, G*.  В настоящей работе приближение 
fl՝' (z) — Pln’> (z) оценивается не только на границе, но и внутри 
области.

Теорема. Пусть f^A^r) , G£ W*  (cv с։, է1է • • •, ti, az). 
Тогда при любом фиксированном натуральном N и для каждого 
п — 0, 1,2, • • • существует полином Pn \ (z) степени -Сп такой, что 

( Рг՜’ °> (₽)> z^G', р = pJ+ ։_ (z0), z0=z0 (z) 
Л

I Г.Г- v + ^ л,Г“‘*+Л Г
|/ь)(г)-рм(2)]<Л,,, ш(Р) + 1——-ш(р'), z^G", (2)

' v = 0,

где Aj,, — постоянные, зависящие лишь от G.
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Замечание. Оценку (2) можно переписать, как нетрудно ви
деть, следующим образом:

f
~r—р*  г—■■+Л'

(7^5 "<!'> +(7^ "(|,) ' (2’>
Р = Р,. 1. (*о)>  р' = р,. !_ (*>) ’ 

+ п п

20 = я0 (г), 2/ = Я) (г),

где я^С, А1,,— некая новая постоянная, зависящая лишь от С. При 
этом правая часть (2) или (2') < сопзЬр'՝՜’ о։ (р), т. е. приближение 
полиномом в точке г не хуже, чем в точке г0 = я0 (г) (см. обозначе
ния). Если же Х>-в>0, то при достаточно большом П приближение 
в точке 2 лучше, чем в любой граничной точке.

Доказательству теоремы предпошлем ряд лемм, большинство из 
которых доказаны в [2].

Определение. Пусть на множестве Е заданы функции а^>0 
и 6^>0. Будем писать а X Ь, если существуют постоянные Д и Вг, 

0 Вг такие, что 5г</-֊-5а. Будем писать а<^-Ь или 
о

Ь-> а, если существует постоянная В<^со такая, что а<.ВЬ.
Лемма 1. Пусть С£Г/?, <$2, г£б,

Г920= г0(г): |2-20| =).. Тогда |С — я\ Ж — г0| +

Доказательство. Имеем |С—— г01 4՜ 1го~г| ~ К—г01+>‘.

Если |С — 20|֊<2Х, то |С — 20|+ХХХ, |'— г|>-Х, т. е. |С—г|Ж|С|—20|+Х; 
если |С — г0| > 2Х, то

|С ֊ 20| + X X |С - 201> |С ֊ *1  > К-*о1-  >՝ > ֊ |С - *о1-

Лемма доказана.

Л е м м а 2. (см. [2]). Пусть я', я" £ С։ П б1, Т — <р (я'), I" = ? (я"), 
я]„—ближайшая к я" угловая точка. Если 0<^я/<^2, то

\я" - /| Ж | Г ֊ г | [|2" ֊ 2Л |1;‘л 4- |Г - Г|Р -1 Ж

Ж|Г-Г|[Г-^| + 1Г-Г|р՛-1,

/. »/ -1

Соответствующая оценка сверху имеет место и при а/ = 2. Соответ
ствующая оценка снизу для aj = 2 имеет место, если модуль прираще
ния arg (2 2/) при движении точки z от z' до я" по некоторой кри

вой, соединяющей 2 и 2 и лежащей в G1, не превосходит 2՜ — 3, где 
82>О фиксировано.
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Лемма 3. Пусть а, Ь, /^>0, 0<а^2, Ь ~ корень уравнения 
6 (а + А)’՜1 = /. Тогда имеем

1/Л’, Х >а’.

Доказательство. Заметим, что условия Ь<^-а и ь<^-а‘‘, и 
Ь-^>а и / эквивалентны (константы в знаках <• и Ж зависят 
только от я). Но если Ь<^ а, то

и + АХ и, 6 (а+6)’~*  X ба՝*՜ ’X л. АХ/а1՜’,
если же А> а, то а 4֊ Ь ~ Ь, Л (а 4֊ А)“՜1 X Ь’ X л, Ь X ).»«. Лемма 
доказана.

Лемма 4 (см. [2]). 11усть г՛, г'^С. Тогда существует спрям

ляемая простая кривая Л = Л (г', г“)сС с концами в точках г и г" 
такая, что

|А(г', 2")|<£/|/- г"|,

где И— некоторая постоянная, зависящая лишь от С, а |А| здесь (и 
в дальнейшем)—длина кривой Л.

Лемма 5 (см. [2]). Пусть г£Г, / = ® (г), (/, — ближайший к I 
прообраз угловой точки. Тогда существуют Аг и Аз, зависящие лишь 
от (7 такие, что

Аз (R -1) [к - ол+я-ф’՜1 < Р*  (*)  < Аз (/г-1) [К - м+ /г-1]’/. -*.

1< R <2, 0<ал<2.

Приступим теперь к доказательству теоремы. Будем, не умаляя 
общности, считать, что в некоторой точке г*  £ С выполнено условие 
/(г*)-  /'(*«)-•••  =/(г) (г*)-0,  ибо в противном случае включим в 
Рп (г) слагаемое

/ (**)  + /' (*•)(*  ֊ *,)  + • • • + (*֊  г,У.
и

Выберем достаточно большие натуральные кит, условия на кото
рые получим в процессе доказательства, и положим, как в [2],

Р.<4= Г}-тЛ Г/го3л>
2«/ Д .) "1 (<•«, 0 — -г)'

где

Сд.« = С/г. е (С) = •!/(R е֊'6) ф (С)), R =1 + - • 
п

91-5
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Напишем формулу для разности

л <.)-/«-£/ У- О* Р(•) (3)
-։ Г

Продифференцировав правую и левую части (3) ч раз, получим 
выражение для /* ’> (г)— (г) через сумму слагаемых вида

.... р.от-фсо <«>
-ж г

5>0, />0,

где ։ — постоянные, а 4՜ * = "*•  Следовательно, достаточно оценить 
отдельное слагаемое вида (4). Имеем

Если г =0, то Ро (г, С)=/(г), а в первом слагаемом в правой части 
(5) стоит / (С)—/ (г). Второе слагаемое в правой части (5) оценивает

ся (см. [2]) как О( —) и при &>2 (ТУ 4՜ г 4՜ 1) меньше необходимой 
\п*  /

оценки (2). Поэтому в (5) осталось оценить лишь первое слагаемое. 
Для г £ С оценка (2) получается почти дословным проведением 
рассуждений из [2], поэтому ограничимся случаем

Имеем

\МЯ.,. । (г)1<- }т (0) </0 С Ка», о — ч|*  |ч — г\' О> (|: — 2|) 

г
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поскольку по лемме 4 для любых точек г, С £ С существует путь 
Л (г, ') с концами в этих точках и длиной <-|г—С|. Имеем

(Ч м г ».и w<.
J К/?, в — г |* +е |, —к

<■ т?«+J*  Ь/г, е — г|* +' |С — г|

+ f /.Ц-, 1^-УJ_ J ри. в — Z *+’-г |C — g\

Значит, нужно оценить выражение вида

-< г М, о —г|*֊  |С — г\

(6)

(7)

где |а = г — ч», £1 = &4-у — г или кг = к + Далее для сокращения 
записи через к будем обозначать не только собственно к, но и ки
что не приведет к недоразумениям.

Допустим теперь, что z£G. Тогда для 

Л-«О ֊. л-1.- •, I. Ясно, что за счет выбора большого т и ма-

лого Н можно рассматривать интегрирование по 9 лишь на интервале 
/ 3 \(—е, в), где в = в (Н) такое, что С/?, в лежат в круге —/7>,если

сек(%„4)пг, |9|<е, R =1 + -L, п>п0 = п0(Л) и CR,0 
\ 2 / п

II к/ Г к/ Н
вне кругов U л I z/0, — ), если (. лежит вне кругов Л ( z/u, —

/-։ \ 4 / \ 2,

лежат

• Jo =

= 1,--, I, /г = 1 + —, 
п

Имеем

п > п0. Оценим внутренний интеграл в (7).

W֊g|) < °>(М 
|C-z| к

н н
Если |С — */а|<С—> то I^R. • — zl^-—> Кя, о — Cj ’ 8“ > где а = min а>, 

2 4 *

= |8| + —, что следует из леммы 2, и для внутреннего интеграла 
п

(7) по

рирования по 9 даст

r.C^+i1) ® ш ^՝)
получится оценка о, —֊—, что после интег-
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1 . ы 0)
п(*+н) « ).

(8>

Видно, что(8)при к7>
2 (УУ+г)

а
меньше правой части. (2). Если

(С— г/,|> у, /о =!»■•■» Л то Кя.»— х 9«> Сй, о !>

и

|Л1<-кя.о-д*^ “(|С-г|) 
|Ся,е-х|‘ К֊г|

(9)

н нТеперь, если |л0 — *7,1 <С — Для какого-нибудь у0, то Х.=|г—х0|^-—• 
2 2

и интегрирование (9) по 9 опять дает величину меньшую, чем в (2);
। • / ч — 1 «> (л) / 1 \если же [д0~гл|> ~ Для всех Уо> то ? = Ря («о) '-՝ ’ ——< п-ш ( — )

2 п л \ и /
и интегрирование (9) по 8 дает

что доказывает теорему в случае г £ (л.

Рассмотрим теперь случай г С. Пусть, для определенности, 
|г—2)\<^Н. Отметим, что часть внутреннего интеграла в (7) по |С — 

— г) | 2Н после интегрирования по 8 имеет оценку----- ------ , так что

достаточно оценить

Если = Ф (^о)> 0 ~ ? (2/ )> < = ® (»)» то по лемме 2
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Гя. 0 - С| ж и»,« - и - о! +а ֊ /I?<-0*(Н-о1(+  0*Г 7՜’

• — го1 Ж И».« О1 (Ио ~ ОI + Ил. * — 01Г7"' (Ю)

I/ (*)|Ж|<-0Г'՜ 1, 6,,.= Яе֊'Ч
Учитывая лемму 1 и (10), нужный нам интеграл перепишем в виде

Ь.тл —-«-»и.Л, (Ия, ։ — 01 (Ю — 01 + Ия. в — 01 7 +1]*  |С — г\

(И) . 1 ՛. *1
Г*  = ф(ГлК-(г;, 2Н)).

Далее придется рассматривать несколько случаев, которые мы будем 
нумеровать римскими цифрами. Подслучаи в каждом случае будем 
нумеровать арабскими цифрамщ а,: различные варианты каждого под
случая будем обозначать латинскими и греческими буквами.

4Д 1 -Случай I. а = Ю — , Л3=Д3 (С)—большая постоянная,
п

1) И —ОК-А»0*՛  Тогда •• г

Ия. о — 01 (Ио— 01 + Ия, о — оГ7՜1 ՛ (а+ —1 Жр,
п \ п /

<о(|С —я|) ш (X) ш (р) ։
. |С — г| X р . •• • •

Нужный рам внутренний интеграл по какой-либо .части 1 с Г*  обозна

чим через Имеем

т
Г < 9^Мр) , Г'- •
3 х* р и.

г.ля (/..л,е.) г.пя (/„ л,в.) ; - , .

а) а>2Д։Э#. Тогда |< — 0]Ха,

У (И֊ 01+ 9*) (*'!1) (в'-1)- 0 Г7-1 |Л|<• а’/՜1 9*.

г.пЖи ЛА)
в) а-С2Дг0*.  Тогда И ~ 0 I + 0*0*>

У (и-о1+ 9ф)(л+11)(։/~1) и- о Г7՜1 |л|<- X

Г.пК44. л,8.) ' I ! I

X У и ֊ 6 Г7 -Г И < • 9? + Ч

г.пл(4.л,е.)

Поскольку



70 Н. А. Широков

|0|< — 
п

|0|>-> 
п

(12)

то интегрирование по 9 в случае а) даст

ш(р) 1 ->»(«/-»)_ р*+»
— )?--------~ X*  <РЬ (13)

а в случае в) интегрирование по 0 производится по промежутку

в_|_ 0*  ) т. е. интеграл меньше интеграла по промежутку
п 2 Д։

||9| > —“— > — и, учитывая (12), получим
4Д։ и

<■» (р) 1 1 а(4+|1+о «/-«+։ _ ш (р) 1
р к* л՞-1 р к*л* + ^+։

д(4 + н + ։) («/-1) х

(ла)"՜*՜*՜ 2

Поскольку ла-^>1, то при т>к + г+2 в этом случае имеем 
оценку

рл+и-
֊г՜ ш (?)• (14)

Тогда (13) и (14) дают нужную оценку в случае 1).
2) |/ — ^о1 Поскольку выбор А, в нашем распоряжении,

мы его выбираем так, что а—/|-С ~~՜ А.#*,  что, как легко видеть, 

сделать можно, тогда о —/0|^ —/0| и интересующий нас интеграл

Г л (0) У

Г.\Л(4о, А։«.)

: перепишется в виде

[/(9)^9 С еГ'Чк-*/|  + в^)(,'-1) к-оГ'՜1 „
" г.хД АЛ) [1* - 'о|(|'» - 'И + и + к]*

х у (К-«1) |л(։ (15)
К — г|
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Пусть Ь > 0 — корень уравнения

Ъ (а + = X.

Тогда Х>Лр влечет за собой: Ь (а + б)*'՜ 1 > А А, — ( а+ — ) »
п \ п /

где А։ — постоянная из леммы 5, зависящая лишь от С. Тогда, выбрав
А2 и зная А3, можно выбрать А настолько большим (и зависящим.

только от С), что Опять рассмотрим несколько случаев,
л

а) Ь < Л28ф. Тогда знаменатель в (15) можно заменить на

к-*о1 ‘ (ко-м+к-и)* “'՜”.
а) а>2Л,0ф. Тогда при R — ОКА։» будет 

к֊ФЧ к- он-е.хе*.

Г 0<*+^«/  Г к- *у|*г ։|л|<-

X а I ,
|Г.\К (<«, ДЛ)1Л к (</. А».) Г.пК («у. АМ

< . 0(*+  Н+1)«/ а֊*« 7. (16)
р

2

|е֊#0|Ха, к-*/|  + б*жк-о1,
У < . е*»  а՜*"/  х

|Г. (/. А,8.)1пл лл.

х у м-//|<*+11+1)(а/"1,|л1<-
г.л*  л.։., ֊)

ш (?) а(|ч !)(«>-։)-*+։,  а/>1, 

<.. Р
Ц) 0(‘+Н+1)«/ 

Р

(17>

В случае в (17) к предполагается настолько большим, что- 
*(1֊а7)>1.

При к — ^о! ~^՜ имеем |/ — //|Ха, к — 014'®*' ='а»к— 

в таком случае

Г ш 00 0*+н  (н+1) («;֊։> Г . М
] X 3 к-м*

Г.Л*՜  (/> -4.։.- ֊] Г.Л*  л,9.,
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ш (P). e^+։ a^+JM«/-։\ (Ig)

P

Если же |/— f0|>>-° и k — f/l>՜^՜» то

k - fol — 1t - fi Ix k - 01 + °* x k - N + a,

J <.^L 0^ J |/-<0|(11+1)<’/֊։)-‘|лк-

M (p) p*+H a(!4-l)(«/-!)-» ■*•! (19)

P

₽) а<2Д2 o#. Если k— f/|<֊7p то k.— folx<։» k~

Г <՜ . ш 0<*+^)  "i a~tm) $4— ш (p) g(*+i 1 + ։> «/ a~iai .
J p * p

г.\*аюл,в.)]пл- ֊)

(20)

Если k — fol> -p |f —f/l> y» TO |f —f/lxk —fol и при k-fol< 

<4Л։9# имеем k — fol+a If — f0|, |f ~ Oïl + x ®».

Г M (p) 0(*+н)  «/
J P

|Г.Л/С(/₽ЛЛ. 4Л,6..)1 ֊-ju/rp/.f-jj

X j |f — for(* _1) ։/_ 1 |rffi< • e^+11) “/ a_(* -J) •/ • (21 )

K-W>J-

Если же If — f0| >4Лг9ж, то |f —f/|4֊9#Xk — f0| и

Г 0*+ h Г («/-»֊* |Л|<-.
J P J

r.\K (t*  4A,0.) ЫЛ

m ф) e*+^  е(|А+1Ж«/-։)-*+։  w (p) g*+H  а(^+։у«/-1)-*+1

P P
(22)

выбрано так, что

Применим лемму 3 для завершения оценок в случае 2), а). Интегри

рование ведется по интервалу 9*  — или 9 , поскольку А
Аг 2Аг

—. Если х—какой-либо показатель у 9$, 
п

участвующий в оценках (15)—(22), то

b 
2Аг
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Если х = V 4֊ ;х+ 1, то соответствующая оценка имеет вид
*** (р) 1 дО+ш-2-т (■>+։)(«/ -1)-о

р и՞*՜ 1

I «у «/

1 тп. — V —|Х—2 Г а;— 1 и I
т—1=----------------------- НИ +֊1+1 (т—|х —2)^---------1-------

а/ I «у а} ]

и, если а>>1, в силу па +>1 получим
Р+|1+2-т

1 ? „(!*+։)(«,-։)֊«>^- р'Я։+|1+1 т—и—|х—2
-------- '■ а •' \ , та =  
пт~1-----------------------------------------------Х"’---------------------------а у

Если «у<+, то
с+|1.-Ы—т

1 л! а(|х+1)(«у— 1)—V _ 1 д(Д—!)(»/— 1) 1
пт-1 ^т-1 кт-|1-2

Если Ь<^-а (т. е. ). то

1֊ ^о+ц+2+т 1 р+2-т ^+1)^—1)^
Лт՜1 Пт—1

у 1 }.|1+2-'п а^+2-'»Х1-«у) Р՞*՜ 1 _ Рт1+|1+1 , /23\
цт 1 -2 у/л։

тх = т — н — 2.

Если Ь -^>а 0֊\> а’О, то

Р+щ-2—т
1 ^Р*|Ц-2-т  д(|Ч-1)(«/-1)—р 1 у I а(р.+ 1)(ау-1)-Р

л"'՜1 яш—։

Имеем

(Н + 1)(а, - 1)- V = (-т. и ^~2 + и +Л (а,-1) - 
\ ау /

(24)

(ц+2- т)(а —1)- V рт^+Щ-! 
кт. т3 = т — 1, (25)

в силу того, ЧТО —1й—<1 и (и + 2 — л*)(а; —1)—«^>0. Если же * =

= (и + |х + 1) в/, « =й, Л—1, то интегрирование соответствующих 
оценок даст нам
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“ (Р) 1 а
р пт՜'

Вновь, если Ь<^ а, то при получим

(26)

(о+н+1) "/֊<"+*  а 
л՞1֊1

1 а(ш-1Х«/-П

и"-1

1

а

}<>֊■+1 )(«;-։)
^ + 1) «/«;-!)

&<п.+н+։ п
—--------, тп4 = т — р —2, (27)

ибо К • аУ.
Если же Ь <■ а, но а> <1, то

1 )(о4-|Ц-1)«;-т+Х а((»+Р- + 1) «у—/я+1]0-։р а֊о»у

и"֊1
1 (И+/+։)(«;-։)_!_ [ 1 д (о+|х+1)«у-ш+։ + иу

пи+у-+1 к“ | лЯ-и-н-։

Ха (и—в—11—2— (®+|1 + ։)ауХ«у-։)-Л/ (28)

При 2 (& — 1)-<2и<и< —----- г—1 в выражении, стоящем в фигур-

ных скобках, заменим X на р и легко убедимся в том, что ап->1 вле
чет ограниченность его сверху, т. е. для всего выражения (28) по
лучим оценку

р/в,+р.И
т8 = и. (29)

Если же Ь-^а и то

® — р — 1.

Если «/<1, то

(т-1)1 “■>' —о
X
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В результате оценок (23)—(31) заключаем, что в случае 2), а) для 
соответствующей части интеграла (15) имеем оценку 

где М—любое достаточно большое фиксированное число.
в) Ь > Аг<^. В этом случае внутренний интеграл в (15) разби

ваем на два: на интеграл, взятый по Г*  п К (£0, Д։9*,  Ь) и на интеграл 
по Г*\/^(/ о> Ъ). В первом интеграле знаменатель заменим на X*  и бу
дем оценивать выражение

֊У Л (6) | |М (32>
-« т.п*

В случае а7^>1 имеем 

(R ֊ 01+ 9#)(*+(1)(’/-։’ <.|/ дСЛ+нХ.у-П

и, если а ^>2Ь, то к —/7|^а

К — |Л|
А®..*)

тогда для рассматриваемого выражения (32) получится оценка

ш (р) / 1 a(A+p-+i)(«t-i),
рХ*  \ п* +11

1 
л(»+н)«;

Но Ха1 и

1 1 дО+14-iH«,-!)^ 1 1 дСА+нХ«/-։)֊- Р*1՜՛1 ՛
I* л*+|Х X*՜1 n*+|1 X*-*

1 1 , ______ 1
X*  л‘*+|х,а/ ° X*-։  nl*+F,il>

_ 1 ՛ 1 а(*+иМ«у-1)  1 е Р*̂
X*֊։  л*+н  (ла)(*+й(’Г1)Ч X*֊ 1 ’

тогда выражение (32) будет меньше 

const ш (р)
р*-։+н-  

X*֊։
(33)

где const — постоянная, не зависящая от р и X.
Если же а ^26, то |t —и

Г \t — ti |(*+lL +1> (^-1) |Л|< • 6(*+и+1) (։/-n+1 ,

Г.л*՜  <•« лл. А)

следовательно выражение (32) оценится так:
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ш (р) / 1 £<*+  1х +!)(»/ -։) +>
р).*  \ п* +|1

+ п(*  +։>)’/ Ь'>

Поскольку , получаем оценку

а затем

• /-! ։
(*+!Ч-0 + «/ , 1

■ Г («+!*)«/

• лт> а.) а/

------------------ -С՛-—__  Р* ||Х

и в результате нужный нам интеграл оценится как 
д/па+р- Ъ—1 п. —1<°(р)-֊-- 7И։=—-(р+1)-^- (34)

У.т* а, а..

При а/<О и а >26 будем иметь |/ — £у| Xа>0Ж, |/— 111-|- 04 Ж а и 
получим оценку для (32):

8

°֊- Г/т (0) Г <՛'- ОНЛ)’***'՜ 1’ к - ОР՜11Л|<•
Р л и и

Г.пК^А^.Ь')

<.<»(?).. 1 (Л+и+1) (./-!) 6<чц( Р* 1+И 
рк* л*+н )Л-1

Если же а-С 26, то

Г (к-О1+0*) (‘+иК“у-1) К֊Ор՜1 |Л|<-
Л — г\

ЛД.. »)

< . Г |^_#у|(«+|‘+1) (V՜1’ |Л|+ 0#(*+|Ч( ’ -4+’/V .
X \ I ]

гФ\х(/у, лА)

< " (х) е (*+н  (»/ -и +«> 
А *

I ,
После умножения на 0* +1 и интегрирования по 0 получим оценку
Ш (Ч 1 1 „
— ---------—(ГьТч-О *Г  Но в Рассматриваемом случае мы имеем

г—г/]>). = |я — я01, |г —г/К|я —я0! + |г0 —я>|<-к+аа/<->.,
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т. е. в нашем случае л'Хл, —_—Хр„ (ху )= (/<•>.', /? =1 т----- по
л։/ “ л

выбору области С и оценку можно переписать в виде

<м (}/) _/*+р-+1  .гЬ+9--V ------<•« (рЭАг- • (37)

Следовательно, интеграл по Г*  Л АГ (/0, Д2&*,  Ь) оценен, перейдем к 
оценке интеграла по Г#\/Г(/о, Ь), который можно записать следую
щим образом:

рш (0) е* +^0 С (H-olW*' HtX,'~1) 1^-ор-1

(38)

а) 6<2а. Рассмотрим интеграл по |f—f/|< Л56*,  где А5= ^-АгА4, 

a А4 < — будет определено ниже. Пусть т min |С—z|, когда С пробе

гает образ 7 дуги Г^ЛА՜^/, А4а) при отображении €=՛{<(/). Пусть 
С06ъ Ко- ‘I = х- Существуют постоянные Вг и Bt, 0<В1<В2<оо, за

висящие только от области G, такие, что для имеем В± (t — 
— (о—ql<Bs|f—Выберем А4 — min ( \ — \

\\ 2 В2 / 2 /
Тогда имеем

|С — г| < \zj — z\ = )/, Ко — z| X |z — z0| 4֊ | z0—%| > X 4֊ |z0 — z/1—

- |Co - z/1 > B, a J ֊ B2 AV ai> -֊■ B,

Это влечет

œ(K-z|) < «(Г) . 
К — z| ՝!' ’ ‘

Далее (напомним, что в рассматриваемом случае |f — ^/|<ГД5б*)

I# - #/1 + X 0*,  |f - f0| Ха X + а, 

и весь интеграл (38) в данном случае оценится так: 

ш (V) 1 -;в/
г п(* +.х+1)«/а

что, как мы видели, равносильно 

ш (//) 1 1 ОЛ^։гН-
<39>

Если то

If-f/l + ^Xlf-f/l, |f_folX|f-fo| + aXa,
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и мы имеем оценку

«О') 1
I'

(н+։Х«у-։)-* +’

<» (г) 1 «у
—77՜ ^л+н+1)«/“ ’/<!>

но поскольку

1 _(и+«)(•/-։)->+։ _ _2 а(*+нК»;-1)  1 х 212-< .212. (40)
-^7“ - п»+и а а(*֊»ч  х'*->^  х*-1  ’ 1 }
то из (39) и (40) заключаем, что и в этом случае есть нужная оцен

ка. Если же 6< |( — 4«то [< —/>|ХаХ|г — <у|+-6Ж, и мы полу֊ 

чаем оценку

ш (к) 1 а(н+։)(«у-1) 1 а^+։)(«>-0_
X л* +|1 ~ X л* 4-'-1

-)֊>•' <-»(₽) ^77 . (41>
Интеграл же по |^ —И ~ Аа дает, в силу

Ла

— ֊2 «,м <•«<₽> • <*)р п*+и X*՜*

Р) 6^-2а. В таком случае в интеграле (38) |/ — <у|Х|< — /0|Х 

X |< — // + 9*  Х|£— #0| + а, ——:-----и (38) оценивается
|С —я| л

следующим образом:

֊^-[/«(ер*̂  ] к-#о1{и+։к’у_։>_*|л|<-

< 1 б(м֊1)(«г-1)-*+» а> 0) х 1 )(!Х+1) 7՜ <» 0 )
п*+'1 X п*+^ ‘ X

ш (р)
Х*-1 а7<1»

ш(р') к— 1р'/Пи+Н

«у

֊(р + 1)±_2 
’у

(43)
, «>>1, тп=

При выводе (43) мы воспользовались тем, что

а' = 1« — Zj | X |г — г0! + |я0 — яу| X X -|- а> X X.
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Соотношения (13)—(43) доказывают теорему в случае I.
4ЛСлучай II. а = к0— */|  <■ —это влечет эквивалентность |0?. е— 

л
— 01 X 16?. ։ — */1>  10 — 01 4՜ к/?. • — 01 кя.»— #7|, /. X).' и нам нужно 
оценить интеграл

(к-ои-е»)(**1Ч(*'~ ,) и—о Г'՜1
(16?. в-Ор+ >■')* (44)

1) |*~0К^»®*»  тогда заменим в (44) знаменатель на 

Ю(|С —*1)  < <■» О') и
՝ ’ |С-х|

у (к—*уц-9е)(*+иХ։>-։) к—оГ7՜1 |л| ~ ,

г.пК(</МЛ) 

(44) оценится как

1 1 ш О') . ,, £*+►•
и(*+|х+։,“> г* ֊ <•«“(?) — (45)

2) к — 6|>Л,6*.  тогда |б?,։ — о1~к— оь к — 01 +е*хк — 01- 
При ву<1 имеем

к—,/|(*+1‘+։х«у-1) 

О-ОР+ )֊')* |Л| < 1 0<*+и+1)  («,-1)+!
(46)

Учитывая, что о>(1С—я|)^> о> (р')
|С-я| р'

интегрируя (46) по 9, полу-

чим оценку

ш (р'). (47)

|л|х

т.п*  Ц/, Л.8.. X' >/«у)

|(*+р.+ 1И«у-1)

к-61ой’) (в'-։,_*и<-

1 (*+н+։)  + — 1(|Ч-։Х«/—1)-*+։|-^-

После интегрирования по 9 окончательно получим оценку

<ц (рЭ 1 
р' л44՛1

*-1

“У <•“»(?')
р'/Пи+р.

и

(48)
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Л֊ 1 / I -14 1
тп—------------(р + 1)----------

а/ а/

Соотношения (44)—(48) доказывают теорему и в случае II, т. е. тео
рема доказана. 
Ленинградский государственный
университет им. А. А. Жданова Поступила 15.111.1972

Ն. Ա. ՇԻՐՈԿՈՎ. Ոչ-զրոյական արտաքին անկյուններով փակ բազմությունների վրա ֆունկ
ցիաների հավասարաչափ մոտարկման մասին (ամփոփում)

Ոյ-ղրոյական արտաքին անկյուններ ունեցող վեր քավոր թվով անկյունային կետերով G 
տիրույթի եղրի ողորկության վրա բավականաչափ թույյ սահմանափակումների դեպքում ապա
ցուցված է

Թեորեմ. Դիցուք ք £A<r>H°™ (G)‘ Այդ մամանակ ցանկացած N-իՀհամտր, N >0, 
դսյոլթյուն ունի Ո-ից փոէր կ““մ հավասար կարղի (z) րաղմանդտմի այնպես որ z-ի 

համար^^ G. ֊եղի ունի ■

I/Ю (Z) -PJ1 WK A. I.MI,
սրտեղ A կախված է միայն G-ից, ^-ից, N-ից, իսկ իլ ).լ p', X*  , մեծոլթյունները 
միայն ո֊ից և G-իցւ թավականաչափ մեծ ո-երի համար G-ի խիստ ներսն ընկնում z կե
տերում (այսինքն երբ \ > Տօ >. 0) մոտարկումը կլինի հավասարապես ավելի լավ, քան 
ցանկացած եղրային կետում,

N. A. SHIROKOV. On uniform approximation of functions on closed, sets with 
nonzero exterlon angles (summary)

a
Let G be a domain whose boundary G possesses a finite number of corner 

points with nonzero exteriour angles. Under slight restrictions on the smoothness of 
A

G the following is proved:
Theorem. Let f ^A^H"’^ (G). Then for an arbitrary N>0 there exists a 

polinomial pn (z) of degree <n such that for z£ G the condition

J nr—*+ЛГ  tfr~ *+Л г
(z)— (z)l Հ A, I------------ ա (p) 4---------------- աPn \ [(p + X)*  W^(p'+X')*

is satisfied, where A4 depends only on G, v and TV; p, X, p', X' depend only on G 
and z. When n is sufficiently large the approximation in the points Z, wich are situa
ted strictly inside G (i. e. when X > s0 > 0) will be better, than in any boundary 
point.
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