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հմրագրւււթյոմւը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր ոերիա ոՄաթեմատիկա» ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները1

1. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենաղրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեգուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով» । ՚

2, Մեծատառ լատինական տահհրը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին , պետք 
է ընղգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում է

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընղգծվեն ալիքաձև գծով»

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում» • 15

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ, զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

6. ՀոդւԼածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

?. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին »էերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

8. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը»

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անո»նը և հայրանունը»
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա ոՄաթեմ ատիկա»»
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Г. М. АЙРАПЕТЯН

О БАЗИСЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ
В ПОДПРОСТРАНСТВАХ КЛАССОВ ХАРДИ НР (1<р<оо)

Если {a*}f(0<|a*|<l)  — произвольная последовательность от­
личных друг от друга точек единичного круга, то, как хорошо из­
вестно, при условии

2 d-NX + оэ (1)

система рациональных функций
r>(z)=-4— (*=1,2,...)  (2)՜

1— a  Z*
не замкнута в классах Нв(1 < со) Харди.

В ряде работ (см. [1] и [2]) была дана полная внутренняя харак­
теристика линейной оболочки ՝1~р {а*}  с: Нр незамкнутой системы 
|г*(х))Г.

В работах [3] и [4] существенно пользуясь тем, что На — гиль­
бертово пространство, было установлено, что условие

inf J-] >8>0 (3)

необходимо и достаточно для того, чтобы система (г*  (г))“ была 
базисом в своей линейной оболочке (а*}  в метрике Lt на окружно­
сти |z|=l.

В настоящей статье исследуется вопрос о базисности системы 
(г*  (z))j“ в подпространствах 1р (а*)  негильбертовых классов Харди 
Нр <С. °°)> когда методы, развитые в случае гильбертового про­
странства На непосредственно не применимы.

В основе метода решения нашей задачи лежит тождество

—4֊ =2 w S«.*(Q  4- . (4)
*-i l — lz

TAG

2,-), (5)(C — a*)  Bm (a*)  **_*  1— a*  C a„

а также простой факт биортогональности систем (г*  (z), 2m, *(z)}"  
(l-Cm-^oo) на окружности |z|=l.

Отметим, что как это тождество, так и свойство биортогональ­
ности указанных систем являются лишь специальными случаями более
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общих результатов такого же рода, установленных в недавней работе 
М. М. Джрбашяна [5].

В § 1 статьи приводится ряд предварительных сведений и лемм. 
Здесь, в частности, при условии (1) определяется система функци 
{2*  (х)|։“, которая наряду с системой {2«,*}"  биортогональна с 
{г*  (г)}~ на окружности |д| = 1.

В § 2 в предположении, что последовательность (<։*} ։ удовлетво 
ряет условию (3), доказываются следующие два основных утверждения.

I. Для любой функции {»)  (КСр'С00) имеет место*
представление

/(ж) = 2 с*(/)г*(х),  гбС/:, (6)

где К есть замыкание множества точек {1/*л}1
с*(/)  = ֊ [/(0 2Й01Л1 (Л=1, 2,-• •). (7>

I 
14-։

и ряд сходится по метрике Ьр на окружности |х| = 1.
II. Для любой функции (а)  (1 имеет место*

разложение

/М = В И 2 /(,*>  СЛ (8)
*_1 (*  - а*)  В (а*)

причем ряд сходится по метрике Ьр на окружности.

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1.1 (а). Пусть {“}'  (0<|сц|<^1) — произвольная последователь­
ность отличных друг от друга комплексных чисел. Всюду дальше бу­
дем предполагать, что наша последовательность удовлетворяет усло­
вию Бляшке

*

(Ы)

и писать (а*)~  £ В.
В этом предположении нашу последовательность отнесем к клас­

су ВС и будем писать {<։*) “£ ВС, если при некотором о (0<^о<^ 1) 
соблюдается условие Л. Карлесона

п|гт^-|>8>°- <1-2>
I -1

(б). С последовательностью (а*) ” ассоциируем ее функцию 
Бляшке
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В(г)= П֊֊’
*_1 1— я* * а*

* Специальный случай теоремы из [5] при условии, что все числа последо­
вательности {®д)р отличны друг от друга.

(1.3)

а также функции

Вт (г) = П я*_  * (т = 1, 2,. -). 
1—а*  г а* (1.4)

Далее введем в рассмотрение следующие системы функций

1—а*  г
(*=1,  2.-- )

(1.5)

В (г) 
(я֊а*)В'( а*) ’ (1.6)

а также

2», т (^) —
Дп_(?)_

(г — а*)  Вт (а*)
(т = 1, 2, -.) (к=1, 2,-,т). (1.7)

Заметим, что системы функций {г*  (/), 2*  (<)}”> а также 
2*,  т (#))։" биортогональны на окружности |<|=1 в следующем смысле:

. (Ч (г) 2*  (ОМ = ։*.,=  И’ к~р (1-8) 
2к I [о, к4=р,

1<1-1

֊ О*,«  (О |Л| = 8*„=  Р’ к = Р (1.9)
2*  ,) I 0, к 4=р.

VI-։
В самом деле, поскольку функции {6*  (г)}]" голоморфны и ограниче­
ны в круге |г|<^1> то по формуле Коши имеем 

откуда и непосредственно следует наше утверждение (1.8). Анало­
гично убеждаемся в справедливости утверждения (1.9).

Л[емма 1.1. Для произвольных значений*  переменных г и С 
имеет место тождество

-Л— = 3 гк (Д) 2ГДС) + (— • (1.10)
1-Сг 1—Ся

Доказательство. Не ограничивая общности, достаточно 
установить справедливость (1.10), предполагая дальше, что |г| 1,
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Рассмотрим теперь рациональную функцию от С

R^) = -1— - 3 rTW
1 '2 Ь=1

очевидно удовлетворяющую интерполяционным данным

Следовательно функция Rm (C)/Bm (Q голоморфна в замкнутом 
круге |С|<^1, и по формуле Коши будем иметь

Rm (С) = 1 Г Rm (0 dt = 1 Г 1 А _
Вт (С) J Вт (О f֊C 2«/ J

|/|=1 |«|-1

_vJ_ f х 1________
£։2ltI ,/i Д ~ “*z) ~ 9 i — c«

Переходя здесь к сопряженным величинам, получаем (1.10).
1.2. (а). Следуя М. М. Джрбашяну [3], введем следующие клас­

сы функций. Пусть

£><+’ = (z; |z|<l), £><֊> = {г; И>1).
Обозначим через Нр {я*}  (1-Ср<^=°) класс мероморфных в Dl~]'> 
функций, допускающих представление вида

/(г) = £И;/1Л *££)(-),  (1.11>
Z \ Z /

где / (г) ^Нр произвольно.
Очевидно, что если /(г)^Нр {я*),  то почти для всех 0^[0,2л]су­

ществует предел
1йп /(ге'»)=/(е'»)е4,(0,2к). 

г-»1+0

Далее обозначим через ՝!-р (я*|  (1<:р<^со) класс функций, определен­
ных вне точек окружности |г| = 1 и удовлетворяющих условиям:

1) /(г) с Яр, г е
2) /(НЯ,(а),**
3) почти для всех &£[0,2л]

Вт / (ге/#) = Кт / (ге/в) = / (е'ь). 
г-»1—0 г-Л+0

Что класс )<р [я^| не пуст показывает простой пример функций 
В(г)1(г — я*).

(б) . Обозначим через Я, (/X4՜)) (0,<^р<^ со) множество голоморф­
ных в £Х+> функций Г (г), принадлежащих известному классу Нр Хар­
ди с нормой
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( 1 р 1 Ур
= 5ЦР — иг('-е,<9|'’ а<г<1|2«3 ]

о
Аналогично, через Нр (£)( >)■ будем обозначать множество голоморфных 
в функций Ф (г) с нормой

= зир ^1$ (ге/в)р 

и

Ур

представимых в виде

Ф (г) = Е (— У 2^Н (1.12)
\ г /

гдеГ(։)£НР(П<+)).
Отметим, что из представления (1.10) следует, что

Вфйр=11Лр.
Докажем лемму.

Лемма А. 1°. Для любого р(0<^р<^оо) последовательность 
функций.

Вт (г) = в (д) / Вт (г)
сходится к единице на окружности I = е19 (0 2л) по норме
Ьр (0,2л), то есть

2л 2«
Нт С |1 - Вт (01' |Л| = Нт 1՛ I1 -Вт (—У |Л| = 0. (1.13)

* 0 0

2°. Если последовательность функций
\!т (0) Г» А (е'8) € Ьр (0» (1 < р < аэ)

сходится к функции /(е/#)^£р (0,2л) в метрике Ьр (0,2я), то имеем 
также

Пт С И (0 -Вт а) /т (0К |Л| = Нт Г 
7Л-*°°  ] т-^«о I ЛО-

VI-։ VI-։

Для любого а^>0 на окружности |^| = 1 рассмотрим дополняющие друг 
друга множества
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Ет (о) = Е U; \Вт (f) - В (01 < а}, Е'т (а) = Е {*  \Вт (0 ֊ В (01 > ’»
И

Ет (а) = Е | г;(3) =£р; вт (у)-

Из (1.15) следует, что
lim mes Е'т (а) = lim mes Fm (а). т ■*  т-» •»

(1-16)

Тогда поскольку \Вт (01 = то следующие оценки очевидны:

Jli-Än (01* |Л|= 

1/1=1

|5 (0 ֊ Вт (f) |₽ |Л| +

1/1-1

|Л| < 2~?р + 2Р mes Е‘п (а).

Отсюда, ввиду произвольности а^>0 приходим к соотношениям (1.13). 
2°. Заметим, что для любого р^>1

2-р JI/ (0 - fm (0 вт (0Г |Л|< |’lA(0-/(0lnH-t- 
|/|—1 1/1 -1

+ J 1/(01" 1Вт (0 -11" 1Л|= Л1’ + ,
|/=1

причем мы полагаем, что lim J'^ = 0./И-»*»
Далее, очевидно, что

|/)"|Вж(0-В(0|"|Л|<аР р/нлц-г'’ у |/|Р|Л|,

откуда ввиду произвольности а > 0 и (1.16) следует, что Нт = 0./И-*  ОО
Таким образом, мы доказали первое соотношение (1.14). Второе 

соотношение (1.14) доказывается аналогично.
(в) . Нам в дальнейшем понадобятся следующие теоремы М. Рис- 

са и Шапиро-Шилдса.
Теорема А [5]. Дл.я любой функции {(е'8) £ Ьр 

интегралы типа Коши

и

f(+) W f Л, z Ç £><+>
2՞/ J t—z I/ —1

£<-)(z)=J- z€Z)(->
2г.г J t — z 

1/1-1
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обладают следующими свойствами

1)

2)

г £ £><+>;

/(-) (г) = А ф/А\^Нд (£)(֊)), г^֊\ 
г \ г /

где Ф(я)^Нр^), д^О^՝,

3) Г(+,’р < Ар Мр. |Н- Ъ < Ар В/Вр»
где Ар 0 — постоянная, не зависящая от / и

{1 С П(р
֊֊ 1/(е'а)|₽^ '
2*  и 1

(/1-1

Теорема В [6]. Если последовательность [а*] ։“^ВС, то 
для любой функции % (г) из Нр (1<р<^оо) выполняется неравенство

21я(’*)1' ’(1-К1г)<АРС<.
*-1

где Кр — постоянная, не зависящая от §.
Наконец, отметим, что из известной теоремы о сильной сходи­

мости биортогональных разложений в пространстве Ьр (1 р со) в 
случае ограниченных биортогональных систем, непосредственно сле­
дует

Теорема С [9]. Пусть системы ограниченных функций 
1?« (01Г и {^« (О!Г составляют биортогональную систему на 
окружности |/|=1. Тогда, если разложение каждой функции /(1)^ 
^Ьр (1 ос.) типа

2 с*  (/) «р*  (0, с*  (/) = ± рМ?)/(0 и (1.17)

|/|-1

слабо сходится, то для каждой функции / (0 £ Ьр разложение

2 ^(7)^(0. <Л(/)= Л [ф^)/(0|Л| (1.18)
*-։ ‘ 1'1-1

будет сильно сходящимся, более того, разложение (1.17) также 
будет сходиться сильно.

(г) Лемма В. Пусть функция / (г) (;(£><+>). Для того что­
бы / (г) принадлежала классу ՝1р {а)  необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие

*

=0, г £ £)<+). (1.19)
В (О — г

1'1 =1
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Доказательство. Если / т0 из определения

класса (а*)  следует, что существует функция/ (2) € Нр такая, что

/и) (и = 1)-

Теперь непосредственной проверкой получаем

С = С ) л=о, т $ 

։-г J։(<_2) 
1/1-1 |/|-1

так что необходимость условия Улеммы доказана.” С другой стороны, 
пусть выполняется условие (1.19). Тогда по теореме И. И. Привалова 
следует, что функция

Г(г) = —2«/ 3 В (0 /-2
1/|=1

которая согласно теореме А допускает представление вида

Г (г) -■=— 7 /—V Нр (£><֊>), где ?(г) ^Нр 
г \ г /

обладает граничными значениями Е (е(0) £ ЬР (0,2к), совпадающими со 
значениями / (е/8)/В (е'в) почти для всех & £ [0,2п]. Следовательно, 
согласно определению (1.12)

Ф (г) = В (г) Г (и) = 7 (—V НР (а*) .

Таким образом, граничные значения функции / (г) £ Нр (О( >) почти 
всюду на И = 1 совпадают с граничными значениями функции Ф (2) £ 
£НР (а*).  Это и значит, что /(2)О-р !а») и лемма полностью до­
казана.

Лемма 1.2. Любая функция / (г) £ Нр (В!+)) (1<\Р<Сос) до­
пускает представление вида

где
/г 1а*1»  2д\

/։ (2) = В (г)/^ (х) С Нр(О^)

Л С БТТ- 
2кг J В (0 # — г 

1/1-1
Доказательство. Поскольку / (е'°) / В (е/в) £ Вр (0,2՜), то по 

теореме А утверждение (1.21) справедливо.
Положив далее

/1(^)=/(^)-/։(г) 
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и применяя лемму В, достаточно установить справедливость условия 
(1.19) для функции /։ (я). Действительно, при г имеем

X СЛШХ__Х (ХЙ *____1_
2՜/ 3 В (О I —я 2«! 3 в (<) г — г 2я/ — г

|/|-1 /д-։ |«:-1

|/|-1

§ 2. Разложения по биортогональным системам 
(г  (г), 2  (д)}Г* *

2.1 . (а). Лемма 2.1. Для любой функции
•^р<^<х>) имеет место тождество

Цг)^Нр(О^) (1<

г , X V՜! (т) /л / ՝ , Вт^г) I /(О 61

/>*>-2« (Лг։(г)+1;г )дйо<~՛ <2Л)
*-։ р|-1

где

2^1 I
1Л-1

(О /(о |Л|«=1, 2, •, т),

/(*)=?./(«*)  2». 
ь=1 <

т (г)+ Вт(г)
2тц |/|=1

/(О *
Вт(1) 1—г

(Ж

(2.3)

В самом деле, поскольку
± Г /(}) 
2к 3 1֊Сг 1^1,

то достаточно воспользоваться основным тождеством (1.10) леммы 
1.1, чтобы получить (2.1). В этом же тождестве, поменяв местами с и 
С, приходим к (2.3).

(б) Лемма 2.2. Если |а) “ £ ВС, то для любой функции/(я)^ 
Нр (£>(+)) (1 < р < сс) ряд

*

2 с*  (/) г*  (г), 
*=։

где

с*  (/)= 1Ч(0/(01Л|>
2я յ

Щ-1

(2-4)

равномерно и абсолютно сходится вне замыкания Е точек множе­
ства Е= {1/«л1Г •

Доказательство. Заметим сначала, что по (1.6)
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1 г____  , 1 Г/(/) |Л|с*(П՜ 57 J2*(t) /(#) |Л “ ъ-.в՛ (я*)  J в (/) t- 
in—i i'i -1

= 1—1«*18 J_. 1 Г / (О__ ։ (2.5)
к* ак 2r.i JB(t) ,_J_

1 ■ “ Я*
где

К* = — п а'~7— — > (2.6)
я*  Д* л1 —а/ я*  Я/

причем согласно условию (1.2) |я*|>о>0.  Но поскольку 
/ (0/5 (<) ££/» то согласно теореме А функция

при |/[ = 1

^(?1 = ֊7 2֊г
Ш-1

/(0 dt
B(t) t-z

г ££><->

принадлежит классу НР (5>(_)). Отсюда следует, что Ф £

£ Нр (£)(+)) и, тем самым, по (2.5)

с*(У)= —I-1’ Ф(я,) (4=1, 2,...). (2.7)
к*

Ввиду условия (1.2) и из (2.7) приходим к неравенствам

|с*(/)1  <а-1 (1-|я*1 ։) |ф (я«)| (к =1, 2,. •.), 
где 3>0 не зависит от к. Положив q~pjp—1, по неравенству Гель- 
дера будем иметь
“ f “ 11/? ( “ ц/я
2 |с*(/)|<8- ։ S (1- 1м=)! <2(1 -|я*| ։) !Ф («*)|'  <оо. (2.8)
*-i ՛ *=i  I ։ *=i  ՛

Поскольку для любого компакта К а. СЕ
sup |r*(z)|  < + ос 
гек 
*>1

то из (2.8) следует утверждение леммы.
(в) . Пусть теперь/(z) С(£)<+>) (1<р<оо), тогда по лемме 

1.2 имеем

f W = A W + A (z) = А (я) + в (z) A (z), 

где A(z)6'/։j» («*)  и, следовательно, да окружности —1

А(0 = f 0-), / (z) 6 Нр (D(+)), (2.9)

а функция A (z) определяется формулой (1.20).
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и

Введем в рассмотрение функции

Л (т = 1, 2, • • •) (2.10)

ы и)= п
1—т +1

а/ — г |ЯИ _ В (г)
1 — а/ г Я1 В„ (г)

(тп = 1, 2, • • •). (2.11>

Ясно, что по теореме А ®т (г) ^Нр (Х)(+>) (т = 1, 2, - • •).
Лемма 2.3. Пусть /(г)^//р (/)(+))(1 °°)> тогда

ск (/) - (/) = 1 А-1- |?(7*)  - рт &) (а*))  (Л=1, 2, • • •, т),
кк

(2.12) 
где гс*  определяется по формуле (2.6).

Доказательство. Пользуясь леммой 1.2, можно утверждать, 
что

4֊ е НР{О^) и е Нр (£)(+)) (7И=1, 2, •..)
В (г) Вт\г)

и поэтому
г /, (о _м_ _ [у, (о И
3 В (0 1- а» 3 Вт (0 Г—а*

|И-1 1/1-1

-0 (т=1, 2,--) (£=1, 2,-..). (2.13)

Так как по (2.2) и (2.4)

с*  (/) — с^ (Г) А Г А(0+Л(0. М
2гс О ВЦ) В'(а„) 

14=1

А ГА(0+А(0 ,
2гс 3 Вт (0 В (<гк)1—а*  

//1=1

то в силу равенств (2.13) и (2.9) имеем

«.(/)-<•> </)=֊т —2гсг J Ц—ак) В (а*)
И1-1

л ш

2гс։ Ц-як) Вт(ак) 
1П-1

= ик (/) - и՝^ (Г).
Заметим, что ввиду принятого нами обозначения (2.9) и обозначений 
(2.10), (2.11) имеем, соответственно

г/И/)= ^—/(»*)  = с* (/) (к=1, 2,-.-) (2.14)
ГС*
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и
Цт’(/)= 1~-|а*1* Рт(«*У  ?*(«*)  (*  = 1’ 2'"’ т)- ■ (2Л5)

к*
Теперь из (2.14) и (2.15) получаем утверждение леммы.

Лемма 2.4. Если / (г) £ НР (£Х+») (1< р < =°) « Iя*}  Г € ВС’ 
то последовательность функций

Тт(г) = 2 <«">(/) г, (х) (т-1, 2,-֊-) 
*—I

равномерно сходится к функции леммы 2.2

Ф(г)=2 с*(/)г*(г)  (2-16)

на любом компакте .Кс СЕ.
Доказательство. Заметим сначала, что для определенных 

нами выйе функций /(г) и (?т (д)1" из класса Нр (£)<' 0 будем 
иметь

1нп |17«)-РтЖ = 0. (2.17)

Действительно, поскольку / (х) £ Нр (7){+>), то из (2.10) имеем 

р7(<) £/!-)-/(о
<?» (г) - / (г) = 2- --------- , г £ £>(+).

2кг ( — г

Но, согласно теореме А

о7- ?4₽ < а [7<0 вт -7(о^ >
откуда по лемме А следует (2.17). 

Пусть теперь АГ с СЕ, тогда
р = Й1( |х — С|^>0 

:ея
и легко видеть, что 

зир |г*  (з)| = зир 
*£К

1__
1—а*  г <СПГ՝ (*  = 1, 2, --), (2.18)

где, очевидно
Со = 1 }< оо.

Из леммы 1.4 следует, что для любого е^>0 существует число 1 
такое, что
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У 2 с* Гк
1 к=т

< —, т>1У.
2

Отсюда ввиду (2.16) и (2.18) вытекает, что при т^-1У

|? (ж) - 7т(ж)|< 2 С*  (/) г*  (ж) — с<*>  (/) г*  (ж) 
*-1

т е
< Со Р՜1 2 |с*  (У) ֊ с(Г> (У)| + г 6 К. (2.19)

Л=1 2

Теперь по лемме 2.3 имеем

2 |с* (У) ֊ с<"> (/)« 8-1 2 (1 ֊ |«*|։) I/ («*) — Рт (а*) <Рт (а*)|. 
*-։ *—։

Применяя неравенство Гельдера и теорему В, получаем

2 |С*  (У) - (/)|<М• Кр ։֊։ |7- Рт «Ря.В, (2.20)
*—1

тде
ЛГ= |3(1-|а4|«Ь.

.Поскольку р՝т (ж) есть функция типа В (ж), ассоциированная с по­
следовательностью (а>)Г, то из (2.18) согласно соотношению (1.14) 
.леммы А непосредственно следует, что

Нт |7(/) - рт (/) <рт (ОЦр=О. 
т-*«

Ввиду произвольности е^>0 достаточно перейти к пределу в неравен­
стве (2.19), чтобы завершить доказательство леммы.

2.2 (а). Теорема 1. Если {а) ։~ £ ВС, то*
1°- Для любой функции (1<С/’’С°°) имеет ме-

.сто разложение

(х) = 2 с*(/)г*(ж)+^-  (2.
• 2кг В г 

причем ряд сходится равномерно и абсолютно на любом компакте 
.К с СЕ, где Е =(1/а*}.

2°. Для любой функции /(ж)^Хр (а*)  имеет место разложение

/и) = 2 с*  (У) Г*  (ж), ж££>(+>
*-։

•с тем же характером сходимости ряда.
Доказательство. 1°. Заметим, что

(2.22)
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-1 Г ** 1 Г ЛО <—!— С/(/)Вт(О—

1 с фО

~ 2^/4-։ В(0(1-<а7) I Л = ° (к =1> 2։“ ‘

-/«)| |л|. <2-23’

Тогда, пользуясь соотношением (1-14) леммы А в специальном слу 
чае, когда /ш (я) =/(г) (т=1, 2,-՛-), можем утверждать, что при 
т -•֊ о> интегралы (2.23) стремятся к нулю.

Переходя к пределу в тождестве (2.1) леммы 2.1 при т -*  °о и 
пользуясь леммой 2.4, получим разложение (2.21).

2°. Отметим, что в ходе доказательства леммы 1.2 было уста­
новлено, что если / (г) £ 1.р {а*},  то интегральный член в разложении 
(2.21) в области 2)^*  тождественно равен нулю. Отсюда и приходим 
к разложению (2.22). Позднее мы установим гораздо более сильное 
утверждение, что разложение (2.22) остается справедливым на всем 
множестве С Е, а сейчас докажем следующую лемму.

(б). Лемма 2.5. Биортогональное разложение функции /(ем)£ 
£ (0,2«) (1 < р со)

V с*  (/) г*  (я),

где
«(/) = ֊ (2-24)

(О-։

совпадает с биортогоналъным разложением некоторой функци и 
<р (а*}.

Доказательство. Пользуясь теоремой А и известными свой­
ствами интегралов типа Коши, легко убедиться, что любая функция 
/ (е'8) £р (0,2՜) (1<р<оо) допускает представление вида

/(/) = £(+> (о-Я֊) (0. 14=1.
где Л(+Ч«) ^.Нр (Б1+>) и Б(~> (г) £ Нр (О(~)), причем существует функ­
ция Ф (ж) £ Нр (В(+)) такая, что

Я~> (г) = -1- ф г < £)(-),
г \ г /

Из этого представления функции /(£) следует, что
с» (/),= с*  (Л+)) - с*  (Г<->) (£=1, 2, - -.

Но из (2.24), принимая во внимание определение (1.4) функции 6*  (я), 
получаем

5К) с*  (£(֊))= ± ГС^-|Л|=-
2« Л <-а*  1

|/|-1



О базисе рациональных функций 443

•поскольку подынтегральная функция аналитична в £)(_) и при |/| —► оо 
имеет порядок О (1/|И։), то

с*  (/) = с*  (Л+>) (Л = 1,2,...).
Но так как по лемме 1.2 (г) = ?(•։) + (г), где

® (г) € >р {«*]  и ?! (г) = В (г) (г), ?; (г) £ Нр (£><+>),
то легко видеть, что

С*  (/) = с*  (Л+>)=с*  (?).
Теорема 2. Если то для произвольной функции

/(*)€>֊,{«*}  (1<р<~)
Ига |/(0֊2 с*(Пг*(0|  =0 (И = 1). (2,25)

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций

5« (0 = 2 с*  (/) г*  (0 (т=1, 2,-. ). (2.26)

Согласно теореме С и лемме 2.5, для доказательства теоремы до­
статочно установить слабую сходимость последовательности 5т (1) на 
окружности |#|=1. Но по теореме 1 и ввиду слабой компактности 
пространств Др (1։<^р<^ ос) заключаем, что достаточно установить 
равномерную ограниченность норм в Др последовательности {5т (0)Г •

Пользуясь известной теоремой Хана-Банаха, можем утверждать, 
что *

= ей р |~ [Хло 8 (0 |Л|, (2.27)
;2к J

1'1

где <? = р/(р—1)^>1. Но по (2.26) и (2.24) имеем

1 (՝2МЛ/-?֊И֊

=2 (— «= 2 /(»•> ? («л (г-2«)
где

я*( г) = -֊2^г 3 I —г
1/1-1

Заметим теперь, что ввиду условия [а*) “^ВС 1^*]  > <Г>0 (&=1, 2,• • •). 
Поэтому, применяя неравенство Гельдера, в силу теорем А и В, из 
(2.28) будем иметь ՝
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1 Г ( т - _ 1 ։"

./|Х1 *֊’

, т \ 1/7
х 31г* («*)!’ (1-№) <

' *=1 '

< о՜1 К}'9 К՝Р'РЙ> 8-1 КяЧ АЧ Л •

Отсюда и из (2.27) следует неравенство

|5т (011р <3-1 Мр. М (т = 1, 2, • • •), 
чем и завершается доказательство теоремы.

2.3 (а). Утверждение, аналогичное теоремам1 1 и 2, справедливо 
и для системы [6. (г)}“ .

Отметим сначала следующее свойство единственности для функ­
ций из класса ՝КР [а*|.

Лемма 2.6. Пусть (а*} “£5С и / (г) |а*).  Если / («*)  =0
(Л=1, 2, • ••), то / (г)=0.

Действительно, по формуле (2.3) леммы 2.1 имеем

/^) = ^֊֊ [֊֊ ֊> ^ЕХ^(т=1, 2,---). (1.29).
2^г 3 ВтЦ)

Н)-1

Но заметим, что при
Г՜! [ ։/(№(')֊/(01 |Л|, 

|Л-1 //1-1

так что, переходя к пределу в (2.29), при т -*  со, учитывая соотно­
шение (1.14) леммы А, получим

/ (г) = Г

//1-1

Но поскольку / (г) )֊р {«*},  то по лемме В утверждаем, что / (г)=0.
Теорема 3. Если (а*) 1“^5С, то для произвольной, функции:

1 (г)€ ля {“*}  имеет место разложение

! = 3 / («*)  2*  (г) = В (г) 2 ------г (2.30.)
*=1 *-։  — а*)  В (а*)

а также

Пт.| /(/) - 3 /(а*)2*  (#)| = 0, (2.31}

причем ^ряд (2.30) сходится равномерно на любом компакте- 
К с СЕ.
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Доказательство. Пользуясь обозначением (2.6), имеем
Г В' (։*)=•  «♦/(! — 1а*1 ։) и так как £ВС, то

IB'(<։*)!֊*<  З֊1 (1֊|а*1 ։). . (2.32);
Пусть К с СЕ—произвольный компакт. Очевидно, что

max [Л] — р <Ссс,

и поэтому
inf |z — а*|  = > 0.

z£K
Но тогда из (2.32) следует, что

su₽ /—Л(ап\ J < (^)-։ I/ (я*)>  (*  > Р+1)- (2-33)
** (г-а*)  В' (а*)|

С другой стороны, пользуясь неравенством Гельдера и теоремой В„ 
легко выводим, что

2 (1 -1«*| ։) I/ (“*)1  < + и. 
*=1

Отсюда в силу (2.33) вытекает равномерная и абсолютная сходимость, 
ряда

у /(а*)  
£(*-**)  В'(а*)

на К и, следовательно, утверждение теоремы о характере сходимости 
ряда

2/(а*)6*(я).

Согласно лемме 2.5 и теореме 2 для любой функции <? (<) £ Вр на 
окружности |£|=1 ряд

2 с*  (ф) г*  (0: С*  (?) = — [ ? (О 2*  (0 |Л| 

к=х |И-1
сильно сходится в Ьр, определяя некоторую функцию из класса. 
Хр (а*].

Заметим теперь, что для любой функции /(з)СХр |а*|

<М/)=֊ (’/(ОгНО \^\ = ^-7 Л=/(аЛ) (& = 1,2,---).
2ч։ Л 2ч։։ 3 а*

!</=։ '0—1

Поэтому, согласно теореме С можем утверждать, что ряд

/*(^)=2/(«*) 2* (^)
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также сильно сходится в Ер, определяя некоторую функцию /*  (г) £ 
£НР Легко видеть, что.это же утверждение справедливо и для 
любой функции класса Нр (£>(+)). Покажем, что более того /*  (г)£

{“*}•  В самом деле, легко видеть, что для всех (&=1, 2,։<-)

2*  (г) = В (г) 
(г—а») К(р.к) {»*!.

и поэтому имеем также

(г) = 2 / (а*)  2*  (*)£/.,  !’*)  2> ’' ')•
(-1

Тогда согласно лемме В имеем

— Г=0, г6£><+> (т=1, 2,---). (2.32)
2«/ }В(€Ц — г

14-1

Но поскольку сумма Вт (() сильно сходится к /*  (/) в Ьр, то переходя 
к пределу при т —* оо из (2.32) заключаем, что

— 1՞2т4 с1 
1/1-1

г (П
В (1) I - г

=0, *££)(+).

Вновь пользуясь леммой В, отсюда заключаем, что /*  (г) £ 1.р {а»}.
Так как функция /*  (г) очевидно удовлетворяет интерполяцион­

ным данным /*  (<**)  = / (“») (&=1» 2»'֊')» то по лемме 2.6 можем ут­
верждать, что /*  (г)=/(г). Итак, теорема полностью доказана.

Теорема 4. Пусть / (е'ь) £ Д, (0,2к)(1<р <оо), тогда ряды

2 С*  (/) гк (г), С*  (/)= — У /(0 2*  (0 |^, (2.33)

*-՛ 1/1-1

2 </»«)2*(г).  А(/)=^- (/(*)7Г(ёЙл|  (2.34)

/4-1 

абсолютно и равномерно сходятся на любом компакте К с. СЕ, 
определяя функции из класса >֊р [а*).

Доказательство. Утверждение о природе сходимости для 
ряда (2.33) было установлено нами в лемме 2.2, а для ряда (2.34)—в 
теореме 3.

Далее согласно лемме 2.5 существует функция (г) 0-я |а»1 
такая, что с*  (/) = с*  (Г+)(Л=1, 2,- • •),

оо ։
Е\ (г)=2 с*  (/) г» (г), г ££)<+)

*=1
И

В™ ! Г+ (е'°) ֊ 2 с*  (/) г*  (е/й) | = 0. (2.35)
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При этом функция 7'+(я) допускает предсталение

= г ££)(֊), (2.36)

где Л (я)£ Я, (£<֊>).
Введем в рассмотрение системы функций

о(я)= —----- (Л=1, 2,•••),
1— я*  я

2* и = В_(г)_ 
(z —В'(а,,) (* = 1. 2. ••),

которые, очевидно, также биортогональны на "окружности |#| = 1. Как 
было отмечено в ходе доказательства теоремы 3 ряд

Ф (г) — 2 (а*) 2* (*)»  я ^ £>+
*=1

определяет функцию Ф (z) £ Нр (£>(+)), причем

lim Ф (е'») - 2 F+ (a*)  S*  (е'в) | =0.
*=։

(2.37)

Далее, из представления (2.35) легко следует

С*(Л)  = ^- [л (f)2* ЮИ“ 
2« J
. /П-1

1 1 Г Л (о dt
2ni J В (t) t—ak BJ(ak) ’

так что

с*(/)  = с.(Г+) = -^^- (Л = 1,2,.-.). (2.38)
В՛ (««)

Поэтому ряд (2.33) можно записать также в виде 
со ’**՝  —
У ^±-(ал) г*  (я). (2.33')

В'(а*)

Сумму ряда (2.33) в области Р(_) обозначим через /'՝_ (я) и заметим, 
что

г*(х)=  (*  = 1> (3.39>я X я /
Тогда будем иметь

F_(z)=2 с*(/)г*(я)=  ^-2 Г(а*)  2*( —
К-И Z \ z *
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= ££1ф/-М г £ £>(-). 
г \ г /

Если мы покажем, что почти для всех & £ (0,2՜)
11ш Г. (ге1Ь) = 11ш Г, (ге/#), (2.40)

Г— 1-0 1+0

то тем самым будет установлено утверждение теоремы относительно 
ряда (2.33).

С этой целью заметим, что почти для всех 0 £ [0,2՜] существует 
предел

Г_ (е/в) = ^֊֊ Ф (е-,а). (2.41)

С другой стороны, в силу (2.39) и (2.38) имеем
т — _ _ 11> п
2Г(а0 2*(е- /։)) = -~-^2 сИ/РЛе"»).
*=1 • В \е ) *=։

Из (2.35) и (2.37) следует, что почти для всех 0 £ [0,2-гс]

ф (е՜^- Л(е'й)’

откуда и из (2.41) вытекает равенство (2.40). Что касается утвержде­
ния теоремы относительно ряда (2.34), то она устанавливается вполне 
аналогичным образом, на чем мы останавливаться не будем.

Из теорем 2, 3 и 4 получаем следующее
Следствие. Если (а*)  £ ВС, то для любой функции (/(г)} £ 

■ £кр {а*}  справедливы разложения

<(г) = 2 с*(/)г*( г), г^СЁ, (2.42)
*-։

/ (г) =ВД 2 /(Я^ , г С СЁ. (2.43)
*"(«-»*)  В (а*)

(б). Известно, что если {а*} “ £ ВС и {»*} —произвольные по­
следовательности комплексных чисел, подчиненные условиям

во

2 (шк)Р (1—|а*| ։)< со, (2.44)
*-1

то существует функция Г (г)£Нр (2Х+>), удовлетворяющая интерполя“ 
ционным данным

Г = го*  (к. = 1, 2,- • •). (2.45)
Но результаты настоящей статьи позволяют утверждать несколько 
большее: а именно, справедлива



О базисе рациональных функций 449

Теорема 5. Пусть (а*] “^5С и !»»)Г—произвольная после­
довательность комплексных чисел, подчиненных условиям (2.44). 
Тогда существует единственная функция { (г) £'/.р (а*)  такая, что 

/(**)  = «>» (к = 1,2,...) (2.46)
и допускающая разложение

Цг) = В(г) £ ------֊—, г^СЁ. (2.47)
"1 (г-а*)В'( а*)

Доказательство. Как уже было отмечено, в классе Нр (ТУ՝՜'*)  
существует функция Р(г), удовлетворяющая условиям (2.45), но по 
лемме 1.2 указанная функция допускает представление

Г(*)=А(«)+А  Ы, 
где А (я) €>>₽{«*}  и Л(г)=В(я)А(Д Л ^)€Яр(Р<+)).

Поскольку, таким образом, А (а*)  — О (А: = 1, 2,•••), то функция 
/(я) = А (г) &՝р 1а*1  удовлетворяет условию (2.45) и по теореме 3 
имеет разложение вида (2.47). Единственность функции /(г) при усло­
вии (2.46) была установлена в лемме 2.6.

В заключение, считаю своим приятным долгом выразить призна­
тельность моему научному руководителю, профессору М. М. Джрба- 
шяну за постановку задачи и постоянное внимание при ее выполнении. 
Институт математики

АН Армянской ССР Поступила 14.IX.1973

Հ, Մ. ^ԱՑՐսՊԵՏՑԱՆ.(1< p < օօ) Հւտրդիի դասերի ենթաաար ուծություն ների մեջ ռացիոնալ 
ֆունկցիաների թացիսի մասին (ամփոփում)

Ներկա հողվածում ապացուցված է, որ (0 < |® < 1)հաջորդականոլթյան վրա դրված

ֆունկցիաների բազիսի մասին (ամփոփում),

(ր*  (^)= 1/(1 ֊ Հ 2)|ր, {2*  (^ = 3 Ա)/(^-«*)  Ջ' («*)  }ք
(1 ՕՕ) դասերում իրենց գծային թաղանթների մեջ կազմում են բազիս։

H. M. HAIRAPETIAN. On the basis of rational functions in subspaces of 
Hardy's Hp classes (1< p C co) (summary)

The paper proves that under some conditions imposed on the {«^)i°(0<|a^| < 
sequences the systems of functions

(r*  (z) = 1/(1 - 7*  z)}f and (2» (z) = B (z)/(z ֊ a*)  B' (a*)}f
form bases in their linear shell in Hp (1 < p < oo).
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Ս՚աթԼմսւսփկա VIII. № 6, 1973 Математика

Б. В. ГРИГОРЯН

О ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ ВНЕ ЕДИНИЧНОГО 
ГИПЕРДИСКА В ПРОСТРАНСТВЕ R"

Обозначим через К множество точек

(хл = О, ... + Հ_։<յ|
в R՞, где R" — л-мерное евклидово пространство (л^-3). Рассмотрим 
функцию Н (Р), определенную на Рл\/С и удовлетворяющую следую­
щим условиям:

а) Н(Р) гармонична вне К, где К— замыкание К՛,

б) Н (Р) — О (—, для 
\|РО|"֊ = /

достаточно далеких Р, где |РО| —

расстояние Р от начала координат.
Далее обозначим значения Н для хЛ= ±0 и хп = —0 соответ­

ственно через //(х։,---, хл_1, + 0) и Н (х։, • • •. хл_1, —0).
в) функции //(хх, •••, хл-1, ±0), непрерывны вместе со своими 

частными производными первого порядка (т. е. предполагается, что 
частные производные существуют и непрерывны вне К и значения 
этих частных производных можно продолжить на А՜ с сохранением 
непрерывности).

В § 1 работы доказывается, что функция- Н — тождественный 
нуль при условии, что как сама функция Н, так и ее нормальная 
производная достаточно быстро стремятся к нулю, когда точка 
Р=(хх,•••, хп-1, ±0) оставаясь на К, приближается к гиперокружно" 
сти (х? + ••• + х’_։ = 1, хЛ = 0}.

Множество функций, удовлетворяющих условиям а), б), в), чет­
ных относительно хЛ и имеющих вид

Н(хи--, хл-1, хп) = Н(г, хл),
где г* = х^ + • ■ • 4֊ Х^_р обозначим через 30?(л), а \Н (г, 0), 
е ЯХ(л)) = ЗЭД” •

§ 2 посвящен изучению некоторых свойств функций класса 
ак(2-»+8).

§ 1. Теорема единственности

1-ձ<

Обозначим через е (о) функцию 
sup \\Н (х1։- • •, хл-1, ±0)|, 

/л-1 ч 1/2
дН 
ду
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где d/д') означает производную по нормали. Пусть е (о) { 0 при й I 0.
Теорема 1. Если

Аоеда-о — (А)

тоН(Р)^0.
Легко заметить, что достаточно доказать теорему 1 для гармо­

нических функций Н вида
Н(хи---, Хп-1, хп)= Н (г, хя). (1.1)

Любая функция //j(x։,---, хя), удовлетворяющая условиям а), б), в), 
при помощи интегрального усреднения вида

Н (г, хя) =

С Г Г Нг (г соз 6։, • ՛ ՛ > г sin • • siri 9Я_2, хп) X
J J J X X (91։-• 9„_а) sin"-3 9։ sin՞-1 92-•-sin 9я_з JOj-•
О 0 0

я - 3

по гиперокружности + • • • + х3_։ = г։, где '/• (91։- • -, 9Я_2) — некото­
рая непрерывная функция на [0 •< 9/ т, /=1, 2,---, п — 3, 0<;9л_։^ 
<^2к|, приводится к функции вида Н (г, хя), удовлетворяющей тем же 
условиям а), б), в).

1°. Приведем доказательство теоремы 1 для функций вида (1.1),

которые четны относительно хЛ. Из этого условия вытекает, что 0 
дч

в точках гиперплоскости хя — 0 вне К.
дНЕсли теперь обозначим значения функции Н (г, хЛ) и-----(г, хя) на
дч

гиперплоскости хя = -}- 0 соответственно через // (г) и ® (г), то поль­
зуясь формулой Грина будем иметь

Я(Р)=«.Ы (1.2)
к

где Р = (х1,---, хЛ-1, 0), а сх (п)—постоянная-
Лемма 1.1. Всякая функция имеет следующее

представление на гиперплоскости хп = 0:

(1.3)

Доказательство. В формуле (1.2), перейдя к сферическом 
координатам, будем иметь

хх = р cos ®։,
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х։ = р sin ?։ cos ?s,

Хя-2 = P sin ®J sin ?։֊ ■ • sin ?я-3 COS ?я_2:
хя—j = P sin <Pj sin ?2 - • • sin ?„_3 sin ?я-2,

где 0 <?/<«,/ = 1, 2, • •> п—3, 0< ?я—2< 2-, р >0.
Тогда daQ = р"՜2 sin"՜3 ?х- • ■ sin ?я_3 rfp</?j- • • </?я_2.
Для упрощения формулы (1.2), не нарушая общности, за точку 

Р возьмем (г, 0, ■■■, 0). После замены переменных соотношение (1.2)
перепишется так:

? (р) рп 2 sin"՜3 ?! </?х </р 
(г*—2rp COS ?! + р3)"՜2'2

(1-4)

Обозначим min (г, р)~ A, max (г, р)= hx и тогда

/и (г, р) =
К к

С sin"՜3? </?_____  _ 1 С____ sin"՜3 ? dtp
J (r։ — 2rp cos ?+p’)՞՜2'2 A?՜2 J (1 — 2/. cos ? + k2)"՜2/2
о о

1 Г sin"՜3 ? J? 
(2ЛА1)՞՜2 ,1 (a—cos?)՞՜2'2 

о

где

a= 1+?a = p’+r* 
2). 2rp

Легко заметить, что

(l-f«)m-l/2
t)m +Г2

df, если n=2 ш+3,

1
(2AA!)՞1 1

(1-f8)՞1 ,, ---------- -— dt, если
(я—f)m + J

n = 2m + 4

Обозначим через и ~ (а — t)՜1 и замечая, что

I _ 2'՞ d"։ и
(a_f)m+l/2 ~ (2m 'г 1)Ц ’

1 _ 1 dm и 
(я—t)m +։ тп! dtm

удем иметь
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7« (г. р) =■•

2՞1 С 1 </тГ(1— Р)т -1/а] .. о .о------------- --------------։ -----------------—--------------- - <11, если п — 2т-\-3, 
(2т+1)!1 (2АА։)т +1'2 .) /а ֊ / 

— 1

(-»■____  ( 1 «! -'•I՞! А если п=2я.+4,
т! (2ЛЛ1)т + ' .1 ։ — < Л"

—I

Имея в виду, что

</”[(1—<8)т ~1'2] = А (т) Тт Ш
<Пт ■/1—А

<։• к^-гуд =2„ т|
</хт

где Гт (<) — полином Чебышева (см., например, [1], стр. 205), а 
Рщ (х) — полином Лежандра первого рода (см., например, [2], стр. 22), 
получим

Л (г, р) =

сг (п) (* Тт (/)________ Л_
(глА։)՞* 3 /а^֊2АА1м-а? ’

— 1

если п = 2т + 3,

с, (п) Г Рт (О 
2(АА1)т+1 3 a — t <11, если п=2 т 4֊4.

(1.5)

(1.5')-

При п = 2 т 4- 3 формулу (1.5) можно упростить следующим образом. 
Учитывая, что ([1], стр. 215)

_________ 1________
■)/ 1 — 2 А СОЗ ® Т = 2 Л(соз ։) (л<1), 

/=0
I

Р1 (сое <р) = а-ра1-р сое (/— 2р) э, 
р-=0

где Р1 (#) — полином Лежандра, 1-3--2р-1
Лр - 2-4--.2Р и

сое (г — 2р) ® соб =•
0, при г — 2р т, К^т 
к

—, при г—2р=т, где г>тт։

и г, т 

одной четности,
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^получим]

2 л' [ Л (cos ф) cos ֊ £ /.' ь_т а,+п .
1=0 У Z Г- т ~2~ 2

Обозначая i — 2т = 2j, имеем

Л»+3 (Г, Р) = ֊~'тУ. '•?'*/**+!- (1.6)
('?) Aj jz0

Рассмотрим теперь функцию

о
Легко видеть, что

= 2 «р 

Р=1

Подставляя это в (1.7) и учитывая равенство 

/։(«+/» dt к 
-p=j- - у а"+Р>

получим

/1—t2

-м
Кт р.)=/.т2 !2Р 1„ О.т+р, 

р-0

Сравнивая (1.6) и (1.8), имеем

(1.8)

После замены переменных в последнем интеграле получим

Jim ; 3 (г,

mln (г, р)
сд (m) С ______t2m dt
г2т р2т J /р517? ] г2- ? ՛

о
(1-9)

Подставляя (1.9) в (1.4), имеем
1 mln (г, р) г 1

Ч (г) = с* С С У (р) Р t2m dtdo = с (тп) Г t2m | Г<p (р) prfp ] 
r2m J J г2"* J /р*77?!

оо и I

(1.3')
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Лемма доказана при л =2ш 4՜ 3.
Пусть п = 2т + 4. Учитывая определение полинома Лежандра 

второго рода и его представление в виде определенного интеграла
1 

п ( \ 1 с л» (о л 
От (Ю = — ------- —

2 3 р —* 
-1

(см., например, [2], стр. 65), имеем

С другой стороны, имеет место следующее интегральное пред­
ставление для От (р) (см. [2], стр. 68):

£

] У \—1г VI-1г֊1 ' 

и

где г = р + У р8—1, г~’=р—]/р2—1, откуда (в нашем случае

а

А

___ с'______ <н
-V ькг |у/у^у Л.-М * 

V *О

В последнем интеграле произведем замену переменной, получим

$ /а։+л?\ = 2 г ет+1 Л 
\2hhy) (аа1)'п 3 У^ёуТ^ё ՛՛

Подставляя (1.11) в (1.10), имеем
тп1п (г, р)

г / \ 2 С (2п+1 <а2т+4 г,р ^8я1+^ уг- ֊ уург _ у ‘
о

Учитывая в (1.4) формулу (1.9'), окончательно получим

н (г) = с Г <2я,к| / Г РУ <Р) 1 
г2ш+1 յ 11 УУ^ё I

о /

(1.11

(1.9՜

(1.У



О гармонических функциях 457

Лемма доказана.
Если в формуле (1.3) ввести обозначение

I
РФ (р) 
/р։֊<։ ’мо = (1.12)

то Н (г) примет вид

Я/г)_с(п)
гл՜3 J Гг2֊/։ 

о
dt. (1.3'")

Доказательство теоремы 1
рим вспомогательную функцию

Ф(ш) = 1 Г f-8 ). (t) 
wn՜3 J w2 — t։

о

для класса .

dt,

Рассмот-

(1.13)

где ш = г + Л, а значение корня выбрано так, чтобы в бесконечности

оно было эквивалентно функции . Из определения Ф (ш) видно, что 
•ш

она аналитична на плоскости •из, разрезанной вдоль отрезка [—1,1], 
Ф (со) =0, Ф (—«»)=( —1)" Ф (ш), Ф(ш) = Ф(ш). Если граничные зна­
чения функции Ф (и) обозначить через Ф (г±г0), то

Ф (г±։0) = 1 С Г՜8 Х (<) dt _
г"֊3 J +

о

։ Г Г~3а (0 
г՞-3 J у 7ТГ72 dt,

отсюда видно, что с точностью до постоянной Ие {Ф (г + ։՝0)}^//(г), 
следовательно, если значения г находятся в полуинтервале [г0, 1), то 
учитывая определение X (£), можно получить оценку

|Ф (r + i 0)|< се (1— г), (1.14)

где с — абсолютная постоянная (в дальнейшем будем обозначать че­
рез с — любую абсолютную величину). Легко видеть: что функция

= 7Г(С) аналитична в |С|<1. Учитывая (1.14), будем

иметь

|F(e'“)| = |Ф (cos ։)|<Ссе (1— cos я)

для таких а, которые находятся в промежутке (— а0, а0), где а0 — 
= arc cos г0. Тогда 
а« а, •
J log |F (е'а)| da-^c + с Clog՛ в (1— cos я) da =с 4֊ с 

о о

log е (1—1)

Из условия (Д) имеем
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2*
J log \F(е'“)| da = — ос. 

о
Согласно классической теореме единственности Карлемана [3] из по­
следнего равенства следует F (С) =Ф [ — Л+ ~ ) 1=0» а отсюда по- 

| £• \ ■■ J
лучаем Н (г)=0 и ? (р)=0, т. е. /7=0.

2“. Если функция Н имеет вид (1.1) и нечетна относительно 
хя, т. е. Н (г, — хп)= — Н (г, хп), то рассмотрим функцию

Н(г, Хп) =J dt+V (г), 

о

где

J Р J ОХп 
г t

Непосредственной проверкой можно убедиться, что Н гармонична 
вне К и принадлежит множеству ЯХ<Л). Так как

/7(г,0) = Ч-(г) и дф-г2-в)=Я(г,0), 
дхп

то

= sup {|ЧЧг)ЫН(г, ±0)|}<Ce(f), 
/л—1 \1/2 .
(2
\1-1 /

а для е ({) удовлетворяется условие (Л), то согласно пункту 

1° Н (г. хЛ)=0 и отсюда вытекает, что Н (г, хп) = 0. Теорема дока­
зана.

Теорема 2. Если е (о)—положительная непрерывная моно­
тонно неубывающая на (0, 60] функция такая, что

то существует нетривиальная гармоническая вне К функция Н, 
удовлетворяющая неравенству
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sup (|Я(х։,...,хл_1,±0)|, 
„ \։z2 I dxn

(1.15)

где 0 < 8 < о0.
Доказательство. Обозначим через о = х։ cos 0Х 4֊ хг sin 0tX 

Xcos + • • • + Хл-i sin 6։- • • sin 6Л֊2 4֊ ixn. Легко проверить, что если 
/ (<о) — дважды непрерывно дифференцируемая функция, то /(а) будет 
гармонической функцией переменных х1г хг,--՛, хЛ.

Заметим, что условия (Б) эквивалентны условию

J log е (1 — cos a) da — оо, 

о

где а0 = arc cos (1 — 80).
Пусть функция е (1—cos 0) непрерывно продолжена для

■С —, так что ее модуль не превосходит единицы. Далее определим

на 0<^б<^ — неотрицательную функцию т (е/в), которая для выше­

указанных 0 дифференцируема и удовлетворяет следующим условиям:. 

т (е/9) <. е (1 — cos 0), и

2

I log т (е'в) </0^> — со.

Теперь на |z|=l определим функцию 7 (е/в) следующим образом:

7 (е'в) = т (е'е), при-----< б < -у

7 (е/в) =/п (el при — ■< 0 — •
2 2

Тогда функция
2к

f (z) = zn՜2 exp ( Г e +z log 7 (eie) <Z0 )
I 2k J e‘a — z J

°
будет аналитической функцией в круге |z|<^l и непрерывной в замкну­
том круге |г|<1. Из определения функций / (z) и 7 (е<0) вытекает;
что f(z)=f(z) и/(—z) = (—1)п f (z). Составим функцию

CJ 
g (ш) = f / (z) dz,
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где Н<1. Тогда # (<□) аналитична в |«о| < 1, непрерывна в Н<1 и 
обладает следующими свойствами:

Я(ш)=£(ш), 8 (֊<») = (-1)Л ■’<?(“)•

Обозначим через А (го)=£ (го — ]/'го2—1), тогда Л (го) будет аналити­
ческой функцией на плоскости го вне отрезка [ 1,1] и удовлетво­
ряет тем же условиям, т. е. А (го) = Л (го) и К ( го) =( 1)Л 1 Л(го).

Определим искомую гармоническую функцию формулой

Н (р, хп) = 1 Л (р соз а 4՜ гхя)«/«,

где р’ = х2 4----- 4- х2_г
Оценку (1.15) легко получить, повторяя рассуждения, приведен­

ные в доказательстве теоремы 3 работы [4]. Теорема 2 доказана.
Замечание 1.1. Утверждение теоремы 1 остается верным, 

когда множество К является полусферой (размерность полусферы рав­
на п —1).

§ 2. Свойства функции класса 2Х(02'"+3>

Обозначим через Е семейство функций, обладающих следующими 
свойствами:

1. Каждая функция £’(го)^Е аналитична во всей плоскости и> = 
= г 4՜ Л, разрезанной вдоль отрезка [—1,1];

2. Е (ш) = Е (го);
3. Е (— го) = — Е (го);
4. (го)] оо, Е (0)=0, Е (оо)=0, так что Ит (го2'*14՜1 Е (го)|<^

|Ш1
< СО; - .

5. Е (г ± 10) — гладкие функции.
Теорема 2.1. Для того чтобы функция Ф (го)£Е необходи­

мо и достаточно, чтобы она имела следующее представление:

Ф (го) = 1 Г б2" ). (О сП 
го2՞՛ ,] У՜՜ го* — /* 

о
(2.1)

где >. (0 имеет ту же степень гладкости, что и Ф (г 4-/0) и 
(— 0 = (0> (0 = 0 при < >1.

Доказательство. Необходимость. Пусть Ф(го)£Е. Допу­
стим, что ). (?) найдено. Тогда

ф (г + / 0) = 1 С *гя2 _ 2 Г (0
г2т л V г2 — /* г2т 3 V /2 — г2

Отсюда имеем
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Ке!Ф(г+;о>1“^]-тет՜' (2-3)

о
Обращением (2.3) является

. ֊,. м _ X А I 1՞ Ке ЛI. (2Л)
г" * 13 V г։—е I

и
Из этого представления следует, что л (0) =0 и /. (г)|г>1 =0. Действи­
тельно, так как Йе (Ф (г + / 0) :|г-о =0 (это следует из нечетности 
функции Йе 'Ф (г + / 0)|), то функция под знаком производной в пра­
вой части (2.4) имеет в точке г=0 нуль порядка 2/пЧ-2, следователь­
но л (г) будет иметь нуль первого порядка, т. е. л (0) = 0.

Теперь покажем, что /. (г0)[г0^։ = 0. Для этого рассмотрим 
функцию

/2т + 1 ф (Л
Г (/) = .

Так как она аналитична в верхней полуплоскости, то, согласно теоре­
ме Коши, имеем

Учитывая, что

д'

при £ —* 0 получим
Р + 1 ф (г)

(7 = 1, 2)

£/?
1'г20֊^

Rс г2т+1 ф (о <н

л

— R
816—3

(2.5)
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Далее, согласно свойству 4 функции Ф (<), в окрестности бесконечно 
удаленной точки разложение Лорана запишется в виде

а, а5 . , я* ,
Ф ~ рт+1 ' рт г2 ‘ Г ’

т е. Пт ('2т 11 ф (О = «и гДе а։ — действительные числа в силу 2—3, 

следовательно
72«+1 Ф (/) ։1 2/ а։- -- :г==ОГ -- ------------
У г2 — <2 2т 4- 1

Из равенства (2.5) получим

р/2т4’։Ф(/) . 2/а!। — •= аг —-------------- -
3 Уг2-? 2т+ 1

Следовательно

+ Г ^т+1 Ф (О А | _ Г <2т+1 Ие {Ф (<)}
] V г2 - е )՜ 3 Л = О

для всех г0>1. Из формулы (2.4) X (го)=О. Таким образом, для любо֊ 
го Ф(ад)£Е соответствующая функция >. (/) определяется формулой 
(2.4).

Достаточность условий теоремы (2.1) немедленно вытекает из 
представления (2.1). Теорема доказана.

Замечание 2.1. В § 1 функции мы сопоставили функ­
цию Ф (ад) по формуле (1.13), так что Ее {Ф (г-|-гО)} = Н (г). Учиты­
вая обратимость формул (1.3"') и (1.12) можно утверждать, что меж­
ду 5Щ2т+3) и Е имеется изоморфное соответствие. В следующей тео­
реме 2.2 существенно используется замечание 2.1.

Теорема 2.2. Пусть дважды непрерывно дифференцируемая 
функция Г (г) определена на (О, °°)> причем Е(0)=0 и Е(с») = О, 
так что Нт г2т+1 Е(г)<^со. Для того чтобы Е£ ЕК[|2т+3) необхо­

димо и достаточно, чтобы существовала функция Ф£Е такая, 
что Ее {Ф (г֊Н‘0)} /г(г).

Пусть Я*£Нф-+3) (Л = 1, 2,--, р).
Теорема 2.3. Функция Н=Н1Н2- • Н^. принадлежит ■Щ2՞'՜3’ 

при рь=2Л+1 (А=1, 2,•••).
Следствие 1. Если ЗЯ20п+3, то Н2к+Х 6 ■®?£2'п+3)(&=1,2, • • •).
Следствие 2. Пусть Е(х) — функция вещественной пере­

менной и ЕК^т+3\ Составим сложную функцию Е(Н). Если 
Е (х)—целая нечетная функция нулевого порядка, принимающая 
на действительной оси вещественные значения, то Е (Н) 6 Е0%2т+3).
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Следствие 3. Пусть функция Н £ 2R(*"՜3) и бесконечно диф­
ференцируема, тогда Н,2к~1> £ ЗК'2'Я-3), где k=0, 1, 2,

В заключение считаю своим приятным долгом выразить благо­
дарность моему научному руководителю, члену-корреспонденту АН 
СССР С. Н. Мергеляну за постановку задачи и постоянное внимание 
к работе.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 22.V.1973

Р. Վ. ՂՕհԴՈԸՅԱՆ. տարածությունում միավոր Յիպերսկավաոակից rjniru հարմոնիկ 
ֆունկցիաների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է Rn տարածությունում Хд=0 հիպերհարթոլթյան մեջ 
փակ սկավառակից դուրս (սկավառակի չափողականությունը հավասար է (ո—1)-ի) հարմոնիկ 
ֆունկցիաներ.

Աշխատանքի նպատակն է ճշգրիտ միակության թեորեմայի ստացումը, որը պնդում է, եթե 
նշված սկավառակից դուրս հարմոնիկ ֆունկցիան իր նորմալ ածանցյալի հետ ձգտում է զերոյի 
սկավառակի (ո — 2)—չափանի եզրին մոտենալիս որոշակի արագությամբ (թեորեմա 1), ապա 
ֆունկցիան նույնացար դառնում կ զերո.

Ապացուցվում է նաև (թեորեմա 2), որ (A) պայմանը հանդիսանում է ճշգրիտ,

В. V. GRIGORIAN. On harmonic functions in the complement of the unit 
hyperdisk in Rn (summary)

The paper considers functions harmonic in Rn outside closed (n — l)-dimensio- 
nal disk on хд = 0 hyperplane centered at 0.

The main result is the exact uniqueness theorem, which states, that a harmo­
nic outside the mentioned disk function which tends together with its normal deri­
vative to zero with sufficient speed when fhe argument approaches to the (n —2)- 
dimensional boundary of the disk, is the identical zero.

The theorem 2 proves, that the condition (A) can not be improved.
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А. А. НЕРСЕСЯН

ОБ ОДНОВРЕМЕННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ С КАСАНИЕМ 
ФУНКЦИЙ И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ

Пусть функция / (х) непрерывно дифференцируема на ( 
+ со), а е (х) > 0—произвольная функция, непрерывная на [0, +°°)-

В работе [1] В. Каплан доказал, что имеет место следующая 
Теорема. Для любых / (х), а (х), удовлетворяющих указанным 

условиям, существует целая функция С (х) такая, что 

]/(х)-С(х)1<8 (|х|), |/'(х)— С (х)|<в (|х[), х£ (—со, +оо).

В настоящей работе задача об одновременном приближении ре­
шена в более общей постановке.

Пусть (/*), с {|х| < R}, 0< Л < + оо, Л > 1 — последователь­
ность взаимно непересекающихся локально спрямляемых кривых Жор­
дана, заданных уравнениями в полярных координатах

?* = ®* (г), г £ [г*, R), т-^гц —> R, к ֊► + со.

Тогда множество Ь = ц удовлетворяет условию К ([2], [3]).
А—1

При этих предположениях справедлива
Теорема 1. Для произвольной п-кратно непрерывно диффе­

ренцируемой на Ь функции / (я) и непрерывной на [О, R) функции 
е(х)^>0 существует аналитическая в |я| R функция С (г) та­
кая, что

|^) (г) _ (г)|< е (|я|), х СД 0 < 5 < п.

Укажем на одно следствие этой теоремы. Пусть [а*), 4^-1—по­

следовательность произвольных точек пространства Ся+։, а* = 
а*0,՛--, а?’}. Тогда при <?* (г), непрерывных на [г*, 1], имеет место 

Теорема 2. Существует аналитическая в |я| 1 функция
С (я) такая, что

Нт (я) = а^, Л>1, 0<5-<л.
\zt-X.zek

В самом деле, если взять
а<л)

/ (х) = а*0)+а4]> (г — г*)+ • • • ■}-----т- (я—я*)՞, я£ /а, я*’= е(т*(1) >
т

то утверждение теоремы 2 легко вытекает из теоремы 1.
Заметим, что концевые точки я* кривых 1ц могут образовать 

плотное на |я| = 1 множество, и каждая точка этого множества может 
быть концом счетного числа кривых 1ц.
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С точки зрения построения примеров, аналогичных построенным 
в теореме 2, представляется интересным следующий пример.

Пусть на |'| = 1 задана последовательность |/*, „О|, £>1, л^>0 
непрерывных функций. Имеет место

Теорема 3. Существует аналитическая в |г] < 1 функция 
С (г) такая, что для любого г,, Г|=1 и &>1 имеем

Пт (г*,я)=/л> з О, ։>0 
П — вс

по некоторой последовательности (г*. „), г*, Л—»
Основная часть доказательства теоремы 1, заключающаяся в 

лемме 1, проводится с помощью методов, развитых М. А. Лаврентье­
вым и М. В. Келдышем (см. [2], [3]).

1°. Обозначим через л (О число точек множества ||г| = ^)ЛА. 
Пусть непрерывно дифференцируемая на [О, R) возрастающая функ­
ция Р (0 такова, что

а) (Р' ({) не убывает на [О, R),

Ь) е-р</><8 («),
R

с) с — л (£) Р' (/) е~Р(<) (Н< + оо.

и

Множество /.покроем кругами |г—С| -С е_₽(|г1), выбирая
Р (0 такой, чтобы полученное множество также удовлетворяло усло­
вию К и выполнялись условия а), Ь), с). Добавив к полученному мно­
жеству подходящие полоски, можем превратить его в континуум £р, 
также удовлетворяющий условию К и такой, что мера дуг пересече­
ния окружности |г| = £ с этим множеством не превышает 4л (<) е՜ . 
Пусть = £0 и {И -С /л|. Все эти построения легко осуществимы бла­
годаря условиям, наложенным на функции <р* (г), к^-1.

Согласно лемме, доказанной в работе [4], из свойства а) функции 
Р (/) вытекает существование субгармонической в |ж|<С функции Л (г) 
такой, что
а) Л(ж) = Л(|я|), (1)

Ь)

с)

1нп =1,
1_ <1М <2
2 (Ир (2)

Лемма 1. Существует аналитическая в |г| R, не обра­
щающаяся в нуль функция о։ (г) такая, что |«> (г)| е~р при

Доказательство. Пусть при 0<^г<\Р, обозначает ком­
поненту множества П Иг) -С г)» содержащую точку г = 0, и иг (г) яв­
ляется решением задачи Дирихле в бг с граничными значениями 
— 2А (г).
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В силу (2) и супергармоничности—2А (г), будем иметь иг (г)
—2А (я) <— Р (|г|), По принципу максимума гармонических

функций отсюда вытекает, что при г'^>г, имеем иг՛ (г) < иг(г).
Чтобы доказать сходимость иг (г) при г—R к гармонической в 
функции покажем, что иг (г) равномерно по г ограничены снизу в лю­
бом круге |г|<^ з, в<^Р.

Докажем, что при |я]<^з, т<^з<У?> имеем иг (с)>—4Р (з -)-й)—с', 
если г > з + 2«, где с'^> 0 — не зависящая от г постоянная, а о 0 — 
число такое, что з 4֊ 22 R.

В силу (1) можно воспользоваться следующим представлением 
решения задачи Дирихле:

R 
и,(х| = 2 ( Л (0 </Нг (к, О,

. о

где Нг (г, 0 является-гармонической мерой части границы А,, лежа­
щей вне круга |г| ֊</ в точке г относительно Аг.

Для оценки (V (г, () заметим, что по принципу расширения Кар- 
лемана ([5]) Нг (*, 0 не уменьшится, если при границу дкг за­
менить окружностью |г| = I и вычислить в точке г гармоническую ме­
ру дуг |х| - (, попадающих в 1^ относительно круга |я| <. Следова­
тельно, согласно нашему допущению о мере этих дуг, из представле­
ния упомянутой гармонической меры интегралом Пуассона имеем

Нг (г, #֊֊ п (0 е՜ Р('>, при |г|</ (3)

(с։—постоянная, не зависящая от г).
Теперь, учитывая (2), из формулы представления иг (г) интегри­

рованием по частям получаем
/? *

иг (г) >4 (0 </Нг (г, /)= - 4Р (0)-4 | Иг (г, /) Р' «) Л =

о о
г

. = —4Р(0)—4 С Нг (г, О Р' Ц) —4 [р, (г, П Р'(#) Л.

О“ •

Заменим в первом интеграле Нг (г, 0 единицей и применим оцен­
ку (3) ко второму интегралу. В силу свойства с) функции Р (/), при 
г\ < з имеем

Г
Чг (*)> — 4Р (з 4- о) — —^֊ (<) Р' (;) е-Р (П Л> — 4Р(з 4֊ о)֊ с\

5-гО

Таким образом, при г —* R функция иг (г) стремится к гармони­
ческой в функции и (я) такой, что II (г) < —Р (|г|) при
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Обозначим через И (а) сопряженную с С (а) гармоническую 
функцию. Так как Д։ удовлетворяет условию К, а функция /(2)՜= 
= и (а) + IV (г) непрерывна на Дх и аналитична внутри Д, то по 
теореме Н. У. Аракеляна о равномерном приближении аналитическими 
в области функциями ([2]) можно найти аналитическую в |а!<^Л функ­
цию § (а) такую, что

|/(*)— 8 при а^£1։

На множестве имеем

Ее § (г) <1+ и (г) <1 -Р(|а|),

Следовательно, функция ш (а) = ек (2) _| удовлетворяет условиям 
леммы.

Пусть задана последовательность комплексных чисел [а*|, А^>1.
Лемма 2. Существует аналитическая в |а|<^/? функция 

такая, что

а) |А (а) — а*|<е (|ж|), а£/*, А>1;

Ь) |А(,) (а)|<е (|г|), а£Д,

Доказательство. Определим непрерывную на До и аналити­
ческую внутри Л,, функцию / (х) следующим образом: / (а) = а* на 
компоненте До, охватывающей /*. По теореме Н. У. Аракеляна суще­
ствует аналитическая в |а|<'/? функция Ао (а) такая, что

12՞ (п+1)! ֊/М--Ло(*)1<1. при а£Д0.
(о՞-** (х)

Положим
А ш^+Ч^Ма). ’

2я (п + 1)1

При г£/*, А>1 имеем

’А« (а)| =
5!

2^7
К—г|=» (1*1)

А (;) - ак 
(С —а),+1

Лемма доказана.
Обозначим через /* (О» длину части /*, содержащейся в кру­

ге |а|<Л Функции I), (£) строго возрастают и непрерывны, благодаря 
локальной спрямляемости

Лемма 3. Для данной функции (х)>0, непрерывной на [О, R), 
существует функция ф (х)^>0, х £ [О, R) такая, что

Ф (х) < у Г1 (х), х £ [О, R);

R
Ф (<) с11к (#) < ~ ъ (х), R), А >1.
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Пусть лл = inf •») (х), % = inf 4 (x).
-гею, r։1

Последовательность {рЛ} построим так, чтобы

?«>֊֊. ₽-<₽«+», П>1, ?„-0 

при п —* + оо.
Положим

а' _ mjn [ ЯЛ ( ___________Рл+1 ft*__________|
я | 3 max [Z* (гЛ+1) — Z* (гя)] + 1 J 

ь

Определим ф (х) следу ющим образом

Ф(х)=%, х£[0, г։)»’ Ф (х) = аЛ> Х€К> г»+։)> и>1.

Тогда легко видеть, что

Ф (х)<-֊- 7) (х), х£[0, R)

и при х £ [гЛ, /■«+։), л^-1 имеем

R » '’։+։

b(Z)dZ»(Z)<3 Г а;ад<2 (?л-.-։-М=-?«<֊-<4J №Л J Л=Л

Применив лемму 3 к функции — s ( <) последовательно п+1

раз, построим систему положительных функций ։0(х),---, гп (х) на 
[О, /?), удовлетворяющих неравенствам

R
еп (X) < 4 5„_։ (х)<- ֊ •< £ (X), С £0 (/) Лк (^) < 4 Е

R
({) Лн (/) < 4^_։ (х), А:>1, 1<5<П. (4)

2°. Доказательство теоремы 1. Соединим точки гк = 
= г* е/т*с точкой г — 0 взаимно непересекающимися спрямляемы- 
мы дугами Zл. Продолжим функцию / (г) с Z* до п-кратно непре­
рывно дифференцируемой на Ьк — 1к С 1к функции такой, что

/(0)=/'(0) = ---=/<''>(0)=-0, (*)

где под производными в г=0 подразумеваются односторонние произ­
водные по 1к в сторону убывания |г| (здесь новая функция также обо­
значена через / (х)).
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Согласно теореме Н. У. Аракеляна о касательном приближении, 
существует аналитическая в |я|< Я функция 8„ (я) такая, что

|/1л>(я)֊£Л(я)|<«Л(|я|), я££ (5)

(здесь и далее (х), 0<_А определены согласно (4)).
2

Согласно (4), функция (/?Л> (С) — #л (’)) Л стремится к конеч-

О
ному пределу а'՞’ при |я| —> R, к ^>1 (интегрирование произво­
дится по кривой £*).

Функцию Ал (я) построим согласно лемме 2 так, чтобы

а) Ая (я) -* а'п), |я| -♦ /?, я £ /*, А > 1; (6)

Ь) |АЛ(я)|<еЛ(|я|), я££. (7)
Положим

(я) = Ая (я) + у %п (С) <Л.֊ (8)

о

В силу (7) и (8), при я£А имеем

|/(Л) и)-я;_1 («)1 = 1/(л։ (*) - ёп и) ֊ а; (я)|<2еЛ (|я|). (9)

Далее, из ( * ), (6) и (7) вытекает, что

2
Ит , (Л-։) (^)- (*)) = Вт | (С) ->п (С)) Л-Ь {г) ] =

1*1 - Я, *6^ ( 3 ]

= — а[п> = 0.

Отсюда и из (4), (5) и (9) при я £ 1ц имеем 
я

и - ял-1 М1 = । - у (/<я> о ֊ г;_։ (0) Л1 < 

г

R
< 2 У ЕЛ (х) (11ц (х) < 8Л_1 (|я|) 

1*1 
при любом

Допустим, что при некотором р, 1 -С р < п построены функции 
Л« (г). £</(г)> аналитические в |я|<^ R и удовлетворяющие
условиям 

2
8ч (я) = А?+։ (я) + у £?+1 (С) <Г„ р < <7 < и — 1, (10)

о

А? (я) |я|-Я г^1к, А>1, (11)
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где — предел интеграла (/(<7) (*)— Я? (՝)) ПРИ 1*1՜*^» 

о
|А<х)(г)|<б? (И), 1<з<п-д + 1; р<д<п; (12)

1/(’) (•«) — ^<, (г)|<е<, (|г|), г £ Ь, р < <7 < п. (13)

Положим

8р-1 (г) = Ар (г) 4- 8р (') Л- <14)

и

Имеем из (12), (13) и (14) при г^Ь

|/(₽) М ֊гр-՝ ЮН/”” И- Ар (г)1<2вр (И).

Из ( * ), (11) и (14) вытекает, что
£

11ш (Л-֊1) (г) - 8р-1 (г)) = Нт | Г(/^ (С)- ар О) Л֊Ар (г) | =

и

= а^ — а^ = 0.

Следовательно, из (4) и (14) получаем при г £ У*
R

|^-|) ю -&֊1 (г)1= I - СО֊ ?р_։ О) < 

г

R

<2ер (х) (11ц (х) < вр_1 (|г|)

111

при любом к>1.
При р>1 функцию Ар_1 (г) построим согласно лемме 2 так, 

чтобы

а) Ар-1 (г) -► , |г| -> R, г £ /*, А>1.

Ь) |А<^։ (г)|< «р-1 (|։|), 1<з<п —р +2.

Теперь докажем, что функция

С(г)= (г)= Ах (я) + Ь(А։ (г8)+• • • + 1 (Ап(гя) + 

о - о ’

+ 1 Ял (*л-г1) </гл+1) • • ■) </г։ 

о

удовлетворяет требованиям теоремы 1.
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В самом деле, имеем из (4), (10, р =1), (12, р = 1) и (13, р=1), 
при г £ А, 1 С д -С п

\/<ч> (г) - С«> (г)1 =1Г’> (г) - Лр) (г) - ^֊’) (г)----------- к, {г)-8я (г)| <

<М.*1)+-2вх (ИХв (И)(~7 + 2֊)<£(И).
л—1 х ** .=։ 2 /

(£-|-1)2*+։
Функцию Е(г) определим следующим образбм:

Е (г)=/1։ о (е'ц-) 4-Л., (+ •••+—//,* 
к!

при \г— --------- 1--------- > 1 -С У < £ > п0.
Н ' (к -г 1) 2*+1 7

определим Е (г) для всех отрезков семейств 

совокупность точек всех замкнутых кругов

При 7 —О имеем согласно построению #0 (г), ПРИ 

I/(г) — о (л)| < в0 (МКв^И).

Теорема 1 доказана.
3Доказательство теоремы 3. Пусть

1„ — совокупность радиусов, соответствующих аргументам из 5Я, с 

концевыми точками на окружностях \г\ =1 ——֊ и \г\ = 1.

Зафиксируем число пя и отрезок /, семейства соответствую­

щий аргументу На интервалах 1----- — < |з|<1--------—, .< > п0,
2* 2*+։

отрезка л отметим к точек • • ■, (во избежание громозд­
кости, у опущены индексы п0 и порядка отрезка X в семействе 
/Па), отстоящих друг от друга и от концов интервала на расстоянии 

1 * Е

По этому принципу 
п >1.

Обозначим через Е

<-------------------- ,
7 (л + 1) 2*+3

п > 1, к и, 1֊С ] к.

Непрерывную функцию е (х) выберем так, чтобы на [0,1) удов­
летворялись неравенства

0<е(х)< -------------- - --------------------  > 1   <х<1-------—. (1)
& (£—1)! (Аг+1)»2"<^3> 2‘ 2*+1

Так как множество Е очевидным образом удовлетворяет условиям
А и К ([6]), а функция Е(г) непрерывна на £ и аналитична в Е°, то по
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реме, доказанной в работе [6], существует аналитическая в 
функция С (г) такая, что

|Г(г)֊ С(г)|<г(к|), г^Е. ‘ (2)

Тогда для всех £ 1щ л 1, А: и, 1 < Л и 

имеем согласно (1) и (2)

1/л Ле'”")֊ Ц*>)1 = I/™ Ил))1=
- -1>| I Г/40֊СК) <- А___ 1 — 1)! (£+1)л+12'(>+а)

2к -|] (С— «у)),+* ՝՝՝ \ 2*/ 2՜ *՛

-----Чгз7 <Ач 1) 2*+3
(3)

При фиксированном у предельное множество точек £ 1„, п>1, 
Аг>л совпадает с окружностью ]ж| = 1.

Теперь для точек множества 5 = д 5П теорема 3 вытекает из
Л'»1

(3) и, так как 5 плотно в [0,2т=], из соображений непрерывности сле­
дует ее справедливость для любого С, |С|=1* Теорема 3 доказана.

В заключение автор считает своим приятным долгом выразить 
благодарность доктору физ.-мат. наук Н. У. Аракеляну за постанов­
ку задачи и ценные обсуждения.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 14.Х.1973

Ա. Հ. ՆԵՐՍԻՍՅԱՆ. Ֆունկցիաների և նրանց ածանցյալների միաժամանակյա շոշափումայիև 
մոտարկման մասին (ամփոփում)

1x1 <2? 2րէանՒ' հաշվելի Ժորդանյան կորերից բաղկացած ենթաբազմությունների 
համար լուծված է ֆունկցիայի և նրա մինչև կամա յա կան վերջավոր կարգի ածանցյալների միա­
ժամանակյա շոշափումային մոտարկման խնդիրը' շրջանում անալիտիկ ֆունկցիայով և նրա 
Համապատասխան ածանցյալներով»

Կառուցված է (|^|^1) ֊ոօ/“ անալիտիկ ֆունկցիայի օրինակ, որի մինչև կամայական
վերջավոր կարգի ածանցյալների արժեքները (ք =ք(0))նախօրոք տրված ուղիներով ձգտում են 
տրված արժեքների, ինչպես նաև ֆունկցիայի օրինակ, որի բոլոր ածանցյսղների արժեքները եզ­
րային ցանկացած կետին մոտեցող ինչ-որ հաջորդականություններով, համընկնում են (|*| — 1)-^ր 
վյրա անընդհատ ֆունկցիաների հաջորդականությունների հաշվեյի սիստեմի արժեքների հետ-

A. H. NERSESIAN. On simultaneous tangential approximation of functions 
and their derivatives (summary)

Let the set L C beacountable union of Jordan curves, f be a function
defined and n times continuously differentiable on L. It is proved, that / and its 
derivatives up to n-th order can be simultaneously tangentially approximated on L 
by an analytical in function G (z) and its corresponding derivatives.

One example of analytical in |z|<R function is given such that the values of 
fhe function and its derivatives (up to a finite order) tend to prescribed values along 
prescribed ways.
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Let a sequence (У*, л (I)J, к>1, n>0 of functions continuous on |J| = 1 be 
given. The following statement holds:

Theorem. There is a function G (z) analitical in |z|<l such that for any 
C, Cl = 1 and k > 1

lim GW (z*, n) = /*, j fZ), s>0, 
Л-* •’

where {z^ „), .j — Z, n—- 4֊ oo, is a sequence of points from |z|<l.
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Ф. А. ШАМОЯН

ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ ОДНОГО КЛАССА ОПЕРАТОРОВ, 
СВЯЗАННЫХ С ДЕЛИМОСТЬЮ АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ

]°. Пусть I/— единичный круг, Г — его граница, Нр— класс 
Харди аналитических функций с обычной //-нормой. Пусть {^Нр, тог­
да / допускает каноническую факторизацию

где В — произведение Бляшке, 5—сингулярная внутренняя, О—внеш­
няя функция. Следуя Бёрлингу, будем называть ВЗ внутренней, 
<2 — внешней частями функции /. Некоторая внутренняя функция 

]=ВЗ называется делителем функции /, если В5/՜1 является регу­
лярной ограниченной функцией в и.

Пусть X — некоторое пространство функций, аналитических в 
круге X с Н1. При изучении инвариантных подпространств оператора 
умножения (У/) (я) - я/ (г), существенно иметь утверждение, уста­

навливающее, что если X и ]—делитель функции /, то /_/֊1 ^Х.
Первые результаты подобного рода для пространств А, Нр и 

для пространств О — функций с конечным интегралом Дирихле содер­
жатся в [1] и [14]. ,

Для различных классов функций, аналитических в круге и глад­
ких вплоть до единичной окружности, утверждения такого рода были 
получены в [5]—[10].

В статьях [8], [9] (см. также [6]) для некоторых классов анали­
тических функций доказано, что если Л £ //”, то функция

8(г)=е (Л /) (х) = Л
г

не „хуже“ в смысле гладкости, чем /. В частности, в [8] доказано 
следующее утверждение.

Пусть // (//)—множество функций, аналитических в и, п — нату­
ральное число, а

= {/; У1"’ € Нр, Щ„р = шах р/г*)/ НР}, 
’ л 0<к<п

„„ (/То ) .
п 9<И<п ' 1
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Тогда, если /£//? или/£Л^ (1 р ■< 4֊ со), то функция £ = .'(А/) 
тоже принадлежит пространству Нр и, соответственно, пространству 
А^; аналогичные утверждения верны для пространства А?, при 
любом натуральном (см. также [6]).

2". В данной статье мы установим, что аналогичные утверждения 
верны также в пространствах Арп, Нр при всех п>1, 1<^р<^4-°° 
(теоремы 1,4) и для А'п при всех п^2 (теорема 3).

В то же время доказывается (теорема 2), что существуют функ­
ция А£//~ и множество М второй категории в Л1 (Л1 = Л’) такие, 

что для любого <р £ М и /(х) = ^ Т (О Л = (/₽) (*)  функция £ = 

о
= Р (А /) С Ль Здесь же доказывается эквивалентность следующих 
утверждений:

а) Р(А/)^Л} для любого Л ,*

б) вир [ |А<’> (ж)| (1 — |ж|) 1о£ —] < 4- со.
и| <։ I __ 1—|х|.|

Таким образом, в последнем случае налицо новый эффект, со­
стоящий из необходимости дополнительной „гладкости" функций А, 
А£//' для того, чтобы для всех / А\ имели Р (А/)£Л].

Отметим, что в работе существенно используется тот факт, что 
рассмотренные нами пространства можно „отождествить" с сопряжен­
ными пространствами некоторых пространств функций, аналитических 
в кругё.

§ 1. Ограниченность оператора Р (А ) в пространствах
Арп (1<р<4- оо)

Основным результатом этого параграфа является следующая
Теорема 1. Пусть /£АР, 71^Н"°, тогда функция %= Р (А /) 

принадлежит Арп.
Доказательство теоремы опирается на следующие леммы.
Лемма 1. Пусть /£Л{, тогда
Доказательство. Положим г]= г е‘9, тогда

Г
/ (ге‘9) = /(0)4-у (#е'9 е'9 Л. 

и
Отсюда 

г 1 к
р/ (ге'41 <*?  < I/ (0)1 4֊ У р/։) (*е' ’)|
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Лемма доказана.
Следующие две леммы являются некоторым обобщением соответ­

ствующих теорем Литтльвуда-Пели (см. [3], стр. 316). .
Лемма 2. Пусть 1 < Р <-+ 00 и п — натуральное чис­

ло. Положим

(1— r)-n-'i\f.n'> (re'°)|։ dr\ >

тогда существует постоянная С (п, р) такая, что

О

Доказательство. Отметим, что при п — 0. (9, /) = а (5),
g (6) — известная функция Литтльвуда-Пели (см. [3], стр. 316). Выра­
зим /tz|) через контурный интеграл от функции

,/о)= (п-.1)»Г
2ni J (t — retf)n

fP
где Гр—окружность радиуса р, Г=Г։ (г<^р<1). Имеем

/ечр </(п֊1)!\7 [>>(ре"»֊О)|«</Л Г dt
’ Л 2՞ / \ J |?-геЧ2<’-։> / J \p֊re‘V

_ /п-1)! V/ Г |/(ре'С*  0)1» dt\/ Г dt
к 2к ) kJ |р - re^ Д J (p_r)։+4rp sin, А

Положим р = -г . Легко видеть, что

['___________ dt_____________ = 4 Г____________ dt < 16
_j֊~r)*+ 2 (1+r) г sin2՜— J (l-r)»+8 (1+r) sin»— г) 

2 ՛■" '2
Заметим, что

1±г_ге»1'>±Г(։_,).+4п>,1п.Л1= |1—-«"г .
2 | 4 г 2 J 4

Поэтому

||ЛЯ> (ге'в)|»<---— (QL-iJLy С к 2_________________
(1 —r) X к /J |1 — ге"|2<я-։)
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или же

8_(։,л< ^5221)1

Т
так как

|1-(2р-1) е“г>с0(1-ре«|», -1 <р<1,

где Со не зависит от t и р, то

gn (0, /)< С (и, р) ( С (1 - р) rfp\2 =g^ (0> Л։
J |1—ре" ։ /

О -х
(1)

g*  (9> /) — известная функция А. Зигмунда. Доказательство леммы 
следует из неравенства (1) и соответствующего результата А. Зиг­
мунда (см. [15]).

* В дальнейшем С к( ) будет обозначать полоаительное число, значение ко­
торого не будет играть никакой роли.
816—4

Лемма 3. Пусть 1<р<^4-со, п — натуральное число,

f^HP, /™(0) = 0, к=0, I, --, п-1.

Тогда существует постоянная С (п, р) такая' что
- 1_ - 1_
I/ (е'Ч)1р d^P < С (и, р)( J gPn (9, /) d6 у •

Доказательство этой леммы, по существу, не отличается от случая 
п =1, только нужно применить вместо теоремы Литтльвуда-Пели 
лемму 2.

Лемма 4. Пусть f£_Ap, 1</><^4-°°, предположим /*>(0)=0,  
к = 0, п — 1, положим /p(e)~/(pz), 0<^р<^1, тогда суще­
ствуют положительные числа Сх (п, р), С։ (п, р)*  такие, что

1 ~ I к
Q (п, р) у I/ (ре" )|р р d?dt < у gpn (/, /р) pd^dt <

О -Л 0 -х
1 г.

KCt (п, р) у j I/(ре")|р pt/рл. 

о -«
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Доказательство. В силу лемм 2, 3 существуют Сг (п, р), 
С2 (л, р) такие, что для любого ? С (0,1)

т. к •
с, (л, р) у I/ (ре»)г 8Р„ (6 А) <

— X • —г.

< С։ (л, р) I/ (ре")!*  Л.

* т. е. аддитивный ограниченный функционал.
** В [11] дано другое представление линейных функционалов в Ар , однако 

для применений нам удобно представление (2).

—Г

Остается умножить это неравенство на р и проинтегрировать по р.
Лемма 5. Пусть Т—линейный*  функционал на Ар, 1<р<^

+ со, предположим, что я (г) = Т (—-—, тогда § £ А?, где ——|- 
\1 — г) р

1 ,-|------ =1, кроме того
9

X

Г(/) = Иш (‘/(ре«)^(е֊'«)Л (2)
р-1-0 J 

— х

и обратно, для любых /£.АР,§£А‘> предел (2) существует и опре­
деляет линейный функционал на Ар**.

Доказательство. Предположим, что Т£ (Ар)*,  докажем (2), для
ОО 50

этого заметим, что £ (г)У, 7'(г*)  г*.  Пусть }^Ар и / (г)= у а*
*-*> *-п

Легко видеть, что

Нт |/р — /К = 0, /р (г) = / (ря), 
р—1-0 л

поэтому
50

Т (/) ■-֊ Нт Т (/р) = Нт У а* Т (г*) р». (3)
р-1-0 р-։֊о

Поскольку Ар является подпространством Ьр ((/), то по теореме Ха­
на—Банаха функционал Т можно с сохранением нормы продолжить до 
линейного функционала П, определенного на всем пространстве 1/(11). 
Используя известный вид линейного функционала в I/ ((/), получим

(я) =Т(---------\ = С Г М (<) ,

< = е + т = п=н?(У). •
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Пусть

!«(<+-
А1(о = рА(О, И<1.

I о, и>1
Сингулярный интеграл (4) принадлежит к типу интегралов, исследо­
ванных А. П. Кальдероном и А. Зигмундом (см. [4], стр. 207). Поль­
зуясь их результатом, получим

4-со, т. е.

Учитывая (3) и лемму 1, получаем (2). Предположим теперь, что 
£ £ А%, тогда по лемме 1 Н1. Докажем, что предел (2) суще­
ствует и определяет линейный функционал на Ар.

Пусть

' (р)==2? Р(ре'в)я(е-'в)б/6’ 

—X

заметим, что
*

Рф(О (р») = Е [7 (рв«) (ре֊«) е-« <#.
2՜ и

—-
Поэтому

1 1 Е
[р։1т{1)(р։)1^р = -ур |?(1)(Р)1^< 

о о
г. 1

<֊ У р(ре'в) я(1) (ре֊'8)1 Р<М<11/Ь Ид? •

-к О

Следовательно
Я

Г(/) = Ит (7(ре'в)я(е-'в) М 
р-н-о 2т. J 

—к
существует и

|П/)|<мд7деЛ₽-
• * 1

Лемма доказана.
Замечание. Из леммы 5 можно получить характеристику тех 

множеств Ес С1/^, для которых || плотно в пространствах 
(г—С).-6£

Ар.
Доказательство теоремы 1. Пусть 1<^р<+°°»
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£(л) =
п! Г / (О А (/) <// 

2^3 (/-я)«+1

Пусть, далее, ф £ А4,------ 1------=1 и
Р Я

(/•?) = [ Ф (О л- 
о

Из леммы 1 имеем ./ ф £ Н1. Пусть ф = / ф, тогда

Р<Л) (ге«) ? (е«) &= А. р(е'/) Л (е") ։ф (е/0) с!е1 _

откуда

л!
2к»,

<р (е<0) ем(> е1л։ <Н , 
(е/о— ге//)п + ։

я(л) (ге/0 е1п‘ (® (г) гп)<л> , (5)

г — ге“.

Интегрируя по частям, получаем

/ (е") А(е") е1п‘ (ф (я) гпУп) Л = ^/л-։ (^)ГГ (е‘։) е'л6 «/6, 

г = ген
где /л-։ (г) = (/(г) г"“1)«"-1), 

Г гл՜’
Гг (г) = Ля-2 <Йл-а- • • I А (0 <я фл (г{) Л = 

оо о

1
(п֊2)13 

о

По лемме 4

0՞ 2 А (0 Г ?„ (г!) Л, где <р„ (г) = (у (г) гл)<4

г^Л’, кроме того

1И?44? с (в> Л) И~ Мл?-

Следовательно
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определяет линейный функционал на Л’. Из леммы 4 следует, что

“ ^АЧ = °’

где Г— Ег
Поэтому

Иш Т (Г,) = Т (Р) = Пт А- Г Г (ре'") (е1’) <#,
г-1-0 ?-1-о2я 3

|Г(/)|<с (р, п)И.мд^др.
Л

В силу этого

Л СЮ = Ит Л ((Л) (е/,‘)8(л1(ге^) с/9

—~

представляет линейный функционал на А4. По доказанному функция 
(2 \------------ 1 принадлежит Ар,

7 (——V | г</՜ --= —------------1-
\1—£г)։/ 3(1-тг)« 1 — Шг

и
В то же время

(?(*)=  — «<-) (0) + Нт А (ге'0) ^ & =
г-1- о 2т: J 1 — гге'"

—X *
к

= (0)+Ипг~ £(Л)(ге'е) <Лг*==  (г)—(0), т. е. £п)£Арб
г-*1-о2и  J

— X
Теорема доказана.

Следствие. Пусть /£ Арп, 1<^ р + со, / = где /—внут­

ренняя функция, Е Н1, тогда Е(^ Арп.

§ 2. Случай пространства А1п

Теорема 2. Пусть тогда
1. Следующие утверждения равносильны.

зир |А(1> (я)|(1 — |я|) 
р1<1

1 со,

б)
2.

Р(К/) принадлежит А} для -любого /^Л}- 

Если
|А<П (я)| (1-Н) 1ог ֊^1

Бир 
|г|<1

то существует множество М второй категории в Аг такое, что

для любого и {(г) = <? (£) Л функция

0
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Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм.
Пусть )-(Л)— пространство функций, аналитических в и и таких, 

что Ап>£Са(Са— множество функций, аналитических в и и непре­
рывных в и),

|/(л) (е/(в+0) _ 2/1Л» (е/։» )| = 0 (|ф

равномерно по 0 £ (—", «].
Д(л)—множество функций, аналитических в и и таких, что /(л,£Сд и 

1Л” (е/ <9+0 ) _-2/(л) (е/9)_|_у(л> (е/ (0 -0)1 = О ф|)

равномерно по 0 £ [ — ", ").
Эти пространства превращаются в банахово пространство по 

норме

Ил - и- + >ир И«(е'^)-2Л-<е-)+/»Мв-.-0)| _
• ՛•■ И

где л = )Дл։, А<л> .
Обозначим )■ = А = А(,\ • • • •
Следующая лемма вытекает из теоремы А. Зигмунда (см. [12], 

стр. 76).
Лемма 6. Пусть С а, = 0, к — 0, 1, • • •, п —1, п 2,

тогда

2°. / е ч <-> (г) = о (-------Ц.
\(1-Н)«Т‘/

3е. 1/1'= № + sup [(l-kl)l/W(z)|]
10<1

эквивалентно норме 11/Цл, Л = Л*,  л*.
Пусть O^r^l, h^H™, di £ Л*.  Обозначим

1
Тг (ф) (г) = -у [а (0 dt.

z J 
и

Из леммы 6 следует, что ТГ^ЦЛ.*,  Л#), где L (А*,  Лж) —про­
странство линейных операторов Аф —» Л#.

Лемма 7.

sup || ли < 4- оо > sup l|AU)(z)| (1— |z|) log —]<+oo, 
o< <•<։ I*  <։ [ 1—|z|J

где ПГгЦ — норма Tr в Аф).
Доказательство. (<—) Легко заметить, что
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{Tr (?) (*))«>  = МО ОУ* ’(гО dt+ rh^(z) ,?(1)(rz) 
Z J Z

0

(6)

По лемме 6 и (6)

при |z|<^l, поэтому

то есть

1

следовательно
№. <։

sup a; Cj |Л||.

Предположим теперь, что

и докажем, что

sup |A<»(z)| (1-М) log — (7)

sup ЦТгР = 4- оо.

Из (7) следует существование последовательности [}.*}£-!»  Р֊*|  1>
}.*|  —► 1 — 0, при к -» со такой, что \

sup |А<։> (л*)  |(1— |'л*|)  log со.

Положим

dt,

о

тогда, как легко видеть, А =1, 2, и

sup + 00 • 
k

(8)

Из (6) имеем

A<J) (z) log

Поэтому для любого Z^U

(1-М) |A(D(z)|'log—4-------

отсюда
sup sup ||Тг (4*)||л.=  + °°- 

0<г<1 *

11Ш

1

1

1
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Из (8) получаем
яир |7711 = 4՜ °°> 

и< Г<1

доказательство закончено.
Доказательство теоремы 2. Сначала докажем, что
1’. а) — > б). Воспользуемся тем фактом, что сопряженное про­

странство (/֊*)*  эквивалентно пространству Д' (см. [13], теорему 11). 
Пусть А] и

Г

Предположим, что ФО՛*՛  Как и при доказательстве теоремы 1. 
получаем

У (ге") фТё77) Л = г / (е") А(е") ф<»(ге") е2" Л 4֊ .

к г.
+ г С/(е'Э Л (е") Ф (ге") е" Л = г Вт С/™ (ре") Г,(ф) (е") Л 4֊

3 *~ ։-° 3—к —к

4՜ г / (е") е" 7’г(ф)(е") г ^/(е") А (е") ф (ге") е" Л. (9)

Докажем теперь, что для любого ф £

|| 77 (ф) — Ту (ф)|>., 0 при г ֊> 1 — 0. (10)

Очевидно (10) выполняется для любого Р£Рд, (Рд — множество всех 
многочленов), но так как Рд = то (10) следует из леммы 7 и тео­
ремы Банаха-Штейнгауза (см. [2], стр. 232). Пусть Ф—линейный функ­
ционал в порожденный функцией /(1). Ввиду (9) и (10), предел

Нт ^'Чге") ф (е") Л

—К
существует и равен

X
ф ( Л (ф)) 4֊ У У(е") е" Ту (ф) (е") д1 + 

— К

X

4՜ (е") Л (е") ф (е") е" <11.

Поэтому, если
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>(>) = Jim ~ f g"> (rei։) i (e") dt,
f r-l-0 2" j

TO

|7-г(1)(֊у)|<С0^и^։^..,

Следовательно T^ij линейный функционал в л#. Из результатов 
работы [13] получим

г(гУ “ДТ.о^!тЬгУ1,(ге") dt = s">^>

g(l> принадлежит А1. Легко заметить, что из 2 следует б) — > а). 
Поэтому докажем пункт 2 теоремы.

В силу леммы 7, имеем

osuPj |1Г4(Л։> Л։) = - оо.

Поэтому по принципу равномерной ограниченности существует функ­
ция ']> £ Лж такая, что

sup |Г, ('i)|k = + оз. (11)
0< г <1

Пусть
Fr (z) = Л(Ф)(ж).

Предположим Фг—функционал в А1, порожденный функцией Fr. Вви- 
ху эквивалентности норм IF-Ta, и ||Фг|| (см. [13]), по (11) получаем

sup ЦФ,||= Ч-оо. 
. 0<r<J

Инова применяя принцип равномерной ограниченности, докажем суще­
ствование множества М второй категории в А1 такого, что

sup |ФГ (/)| = + со
О«-г 1

1ЛЯ любого Пусть fo^M,

f=Jf0, g = PChf).

Тогда из (9) получим
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Очевидно последние два слагаемых равномерно ограничены на 
откуда имеем 

sup 
о < г <

(ге“У^ (е") dt = sup |Ч’г(/о)| + О (1)'= 4- оо.
О г 1

Из результатов работы [13] следует, что Теорема доказана.
Следствие. Пусть /= JF принадлежит пространству А], 

где J — внутренняя функция и F\ Н1, тогда если

sup L/։1) (z)l (1—H)log—— |<+ oo, 
W 1 —|z| |

то функция F тоже принадлежит A1.
Замечание. Отметим, что существует достаточно широкий 

класс функций, удовлетворяющих условию 2. Простым примером 
функции с таким свойством является

С / \ ~*՜  1 \5 (г) = ехр (------- •
\z— 1 /

Для производных высших порядков справедлива следующая
Теорема 3. Пусть п > 2, тогда для любого hQ H"

функция g — Р (А /) принадлежит пространству А„, кроме того 

< С (и) |А[|. |Д,։. 
Л Л

Доказательство. Пусть

* Г՞՜1 г
Тг (Ф) (г) = Глл-։ dtn-2 ■ ■ ■ ( А (0 tn (Ф (-) 'n)™rldt = 

о и о
Z

= - <)՞՜1 l" h № (') dl> '-К'֊*-

о

Сначала докажем, что

Tr (J-*,  /•*)  
и

sup [ЛО < C (nj IIA!U. (12

Для этого используем лемму 6

( Тг (Ь) («))(«) = А (?) (Ф (0

По лемме 6 Тг (Ф) кроме того

вл(-ж<с(п)САа. ьи

т. е. ТГ^Ь (>•*,  ).*)  и (12) выполняется. Пусть теперь[£А\, g= Р (Ь /) 
тогда учитывая (5), получаем
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а<п> (ге1։) ф(е»)Л = Нш —
р-»1—0 2՜

(/ (ре») (ре»)")(^ е‘п1 Тг (ф) (е») <И.

Предположим Ф—линейный функционал на )*,  порожденный 
функцией (/(г) гп)(п> гп. Тогда имеем

(ге»)ф (е») Л = Ф(Г,(ф)).

Аналогично, как и при доказательстве (10), получаем

Нт 8Тг (ф)֊ Г։ (ф)8>., =0 
г-1—0

для любого ФО*՛  Следовательно предел

Пт С g■('I, (ге») ф (е») Л
Г-.1-0 )

—X

существует и равен Ф ( Тг (ф)).
Учитывая (12) и результаты работы [13] получаем, что если 

• X
^»(Л) = *1т ['=М) (ге//) * (е") Л’

г -»1—0 J
—х

ФО
и,(я։ (ФЖС(п)М.||/1д։8Фк, . л •

гоэтому из [13] следует, что и

Ид1<С(п)ЙА|)^/||д1. 
п. п

Доказательство закончено.
Для пространств Нр (1<^р<^4֊оо) имеет место аналог теоре­

мы 1, а именно:
Теорема 4. Пусть / £ Нрп и тогда функция 8=Р(14)

гринадлежит пространству Нр и

ИЛр<С(п)И«||^.

Доказательство. Пусть /£ Н", Л Н'°, § = Р(Ь/). Из тео- 
)емы М. Рисса (см. [12], стр. 55) и теоремы Ф. Рисса (см. [2], стр. 
90) следует, что

(ге» Ач эир 1 ^<л) (ге10) ф(е/9)«/б (13)



Ф. А. Шамоян

где-------1------ =1, Ач — постоянная из теоремы М. Рисса. Пусть
Р <7

тогда (см. (5))

У^(л) (ге") ф (е") (Н — ^(/(е") е'”')<я)е/я։ Ег(е") Л, 

где 
X

Ег(г)= , ( ^֊О՞-1 (*  («О «>я)Хгг
(л —1)! Л 

о

Теперь, используя леммы 2 и 3, получаем

К
^(ге“)^)^ < С (л) И- ||ф|„? ,

— X

отсюда и из (13) следует, что 
• г. 1

( У 1#(Л) (ге")|' л У < с (л, р) |Л|. Ц/Ц . 

— 1С

Теорема доказана.
Следствие. Пусть X совпадает с одним из следующих про 

странств: Нр, п>0, 1<[р<^+°°, А\ при п^-2. Предположим / = //• 
где /—внутренняя функция, а Е^Н1, тогда функция Е тоже принад 
лежит пространству X.

Замечание. После того как статья была готова к печат։ 
автор узнал о недавно опубликованной заметке Н. А. Широкова [10] 
где без доказательства анонсирована теорема 4. Н. А. Широко 
сообщил мне: что леммы 2 и 3 другим методом ранее были доказан։ 
в статье [16].

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 12.Ш.1973

Ֆ. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. Մի ղասի օպերատորների մասին, կապված անալիտիկ ֆունկցիաներ! 
բաժանելության նետ (ամփոփում)

Գէցուք ^4^։ այն ֆունկցիաների դասերն են, որոնց անալիտիկ են Ս միավոր շրր
ջանում, և որոնց Ո-/»7 հաՐԴՒ ածանցյալը պատկանում է Լ համապատասխանարա

ԱԲ ֊րն.
Հոդվածում ապացուցվում է, որ եթե ի £ և ճ-ը համ ընկնում է հետևյալ դասերից մեկ1 

ու մեկի հետ.

Арп, Нр, л>1, 1<^<+со, А՝п, п>2, 
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ft եթե ք' X, տպա P(h ք)֊Ը նոլյնպեո պատկանում է X֊/Л , որտեղ P-ն Մ. Ո-իոո/ւ 

պրոեկտորն էւ Л|-Д համար ապացո, ց./ո,մ է հետևյալ երկու, պնդումներ/, էկվքլվալենտոլ- 

թյունր.

ա) P(hf)^A\, ցանկացա*  f^A\ ՛Ժպտում

ր) ՏՍթ 
|J1 <1

|А<») (z)| (1 ֊ И) log -1֊
1 —|г|

F. A. SHAMOIAN. On a bounded clast of operators In the theory of divisibility 
of analytical functions (summary)

Let Xdenote one of the spaces Ap, Hpn n >1, 1</><-|-oo, A‘n, n>2,where Ap (Hp 
are the spaces of functions analytical in the unit disc U with n-th derivative belon 
ging to Lp (U) (Hp).

The papers main result is the following: / f X and h^H“ implies P (hf) £ Xr 
P is the projector of M. Riss.

For A{ space the following statements a) and b) have been proved to be equi­
valent:

a) P(hf)£A] for every f£A} »

b) sup
1*1-  I

|A<v (z)| (1 _ |Z|) iOg
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\с— а /
(ясно, что матрицы X и — X отвечают одному и тому

։,6р։зо..ииЮ (1»; эту матрицу X можно „нио.ть и так

у / х У 4՜ г \     _   _ „ „ । „г _։  1

А. И. СЕРГЕЕВА

ПРОСТРАНСТВА АНТИИНВОЛЮЦИЙ ВТОРОГО РОДА 
ОБОБЩЕННЫХ КОМПЛЕКСНЫХ ПРЯМЫХ

В своей известной монографии [1] Эли Картан подробно рас­
смотрел своеобразную модель 3-мерного пространства Лобачевского 

в которой роль точек пространства L3 играют так называемые 
антиинволюции 2-ю рода комплексной прямой z, дополненной точкой 
z = оо (сферы Римана):

z — -a_z+£.. ։ Ь = b, c— c, a a = be = — 1. (1)
c z— a

Антиинволюцию (1) можно характеризовать коэффициентами a, b, с 
соответствующей дробно-линейной функции комплексного переменного, 
т. е. матрицей

(1а)

ж е пре-

(16)
\у—Z —х/

Движения в пространстве антиинволюций (1) (или в пространстве пар 
матриц ±Л) Картан определял формулами

X'= АХА~Х, det А =1, (2)
где А — квадратная матрица 2-го порядка над полем С комплексных 
чисел.

Настоящая заметка посвящена обобщению этой конструкции Кар- 
тана: поле С мы заменяем алгебрами чисел

Z= х° + /х1 + Рх։ Н--------р У»-1 х«-։,
где х°, х1, • • •, х՞՜1 £ R, а

О (плюральные числа), 
1П — — 1 (антициклические числа), 

1 (циклические числа),

(см., например, [2]). При этом нам будет удобно сперва рассмотреть 
случаи

± X, где Х = I, 6 = 6, с = с, aa4-6c=— 1
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_ о „ _ ( 0 (дуальные числа), 
д=1 (действительные числа) и и-Д / -

(ср. [3]).
1. Действительная прямая. Условимся обозначать симво­

лом А2 пространство, точками которого являются пары матриц iA, 
где

Х = ( Х & + Z\ х, У. z^R-, хг + yï—zi =—1, (1в)
\y — z х /

а движения задаются формулами
' Х=АХА-', det А = ± 1, (2а)

где Д _ квадратные матрицы 2-го порядка над полем R действитель­
ных чисел; преобразования (2а), где det А = 1 и det А = —1, удобно 
называть движениями 1-го рода, соответственно движениями 2-го 
рода. Группа преобразований (2а) действует на пространстве А® тран- 

Y / Х1 Уг + г1\ у ( хг Уг 4՜ га\ ,зитивно, а две точки Л։ = ( 1 и л,— I 1 (где
\У։—zi / \Уг—zt х։ /

можно условиться, например, считать, что ^>0, zt ^>0) имеют един­
ственный независимый инвариант

1г (А Л) = 2 (х2х2 + ум — я։я։). (4)

Если принять за расстояние между точками Хг и Х2 пространства А® 
число ®, определяемое равенством

2 сЬ <? = — Ь (ХгХ^, (5)

то метризованное таким образом многообразие А® обратится в плос­
кость Лобачевского 1^. Инволютивные движения (2а) простран­
ства А® распадаются на два класса: а) инволюции 2-го рода, матрицу 
А каждой из которых соответствующей заменой координат х, у, г в 
пространстве А® можно привести к виду

б) инволюции 1-го рода, матрицу А каждой из которых заменой ко­
ординат можно привести к виду

Преобразование (2а) с матрицей (6) имеет единственную неподвижную 
точку

±где / = (6а)

т. е. это преобразование можно отождествить с симметрией отно­
сительно точки (ба) в пространстве А® (или Ь2); преобразование же 
(2а) с матрицей (7) имеет множество неподвижных точек ±Х, где
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Х-( 0 « + ^-«.= -1,
\y — z 0 / (8)

заполняющих прямую плоскости Лобачевского; такое преобразова­
ние естественно отождествить с симметрией, относительно прямой. 
(8) плоскости Ьг.

Таким образом, множество точек плоскости Лобачевского 
взаимно однозначно отображается на множество инволюций 2-го 
рода пространства А2 (матрицы этих инволюций можно записывать в 
виде (16), после чего мы снова приходим к исходной модели плоско­
сти £։!), а множество прямых плоскости £2 взаимно однозначно 
отображается на множество инволюций 1-го рода пространства 
А2, которые можно задавать, например, матрицами + и, где

п_/ и v + w\U — ( I, и + v— w* =1\v — w — и / (1г)

(инволюции 1-го рода действительной прямой; ср. [1]). Отсюда 
легко получить формулу для расстояния ф от точки X (см. (1в)) 
до прямой U (см. (1г)):

sh ф = их + vy — wz. (9)
Из (9) легко выводится условие инцидентности точки X и пря­

мой U՝.
их -|- vy — wz = 0.

2. Дуальная прямая. Все матрицы, рассматриваемые в п. 2, 
являются квадратными матрицами 2-го порядка над алгеброй дуаль­
ных чисел. Мы рассмотрим пространство А’, точки которого опре­
деляются как пара матриц (ба) и все пары матриц, получаемые из 
(ба) преобразованиями

X՛ = АХ А֊1, det А = ± 1 (26)

(движения 1-го рода пространства А^) или

X' = АХ А֊՝, det А = ±1 (2в)
(движения 2-го рода). Движения 1-го рода (26), оставляющие на мес­
те точку (ба) (вращения вокруг точки (ба)) характеризуются матри­
цами

А = ± ( °֊ - \ гДе а о.-\-ЪЬ — 1, (10)
\ — Ь а )

или
А = ± (— где а а+ЬЬ =1. (Юа)

\6 —а/

Таким образом, группа вращений вокруг точки является 3-параме- 
трической, что соответствует очевидному равенству dim А$ = 3, и со­
стоит из двух несвязных компонент. Так как из (26) (и из (2в)) сле- 
816—5
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дует, что Х'о= А %о А՜1» где Ао, Хо и Хо — действительные части 
дуальных матриц А, X и X', то за первые координаты точки X (ко­
торую можно записывать в форме (16)) естественно принять координаты 
действительной части Хо матрицы X, т. е. пару матриц ±Х0, где

(действительная) матрица Хо = ( ) удовлетворяет усло-
\9о—2о — *о /

вию (1в). Последнюю координату точки X мы обозначим через л1.
Группа движений пространства А$, оставляющая на месте две 

фиксированные точки этого пространства, не принадлежащие линии
х° = сопэ!, у° = сопз!, (П)

является 1-параметрической; поэтому две точки и Х2 пространства 
А’, не принадлежащие одной линии (11), имеют единственный неза­
висимый инвариант, за который можно принять, например, число ®, 
определяемое по формуле (5), —расстояние между точками Х1 и Х2. 
При этом ®=0 в том и только в том случае, когда точки Х} и Х2 
принадлежат одной линии (11); поэтому линии (11) можно назвать 
изотропными линиями пространства А’. Группа движений простран­
ства А2, поточечно оставляющих на месте фиксированную линию (11), 
является 2-параметрической; любые две точки Хг и Х2 линии (11) 
имеют единственный независимый инвариант, за который можно при­
нять, например, разность х\ — х|— расстояние между точками Х1 и 
X, изотропной линии (11) пространства А®.

Все антиинволюции пространства Ац (т. е. инволютивные дви. 
жения (2в) 2-го рода) распадаются на три семейства, которым отве­
чают три вида пар матриц А:

±( *° \Ех1 У где (х°)2 + (/)’- (г°)։ = ±1 (12-13)
\у° — г° — х° + ел- /

и
/х° 4- ех1 е (у1 -|-х։) > 
V (у1֊*1) х° - ех1 ,

, где (х0)2 =1, (14)

е։ = 0. Матрицы^ (12—14) заменой координат х0, у0, г0, х։ в простран­
стве А? могут быть сведены к „каноническим“ видам

(12а-14а)

Отсюда непосредственным вычислением получаем, что антиинволюции 
2-го рода (12) оставляют на месте единственную точку пространства А®, 
а множество неподвижных точек антиинволюции 1-го рода (13) и анти­
инволюции Э-го рода (14) получается движением из поверхности х°=0, 
соответственно, из поверхности х1=0; эти поверхности мы назовем 
плоскостью 1-го рода, соответственно, плоскостью 2-го рода. Таким 
образом, антиинволюции пространства А2 можно отождествить с сим­
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метриями относительно точек, симметриями относительно плос- 
р костей 1-го рода и симметриями относительно плоскостей 2-го 

рода.
Инволюции пространства А03 (инволютивные движения (26) 1-го 

рода) заменой координат сводятся к тем, которым отвечают следую­
щие „канонические“ пары матриц А:

Неподвижными точками этих последних инволюций будут, соответ՜ 
ственно, все точки линии

хо=Я°=О (15а
и все точки линии

х° = х1 =0. (156)

Неподвижные точки произвольных инволюций пространства А° 
заполняют линии, получаемые из линий (15а) и (15б) всевозможными 
движениями. Эти линии можно считать геодезическими относительно 
двух существующих в пространстве Ад типов метрик, где геодези­
ческая характеризуется условием аддитивности вдоль нее расстояний 
между точками; их естественно назвать прямыми 1-го рода (линия 
(15а) и ее образы) и прямыми 2-го рода (линия (156) и ее образы) 
пространства А^. Таким образом, инволюции пространства Ад можно 
трактовать как симметрии относительно прямых (1-го и 2-го рода) 
этого пространства.

Итак, множество антиинволюций пространства Ад можно отож­
дествить с его точками и плоскостями, а множество инволюций — с 
его прямыми.

Используя методы, аналогичные примененным в п. 1, можно полу֊ 
। у /х° +6x1 у’ + г° \чить формулу для расстояния Ф от точки л = ( 1 про-

\ у° — гР — х’-рех1 / 
л1 г Г V0 +странства А„ до плоскости и — ( 

0 \ф°֊ш° — п° +
/ и" + ей1 £ (г)1 — ш։)\. 
\£ (и1—го1) и° — ей1 /

бЬ Ф = и°х0 4- У°у° ֊ и»°г°, (9а).
если и является плоскостью 1-го рода, и

Ф = — х1 + и1 Xй 4֊ о1уа — го1^, (96)

если и — плоскость 2-го рода; отсюда следуют также условия инци­
дентности точки и плоскости.

Рассмотрим теперь пару матриц

го0' соответственно,
СЦ
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(16)

и все пары матриц, получаемые из (16) движениями (26). Действи­
тельная часть всех этих матриц имеет вид

+ ( х° ^° + г\где (х°)2 + (у0)3 — (г0)3 = 0. (17)
“ \и°—г° — х° /

Так как для пары матриц (17) и любой пары матриц (16) имеем
Ф = оо, где <? определяется по 
можно отождествить с точками

формуле (5), то пары матриц (17)
абсолюта пространства А3. Враще-

нию вокруг точки абсолюта 0 1\ 
о о! соответствуют пары матриц

А вида
а Ь , 
0

, где аа — 1, (18)

откуда можно вывести, что абсолют пространства А" является 2-мер- 
е л /0 1\ным многообразием. Аналогично пара матриц ± , разнесенная

движениями (26), образует 3-мерное многообразие идеальных точек 
пространства А3.

3. Двойная прямая. Обратимся теперь к пространству А3 
антиинволюций двойной, прямой, дополненной несобственными элемента­
ми: парой несобственных прямых и несобственной точкой „пересече­
ния“ этих прямых; в результате такого пополнения (ср. [3]) двойная 
прямая обращается в многообразие, гомеоморфное тору.

Точками пространства А3 будем считать антиинволюции двой­
ной прямой или пары двойных матриц ± X, где

/х+еу х> у z^R + = ]> (19)
\z—f —х+еу/

и е2 =1, а движениями — преобразования

X' — А X А՜1 , где det А = + 1 или det А:= + е (2г) 
(движения 1-го рода) и преобразования

X — АЛ՜А՜1 , где det А = ± 1 или det А = ± е (2д) 
(движения 2-го рода). При этом любую точку пространства А3 мож­
но перевести движением в точку (6а) и две точки и Х3 имеют 
единственный независимый инвариант

tr (Хг Х3)=2 (хгх2 — уху3 -4- ZjZo — (20)
Расстояние ® между точками Хг и Х2 пространства А3 мы опреде­
лим формулой 

/
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tr (Zj X.) = — I 2ch ?։ если — У1У2՜ > 1> (21>
I 2 cos ?, если |x։x2 — y2yt 4֊ z2z.. — 1;

при этом, если ?=0, то цочки Х2 и Х2 совпадают. Множество пар 
матриц

± (Х ед z 1 ), Где хг — у2 4- z2 — tz = 0 (22)
\ г — / — х-^-еу/

определяет абсолют пространства А,; его можно также описать как 
орбиту точки (16) при всевозможных движениях (2г).

Пара матриц ± А, отвечающая произвольному инволютивному 
движению (2д) 2-го рода (антиинаолюции пространства А,) заменой 
координат может быть приведена к виду (6), откуда непосредствен­
ным вычислением получаем, что неподвижные точки такого движения 
образуют пару: точка (6а) и плоскость, т. е. множество точек

± (Х “ Sy * Y где xs֊ys+z2-l. (23)
\ z —х 4- еу/

Говорят, что точка (6а) и плоскость (23) взаимно полярны отно­
сительно абсолюта (22) пространства А, .

Виды пар матриц ±А, соответствующих „каноническим“ типам 
инволютивных движений (2г) 1-го рода (инволюциям пространства 
А’) и множества неподвижных точек этих преобразований собраны в 

следующей таблице; здесь ег = — (1 4֊ е) и е2 = — (1 — е) — идемпо- 
2 2

тентные элементы алгебры двойных чисел:

№№ 
п/п

Виды пар 
матриц

Множества неподвиж­
ных точек

1 ± (-1 о) х = г = 0 и у = t = 0

2 ± (J ֊?) х — у = 0 иг = / = О

3 ±(J 2) нет

4 ± и -!) нет

5 ± (֊::֊?) нет

б , [ в3 в3\
— (-«։ вг) нет

7 ' ч- ( ei)
~ — е3) нет

8 + ( «2 01) 
— (—в! е3/ нет
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Полученные в случаях 1 и 2 пары линий пространства А$ назы­
ваются парами взаимно полярных относительно абсолюта прямых 
этого пространства. При этом в случае 1 цы приходим к паре: дей­
ствительная прямая у = t — 0 + мнимая прямая х = z = 0 (ибо в дей­
ствительной области равенства х — z =0 несовместимы с условием Xs— 
— уг -|- z2 — 1՜ = 1); в случае 2 мы приходим к паре действительных 
прямых. Прямые y = t = 0, х - у =0 и z = t = 0, а также образы этих 
линий при движениях (2г), мы назовем прямыми 1-го, соответственно 
2-го и 3-го рода пространства Ар Таким образом, и здесь, как и вы­
ше, можно связать точки и плоскости рассматриваемого пространства 
с его антиинволюциями, а прямые — с инволюциями.

Аналогично пп. 1 и 2 можно также найти метрические инварианты 
пар введенных нами геометрических образов пространства А^ .

4. Плюральная прямая. Точками пространства А", где 
уместно различать случаи п=2/с четно и п = 21с 4՜ 1 нечетно, мы бу­
дем называть пару матриц (ба), а также все пары матриц, получае­
мые из (ба) движениями 1-го рода X' ~АХ А՜1 и движениями 2-го 
родаХ' = АХА~‘ , где det А = ± 1; при этом теперь под А мы пони­
маем квадратные матрицы 2-го порядка над алгеброй плюральных чи­
сел. Движению, оставляющему точку (ба) на месте (вращению вокруг 
точки (ба)) отвечают либо пары матриц ± А строения

+ ( ֊ где аа+ЬЬ=Л, (Юб)
\—Ь а/

либо пары матриц ± .4 строения

+ -V где аа 4-66 = 1. • (10в)
\6 —а/

Отсюда следует, что группа вращений вокруг точки состоит из двух 
несвязных компонент и является (З^)-параметрической, соответственно 
(3£4-1)-параметрической, а само пространство А՞ является (3£)-мер- 
ным, соответственно (ЗЛ4-2)-мерным.

Любой точке пространства А՞ можно поставить в соответствие 
пару (плюральных) матриц ±Х, где

Х=( Х У-‘ Z \ , у--у, г, х х + ул — z2 =—1. (24)
. \ у — z — х /

Подгруппа группы движений пространства А", оставляющая на месте 
две точки этого пространства, не принадлежащие одной поверхности

х° = const, у° = const (11)
является ^-параметрической, откуда вытекает, что пара точек, не 
принадлежащих одной поверхности (11), имеет 1с, соответственно &4-1 
независимых инвариантов, за которые можно принять, например, ком­
поненты следа матрицы (Хг Х.:):
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tr (X, Ху) = Xj X։-t-XjX։ + 2Zy Z;. (25)
Рассмотрим плюральное число э = а0 4֊ pz2 -U • • • + /2г c2/ -J- • • •, 

определяемое формулой

ch ? = ֊-֊- tr (ад), (26)

где косинус плюрального аргумента z вводится как обычно:

ch = = У —----- . (27)
Д(2т)1

Компоненту z21 плюрального числа о мы назовем (2/)-м расстоянием 
между точками Хг и Х„; все эти расстояния являются инвариантами 
группы движений пространства А". При этом расстояние между 
двумя точками обращается в нуль в том и только в том случае, ког­
да эти точки принадлежат одной поверхности (11), ( являющейся 
(Зк—2)-мерным, соответственно (3£)-мерным многообразием. Подгруп­
па группы движений пространства А", оставляющая на месте фикси­
рованную точку этого пространства и проходящую через эту точку 
поверхность (11), является (Зк—1)-параметрической, соответственно 
(ЗА)-параметрической, а ее подгруппа, оставляющая на месте еще од­
ну точку поверхности (11)—(^ + 1)-параметрической. Отсюда следует, 
что точки Ху и X., пространства А", принадлежащие поверхности (11), 
но не принадлежащие никакой подповерхности

х° = const, у° -- const, х1 = const (28)
поверхности (11) имеют к, соответственно £-|-1 «езависимых инвари­
антов, последним из которых является число det [(Х1АГ։)1]''՜2, где 
(ХуХаУ коэффициент при I в плюральной матрице Хг Xv

Если точки Ху и Х2 принадлежат (Зк—3)-мерной, соответственно 
(Зк—1)-мерной поверхности (28), то, вообще говоря, они имеют к—1, 
соответственно к, независимых инвариантов—это можно вывести из 
того, что подгруппа группы движений пространства Ag, оставляющая 
на месте фиксированную точку этого пространства и проходящую че­
рез эту точку поверхность (28), будет (Зк—3)-параметрической, соот­
ветственно (Зк—2)-параметрической, а подгруппа этой последней 
группы, оставляющая на месте поверхность (28) и две точки этой 
поверхности—(к—1)-параметрической. Исключение здесь составляют 
точки, принадлежащие поверхности
ха = const, у° = const, х1 = const, x’=const, ։/s = const, x’=const (29) 

(ясно, что поверхность (28) „расслаивается“ на поверхности (29), 
каждая из которых имеет размерность, на 3 меньшую размерности 
поверхности (28)): две точки, принадлежащие поверхности (29), вооб­
ще говоря, имеют на единицу меньше независимых инвариантов чем 
точки поверхности (28).
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Продолжая рассуждать таким же образом и далее, мы убедимся, 
что через каждую точку пространства ÀJ проходит система вложен­
ных друг в друга р-поверхностей՛.

х21 — const, у21 — const, х2/+։ = const; 1=0, 1, 2, р (30) 

(начинающаяся с не описываемых уравнениями (30) поверхностей (11)); 
при увеличении значения р на единицу размерность соответствующей 
поверхности понижается на три, а число инвариантов, принадлежащих 
/»-поверхностям пар точек уменьшается на единицу. Если условиться 
называть линию пространства AJ, характеризующуюся аддитивностью 
вдоль нее /-го инварианта пар точек, /-й геодезической, то мы отме­
тим также понижение на единицу числа проходящих через две точки 
геодезических при переходе от точек /»-поверхности к точкам (р -*-!)- 
поверхности: так, например, через две точки, не принадлежащие по­
верхности (28), проходит к, соответственно &4-1 геодезических, а че­
рез точки, принадлежащие поверхности (28), но не принадлежащие 
поверхности (29) — уже только к—1, соответственно, к геодезических. 
Такая структура пространств А՞ делает их близкими к п-мерным 
флаговым пространствам Fn {стл., например, |4|); однако более де­
тальное изучение геометрических свойств пространств Aj требует 
дальнейших исследований.

5. Антициклическая и циклическая прямые. Точкой 
пространства А2_р соответственно, пространства А[, мы будем назы­
вать пару матриц (ба) и любую пару матриц, получаемую из (ба) дви­
жением X=АХА~Х или Х'=А X А~' , где теперь А — квадратная 
матрица 2-го порядка над алгеброй антициклических, соответственно, 
циклических чисел и det А = ± 1 при n = 2к + 1 нечетном, det А = 1 
при п = 2к четном в случае антициклических чисел и det А = +1 или 
det А = ± е—в случае циклических чисел и п=2к; здесь е=1к, так что 
е*=1. Так как алгебра антициклических чисел при п=2к разлагается 
в прямую сумму к полей комплексных чисел: алгебра циклических 
чисел при п=2к разлагается в прямую сумму п—1 .полей комплекс­
ных чисел и алгебру двойных чисел, а при п=2&+1 и алгебра цик­
лических чисел и алгебра антициклических чисел разлагаются в пря­
мую сумму к полей комплексных чисел и поля действительных чисел, 
то пространство А1\ является прямой суммой к пространств L3, про­
странство А2‘ является прямой суммой к— 1 пространств L3 и про­
странства А®, а пространства А2_*+։ и А2*՜1 представляют собой 
прямую сумму к пространств L3 и пространства L2.

Поступила 25.1.1972
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Ա. Ի. 111)ՐԴ1)1>ՎԱ. Ընղհանրաղված կոմպլեքս ուղիղների երկրորղ սեոի անտիիսվոլյա- 
ղիսւների տարածություններ (ամփոփումյ

[1 ք-ում (. հարտանը դիտարկել Լ Լորաչևսկոլ եռաչափ տարածության մոդելը, որում որ­
պես կետեր հանդես են դայիս կոմպլեքս ուդդի երկրորդ սեոի անտի՚ինվոլյուցիաները։ Աշխատան­
քում այդ կառուցումն ընդհանրացվում Լ այն դեպքի համար, երր կոմպլեքս թվերի դաշտը փո­
խարինվում Լ Ո կսկրդի պյյուրայ, անտիցիկլիկ, ցիկլիկ թվերի հանրահաշիվներովւ Ուսում­
նասիրվում է այդ դեպքում ստացվող տարածությունների երկրաչափությունը։ Աոանձին և ավելի 
մանրամասնորեն դիտարկված են Ո = 1,2 դեպքերըլ

h. I. SERGEEVA. The spaces of the second kind antiinvolutions of 
generalised complex lines (summary)

E. Cartan [1] has considered a mode! of three-dimensional Lobatchevski space, 
in which second kind antiinvolutions of the complex line serve as points.

The present paper generalised this construction to the Case, when the field of 
complex numbers is replaced by algebras of plural, anticiclic or ciclic numbers of 
order n. The geometry of the spaces so obtained is investigated. The cases of n = l, 2 
are considered in more detail.
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Լ. 2. Պեւորոսյան. Հետապնդման խաղեր խաղացողի տեղեկութ  յան ուշացումով 
րՒ. 1ք. Աաո«ԱՈ»|ււկ|։. !{աց համակարգերի համարվեր ձևափոխումներ գրաֆների վրա 
Ս. Դ. Աամէյո. Կոտորակային ինտերրայնևրի {Լ^) տարածությաե և պոտենցիալի 

տիպի օպերատորների մասին ........
•Լ. Վ. Սարաֆյան. Աոանձին կետերում վերասերված հավասարումների եզրային խրն- 

ղիրների կանոնավորմ ան մասին .......
Ա. I*. Սեր(]եևա. Ընդհանրացված կոմպլերս ուղիղների երկրորդ սերի անտիինվոլյու- 

ցիաների տարածություններ
Յա. Ս. 3>ւփէ||յանղ. ՛հուրյեի ունիվերսալ շարք' յ7"ա տվլոծ ինւոեղրելի ֆունկցիայից 

հանրահսւյվական րաղմանդամների .......

6, 474

5, 410

5, 384
2, 93

1, 56

5, 359

1, 13

6, 491

4, 329
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