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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
հէմբադրությոմւը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում էն հոդվածներ հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա .Մաթեմատիկա» ամ- 
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրա մեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա

մարը և տարեթիվը։
Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա

տասխան տեղում։
Տ, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու

թյունները- (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

Տ. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր Ա։իվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա 'Մաթեմատիկաս,



РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ

Главный редактор М. М. ДЖ Р Б АШ Я Н

Р. А. А Л Е КС АН Д Р Я Н
Н. У. АРАКЕЛЯН 
И. Д. ЗАСЛАВСКИЙ
С. Н.МЕРГЕЛЯН

А. Б. НЕРСЕСЯН 
А. А.ТАЛАЛЯН
Р. Л.ШАХБАГЯН

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

Редакция просит авторов, желающих опубликовать статьи в журнале Известия АН 
Армянской ССР, серия «Математика», придерживаться следующих правил.

1. Статьи должны быть представлены в двух экземплярах, отпечатанные на машин
ке. К статьям, представленным на русском (армянском) языке должны быть прило
жены резюме на армянском и английском (русском и английском) языках.

Статьи зарубежных авторов, по их желанию, могут быть опубликованы на соответ
ствующем языке.

2. Прописные латинские буквы, одинаковые по начертанию со строчными, должны 
быть подчеркнуты черным карандашом двумя черточками снизу, а строчные—двумя 
черточками сверху. Греческие буквы должны быть подчеркнуты красным карандашом, 
а индексы обведены соответствующими дужками черным карандашом, курсивные буквы 
должны быть подчеркнуты волнистой линией.

3. Чертежи представляются на отдельных листах в двух экземплярах с указанием 
их номеров я места в тексте на левом поле страницы.

4. Цитированная литература помещается в конце статьи, при этом должны быть 
указаны: для книг—инициалы и фамилия автора, название, место издания, издатель
ство, год издания, страницы; для статей—инициалы и фамилия автора, название статьи, 
журнал, том, выпуск (номер) <и год издания. Ссылка на какой-нибудь из цитируемых 
источников указывается цифрой в квадратных скобках в с оответствующем месте текста.

5. В корректуре не допускается сколько-нибудь сложная авторская правка (против 
оригинала), могущая повлечь за собой переверстку статьи.

6. В случае возвращения автору его рукописи для доработки датой поступления 
считается день получения редакцией окончательного варианта статьи.

7. В случае, если статья отклонена редакцией, автору возвращается один экземпляр 
рукописи, м редакция оставляет за собой право не вести дискуссию по мотивам ее от
клонения.

8. В конце статьи должно быть указано полное название учреждения, где выпол
нена работа.

9. Рукопись подписывается автором с указанием его адреса, фамилии, имени и 
отчества.

10. Авторам бесплатно высылается 25 отдельных оттисков статьи.
Адрес редакции: Ереван, ул. Барекамутян, 24, Редакция Известии АН 

Армянской ССР, серия «Математика»,



ЕЛ *•
ЦЕНА 0UK. Индекс 77736

EDITORIAL BOARD

Editor in chief M. M. D2RBASIAN

R, A. ALEXANDRIAN 
N. H. ARAKELIAN 
S. N. MERGELIAN 
A. B. NERSESIAN

A. A. TALALIAN
R. L. SHAKHBAGIAN 
L D. ZASLAVSKlI

TO THE AUTHOR’S NOTICE

Contributors who desire to have their articles published in the proceedings 
Izvestia of the Academy of Sciences of the Armenian S.S.R., series „Matematika** 
are requested to abide by the following regulations:

1. The articles to be submitted should be typed, doublespace, in duplicate. Pa
pe: s in Russian should be provided with summaries in Armenian and English, and, if in 
Armenian, they should be furnished with Russian and English summaries. The articles 
of foreign contributors could be published in the respective foreign language.

2. Latin capital letters, identical with the corresponding characters, should be 
underlined twice in black pencil, whereas small letters should carry two similar linee 
above. Greek letters are to be underlined in red pencil, italics—with a heavy line 
and indexes should be supplied with appropriate arcs in black pencil.

3. Draughts are to be submitted on separate sheets in duplicate with numbers 
and locations indicated on the left-hand margin of the text.

4. The reference list should supplement the article. In case of books, the 
author’s initials and name, the title of the book, the place of publication, the publisher, 
the date and page must be indicated. If it is an article, the author's initials and name, 
the title of the article, the journal, the volume, the number and date of the publication 
should be marked. Reference to a quoted source is to be indicated by a numeral in 
square brackets properly inserted in the text.

5. No substantial corrections by authois are allowed on the proofsheet, that 
would call for repaging of the article.

6. In case a manuscript is returned to its author for elaboration, the day the 
final version arrives at the editorial office is considered the date of receipt.

7. Only one copy of a declined article is returned to its author, the editorial 
office reserving the right to discuss the motives thereof.

8. The article should contain the full name of the establishment where the work 
has been carried out.

9. Every manuscript is to bear its author’s signature, address, and the name 
in full.

10. Authors are entitled to twenty-five free reprints of their articles. -

Editorial address:
Izvestia, series „Matematika**,

Academy of Sciences of Armenia,
24, Barekamutian St.,

Yerevan, Soviet Armenia



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Ս՚աթեմասփկա VIII, № 5, 1973 Математика

В. И. КРУТИНЬ

О ВЕЛИЧИНАХ ДЕФЕКТОВ Р. НЕВАНЛИННЫ ДЛЯ 
МЕРОМОРФНЫХ ПРИ |г|< 1 ФУНКЦИЙ

§1. Введение

Пусть /(я)— мероморфная при |г|<Հ R функция, Т (г, /)—ее не- 
ванлинновская характеристика*.  Определим

, , л? тп (г, а) , п— М (г, ао (а, /)= Пт ———= 1 — Пт ———։ 
Т(г,/) Т (г, ք)

Величина о (а, /) называется величиной дефекта / (г) в точке а в 
смысле Р. Неванлинны.

Обозначим (см. [4], стр. 147)
£лт(/) = {а= 8 (а, /)>0).

Ем\ (/) называется множеством дефектных значений / (г) в смысле 
Р. Неванлинны.

Теорема Р. Неванлинны о величинах дефектов и о множестве 
дефектных значений Ем (/) (см. [3], стр. 271, 275) утверждает:

Пусть/(г) — мероморфная при г=у^оо, либо мероморфная при 
|г| < 1 функция и

1п ------
#-77Т = 0’ <1Л>

тогда

а) множество Ем (/) не более чем счетно;
б) величины дефектов мероморфной функции / (г) удовлетворяют 

соотношению
2Ча,/)<2. (1.2)
(О)

Если же условие (1.1) не выполне
Нт Г(‘Г’ ^ =1>0, (1.3)
’•֊* ’ 1п—— 

1—г

то утверждение (а) остается в силе, при этом

Здесь и далее мы будем придерживаться стандартных обозначение неванлин.
новской теории.
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2Ча-/)<2 + ֊- 
(Я) А

Известно, что для функций / (г), мероморфных при |г| 1, ограничен
ного вида множество Еы {/) может иметь положительную линейную 
меру, а если /(я) не является функцией ограниченного вида, то мно
жество Еь(Г) имеет внутреннюю емкость нуль (см. [3], стр. 280).

Величины дефектов мероморфных функций в настоящее время 
исследованы еще не до конца. Здесь, главным образом, получены ре
зультаты для мероморфных при г =/= со функций.

Известен следующий результат (см. [2], стр. 139, [6]).
Теорема А. Если /(я)—мероморфная при со функция ко

нечного нижнего порядка X*,  то дефекты Р. Неванлинны подчине
ны следующему условию՝.

. 2։°(а,/)<°° (1-4)
(а1

при
. 1 а ----

3
г . 1 , „о ели же а , то для мероморфных при г со функции конеч-

О
ного нижнего порядка X ряд (1.4) может расходиться.

При переходе от мероморфных функций при я =/> со конечного 
низшего порядка к мероморфным при г=Р со функциям бесконечного 
низшего порядка мы наблюдаем резкое отличие в свойствах их вели
чин дефектов.

Именно, справедливо такое утверждение (см. [2], стр 125).
Теорема Б. Пусть а.— произвольная последовательность 

конечных комплексных чисел, и о, — последовательность положи
тельных чисел .!•< ■*  <; со, подчиненная условию

«1

Тогда существует целая функция {(г) бесконечного нижнего по
рядка I такая, что 8 (а,, /) = 8, (1< у < М) и /(г) не имеет де
фектных значений, отличных от а,.

Напомним определение порядка р и нижнего порядка X мероморфной при 
|։| < R < оо функции f (х). Если R = оо

1п г г.;- In г
Если R < оо

р = ita х_ llm !° .

1„_1_ ~
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Этим самым в 1962 году полностью была решена „узкая“ обрат
ная задача теории распределения значений мероморфных функций для 
целых функций бесконечного нижнего порядка (см. [4], стр. 488).

Приведем теперь следующие две теоремы о величинах дефектов 
и структуре множества дефектных значений мероморфных при 
функций.

Теорема В. (см. [5]). <Для любого р^>0 и для произвольной 
последовательности комплексных чисел (а/)£=1 существует анали
тическая в единичном круге функция порядка р и нормального 
типа, для которой а^ ] = 1, 2,--- являются дефектными.

Теорема С. (см. [1]). Для любого р, 0<р<^со и последова-
ОО 

тельности такой, что существует мероморф-
к=г 

ная при |г| < 1 функция АР (х) порядка р, для которой
■к

14-яр

СО5Я ----------------
2 (1+р) 
4

где ац принадлежит наперед заданному не более чем счетному 
множеству конечных комплексных чисел.

В настоящей работе мы усиливаем результат теоремы С.
Основным результатом является следующая
Теорема 1. Пусть {8*]£. ։— последовательность положитель

ных чисел такая, что

2 8*  <2,

— произвольная последовательность конечных комплексны 
чисел и р >0 — любое наперед заданное число.

Существует мероморфная при |г| < 1 функция у (г, р) поряд
ка р такая, что 

а
8(ая, п = 1, 2, - :

4
. Таким образом, ета теорема показывает, что свойства величин 

дефектов мероморфных при |г]<^1 функций конечного порядка р бол ее 
близки к свойствам величин дефектов мероморфных при г =/= со функ
ции бесконечного нижнего порядка.

§ 2. Вспомогательные соотношения

Проведем доказательство теоремы для случая, когда р — лю бо 
конечное положительное число. Для дальнейших конструкций нам не 
обходимо исследовать асимптотические свойства специального класса 
аналитических при |г|<3 функций. Рассмотрим^для р^>0 целую функ 
цию Миттаг-Леффлера конечного порядка р 4*1
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Для этой функции хорошо известно следующее асимптотическое пред
ставление:

(р + 1) ezP+1 + <|>, (z), |arg z| < ? —
2(P + 1)

(2.1)

(2.2)♦»to> о, 1 =<lar22! <w»
2 (p +1;

Если же |z| < 1, то очевидно*

(2.3)

p |£p+i(z)|<Ep+1 (1)<С։.
Рассмотрим круг и область Ао, которую мы назовем круговой 
луночкой, ограниченную двумя дугами

Пусть z\ = х[ + iy['r z\ = х[ — iy[ есть точки пересечения грани
цы луночки Ао с окружностью |z| = г (0 < г0 < г < 1)

х\ = г1 sina------------h г cos----------1 / 1__r2 <;;n։_______ :2(р+1) 2 (p+1) V 1 rsin2(p+i)’

r 9 • I ■ /" 7Г

y\ = — r sin--------- COS------------ h r sin---------- 1 / 1__rs >:n».‘ 2(P+1) 2(P +1) 2(P+1) V 1 Г Sin 2 (p + 1)

л (»■) = arg = arc tg --------- - --------- ----------------- . —= ; (2.4)
cos. + r ]/ 1 — r1 sin* ---- -----

• Здесь и далее бужвы С обозначают положительные постоянные, зависящие 
вообще говоря, от рассматриваемой функции.

2(рт1) V 2(p+1)
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ь
— а (г) = arg z'. (2.5)

Выберем для аналитической при < — функции d (z)= ------
Z 1 — Z2

непрерывную ветвь argd(z) такую, что---- ~”\arg d (z)<^ —.
2 2

Тогда

для любого р, 0<р<оо, функция Jl+I> (z) будет однозначной и анали
тической при

2 I 2
Легко видеть, что функция d (г) отображает луночку Ао на угол

]arg d (z)J < К

2 (р+1)
arg d (re'f) = arc tg - Sin ?—; z = re'’, 

cos ®—r

При изменении z ьрркь дуги 8 = {z: |z| = r, |arg z| < a (r)) arg d (z) 
ir к „изменяется монотонно от — - --------  до ----------• -заметим также, что

2(р+1) 2(Р +1)
|</(ге'’)| монотонно убывает при О-С'Р^а(г), — «(г)

max (z)| — d (г) = ■ Г . (2.6)
'6е 1— г

min \d (z)| = \d (re'a(^)|, (2.7)

причем (0<+0-<r<^l)

C-<1-^»<l</(re-W)K-5-(a.(r», p.8)
1 — r 1 — r
7C

где C3 = cos - -------- 5 в (r) -» 0 при r -» 1.
2(p+l)

Определим далее аналитическую при |г| 1 функцию

е (г, р) = Ер+1 ) • 
— г ./

Используя (2.1)—(2.3) имеем при (0 < г0 <><Д)

|е^+1Ю | (р + 1 - |ф1 (г)|) < |в (г, р)|< | (р +1 + |ф1 (г)| )֊
«(Г) а (Г)

/= у 1п+ |е (ге'’, р)| </ф>Ие df*̂ 1(relf) с/ср -\-

-«(Г) -а(г>

“ <г) “ (г)
+ У Ь (? + 1 — |Ф1 (''е'’) I) </<р = Д 4֊ у 1п (ге'*)  d^f;

֊» (г) -а (г)
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«(г) «(О
/< Re С <Р+' (re‘v) dv+ ( In (1+ p + 1Ф1 (re,’>)|) d<p=

a (r)
= Д + C In w,(re'’>) rf<p. (2-9)

~’w J
В силу (2.3), (2.7)-(2.9) (O<ro<r<l)

“i (re1*)  = p +1 — 1Ф1 (re**)!  P 4—z՜ =£
^rel*)  = P +1 + |Ыге'’)1 < P + 2 = Cs.

Поэтому из (2.4) следует 
,«м

/ l ln<D1(re'T)rfT>C, (1 — г), 
— а (г)

(2.10)

l(r)
С In ш, (re'v) d<f < Сч (1- г). (2.11)

-«(г)

Оценим 4*
Рассмотрим сектор Dr = (г: г, |arg z| -Са (г)). Функция

</?+։ (z) — аналитическая в этом секторе. Обозначим через L границу 
сектора Dr.

По теореме Коши
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где
2 1п—— 

1—г
2 (р + 1)
з!п —

4р
(1 —г)*՜ 1* Р 1. (2.13)

Аналогично

1е‘а Я---- 4^7- —+
(1 — ге'“)Р р

1

о

Р+1 Л _
I Р

где <22 (г) удовлетворяет соотношению (2.13).
Учитывая (2.4), (2.12) имеем: (0 г0 г 1) 

«(г)
о Г / у+։ , р ( ։ Г 1 1

3 \1 —ге'т/ I р [ (1 — ге-‘л)г (1 —геь)р
-« (г)

) р (1+г* — 2г соз а (г))р/а

.. . . г зш а (г) 1 . . хX зш р аге tg ----------- — + £) (г),
1—г соз а (г)]

(2.14)

где (2 (г) удовлетворяет соотношению (2.13).
Из (2.4), (2.10), (2.11), (2.13), (2.14) следует (0 < г0 < г < 1)

где

7 С„ (14-2в (г)) 
" (1֊г)₽

(1֊ г)р

„ 2С8 = — созр 
Р

1Г

2 (р+1)
рте 

э!п -------------
2 (Р+1)

е (г) ֊*  0 при г -*  1.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

§ 3. Доказательство основной теоремы

Пусть р^> 0 — произвольное конечное число. Положим ак = ~ 

(£ = 1, 2,՛.-). Без ограничения общности можно считать, что — 
невозрастающая последовательность положительных чисел таких, что

2 8*  <2.
£=1

Рассмотрим далее функции
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Л (*»  р) = 3* +? (ге /2г “*)>

в*  (г, р) = Е?+1 (г, р)).
Асимптотические свойства е*  (г, р) следуют из асимптотических свойств 
е (г, р). В частности

2га*  +» (г)
У <3։>

2кад—а (г)

2кал+а (г)
Г 1+1 / I, м \ 8*  С։ (1—2е(г)), (3 о\I 1п+ |е*  (ге1*,  р)| с1<р ------ _֊----

2ка^—а (г)

где Св, е (г) определяются (2.17), (2.18).
Рассмотрим далее ‘две последовательности чисел: {а*}^ ։ после

довательность произвольных конечных комплексных чисел, {6*}^  — 
последовательность положительных чисел такая, что

2 6*  = 5։, 2 6*  |а*|  = 5 = шах (£, 5։).

Определим

Л(*) = ЗЬе*(ж, Р), (3.3)

Л (*) = 2 6* а*е* (г, р). (3.4)
*-1

Легко видеть, что функции (3.3), (3.4)—аналитические в круге |я|<^1,

Я (*. Р) = (3.5)
81 (^ Р)

—мероморфная при |г|<^1 функция.
Лемма 1. Для характеристики Т(г, справедлива сле

дующая оценка
(3.6)

»Де е (г) ->0 при г—>1, С8 определяется (2.17).
Доказ ательство.

Т (г, г) < Т (г, Л) + Т (г, 8г) + О (1), (3.7)
г«

2 6* е* (ге'’, р) I (3.8)
*-1 I

Т (г, Ях) = [ 1п+
2я л 

о
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Обозначим
б*  = {ж: |z| = г, |arg z — 2ка*|  < а (/-)},

0‘ = {z: |z| = r\e*}.

Найдем номер N такой, что
б*Пб'  = 0, k,j.<N

из соотношения
—2т:Ялг+1<2а (г)

или
1 2
-v<—а(г). (3.9)
Z it

Отсюда следует, что мера длины дуги окружности радиуса г на ко
торой множества б* пересекаются при различных к не превосходит 
/2 \(— +2 } а (г) и в силу (2.4) имеет порядок 1 — г при 0 < г0 г < 1.

При i < N учитывая (2.1)—(2.3), (3.1), имеем
2к aj + а (г)

I 1п+ 2 Ьц е* (re‘f, р) </<р< 
„ . А=1Sic <ц — а (г) 

2х «/ + а(г) ,
In (0,-5-Ь (р +1) bi |е 4+1 ("'7' Р)|) d? < 

а (г)

< 8'С»(1 + 2е(г)) +ln (Ce-S+l + p)-2a (г), 
(1 - г)₽

где Св = max (С1г Сг).
Обозначим

N-1
Qi = и [2R а'1~ а (г)> 2к а‘ + а (г)]> 

г-1
2։ =[0, 2к aN + а (г)] U [2^ — а (г), 2"], 

23 = 2к\(21и2я).

Тогда учитывая (2.1)—(2.4), (2.6), (3.1), (3.8), имеем

Г(г,Я1) =
S1 А-1

1 Г
2« J 9,

Int 2 bk ел (re'’, р) d<? +



356 В. И. Крутинь

<-l'Ç18 С, (1+2в (г)) ^C10(l+s(r)) с
(l֊r)f 2« (1 —r)₽ ’

(ЗЛО)

r"
Аналогично получаем, что оценка (ЗЛО) имеет место для харак

теристики T (г, gf). Из (3.9) следует, что 7V-*  °° при г—►!, т. е. 
îy—»0 при г—>1. Поэтому соотношение (3.6) непосредственно следует 
из (3.7), (ЗЛО).

Лемма 2. Для неван'линновской функции приближения m (г, 
ап, g) справедлива следующая оценка:

*(г. «..г)> , (З.П)2к (1 — г)’

аде в (г)->0 при г — 1, С8 определяется соотношением (2.17).
Доказательство.

12 Ьл (а* —аЛ) е*  (ж, р)| 
’g (х) - ---------------

J 2 bk е*  (z, р) 

л — фиксировано.
Выберем г0 настолько большим, чтобы в"П *̂ —0, k=f= п, 0<^ 

■‘Сго՝Сг<^1՛
Пусть Учитывая (2.1),(2.3) имеем

2 6*  (а*  — аЛ) е*(ж,  р) <2 5 • Св, 
k+n

2 bk в*  (z, р) > 6Л |е„ (ж, р)| — 25Св, 
*-1

1
If (*»  р) — ал

bn |е.з (ж, р)| — 25С, 
2SCt

Из (3.2) следует, что

։»«„+։ (г)

т (г, ал, g) А I 1п+
2я J

2» «л - « (г)

--------1с» (1-2ь (г)).
If (re‘f, р) — ал| 2к(1 —г)?

Теорема 1 следует теперь из оценок (3.6), (ЗЛ1).
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Действительно

8 (ая, g) = lim >
— T(r, g)

8я

2 2 s*  
*-i

Из (3.6), (3.11) вытекает также, что порядок функции А (г, р) равен р 
Теорема доказана.
Замечание 1. Аналогично можно доказать теорему для функ

ций бесконечного порядка, если вместо функций Миттаг-Аеффлера 
конечного порядка брать функции Миттаг-Леффлера бесконечного по
рядка (см. [2], стр. 125).

Роль луночки Ао теперь будет играть область Во, которая 
является пересечением двух областей:

Re z >0Ո |z]< Пк - 1 ֊ ֊֊ 1
2к

1 z------
2

1 1
2 J

5^ = ^Re z>0| Ո«|<|Ո |г—1+——

Замечание 2. Для доказательства теоремы при р = 0 доста
точно рассмотреть функции ограниченного вида (см. [3], стр. 185).

В заключение автор выражает глубокую благодарность В. ГЕ 
Петренко за постановку задачи и руководство работой.
Харьковский государственный 

университет 
им. А. М. Горького Поступила 20.111.19*72

Վ. Ի. ԿՐՈԻՏԻՆ. |г| <1 շրյանում մերոմորֆ ֆունկցիաների նևանլինյան դեֆեկտների մեծու
թյունների մաոին (ամփոփում)

Հողվածում ապացուցվում է հետևյալ թեորեման, դիցուք (3} 
դրական թվերի հաջորդականությունը այնպիսին է, որ

մոնոաոն

2

—վերջավոր կոմպլեքս թվերի կամայական հաջորդականություն է և բ >0 քա&- 
կացած նախօրոք տված թիվ էւ

Գոյություն ունի շրջանում թ կար դի այնպիսի մերոմորֆ £ թ) ֆունկցիա, որ

8 (“ո, я)> ~-,ո=1, 2, •••• 4

V. I. KRUTIN. On Nevanllnna'*  deficiencies value*  for function*  mer amorphic in 
|z| < 1 (summary)

In this paper the following theorem is proved.
Let be an decreasing sequence of positive numbers, such that
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2 8*< 2
be an arbitrary sequence of finite complex numbers and p> 0 —an arbitrary 

number.
There exists a function g («, p) of order p meromorphic in [z| C 1, with

о(ая, n=l, 2, -.
4
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С. Г. САМКО

О ПРОСТРАНСТВЕ /“ (£р) ДРОБНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
И ОБ ОПЕРАТОРАХ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА

Введение
В работе изучается пространство /’ (£р) функций, являющихся дроб

ными интегралами (лиувиллевского типа) от функций из Lp (—со, со), 
1<^р<—, 0 < а<1, и исследуются операторы типа потенциала, как 

а
операторы из Lp в /“ (£р).

Дробное дифференцирование и интегрирование лиувиллевского 
типа в рамках пространств Д, (— со, со) исследовано исчерпывающим 
образом. Отметим в первую очередь работы П. И. Лизоркина [1]— 
[3], из результатов которых, в частности, следует, что функции, пред
ставимые дробными интегралами от функций из Lp и сами принадле
жащие Lp, совпадают с бесселевыми потенциалами: /“ (Lp) f)Lp = Ця\

Мы будем рассматривать здесь класс Iя (Lp) дробных интегралов 
от р-суммируемых функций, не ограничивая его условием р-суммируе- 
мости самих дробных интегралов. Отказ от последнего условия за
ставляет, естественно, ограничить порядок суммируемости р до пре
делов 1 < р —, в которых операторы дробного интегрирования 

а
определены на всем пространстве Lp (— со, со).

Один из основных результатов будет состоять {§ 2) в описании 
пространства Iя (Lp) в терминах дробной дифференцируемости (по 
Маршо), Р-суммируемости, Р = —-—, и интегрального модуля не- 

1—ар
прерывности (/, 8). Получается также другой вариант описания, в'ко- 
тором Р-суммируемость заменена р-суммируемостью с весом (1+|х|)-ар.

Даются (§ 3) достаточные условия, ^обеспечивающие принадлеж
ность пространству Iя (Lp). Исследуется (§ 4) поведение некоторых 
классов операторов в пространстве Iя {LP), надлежащим образом нор
мированном.

В §§ 5—б рассматриваются операторы типа потенциала, дей
ствующие из Lp в Iя (Lp). В частности, в § 5 для потенциалов фелле- 
ровского [14] типа:

(И<«Ф)(х) = Ссг + ^ Sig"(*~A <p(x)£Z,,. (1)
г (a) J |х — fl1-“

1-^. р <_ —, с1։ с։ = const, 
а
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получено обращение, построенное по типу интеграла Маршо. Ранее в 
[11] обращение М֊1 оператора Ма было найдено для р =1 в виде 
аналога лиувиллевского дифференцирования. (В [11] описан также 
образ Мл (£։) оператора Мл).

В § 6 исследуется нетеровость операторов типа потенциала об
щего вида:

(Л/?)(х)= ?(/)<# (2)
л 1^-Л1— ОО

в предположении, что с (х, #) терпит разрыв на диагонали х=/. Основ
ной результат § 6 — теорема 7 — содержит необходимые и достаточ
ные условия нетеровости оператора М из Ьр в /“ (Др) и формулу для 
индекса.

Краткие сообщения о некоторых результатах статьи опубликова
ны без доказательств в заметках [5], [7]. Отметим также, что в ра
боте [10] получено утверждение о нетеровости операторов (2) при 
более жестких предположениях, чем в § 6 настоящей статьи.

Автор выражает признательность Н. К. Карапетянцу за полезное 
обсуждение.

§ 1. Пространство /“ (£р) дробных интегралов

Введем необходимые обозначения и определения. Норму в 
Ар (—оо, оо) будем обозначать через Ц |р. Пусть /“ означают опера
торы лиувиллевского дробного интегрирования

(/« <р)(х) = -1֊ Г -?-(*) * , (/« т) (Л) = _±_ Г ? <0 * ,
+ Г(а)_] (х֊^֊«' Г (а) 3 «֊х)1֊«

<Р (—°°» °°), 0<а<1, 1<р<—,
а

а

֊ 1 * г
Г (1—а) </х 3 (# — х)“

—операторы лиувиллевского дифференцирования. Дробные производ
ные Маршо [17] определяются равенствами

(£>« /) (х) = —- -----[ л, (3)
+ У ' Г (1—а) 3 «>+« ՝ '

о
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(£)' /)(х) = —-— Г—£(£±0 Л.
’ Г(1-а)3 А*

о

Всюду в дальнейшем интегралы в (3) понимаются в смысле схог 
димости по норме Ьр (— со, оо)

£>'/= 1нп £>' ,/, (4)
«-»о

где
(°ь. д и -I-(Х)~А * *-м- (5) 

к
Для достаточно хороших функций, например, для /£ С~ лиувил- 

левские производные и производные Маршо совпадают

(см., например, [1], стр. 107).
Через /“ (Ьр) будем обозначать пространство образов 1Л (Ьр) = 

= {/ Ц/ = /* ф, ф€2>р}. Известно, что при р = 1 операторы! Л" 
определены в 1Л+ (Ь,), 1а_ (2^) соответственно и 1~л 1а+ <р, 1~а /£р за
= <р, При р=/=Л лиувиллевские производные перестают работать 
в (2т>). Покажем, что их заменяют производные (3). Элементарные 

преобразования дают для /(х) = (/“ ф) (х), <р££р, —
а

90

/(х +А)—/(х) = А“ А («) ф (х֊Ь А —А«)<Й, (6)

где А>0 и А(<)=-у-[ Г֊*- 1+.81г°^-П 
г (а) I 2 1

причем непосредственная проверка показывает, что
•о

У к (0 Л =0. (7)

о

Из (6) без труда получаем (ср. [9], теорема 2) представление

(^:,։/)(х)= У А-(0?(х-8<), (8)

о

где

АГ(0 = —1—А Гл (з) (г-1)* 1
Г (!-«) I ] К [ 2 { ]

— „усредняющее“ ядро
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|л-(#)Л = 1, ЛГ(0>0. (9)

О
Из (8), (9) вытекает, что

Р;, ։/ - J к (о о>Р (ф, «о dt, (io)
О

где <ор (<р, 8/)—интегральный модуль непрерывности в LP
тР (ф> Л) = Цф (х+А)—ф (х)Цр. (11)

Оценка, аналогичная (10), имеет место и для Dt֊if՛ Следовательно, 
пределы (4) существуют для всех f Ç /”+ (LP) и в силу (10)

Dt /* ф = ф, D'_ It Ф € 4р» К/К — ' (12)я
I . - »
ЕсХи -, то пространства /“ (£р), It (Lp) совпадают, что

а +
очевидным образом вытекает из тождеств

Ia± <f = cos air <р + sin air SI** ф, (13)

Ф^£р, 1<р<^—, связывающих операторы It друг с другом по- 
a х

средством сингулярного оператора

(5ф)(х) = A f л (14)
It J t— X

(см. [4], [8], [12]).
Мы положим

/a (Lp) JS» /« (£,) = (Lp)> 1 < р< А . (15)
а

Как уже отмечалось во введении

(^р) П1-Р = Ир\
где L(p^ пространство бесселевых потенциалов

D\f^Lp}
(см. [1], стр. 126, 128, а также [3], стр. 90).

Введем еще обозначения

Ир,« = { J (1 + W)-’pI/(x)> </х}₽, LPi a= {/If/Jp,e<oo). (16)
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Операторы /1 действуют, как известно, ограниченно из Lp в

LP, а и из Ly в Lp, Р=р (1— ар)՜1 (см. [16]):

1И± Ф, а < с М,, ф < с hip. (17)

§ 2. Описание пространства /* (£р)

Основной результат этого параграфа содержит следующая
Теорема 1. Пусть 1 < р , 0<а<^1. Следующие утвержде- а

ни. я равносильны:
. f(x)Wp),

И. /(Л) £Lp, Р = -S-; D'+f£Lp; lim 8֊«<ир(/, о)=0,
. . 1—ар 8-.0

III. f(x)£Lp,a; D^f^Lp; lim 8֊“ и>р (f, 8) = О, о-* О
где шр (f, 8) — интегральный модуль непрерывности (11)*.

Заметим, что условие / (х) £ Lp, л в III в некотором смысле пред
почтительнее условия f (х) £ Lp в II: оно представляется более слабым

(/9а \ а \ДОр,-+.< (֊) ШЛ е>°> (18)

хотя Lp с Lp, а (что подтверждается примером функции f (х)=|х|-1/₽Х 
X In՜1''’|х| при [x|^>2 и/(x)=0 при |x| <^2. И если равносильность 
утверждений I и II будет получена относительно простыми рассужде
ниями, то вывод I из III потребует более тонких средств (применение 
теорем о р-мультипликаторах).

Заметим еще, что в утверждении III можно заменить условие 
суммируемости с весом (1 + |х|)~лр условием суммируемости с весом 
|х|-вр. Очевидно, при описании пространства /“ (Лр) в необходимой 
части предпочтителен вес |х|~“/’, а в достаточной—(1-|-|х1)_ар.

Доказательству теоремы предпошлем следующую лемму.
Лемма 1. При y<^a<J> справедливо равенство**

* Утверждение теоремы остается в силе, если заменить Оа+ / на 2)^_/ или. 
на оператор

г-х г = С 2/(х)-/(х-0-/(х + 0 л
» * I £1+« ’

о
обратны! (с точностью до постоянного множителя) к риссовскому потенциалу (ср. с 
теоремой 1' из [3]). Можно даже заменить 2)^. / оператором М՜1 обратным к по
тенциалу феллеровского типа (1). Подчеркнем еще, что сходимость интегралов. 
2>^_ /, Л՜՜1 /, 2И՜1 / понимается всегда в смысле (4).

* * Лемма представляет собой уточнение леммы 6 из работы [1], стр. 129.
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Л«,"------------,о<«<։. (19)
З(6-О։-В(«֊»)1+’ Ь — д\а—д/ 
а

Доказательство формулы (19) получается с помощью замены £ д +

Доказательство теоремы 1. Пусть имеет место утверж 
дение 1. Условия р/|р < со и со тогда выполняются в силу (17).
Условие Ю+/К 00 вытекает из (4), (10). Чтобы оценить шр (/, 6) 
запишем представление (6) с учетом (7): ,

/ (х + 8) -/(х) = 8“ у к (#) [<? (х +.8 — 80- «р (х)] Л. 

о
Применяя неравенство Минковского, получим

ш, (/, 3) < 8“ У I* (01 шл (ф» 8 ֊ 80 Л. (20)

Так как (<р, 8 — 8#)<; 2 |<р|р, то в силу теоремы Лебега о предельном 
переходе, получаем

Иш 8՜“ (/, 8) = 0.
в-*0

Таким образом, II и III следуют из I. В случаях II и III мы мо
жем ввести функции

Ф (х) = (/);/) (х) и <р։(х)= (£“ ,/) (х) ^Ьр,
так что 11т |<р — <р։Цр = 0. Покажем, что 

8-»0

/(х)=р+ф):(х) (2п

при выполнении условий II или III. Введем в рассмотрение интеграл

. (22)

Требуемое равенство (21) будет доказано, если
(^ф) (х) =/(х) (23)

почти для всех х*. Предельный переход (23) будет осуществлен с 
помощью следующей леммы.

Лемма 2. Если {(х) удовлетворяет утверждению II или III 
теоремы 1, то для интеграла <р с плотностью <р == Оа+ / справед
ливо представление

Ниже мы увидим (теорема 2), что предел (23) существует также и в смысле 
сходимости в Ьр.
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х-Ы
(/^?)(*)=/(*)֊— Г б-—-У—л- 

к J \х—1ч—1/ х — ։
(24)

Доказательство. Преобразуем вначале /д, . Имеем

... ч а зйз а« С Л 
--------— [ /(г-8)* 1

3 (;_х + 8)1+։ ]

После перестановки порядка интегрирования, допустимой при усло
виях леммы, получим

Д' х-л-։ х

С /ю*
к ( 0“ Г1-“ I ) I £ — т)՜1՜1

0 - - Х-Ы

(25)

Внутренние интегралы

а 1(х —

преобразуются на основании леммы 1
1 / ТУ 

х — т \х—ТУ—т

•Г* Л- ' X «Г ՝ • , * X I Iх—т \ В /

Подставляя в (25), после элементарных преобразований получим.

зт ак 
к

?8 ) (х) = /(х) ֊
.х—/V—#/ х—{

где М (8) = 2 Л// (8) и 
/=1

ы
Мг (8) = 8֊а С ■ М' (8) _

о

= 81-« С/(х-г-8)-/(х)



Устремим <р» к ф в ЬР. Так как оператор ограниченно действует 
из Ьр в £,.« (и тем более в £лм. , в»), то для получения (24) до
статочно показать, что Иш М (8)=0 в метрике ЪР, » или Р, «+«■ о 6-* О
кажем, что Нт ||ЛГ(8)|д, в = 0 при /(х)^ЬР, а и Нт ||Л/ (8)|р, «+> —0, е^>0 

6-. О б**°
при / (х) € Ьр. Для /(х) £ЬР, . имеем

8’

шр (/> Т + 8) 
т»-« (т 4- 8)

< с8т|° («> ’֊«) 1п ——- О, 
8

О,

ЖЛ,.< Г ** I П/(ж-ЛГ-.)|^х1Ь
* З’ЧЧ-л,)!] (։ + |«|)'1’ I

О

<и₽.«Г (1+!|1+/У1)а *֊>о>
J т* (т 4- Л) О

в последнем неравенстве мы воспользовались легко получаемой оценкой

Ь*Л>. . с (1 +2 |А|)аЦ/Цр.«, (26)
где (тл /) (х) = / (х — Л) — операция сдвига.

В случае / (х) £ ЬР оценки для «+, и ЦЛ/^, «+, не меняются, 
а для ||М3||р, а+, и ИМЛр, в+։, е >0 получаются в силу вложения (18). 
Лемма 2 доказана.

Возвращаясь к доказательству теоремы 1, видим на основании 
леммы 2, что (23) будет иметь место, если функция]

х-М
Г/ем (27)

3 \x-N-t ) х — Ь
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стремится рр к 0 при /V — со как для / (х) £ ЬР, так и для / (х) £ 
«. Если / (х) £ Ьр, то

1(*л/)(х)|
О о

/у\՝р՛ л
I ) (7У-н)я՛

□ Р"’(1 + 0я* 1 1+ар'о
(28)

и равносильность утверждений II и I получена.
Пусть /(х)£/.л а. Если ар'<^1, то оценка проста и аналогична 

(28):

(^/)(х)<
о

Шр. »
^чр— ’

\x-tN— ЛН)’^' 
Г՞' (1 + 1)р'

С = с (х).

Ир։

В общем случае (когда не обязательно ар'<^1) понадобятся дополни
тельные соображения. Мы имеем из леммы 2: (/ — Км) { = /м, причем 

№
Ьр, так как Ц/л-Цр < — ||®1|р, П/л'ЦрЧ 0/“ (|<р1)||/> (/лг = 7“, <?). Справед- а

лива следующая
Лемма 3. Если /^ЬР։Ли (I — К к)/£ЬР(] Ьр, то {^Ьр. 
Доказательство. Пусть, как обычно

(^)(к)=/(Х)= е^/(х)Лс,

и пусть вначале / (х) — достаточно хорошая функция, например, 
/(х)£С£. Замечая, что Кн— оператор свертки

где

К^=кы*/, ^(х)=3-^֊ 
к

1—, получаем 
а

[Г (/-*„/)] (к) = о(ХЛ<)/(к),

... , атот С е/х<а ()-) = 1---------- | ---------* 3 «(<-!)•
ат ак

0.1 = ---------

М,

—— (11 =
1—1)*

(29)

О

11 V 
1
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М,(8)=֊8>֊«/(х) ----- —-----, Л/4(3) = 
(.4-3)

N

ограниченно действует

. Поили Li

Устремим к ф в LP. Так как оператор
из Lp в Lp, а (и тем более в LP, «4« , в>0), то для получения (24) до
статочно показать, что lina М (3)=0 в метрике LP.* или LP, «+«• По-

«-►о
кажем, что Иш ||Af(8)Jp,e = 0 при f(x)^LP,. и lim ||Af (3)J,, «+. =0, е>0 

ъ-о 5՜*0
при / (х) £ Lp. Для / (х) £ Lp. . имеем

N 1

о
N

шр (f> 8) Г dt 0
За J т!-а 

о 
N

о

лг 
■ Г

о

< cgmln (а, 1-«) ]п ----, 0,

„Жд<Г_^ ( Г1/(х֊^֊х)Мх|рк 
.Ь'(’+лои (1 + |х|)1₽ /
0 -ОО

< Ир. « С ,(1+2Ь + ^|)а 0
3 X» (. 4- Л) 
о

ъ последнем неравенстве мы воспользовались легко получаемой оценкой

Я>. . < (1 +2 |А|)В а, (26)
где (■։*/) (х) —/ (х — Л) — операция сдвига.

В случае / (х) £ Lp оценки для {ЛЭДд,«+, и ЦЛЦ,. «+, не меняются, 
а для ЦЛ/зЦр, а+. и а+«, е^>0 получаются в силу вложения (18). 
Лемма 2 доказана.

Возвращаясь к доказательству теоремы 1, видим на основании 
леммы 2, что (23) будет иметь место, если функция!

х-Ы

J \x-N-t ) х — 1 ' 
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стремится рр к 0 при ЛА — оэ как для / (х) £ ЬР, так и для / (х) £ 
।(- £Л։ ,. Если / (х) £ Ьр, то

КЛ, /)«| <{]>(,-<- мг ]■ <
о о

ИЦ ?-<"֊-Г_о, .р 
ЛР" 13 ։•'" (1 + ։Г I

О
г2£֊т<1
1 + «р

(28)

и равносильность утверждений II и I получена.
Пусть /(х)^Ар, в. Если ар'<4> то оценка проста и аналогична 

(28):

(*лг/)(х)< Щр,, ( Г(1+1х-^-ЛП)^ 
№'/> (] /V' (1 4- /)р'

11/Р’Л <

Шр.
№1р- ՝

с — с (х).

В общем случае (когда не обязательно ар'<^1) понадобятся дополни
тельные соображения. Мы имеем из леммы 2: (/—КлО/ = /лг, причем 

^ЬрНЬр, так как Ц/л'||р<— 1М|р, И/л||р<• (|<р!)||р (/и = А, ?). Справед-а
лива следующая

Лемма 3. Если /^Ьр,л и (I — Км)/^ЬРГ\ Ьр, то ]^ЬР.
Доказательство. Пусть, как обычно

(ГТ) (Х)=?(Х)= уе^/(х)</х,

и пусть вначале / (х) — достаточно хорошая функция, например, 
/(х)£О°. Замечая, что Кя — оператор свертки

1

где

Кы/=кы^, ^(х)=3-^- 
к

1—, получаем 
а

X \x-Nj ’ 
о ,

[Г(/-Л^/)] (Х)=а(}.ЛА)/(Х), (29)

а (X) = 1 - зшап С еп< эш атс С 1—еш 
к 3 I (/—1)“ ~ к 3 I (^—1)а 

1 1
л=

М,
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X
sign X С

Г (а) е 2

elt dt
W1-

Функция а (к) принадлежит винеровскому кольцу R [24], но с 1 (X) < Л, 
поскольку а (0) = 0. Однако, >֊ = 0 — единственный нуль функции з (>.):

„ ... sinaitfl — cosX tRe’w = — ]7(ГПу
о

при X =f= 0, причем

Ilm = ------ * 0.
х-о |X|« аГ (а)

Положим на основании (30)
a(k)=_lL_ J_.

1 + |Х|‘а(Х)

(30)

(31)

Покажем, что а (X) является р-мультипликатором [21], 1<^Р<С°°- 
Представим а (X) в виде аг (X) 4֊ а2 (X), где

“։ (X) = 8 (1 - X») а (X), а, (X) = 8 (X’ -1) а (X), 8 (X) = .
Л»

Непосредственная проверка показывает, что

|«х (Х)| С АГ, |Ха; (Х)| < ЛГ, (32)
так что а2 (X) — /»-мультипликатор в силу теоремы С. Г. Михлина [20] 
(см. также [21], теорема 2.5). Изменим функцию а (X) на отрезке 
г_ а (^), |Х|^-1, выбрав бесконечно дифференци-

’ М “ 1° (X) 4֊ ш (X), |Х|<1

руемую функцию ш (X) с носителем [—1, 1] так, чтобы о (X) =/= 0, 
֊ со <Х< со и а (X) £ R. Тогда at (Х)^ • (Х»-1) —------ 1------ также

!+№ 7(Х)

/»-мультипликатор, поскольку —— £ R, а для 
(X)

— 6 (Х։ — 1) - । выполняется условие (32) (ср. 1 + |Х|*
[23], стр. 9). В силу доказанного оператор

функции а, (л) =

с теоремой 3 из

Ajvf= Г֊1 a(kN) Г/
ограничен в /„-пространствах, 1<р<оо. Полагая теперь (J—KN}f= 
= fN, для /лг£ имеем на основании (28) — (31)
f = U~kn) = An flV + F֊'1-F An fN = ANfN + K՝A» fN, (33) 



О пространстве дробных интегралов 369

где АГ»/— риссовский потенциал. Так как пространство С~ входит 
Кв образ (/—АлО(£а «), то для любой функции /д'^С’ функция / оп

ределяется равенством (33). Оператор Ам-{- Кл ограниченно дей
ствует из пространства Е = ЕРП ЕР с нормой Я/Де = Ц/Цр + в про
странство Ьр

К/ + ^«) Дя /1₽ < ИяЯ₽+ К» (Дя /)[|р < Сх Р/|р 4֊ с։ Ия /Ир < с։ Ц/Це. 
Следовательно, обращение (33) справедливо при условиях леммы 3, 
тогда /£Ер и лемма 3 доказана.

Если же /££р, то в силу оценки (28). Теорема 1 дока
зана полностью.

Полученное в лемме 2 представление (24) позволяет нам гово- 
.рить о сходимости дробных интегралов не только в смысле сходимо
сти р-р-, но и по норме Ьр. Именно, справедлива следующая

Теорема 2. Пусть <? (х) £ Ьр, 1 < р < —, и /уф — интеграл

(22). Тогда
Нт р/». <р —<р[р = О, Р = —2— • 
я-»« 1—ар

Д|о казательство. Обозначим (/^ <р)(х) = /(х). Функция / (х) 
удовлетворяет утверждению II теоремы 1 и тогда в силу леммы 2 
имеет место равенство

Л֊ ф—/дг ф=ад,
где Ки— оператор (27). Покажем, что последовательность операторов 
Кц сильно сходится кОв£г(—оо, со) при любом г, 1<^г<^со (и 
тогда, в частности, при г = Р). Нормы ограничены

К» Л < Ы л л . , Л = 1Л,
.) «и х“(14-х)о

так что достаточно проверить, что |Алг/?г -»Она плотном в Ег мно
жестве, например, для финитной бесконечно дифференцируемой функ
ции <о (х) с носителем в (—а, а), 0<^а<^оо. Имеем

Яч о х-Я 1

Очевидно
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а для At (N) имеем

Далее оценка ясна в случае ar < 1. Если же ar > I, то

a-t 
N

и оценка следует. Случай аг=1 аналогичен:

N
а— t

a-t
‘ N

Следовательно
lim 1։т А, (N) 4֊ lim Да (7V) = 0л»--

и теорема 2 доказана.
В заключение этого параграфа отметим случай р=1. Для того 

чтобы f (х) £ /“р (Äj), необходимо и достаточно, чтобы
€-ЛС'(—оо, оо) и^Ит (/£“/) (х) = 0

соответственно. Это утверждение представляет собой перенос на всю 
ось теоремы Я. Д. Тамаркина [18] (см. также [19], стр. 574), относя
щейся к случаю конечного отрезка. Аналогичное описание допускает 
и область значений Мл феллеровского потенциала (1) (см. [11]). 
Отметим еще, что некоторое описание функций, представимых дроб
ными интегралами от локально суммируемых функций по существу 
содержится в работе [13] L. S. Bosanquet.

§ 3. Достаточные условия
Укажем в этом параграфе некоторые условия, достаточные для 

принадлежности функции /(х) пространству Г (Lp). Непосредственно 
из теоремы 1 получаем: если

D 2) üdiA =о(1) при н0.

Ü

3) (или ВД,, а<С ос),
то

Отметим в связи с этим утверждением одну оценку для интег
рального модуля непрерывности функции / (х) £ 1Л (Lp) через модуль 
непрерывности ее дробной производной <р (х) — (£)’ /) (х):
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<1+* г
ум?» (34)

вытекающую из (20).
Простое достаточное условие содержит следующая
Л ем ма 4. Пусть ] (х) принадлежит пространству Н\—со, со) 

гельдеровских на сомкнутой, оси функций порядка)՝. Если /(со)=-0 
и шах (ч, \ то { (х) £ 1' (Ьр).

Доказательство леммы получается непосредственной проверкой 
условий (/, о) = о (о1),/7^теоремы 1. При этом стоит при
менять „глобальную“ оценку гельдеровости на оси:

(35)

и при проверке условия / £ Ьр воспользоваться оценкой интегралов 
вида >

[х — х|~* dx:

/а, ь (х) < • С , Ч < ппп (а, Ь, а + Ь — 1), (36)
(1+И)

при а 0, 6^>0, а + 6 > 1 и с = с (*).
Несколько больший интерес представляет следующая
Лем м.а 5. Если / (х) £ (— со, со), X > а, то

/-(х)у(0) €/'(£>)՛
1 „ 1 |х|։

ч>" р<1<7՜
Доказательство. Обозначим е (х) = , Выпол-

|х|т
1имость условия 8 (х)^Ьр очевидна. Для проверки условия Пл+ 8^^р 
оставляем согласно (4) срезку ?а(х)— (£)’ ։#)(х), и оценим вначале 
за(х) для конечных значений х (|х| /V). Имеем

“ 2.
I?» (х)1 <С1|ё (х)| + 8гЦр ( Сг(>+»)₽' л?' < +с։, (37)

՛ 3
с2,з = с2,.з(8)» так что ?։ (х)€^> (—-/V. П). Для |х|>#



372 С. Г. Самко

X 1/(х-0֊/(0)|* = А (х) + Ая (х). 
/1+с

Оценка для (х) получается за счет гельдеровости функции / (х):

А ( , с г с (8) гд+о*--1 а <
1 Х * (1+М)Т+Х Л (1+|х-*1)х (1+|х|)т+х .) (1 + 1х - /|)х

б о
< С (8) 

(1+|х|)т+,"’х
(последний переход получен с помощью оценки (36)). Для Ая (х) 
имеем

Ая (х) С ——— С |1 — х — /|-т I ~~~ -С ~,С 
|х|т+“3 ' 8 1 1 /х|;+«, б
й

/(х^֊ 0-/(0)
|х-1|т

г.

и тогда |<р»(х)| < с (8)(1 + /х|)-т-в, ]х|2>/V, так что ф4(х)££р. Пока
жем, что — фундаментальная в Ьр последовательность. В самом деле

трудно видеть, что /1(0^^, в силу гельдеровости / (х), а 
/։ (0 получаем

е^>7֊|-а — 1. Имеем: /(О'С

Очевидно, достаточно показать, что / (0 при՜

Не

лля-

(1 + |хф֊^(Ц-|х/֊ф֊^ 
/х!>2

+Н ] 

|Х|>2
(1-Ых*—И)Хр

Далее несложные преобразования дают
! , г /. Д

£>(0<с?+т“Г (1 +я)֊®/» з֊тр Г =О
о 

и

(1 + з0Хр (® + 1)(1+т-х’р /



что и завершает оценку для ] (£).
Оценка для 3՜“ и»р (#, о) получается аналогичными преобразова

ниями и мы их опускаем.
Остановимся еще в этом параграфе на принадлежности к 1Л(ЬР) 

гуммируемых на оси функций. Воспользуемся следующим простым со
ображением: если функция <р (х) сохраняет знак на всей оси, то функ- 
2ия / (х) = (/“ <р)(х) .плохо“ ведет себя при х-*■ ±оо соответственно. 
Действительно, для ֊р (х)>0 имеем при х }> п

> 1
г («)_.) (х-о1-

—Л

Следовательно, если / (х) £ Ьг Л /“ (£₽), 1 г -С —-—> то функция 
1— а

’ (х) = (/?+/)(х) меняет знак на оси. Для суммируемых функций 
՛ (х)^!^ (— со, со) можно получить более точную информацию: Если 
’ (х) £ 1^ Л /*. (Ер), то дробная производная <р (х) =* (£“ /)(х), а тан
ке ее „срезки“ ф» (х) = (1>*+ ъ/)(х) ортогональны единице

93 93

У<р(х)Лс = 0, у<р»(х) = О. (38)

— ОО — ОО

1ля ф։(х) равенство (38) следует из возможности интегрирования/(х):
ОО ОО 93 ОО ОО

Гф։ (х) </х = --------- Г С— Г/ (х) бх — С■ Г/ (х—/) </х] =0,
I гн— а)М *։+» 3 1 г։+“ 3' г _« ։

в предельном случае (8 = 0) проще всего воспользоваться представ- 
• ением (24): <р =/ — /, откуда

ОО ОО

с с— г Т И Л= I (/лгф)(х) dx=
1 (1+а) Л и

— ОО —ОО

= С/(х)^х-֊^^- С/(ОЛ С-—^-=0.
Л к и 3 х“(х+1)

-- -- 0; >
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§ 4. Об ограниченности некоторых классов операторов 
в пространстве /“ (Lp)

I •
Введем в /* (Lp) естественную норму

W = (39)
Равенство (39) определяет, вообще говоря, полунорму. Однако, на 
функциях / (х) £ /• (Lp) полунорма Д, служит в силу (12) нормой. 
На основании теоремы 1 можно ввести также нормы

№ = Р;Яр + Ж Иш = P“ Л + Ир- «• (39 )

В силу (17) нормы Ип> Il/Ь эквивалентны на функциях / (х) £ 
^I*(LP). Очевидно также, что Iя (Lp) полно относительно введенных 
норм.

Теорема 3. Оператор „усеченного* дробного дифференциро
вания >

(D* J) (х) =---- — [/(х) dt
' +.U/V r(l-a)J 

* 
при любом о > О является оператором сжатия из /“ (Lp) в Lp

\D\tlflp<^+flp. (40)
Доказательство следует из представления (8) и условия (9): 

!°+, ։Яр ■С IH-Oi Мр = Р։+ Яр-
Теорема 4. Оператор сингулярного интегрирования (14) ог

раничен в пространстве I* (Lp), причем при нормировке (39)
!•%«(£;,)-/“(Др) = Wip-ip-

Для доказательства теоремы 4 достаточно заметить, что опера
торы S и /“ коммутируют

SI±<P = I± 5?’ 4tLP> 1<Р<— (41)а
(что без труда проверяется, например, на функциях <р£С£°).

Пусть Н* (—ос, со)—пространство гельдеровских на сомкнутой 
оси функций порядка 1 (так что имеет место оценка (35)). Справед
лива следующая

Теорема 5*. Пространство I* (Lp) инвариантно относитель
но операции умножения на функции h(x)^Hk(— со, со), Х^>а։ 
причем

(42) 
где к не зависит от huf.

Более сложное доказательство теоремы 5 не полностью приведено в работе 
автора 6].
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Доказательство. Пусть / (х) £(£Д Покажем, что для 
Л (х) f (х) выполняется утверждение II теоремы 1. Условие hf^Lp оче
видно. Для uP(hf, о), пользуясь оценками (35) —(36), получаем

шр W> 8) < max |Л (х)| и>р (f, +
по

+ s> f ( ------Уdx--------< Cj ш_ (/, 8) + (43)
I J (И-Ы)'" (1+|х-г|)Н 1 рЧ’ ‘ v '

— ОО

+ cs 8 J (Т+[х|)х/։(1 + 1х_8рх/։ } = ° ( “) •

Остается убедиться в Lp сходимости „усеченной“ дробной произ
водной ф«= D\ Ъ(М). Очевидно, ф«(х)= Л (х) (£)“ 6/)(х)-|-5г(х), где

Так как сходится в Lp, то это верно и для hD^ tf, а для 
Вг(х) аналогично (43) имеем
. !1М< г (1~ Ш • J /1т.-X { j (1+W)X/.(1 + |X _/!)*/.}

О —«о

<cM'TiTT7F’ •
О

гак что Bi^Lp и [В։||р •< сх |1Д> и тогда

Р:,։(А/)(|г<НсР“.։^ + с։||Л||нхИ/- (44)

Аналогично проверяется фундаментальность

Л, наконец, оценка (42) следует из (44) и из (40). Теорема 5 до- 
сазана.

Выясним в заключение этого параграфа поведение свертки Ау= 
= а * <р, как оператора, действующего из Lr в /“ (Lp) и из /а (Lr) в 
Г“ (Lp).

Лемма 6. Оператор саертки. ограниченно действует из Lr,

L -С г -С р, в 1л (LP), 1 р —, если а (х)£/а (Lq) при — = 1---- — +
а <7 г

+.L.

р .
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Пусть далее М?— пространство р-мультипликаторов [21]« Спра
ведлива следующая

Лемма 7. Если а (х) £ /*(£«) при каком-нибудь у £ и

]х1аа (х) ^Мр, то оператор свертки ограниченно действует из Ер 
в 7“ (Ер).

Следствие. Если а(х)6/։(£?) при ^1, —и (£>“+аХх)^.^, 

то оператор свертки ограничен из Ер в 7“ (Ер).
Лемма 8. Оператор свертки А/ —а * / ограниченно дей

ствует из I* (Ег) в 1а(Ьр), Р<— при а(х)^_Ея, =1 —
а <7

_±+±.
Г Р

Доказательство лемм следует из равенства

а * <р = 7“ (£>* а * я>), <? € Ег, а £ 7* (Ея), (45)

справедливость которого очевидна на множествах, плотных в соответ
ствующих пространствах, а левые и правые части равенств порож
дают операторы, ограниченные при условиях лемм в соответствующих 
пространствах.

§ 5. Обращение потенциалов феллеровского типа

Рассмотрим операторы типа потенциала вида

(46)
г (а) и I х — *|։— 

— ОО

1 СОБ 1тде си с> — произвольные постоянные; при с, = — -------= — X9 аи о£ сое — *
2

з!па8
А ~ 00 < 6 <1 00, получим потенциалы, изученные В. Феллером

зте —

2
в связи с уравнением диффузии в [14] (см. также [15], стр. 684). Для 
«итераторов (46) имеет место „обобщенное полугруппбвое свойство“

Мси с,; а (Л^։. а,- Р <р) = Мг„ а+р <р

для ч£Ер(— оо, со), 1<р < (а 4- Р)-։, произвольных с1։ с։, бя и
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cos----
2

cos----
2

е։ =c1t/2+c2J1+(c2cZ1— cxd։)X

. а-р sin----- -  к
2

. а + ? sin ------ к
2

Доказательство этого свойства (сформулированного в ином виде) со
держится в работе [11] автора. В [11] получено также описание обра
за (£х), 1^=Ь1(—<х>, со), оператора ЛГ։ и найден обратный опе
ратор

. К’/=М-; (47>
к с/х

к=4 Ç cos։ 4- Cj sin*—') Г (1—а) 
2 J на образе Ма (Lj). Покажем,

что потенциал (46) допускает простое обращение и на образе М„ (Ьр), 

1<р<^—• В этом случае обращение „лиувиллевского“ типа (47) за-

иеняется оператором, построенным подобно производным Маршо (3). 
Замечаем, что

Мл (Lp)= I* (Lp) (48)

три 1<^р<---- (исключая, разумеется, единственной случай, когдаа
'1 = С։ = 0). Действительно, Ma<f = и I »<р“ + v /® <р, где и = сх + с* 
} = сх — с։ и тождества (13), (41) дают

Мл = /® N = TV/®, N<?= ах<р + а։5ф, (49)

՝де ах = и -J- v cos ait, а։ = v sin ait и 5 — сингулярный оператор (14). 
Эстается заметить, что оператор N осуществляет изоморфизм про
странства Lp на себя (при с2 4-с^^О).

В силу (49) получаем М~' f = TV՜1 D® / для/Ç/® (Lp)- Нетрудно- 
։идеть, что N՜1 f = (а2 -f- а|)-։ (ajf— aaSf) и что SDa+f = cosec ait D*_f— 
— ctg ак D® f для /® (Lp) (в силу (13) и (12)). Следовательно, 
W՜1/ — (a2 -|- a2)՜1 (u D® f v D^_ f). Окончательно

(M-‘/)W=F nï=F Г «Я <« =

1 g Ç2 Ci/(x)—(ci+ci)/ (x—Q—(cx — C8) f (x+t)
*0Г(1֊а)]

0

(50)
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։

где к0 — 4 с] cos8 — + cj sin8 —= u8 + v* 4֊ 2uw cos ait; Ma 1 M, <p =^֊ 

= <p для <?£LP и МЛМ~' f =f£Ia(Lp). Очевидно, формально мы можем 

записать, что М~1= — М-а.
' к0

§ 6. О нетеровостн операторов типа потенциала

Перейдем к рассмотрению операторов типа потенциала общего 
вида

(ЛГф) (х) = С С (Х]||° - <р (0 dt, 0<а < 1. (51)
— ОО

Функцию с (х, /) будем предполагать разрывной, вообще говоря, на 
диагонали х = t

. . [u (х, t), t<ixс (х, t) = { . ֊Iv (х, t), t^>x.

Определение. Будем говорить, что функция а (х, t) £ (R։),
если: 1) она определена в одной из полуплоскостей t^>x, 1<Дх и гель- 
дерова там по х порядка X (равномерно по t):

|a (х1։ 0— a (*։» 01 < с |хх - х։|х (1+ |xj)-x (1 4՜ |х։|)-х (52)
(ср. с (35)) и 2) a (х, х) ‘Jjla (х±0, х) £ С (— со, со).

Будем считать, что и (х, f), v (х, t) £ Н* (R2). В статье (10] 
дается доказательство нетеровости оператора (51) как оператора из 

Lp, 1<р*х—, в /* (Lp) (при нормировке (39) —(39')) в предположе- a

нии, что . (В [10] рассматриаается класс /7(Х, р, v), несколько 
Р

более широкий, чем Н\ (R2): (R2) = Н (X, X, 0), причем в [10] Х^>(

>>-----Н )• Мы покажем здесь, что порядок гельдеровости X можно сни-
Р /

зить до естественного предела Х^>а.
Теорема?*. Пусть и (х, t), v (х, (R2), X^>a. Для то-

го чтобы оператор (51) был нетеровым оператором из Lp в Z® (Lp), 
необходимо и достаточно, чтобы

с8 (х, х—0) 4֊ с8 (х, х + 0) =/= 0, — со х •< со.
При выполнении этого условия индекс оператора 'М равен

Теорема 7 в сформулированном виде анонсирована в [5]. Отметим в связи с 
нетеровостъю оператора (51) работу М. И. Вишика и Г. И. Эскина [22], в которой 
•операторы типа потенциала с „почти-разностным“ ядром рассматривались в иной 
постановке в случае области с конечной мерой.
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*М = 4՜ | rfar2‘) сг (х) tg (53)
** </ I J

—— ••

где c։ (x) = c (x, x —0) 4֊c (x, x +0), c։ (x) =c (x, x —0)— c (x, x +0). 
Доказательство. Отмечаем прежде всего вложение

Л/(£р)сЛ(£д (54)

проверяемое с помощью теоремы 1 (подробное доказательство при )֊>а 
см. в [10], § 2). Введем оператор

Ж ?)(х)« Г W + С, (0 sign (хdl 
J Ix-fP-4

-— 30

с коэффициентами сг (/), са (/) из (53). В [6] найдены условия нете- 
ровости этого оператора из Lp в 7’ (Лр) и вычислен его индекс (53) в 
предположении, что ct (Z), c։(f)(C(—оо, оо). Покажем, что опера
тор Т=М— Мо вполне непрерывен из Lp в /“ (Lp) при 1^>а. Мы 
имеем Т = 7’++ Г՜, где

(П?)(«)= г ° (*»-■> (<■ <-<» т(,)д
J (x-f)1՜“ 

— оо

и аналогично для Т~ Очевидно, достаточно рассмотреть один из 
операторов Г+, Т~. Так как, Т+ (Lp) (Lp), то остается показать, 
что оператор A Da+ Т+ вполне непрерывен из Lp в Lp. Несложные 
преобразования дают

(ДТ) (х) = _±_ Г С ?(х, x-f-s)-a(x-f,x-f-s)

о о
Х?(х — t— s) ds. (55)

Отметим, кстати, что ограниченность оператора А в Lp легко полу
чается из (55), если воспользоваться оценкой (52):

м . Г dt I Г |/(x)|^rfx ____
J /։+«֊Ч J (1 + |Х + (1 н-|х|)Хр J ’
0 — оо

оо

где обозначено / (х) = I |<р(х— s)| s“՜1 ds^Lp, Р=—и далее, ис- 
J 1—“Ро

пользуя (36), имеем

Иф1р<сЦ/Цр J <։+._х{ j(1_|_|x + <|)x/«(1+|x|jxj;} <
0 —ОО

793—3
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֊ У /1+а_Х(1+#)>. 

О
Доказательство же полной непрерывности А в ЬР при по

требует больших усилий. Приводим оператор А простыми преобразо
ваниями к виду

Г (Д?) (х) = С А (х, Т(с) Л, 
а 3

где А {х, т) — ц ----ы (1х. Оценим норму в Ьр разности
(х-0’+* (г֊’)1՜“ 

х+8 *
А = (Д<р)(х + 8) — (Л?)(*) = У А (* + 8> х) ? (’) (х +'8’ “

— А (х, т)] ? (т) </т = Дх + Д։. Оценка для Дх проста:
» - Л

|Д1||р< | Г |<Р (х)|р \А (х + X + 8, х)> с!х Г

о —

<с Н)М։ И,7--(1-5)»--|Т~<с‘8‘м'- (57> 
и — о

Далее

Представим А (х 4֊ т + 8, х) — А (х + •։, х) в виде Ах + А։ + Аг, где

А,- Г “<* + * + *■ »)-»(«+ь») м А

3 (х±т + 8-01+‘('-х)1֊*

Р и (х 4-1 + 8, х) — и (/, х) 
3 (х4-х4-8-0։+а(^֊х)1֊’

х+т
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(58)

(в последнем равенстве использована лемма 1), так что
|Л|С- С1 5"՜՞ 

2 ' (1 + |х+,|)* ,1-

Оценка для Аг получается аналогично и совпадает с (58). Далее, при
меняя в А։ теорему о среднем, получаем

м ~____ _
3 "(l+lx j-tl)* -։-k

Г (1 —S-M)‘ ds________
) / о \i+<о s1'*(l-s)l+։՜1 (1- s+ —)

где 0 < ; , так что
т *

и |.<____ £_____ Л_ С.__________________ ds________________ <

\ t / \ t /
(1+ |х֊Ь ®|)~х 3՛хх+*-1 ,

где с։ = сх (е) и 0 < е <1 — а. В силу оценок для Alt А։, А3, имеем

|AJ<eK Г + <=։*- • (59)
J ,1 * + • 1 — а

О О
“ 1

где обозначено а (т) = | J(l-|- Iх + I? (x)lp dx • Очевидны

следующие свойства функции а (т):

1« (т)1 < 1?Ь> М? < к 1Мр при q > max р, »

где k = k(q). Простое применение неравенства Гельдера показывает,
Са (т)что интегралы в (59) конечны и допускают оценку I ------ d' С с
J х’ о

при v — 1 s или v=l — а, с=с (X, s, а, д), если порядок сумми-
, . с / 1 \ .руемости q для функции а (т) выбрать в пределах max ( р, —) \ ^ \ 

\ J
- 1 . . --- , что приводит к следующему (всегда возможному) выбору

). — в

в: max (q, ).----—s<). — а.
\ р/ ՛

В силу оценок (57) и (59) мы получаем: ЦДЦр = Ц(Д?)(х + 3) — 
— H’pJWKcS* [®Jp. Для того чтобы эта последняя оценка обеспечи
ла полную непрерывность оператора А в Lp (—оо, оо) остается про
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верить, что у |(4®)(х)|/’Их — 0 при ТУ — со равномерно по ?, Н><с. 

И>лг
Возвращаясь для этого к оператору А в форме (55), аналогично оцен
кам в (56) находим, что

ГС 17 Г Л ( С |/(х — \р{ ( 1И?)(х)1^| <с ] ,!+«_>.'I ] (1+|х|)^(1+1х-ф^)

о

. С сП / С ________ Пх_________ V < С11?11р
< с »> I J (1 + |Х|)*(1 + |Х _ (7У+ !)■ з «+1У-

О 1Х| 0
где е выбрано в пределах 0<^е<Спнп (X—я, я) и при последнем пере
ходе мы воспользовались оценкой (36). Тем самым полная непрерывность 
оператора А в Ьр получена, что и завершает доказательство теоре
мы 7.
Ростовский государственный 
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Ս. Գ. ՍԱՄԿՈ. Կոտորակային ինտեգրալների Ia(.Lp) տարածության և պոտենցիալի տիպի 
օպերատորների մասին (ամփոփում)

/ 1 \
Դիտարկվում է Լ (— ՕՕ, Օէ ) I 1<թ <---- 1 տարածության ֆունկցիաներից զ կարգի

" \ ® /

(լիուվիլյան տիպի) կոտորակային ինտեգրալներով ներկայացվող ֆունկցիաների I* ԼԼ,տա- 
ցածությունը։ Տրվում է նրա նկարագրությունը' տարբերական կոտորակային ածանցյալների 

թ
և Լթէ ? = ՜------- կամ Լբ> յյ կշռային տարածությանը պատկանելոլ թերմիններով.

1—օ/»

Ստացված են նույնպես ֆունկցիաների' IS. * * * * * 11 ԼԼր} պատկանելոլ մի շարք բավարար պայ- 

S. G. SAMKO. On the epace Ia (Lp) of fractional Integral and on potential type 
operator» (summary)

The space /° (Z,^) consists of functions representable by fractional integrals

(of Liouville type) of order a with density in L„ (— oc, oo), 1 < p < —The des- 
p a

cription of Z“ (_Lp) is given in the terms of difference fractional derivatives and in 
p

the terms of belonging of a function to the space Lp, P= ---------, or to the weight
1—ap ՛

space Lp։ a. Some sufficient conditions for a function to belong to the space Za (Lpy 

are obtained. The behaviour of some classes of operators in Z“ (Lp) is investigated.
The operators of potential type are considered acting from Lp to /’ (Lp) and 

are shown to be Notherian. In the case of Feller type potentials the inverse operator 
js given.

մ աններ և հետազոտված է I ԼԼ ր^-ում օպերատորների որոշ դասերի. վարքը։
Պոտենցիալի տիպի օպերատորների համար ստացված է նետերայնությունը Լ^. ց /ՎԼր}-֊ 

Յյելլերյան տիպի պոտենցիալների մասնավոր դեպքում կառուցված է հակադարձ օպերատորը։
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М. М. ДЖРБАШЯН

БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЯДРА КОШИ

Мальмквистом и Такенака были введены ортонормированные на 
окружности |г| = 1 системы рациональных функций с фиксированными 
полюсами.

В ряде работ автора ([1]—[4]) с помощью этих систем и обра
зуемых на их основе систем рациональных функций (аналогов полино
мов Фабера), порожденных континуумом К и последовательностью 
чисел {ш*)  К—полюсов этих систем, были установлены представ
ления для ядра Кошй в круге и в жордановых областях со спрямляе
мой границей.

* Подробные указания об этих работах приведены во введении статьи автора 
[6].

Указанные представления позволили установить, что в надлежа
щих классах аналитических функций, существенно зависящих от рас
пределения полюсов этих систем, они образуют базис в том или ином 
смысле. Этим вопросам была посвящена также работа Г. Ц. Тумар
кина [5].

В настоящей статье предлагается другой подход к задаче о пред
ставлении ядра Коши с помощью простейших рациональных дробей с 
фиксированными полюсами, имеющими наперед заданные крат
ности.

В § 1 для произвольной последовательности комплексных чисел 
(’/}“ (0<|а/|<1) вводится система простейших рациональных дробей

г к («) =
(*»-1)!  г'*՜ ' 
(1-а*  г)'*

(*  = 1,

где з*̂>1 —кратность появления числа а*  на отрезке {о^, а*).  За
тем методом, примененным уже в ряде работ для других задач ана
лиза*,  строится система функций {2Я. * (г)}", биортогональная с систе
мой (г*  (г))՞ на окружности |г| = 1 при любом п >1 (теорема 1).

В § 2 устанавливается явная формула представления для ядра 
Коши —^-=- с помощью наших биортогональных систем (теорема 2), 

1 —Сг
и отмечается ряд важных следствий из такого рода представлений.

В § 3 с помощью системы {гл (-)]։՜ Для любого Ограниченного 
континуума К строится система простейших рациональных дробей
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(я))” с полюсами, лежащими на произвольной последовательности 
точек С К.

Наряду с системой (т^>(г)}" для любого п (1-С п<^ + стро
ится также система (•г)}'1 аналитических вне континуума К функ
ций. В случае, когда К— жордановая область со спрямляемой грани
цей Г, доказывается биортогональность этих двух систем на Г (тео
рема 3).

Наконец, с помощью построенных систем устанавливается основ

ная теорема 4 о представлении ядра Коши —— посредством рацио- 
С — г 

нальных дробей (г)]՞.
Возникающие в связи с этими результатами вопросы о базисе 

наших систем в надлежащих классах аналитических функций не затра
гиваются нами.

§ 1. Биортогональные системы рациональных 
функции на окружности

1.1 (а) Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что [а/)“ 
(0<|ау|<1)— произвольная последовательность комплексных чисел, 
среди которых могут быть и числа конечной или даже бесконечной 
кратности.

Для любого фиксированного значения к ^>1 через з*  будем обо
значать кратность появления числа а*  на отрезке (а/}*  нашей после
довательности.

Далее, для произвольного фиксированного целого числа п>1 и 
при любом к (1-С к-^п) обозначим через р (п)кратность появления чи
сла а*  на отрезке {«/}" той же последовательности.

Очевидно, что будем иметь

1<з*<рл  (п) (1<£<п) и з„ = (п). (1.1)
Заметим, что если последовательность {«/}“ удовлетворяет усло

вию Бляшке

3 (1 — Iя/1) < + 
/—։

(1.2)

то число рл(°°) = р*  (к^-1), т. е. кратность появления а*  во всей по
следовательности (а,)-, будет конечным, причем легко видеть, что 
для любого к~>1 будем иметь

1 <з<р  < + со, рк (п) = рк (п >М). (1.3)**

(б) Полагая вновь, что п>1—фиксированное целое число, рас
смотрим конечное произведение Бляшке
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= (1-4)
/=1 1—«7« а/

условившись при а/= 0 положить^ = ^“| =— Очевидно, что 

функция Вп (х) аналитична в замкнутом круге |х|<1 и имеет нули в 
точках {«ху }^, при этом для любого к (1 < к <1 л) в точке г = а*  она 
имеет нуль кратности р*  (п).

Отметим, что при условии (1.2) существует также функция 
Бляшке

(я) = В (г) = П И, (1.5)

обращающаяся в нуль лишь в точках последовательности {«/ } “, при
чем каждая из точек я = а*  (!■<&/< 4֊ оо) является для нее нулем по
рядка рл = рк (оо) со.

Впредь, пользуясь символом Вп (г), будем полагать, что 1^ л^ 
•С+со, причем в случае л = + оо, не оговаривая особо, будем счи
тать, что выполнено условие (1.2), обеспечивающее существование 
функции Бляшке (г) = В (г)^0.

(в) Рассмотрим функцию

“л, к (У<к<п), (1.6)

регулярную и отличную от нуля в окрестности точки г = Очевид
но, что при достаточно малом 8>0 справедливо разложение

“л, к (г) = 2 ап, , (а*)  (г — а*) ’, |2 — а*|  < 8, (1.7)
*=0

где
ал.,(«О=^Ц֊^) (0-О<4֊оо. (1.8)

Введем, далее, в рассмотрение полиномы
Рк («)-■։*

Чч. к (г) = 2 ая, ,(«*)(*  —а*) ’(1<&<л), 

а также функции

(1-9)

2«, к (г) =
(г —ял)д* 1 дя. *(г)  
(з* —1)! о>л, * (г)

Вп (х) ?л, к (г) ___
(а*֊!)!

(1<^<л), (1-10)

регулярные в круге |я|<^1, поскольку по (1.6) таковы и функции
ШЛ(2)’
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В заключение особо отметим, что поскольку выше было огово
рено считать в случае п = + со условие (1.2) автоматически выпол
ненным, то введенные нами функции шя, л (н) и 2Я, * (г) сохраняют 
смысл и в этом случае.

(г) Докажем лемму.
Лемма 1. Система функций.

^п.Лг)У(1<.к^п) (1.11)

обладает следующими интерполяционными свойствами՛.

(я<) =

О, а,=/=а*;  0 < г ■< р, (п) — 1

= 1» а’ = а*;  г = з*  —1 (1.12)
О, «V = а*;  г=^=з*  — 1, 0<><7?а(п)—1= р, (и) —1.

Доказательство. Из разложения (1.7) функции <пЯ։ * (г), при
нимая во внимание определение (1.9) полинома уп, а (г), следует, что

Чп, ь (я) = ®л, к (я) ֊ 2 а„, , (<ха)(я — ал)’, |я—а*|  < 8.
'-Р1,(п)-зк+1

Отсюда и из (1.10) получим представление

2Я, к (я) =
(г — а-кУ*  1 

(к* -1)1

__ а*)  к_ у а 
(«*-1)Ь Л.*(г),_ гИХ,А+1

(лл)(я — (Ха)*, |я—“а 1< 8,

которое с учетом (1.6) запишется также в виде

а (я) = (*~**С г֊ - Ьп' ’ (**)(*- а*Ь  (1.13)
(за —1)! (за— 1)! ±0

где
Ьп, , («а)= ап, х (?к), х = ри (п) — за -)• V + 1.

Вторая и третья из формул (1.12) леммы следуют из (1.13), если 
учесть, что в точке а, = а4 функция Вп (г) имеет нуль порядка 
Р*  («) = р, (п).

Что касается первой из формул (1.13) леммы, то она непосред
ственно следует из определения (1.10) функции 2Я, а (г), так как в 
каждой точке а, =/=ал (1<:£-<п) она совместно с .функцией 5Я (г) 
имеет нуль кратности р, (и).

1.2 (а) Наряду с системой функций {2Я, а (я)}՞» регулярных и ог
раниченных в единичном круге

£>(+)= {я; |я|<1}г 
рассмотрим также систему рациональных функций {га (я))“, где
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г/,ч = *'*2.  (Л=1, 2,...), (1-14)
(1-»**)'*

множество полюсов которых {1/а*}1  лежит в области

£>։֊)= {г- И>1},

дополнительной к замкнутому кругу ЛХ+\
Теорема 1. Системы функции

{г*(г)И  « I2». *(«)!"  (!<»< + «) (1-15)

биортогональны на единичной, окружности |я| = 1 в смысле

А- С Г, (о ЩГЖ |Л|(Ч * (0МО |Л| =
2к ' 2*  Л

VI—! 14—1

= 5*,-  = (О’ (1<Л, ?<п). (1.16)
(1, м = к

Доказательство. Функция 2Я, * (г) регулярна и ограничена 
в круге £Х+), и поэтому она представима интегралом Коши

2„.*(о=~  С-^*й л, г6^>.
2к։ 1 I — г

И1-։
Отсюда г-кратным дифференцированием по параметру г получим

1*1-1

(1<&, ?<п; 0<г<Н-оо).

При данном V (1 -С * -С л), положив здесь г = а, и г = з, — 1, ввиду 
определения (1.14) системы (г*  («)}{“> приходим к равенствам

(а,) = ֊ У^7(0 г. (0 |Л| (1<*<и),  (1.17)

1*1-1

пользуясь которыми доказательство теоремы сводится к лемме 1.
С этой целью заметим, что при фиксированном V (1^^^п) 

множество значений £(1<^£-<л) можно разбить на три взаимно не- 
пересекающихся подмножества: 1) к = V, 2) к={=ч, но а*  = а„ и, нако
нец, 3) к =£ м и а*  ■=(= а,.

Если к = ч, то ясно, чтоа*  = а,, з*  = з, и в силу второй из фор
мул (1.12) леммы 1 наш интеграл (1.17) равен единице.

Если &=/=¥, но «*=<։»,  то ясно, что з»—1 =^= з*  — 1, и поскольку 
0 5»—1 (п)—1 = рА(п)—1, то интегралы (1.17) равны нулю,
согласно третьей из формул (1.12).
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Наконец, если и а*=^=а,,  то интегралы (1.17) вновь равны 
нулю, в силу первой из формул (1.12), поскольку тогда мы имеем 

— 1<^р,(п)—1. Таким образом, теорема полностью доказана.
(б) В заключение параграфа приведем одну лемму интерполя

ционного характера.
Лемма 2. Пусть {с*}{"  (1 т + со)—произвольные ком

плексные числа. Тогда рациональная функция
т

R՞, т(г)= 2 с*  2Я, * (г) (1 < т п <С + со) (1.18)

с полюсами в точках {1/а*)7,  а также регулярная и ограниченная 
в круге £>(+) функция 

т
R-, т (г) = 2 с/! 2Л, * (г) (1 < т < + со) (1.19)

Л=1

удовлетворяет следующим интерполяционным данным:

(̂?;։) («*)  = ^։) («*)  = с*  (К*<т).  (1.20)

Доказательство. Поскольку функция Rn.ni (г) (1^.т^.п^. 
«С 4՜ °°) регулярна и ограничена в круге то справедлива инте
гральная формула Коши

Кп. т (я) = |А| (1 < т < п < + со).
2՜ 3 1 — < 2

1/1-1

Отсюда (б* —1)-кратным дифференцированием по' параметру г получим 

«'•»“У и=

= 2С'Л С2'1՛՞’ (<)^ И = с*  (1<л<т), 

/-1 |/|-1

в силу формул (1.17) биортогональности теоремы 1. 
В

§ 2. Представления ядра Коши в круге; 
некоторые приложения

2.1 (а) Пусть вновь {«;}£ (0< |«,|< 1) — произвольная последо
вательность комплексных чисел, а 5̂-1,  рк (п)-<р4 (со)^ + со связан
ные с нею параметры, имеющие тот же смысл, что и в § 1.

*

С последовательностью {а,]” ассоциируем систему рациональных 
функций [<рл (-))։~, положив

ъ(г) = (Д=Ж՞. (2.1)
1-- «! 2



390 М. М. Джрбашян

(г) = (1-1«^ п Ы (к=2, з, •••), (2-1)
1— «л г /-։ 1~ а'г а/

„ п М = “' _ 1условившись при этом, что при а/=и, |^д՜ — • *•

Система (<р*  (х)|~ была введена в анализ Мальмквистом и Такена- 
ка ([7], [8], [9]), впервые установившими, что она ортонормальна на 
окружности |<| —1 в смысле

֊֊ Г?л (0 ®Л1 (О |Л| = 3„, т = Р’ П^т (2.2)
) 11, п = т

14-1

(га; т =1, 2,- • •).

Заметим, что в простейшем случае, когда а/ = 0(/^-1), система 
Мальмквиста переходит в систему степеней (х*)^,  очевидно, также 
ортонормальной на окружности |г| = 1 в том же смысле (2.2).

Следующая лемма, доказательство которой содержится в рабо
тах [1], [10], существенно понадобится нам ниже.

Лемма 3. Для произвольных значений, переменных гиг,։и 
для любого п (1< + со) справедливо тождество

= 3 МО Ф* (4+ Дл1(С)^Я -(- ’ (2.3)
1—Сг к=х 1-Сх

где
5л (х) = П ֊^֊ ֊ • (2.4)

л-1 1—°/ * «/

(б) Для определенных нами в § 1 биортогональных систем также 
имеют место тождества вида (2.3). А именно, справедлива

Теорема 2. Для произвольных значений, переменных г и С, 
и для любого п (1-Сп<^ + °°) справедливы тождества

1-Ся 1-Сх •

■ 2 77(0՜ 2Я, к (я)+ Вя . (2.4')
1-С г

Доказательство. Отметим сначала, что поскольку в подле
жащих доказательству^ тождествах участвуют лишь рациональные 
функции от переменных г и », то очевидно, что достаточно устано- 
вить их справедливость, полагая, например, что и

Рассмотрим рациональную функцию от двух переменных г и С

5л (х; С) =2 г*  (С) 2л,*(х),  

Л=1
(2.5)
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и заметим, что согласно лемме 2, для любого она удовлетво
ряет интерполяционным данным

I д*«՜ 1 5Л(я; 01 —Г1 .
I дгк П--- I-**  = Г* (,) (1 к Л)֊

С другой стороны, очевидно, что

( д'*՜ ’ ( 1 ¥
I дял* 1 \1—С я /м—

( (5*-1)! (О’*-1! —— ч
- —л—(0 (К л < л).I (1 — С я) * >*-*к

ввиду определения (1.14) функций г*  (я). Поэтому, определив функцию

Дй(я;0-—1------- 5Л(я;С), (2.6)
1—ч г

можем утверждать, что она удовлетворяет интерполяционным данным 

{ 9 } = ° (!<*<«)• (2-7)

Теперь, фиксируя введем в рассмотрение функцию

Т. (« 9 = (2-8)
вп (г)

и убедимся, что она регулярна по переменной я в замкнутой области 
5(+).

С этой целью заметим, что для любого /(1-^/^п) точки я=я/ 
для функции Вп (г) являются нулем кратности р/ (п). Вместе с тем из 
(2.17) следует, что для функции ДЛ (я; С) та же точка я = а/ является 
нулем той же кратности р/ (п), так как очевидно, что

гпах (з*)  = pj (и).
1<><Л

Таким образом, функция Фл (я; С), особые точки-полюса которой 
могли быть расположены лишь в нулях Вп {г), регулярна в замкнутом 
круге Поэтому, представив функцию ФЛ (я; С) интегралом Коши, 
и пользуясь определением (2.6) функции ДЛ (я; С), при любом 
будем иметь

֊^— [ _ ____________ VI /г\ 1 С * (0 <, _
2"<',2 (1-й)«֊») в.«) ''2»/,„дв.«)«-о -

-/>«: 9 + /,(»;9. »бД1«. (2.9)
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Но в /! (я; С) подынтегральная функция в области £Х֊) имеет лишь : 

одну особую точку—простой полюс в точке /=-=-, а при |/|— оо она 

имеет порядок О (<՜2). Поэтому, пользуясь теоремой о вычетах и оче
видным тождеством

в-пл = В„ (С).

мы получим

Г7։(г;О = ֊ЦР-> сс^(+). (2-Ю)
1— (.я

Заметим теперь, что в силу второй формулы определения (1.10) 
функции 2Л> * (г) имеем

2"՛-*-И  = (г֊«* )Л*.  'ди *(я) к
Вп (г) (г-а^

Поскольку <?«, /, (г) — полином степени р։, (п)— то эта функция ре
гулярна всюду в области причем при \г\ -> со имеет порядок 
О(я-’1).

Из этого замечания, очевидно, следует, что

1 Г к (О
2՜/ ] Вп (0 (/ — я)

1//-1
л = о, я ££>։+) (1<л<л),

откуда непосредственно получим

л (я; 9 = 0, Я, С 6 £>(+).

Отсюда, и ввиду (2.10), формула (2.9) принимает вид

Т„(я; С) = Вп^ , я, С £ £?<+>. (2.9'

Наконец, из (2.5), (2.6), (2.8) и (2.9') приходим ко второму из 
тождеств (2.4') теоремы. Поменяв местами переменные я и С, перехо
дом к сопряженным значениям оттуда получим первое из тождеств 
теоремы.

2.2. Отметим некоторые следствия из предыдущих результатов.
(а) Следствие 1. Для произвольных значений переменных 

г и 9 и для любого п (1-Сп<-|-оо) справедливы тождества

5Л(я; 9 = ая.*(я)  =
*—1 

в _________ -п
= 2 ал, * (9 г»(я)=2<р*  (С) (я). (2.П)

։ *—1
Это утверждение непосредственно следует из леммы 3 и теоремы 2.
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Следствие 2. Для произвольного фиксированного значения 
п (1 п<^ 4՜ °°) семейства рациональных функций видов

совпадают. 
В самом деле, положив

Я« (г) = 2 Л*г л(г) 
♦=1 

и пользуясь теоремой 1, имеем

р?Л(9а«,*(9  |Л| (1<л<Л). 

Г-1-։
Поэтому, в силу тождеств (2.11) будем иметь

(г)=^ I *а (С) 5л (г; С) |<Л|=2 Л* Т* (г)։ 

|С1=1 *-1

где
— [я. (97Й9 |<Л| (1 < к < п). 

1С1— 1 

Теперь, положив

R*  (г) = (я)

и пользуясь свойством (2.2) ортогональности системы (<р*  (г))”, бу
дем иметь

£*=--  у/мс)?лс)|Л1(1<*<п).  

К|-։
Следовательно, в силу тождества (2.11), получим

R*  (г) = Л [(9 & & 9 1^1 = 2 X Г» (г), 
2п Л "./С1-1 л=1

где 

(9 2». * (9 |Л| (1<*<п).  
2тт J 

К1-1 .
Таким образом, наше утверждение полностью доказано. 

Следствие 3. Среди всех рациональных функций вида

Кп (я)=2 Ак гк (я) (1< п < + оо) (2.13)
А=1
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минимум функционала
/[&] = ! [ -X------/?„ (г) Г |Л| (|С|<1) (2.14)

2гс J 1— С г
1*1-1

реализует функция Ьп (-5 £), причем

ы У [/?.] = /141 = ֊֊֊ • (2-15)

Действительно, согласно следствию 2 семейства рациональных функ
ций (2.12) совпадают.

Поэтому, положив

Яя (г) = 2 Вк <рА (г),
Л-1

очевидно, имеем

inf J [ЯЛ] = inf J [ 7?л]. (2.16)
Rn я.

Заметим далее, что при

1 I’ 1 —— и । 1 Г Ф*  (*)  и— -—=- ф* (z) |rfz|= — -—=■■2к J 1 - (г 2я J 1 - (z
|*|-1 1*1-1

= Л [^7 dz = (к =1, 2,- • •).
2яг J z— С 

1*1-1

Отсюда следует, что с функцией ---- —, z(^Dl+> можно ассоцииро-
1—С z

вать следующий формальный ряд Фурье по ортонормальной системе 
{?*  (г))Г:

Поэтому, в силу экстремального свойства отрезков 5Л (г; С) это
го ряда можем утверждать, что

inf/[£„]=-!֊ [
Кп 1*1=1

1
1-1 Z

֊ 5Л (z; С) 2\dz\.

Наконец, поскольку в силу леммы 3

֊֊^=------S„(z;
1—Qz 1—Cz

и поэтому
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inf /[Ял]- \В„ О|» ?\dz\__
2* J и-у»

|г/-1

|Вл (91‘

то в силу равенства (2.16) наше утверждение (2.15) доказано.
Следствие 4. Для любого \ ип (1 п <^ + °°) минимум 

функционала

U [^л] = тах 
W-1

(2-17)

на семействе рациональных функций вида (2.13) реализует функ
ция S„ (z; 9> причем

inf £/[/?„] = £/[£„] = |В„ (С)|. (2.18)
Rn

Действительно, из (2.14) и (2.17) имеем

/[/?„]< иг [тгЛ] -- С - ,
2*  J Ц֊Сг|» 1֊|C|S 

|ж|-1

откуда и из (2.15) следует неравенство
inf 6/[/?я]> |В„ (С)|. 
«Л

С другой стороны, пользуясь тождеством (2.3) леммы 3 или тожде
ством (2.4) теоремы 2, получим равенство

£/[5Л] = |Вя(91,
что в силу предыдущего неравенства приводит нас к утверждению
(2.18). ’

В заключение приведем некоторые общие замечания о поведении 
отрезков рядов Фурье по нашим биортогональным системам.

(б) Пусть / (е'°) — произвольная функция из класса Ь (0, 2п), и

(*;/)=  2 а*  (У) (2-19)
Л—1

где
«(/)=֊ С/(ОфЛо|Л| (Л=1, 2,-’-) (2.19')

‘ (/|-1

суть л-ый отрезок ее ряда Фурье по системе Мальмквиста. 
Тогда, обозначив

с*(0  = — р(#)7Г(0|Л|, 

' |<|-1

(f)= Л f f (') * & М (1 < < п)
2^ J 

1/1=1

793—4

(2.20)
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и воспользовавшись тождествами (2.11), мы заключаем, что сумма 
а„ (г; /) допускает также представления вида

& (« /)- 2 й" г, (,) - 3 с*  (/) а... («). (2.21)
*-։ *-*

Ввиду известного экстремального свойства функции ֊5Л (г, /), из тож
деств (2.21) вытекает следующее

Следствие 5. Если/(е'9)^£։ (О, 2*),  то для любого п(1< 
<п< + оо)

Й [ |/(г)֊2б*г*«т1=
1д>} 2\,4 *-1

= [|/(г)֊2 с*2 Л.*(г)| ’к/г|= (2.22)

= - Г I/ (г)-5я (г; /)1։ 1<Ы = 3„ (/).
2« и

՛ |»|-1

причем нижние грани достигаются, когда, соответственно
Ьь = (/), сц — с„(Г) (1<Л<п). (2.23)

(в) Если У(е'в)С£։(О, 2«) суть ’ граничные значения некоторой 
функции / (г), принадлежащей в круге классу Н3 Харди, то хо
рошо известно ([8], [9], [4]), что для замкнутости системы функций 
{<р  («)}Г в классе //։, т. е. для справедливости равенства*

11т 8я(/) = 0,/€Н։
Л -*  + “

необходимо и достаточно выполнения условия

2 (1— 1®*|)  = 4-°о. (2.24)
л-1

Ввиду равенств (2.21) условие (2.24) остается в силе и для зам
кнутости системы (г*(г')} 1~ в том же смысле.

В случае, когда / (е/8) £ Ьр суть граничные значения функции 
/(г)^Лр, из одного результата А. А. Китбаляна [11] следует, что 
при 1 < р <С 4- °о условие (2.24) достаточно также для замкнутости 
системы {“р*  (г)) Г в метрике

яИгп |/(2) - 2 а*  (/) (г)|р 1^1=0. (2.25)
И-1 *=*

Из результатов Г. Ц. Тумаркина [12] следует, что для (2.25) усло
вие (2.24) также необходимо.

Из указанных результатов, ввиду тождеств (2.21) вытекает
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Следствие б. Для того чтобы для произвольной функции 
f (z) £ Нр (1 р <С + со) имело место

n]2Z £ fIZ (z)՜ S 6*л) wr* w 

|։l-l *-։
=L1“ p (V (z) - S c* (/) 1^1 =0, (2-26)

|։l —J *“1

необходимо и достаточно выполнение условия (2.24).
(в) Пусть последовательность {?•; порождающая систему 

{?*  (г))Г. удовлетворяет условию

S (i-мх + оо (2.27)

и, таким образом, система Мальмквиста не замкнута в Нр (1<^р<^+<х>).
Как известно ([12], [4]), в этом случае аппроксимацию вида (2.25), 

и следовательно, видов (2.26), допускают лишь функции f (z) из клас
са >.р {а*}  (1 р < °°), которые на окружности z = е/а (0<Z& ^2к) 
одновременно являются граничными значениями некоторой функции 
f(z)^Hp в круге D'+\ и некоторой мероморфной в области 
функции, допускающей представление вида

= /«gw,.

С другой стороны, при условии (2.27), согласно теореме 1 систе
мы функций {г*,  (z))“ и {2«, л (г)}“ также биортогональны на окруж
ности |z| = l. Поэтому в этом случае для каждой функции /(z)£

[ал) (1 -С Р "С 4՜ 00) могут быть составлены формальные ряды ти
па Фурье по этим системам

y(z)~£ 6*  (/)□., *(z),  (2.28)

где
bk (/)= ֊ f f (f) $77(0 1Л1 = Um W (It = 1, 2,- • •),

2~ J n-»+-
l«|-։

а также

c*(/)2„.*(z),  (2.28՜)
*=i

где
c*(/)=֊  |'/(07й#)1л( (fe=l, 2>---)-

2k J 
Kl-i
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В связи с формальными разложениями (2.28) н (2.28 ), естествен
но ставить задачу о природе их сходимости как в областях О' ’ и 
£)<->, так и на их общей границе — на единичной окружности |г| = 1*.

* Полное решение этой задачи в случае, когда точки последовательности (оу) " 
отличны друг от друга, содержится в публикуемой в следующей номере журнала 
статье Г. М. Айрапетяна.

§ 3. Биортогональные системы, порожденные 
ограниченными континуумами

3.1 (а) Пусть К — ограниченный континуум, содержащий более 
одной точки, и —та из смежных с ним компонент, которая содер
жит точку г = оо. Очевидно, что (7^՜^ является односвязной областью 
расширенной плоскости г, граница Г которой принадлежит континуу
му К.

Пусть функция
ш = Ф (г) (г = Ч? («։)), (3.1)

подчиненная условиям нормировки Ф (со) со, Ф' (оо)^> 0, конформно 
отображает область С'(_) на внешность единичного круга = {то;

Очевидно, что в окрестности точки г = со, а именно, при |я| 
2> /?0 = вир ( К1) имеют место следующие разложения в ряд Лорана:

Ф (г) = тг + яи 4---- - 4----4---------»
г г

——• (з-2)г гт

(б) Пусть (шу)’ — произвольная последовательность комплексных 
чисел (в том числе возможно и равных со), лежащих в области <?(՜՜).

Определим теперь другую последовательность комплексных чи
сел [яу (ш)}“ (0 (я; (ш)| 1), положив

«,(.) = I ■ "р" (з.з)
( 0, при == оо. ՝ '

В данном параграфе впредь будем предполагать, что система рацио
нальных функций (г*  (ш))”, определенная нами в § 1, ассоциирована 
именно с последовательностью (я/(ш)}~, т. е.

п<։<*<+■»)•  о.«»
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что з (0 < з < 1)—про

извольный параметр и введем в рассмотрение последовательность 
функций
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Ч7>М = гА[Ф(г)] (Ф'(я)р =

(з,—1)! [Ф(я)]**՜ 1 [Ф՜ (г)]1 

[1-Ф֊։(«/)Ф (г)К*

* поскольку таковы функции Ф (г) и Ф' (г), причем Ф' (я) У= 0, ’՛

(1<£<+оо). (3.5)

Заметим, что функция ։Г^> (я) регулярна*  в области С(~> за
исключением точки г = о>*,  где она имеет полюс порядка если 
«>*¥ ’ 00 и порядка —1, если = оэ. Заметим также, что если ш*̂=со,  
то как следует из (3.2) и (3.5), (г)'=оГ—\ при £-» со.

\ г /
Обозначим теперь через т^(г) главную часть функции (г) в 

окрестности точки г = ш*,  если ш*  =/= со; если же ш*  = со, то под 
(я) будем понимать главную часть той же функции 'Ру)(я) в окре

стности точки я=ш*=со  вместе с постоянной в ее разложении в ряд 
Лорана. Таким образом, если при данном к (1 С к < 4֊ оо), ш*  со, 

то т^ (я)—рациональная функция вида

»* а(л)т*3) (я) = — 7 ■> О,
(я-ш*)/

если же шл = со, то т<£> (я)—полином степени 5* —1:

т(Ля) = 2 б^’я*.  Ь^-^0.
/-о

(3.6)

(3.6')

Из нашего определения непосредственно следует, что при любом к 
(1<Л<+со)

’ГСО(я) — (я)ь= г,[Ф (я)][Ф՜ (я)]*  — т1^ (я) =о(—\ я->оо. (3.7)
\ я /

Назовем систему рациональных функций {т^ (я)} ~ системой 
функций, порожденной континуумом К и последовательностью чи
сел {«>*} “ с б(_).

Отметим, что система {т^ (я)}” представляет собой естествен
ное обобщение известной системы полиномов Фабера и ее модифи
каций.

В самом деле, положим, что все полюсы {о>л}~, порождающие 
нашу систему т^ (я), лежат в бесконечности, т. е. ю*  = со 
(1<!£<^оо). Тогда, очевидно, будем иметь 5ц~-к (к'-^Л), и поэтому, 
по (3.4), Гк (ю)=(к — 1)! и>* -1(&>1). Следовательно, в рассматривае
мом случае функция т^ (г) определяется как совокупность членов с 
неотрицательными степенями я в лорановском разложении функции 
(к—1)! [Ф (я)]4՜1 [Ф' (я)р в окрестности точки я = со. Это значит, что
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в силу формулы (3.2) можно утверждать, что для любого к > 0 функ֊ч 
(г) г

пия —*+1 . будет полиномом степени к видаЦИИ £| 7«

+ а<*1 ։ я‘֊։ + • • • + а<*> .

Отсюда, в частности, следует, что функции т(л0) (г) и т<М (г) связаны 
с известными полиномами Фабера первого и второго рода (г) и
Ф(2) (г) соотношениями вида

Ф<0(я) = г֊‘ ф?)(г)=,-*֊1^*̂. ) (Л=0, 1, 2,...).

(в) Определив систему рациональных функций (тп^> (г)}։՜,  уста
новим для них интегральное представление.

*

С этой целыр обозначим через Гр (1 <^р <^ + со) образ окруж
ности |ш| = р на плоскости г при отображении я = Ф” (аз) области 

= {из; на область
Пусть, далее, есть внешняя область, ограниченная

контуром Гр, а => К—дополнительная к ней область плоскости 
г, имеющая ту же границу Гр.

Лемма 4. Пусть при данном к (1<С &<^-|-оо) р является про
извольным числом из интервала

1<р<р*=  |ф(«*)1,  (3.8)
тогда

1) для любого и в частности при г^К справедлива
формула

2^1 (, — г
гр

2) для любого г £ справедлива формула

т^ (г) = г. [Ф (х)][Ф' (х)]'+

+ АГМФ<ШФЖ.Л. (3.10)
гр

Доказательство. Функция

г*  [Ф (х)] [ф' (х)]5 — т^ (х)

регулярна и ограничена в области С<~\ причем согласно (3.7) в бес
конечно удаленной точке г — со она имеет нуль порядка не ниже 
первого. Поэтому, согласно теореме Коши будем иметь в любой точке 
г € 6£+) (1<Р<+ со)
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1 (*Г*  [Ф (41 [Ф'(О? ֊ (С)2^ --------------- ֊* --------=0. (3.11)

1 р
Если для данного значения Л>1 параметр р удовлетворяет условию 
(3.8), то функция (г), как уже отмечалось, регулярна в замкну
той области Ср+)- Поэтому, очевидно, что

.... 1 (*  т1̂  (С)
Ч ’ (*)  = Д-Т —----- --  <Г-, я 6 С(+>,

2«։ 3 С — г р
гр

откуда и из (3.11) вытекает представление (3.9) леммы.
2) Как следует из условия (3.8), ш» £ С£_). Предположим, что 

г =/= ш —произвольная точка области С,_).*
Выберем число р0 > р таким образом, чтобы точка г = я0, а так

же точка я = «л, если ш4=/=оо, принадлежали области Тогда, с
одной стороны, по теореме Коши имеем

1 Г г  [Ф (С)] [Ф' (ОР л= 1 Г г»[Ф (С)] [ф, (С)Р^*
2кг 1 С — яй ] С — я0

ГР ГР„
- Гк [Ф (го)] [Ф' (г0)р- Еез ( -^-1?-.^ [Ф՜ (ОР | * (3.12)

I С —«о I

с другой стороны, из уже установленной нами формулы (3.9) леммы 4 
следует, что если то

ч,)(г) = ^С^[Ф(О][ФЧОУ 
2кг и С — я 

ГР.
-Ке,|дГФ«)) |Ф-(91- 1». (ЗЛЗ)

I С — я ]

Однако, первое слагаемое, стоящее справа в (3.13), регулярно всюду 
в области а второе, —очевидно, является рациональной функцией 
от я. Поэтому представление (3.13) остается справедливым всюду в 
области С(р+) и, в частности, в точке я=яй. Следовательно, из (3.12) 
и (3.13) вытекает формула (3.10) леммы.

В заключение отметим, что интегральные члены, стоящие в обеих 
формулах (3.9) и (3.10) леммы 4, могут быть заменой переменного 
интегрирования Ф (С) =/, С = ’Р (£) записаны также в виде

1 ГМФЩФЧС)?^-. 1 Г гл (0 (0Г-*
2кг I С-г ՛ 2кг 3 ^(/)-г

Гр |'|“Р

* Таким образом, если при данном и>А= эо, то это слагаемое просто от.
падает.
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3.2 (а) Всюду дальше мы будем предполагать, что континуум К 
представляет собой замыкание односвязной области С^+\ ограничен
ной замкнутой, спрямляемой кривой Г. Тогда, как известно, кривая 
Г одновременно является полной границей для единственной смежной 
с континуумом К = С{+'> области содержащей точку г — со.

Для функции я=Ф‘ (ш), конформно отображающей область
— (то; |ш|^>1) на внешность С<֊~> области справедливы следую
щие утверждения*:

1°. Для любого р (0 р <1)
2к

вир | у|ЧГ' (ге'а)1р бЬ | + со;

о
2°. Почти для всех & £ [0, 2՜] существует предел

Нш ^'(ге'0) = V' (е'а) ££ (0, 2к),

причем

Иш
2«
СцЧГ' (е'а)р - [Т' (ге'°)р| бЬ = 0.

(3.15)

(3.16)

(3.17)

В рассматриваемом нами случае, когда Г — замкнутая спрямляе
мая кривая Жордана, из леммы 4 вытекает

Лемма 4'. Для функций системы {т^ имеют место 
следующие формулы представления:

1) при г £

_ 1 С МФ (РИФ7 (ОР 
2*7  3 С — я

г
._1_ Г

2<ч 3 ^ («;) - я
1»|-1

бы (к = 1, 2, • • •); (3.18)

2) При г £ С(_)

/пр) (я) — г» [Ф (я)] [Ф' (я)]» =

1 Г МФ (О] [Ф' (0Р ,, 1 Г гк («,) [«Г («,)]>" , _
2-/) '֊*  Л“й՜ )—у-»)-, (ЗЛ9>

(*  = 1, 2, --).
Действительно, заметим сперва, что поскольку особенность функции 
г*  (о>) Находится в точке ш =1/я4 (а))= ф (ш*) ։ то она непрерывна в 
любом замкнутом кольце 1 -С|Л-Ср<Срл = |Ф (“*)!•

Рассмотрим далее функцию

См. [4], лемму 2.
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/* (т) , г
Ч (го) — z (3.20)

■ отметим, что она непрерывна в каждом кольце 1 |f| р, если при
р<Ср* ։ а при z^G(_), рmin (о*,  |Ф (z)|). Теперь, принимая 

во внимание формулу (3.17) и отмеченное свойство непрерывности 
функции (3.20), при фиксированном z£՜ Г и любом s(0<s<l) будем 
иметь

|im frH«,) J4T- („)]■-. fr.(w)[T4w)J-<,TO =
p - ։ <-° ] J (w)—z J Ф (го)— z

= С МФ (91 [ф (9Р л (л=1> (3.21)
J ч — Z Г

Наконец, переходя к пределу в формулах (3.9), приходим к требуе
мым представлениям (3.18) и (3.19).

(б) Выше, посредством формулы (3.4), мы определили систему 
рациональных функций {г  (го)}“, ассоциированную с последователь

ностью комплексных чисел {«/(«>))Г, где а/(ш) = [Ф(ш/)]-։ (/^>1).

*

С последовательностью чисел {а/(ш)}~ мы можем ассоциировать 
систему функций {2„, * (го)}՞ (1 -С и-С 4՜ го), биортогональную с систе
мой (г*  (го))^ на окружности |го| = 1, согласно теореме 1, предполагая 
при этом, что в случае п = + го соблюдается условие

2 (1-|«Л“)|)= 2 (1-|Ф(<0/)Г1Х+ =о. (3.22)
1-1 1-1

Как следует из определения (1.10), если 1<п<^-|-оо, то функции 2Л, ь (го) 
(1<С&-^п) рациональны и имеют полюса лишь на множестве точек 
(1/а, (ш)|?с если же п = + го, то функции 2», л (го), 1-С&<1 4՜ 00 
регулярны и ограничены в круге £Х+>.

Теперь, наряду с системой рациональных функций {т^ (г))по
рожденной континуумом К = (7<+\ введем в рассмотрение еще систе
му функций {р£\ (*))"  (1 < п < 4֊ го), регулярных в области С(_), по
ложив

р£\(г) “ "Ф^)]Г* 2я՛ * 1(1 < * <п). (3.23)
Ф (г) \Ф (г)/

Заметив, что при любом п (1< п < 4՜ °°) и (1-С & -С п) 

и поэтому, согласно утверждениям 1° и 2°

|ря,*(911<Л|<М я,*[  |Ф' (91։-‘|<Л|=
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= м„.к I
1'1“ ։

со, (3.24)

докажем теорему.
Теорема 3. Системы функций

(*)  }? « (Р(Л (*)]?  (1 <п<+со) 

биортогоналъны на общей границе Г областей и 
дующем смысле:

(3.25)

в сле-

= 8. (3.26)

г
_ (1, к = * 

I О, к=/=ч

Доказательство. Заметим, что справедливы равенства

1
2”7

(9 ?£’* (9<я=~ тю(9 
։)
г

[ф'СТ-'ё ( 1 
ф(9 л’Чф(9 </:=

(т'/> (С) - г, [Ф (С)][Ф' (С)]‘) [Фф(^- к (֊^ (3.27)

, [ф (С)] 5Ц9 у 
Ф (С)

‘(ф(д)л“7։ + 7։-

Но согласно (3.7), при С со

Л1?> (С) - Г, [Ф (С)][Ф' (С)}

а в силу (3.2) и регулярности функции 2П>* (го) в круге £)(+> имеем 
также

[ф, (9?
Ф(9

л, к
՛ 1
Ф(9

, С -*  СО.

Поскольку, таким образом, подынтегральная функция в при С ->■ со 

имеет порядок О то отсюДа легко заключаем, что = 0.

Обращаясь к интегралу /2, после замены переменной I = Ф (С) 
получим согласно теореме 1

г> (/){ Л=՝

'■> (О (/) |Л1 = О», к-

(
2тч 3

1<1-
= — С

2՞ 3 
1/|=1



Биортогональиые системы рациональных функции 405

Наконец, отсюда и из тождества (3.27) вытекает утверждение 
^(3.26) теоремы ввиду того, что /1 = 0.

(в) Функции системы {тп^ («)}“ регулярны в замкнутой области
и поэтому представимы интегральной формулой Коши

1 С тп^ ГС)
т<;> (я) = ֊Г֊ °{+) = 1> 2. ֊ ֊ ֊ )• (3-28)

Но эти формулы можно трактовать таким образом: при любом £ 1
функция (г) является £-тым коэффициентом Фурье ядра Коши

—-—(я£С(+>, ч£Г) относительно системы функций (лп^ (')}՞ (1<п 
С — г

+ со), биортогональной с системой (С)}՞ на контуре Г, соглас
но теореме 3.

Таким образом, в предположении, что при и = + со соблюдается 
условие (3.22) для любого п (1^ п + со), естественно принять, что 

для ядра Коши —-— формальное разложение в ряд Фурье по биор- 
С — г

тогональной системе (3.25) имеет вид

Г֊А֊ ~ 2 Р(Л (9 С € Г, г С (?*).  (3.29)

Следующая теорема, являющаяся существенным обобщением тео
ремы 2, служит важной основой для сделанного выше замечания.

Теорема 4. Для любого п (1-Сп<+оо) справедливо тожде
ство

.— = 1 Р(Л «) Ч'1Ю +

ГФЧОУ-Х Гд^[ф(^(^^>с€С(-ие^).(3.30) 
ВДФ(С)] 2к/ ,)(^֊г)[Ф(С)-Ф(1)]

г
Доказательство. Полагая, что точка я£(7(+) фиксирована, 

рассмотрим функцию

Ул (то; я) = ’ (3.31)
ЧГ (та) — я

очевидно, регулярную в области = [ш; |го| > 1). Тогда легко ви
деть, что функция

\ 1 7
X, («»; я) = — X. 

ш

будет уже регулярной в единичном круге = |ш|<1}.

(3.32)



406 М. М. Джрбашян

Обозначая <
rf(z)=inf|C-i| >0, 

сег
для любого |та| = Р>1 будем иметь 

|ЧГ (та)֊д| (я).

Поэтому, из (3.25) в силу (3.15) следует, что
21=

lim ( |Xj (ре'°; я)| dü 
р - J 4-0 J 

о
2«

•<[rf(z)]-։ ïta О'(ре'#)|1֊‘ + (3.33)

[Ф'(С)]1-' 1 Г г)
Ф(С) J1-^(Q 

|<1-1

p ■*  i + о J 
и

Наконец, из (3.32) имеем при 0 г 1

откуда, в силу неравенства (3.33), можем утверждать, что функция 
X*  (щ; г) по переменной принадлежит классу Нх Харди.

Следовательно, функция X*  (та; г) представима интегралом Ко
ши через свои граничные значения на единичной окружности

К = Л [ - —Й 1Л|, «, 6 (3.34)
, Л 1—ш (

1'|-։ <
Заметив теперь, что согласно (3.32)

7՝, (0 г) = t Ъ (/; та), И =1

после перехода к сопряженным значениям формулу (3.34) можно запи
сать в виде

w
/ 1 \ 1 f X, (t; z)
( ■=■; z ) = — ! —=-- ■ 
\та / 2՜։ ,) 1—wt

l'|-l

dt, w^D^+K (3.34')

Отметим, далее, что при та£/)(+> будем иметь С=Чг/—и 
\ та /

следовательно, та = 1/Ф (С). Но после таких замен, принимая во вни
мание определение (3.31) функции Хэ (ш; г), формула (3.34') принимает 
следующий вид:

1
С— z

dt, CÇG(֊>. (3.35)
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. Заметим, наконец, что согласно теореме 2, вообще для любого 
т. е. и I справедливо тождество

1
1֊ //ф (9

• <3.36)1— </Ф(С) к 1

Подставляя значение функции (1— £/Ф (С)}~։ из (3.36) под интеграл 
(3.35) и заметив, что согласно формуле (3.18) леммы 4', при С<+>

1/1-1

1 С гИОРГ'«)]1-’ ............. , . о ,“Й7 ) »а-.— л = Ч"и) (4-1. 2,
|//-1

приходим к тождеству
I _ [Ф' (С)]1-

С-а Ф(С)
'Л, *

+ [Ф- (УТ- В. (^)£ (■ л. С е <?֊>, . е с«. (3.35'>

|/|-1

Отметим, наконец, что ввиду очевидного тождества Вп (—) = В՜՝ (ги), 
\ш /

пользуясь определениями (3.23) и (3.31) системы (а))^ и функции 
■ (ш; а), мы приходим к формуле (3.30) теоремы, так как

1 [ВЯ(П ъ
2«г ] Ф (С) —•«

1/|=1

_ 1 Г Вл[Ф(ч)][Ф'№ .
2к։ 3(7»֊ а)[Ф (С)-Ф (■»։)]

г) В заключение отметим, что в работе [4] была установлена 
формула представления ядра Коши с помощью других систем функ
ций— (ж)}“ и (Т?^ (а))”. Эти системы определялись таким об
разом.

Положим, что {фл (з)}“ — система Мальмквиста, ассоциированная 
с последовательностью комплексных чисел (3.3)— (аДш)}р. Функция 

(г) определялась аналогично функции (а) посредством главной
части выражения

<рл[Ф(а)][Ф' (а)]^ (0<5<1)

в окрестности точек а функция (г) —посредством формулы

/ги) (г)= Г? ^Ц1..! а^С<֊).
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Тождество, аналогичное формуле (3.30) теоремы 4 посредством 
этих систем, имело вид*

-А- = 2 (С) М? (г) +
г *-1

[Ф' (С)]1֊' 1 Г Вя[ф (*))]  [Ф' (-п)р г £ я<+) ՛ (3.37)
Вп [Ф (С)] 2к/.) (7) - г) [Ф (С)-Ф (7))] 

г
Из сравнения тождеств (3.30) и (3.37) непосредственно вытекает 

Следствие, любого п (1֊!> п 4՜ оэ) справедливы тож
дества

2 РЙ Ы = 2 ^С(+)- <3-38)
А—1

Тождество (3.38) дает нам возможность трактовать ряд основных ре- 
зультатов работы £4] о разложениях по системам вида {Л/^’ (г)}~ в 
терминах, введенных в данной статье, более простых по своей приро
де систем простых дробей (г))р. На этом, однако, мы останав
ливаться не будем.

Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 1.Х.1973

Մ. Մ. ՋՐԲԱՇՅԱՆ. Ռացիոնալ ֆունկցիաների թիօրթոցոնալ սիստեմներ և Կոշու կորիզի ներկայացումներ (ամփոփում) *

Մալմքվիստի և Տակենակայի կողմից ( [?]—[&]) մտցվել էն ֆիքսված րևեոներով ռացիո
նալ ֆունկցիաների սիստեմներ' օրթոնորմավորված (2 | — 1 շրջանագծի վրա։

Հեղինակի մի շարք աշխատանքներում ([1]—[մ]) ալս սիստեմների և սրանց հիման վրա 
կազմվող (ֆարերի բազմանգամներին համանման) ռացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմների մի
ջոցով, որոնք առաջանում են X կոնտինուումից և այգ սիստեմների բևեռներ հանդիսացող 
{«»*)  "լ1ես,երՒ հաջորդականությունից, ստացվել են Կոշոլ կորիզի ներկայացումներ շըր. 
ջանում և ուղղելի եզրով ժորգանյան տիրույթներումI

նշված ներկայացումները թույլ տվեցին րացահայտելոլ, որ անալիտիկ ֆոմւկցիաների 
պատշաճ ղասերում, որոնք կապես կախված են վերոհիշյալ սիստեմների բևեռների տեղաբաշ
խումից, այգ սիստեմները այս կամ այն իմաստով բազիս են կազմում։

ներկա աշխատանքում առաջարկվում է Կոշոլ կորիզի ներկայացման խնգրի մեկ այյ մո
տեցում նախօրոք տրված բազմապատկության ֆիքսված բևեռներ ունեցող պարզագույն ռա
ցիոնալ կոտորակների միջոցով։ Այս մոտեցումը հիմնվում է շրջանագծի կամ ուղղելի ժոր
գանյան տիրույթի եզրի վրա րիօրթոգոնալ ռացիոնալ ֆունկցիաների հատուկ սիստեմների կա. 
ոոլցման վրաւ

См. [4], формулу (4.8).
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М. М, JRBASHIAN (DfrbaSian). Blorthogonal systems of rational function*  and 
representation*  of Cauchy kernel (summary)

Malmquist and Takenaka [7]—[8] had introduced systems of rational functions 
with fixed poles, orthonormal on the circumference |«J = 1.

In a series of papers by the author [1]—[4] representations of Cauchy kernel 
have been established in the circle and in Jordan domains with rectifiable bounda
ries by means of these systems and systems of rational functions formed on their 
basis (analogues of Faber polynomials), generated by the continuum К and the se
quence of numbers {CZ К — the poles of these systems.

The indicated representations permitted to show that in proper classes of ana
lytical functions, essentially depending on the distribution of poles of the mentioned 
above systems, the letter form bases in this or that sense.

In the present paper another approach to the problem of representation of 
Cauchy kernel is offered this time by means of simplest fractions with fixed poles of 
prescribed multiplicity. Thy approach is based on the construction of special systems 
of rational functions biorthogonal on the circumference or the boundary of a Jordan 
domain with rectifiable boundary.
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В. А ШМАТКОВ

ОДНОСТОРОННЯЯ АППРОКСИМАЦИЯ С ИНТЕРПОЛЯЦИЕЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Задачи аппроксимации функций с одновременной интерполяцией 
рассматривались в работах Пашковского [1], Ямабе [2], Зингера [3], 
Волибнера [4], Де Ворэ [5] и других авторов.

В работах [4] и [5] на аппроксимирующие элементы помимо ин
терполяционных условий накладывались дополнительные ограничения. 
Интерполяции функций нескольких переменных также посвящено мно
го работ (см., например, [6] и цитированную там литературу. Вопро
сы полиномиального одностороннего приближения функций нескольких 
переменных с одновременной интерполяцией без фиксации узлов интер
полирования рассматривались в работах Чакалова [7].

В настоящей заметке рассматривается задача односторонней ап
проксимации с одновременной интерполяцией непрерывных функций 
нескольких переменных посредством элементов всюду плотных много
образий. Устанавливаются условия, при которых возможна как угод
но хорошая односторонняя аппроксимация функции при ее интерполя
ции в конечном числе заданных узлов. Как показано далее, условие 
равномерной плотности аппроксимирующего многообразия не является 
еще достаточным для такого приближения даже в случае, когда при
ближаемая функция и функции многообразия предполагаются как 
угодно гладкими.

Ради упрощения, теоремы формулируются и доказываются для 
случая функций двух переменных.

Рассмотрим на плоскости ХОУ открытое множество О= (а=(х, 
у)). Через С? (£>) будем обозначать пространство непрерывных огра
ниченных функций Г (и), имеющих на £) ограниченные непрерывные 
частные производные до порядка д включительно, с нормой

1Л= тах ։ир I |.
1=0.1, ..., ч ибо I Ох։ ду1՜15=1, .... I

В дальнейшем нам понадобится следующая лемма, вытекающая из 
одной теоремы Ямабе [2].

Лемма. Пусть /<(։'=!,■■-, т)—линейно независимые линейные 
функционалы, заданные на банаховом пространстве В, и М— ли
нейное всюду плотное многообразие в В. Тогда для любых г^В и 
е>0 найдется элемент такой, что

Л (^) =/<(«). ։ = 1,- • •, к; /1 (и) > /1(г), ։ = Л4֊1,-• т, В®—г||<е.
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Действительно, по теореме Ямабе [2] существует т £ М такой, 
что

/< (ж) =// (г), 7= 1,- • т; Цад — г!1 < — •
2

Очевидно, можно найти элемент и £ М, удовлетворяющий условиям

/| (и) = 0, 7 = 1,- ••, к; (и)>0, 7 = £-)- 1,-- •, т, Ц<

Тогда, как легко проверить, элемент •и = т~1-и^М обладает 
требуемыми свойствами.

Теорема 1. Пусть линейное многообразие Мс.С\(Р) всюду 
плотно в пространстве С2 (И). Тогда для всякой функции Р(и)£ 
£С2(О), любых точек щ = (х1, у1), 7= 1, • • •, т< оо из О и произ
вольного е^>0 найдется функция р (и) такая, что будут вы
полнены условия՝.

А) р (ш) = ш - (х1, У1)£П, 7 = 1,- • •, т,
Б) р (п)<Г(и), и £О,

В) Г(п)-е<Р(ы),
Доказательство: Учитывая, что величины

др (гн ) ։ др (и<) , д2 р (щ) , дгр (ц) , д2р (щ) 
дх ду дх2 дхду ду2

при фиксированных ы/££) ир(С’(Д), являются линейно независимы- 
, ми линейными функционалами на С2 (О), на основании леммы можем 

утверждать, что для любого а О найдется функция (ц) £ М, удов
летворяющая условиям

^*(и) — Р1 («) = <2 (|и —п/|։), 7 = 1,•••,»։, (1а)
д2 [Г(и,)-р1 (щ )]>0, 7=!,•••, т, (16)

^-рЛс<֊^-. (1в)
4

Из условий (1а), (16) следует, что существует окрестность gl 
точки п/(7=1,՛-՛, т) такая, что Г (и)—(а)>0, Положив
С= 1^1, получим

Г (и) — р! (и) > 0, и£С. (2)
Построим на множестве О функцию ф (и) £ С2 (/)), удовлетво

ряющую следующим условиям:
е е

1- <Р (ж. у) у) — Р1 (х, 0)4-—• [(х—Х:)’ + (у—)’]< во < ~ ’ 
о /

(За)

для всех точек из некоторой окрестности g^ с gl каждой точки 
ш (7=1,- • •, т);

793—5
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2- f (х, у) = и = (х, у) ^D\G; (Зб>;

3. 0О = inf <р (х, д)< <р (х, у) < a£G\G, (Зв)
и. у)еао

где dG — граница замыкания множества G = U gi •
В силу плотности многообразия М в пространстве С* (D) для 

• ^> 0 найдется функция ря (и) £ М такая, что

Рз (а) — f (и) = Q (|и — ш I1). г = 1,-,т, (4а)

[Р։ (и<)— ? (и«)]=0, ։=V' > т> (46)Охду

Ир» - ?lc> < min (y> • (4в)

Из (1а) и (4а) следует, что функция р (и) = pt (и)— Рз (и) удовлетво
ряет условию А) теоремы. Докажем, что р (а) удовлетворяет и усло
виям Б) и В).

Из условия (4в), используя (За), получаем для всех и £ (7:

^7[/’(«)-рх(В)-р։ (и)]<0,
их1

^[Г(и)֊Р1 (“) ~ Р։ (“)] < 0.
ау

Поскольку
Г (и) — Р1 (и) — Рз (и) = О. (|и —И/1*), ։ = !,•••, т,

принимая во внимание (46), будем иметь

Г (и) —р1 (и) — рг (и) <0, и Ъ.

Отсюда, учитывая (2), получаем
0<Г(и)—Р! (иХр4 (и), (5)

и следовательно для всех а £ б
^(“) — Р (и)=^(и) — Р1 (и) + р։ (и)>0. (6)

Пусть Из (Зб) и (46) следует, что

отсюда, учитывая (1в), получаем, что для всех u^D\G 
F(и) - р (и) = F(u)—Р1 (и)+р8 (и)>р2 (и)—
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- |Г(И) -Л (И)|> 4- - 4=0. (7)
' 4 4

Пусть теперь и£С\С; тогда, согласно (Зв) и (4в),

Р։ (“) > ? (и) ֊ Н >0.

Учитывая (2), получаем для и£С\С

Г (“) ~ Р (и)>0. (8)
Из условий (6), (7), (8) следует, что для всех

р (а) < Г(и). (9}
С другой стороны, из (За)—(Зв) и (4в) вытекает, что для всех

3 
0<р։(и)-С — е» поэтому, учитывая (1в), имеем для и\£_О

|Г(и)֊ р (и)| < |Г(ц)- Р1 (а)| + А (ц)< С. (Ю)
Из неравенств (9) и (10) следует, что элемент р (и) удовлетво

ряет условиям Б) и В).
Замечание. Условия плотности многообразия М в простран

стве С* (О) и принадлежности Р (и) £ С։ (£)) нельзя существенно осла
бить. Действительно, если функция Р (и) принадлежит лишь С1 (£)), 
то для такой функции может не существовать ни одного элемента из 
М, удовлетворяющего даже условиям А) и Б).

П р и м е р: Г(х, у) = — & (х +д—х1—у1)*, (х1։ у^—узел интер
поляции (т=1), М—многообразие алгебраических многочленов. С другой 
стороны, если многообразие Мс.С* (О) плотно лишь в (^(/^.то усло
вия А) и Б) могут оказаться невыполненными для как угодно гладкой 
функции.

Пример:

М = ( р (п) £ С2(£>): ,
I дх* ддг ]

Г(х, у) = — [(х — хх)2 + (у — ух)1], их= (х1։ у^Б.
Но оказывается, что если многообразие М является алгеброй, то 

условие плотности М в С“ (.О) можно ослабить.
Теорема 2. Пусть алгебра А функций из С1 (£>) плотна в 

пространстве С1 (£>). Тогда для всякой функции Р(и)£Сг (О), лю
бых точек ш = (хг, у г) (г=1,- • •, т < оо) из О и произвольного е^>0 
найдется функция р (и) £ А такая, что будут выполнены условия 
А), Б), В). В этом утверждении условие плотности А в С1 (О) 
нельзя заменить на условие плотности А в С (О).

Доказательство. Поскольку алгебра Л плотна в С1 (£)), то, 
используя теорему Ямабе, заключаем, что для всякой функции Р(и)^. 
£ Сг (£)) и любого е >0 найдется элемент рг (и) £ А, удовлетворяю
щий условиям:
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Г(и)-Р1 (и) = СН1и-т|3). (п»)

|Г(и) — рх (и)1 <-т-> и£О. (Пб)
О

Выберем константы а и с/ настолько большими по абсолютной 
величине, чтобы выполнялись неравенства

Г &F(ai) _ дгрг (щ) _|_ 2^։ 1, I д2Г(“<) _ (ш ) >
[ дх* дх* ' I I ду* ду*

д*Р1 (ш) 
дх*

д'Г(и,) 
дх3 , »=!»• •, 771, (12а)

2с’> д՝рг (ui) 
ду2

d*F (щ) 
ду2

•, т, (126)

>[^<“£1 (13)
I дхду дхду ]

и рассмотрим функции фх (и) и ф9 (и) из С1 (D), удовлетворяющие 
следующим условиям:

ф;(ц/)=0, 7=1,-՛-, т, /=1, 2, (Иа)

=Ct, 7=1, •, 7П,
дх

(146)

?МН£1_О, ™,
дУ

(14в)

<?Ф։ (“<) п • 1— -—- = 0, i = 1,- • •, т, 
дх

(14г)

<ty։(“/) Т՛ ֊• 1 
—----------= а, 1=1,• • ', 771,

ду

I/ Б1Ъ(«)1<-^֊, /=1, 2-

(14д)

(14е)

Используя теорему Ямабе, как и в теореме 1 заключаем, что в 
силу плотности А в С1 (£>) существуют элементы «1 (и) и тс, (ц) из А 
такие, что

тс, (и)—ф/(ц) = (2 (\u-ui |։), г'=1,---, 771, /=1, 2, (15а)
1/ с

|тс,(в) — фл(и)|< ——, и££), /=1, 2. (156)

Используя условия (11а), (12а), (126), (14а)—(14д), (15а) и (13), 
нетрудно заключить, что в точках и/(г = 1,•••, тп) функция <р (ц) = 
= У7 (ц) — рг (и) + тс* (ц) 4՜ тс| (и) имеет минимум, равный нулю. Следо
вательно существует окрестность gl каждой точки щ такая, что для 
всех и £ С = и у! выполняется неравенство
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Г (и) — р։ (и) + (и) + "2 (и) >0. (16)
Заметив, что из неравенств (14е) и (156) следует

в-у (ы)| < |-/(и) — Ф/(и)| 4- |'?у (и)! < ^֊, / = 1, 2>

и используя (116), получаем

Мс < рЛ+№ + № < 4 • (17)
4

Рассмотрим теперь функцию Ф (и) £ С1 (£)) такую, что
|Ф (ц)| =- °> -

у и^£)\С,

|Ф(н)|< р/'А, и^В.

Снова, в силу плотности А в С1 (О), . для е^>0 найдется элемент 
ра (и) £ А, удовлетворяющий условиям

р։(ш)=Ф(и/), ։=1, - , т, (18)
|Ф (о)-р։ (и)«]/֊ |/^, а£В. (19)

Из ограниченности функции Ф (и) и неравенства (19) получим после
довательно

1л(«)1< р/~, «СД ’ (20)

ЦФ։ - ։ф - аМф + < ЛФ - ли- (1ФИ + м <

Отсюда, учитывая, что при а£В\С |Ф (и)| < |/՜имеем

и£О\в. (21)
4

Из свойств функции <р (и) и равенств (18) следует
Г (и/)— Р1 (ш) +«։ (ш ) + (п/)+ р^ (н։ )=0, ։ =1, • • •, т! (22) 

Пусть и^С, тогда, поскольку р^ (и)>0, из условия (16) получим 

Г (и)֊Р1 (п) + (и) + (в) + р^ (п)> 0. (23)

Пусть теперь Так как (в) и к* (и) неотрицательны,
то из (21) и (116) следует
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Г (и)— Р1 (п) + «? (а)+ Վ (и) + р} (и) > р} (.и) — |^(и)—Р1 («)1> 0- (24)
Кроме того, из (17) и (20) вытекает неравенство

ք (и)—Р1 (и)+ (ս)+«շ (и)+р’ (и) = <р(и)+р,(“)<՜^՜ + ՜է =В։ (25)

Из условий (22)—(25) следует, что функция р (и) = р։ (и) — 
— к^(и)— (и)—р’(и) удовлетворяет условиям А), Б), В) теоремы. 
Остается заметить, что поскольку к’ (и), (ս), р\ (и) являются эле
ментами алгебры А, то и функция р (и) также принадлежит А.

Для доказательства последнего утверждения теоремы приведем 
пример алгебры А, плотной лишь в пространстве С (Ճ)) и такой, что 
не для всякой функции из С* (£>) существует элемент из А, удовлет
воряющий условиям теоремы. Алгебра

А = (р (п) 6 С»: -р(и^ = др (Ы1)- = о) 
.1 дх ду յ

плотна в С (£>), но для функции р (х, у) = х 4֊ у условия А) и Б) 
одновременно не могут выполняться, если узлом интерполяции являет
ся պ — внутренняя точка множества О.

Пользуясь случаем, выражаю благодарность А. Л. Гаркави за 
постановку задач и полезные советы.
Московский технологический институт

пищевой промышленности Поступила 15.11.1972

Վ. Ա. ՇՄԱՏԿՈՎ. Միակողմանի մոտարկում ինաերպոլյացիայուէ մի քանի փոփոխականների 
անբնղնաա ֆունկցիաների տարածությունում (ամփոփում)

Ներկա հոդվածում դիտարկվում է մի քանի փոփոխականների անընդհատ ֆունկցիաների 
միաժամանակյա ինտերպոլյացիայով միակողմանիորեն մոտարկելու խնդիրը ամենուրեք խիտ 
բազմ ակերպությոձների էլեմենտների միջոցով»

Սահմանվում էն պայմաններ, որոնց դեպքում ֆունկցիան վերջավոր թվով հանգույցներում 
ինտերպոլացնելոլ հետ հնարավոր է որքան ասես լավ միակողմանիորեն մոտարկել։

V. A. SHMATKOV. One-sided approximation with interpolation tn the space of 
continuous functions of several variables (summary)

The note consideres the problem of one-sided approximation with simultaneous 
interpolation of the continuous functions of several variables by the elements of dense 
varieties.

The conditions, under which arbitralily close approximation is possible when 
the interpolation is carried out in jinite number of modes are established.

ЛИТЕРАТУРА

1- S. Paszlcowskl. On approximation with nodes, Rozprawy Mathematyczne XIV» 
Warszawa, 1957.



Односторонняя аппроксимация с интерполяцией 417

■2. н. Yamabe. On an extension of the Helly's theorem, Osaka Math, J., 2, 1950, 
15-17.

3. J. Singer. Cea mai buna approximare in spatii vectoriale normate prin elemente 
din subspatii vectoriale, Bucuresti acad. RSR, 1967.

4. W. Wollbner. Sur on polynome d'interpolation, Colloq. Math., 2, 1951, 136—137.
5. R- Devore. One sided approximation of functions, Journ. Approxim. theory, 1, 1, 

1968, 11—25.
6. IT. Haueemann. Tensorprodukte und mehrdimensionale Interpolation, Math. Z., 

113, 1970, 17-23.
*7. В. Чакам։. Односторонние приближения непрерывных функций, Труды междуна

родной конференции по конструктивной теории функций, София, БАН, 1971.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻՐ"ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Ս՜աթեմաահկա VIII, № 5, 1973 Математика

Э. О. НАЗАРЯН

ОБ ОЦЕНКЕ КРИВИЗНЫ РИЧЧИ МЕТРИКИ БЕРГМАНА

В работе [2] Б. А. Фуксом была получена оценка pD (z, 
где pD (’։ 6/)—кривизна Риччи бергмановой метрики, вычисленной в 
точке z ограниченной области De С" в направлении вектора U £ Сп. 
В работе [4] было построено семейство областей голоморфности в 
Сп, для которых кривизны Риччи в точке г=0 имеют точную верхнюю 
грань, равную 7/5. Позже был получен результат (см. [5]), устанавли
вающий, что указанная выше оценка точна в Са.

Ниже устанавливается, что оценка Фукса для кривизны Риччи 
бергмановой метрики точна в Ся (п 3).

1. Пусть D<=.Cn — ограниченная область пространства Сп, п>2 
комплексных переменных, K=K(z, z)—бергманова керн-функция об
ласти D. Рассмотрим в области D бергманову метрику

Л« = dz* T™(z, z) dz, Л°)=(1п K^)‘z4 .
Как известно (см. [3]) кривизна Риччи бергмановой кетрики опреде
ляется формулой

PD (z, U) = -U* (In det U {U* T^U}֊' ,

(In det 7™)^= ֊ In det = jL x ln det TW . 
dz*dz dz* dz

Известно также (см. [4]), что для n-круговых областей D, содержа
щих свой центр z=0 имеют место равенства

max pn (О, U) = max (0), min pD (0, U)— min (0), и u J и u i I ''
где

aJD> (0)=n+l- (m՛ )֊’ 2 (jWL* )֊> 1 , (1.1)

j ~ 1. • • •, n. Поскольку керн-функция n-круговых областей имеет вид 
(см. [1])

(*,*) = 2
_0

где
СJ №'* " • W dv.
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то формулы (1.1) для л-круговых областей примут следующий вид:

(0)=п+1-ф^ 1 j |гу|. dv 2 1]s |zj|* dv, (1.2)

где

7 л =
1, j + s
4, j= s ’ dv — rfxj A dytА • • • Л dxn/\dyn, xj +iy, = zs.

Обозначая |z7-|s = rj, arg zj = 9/, получаем

dv= —• dri/\d^/\ - ■ /\dr„/\d?n.

Тогда в пространстве квадратов модулей /?+, (1.2) преобразуются в 
следующие формулы:

0(О) (0)=Л֊|֊1 —С гу(Л1)2 7^ ( Г гуг^ш\ Г пс/ш, (1.3)

*о+ о+ 1—1 о+ о+
где d^» = drl/\^ ■ А ^гп.

2. В пространстве Сп (л>3) рассмотрим л-круговую область

z^Cn, D1(jD2, Dt= л), Dg= (j/՞ л4Н’</ n a>

w з ыь n 's w Г<֊A- “>°
wH^֊i)L m_։ J л-i

(2.1)՝ 
содержащую свой центр г = 0.

Вычислим кривизну Риччи области £Х։) в точке л=0.
При преобразовании г -> г = (гь- • •, гп), — |я/|։, у = !,•••> пг 

область переходит в область А,(е)+, лежащую в

=

к (к-1)1.

г€/?л+, DfuDt, Dt = л а,

(к-1) г,1

(2.2)
Из формулы (1.3) имеем

X

о,+ ßl2 дг °2+

Jr>r-‘'"+ J
D\ °3 2
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Соответствующий подсчет показывает, что
Л_ 

п2 (
л! и

л+2
1 2

з п

л+2
1 а

41 П

Для вычисления интегралов 
дующую замену:

по входящих в (2.3), сделаем
(2.4)
сле-

, 1 г^ш= — п

1 ", 1
з /4(4=1)

1г/ = °'՜ Л. 7^45“*’ (2-5)

I
— , Л “«» / = 2)л у п (л—1)

Непосредственно проверяется, что это ортогональное преобразование 
лереводит прямую г\ = • • • = гп в ось их.

Решение системы (2.5) задается формулой

1 Д
т—1

1Ы* = . —
/4(4-1) , к=2, - -, п. (2-6)

Подставляя (2.6) в условия, определяющие область £>*+, получаем

Л

/йгаг^’й а/ —

1 , л — 1
^=“1+ 77—;-----

или

1===и*>0; /=2, • • •, л—1;

л

в» и* ’С----- » а > о4—2 п 1
(2.7)

о, |а.| < —=1^—, |щ|< -- 1—
Ул — 1 щ \ (л—1)и7

л1/։И/П I

Л=2, -.; л (2.8)

•, п—1.

Л

л
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Действительно, условия, входящие в (2.8), совпадают с послед
ними двумя неравенствами, входящими в (2.7) и из них легко следуют 
первые п неравенств, входящих в (2.7).

Из (2.7) заключаем, что область ограничена поверхностью 
полученной при вращении гиперболы

ип и, = ——- > и) = 0, / = 2, - • •, п — 1 п—1
вокруг оси иг по п —2-мерной сфере, стало быть, — область, сим
метричная относительно иг и поскольку преобразованием (2.6) ось нх 
переходит в прямую гг= ■ • • =гп, то 7)+—область, симметричная от
носительно прямой гг= • • • = гп- Поэтому для вычисления интегралов 
по О+, входящих в (2.3), можно ограничиться случаем /=п, 5=п, п—1

Пределы интегрирования указаны н (2.8) и остается заметить, 
что (1и>=с1р, где dp=du■^/\■ ■ ■ f\dun.

В случае л=3, образ 'области в имеет следующее изо
бражение

(2.9)

(2.10)
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с (а3֊» է«—О -1 . а1֊“ <л+1> -1 | 3 1
п (3 —а(л —1) (п+1)[1֊а (п+1)]Г “ л-1 ’ п+1 ’

с ( , . , <?֊«(«+0-1 1 3
л| ^(л+1)[1-а(п+1)]Г п-1

(2-11)

Г)Г3 (Խ =֊

с ^а8-«(л-1)_1 а1-«(л+1)_1 ] 3 1
и ( 3—а (л —1) (п։—1)[1-а (п + 1)]Г п—1 ’ л +1
с (, а1-.(п+1)_1 ] з
п1 (д’—1) [1—а (п+1)]/ п—1

где

Подставляя (2-4), (2.9)—(2.12) в формулы (2.3), приходим к тео
реме.

Теорема. Пусть ограниченные области с. Сп (п > 3)

определяются соотношениями (3.1).

2 3
п —1 ’ л —1

Нт ппп р (О, £/) = Нт тах 
а-- Ս ռ\’ и

Тогда в случаях а = —֊— 
л —1

?дг«)(0, £7) --=л+1. 
а

В заключение выражаю свою благодарность Б. А. Фуксу и Б. Я- 
Лебедь за внимание к настоящей работе.
Ереванский государственный

университет Поступила 11.VI.1973

է. Լ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ. Րերգմանյան մետրիկայի Րիչչիի կորության գնանատման մասին 
( ամփոփում)

[2] աշխատանքում Բ. Ա. Ֆուկս), կողմից ստացված է թը £/)<ո+1 գնահատականը, 
որտեղ Ս)-ն բերդս ան յան մետրիկայի Րիչշիի կորությանն կ Շ՞ “ուհմանափակ

տիրույթի շ կետում ՍՀՇՈ վեկտորի ուղղությամր։ [5] աշխատանքում ցույց է տված- 
այդ գնահատականի ճշգրիտ [ինեյր (Լ2-ում։

ներկա հոդվածում ապացուցված է, որ րերգմանյան մետրիկայում Բիյշիի կորության 
ֆոմյսի գնահատականը ճշգրիտ կ Հ* (ո > 3) ո-՚րածոլթյանոլմ,



Об оценке кривизны Риччи 423
Е. Н. NAZARIAN. On the estimation of Ricci curvature of the Bergman 

metric (summary)

In the paper [2] B. A. Fuchs obtained the estimate (z, U) C n + 1, where 
?/><'• (/), z£DCCn, denotes the Ricci curvature of the Bergman metric, calculated 

for the point z of a bounded domain ДСС», in the direction of the vector It
has shown in [5] that this estimate is precise in C’. In the present paper the pre
cision in Cn (n > 3) of the Fuchs’s estimate is established.
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