


ԱԱՈԱԳՐԱԿԱՆ ԿՈԼԵԳԻԱ

խմթա<փր Մ. Մ. էՐ₽Ա«։#11Ն

Ռ. 0. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՏԱՆ
Ն. Հ. ԱՌԱՔհԼՏԱՆ 
Ի. Դ. ՋԱՍԼԱՎՍԿԻ 
0. 0. *Ա ԼԱԼ 8 ԱՆ

Ս. Ն. Օ՚ԵՐԴԷԼՏԱՆ 
Ո թ. ներսես։ան 
Ռ. I-

Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնգրոլմ Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում , հաշվի առնել հետևյալ կանոնները1

1, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամ եք են ա դրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անդլերեն 
(ռուսերեն և անդլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տաւՍւրը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերինէ պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու դծերով ներքևում , իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսադիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օդտադործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիշ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) շեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու՝ դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

?. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբադրությռւնը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

5. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9, Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտո 4էունների ակադեմիայի Տե

ղեկադիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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С. С. АГ АЯН

РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ ВНЕ 
КОМПАКТОВ, В РЯДЫ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

. [ ....տԽ 4՜(<) ՜и (г)]
/(О е-‘я^------2----------------------- л,

Ժ է — гО

2

(2)

Пусть Е (те* £>0)—некоторый компакт на действительной оси, а
С—дополнение Е: С=((— со, 4-оо)\£]= и Су, ипусть 7 (х)—гармониче- 

7=1
ская мера множества Е относительно верхней полуплоскости. Обозначим 

через р (г) =7 (я) + Й (■։)> где 7 (г)—функция, сопряженная с 7 (х). И, 
наконец, пусть функция / (х) определена на С\£’, где С — комплек
сная плоскость. Рассмотрим ряд

/(г)~ 2 с^е1^, (1)
д— ——

„коэффициенты“ которого определяются по формуле

Сл (г) =

Г
п=0, ±1, ±2,•••, *

где х — любая точка, принадлежащая С\Е.
Знак указывает на то, что мы построили ряд чисто фор

мальным образом, и означает лишь, что с„ (х) (п=0, ±1, ±2, • • •) 
связаны с / (х) формулой (2), причем не предполагается, что ряд 
вообще говоря, сходится, тем более сходится к функции / (х).

Главным вопросом, как и в теории тригонометрических рядов, 
является вопрос о возможности замены знака знаком равенства.

Целью предлагаемой работы является рассмотрение вопросов, 
связанных с этой задачей, а именно:

а) В каком смысле и при каких условиях ряд (1) представляет 
функцию / (х)?

б) Какова скорость сходимости ряда (1)? Для нашего ряд, 
возникает также задача следующего типа:

в) Если ряд (1) сходится в С, то где еще, кроме С, ряд схо
дится, более того, сходится ли он к функции / (х)?

Основной результат настоящей работы заключается ‘в представле
нии аналитической (ограниченной и неограниченной) вне Е функции рядами 
типа (1)и в оценке скорости этой сходимости. В работе рассматривает
ся также сходимость ряда (1) на действитеддо&^ецглвдю, само по себе



представляет определенный интерес, так как при этом мы получаем 
разложение непериодической, более того, определенной вне некоторо
го компакта Е (Ес:(—оо, +°е>)) функции в ряды типа (1).

Далее, доказывается, что на эти ряды распространяется ряд 
основных теорем теории рядов Фурье (например, принцип локализа
ции Римана, критерий сходимости рядов Фурье, оценка частных сумм 
рядов Фурье и т. д.).

§ 1. Сходимость ряда (1) в комплексной плоскости

Предварительно введем некоторые обозначения, а затем дока-- 
жем ряд лемм.

Обозначим через
П+ = (х: С, 1т г ^>0),

. П_ = {х: С, 1т х<\0}, 
а через Р+ (х) и Г- (х) соответственно пределы:

Нт Г(х) = Пт Г(х + гу) = Г+ (х) 
у-о у-0
*€П +

■и
Нт Г (х) = Нт Г (х — гу) = Г-(х).
У-»0 у-*0
»6П_

Сформулируем лемму, которая является очевидным следствием теорем՜ 
Коши и Фату.

Лемма 1. Если ограниченная функция /’(х) аналитична в 
П+ и имеет в точке г=со нуль по меньшей, мере второго порядка 
(т. е. величина г1Г(г) стремится к конечному пределу при п-*о°)Т 
тпо

У г+ (о «и = о.
—-М

Лемма 2. Если ограниченная функция Г (г) аналитична в 
С\Е и имеет в точке х =со нуль по меньшей мере, второго поряд
ка, то справедливо

Д]о казательство. По предыдущей лемме имеем

^Е+ {г) dz = 0, 

— ее 
аналогично и

</х = 0,
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откуда

Из аналитичности Г (г) в С\Е вытекает, что для г^С\Е справед
ливо равенство Г+ (г) = Г- (г), откуда

(*) (*) ^г'

Лемма доказана.
Лемма 3. Если ограниченная функция / (г) аналитична в

С\Е и / (оо)=0, то для любого г, г^С\.Е
С А * - 1 Г /֊ Ю .

2кг 3 / — 2 2кг 3 I — г

Идея доказательства та же, что и в лемме 2.
Получим теперь частичную сумму 5Я (/, г)

Ял (/,г) = 3 с* (я) е"*« (1.10)
I“-п

ряда (1) от функции / (я) в интегральной форме.
Лемма 4. Справедливо равенство

В самом деле, подставляя выражения с* (я) (4 = 0, ±1, +2,••• 
- ••» ±п) в (1.0) и принимая во внимание равенство

зШ ֊֊ [р (0 ֊ И (г)] 2 е“ (п+ [Р (0֊ Р «

получим (1.1). Лемма доказана.
Теорема 1. Если аналитическая и ограниченная вне Е функ

ция / такая, что /(оо)=0, то ряд (1) сходится к / (я) для лю
бого я, принадлежащего С\Е, причем сходимость равномерна вне 
любого открытого множества, содержащего множество Е.

Доказательство. Согласно леммам 4 и 1 имеем

/ — я
откуда и

(1.2)
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С ' (п+ Ь)[.Л+ (/)-,! (*)) - I (л+֊)(р+(О֊Х*))

5Л (/, г) = - А /+«) ֊—:---------------- ---------------- 7-----------Л.
2~1г) I — г

(1.3)

5Л (/, г)ЧЫ =
Далее, согласно лемме 3 получим

-I (л+ (*)1

а)е~-------- ----------------я..
1—г

(1.4)
Оценим теперь каждый интеграл в отдельности. С этой целью 

рассмотрим разность

14 (0 - Нг)= 7+ (0+П+ (0 - -Г =

= т+ (0 — 7 («)— I [7+ (0—7 (*)!» р-5)
откуда, учитывая и тот факт, что почти всюду на Е 7 + (0=1> полу
чаем

‘ (л+֊-)(1к+I _(я+ 1)(1-т(жЯ
е | = е (1.0)

почти всюду на Е. 
Рассмотрим интеграл

Г *(л+5-)1։ч. «)-М*Л
/«(*) = ֊ ֊ \ №֊------------------------ (!-7)

2^1 I I — г

Согласно (1.6) и учитывая ограниченность функции / (г) (|/ (г)| М) 
имеем

-(л+1-)[1-тЮ) М л+1.
е тез £-С—г тез Л д ։2ио

(1.8)

где о — расстояние от точки г до множества Е, а [е1՜1 (г) ]-1. Но 
так как 7 (г)<С1> то 1—7 (г)^>0, откуда и следовательно, для
достаточно больших „пи справедливо

|/л(*)1<֊> (1-9>

где е—наперед заданное число.
Аналогично оценивается и интеграл

С (Л+5-)1^-(О-и-С։)!
/_(<)֊-------------------------Л, (1.10Х'.

2^1 { — г
Е
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т. е. для достаточно больших ,п“ справедливо

1/М<-֊- (1.11)

Итак, согласно (1.4), учитывая (1.9) и (1.11), получаем для достаточ
но больших „п“ неравенство

|5Я(Л х)-/(я)|<Е.
Первая часть теоремы доказана.

Пусть теперь О—область, содержащая множество Е, тогда лег
ко видеть, что сходимость интегралов (1.7) и (1.10) к нулю при п-»-аэ 
равномерна в С\£). Теорема полностью доказана. Фактически теоре
ма 1 определяет порядок убывания аналитических функций „полинома
ми“ ряда (1), а именно справедлива

Теорема 2. Для аналитической, и ограниченной вне Е функ
ции /, такой что / (оо) = 0, справедливо неравенство

где х^С\Е. К—константа, зависящая от расстояния точки г 
до компакта Е, а <? = е^ <•>-’ (д <1).

Если выбрать некоторое открытое множество X), содержащее 
множество Е, то можно вывести аналогичное неравенство, имеющее 
место одновременно для всех г; при атом Кпд зависят только от 
выбора множества X).

Теорема 1 сохраняет силу, если на функцию / вместо ее огра
ниченности наложить более слабое условие, а именно условие интег
рируемости функции |/(х)|(14-|х|)-1 на множестве С. Но тогда схо
димость ряда (1) к функции /(я) будет равномерной уже в области 

б'« = {я: г£С\Е, 7 (։)<«], 
где а — произвольное число с условием а£(0, 1).

Перейдем теперь к рассмотрению вопросов сходимости на дей
ствительной оси.

§ 2. Стремление к нулю коэффициентов ряда (1)

Теорема 3. Если |/(f)l (1+ UI)՜1 интегрируема на G, то

Ит сп (х) = 0, (2.1)
/1-*оо

причем сходимость равномерна на любом отрезке [а, 6], целиком 
содержащемся внутри С.

Эта теорема является непосредственным следствием следующей 
леммы.

Лемма 5. Если С/—компонента связности множества С, то
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sin — [И (0 — I1 (х)]
2____________ dt = F, (v) e-ino dv, (2.2)

а, Мбр

где функция Fj(v) интегрируема на р (бу)

(sin -у [и— О |, 
здесь F/(v) =f[<t) (v)] ■ ?i (v)——---- ——֊ I
ф (v)—<p (uQ) /

а (и) — обратная функция к функции Р (О и р(х)=и.
Доказательство. Сначала докажем существование обратной 

функции р (х), х£б/, а для этого получим интегральное представ
ление функции р(г). Легко видеть, что

Р(х)= — К
dt 

t — z
Е

В самом деле, пусть Те (<) есть функция, равная 1 на Е и рав
ная 0 вне Е. Далее, решая задачу Дирихле для полуплоскости с гра
ничным значением функции получим 

7Е (0 dt
(t-x)'+y'

где г = х + {у. Так как очевидно

—V---- =1т_1_,
(*—х)’+у։ t —г

то можем написать

, ч 1 (0 .. . 1 Г Л .Р (г) = — -^-1֊ <11 +с = — I--------1- С,
« £ — г к 3 I — г

Е

где с — действительная постоянная. Полагая с = 0 (в противном слу

чае мы взяли бывместо 7 (и) функцию у(г)—с), устанавливаем спра
ведливость равенства (2.3), откуда и для любого х £ б; имеем

dt 
(t-хУ

Е

т. е. р'(х) >0 для х£б,. Таким образом, существование обратной 
функции на Gյ доказано. Поэтому мы можем перейти к замене пере
менной в первом интеграле (2.2). Далее, заменяя р (£) на и, р (х)= и0, 
/ = (о), получаем равенство (2.2). Лемма 5 доказана.

Сформулируем еще следующую лемму, доказательство которой 
аналогично предыдущей.
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Лемма 6. Для любого 
справедливо равенство

sin
/(О — dt=

‘ sin
/[ф(р)]ф(р) —

i-t—— р

----— dv, 
V

(2-4)
где о։ = и0 — р (х — о), ՛. 

ф («) = | ? (р0 + р) — ? {у)

Вернемся теперь к доказательству теоремы 3.
Доказательство. Пусть х — фиксированная точка множества 

С. Представим выражение сп (х) (см. (2)) в следующем виде:

2 " I7-2 |/(t)e֊^<0
sin -у [Р (0 - Р (*)] 
----- - --------------------dt= (2-5)

7

sin -֊- [р (f) — р (х)]
/ (0 е-^МО 2_____________Л.

о,-

Далее, пусть s —некоторое положительное число. Тогда, учитывая 
ограниченность функции sin — [р (/)—р (х)] по переменной t на G, для 

в и точки х выберем т таким образом, чтобы

sin 4՜ [Р (0 — Р (*)] 
/(f) е-1я^___ ±_____________ dt

°!

Перейдем теперь к оценке суммы

f (f) е-,п^
sin ֊[Р (О —Р(*)] 
-----±------------------- dt.

(2.6)

(2.7)

-

V

t — х
в
2

Докажем, что эту сумму можно сделать по модулю меньше наперед 
заданного числа е. С этой целью заметим, что согласно лемме 5 

(х) можно представить в виде

J”(x) = — У f F(v) е֊""’ dv, 

К J*=4(op 
(2.8)
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где функция F(v) интегрируема на U j* (G/).

Отсюда по теореме Римана-Лебега (х) будет стремиться к 
нулю при п —► со.

Далее из (2.5), если учесть соотношения (2.7) и (2.8), заключаем 
lim сп (х) =0. (2-^)

п -»•-

Легко видеть, что сходимость равномерна на любом отрезке [a, 6]c:G. 
Теорема полностью доказана.

Используя идею доказательства этой теоремы, мы получаем:

Теорема 4 (о л о к а л из а ц и и). Если интегрируема на 
1 +н1

G, то для любого х и 3 > 0 справедливо равенство

1 Р sihfn-|-4-)[p(O —Н(х)]
Sn (/, х)^-2- . / (/) ___\____2J_________ __  dt + o (1). (2.10)

К J 
2. х+«>

Другими словами, поведение ряда (1) функции f (х), x£G в некото
рой точке х зависит исключительно от значений, принимаемых функ
цией в некоторой (произвольно малой) окрестности точки х.

На самом деле, пусть х—фиксированная точка, а В^>0—произ
вольное число. Представим S„ (/, х) в виде суммы двух слагаемых

1/ f С \ sin + v )[Р W — 1Х(Х)] 
5л(/,х)=-( + )/(0-----X--------------------------- dt> (2.Ц)

• °\°г onoj
где Сь= (х —3, х4-о|.

Рассуждая так же, как и при доказательстве предыдущей тео
ремы, получаем, что

Р sin f 71 + — [и (0 — р (х)] 
lim I / (t)___ 2____ ZlL-------------------  dt = 0.
n~ J

Согласно (2.11) и (2.12) имеем

P sin (n + —(f) — P (x)] 
Sn (/, x) = — / (t) —X------ 2/------------------ dt + О (1).

K J t — x

Отсюда видно, что значения функции / (х) вне интервала (х — 8, 
х-|-8) совершенно не фигурируют в формуле (2.13), а потому вопрос
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| о том, стремится ли 5Л (/, х) к пределу при п->оо зависит только от 
поведения / на этом интервале. Теорема доказана.

§ 4. Необходимый и достаточный признак сходимости

Т с р 1/(011 еорема э. пели интегрируема на G, то для того 

чтобы в некоторой точке х частичная сумма Sn (f, ж) сходилась 
к некоторому числу S, необходимо и достаточно, чтобы

i ч
lim J | /(х+_0-----j Sin (n+^[ii(r-|-x)r—|i(x)]rff = O, (3.0)

-г
где 3>0 — произвольное число.

Прежде чем приступить к доказательству нашего критерия, до
кажем следующую лемму.

Лемма 7. Для любого ж, x£G справедливо равенство 

р։тЛ։+-Ц[и(0-р(х)]
lim Sn (1, х) = lim — ։----1___________ Л =1. (3.1)л-» т] t_x

Доказательство. Рассмотрим интеграл

1 Г sin (п+ -֊) [|* (0— Н W]

. J" W=VJ —-------~-------------л. (S-2)

Согласно лемме б, при условии f (0=1 имеем

Далее легко видеть, что функция ф (0 дифференцируема и в точке 
нуль равна 1, т. е. ф (0) —1, следовательно, в силу признака Дини 
(см.[1], стр. 120) сходимости рядов Фурье получаем, что Jn (х) сходит
ся при п -»■ со к ф (0), т. е.

lim Jn (х) =1. (3.4)Д—оо

Принимая во внимание теорему 4 о локализации и равенство (3.4)։ 
получаем

1 Psin (п+4/)[|*(0 — И (х)]
lim — I __1____________Л=1 (3.5)
<•*-«] t—х

о
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для любого х, х £ С. Лемма доказана.
Приступим, наконец, к доказательству нашего критерия. По тео 

реме о локализации имеем
х+։ / 1 \ , чч1 Р з!п (п+ — ) [н (#) — И(*)] 

5Л (/, х)= — I / (I) ----1-------------------Л +о (1).

л -։

(3.6)

Согласно лемме 7

сП 4՜ о (1), (3.7)

откуда и заменяя.#—х на # в интегралах (3.6), (3.7), находим
5л (/, х) -/ (х) = 

г
= ± [’[/.(* +О֊5 К / + _1_\ [(1 (( + х) _ и (х)] л+о (1). (з 8)

я 4 I ( \ 2 /
-։

Отсюда ясно, что для сходимости 5Л (/, х) к числу 5 в точке 
х необходимо и достаточно выполнение условия (3.0).

Если мы хотим, чтобы в точке х ряд (1) имел „естественную 
сумму“, т. е. сумму, равную/(х), то для этого достаточно взять

Если / (х) непрерывна на (а, Ь) и г —любое положительное число, 
то для равномерной сходимости ряда (1) на [а 4՜ 8> 6 — г] необходимо 
и достаточно, чтобы

г
Нт — [ [7 (*+*)-Я*} |31П (п+ ±\ [|Х и (х)] л = 0
л-- « и # I \ 2 /-։

равномерно на [а, 6], где о—любое, и 0<^о<^е.
Отсюда можно вывести интересное для приложений
Г г 1/(01 гСледствие. Если интегрируема на и и при фиксиро-

ванном х интегралы
'0

/(х-Н)-/(х-0)1

-г
л, I 

о
4-0-/(х-0)

с некоторым 8 существуют, то частичные суммы 5Л (/, х) ряда (1) 
функции / сходятся в точке х к ~ ։ где у д՝ 
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и / (х—0) суть левый и правый пределы функции / в точке х (пред
полагается, что х есть точка разрыва первого рода функции /).

Если функция / (х) непрерывна на [а, 6] с С, и если для любого 
а>0 существует о>0, так что сразу для всех х£[а, 6] выполняется 
неравенство

t
Л<е,

то ряд (1) для функции / (х) стремится к ней равномерно на [а, 6].
Заметим, что мы получили условия для разложения функции не

периодической, более того, неопределенной на некотором компакте 
Е, Ес.{—со, + со), в ряды типа (1).

§ 4. Оценка частичных сумм ряда (1)

Теорема 6. Если 1/(01
1+10

— интегрируемая функция на G, то

почти всюду справедливо
Sn (/« х) = О (In п). (4.0)

Доказательство. Учитывая равенства (2.6) и (3.1), получаем 
&(/, х)֊/(х) =

х+»
= ֊[ /(0֊/(х) sin fn+-֊h^(0-P(x)]rff+o(l). (4.1)

kJ t — x \ 2 /
x—i ,

Далее, согласно лемме 6, получаем

Sn (f, x) —f (x) =

sin ( n 4---- lu
[F (v 4՜ u0) — -Huo)] Ф («)---- - ------—- dv 4- о (1), (4.2)

v

где F (v 4- v0) = f [<p (u4-v0>l» = f [<p (v0)].
Воспользовавшись второй раз теоремой Римана о локализации, но 

уже для рядов Фурье, получаем

1 Г • Sin n4-֊)v
s.(f, x)֊/W = — I (/•(«)-/•(»,)]■>(«)-----i------£/_Л + о(1),

ч

где 5S — любое положительное число.

(4.3)
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Далее, ссылаясь на идею доказательства аналогичной оценки час- 
т аой суммы ряда Фурье функции Г (Г) (см. [1], стр. 144), получаем

+Л • ( 1 \5Ш Л------IV
I [Г(«)— Г(и0)] (о) ----->------ Ц---  (/V = о (1п л). (4.4)

Итак, согласно (4.3), (4.4), (4.5) и учитывая, что / (х) = о (1п л), 
имеем 5Л (/, х)=о/1п л). Теорема полностью доказана.

В заключение автор выражает искреннюю благодарность С. Н. 
Мергеляну за постановку задачи и внимание к работе.
Вычислительный центр АН Армянской ССР 
и Ереванского государственного

университета Поступила 26.1.1973

U. Ս. Ս/ԷԱՅԱՆ. Կոմպակտից դուրս որոշված ֆունկցիայի ներկայացումը հատուկ շարքով 
( ամփոփում )

Դիցոլկ EfmesE>Oj, որևէ կոմպակտ է իրական առանցքի վրա;
ներկա աշխատանքում սահմանվում է շարք, որի միջոցով \Լ~ից դուրս որոշված անալիտիկ 

(սահմանափակ կամ անսահմանափակ) ֆունկցիան ներկայացվում է այդպիսի շարքով»
Այնուհետև դիտարկվում է սահմանված շարքի զուդամիտությունը իրական աոանցքի վրա, 

որը աոանձին դիտարկված ներկայացնում է ինքնուրույն հետաքրքրություն, քանի որ մենք ստա
նում ենք ոչ պարբերական (ավելին, որոշված որևէ կոմպակտից դուրս) ֆունկցիայի ներկայա
ցումը այդպիսի շարքերով։

Աշխատանքում ապացուցվում է նաև, որ այդպիսի շարքերի վրա տարածվում են մի շարք 
հիմնական թեորեմներ Ֆոլրյեի շարքերի տեսությունից!

S. S. AGHAIAN. Special series expansion of the functions defined on the 
complements of compacts (summary)

Let E (mes E>0) be a compact on the real axis.
In this paper a series for the representation of an analytical outside of E com

plements function is defined.
The convergence of introduced series on the real axis is considered.
Extensions of a number of fundamental theorems of Fourier series theory are 

obtained.
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С. Н. МАНУКЯН

О КОНСТРУКТИВНЫХ ВСЮДУ плотных 
ПРОСТЫХ ДУГАХВ этой статье строится пример конструктивной плоской простой дуги, заданной на 0Л1 и проходящей через все рациональные точки плоскости.Понятия конструктивного анализа, определенные в работах [1], [2], [3|> будут употребляться в том же смысле, как и в указанных статьях. В частности, будут употребляться алгорифмы Эл» Эп, Э’ , Э’, определенные такими же схемами, как н в § 1 из [3].Понятие конструктивной простой дуги, а также другие понятия, связанные с конструктивными кривыми, и не определенные особо, понимаются так же, как в [3] и [4].Отметим, что понятие прямоугольника определяется различным образом в [3] и [4]; в настоящей статье оно будет пониматься в смысле соответствующего определения из [3] (см. [3], стр. 80).Основной целью дальнейших рассмотрений является доказательство следующей теоремы:Теорема. Осуществима конструктивная простая дуга Г, 

заданная на 0Д1 и такая, что для всякой, рациональной точки 
ааЬ можно построить ГК-число <^0Д1, удовлетворяющее условию 
Г (/) = аяЬ.Все рассматриваемые ниже конструктивные объекты являются словами в алфавите (0, |, X, —, О, А, у, *,  а, т) обозначаемом, каки в [3], через Щ.Посредством <^Р>, где Р— запись некоторого алгорифма в стандартном расширении алфавита Щ, будем, как обычно, обозначать тот алгорифм в стандартном расширении алфавита Щ, записью которого является слово Р.Вначале мы введем некоторые вспомогательные понятия и докажем несколько лемм. Отметим, что леммы 1—4 являются модификациями некоторых утверждений из [3] и [4].Пусть АГ—кривая, заданная на аДР; тогда точку К. (а) будем называть начальной вершиной кривой К, а точку К (Р) — заключитель
ной вершиной кривой К.

Результатом склеивания кривых Е и С, заданных на сегментах соответственно хЬу и у^г и таких, что Г (у) = О (у), мы будем называть кривую Н, заданную на сегменте хДг и такую, что при любом 
I £ хДя
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на՝}= IF^՝ если
( G (t), если t£y±z.Исходя из кривых Ги G, удовлетворяющих указанным условиям, результат их склеивания строится очевидным образом на основании леммы о склеивании конструктивных функций (см., например, лемму 2-13 из [3]).Будем говорить, что кривая L содержится в прямоугольнике ц, если всякая точка, лежащая на L, принадлежит Q.

Верхней. стороной и нижней стороной прямоугольника xiOjjytuMjti будем называть отрезки, соответственно, x^v^y^v и хацууаи.Будем говорить, что цепочка отрезков
хгаУ1^х»яУ» * хл0У2^хзаУз * ••• * хя-1 °уп-х ^Хп^Уп

соединяет точки u1av1 и u2avi։ еслиХх = Ui&^i = Wj&x« = и2&-Уп = »։•
Границей прямоугольника будем называть кривуюЛОод: (х^г/Дуаи * yaubyov * yev^xov * x^v^xay).Лемма 1. Пусть Q—прямоугольная сетка квадратов. Пусть 
Т—связное множество квадратов сетки Q, Qijz Т и % есть мно
жество квадратов сетки Q, не связных с Qq в сТ. Тогда мно
жество квадратов TUR правильно связно, и всякий граничный 
отрезок множества TUR является стороной некоторого квадра
та, принадлежащего Т,Доказательство получается посредством таких же рассуждений, как в статье [3] (ср. [3], 3-й абзац на стр. 114 и ,4-й абзац на стр. 115).Лемма 2. Пусть К—равномерно непрерывная кривая, задан
ная на аДр. Тогда для всяких положительных рациональных чисел 1 и в осуществимо положительное рациональное число 3 такое, что 
для всякой точки хзу, ^удаленной от ՛ К и для всякой угловой 
функции <р кривой К относительно точки хзу оказывается

>fuv (а, v £ аД,8& |а — г»| 3 э | <р (ц) — tp (v)| < s).Доказательство по существу проведено при установлении теоремы 4.1 из [3]. В самом деле: для построения требуемого 8 достаточно найти натуральные числа т и к такие, что 2~/”<С’’2, 2_*<^  е, затем построить FR-число z так, как это делается в 1-м и 2-м абзацах на стр. 68 из [3], после чего в случае я>2“(,п+3> строятся натуральные числа I и N, удовлетворяющие условиям, указанным на стр. 68 из [3], и в качестве 8 берется число 2-Я։, где пх удовлетво- 8 — аряет условию 2 — и условиям (М) на стр. 71 из [3]; в случае 



 о конструктивных простых дугах 293з<2"("‘՜в качестве о берется число 2-Л|, где п։ удовлетворяет условиям, указанным на стр. 74 из [3].Лемма 3. Пусть К—равномерно непрерывная замкнутая 
континентная кривая, заданная на аДр, и пусть есть некото
рое положительное рациональное число. Тогда можно построить 
прямоугольную сетку квадратов (2, удовлетворяющую следующе
му условию-, для всяких двух точек х^^ и хл<зу2, ?гудаленных от 
кривой К и одноименных относительно нее, осуществима цепь 
квадратов /?։ * Л, * ••• * R, сетки (2 такая, что линейный образ 
цепочки отрезков

*5а?Ц * •••

(где ?։,•••> суть центры квадратов Л?2, • • •, ) 2/г-удален
от кривой К, где Л—шаг сетки (2.Доказательство получается посредством незначительной модификации доказательства теоремы 1 из [3], а именно:(1) Так же, как в пункте 1 из доказательства теоремы 1 из [3], убеждаемся в том, что достаточно рассмотреть случай невырожденного сегмента аДр. Действительно, обозначив через а' и а" точные нижние границы и через Р' и Р" точные верхние границы функций, соответственно, К՝ и КТ՛ на аДр, согласно теореме 1.3 из [2] имеем:шах (р' ֊ а', Р" -а")< ֊֊֊ V тах (Р' - а', Р" - а")> -5- .8 16Если max (Р' — ®’։ Р" — л") <С то в роли сетки Q, как легко ви- Одеть, можно взять сетку с начальной вершиной изо, где

с шагом —-, с размерами 9 и 9 (в самом деле, легко проверить, что 12всякая точка, лежащая на кривой К, принадлежит в этом случае квад-
(г \ / , 1 \ / , 4 \ / t Ч \u-|- — \ т ( и -f- — j v и никакая точка,

/ 3 \7)-удаленная от К., не может принадлежать квадрату иД»' ( а +֊— У 1 Д
(3 \V4----- к;); отсюда легко усматривается, что требуемая в формули-4 /ровке леммы цепь квадратов может быть всегда составлена из гра-
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-яичных квадратов сетки (2). Если же тах (?' — 16*  Т°Р —«>0-(2) . В случае {5 —а^>0, пользуясь леммой 2 и доказательством леммы 2.12 из [3], строим положительное рациональное число в0 такое, что в0 ----- -  и для всякой точки хау, т)-удаленной от кривой2

К, для любой угловой функции 9 кривой К относительно точки х'у и для любой всюду определенной функции <р, полученной исходя из функции <р на основании леммы 2.12 из [3], оказываетсяупо |ц — V | < е0 => |<р(ы) —®(г>)|< —) ’
(3) . Дословно так же как на стр. 109 из [3] строятся положительное рациональное число 30 и натуральные числа No и Но, такие что о0 —- >

2Уаи (а, о^аДр&р (К (а), К («)) <_о0 23 Р«л.з («*  и) < ео)>
у< =

Но 9 / з ՝Далее строится сетка <2' с начальной вершиной ; — No — — 1 \ ^о/(3 \ 1— ~ )> шагом — и размерами 2• Нп• No 4՜ б, 2• Но-No 4֊ б, и■"о/сетка <2 с той же начальной вершиной, что и (}', с шагом —и раз- 5Я0мерами 10-Но-No 4՜ 30, 1О //о -7Уо 4՜ 30 (сетка О является, так сказать, „пятикратным измельчением“ сетки (?'). Мы покажем, что сетка удовлетворяет условию, указанному в формулировке леммы.В самом деле, пусть х1зу1 и хязуя—произвольные- фиксированные точки, ^удаленные от кривой К. Тогда, как легко видеть, можно построить квадраты иг и 1/я сетки (2' с центрами соответственно, и хяоуя, такие, что линейные образы отрезков и- - 2хя °у2ухяауя — ֊удалены*  от кривой К. 
____________ . No

Метод построения можно пояснить следующим образом. Согласно теореме 

1.3 из 12], имеем: тах (|х։|, |51|)<ЛГ։+ ^֊Утах (|х։|, |У1|)>ЛГ0 4֊-֊-. Если тах (|х1|,.

Ь'11)<^о +Н , то можно построить квадрат сетки <2' с центром в некоторой



О конструктивных простых дугах 295Далее, проводя для точек х^уг и х2~у2 и для сетки <2' все те рассмотрения, которые указаны'՜ на стр. 109—126 статьи [3] для точек, обозначенных там через х^уг и ха°у2, и для сетки, обозначенной там через О, мы получим цепь квадратов * /?' «■ • • • Л’ сетки О', такую, что центр квадрата R} есть хг з у2, центр квадрата R։ есть 
х2? у2, и никакая точка, лежатцая на кривой К, не может принадлежать замыканию какого-либо из квадратов R'^, R'շ, • ■ ■ , R's. Обозначим центры квадратов Rv R2, ••֊, R՝ соответственно через щуу2, и2яи։,• 

■ • ЫцЗУз.Построим, наконец, цепь квадратов R» R5.s-4 сетки О,такую, что каждый квадрат вида /?5/-5+; при 1<։<$, 1 < у < 5 имеет своим центром точку ^±1.—— -(у—1)^ а 4֊ р<+1~~и< х
X (у— 1) и квадрат Rs■s—^ имеет своим центром точку и։ауз. Легко видеть, что цепь' квадратов ■ * /?5.,_4 удовлетворяетвсем требуемым условиям. Лемма доказана.Замечание. Сетки О' и 0 были построены в доказательстве леммы 3, исходя из натуральных чисел /70 и По; при этом если бы вместо первоначально выбранных Нй и мы бы взяли в их роли какие-либо большие числа, то все утверждения, устанавливаемые по ходу доказательства для сеток О' и <2, остались бы в силе. В частности, сетка О снова удовлетворяла бы всем условиям, указанным в формулировке леммы. Поэтому, если задано несколько кривых К1։ 
К2,---,Кп и соответствующие т)1։ т}2,•••, 7)а так, что для каждой пары (/и, чц) выполнены условия леммы, то можно построить сетку О, удовлетворяющую требуемым условиям одновременно для всех пар 
(К1г Лемма 4. Пусть К—равномерно непрерывная континентная 
простая дуга, заданная на <хА£!։ и пусть у есть некоторое поло-

_ _3
точке х2 а у1։ таков, что р (х2зу2, х,ч уг) <;---- ; атот квадрат и бу

дет требуемым квадратом £7։. Если же тах (|х։|, |^։|)> ---- , то Х2 > Но 4֊
^0

з / 3 \ 3 .. / 3 \
4----- Их,<— I Но 4՜----- ] Ии.^Н,,-1------ КУ1<~( М, +----- ); В качестве квадратаНо \ Но7 н0 \ н0/

3 / 3 \ 3 / 3 \в случаях Х2>М0 , Хг< — I Но 4֊ ----I, у։ > Но 4՜----- . У1< — ( Но4------ 1
На \ Н„ / Н„ \ На/

может быть взят квадрат, соответственно, , <2оо.
Построение квадрата 112 производится дословно таким же образом.

• За исключением построения квадратов и ]2 на стр. ПО; в модифициро
ванном варианте доказательства в роли непосредственно берется £У։, а в роли 
Л берется и2.

506—2
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жительное рациональное число. Тогда можно построить прямо 
угольную сетку квадратов (2, удовлетворяющую следующему 
условию: для всяких Двух точек х^уг и хаоу2, -^удаленных от , 
осуществима цепь квадратов Рг * Р3 * • • ’ * Л сетки <2, такая, 
что линейный образ цепочки отрезков

хрУг^г * $17«» * «»Г«з * • • • * £.-1?£з * £з7х»’^» 
(где ;։, ?*•••,  центры квадратов /?х> R«,-■ •, R։) 2/г-удален от 
кривой К, где А—шаг сетки (?.Доказательство получается посредством такой же модификации доказательства теоремы 2.1 из [4], какая была проведена при установлении предыдущей леммы, исходя из теоремы 1 из [3].Замечание. Сетка (2, в соответствии с методом доказательства теоремы 2.1 из [4], строится по тому же плану, как и сетка (2 в предыдущей лемме. Поэтому в отношении леммы 4, как нетрудно убедиться, справедливо такое же утверждение, какое было отмечено выше для леммы 3: если К1г К2,---, Кп—простые дуги, и таковы, что для каждой пары (Л/, •»)/) выполняются условия леммы 4, то можно построить сетку (2, удовлетворяющую условиям леммы 4 одновременно для всех пар (К1, гц).Лемма 5. Пусть имеем несамопересекающиеся попарно не 

пересекающиеся ломаные Р2, Р2,--, Рп с рациональными вершина
ми. Тогда можно • построить несамопересекающиеся замкнутые 
ломаные Ьг, Ь2, • • •, £п с рациональными вершинами, не пересекаю
щиеся друг с другом, такие, что всякая точка, лежащая на ло
маной Р/ (где 1 ֊։> г С л), является внутренней относительно соот
ветствующей ломаной и внешней относительно всякой лома
ной £/ при г=/= /, 1 -С у -С п, и, кроме того, всякая точка, лежащая 
на ломаной Т/ (где 1-Сг<^л), является внешней относительно 
всякой ломаной Ь) при ։ =/= у, 1 п.Доказательство. Построим положительное число р такое, что всякие точки, лежащие на линейных образах различных ломаных Р/ и Р/ (1 < /, у •< п, 1' =/= у) удалены друг от друга больше, чем на р. Пользуясь леммой 4 и замечанием к ней, построим прямоугольную сетку (2 с шагом, меньшим р/3, такую, чтобы для всякого г от 1 до п и для всяких точек хру2 и х2ау2, р/3-удаленных от линейного образа 
Р1, имелась бы цепь квадратов, удовлетворяющая условиям леммы 4, и никакая точка, лежащая на одной из кривых Р1։ Р2, • • ■, Рп, не принадлежала бы никакому краевому квадрату сетки (2. Шаг сетки <2 обозначим через Л. Для каждой ломаной Р: (1 С л) построим множество квадратов сетки (2, замыканиям которых принадлежит хотя бы одна точка ломаной Р/. Обозначим эти множества через А1։ А2, • • Ап. Нетрудно убедиться в том, что все множества >4/ попарно не пересекаются и являются связными внутренними множествами квадратов сетки (2 причем никакие квадраты, принадлежащие различным множествам А[ и А), не являются соседними или полусоседними. Для каж



О конструктивных простых дугах 297дого г, где 1֊-> / -С п, построим множество Ж/ квадратов сетки <2, не принадлежащих А[ и не связных с квадратом 0^ в сЛ/. Ясно, что Ж/ для каждого г(1<2֊-^л) является внутренним множеством квадратов сетки ф. Построим теперь множества П/ квадратов сетки О, являющиеся объединениями множеств Л/ и Ж/ (1-<г-Сл) соответственно. Очевидно, что каждое П/ также является внутренним множеством квадратов сетки (?.Согласно лемме 1, П/ является правильно связным множеством квадратов сетки & В соответствии с леммой 5.6 из [3] для каждого ։ от 1 до п. построим замкнутую несамопересекающуюся цепочку отрезков Р/, составленную из граничных отрезков множества П;, такую, что всякая точка, принадлежащая некоторому открытому квадрату из этого множества, является внутренней относительно кривой АОоя Р/, а всякая точка, принадлежащая некоторому открытому квадрату вне этого множества, является внешней относительно ЛОол; Р/. Обозначим через £/ кривую ЛО<м1 Р/. Докажем, что таким образом построенные ломаные 2^, 2.2, • • •, Ьп удовлетворяют всем требуемым условиям. Действительно, сначала докажем, что каждая точка кривой Р; (1 < п)является внутренней относительно кривой £/(1 •< ։-С л). Пусть Д—некоторая точка, лежащая на ломаной Р[. Тогда, очевидно, точка Д не может лежать на А/; следовательно, она является внутренней или внешней относительно 2.1 (напомним, что Л/ — континентная кривая). Но точка Д не может быть внешней относительно 1.1, .потому что в случае, когда она принадлежит некоторому открытому квадрату сетки С, этот квадрат будет принадлежать £П/, а потому всякая точка, принадлежащая ему'— внутренняя относительно £/; в случае же, когда точка Д лежит на границе двух квадратов сетки <2, оба этих квадрата принадлежат П/, а потому в любой близости от точки Д мы можем построить внутренние точки относительно 2-1, и снова Д не может быть внешней точкой относительно . Таким образом, мы доказали, что Д—внутренняя точка относительно 1.1.Теперь докажем, что всякая точка, лежащая на Р/— внешняя относительно всякой ломаной Ь] при г =р ] и 1 -С 7 "С п. Пусть точка Д лежит на Р/ и пусть 1<у-Сп, покажем, что Д—внешняя точка относительно 2,/. Действительно, пользуясь теоремой 4.5 из [3], построим точку Др являющуюся внешней относительно Ь, и р/3-уделенную от ломаной Ру»(в роли мы можем взять, например, какую-либо точку, находящуюся вне сетки <2). -Так как сетка <2 удовлетворяет условиям леммы 4 по отношению к ломаной Р/ и числу р/3, то мыможем построить цепь квадратов 2\ * 2)2 * • • • ♦ Д такую, что линейный образ Ь цепочки отрезков Д?^*  * ։2у«3 * ... * ** с^7Дг (где ?!, ։8, •••, суть центры квадратов 2)1։ 2)а,2)Д, 2А-удален от кривой Ру.Но, согласно лемме 1, все отрезки, из которых составлена цепочка Ру, являются граничными отрезками квадратов из Лу, а пото



298 С. Н. Манукянму всякая точка, принадлежащая одному из таких отрезков (следова тельно, и всякая точка, лежащая на ломаной £/) удалена от ломаной 
Р) на расстояние, не большее, чем Л | 2 . Ломаная же А удалена от 
Р] на расстояние, большее 2А, следовательно, А не может пересекаться с £/. Отсюда вытекает, согласно теореме 4.4 из [3], что точки 7 и 2] одноименны относительно £/. Таким образом, точка X является внешней относительно Ь).Остается показать что всякая точка, лежащая на какой-либо из ломаных , является внешней относительно всякой ломаной £/ при 1<у^п, В самом деле, поскольку ломаные Л/ и А/ не пересекаются и, следовательно, удалены друг от друга, то всякая точка, лежащая на А/, является внешней или внутренней относительно Ау; если бы хоть одна точка, лежащая на А/, была бы внутренней относительно 1^, то тогда, в силу теоремы 4.4 из [3], всякая точка, лежащая на А/ была бы внутренней относительно Ь/, а тогда, в силу теоремы 2.3 из [4], всякая точка, лежащая на Р(, была бы внутренней относительно Ау, что невозможно.Лемма доказана.Лемма 6. Пусть Р1г Р2, • • •, Рп суть несамопересекающиеся 
попарно не пересекающиеся ломаные с рациональными вершинами, 
содержащиеся в некотором прямоугольнике П с рациональными 
вершинами и удаленные от его границы. Пусть и точкаД есть заключительная вершина ломаной Рг- Тогда можно по
строить цепочку отрезков R с рациональными концами, линейный 
образ которой по сегменту 0Д1 есть такая несамопересекающаяся 
ломаная с рациональными вершинами, которая не пересекается с 
ломаными Ри Р2,՛՛-, Рп ни в одной точке, отличной от Е, и соеди
няет точку Д с некоторой точкой, лежащей на верхней стороне 
прямоугольника П.Доказательство. Так как ломаные Рг, Р2, •••, Ря удовлетворяют условиям леммы 5, то, согласно этой лемме, построим замкнутые несамопересекающиеся ломаные Д, Ьг, •••, Ьп с рациональными вершинами, которые не пересекаются друг с другом и таковы, что всякая точка, лежащая на ломаной Р*  (1 является внутренней относительно А*  и внешней относительно всякой Ау такой, что А=^у и 1 -< у п.Из способа построения ломаных А1։ А։, • • •, Ал, указанного в лемме 5, легко видеть, что эти ломаные могут быть построены так, чтобы они строго содержались в П (для этого достаточно соответствующим образом уменьшить шаг сетки, рассматриваемой в лемме 5).Теперь докажем, что точку Д можно соединить с некоторой точкой Д։, лежащей на Ьг, посредством некоторой цепочки отрезков 5, линейный образ которой не пересекается с ломаными Р1։ Р։, • • •, Рл ни в одной точке, отличной от Д. Действительно, пусть о есть положительное рациональное число, такое что для любых ։ и у, где 1 /<п, 



О конструктивных простых дугах 2991 </< л и для любых точек и Z2, лежащих, соответственно, на Р, и 
Р/, оказывается: р (Д։, Д2)^>о; пусть то есть минимум расстояний точки 7 от линейных образов тех сторон ломаной Рг, на которых не лежит сама точка 7; т, есть рациональное число такое, что т^тт (о, то). Построим рациональную точку 7„, внутреннюю относительно удаленную от Рг и такую, что р (7, 7й)<^. Тогда, как легко видеть, линейный образ отрезка 7±7$ не имеет точек пересечения с ломаной 
Рг, отличных от 7. Возьмем некоторую точку 7’, лежащую на Ьг.Согласно теореме 2.1 из [4], точки 20 и 2' можно соединить ломаной К с рациональными вершинами и рациональным определяющим дроблением, удаленной от Рг и определенной на сегменте 0Д1 (при этом полагаем, что АГ(О) = До, К (1) = Д'). Пользуясь тем, что К и Ьг суть ломаные с рациональными вершинами, построим наименьшее /£0Д1, такое, что К (/) лежит на Ьг; легко видеть, что ( есть положительное рациональное число.Пусть $2*-  • с« есть определяющее дробление для ломаной К. Построим /, такое что 1<7<т и Теперь в качестве 5возьмем цепочку отрезков2Д/Г(?1) * К (ч)Д^(ч) * •••В качестве точки возьмем К (£). Ясно, что цепочка отрезков 5 удовлетворяет указанным выше условиям.Через М обозначим прямую х=Э’ (Д2). Через Z2 обозначим точку, лежащую одновременно на ломаной Ьг и на прямой М и такую, что ордината ее является максимальной среди всех точек, лежащих одновременно на Ьг и на М.Пусть /։ * * • • • * 1т есть определяющее дробление ломаной Ьг.Пусть I и у таковы, что 1-СЛ /<^тп, точки Д։ и Д2 лежат на отрезках (6 )Д£Г (6+1) и Щ,) ^Ьг (6+1) соответственно.Построим цепочку отрезков Е следующим образом:

7\^ЬГ (6+1) * £г(6+1) А£г(б+2) 2^Д£,(6) * £<• (6) А£, (6-1) *Д 7г, при I = ].

* Ег (б)д^з> при /</* £,(6+1)А72, при ։>/
Пусть £/„ £/,,-••, £^ (где 5 < п) суть те ломаные среди ломаных £ц £2, •••, Ьп, которые пересекаются с прямой М и все ординаты их точек пересечений больше чем Э’ ^2). Обозначим эти ломаные через £)2,•••, £6. Для каждого / от 1 до з обозначим через Щ и И1 точки пересечения прямой М с ломаной £6, имеющие соответственно, наибольшую и наименьшую ординату. Построим систему натуральных чисел (гх, /2, • • •, г?) таким образом, что Эп (^А ) <Э;(К,)< Э“ (£//. )<Э’ (И,,) <• • • < Э’(£/<?)<Э;(ИЧ), никакое число вида Э’(£Л ) или Э“ (У)) при не меньше Э’ (У։,)и не больше Э’ (И) и не принадлежат ни одному из интервалов
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Э’(ИЛ) г Э’(£//,), Э’П(К.) ?Э'П(£Л3),-Л(М ? Э£(£ЛЛ (Возможность построения такой системы индексов очевидна).Теперь для каждого у от 1 до <7 построим рациональное опреде ляющее дробление «/(/)«... * /</> ломаной О։ у, построим от резки (#>) АЛ, (ВД и °Ч Д на которыХ леЖаТточки соответственно 1/^ и У/ у и построим цепочку отрезков Е;следующим образом:
£у= ич^ч (#>) * А,(^)АЛ,(/^։)

• •••при Н<^ё‘>» ••• * А/««»ОДи/у при А > #;6/;у △ 16у при А = £.Построим, наконец, цепочку отрезков5 * Е * г2 А и,, *’£ * И/, А и,, * Е2 * у^и,, * • • ֊ * Еч * Ч^ЬР, где Р есть точка пересечения верхней стороны прямоугольника II с прямой М. Затем построим цепочку отрезков R, которая получается из только что построенной цепочки отрезков при помощи удаления из нее всех вырожденных отрезков. Нетрудно убедиться в том, что цепочка R удовлетворяет всем требуемым условиям. В самом деле, из построения очевидно, что линейный образ цепочки 5 не пересекается ни с одной из ломаных Р1։ Р2, • - •, Рп ни в одной точке, отличной от Д; линейные образы цепочек Е2, Ег, - • Еч обладают темсвойством, что каждая точка, лежащая на одном из них, лежит на некоторой ломаной А/, а потому не может находиться ни на одной из ломаных Р2, Р2, • • •, Рп. Наконец, каждая точка, лежащая на одном из отрезков 16, V £//,,•• •, Р, как легко видеть, являетсявнешней относительно всех ломаных Е1։ Ь2, Ьп и потому также не может находиться ни на одной из ломаных Ри Р2,- • •, Рп. Лемма доказана» Доказательство теоремы. Согласно [1] построим сингулярное сегментное дизъюнктное невырожденное точное покрытие А сетмента 0Д1. Алгорифм А, таким образом, перерабатывает каждое натуральное / в невырожденный рациональный сегмент, содержащийся в 0А1, и удовлетворяет следующим условиям: (1) сегменты А (г) и А- (У) ПРИ г =^У не имеют общих внутренних точек; (2) осуществимы алгорифмы R и Е (называемые характеристическими алгорифмами покрытия А), перерабатывающие всякое /ГЛ-число х£0Д1 в натуральные числа, такие, что сегменты А (R (х)) и А(Е (х)) пересекаются, и х принадлежит их объединению.Рассмотрим конструктивную взаимно-однозначную нумерацию всех рациональных точек плоскости. Пусть алгорифм О определяет эту нумерацию, т. е. по каждому натуральному п выдает соответствующую рациональную точку В (п).



О конструктивных простых дугах 301Основная цель дальнейших рассмотрений заключается в построении алгорифма Т, обладающего следующими свойствами: (1) алгорифм 
Т перерабатывает всякое натуральное число п в запись несамопере- секающейся ломаной с рациональными вершинами, определенной на А (л) и имеющей рациональное определяющее дробление;(2 ) если Эл (А (л)1<х<Эп(А (л)),Эл (А (/л)) <С I/ < Эп (А (тл)), п=£ т, то < Т (л) >(*)֊/=<  Т (тп) > (у);

• Из дальнейших построений легко усматривается, что в роли { может быть 
взято рациональное число.

3) если Эл (А (л))=Эп (А (лт)), то<Г(л)>(Эл (А (л)))=< Г(тл)>(Эп (А (тл)));4) если л есть произвольное положительное натуральное число и к есть минимальное натуральное число, такое, что точка Э (к) не лежит ни на одной из ломаных с записями Т(0), Г (1), •••, Г (л), то точка Э (£) лежит на ломаной с записью Т(л4-1).Вначале мы докажем, что из осуществимости алгорифма 7՞, удовлетворяющего указанным условиям, вытекает утверждение теоремы, а затем построим соответствующий алгорифм Т.Пусть имеется алгорифм Т, обладающий указанными выше свойствами. Построим алгорифм Н, такой, что при любых л и тп оказывается: (1) если л = тл, или же п=/=тп, и сегменты А (л) и А (тл) не имеют общих концов, то //(лПтп) = Г (л); (2) если л=£тл и сегменты А (л) и А (тл) имеют общий конец, то Н (лПлг) есть запись ломаной, определенной на объединении А (л) и А (тл) и являющейся результатом склеивания ломаных Т (л) и Т (тп) (возможность построения алгорифма Н, удовлетворяющего указанным условиям, следует из свойства (3) алгорифма Т). Построим, наконец, алгорифм Г, такой, что для всякого х £ 0А1
Е(х)-<Н(Ь(х) □Ь(х))> (х).Тогда Г является требуемой простой дугой.В самом деле, из построения алгорифма Г легко следует, что всегда при х £ А (л) будетГ(х) = <Г(л)>(х).Отсюда легко получаем, что каковы бы ни были х £ 0Д1 и у£ 0Д1, если х=у, то Г(х)=Г(у). Следовательно, У7 есть кривая, заданная на 0Д1.Из свойств (1) и (2) алгорифма Т вытекает, что Г—простая дуга. Наконец, из свойства (4) алгорифма Т вытекает, что при всяком натуральном к точка Э (к) лежит на одной из ломаных с записями Т (0), 7’(1),---, Т (£4-1); следовательно, она лежит на Е, и, таким образом, для всякой рациональной точки Э (к) осуществимо*  /•7?-число /£0А1, такое, что /Г(£)=О (£).



302 С. Н. МанукянПереходим к построению алгорифма Т, удовлетворяющего указанным выше условиям. В качестве 7(0) берем запись алгорифма V, такого, что при любом А (0). (0 (э; (В (0)) +, - , э; <п «ад.Предположим теперь, что уже построены ломаные £0. 'с записями 7(0), 7(1),- ••, 7 (и) и покажем каким образом, исходя из них, строится 7 (п+1).Прежде всего, найдем наименьшее натуральное число к, такое, что точка О (к) не лежит на ломаных £0, £1։•••» Ьп-Мы будем далее строить несамопересекающуюся ломаную Л с рациональными вершинами, определенную на А (п + 1) и обладающую следующими свойствами:(1) точка В (к) лежит на £; (2) если для некоторого г при 0-С г -С п оказывается Эл (А (п +1)) = Эп (А (г)) или Эп (А (п 4- 1)) = = Эл (А (г)), то, соответственно, £ (Э։ (А (п + 1))) — Ьг (Эп (А (г))), или £ (Эл (А (п + 1))) = £г (Э„ (А (г))); (3) ломаная £ не имеет точек пересечения с ломаными £0, ^п, отличных от £ (Э.։ (А (п +1)))и £ (Эп (А (п +1))), причем точки £ (Э., (А (п+1))) и £ (Эп (А (п+1))) являются точками пересечения £ с какими-либо из ломаных £0, ,£я лишь в случаях, соответственно,Зг (0 < г < п& Эд (А (п + 1)) = Эп (А (г))) иЯг (0 < г < п& Э„ (А (п + 1)) = Эл (А (г))).Построив ломаную £, обладающую указанными свойствами, мы затем определим 7 (п + 1) как запись ломаной £.Очевидно, что при таком определении алгорифма 7 автоматически обеспечивается выполнение перечисленных выше условий, которым должен удовлетворять этот алгорифм. Итак, доказательство теоремы сводится к построению ломаной £ с указанными свойствами.Переходим к построению £. Построим отрезоко; (О (Л)) - а) а Э’ (О (*))  А о; (В (£))+а) ’ Э» (В (£)),где а есть рациональное число, меньшее половины минимума расстояний от точки В (£) до ломаных £0, £1։•••, £„. Построенный отрезок обозначим через 2.Построим систему попарно не пересекающихся ломаных Го, Г1։ • • • • ••, Г/, получающихся после проведения всех возможных склеиваний в системе, состоящей из п + 1 ломаных £0, £„, ЛО(1Д1 (У). В силу индуктивного характера определения алгорифма 7, мы имеем право предполагать, что ломаные £0, Д,--., £„ удовлетворяют условиям, указанным для ломаных с записями 7(0), 7(1),..., 7(п)в списке условий, которым должен удовлетворять алгорифм 7; отсюда легко 



О конструктивных простых дугах 303следует, что ломаные Го, Г։, —, Г/ являются самопересекающимися и не пересекаются друг с другом.Дальнейшие построения проводятся по отдельности для трех случаев.Случай 1. Сегмент А (п+1) не имеет общих концов с сегментами А (г) (г =0, п). Тогда к определяется как ЛОа(л+1) (-)•Случай 2. Сегмент А (п + 1) имеет общий конец в точности с одним из сегментов А (г) (г =0, !,•••, п). Пусть, для определенности Э„(4 (г)) — Эл(Д(п+1)), где 0<г <п.Согласно построению ломаных Го, Г1։•••, Г/, осуществима некоторая ломаная Г/ (где 0-^1-^/), которая совпадает с кг или получается при помощи склеивания некоторых ломаных кг, кПх, кЛ1,- • • > кПк (где 0<п1։ п2, • • •, п*  <! *)•Очевидно, что система ломаных Го, Г1։•••, Г/ удовлетворяет всем условиям леммы б.Построим некоторый прямоугольник П1։ такой, что все ломаные Го, Г։,•••, Г/ содержатся в П։ и удалены от его границы. Обозначим через £/։, точку £Г(ЭП (А (г))) = Г/ (Эп (А (г))).Применим лемму 6 к системе ломаных Го, Гх,Г/, беря в качестве точки X точку £/։, и в качестве П—прямоугольник ПгНа основании этой леммы построим цепочку отрезков с рациональными концами, такую что линейный образ по сегменту 0Д1 не пересекается с ломаными Го, Г1։ •••, Г/ ни в одной точке, кроме £/1։ и Р։ соединяет точку из с некоторой точкой Р1։ лежащей на верхней стороне Пг Обозначим через С ломаную, получаемую в результате склеивания ломаных Г/ и ЛОд (Я-ц) (^). Построим прямоугольник П2, граница которого строго содержит границу прямоугольника П։. Очевидно, что система ломаных Го> Г1։•••, Г/_1, С удовлетворяет всем условиям леммы 6. Обозначим начальную точку отрезка 2 через 6/а. Беря точку 1Г2 в роли точки Д, и прямоугольник П2 в роли прямоугольника П, согласно лемме 6 построим цепочку отрезков Я2 с рациональными концами, линейный образ которой по сегменту 0Д1 не пересекается с ломаными Го, Г1։• • •, Г/-1, Г/+։ ,• • •, Г/, С (следовательно—и с Го, Г1,---,Гг, ЛОоя (Лг)) ни в одной точке, кроме точки и2 и соединяет точку £/2 с некоторой точкой Р2, лежащей на верхней стороне прямоугольника П2.Пусть цепочка отрезков Р2 имеет вид Z1AZ2 * Z2ДZյ * • • • * * Z*_l  ДZ|!. Обозначим через Р2 цепочку отрезков ZkДZ*_^  * Zд_l Д *̂_ 2 * ••• * Z2ДZ^; через I и / обозначим, соответственно, ломаные ЛОпд! (Р2ДР2) и ЛОод1 (Р2). Пользуясь тем, что I и ] пересекаются (например, в точке Р2) и являются ломаными с рациональными вершинами, построим точку пересечения / и / с наименьшей возможной ординатой; обозначим эту точку через Р3. Из способа построения ломаной л2 непосредственно усматривается, что точка Р3 отлична от точки Рг. Возьмем определяющее дробление * #2 * • • • * 1т ломаной / и 



304 С. Н. Манукяннайдем отрезок ] ((/)△/ (6+0, на котором лежит точка /։, при этом мы можем считать, что Р3 отлична от ] (6 + 0, поскольку точка 3 от лична от У (6п), т. е. от Ь2. Обозначим через R цепочку отрезков
/?։ * Р^Р3 «■ Рзлу (6+0 * / (6+ОЛ/ (6+2) *•••*/  (<«-') д^2-Тогда цепочка R по построению обладает следующими свойствами; ломаная ЛОол (R) является несамопересекающейся, соединяет точку Ьг (Эд (А (п+1))) с начальной точкой отрезка и не имеет никаких точек пересечения с ломаными £0, £1։ ЛОол (-)> отличных от начальной и конечной точки ломаной ЛОод1 (R)- Теперь очевидно, что в качестве ломаной А, удовлетворяющей требуемым условиям, мы можем взять ЛОл(л+1) (R * 2)-Случай 3. Сегмент А (п + 1) имеет два общих конца с некоторыми сегментами А (г) и А(з)(0-Сг, з^п). Пусть Эп(А(г)) = = ЭЛ (А (и + 1)), Эп (А (п + 1)) =Эл (А (з)). Совершенно аналогично тому как делалось в случае 2, строим цепочки отрезков R' и R", обладающих следующими свойствами: (1) ломаная ЛОод։ (R ) является несамопересекающейся, соединяет точку Ьг (Эп (А (г))) с начальнойточкой отрезка 2 и не имеет никаких точек пересечения с ломаными 

£0, •••, Ьп, ЛОод1 (2), отличных от начальной и конечной точек ломаной ЛОом {R՛}՛, (2) ломаная ЛОом (/?") является несамопересекающейся, соединяет заключительную точку отрезка 2 с точкой £3(ЭЛ (А (з))) и не имеет никаких точек пересечения с ломаными £0, 2^,•• ■, 2,я> ЛО<Ш (2), R', отличных от начальной и конечной точек ломаной ЛОия (/?")• Ясно, что в качестве ломаной Ь, удовлетворяющей требуемым условиям, мы можем взять ЛОд(л+1) (R' * 2 « R"). Теорема доказана.Формулировка основной теоремы настоящей статьи была опубликована в [5].Автор приносит глубокую благодарность М. А. Хачатряну и И. Д. Заславскому за ряд ценных советов и замечаний.
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Ս. Ն. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ. Ամենուրեք խիտ կոնստրուկտիվ պարզ տզեզների մասին (ամփոփում)

Ապացուցված է, որ գոյություն ունի այնպիսի կոնստրուկտիվ պարզ աղեղ, որն անցնում է 
հարթության բոլոր ռացիոնալ կետերով)

Տ. N. MANUKIAN. On constructive everywhere dense simple arcs (summary)

It is proved that there exists a planar constructive curve defined on 0A1 with
out selfintersections which passes through all two-dimensional rational points.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н АУК армянской ССР

էքաթեմատիկա VIII. X։ 4. 1973 Математика

, V. AVANISSIAN

QUELQUES APPLICATIONS DE LA METHODE DES 
“BOULES d’EXCLUSlON“ DANS

§ 1. Introduction

1.1. Dans le plan complexe le comportement asymptotique du mo
dule d’une fonction entière d’ordre nul, à l’extérieur d une certaine sui
te de disques sontenant les zéros, a fait dès 1925 1 objet de nombreu
ses études et a donné naissance à la méthode dite des “cercles d exclu
sion“ (H. Cartan, Denjoy-Littelwood, Nevanlinna-Polya, Valiron, Wie- 
mann, etc.).

Parmi les fonctions entières d’ordre nul les fonctions à croissance 
logarithmique (i. e. (Logr)՜՞* M (r; f) borné, m 1, M (r; f) = 
— sup Log|/(z)|) possèdent des propriétés remarquables. Par exemple, 

l»l-r r
sim—2,est équivalent à 1 ' dt (r—><») avec p/ = 2n*o(a«) où o(a*)

J t k
o

est la mesure de Dirac au point a* zéro de f, nk la multiplicité de ce 
zéro et p.; (t) le nombre des zéros de f dans le disque ouvert de centre 
O et de rayon f >0 (O^՜ Supp p/); en outre on a Log |/(z)| f) 
(|z!=r->co) à condition d’exclure du plan une suite de disques conte
nant les zéros de f. De façon précise si u (z) est sous-harmonique dans 
tout le plan et vérifie (Logr)՜2 sup u (z)< cu, la même conclusion sub- 

|։l -r
siste à l’extérieur d’une suite de disques dont la somme des angles vus 
de l’origine est finie ([3]).

On rencontre les fonctions entières à croissance logarithmique dans 
la recherche des solutions entières d’une équation différentielle algébri
que de troisième ordre: la fonction

(n2n+։ \
-l-|-a«n+2 y ՛

en est un exemple, F vérifie une telle équation et M(r, F)—A (Logr)s; 
la fonction composée Fo F vérifie

M (r; FoF)^B (Log r)4
(■*4» B étant des constantes). De même, si l’équation fonctionnelle de 
Poincaré

f (zs) — F (z) f (z) 4֊ Q(z) (s donné, |s|>l) 
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(P, Q polynômes) admet une solution entière f, celle-ci vérifie
M (r; f)~A (Lo£ r)s (A = cte).

1.2. Les résultats analogues dans le cas de plusieurs variables sont 
plus récents [2]; leur étude est liée très étroitement aux propriétés des 
fonctions plurisousharmoniques et leur représentation potentielle. Cont
rairement au cas p = l on ne peut espérer dans Cp (p>2) obtenir une 
relation telle que Log \f (zu- • -, zp)|— A M (r; /) (||z|]=r-»֊ oo) hors d’une 
suite de boules constituant un recouvrement de l’ensemble analytique 
Wj— \z^Cp\f (z)=0| avec la somme des angles solides vus de l’origine 
finie. Les zéros de / sont non isolés et il existe dans une telle suite 
de boules au moins un couple consécutif de boules d’adhérences disjoin
tes (cf. 4.2). Néanmoins (et c’est l’objet du présent travail) en suppri
mant de CP un certain voisinage de Wf supposé algébrique, on obtient 
des résultats analogues au cas p=l. L’étude faite ici permettra de 
simplifier quelques démonstrations de l’article [2] et de le compléter 
par des éléments nouveaux. Signalons, par exemple, que si la variété 
algébrique = \z f Cp | P 0) est portée par un certain cône de 
révolution c de sommet O avec C fl Rp = |0), on a si R -* co

Sup Log |P (zp- ■ - , zp)|~ inf Log ||P (x1։- • - , xp)|
zecp xe«P

L’hypothèse faite sur entraîne que P et un polynôme hypoelliptique 
au sens de la théorie des équations aux dérivées partielles [4].

§ 2. Notations—rappel

2.1. On se place une fois pour toute dans Cp(p>2) et on renvoie 
â [5]» [6], [7] pour les rappels qui vont suivre. Un point courant de 
Cp est noté

« = (*», •••>*/>) et ||z|| = zjZ) •

(1) (resp. P'sp (1)) désigne la mesure-aire (resp. mesure-volume) 
de la sphère (resp. boule) unité de R2p. Si V est plurisousharmonique

1 2 p
aR=— AlZ= —Y ---------- (au sens des distributions),

2k k jZi dzj °Z}

hr=-----’ °v (0= f da (a),
«J2p_2(l) JtalKU

X ( V, z, r) ■—---- ----- f V (z + ra) d^2P (a),
œ։p(l) J M=i
M (r) = sup V (z),
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M (r; f)= sup Log 1/ (z)| si f est entière.

X et M sont fonctions croissantes convexes de Log r et de limite K (z) 
quand r—»0. Les dérivées â gauche et â droite v (z> r), v (z, r) de 
X (Z, z, r) par rapport à Log r sont positives croissantes. est la 
mesure de Radon positive associée à V en tant que fonction soushar- 
monique de 2n variables réelles. On note supp le support de La 
masse Pj, (z, f) portée par la boule ouverte (resp. fermée) B (z, t) de 
centre z et de rayon t est égale à

■ 1 t3'’՜3 v՜ (z, t) (resp. ——— & 2
2p֊2 H 2p_2

Dans le cas V — Log|/J, f holomorphe, on a */(£»#)“*•' (z> 0 — 
= 'if (z, t) et 'if(z') = lim V/ (z, t) est égal au degré du premier polynô- 

. <-»o
me homogène non identiquement nul obtenu en développant / au voisinage 
de z en série de polynômes homogènes de degrés croissants. Pour un po
lynôme P de degré m on a toujours ip (z, m pour tout z et t; donc

I1/» (z> t)
1 

2p֊2
t2’՜2 vp(z, t29՜2-£>P £ (1)

Contrairement au cas p=l, si V est plurisousharmonique t) 
flp-2 reste

bornée quand f -> 0 et la limite est nulle si V (x) 2> — oo (i. e. jA), ne
peut comporter des masses isolées). Si l^ = Log|/| et / (z0) = 0 on a 
v/(zo» 0>l et
=,(zo> t)= o>Jp_s (1) P/(z0, 0 = ֊£z^֊ t2*՜2 V (*o> t)> 16₽֊2 (1) t3՞֊3 (2) 

2p — 2
(résultat dû â Rütishauser — P. Lelong). Avec la terminologie usuelle 
dans la théorie de fonctions entières de plusieurs variables complexes, 
si Z=Log |/|,/ entière et vz: t-* ՝>/(f)= (2p—2)t-3p+i p/(f) (|v(0=IV(°> 0» 
V(0 joue le rôle d’indicatrice de croissance. La mesure positive uy a 
pour expression: 't; = J) 0Aa₽—1, où 6 est le courant (au sens de De 
Rham) positif —- dzdz V et a = àzà~î Log j ^z/zy j est la forme 

extérieure positive liée à la métrique de l’espace projectif Pp-1 des 
droites complexes issues de l’origine, py est proportionnelle à l’aire <if de 
l’ensemble analytique w/= (zÇ Cp | f (z) = 0) dans C” et vz est l’airede 
1 image Wf dans P՛0-1. Si p=l, o/(f) est égal au nombre n (() des zéros de f 
de module <^t, comptés avec leur multiplicité. Dans ce cas, u/(t) — 
= V(t)=a(f) =

2* r 2 k

- I Jîr"a՜ i ?Loï l(/ (re“*
o oo
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-Log l/(O)|, /(O)¥=0.
2.2. Theoreme (P. Lelong [6]).— 5z V est plurisousharmonique 

dans tout Cp et vérifie
1) M(r) = 0(r) (r-^)

j 2) (0= V (O; 0)

on a si O~ supp

Z(z) = 1/(0) + U1V (a) ---- r------------ ------
J H2'”2 h-^-2

(En particulier cette représentation est valable pour toute fonction de 
la forme V = Logl/I, f entière d’ordre <0, f (O)=/=0. Si O^îsupp la 
condition 2 équivaut aux deux conditions

J. V(0 n fvW x 
lim ------= 0, 1 --------dt < oo).

t J P

2.3. Theoreme (Avanissian [2]. — Soit f/(z1։•••, zp) une fonction, 
plurisousharmonique dans tout Cp (non constante) telle que

lim sup M (r) (Log r)~m + oo (m>l). r-**«
On a si supp

(2) M (r)= pp dt + (2p - 1) 0, (r) rpp dt - e2 (r) 

0 T
avec O^IJrXl, 92 (r)^>0, lim sup 92 (r)(Log r)1-m oo. 

r՜* ” /
La représentation (2) est aussi valable pour les fonctions pluri- 

sous harmoniques d’ordre nul e. lim sup —-r-~ =0^ avec
\ r-»- Log r /

Remarquer que dans les théorèmes 2.2 et 2.3 la condition Oç supp 
peut être remplacée par V (O)î>— oo [1].

§ 3. P—jauge d’une boule

3. 1. Definition. — Soient P (zlt • • •, zp) un polgnôme (non con
stant),
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WP = \z£Cp\ PU) = 0J
et B (O, P) la boule ouverte de centre O et rayon Æ>,0 avec WpQ 
fl B (O, Pl=£0. Si WR.P = B{0, P)flIFp, la P — jauge de B (O, R) 
est le nombre p défini par

5P p = inf (f|B(O, R)^ u5(z, P)] 
K' P

Exemple. Considérons dans C։ le polynôme P — z^z., et la boule 
û l/՜ 9

B (O, R) (Æ>0) on vérifie que —^֊ = ֊֊. (Fig. 1). Il est évident, 
que dans le cas du polynôme Q — ZjZ2X

Fig. 1.

(R \Zl— — } (par exemple) on obtient 
2 /

Q^-^K.P’

Il est clair aussi, que e^>0 étant donné 
on peut trouver un polynôme S tel que

ZR,S<&-

L’énoncé suivant montre, que le polynôme 
irréductible P de degré ç^>0 étant donné, 
pour tout R tel, que Wp fl B (O, R)=f= 0, 
la P—jauge de B (O, R) vérifie

-V֊>Z(P. <7)>0,

où y. ne dépend que de la dimension de l’espace et le degré du poly
nôme.

3. 2. Pro p o s i t i o n. Soit P un polynôme irréductible de degré 
q 0. On a

0 /?. p 7. (p> Q)R
1 / Kcîp q Y 1

V cip q\\+V cipq J 
où ՝/. est la racine positive de l'équation

x (1+ x)'֊» - = 0,
V C2P q

et CîP >0 une constante numérique ne dépendant pas de q.
La proposition résulte des énoncés suivants.
Lemme 1. Soit E un ensemble mesurable (Lebesgue) de Rp re

couvert par une famille de boules ouvertes (B/)/^ telle que

Sup 00 (avec |B;| = Vol Bj).

On peut extraire de cette famille une suite (finie ou infinie) de boules 
Bkj deux à deux disjointes et telle que

l^l -Ce E |P*;| (|£|=Mes E\ cp = 5p convient).
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Pour la démonstration de ce lemne moins subtil que le théorème de 
recouvrement de Vitali, on renvoie à E. Stein [8].

L’énoncé suivant moins raffiné qu’un résultat de P. Lelong [5] est 
néanmoins suffisant pour la suite:

Lemme 2. Soient F uns fonction holomorphe (non constante) 
dans un domaine D de Cp ayant des zéros, et Dxcz.D un ouvert tel que 

0<P,(AX* (cf. 2.1).
Soient Wi une partie non vide de Wr - Cp | F(z) = 0| et '■> >0 tel 
que

alors on a
|2₽I<C2P^ (A) 

p
avec a (A) = “ty-a (1) Ff (A) et |2p|= mesure de Lebesgue de 2p. 
Fig. 2).

Démonstration. Soit une suite exhaustive de com
pacts de réunion QfKm est couvert par une suite finie de boules fi
gurant dans la définition de 2f. D’après le lem.ne 1 il existe une suite 
finie de boules extraites

A(^> p),---,Bflffl(e«,p) (V^/^i,---, n)
deux à deux disjointes et telles que

yx(m) 
l*m|<c2P 3 |b*|.

*=1

Les B* étant centrées sur tFi։ d’après l’inégalité (2) de § 2 on a:
3 («*> p)> V,2/»-2(l) P2p՜2 (£=1,- • -, n (m)),

p’o (B‘, ?)> v,P-2 (i) p2₽ = l^|,
(1)

rz /1\ ‘ltP ^2p-2 (1) P r\ . . \ 1or Kâp (1) = — , - -- = —. Donc pour tout m. 2>1,
pl Kfp(l)

506—3
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|A/< — p։a («*, P), 
P t 

n (m) ft
1Â«|< C2P- — P։ 2 ° (B*. p)< «₽ — p’o (A)- 

P £1 P

Le second membre étant indépendant de m d’où le résultat:

|2p|<c2,— p«o (£>։). 
p

Démonstration de la proposition 3.2.— Considérons la 
boule B (O, R) avec

B (O, Æ)n WP*Z-
Soit p la P — jauge de B (O, R)- Dans le lemme 2 choisissons

A= 5(0, R + ^.q)-
D’après l’inégalité (1) de § 2 on a:

o (A) = %_2 (1) (A)= (/?+ \V(O, 7?4 p ) <

(* + W2p-2 *
et

Vip (1) R'P < c2, — J/2p_2 (1) P R+ p )2P֊3 q, (3)
p

1t 0o por----Vip-2 (1) = V2P (1). Donc en posant x=—4—, (3) s’écrit
P K

x(l + xy’֊1-- 2-- >0. (4)
V C2P q

L’application l : x -* x (1 •{֊ x)^՜1 de R+ -♦ R+ étant convexe croissante 
on en déduit la proposition 3.2. (Fig. 3).
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3.3. Corollaire. Soit P un polynôme non constant. Pour toute 
fonction continue r-*<? (r) de R+ -*■ R+ avec <p (r) décroissante vers 
zéro et rj> (r) croissante quand r—*<x>, le complémentaire de l'en
semble

Q^{z^C»\d(z.
•où d (z, Wp) désigne la distance de z à WP = {z^CpjP(z) =0} est un 
ouvert non borné de Cp avec

lim |g,n*(O, /?)[ 
R~- ®(Æ)|B(O, Æ)| 

(Fig. 4)
Démonstration: d (z, Wp) étant continue 2Ç est fermé, 

Sç est ouvert, il suffit pour conclure d’établir l’éqalité (4).

(4)

donc

Fig. 4.

Soit Ar,* = nÆ(O, R)- Si z^Ap^ on a d (z, Wp) -C <p (||zfl) [z|| -C 
•C ? (/?) R> puisque <p (r) r est croissante. La réunion 2p des boules de 
rayon p =• <p (R) R et centrées sur ÏFpHBfO, 2R) contient Ap1V pour R 
assez grand. D’après le lemme 2 on a:

k4* fl < |2P| < k p> (3R)2p~2 = k՛ ? (R) R2p, 
k et k' étant des constantes indépendantes de R. D’où le résultat.

§ 4. Minoration d’une fonction entière d’ordre <1 hors d’un 
voisinage de ses zéros

4.1. Appelons o-boules fermées (resp. ouvertes) une suite (Bn)n>i= 
= (B (£n, rn))n>i de boules fermées (resp. ouvertes) portées par Cp—{O} 
ivec 2 Sn<^oo et lim |?4= 00 où 2« est l’angle solide vu de O de Bn n>l n-*~
et le centre de Bn.
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Il est aisé de constater que dans une a-boule fermée, il existe au 
moins un couple (Bn, Bn+i) disjointes (il existe donc une infinité de tels 
couples).

En effet, supposons le contraire; dans ce cas toute sphère S \Çj, R) 
— ri^>0 a une intersection non vide avec A =„ U Bn. Donc 1 en

semble
[r>0|S (O, Æ)rM¥=0)

est un intervalle non borné 1 de R et sa mesure logarithmique mt = 
e»

= I —= OO. Or, si dn = M- on a
J t
i

ICl) [dn — rn, dn + r«] = U 
n>l 

donc
dn +kn

Log dn + fn ։ (5)
dn — rn

D’autre part
Arc sln 

dn 
sin2p՜2 6d9

o

s= £ 
n>l

dn “ rn

où kp est une constante ne dépendant que de la dimension de l’espace» 
On vérifie aisément que

(£ 2„ -|- œ) <=> ( £ — co
n>l \n>) dn

et que la série du second membre de (5) converge Çen effet, Log X

X - " Гя <; 3 — si d’où une contradiction. Il en résulte:
dn —rn dn dn 2 /

4.2. Proposition. Si F(z^, •••, zn) est une fonction entière,, 
l’ensemble Wf> de ses zéros (supposé non vide) ne peut être couvert 
par une a-boules fermées (resp. ouvertes).,

4.3. Une inégalité. Soient F une fonction entière (non con
stante) d’ordre <^1, F (O) = 1, Wp l’ensemble des zéros de F, B (O, R) la 
boule ouverte de centre Q et de rayon R>0 et V'fi, f = B(v, R) П 1₽>=г=0- 
Soit 1 2 un nombre tel que la réunion E des boules fermées de
rayon p = (" — 1) R et centrées sur Wxf։f ne couvre pas B ( O, R)֊ 
Alors pour jzj-CÆ et hors de E on a:

Log 1Г(ъ . • -, ..)( > f - -Щ֊-л С +
J t (i—iyp J t» 
о -R



Quelques applications 315

1__
2p — 2

(-.R)2“-2 M
('R -M)’'-1 yC'Æ)

■avec c (-)= (x - iy -2P֊2 + (2p -«1) lim c (-.) = 2p-l, et 
2 P—Z *s-*l

Démonstration: La représentation 2.2 de § 2 donne:

Loïl^WI=
CP

= J <M - ]+ J <M-•-1 = 4 + 4

1. Minoration de /։.
Pour ||z||<£ et hors de £ on a ||a — z|£>p = (t— 1) R et

r,> j ‘'M»)[-j5b--֊] =
lal<zR ’ ? J

_ P </iy(g) _ IV (t/?) ։
h2'՜2 p2"-2

une intégration par parties donne:

C d?f(a) 
■ J laiï2'’-2 j 

o

iy(0 étant nulle au voisinage de t=0 et v-F(t) = —-— tîp-î y (0> on 
2p—2

-obtient 

or

P vf (t) P ritÆj -^dt>R.p(R) |֊ = VW.

(6)

(7)

donc d’après (6) et (7):
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J ( 2p-2V 
(8)

o

(Remarquer que l’hypothèse /r(O)=l entraîne, que la première intég
rale figurant dans le second membre de (8) est égale à À (Log |/'|, O, t P) 
et que la dernière intégrale est convergente puisque F étant d ordre 
P<1 on a si p4-s<^l, sup Log |/'’(.z)|-C Arf+‘ (pour r > r0 (s), >l=cte) 

lzl<r
et
V(r) <>-(Log |F|, O, er)-À (Log |f|, O, r)<x (Log 1^1, O, er)<Æ /*+•).

2. Minoration de It.
Pour Qa| > t Rt r = |zj<;7?, z^E, on a fa — zU> M— ||z|j et 

1________ 1 1_________ 1
|]af2/’՜2 ||a — zp’՜2 '^Hap֊2 (BaJ-r)22’՜2

Posons f (r) = (||afl — r)2—2p. Comme

(o) = r (Br) = - r (2-2p)(H-0-r)1-2p O<6<1 
Or

/(/•)-/(o) <(2p~2) r 
J (Jaff-r)2'֊1 

d’où
—1------------—_____= / (3) — / (r) >• — r
Sap֊2 la-zipP֊2 1 V 7 J 1 §a\]-r)ip-i

It > - (2p - 2) r f -,</^(o)
J (W-r)2/'֊1 

la»?#
et grâce à une intégration par parties:

et en rappelant que r < R,
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/ -s \2p f* vc(M / r \։-2₽/։>-(2p-l)( —-) xP\ Fy dt-Vr>F(-.R){֊.R)-l(l---- r-\
' c 1 / J i \ ~R/

~R

Finalement pour ÿzï= r R, z~E, on obtient

Log |F(z)|>71+/g> <//—f —1-/—!—V +
J t [2p—2\x — 1/

+ (2p^ (-4Y u + I
\x — 1/ J J ta 12p—2 (֊.R—/d)2₽-։ J F ’

Enfin, d’après le lemme 2 où Z\ est la boule de centre Q et de rayon 
P+(x-l) R =*R,

4.4. Theoreme. Soient F une fonction entière (non constante) 
d’ordre nul; P(0) = l, Wp l’ensemble des zéros de F, B (O, R) la boule 
ouverte de centre O et de rayon P>0 et Wr,f = Wrll B (O, R) 0. 
Soit 1 < x 2 un nombre tel que la réunion E des boules fermées de 
rayon p -= (x—1) R et centrées sur W-_r,f ne couvre pas B (O, R). 
Alors pour l]zll^R et hors de E on a:

Log |F (z1։ • ■ ■, zp)l (R; F)֊ zR J ^dt, 

• ♦ -.R

A ^>0 est une constante ne dépendant que de la dimension de l’espace 
et M {R; P)=sup Log |F (z)|.

ta<R
En effet, F étant d’ordre nul, le théorème 2.3 de § 2 s’applique 

et on a:
"zR «o

M(R;F)<M(zR, rff + (2p-l) xP f ֊֊

o
D’après l’inégalité 4.3, pour [|zfi-C7? et hors de E:

°o

L0%\F(z)\>M(R;F)- [(2p-l)+ -j֊^]x^֊^A, •

iR

d’où l’énoncé 4.4 avec A = (2p—1)+ c (2).
4.5. Corollaire. Pour un polynôme P de degré q^>0 on a 

avec les hypothèses du théorème 4.4:

Log|P(z1։• •-,zp)|>Af(Æ; P)——» M</e, ^E.
(x — l)2^
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j£nB(O, g)] c (,_!)« ,2p֊2 q.
\B(O,R)\

En effet dans ce cas 'lp(0՝C<7 Pour tout t (cf. § 2)՛
4.6. Theoreme. Soient P un polynôme (non constante) P (O)=r= 

#=0 et <?: r-+<p (r) de R+ -♦ R+ une fonction continue vérifiant les con
ditions suivantes:

l — ?(r) tend en décroissant vers zéro.
2 — r<p (r) est croissante.
3 — lim <f2p (r) Log r = co.

Alors, on a uniformément par rapport au vecteur a(flaj=l)

Log |P(Pb)|~M(R; P) (P-œ, z=Rae.Cp-Q,) 
où Q, = {z£Cp\d (z, ? (M) Wl■

|lm ia,na(Q,^i. = 0 
»—T(/Î)|S(O, R)l

Démonstration: D’après le corollaire 3.3, Cp — est un 
ouvert non borné. Si z = R a^Cp— z est à l’extérieur de toute 
boule fermée centrée sur Wp et de rayon <p (R) R. Le corollaire 4.5 
appliqué avec t=l+<p (P) au point z donne

M(R; P)>Log |P (z)| > M (R; P) - ^<7
(*)

(H-p, z^2?)

d’où
1 < L°g (*)l < !________ Aq______
'' M (R-, P) <f2p (R) M (R; P) (P>Po,M(Po/)>O).

L’hypothèse 3 entraîne que <?2p M (R, P) -» oo avec R. D’où le résultat.
4.7. C o r o 11 a i r e. Avec les hypothèses et les notations du théorè

me 4.6 soit A# une partie compacte de la sphère [z Ç Cp\ JzJ= R} située 
dans CP—2T on a:

Min Log |P (z)|
lim _______

V— M{R-, P)
4.8. Application aux polynômes hypoelliptiques.

. Appelons p-polynôme hypoelliptique un polynôme P tel que la 
distance d (x; Wp) d’un point xÇRp à Wp = {z(;Cp | P (z)=0) vérifie à 
partir d’une certaine valeur de |JjcJ l’inégalité

d (x, Wp)> A W|₽ (A = cte>0, |M> r0, 0 Ç WP).
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5.2. Proposition. Si P est un '/•polynôme hypoelliptique 
avec p>l, on a

Min Log |P(x)|~Max Log |P (z) (Æ-*co).
üzU-'R

x£Rp z£CP

Démonstration: Si vérifie les hypothèses du théorème 4.6, 
on a pour W assez grand

d {x, WP)> A llxl? > 9 Vlx||) H
et avec les notations du théorème 4.6, à partir d’une certaine valeur 
de |M, la sphère B (O, R) R R" est contenue dans O — Sç; le corollaire 
4.7 s’applique.

Remarque. En particulier la proposition 5.2 est valable si les 
zéros d’un polynôme P (P (O)=£0) sont portés par le cône

c= {z C Cp< cos q։ pour tout x < Rp _

Fig. 5.
Recu le 31.Ш.1972

Վ. 2ՈՎ2ԱՆՆՒՍՑԱՆ. «Գնդերի արտաքսման մեթոդի» որոշ կիրառությունները Ср-ում 
( ամ փոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է մի քանի փոփոխականի բազմանդամների ասիմպտոտիկ 
վարքը' նրանց զրոների որոշակի տեսքի շրշապատերից դուրս։

Մեթոդը հիմնված է շատ փոփոխականի սուրհարմոնիկ ֆունկցիաների և որպես պոտենցիալ 
նրանց ներկայացումների հատկությունների կիրառման վրա։

В. АВАНЕСЯН. Некоторые применения „метода исключения шаров“ 
в Ср (резюме)

В настоящей работе исследуется асимптотическое поведение полиномов от не
скольких переменных вне определенного вида окрестностей их нулей. Метод исполь
зует свойства субгармонических функций многих переменных и их представлений 
в виде потенциалов.
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И 3 В Е СТИЯ АКАД Е МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

. I Ս՚աթեմատիկա VIII, № 4, 1973 Математика

С. К. АФИН

ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

§1 . Введение

Рассмотрим в круге 1 (я — х гу) уравнение
д3и 
дг3 дгд г (1-1)

где и (я) = и1 (х, у)+ 1иа (х, у)—искомая функция, В (г) — заданная, 
аналитическая в круге |д|<\1 и непрерывная в замкнутом круге |я]-<1 
функция, удовлетворяющая условию

|5(я)|<1 при |я|<1, |В(я)|=1 при |я|=1. (1.2)
Легко видеть, что (1.1) эквивалентно системе уравнений, эллип

тической в |я|<^1 и вырождающейся на всей границе |я|=1. Невырож
денные эллиптические системы и связанные с ними краевые задачи 
хорошо изучены (см., например, [3]).

Для систем, вырождающихся только на некотором участке, изу
чены такие краевые задачи, в которых граничные условия для одних 
компонент вектора-решения задаются на всей границе, а для осталь
ных компонент—только на невырожденном участке границы (см., на
пример, [1] и [2]).

В настоящей работе рассматривается краевая задача Римана- 
Гильберта в случае вырождения на всей границе. Для точной форму
лировки этой задачи приведем определения.

Функция и (я), принадлежащая С(1) (|я| -С 1) П С(2) (|я| <3), удовле
творяющая уравнению (1.1) в круге |я|<Т, называется регулярным ре
шением этого уравнения.

Формулировка задачи. Требуется найти регулярное ре
шение и (г) уравнения (1.1) по краевому условию

Ие ([а «) (0] и (0) = с (0 при ОД=1, (1.3)
где а (/), Ь (£) и с (/) — заданные на границе |/| = 1 вещественные 
функции, принадлежащие классу С(1, л) и такие, что а։-|- 6։=/=0 при лю
бом /, |/|=1.
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В параграфе 2 получено общее решение уравнения (1.1). В па
раграфе 3 изложен метол нахождения общего решения задачи Римана- 
Гильберта для уравнения (1.1) и найден индекс этой задачи.

§ 2. Построение общего решения

Как известно (см. [7], стр. 312) верна
Лемма 2.1. Если функция В (г) отлична от постоянной, анали

тична в круге |г|<^1, непрерывна в замкнутом круге |г|-С1 и удовле
творяет условию (1.2), то она представима в виде

Д(*)=е'° п (2.1)
д_11-а*г 

где 6—некоторое действительное число и |а*|<^1, к=1, ---,т.
В дальнейшем, без ограничения общности, можно взять 5=0.
Лемма 2.2. Пусть (а*: (а*|<О, Л=1, 2, —произвольные

комплексные числа. Тогда:
1. Выражение

<2(Я(г)=(1֊н’)-։ (п и-«*г1։֊п ) (2-2)
՝*-=։ *=։ '

является полиномом относительно гиг, где т—произвольное це
лое число.

2. Существует константа дт^>0 такая, что 
(2т(г)><7т>0 при (2-3)

Доказательство. Нетрудно проверить, что
<21(я) = 1-[а1|։. (2.4)

Следовательно утверждение леммы справедливо при т =1.
Пусть лемма верна при т = в. Докажем, что тогда она верна 

также при т=з-|-1. Согласно предположению индукции существует 
постоянная такая, что 

(2,(г)><7^>0 при |г|<1. (2.5
С другой стороны, легко убедиться в справедливости следую 

щего соотношения

(г) = |1 - ^+1 г|» (2, (г) + (1- |а3+։|*) р] \г - а*|։. (2.6
*=։

Отсюда и следует, что (Л+1 (г) есть полином относительно г 1 
г. Из (2.5) вытекает, в силу условий |а*|<^1, к =1, 2,-՛-, $ +1» чт՛ 
функция <21+1 (г) в замкнутом круге непрерывна, положительна и н 
обращается в нуль. Отсюда и следует (2.3) при т = з + 1.
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Лемма 2.3. Пусть т ^>1 и ОС к С т. Тогда для любых ком
плексных чисел а1,---,ат выражение

Рк,т (г) = (1-Н։)֊։ [ г* П (1֊ аД) -г"֊*р (г - а,)] (2.7)
Р-Х р—1 -I

есть полином относительно гид.
Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2.2.
В дальнейшем, для простоты, ограничимся случаем, когда т — 

нечетное число. В случае, когда т—четное число, все дальнейшие 
утверждения можно получить аналогичными рассуждениями.

Лемма 2.4. Пусть Рц т (г)(/ = 0, 1, • • •, т) и 0т (г) — полино
мы. определенные по формулам (2.7) и (2.2), в которых в каче
стве чисел ак(к=1, 2, •••, т} взяты все нули коэффициента В {г) 
уравнения (1.1), а

[Ст («)]՜'1 [Р*. т (г) + Рт֊*, т (г)] при 0<&С ~Т՜՜

/[Ст (г)] 1 [Р т+1 (г)—Рзт + 1 (г)
* 2—. т —2--------- *, т

т + 1 1при —— <£<т.

(2-8)

Тогда для произвольного регулярного решения и (г) уравнения 
(1.1) можно указать действительные числа </ь(к=О, 1,---,т) та
кие, что и (г) является решением уравнения

֊? = 2 (г). • (2.9)

Обратно, если для произвольно выбранных действительных 
чисел 4ь(к — О, 1,---,т), и (г) £ Ст (|г| 1) П С(1> (|г|С1) есть неко
торое решение уравнения (2.9), то оно является также регуляр
ным решением уравнения (1.1).

Доказательство. Пусть и (г) —произвольное регулярное 
решение уравнения (1.1) в круге |г«1. Тогда имеет место

д /ди ____ дп\57(э7+г«г)-°- (2'10)
Откуда

+ = (2.11)
Ог дг

где <р (г) £ С (|г|С1)—некоторая аналитическая в круге |г|<1 функция.
Перейдя в (2.11) к комплексно сопряженным, получим

^+Р(г)^ = Т(г), (2.12)
Ог О г

а из (2.11) и (2.12)
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[1 - |В (г)|։]^= = <? (г)-В (г) ® (г) . (2-13)
Ог

Подставляя в (2.13) выражение для В (я) из (2.1), получим
т ~

П -֊^ • (2-14)

В силу ограниченности ^=, левая часть (2.14) стремится 
дг

г|—»1. Кроме того, так как <р (г) £ С (|г/^1), то

?(г) = ? («) П ֊—при |г| = 1.
1—«Р г

к

Из (2.15) получим 
т

1. (2.16)
р-1

Рассмотрии функцию

Г(х) =

нулю при

(2-15)

(2.17)т

Функция Г (г) аналитична на всей комплексной плоскости и |/‘’(г)| — 
=О (|г|т) при |г|-* со. Поэтому У7 (г) имеет вид

Г (г) = -----+ сп гт.
Следовательно

? (*) Г1 (1— Ор г) = с0 + сх г ч-----Ч- Ст гт при |г| <1 (2-18)

И

/ 1 \ т
<р ( —) Г1 (г—Ор)= СоЧ-Сх «ч------ Ист гт при |г|>1. (2.19)

՝ % ' р^-=1

Из (2.19) получим
• т

? (г) [Д (1— арг}= с0 гт+ сх г'п-1Ч------ 1֊ ст при |г| <1. (2.20)
р-1

Из (2.18) и (2.20) следует, что
Ся1-* = с*, к—0, I,-.., т. (2.21)

Пусть
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Re с* при О к С ------

1m cÀ_m+i при 
2

тпЧ-1
2

< к т.
(2.22)

Тогда в силу (2.21)
zn —1 

2
с0 + С1г+ • • • +ст г" = 2 [rf* (z*+z”֊* ) + id m+J (z* - z՞֊*)]. (2.23)

*=O 2

Учитывая (2.23), определим из (2.18) функцию ® (z) и подставим 
в (2.15). Из (2.8) следует, что и (г) удовлетворяет уравнению (2.9). 
Легко проверить справедливость также и утверждений второй части 
леммы. Таким образом, лемма доказана.

Теперь перейдем к построению общего решения уравнения (1.1). 
Из лемм 2.2 и 2.3 вытекает, что функции /?* (z), к =0, 1, • • •, т, а, 
следовательно, и правая часть (2.9), принадлежат классу (|z| 1)
при произвольных комплексных ар, р=1, 2, для которых
ар|<Т. Тогда, как известно (см. [4], стр. 42), общее решение уравне
ния (2.9) задается формулой

и (г) = ф (я) - —У dk f [d^dri, (2.24)

где t = ç -4- if), Ф (z)£C(1) (|z|< 1)—произвольная аналитическая в круге 
]я|<О функция и dk—произвольные действительные числа. Тогда, в 
силу леммы 2.4, получаем, что общее решение уравнения (1.1) дается 
формулой (2.24).

§ 3. Задача Римана-Гнльберта для уравнения (1.1)

Введем сначала некоторые обозначения. Положим

° =—[arg (а (/) —(/))],((_!, (3.1)ТС

тде символ [ ]|/|-1 обозначает приращение функции, заключенной в 
скобки, при полном обходе окружности |'| =1 в положительном на
правлении;

g> (9) = ֊ Re [ (a (f) - ib (t)) A J J t = e'e, Æ=0, 1,- • - , m,

(3.2)
где Я* (я)(£=0, 1, —функции, определенные по формулам (2.8).

Согласно (2.24) и (3.2) краевое условие (1.3) можно записать в 
виде
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ш __
Re |[а (0 + ib (/)] Ф (01 = c(f) - 2 dk g„ (0 при |f|=l. (3.3)

4=0

Тогда нахождение решения и (z) задачи Римана-Гильберта для 
уравнения (1.1) сводится к нахождению действительных чисел 
dn (£=0, 1,- • •, т) и функции Ф (z), аналитической в круге |z|<^l и 
принадлежащей классу С(1) (|z|< 1), для которых справедливо условие 
(3.3). Последнюю задачу будем коротко называть задачей (3.3). Для 
заданных d0, du • • •, dm задача (3.3) есть известная задача Римана- 
Гильберта о нахождении аналитической функции, которая полностью 
изучена (см. [5], стр. 149).

Как известно, при неоднородная задача Римана-Гильберта, 
всегда имеет решение.

Рассмотрим сначала однородную задачу (1.1), (1.3), т. е. когда 
c(f)=O. При подставляя в (2.24) вместо Ф (z) общее решение 
задачи Римана-Гильберта с краевым условием (3.3), выраженное через 
d0, dL,---, dm, получим общее решение однородной задачи (1.1), (1.3), 
зависящее линейно от о -|- т -f- 2 действительных постоянных (см. [5], 
стр. 148—151). В случае а <—2 (□ — четное число), как известно 
(см. [5], стр. 149), неоднородная задача Римана-Гильберта с краевым 
условием (3.3) (с (/)=0) имеет решение в том случае, когда правая 
часть (3.3) (с (0=0) удовлетворяет некоторым условиям ортогональ
ности. В данном случае для выполнения этих условий необходимо, 
чтобы d0, rf1։•••, dm удовлетворяли некоторой алгебраической линей
ной однородной системе уравнений.

Пусть d^, d},‘-'-,d1m — некоторое решение системы этих алгебра
ических уравнений. Это решение подставим в (3.3), после чего, заме
няя в (2.24) Ф (z) решением задачи Римана-Гильберта с краевым усло
вием (3.3), d0, dv• • •, </т;на rfj, d}, ■ • d^, будем иметь некоторое реше
ние исходной однородной задачи (1.1), (1.3) при а-С — 2. Очевидно, 
что каждое решение задачи (1.1), (1.3) будет получено описанным 
способом.

Перейдем к вычислению индекса х задачи (1.1), (1.3). Легко убе
диться, что х равно индексу задачи (3.3), для вычисления которого 
рассмотрим банаховые пространства Ех и Eit определенные следую
щим образом:

Ег—пространство элементов (Ф (z), d0, dlt-՛-, dn) с обычными 
операциями и нормой шах |Ф' (z)|+ шах |Ф (z)| + шах |с(*|, где Ф (z)— 

|Z|<1 |։|<1 0<к<т
аналитическая н круге |г|<^1 функция, имеющая непрерывную произ
водную в замкнутом круге |z|^l;

Et—пространство элементов (a (t), d^, dlt--՛, dm), также с обыч
ными операциями и нормой max |а (f)| + max |rfA|,. где a (t) = 1)֊

|fl-l 0<4<m 1
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Пусть теперь операторы Кг; Е2—Е2 и К2: Ег֊* = 1) опре
делены следующим образом:

(Ф (я), </0, б/1,•••, с/т)= (Ые ((а +/6) Ф)||/(_1, </0, </,,•••, «4п), 
^г(а (0> <4> ' ’> ^т) = а (0+<4§о (0+ (ОН--- '4՜ сЬп%т (0-
Тогда условие (3.3) можно записать в виде

ЛГ։ о Кг (Ф (я), с/0, </1։- • ■, (/п)=с (0-

По теореме об индексе произведения двух операторов (см., на
пример, [6], стр. 45) имеем

(па (к2 о к2)= -та кг + та к։.
Легко видеть, что те! К2 равняется индексу задачи Римана-Гиль

берта, т. е. т<1 К2= в-1-1, а та К։= т-|-1. Откуда получим
х = а + т 4- 2. (3.4)

Замечание. Все приведенные утверждения остаются в силе и 
в том случае, когда требование принадлежности и (г) к классу 
СР>(|я|<1) заменим условиями:

1. и (я) £ С(0, *> (|я|<1);

2՛ Ж(П5г’|’|<1(()<-<1);
3. Функция dz dz J имеет конечный предел при [я|->1.

Автор выражает признательность проф. Н. Е. Товмасяну за по
становку задачи и ценные указания.
Ереванский государственный
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Ս. Ղ- ԱՖՅԱՆ. Ռիման-Հիյթերտի խնդիրը տիրույթի եզրում վերածվող դիֆերենցիալ հավա
սարումների էլիպաական սիստեմների մի ղասի համար (ամփոփս!)

Ներկա աշխատանքում ստացված է տիրույթի եզրում վերածվող դիֆերենցիալ հավասա
րումների էլիպտական սիստեմների մի դասի ընդհանուր լուծումը։ Դիտարկված է Դիման- 
Հիլբերտի խնդիրը այդպիսի սիստեմների համար և հաշված է այդ խնդրի ինդեքսը։

S. K. AF1AN. The Rleman-Htlbeft problem for a clast of elliptical systems 
of differential equations with degeneration on the boundary (summary)

The general solution lor a class of elliptical systems of diferential equations 
with degeneration on the boundary is obtained. The Rieman-Hilbert problem is con
sidered and the index is calculated.
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Ю. С. ФРИДЛЯНДУНИВЕРСАЛЬНЫЙ РЯД ФУРЬЕ ИЗ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ ОТ ЗАДАННОЙ ИНТЕГРИРУЕМОЙ ФУНКЦИИПусть ряд 
оо 2 с«?л 

л-1есть ряд Фурье некоторой функции /€^01 ։) (1<р<2) по полной, ортонормированной, ограниченной в совокупности системе функций (?л}- Обязан ли этот ряд сходиться почти всюду к /? Вообще говоря, нет, так как справедлива следующая теорема А. М. Олевского [1]:Теорема. Существуют полная, ортонормированная, ограниченная в совокупности система функций [ ®Л} и функция /С ։) при всех р£[1, 2) такие, что ряд Фурье функции /по системе {<рл} я-универ- сален, т. е. для любой измеримой функции § существует такая пере- «■становка натурального ряда {п»), что ряд V сЛ ®Л сходится п. в. к g. 
л=1В настоящей работе этот результат -усиливается в двух направлениях. Во-первых, показывается, что в качестве функции / может быть взята любая наперед заданная интегрируемая функция (не принадлежащая' А2<о, !))• С другой стороны, вышеупомянутая система |®Л) состоит из разрывных функций. Ниже показывается, что подобная система может быть построена из алгебраических полиномов. Заметим, что этот результат, не может быть получен путем аппроксимации исходной системы полиномами и последующей ортогонализацией, так как из работы А. М. Олевского [2] вытекает, что полученная система полиномов лишь квадратично близка к исходной системе, а такая близость не обеспечивает равносходимости соответствующих рядов.Итак, справедливаТеорема. Для любой функции /££(<>.։)> ։) суще

ствует замкнутая в С(о, 1), ортонормированная, ограниченная в 
совокупности система алгебраических полиномов (рЛ) такая, что 
ряд Фурье функции / по системе [рл] т.-универсален.Обозначим



330 Ю. С. Фридлянд/_ (£) — характеристическая функция множества Е, и докажем предварительно ряд лемм.Лемма 1. Пусть заданы ортонормированная система поли- ՝ 
номов [р*), к=1, 2,- -,п на отрезке [0, 1], функция 1). Тогда 
существует полином §, обладающий свойствами:а) И. = 1,б) (я- Р<)=0> ։'=!« 2»-"> л>

1

в) \ /ё^х — о, 

иг) И- гАе С—абсолютная постоянная.Доказательство. Построим полином который удовлетворяет условиям а), б) и г). Существование такого полинома обеспечивается леммой 3 работы А. М. Олевского [2]. Применяя эту лемму еще раз к системе, полиномов р։,•■•,рп> ёг> получим полином #։, удовлетворяющий тем же условиям и условию (#1։ ^=0.Положим далее
1 1

«1 = /ёг <*х> аг=У /л 4*- 
о оТогда полином
„ .. агё1~*1ё>

У^ + ^2удовлетворяет всем условиям леммы. В самом деле, условия а), б) и г) выполнены для так как они выполнены для и gi.Проверим выполнение в). Имеем
X 1 1

1 8^Х= [ а» ~ “х [л#*] = °-
о 1 2 0 оЛемма доказана.Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для 

любого отрезка Ас[0, 1] и для любого е>0 существует полином 
обладающий свойствами:а) выполнены требования а)—в) леммы 1;

б) существует множество Ес А такое, чтор£<|Д|։ + е|£(х)֊(1-|Д|)֊1/։|<е; х£Д\£ ; (1)
1Я (■*)!< а. *ГД



Универсальный ряд Фурье 331Доказательство. По заданному г^>0 выберем числа у, т] и1 0, которые будут зафиксированы впоследствии. Разделим отрезок Д на 2' равных отрезков А* (&=1, 2, •••,2Л) и определим функцию7, х£Д*; *=1, 3,---,2Л' —1Г1= ֊7, х£Д*; к=2, 4, •••» 2х
О, хТД,причем N выбрано столь большим, что выполнены соотношенияКрь 1= 1> 2,-• ■> п. (2)Очевидны равенства Ык-т/Т, Ы- = 7- (3)♦Приблизим гг полиномом г։ так, чтобы

ЧГ1 — гЛк < -Ч, 1ка8- < И- + (4)и положим
Каждый из отрезков Д* (к = 1, 2, • • •, /V) разделим на 2^ равных отрезков Д*т (т=1, 2,•••,2/?) и определим функцию

' 91 = 1 г ( , 1Д12 ь ’ \yiqir (акт + 2^Ькт)О, х^Д,где Д*от = (a*m> bkm)- Число R выбрано так, что
1

dx | < 9, |(ft, Р1 )|< 9 (г=1, 2,- • п), К*, r)| < е. (5) еОчевидно, что ||<71||2=1. Приблизим полиномом д։ так, чтобыhi — gslk < 0>sup |gx (х)— g8 (х)|<е, (6)
.reM\F)O([o, ц\а)

где
F сД, иГ<|Д|։4֊е,W-CW- + 0,
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Полином g — искомый. Чтобы доказать это, получим ряд оценок. Из соотношений (2) и (4) имеем10։» Р')1+1(п, pz)|<^ (։=1. (7)Из (7), (3) и 74) вытекает
И- <W- +2 К'՛։» р<)l Dp< II- <7 +1։ (i+n max IIp'D-).

Hs>Hs֊ 2 l(r։, p/)l > 7 V A -1 (2n +1), (8)< -IMs < Hs + 2 I(r։, p/.)l <7 V A T TJ (2n +1). 
l-lСоотношения (5), (6) и (3) даютI (<7s. r)l < l(<7i — <7s> r)| + |(?1» r)K 0 (1 4- 7 V △ )»1(<7а» P<)Kl(<7i — 9s» рЛ + KQi» pi )l<20 (/=1» 2,••»")•Наконец, из (9), (10), (8) и (6) получаемks — 2 (<7а> Pt) Pi— r | >1 — 9 — 2nS — I t-i (r> r) 1'։_ 0(l+7/M > 1/27/Д-_^(2п+1)

(9)(10)

(И)если выбрать и 0 достаточно малыми. Используя далее (5), (6), имеем
I 1

qjdx < (g։—<7։) fdx
0 0 (<7i — <7s) fdx <0 + 61Д +
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рИз последнего неравенства, учитывая также оценки (9) — (11), получаем 

п

1тУ △ -’։(2п + 1)]8'а| |
Из (8) и (12) вытекает 1,

12

II “ 112при достаточно малых ?), 0 и %. Таким образом ’
Из (13) и (14) получаем

2[М- 2-г И л +еД1]<е

(12)

(13)
(14)

(15)

Р а
О

а £2

при достаточно малом 7. Тем самым числа т], 6 и 7 фиксированы.Проверим теперь выполнение требований леммы. Условия а)—в) леммы 1 выполнены для ? и г, а следовательно и для g, что вытекает непосредственно из построения. Условия (1) выполнены для при Е=0. В силу (6) эти условия будут выполнены и для <?а при 
Е=Г. Но тогда из (15) вытекает их выполнение и для полинома #. Лемма полностью доказана.Следующая лемма принадлежит Л. М. Олевскому [3].



334 Ю. С. ФрндляндЛемма 3. Для любого натурального к существует ортогональная матрица .Да = МУ11 порядка 2*, удовлетворяющая условиям:а) а^’ = 2-*'2, 1</<2‘,б) а^=2՜*'2, К/<2*՜’, ~2՜*'2’ 2*՜’<72*’в) |а<*>|<С 1<у<2‘,
г) 2 |<4«|<С, 1</<2‘, 

1-1

2* . т |д) 2 2 а<у СС2*/2, ;=1 ։ 7=1 1Лемма 4. Пусть Вс.Ь\о,1,— п-мерное подпространство из 
полиномов, функция /€А(о,п), /С ^’(0,1). Н({, В) = {?: ?С В7o.il мно
жество функций таких, что

1^/рЖс=О, (<Р, #)=0 (у#€Я). (16)
Тогдаа) Н (/, В) — В  (черта обозначает замыкание в Л2)1б) в Н (/, В) существует замкнутая, ограниченная в сово
купности (некоторой абсолютной константой) система полиномов.

1Доказательство. Прежде всего можно считать, что^/^с/х =0 о 
п(в противном случае рассмотрим функцию А =/— 2 (/, ) §1,

1-1
1где {#<}—ортонормированный базис в В, (/, ^)= /#< бх.

оРассмотрим множество Нх с Н полиномов, удовлетворяющих условиям (16) и предположим, что Нг не плотно в В1. Тогда существует функция Г^В1 такая, что1р%</х=о, уЛ£//г 
иКроме того, существует полином £ В1 такой, что

1
^/Ьобх =/= 0, о (17)
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1՛, так как в противном случае мы бы имели | /Ьс1х -=0 для любого по- олииома, что невозможно. Поэтому для любого полинома р^В существует такое число #, что

1У</х = 0. (18)
иИз (18), с учетом того, что р —/Ао £ В1 вытекает, что р—1К0^Нх откуда следует, в силу предположения

1

В (.р — Мо) с!х = 0.
Отсюда и из (17) и (18) получаемО

1Учитывая, что ( = 0 У§^В, получаем Г =Ц, что невозможно,отак как Утверждение и) доказано.Пусть теперь {/„}—произвольная, замкнутая в Нх (а следовательно и в Н) система нормированных полиномов. Пусть еще (А:}, ։ =1, 2, • • •, к — ортонормированная система полиномов, А/ ^Нх, причемЦА/1|-<1 + С\ 1 = 1, 2,---, к. (19)Существование таких полиномов обеспечено леммой 1. _ АПусть еще /Я։+1 — перпендикуляр в опущенный из /я>41 на линейную оболочку, натянутую на полиномы А1։•••, А* (/п4+1—первый из не вошедших в эту линейную оболочку полиномов /я). Найдется натуральное число ։*+1 такое, что|4Л+1К2՜^- (20)
Применяя последовательно 25*+։ — 1 раз лемму 1, получим ор- тонормированную систему полиномов {А/}, /=Л-|-2, • • •» 2 *+1-|-&, причем будет выполнено соотношение (16) иВА/||«<С, / = А + 2, • • •, 21’4՜*+А. (21)Определим полиномы {А/), ]—к +1, • • 2'։*+1 + к следующим образом:
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3 4^1’ А.. / = * + !.■••. 2ч+։ + *. у=*+2где Л’*+1 = Ла'/у*՜*՜1^— матрица из леммы 3.Из (20), (21) и свойств а) и г) матрицы вытекает
д*и 2+*՜’ А|Л/1<2 2 -2 2 + 2 |а^1-1л,|<и-с«, »-*+2т. е. (19) выполнено. Так как система 4Д4.։» А/ (у =4+2, • • •, 2 * ։4-А) ортонормирована, а матрица Д^+1 ортогональна и нормирована, то система А/(у = А-}-1, •••,2,*+1+*) также ортонормирована. Кроме того, очевидно, что полиномы 14) (у = 1» 2,---, «*+։) линейно выражаются через полиномы А/ (у = 1, 2, • • •, 2,А+։ 4֊ А).Таким образом, по индукции построена требуемая полная, ортонор- мированная и ограниченная в совокупности система полиномов {АЛ}.Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 1 и, кроме того1/€^2о,1) ^1р^х=0 (/=1, 2,-• п).

♦ о
Тогда для любого е^>0 функция / может быть представлена в 
виде

f= 2 Т‘ А/ + /1,
/=1 

1
где "р •= у fhi dx, hi (z = l, 2, • • •, у) —ортонормированная система о
полиномов, у = у (в) —натуральное число, причем выполнены условия 

, ха) У А А/ dx = 0, i = 1, 2, • • •, у, об) (Az» Pt) = 0; i = 1, 2, •, у; у =1, 2,■ • п,в) 141k < в,г) ։а,|.< i + cs, /=1,2,..., у.Доказательство. Выберем число 0, которое зафиксируем ниже, и разобьем отрезок [0,1] на два множества ЕиСЕ так, чтобы



Универсальный ряд Фурье 337
Е

■>,, 1=1, 2,- • •, п, (22)
СЕ

J&CE

ЕОпределим функции ?2 и ф2 равенствами?։ = /z(CE), ф2 =//.(£)и положим
Л лФ1 — Фа 2 (Фа» Р‘) Р1> 91 = ?։+ 2 (ф։> р/) р/ !■=! 1—1(так как ф2 < £’, то (ф2, р<) есть лишь обозначение для интеграла ։У Фа рг*х). о Очевидны равенства(Фь Р>) = (<Рх» Pi )=0, ։=1, 2,- • п.Кроме того очевидно, что <рх ограничена. Из (22) вытекаетИФ։- Фх1 <2 1(Фа» Pt )| 11Р1П» < пт) 1=1

И 1(<р։. ФЛ = Л *п(«Ра» Фа) — 2 (Фа> Pi)(?a. Pi)+ 2 (ф։. Pi )’— 
1—1 1—1 — 2 (Фа. Pi)3 1=1так как (©2> ф2) = 0. Наконец, положимФ = Ф1 — U <р (Фх. Фа) U Ф = ?։ (<Pi. Фх) (Фа. Фх)Очевидно, что функция <р ограничена. Оценка для |(ф1։ <р2)| дает|ф —Ф1О1<ПТ)։ |<р^.Таким образом, мы имеем / = <р + ф, причем(т, Ф) = 0, (23)£М < ИФ—Ф11к + ОФх—ФЛ1 < пт)а ЦеЛз + ПТ)4-Т) < — (24)при достаточно малом т).



338 Ю. С. ФридляндПусть /7(ф, pi,- Рп)—многообразие, определенное в лемме 4.Выберем в нем систему полиномов (Ая), удовлетворяющую условию ес ,(19). Так как, в силу (23), ф€ А/(ф, Pi,՝‘> Рп\ то ? = 2 (?» А/) А/ (в А‘). 
/«=1Положим /1 = ф+ (©, hi)hi, где v выбрано так, что 

/—»+։| 2 (?,А/)А/ | <е/2.
Тогда, принимая во внимание (24), имеем j|/1|1< 8, т. е. в) выполнено. Учитывая (16) и (23) имеем далее(/i» А/) — (<р + ф— 2 (ф, Аг) А/, А/ ^=0, 1< 7< v,

X 1-1 'т. е. б) верно. Справедливость а) и г) очевидна. Лемма доказана.
еоЗаметим теперь, что если ряд 2 Ая «-универсален и для систе- 

л=1 мы функций {7Я} выполнено условие2 |АЯ — дя| < со, (25)
л—1

еото ряд 2 qn также «-универсален. 
п—1Лемма 6. Для любой функции ЦоЛ) существует

ортонормированная, замкнутая в С[од), ограниченная в совокупно
сти и состоящая из полиномов система {7Я], содержащая три не- 
пересекающиеся подсистемы {/'} (7 = 0, 1, 2, s=l, 2,•••) со свой
ствами: к<°’1 < с->б) существует последовательность чисел {•[,}Т* -0, 2 W = =° (26)

s—1

такая, что ряд 2 Ь ’ (27).
6=1

есть ряд Фурье функции f;
«О 1

в) ряд 2 2 (— l)r /J,2’ -к-универсален.



Универсальный ряд Фурье 339Доказательство. Зафиксируем последовательность действи- 'тельных чисел {б*) (։=1, 2,•■•,2м; к = 0, 1, 2,---),
- 2мБ?>°. 2 (28)

к-0 1-1

и пусть {/„}—произвольная, замкнутая в С(о, 1) система полиномов. Построение искомой системы полиномов осуществляется по индукции.Пусть уже построены для всех номеров 1 г — 1 натуральные числа п„ к„ полиномы {£)}(/ = 1,2, • • •, 2*), {Л*} (։ = 1, \2,-• • • • •, 2*' + ■*«)> дд,‘ функции /а и множества Е/ (у = 1, 2, • • •, 2։), причем справедливы соотношения:
I) Л-1= 2 (29)

7-1
12) А{; </х=0; ;=1, 2,-..,2*, (30)

о /=1, 2, --,2*' + ъ,3) система [#'.}, {А}), — ортонормирована, (31)4) - (1 - 2-2«)->/։ | < е*. х £ Ц\Е*, (32)Д'= [/֊1/2- Ц2-], Е^Ц,5) р. Е? < 2՜2'+ в', /=1, 2, - ., 2', (33)6) |#1 < е<» хГдр՜ / = 1, 2, • • •, 2',, (34).7) "С Сг (35)8) ЦАХ<1 + С’, у=1, 2,...,2’'+А„ (36)9) 5 (37)10) линейная оболочка Нг-\ полиномов (я!'Ч {Ар и содержит полиномы //(г = 1, 2,-• •, Пг-и Лг-\^>г— 1).Разделим отрезок [0,1] на 2Г отрезков Д, (г=1,2,•••, 2Г). К каждому отрезку Д,, Нг-\ и функции /г֊1 последовательно 2Г раз применим лемму 2. Получим ортонормированную систему многочленов {§,}> множеств Е' (г=1, 2,•••, 2Г)։ для которых выполнены соотношения (30)—(34) при $ = г. Применяя к функции /г~1 и ко всем построенным полиномам лемму 1, получим полином дг> удовлетворяющий соотношениям (30), (31) и (35).Пусть 1Пг (Пг > г) полином из {/«}. еще не вошедший в линейную оболочку, натянутую на уже построенные полиномы. Тогда его можно лредставить в виде
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причем 1пг уже ортогонален к этой линейной оболочке. Пусть кг- натуральное число такое, что
|А?| = 4М<2*- им,' (38)

В силу леммы 1 найдутся ортонормированные полиномы {А;), у = 2, • • • •••,2*г, для которых будут выполнены соотношения (30), (31), (35) при 5 = г. Определим полиномы (Л/) (1 -Су < 2*л) с помощью матрицы Ацг из леммы 3 следующим образом:
■ *г

• 2 л
м=2«г'’л;.

/-1Так как система {А') и матрица А*г ортонормированье то система полиномов {Ар т?акже удовлетворяет соотношениям (30), (31), (35). Из (38), свойств а) и г) матрицы Л*г и условия г) леммы 1 имеем
2*Г|А'|< —^֊ + С 2 |4Г,| < 1+ С2. (39)1 и 2*' ?=22*Г-1=/г-1֊2 с; А;, где с' = /-։всем построенным полиномам, поэтому применяя лемму 5 с в=— имеем г

Л-1= 2
)=й1,г+хСледовательно

2*г+»гА-։ = 2 с;А5+/„т. е. условие (29) выполнено. Из (39) и условия г) леммы 5 вытекает справедливость соотношения (36), а из условия г) леммы 1 вытекает справедливость отношения (35). Остальные соотношения справедливы в силу соответствующих условий лемм 1, 2, 3 и 5. Кроме того, построенная система полиномов содержит, очевидно, 1пг. Предположения индукции оправданы.

лФункция /г ортогональна коо



Универсальный ряд Фурье 341Объединим все построенные полиномы в одну систему։ обозначим ее через (6,) и покажем, что эта система искомая.Так как каждый полином 1п линейно выражается через систему {/«}, то {(„} замкнута в С[о,1] вместе сПоложим {^}—{?։}• Тогда в силу (35) система {г°} ограничена в совокупности, т. е. а) выполнено.Далее положим (£'}=(А))(։ =2*г + V +/՛» / = 1, 2,- • •> 2*' 4- '•г, г=0, !,•••, Ао= 7о=О) и рассмотрим ряд - „ а*г+»г21'^ = 2 2 (40)
х—1 г=о /-1

ЛПодпоследовательность его частных сумм *$л»Л, где ^л — 2 (2*г + М» 
г-0 имеет вид 

л
$пп= 2 2 с;^у = / /л.

г-0 /—1Но тогда из соотношения (37) вытекает
|Р$л1Я УВ1 = ОУлЬ. -------- * о, л->оо.лЭто означает, что ряд (40) есть ряд Фурье функции /. Поэтому из (36) и. теоремы Мерсера (см. [4], стр. 181) следует

ООНт •[, = 0, V |7„|=
Л-»« ,

ОО,

т. е. условие б) выполнено. Проверим справедливость в). Как известно (см. [1], стр. 252) ряд
2 2 2 (-1)" 1/Х(Д/)
5=1 /=1 п=0я-универсален для любой последовательности (7)), щей условиям (26). Рассмотрим ряд
- 2* 1 д

2 2 2 (—1)Л
/=1 л=0

(41)
удовлетворяю-

(42)где
(1-2-2*)-1/։,

8р0, х~£ к],



342 Ю. С. Фрндляндположим Так как Р*-*՜1» а 11/1 удовлетворяет условию (26), то это же верно и для {”(*}, поэтому ряд (41) «-универсален. Но члены ряда (42) отличаются от членов ряда (41) лишь на множествах Е^. А так как в силу (28) и (33), справедлива оценка
-2« - 21
2 2 ^£;<3 2(2֊^+вр<°о 

5—1 /—1 г-1/-1и, как следствие
2 2 11, х (Др-1/^1<°°> 
5=1 /-1то это означает, что выполнено условие (25), поэтому ряд (42) «-универсален. С другой стороны, из определения и из соотношений (32) и (34) имеем
2 2 2 Е/<со-
5—1 /—1 г-1 /-1Но это означает выполнение условия (25). Поэтому ряд

2 2 2 (-1)" 1/ #= 2 2 (֊ 1)т т» е
•5=1 /~| т=О п*=1 /и==0«-универсален. Лемма полностью доказана.Переходим теперь к доказательству теоремы. Так как каждый полином [*{)(/’=0, 1, 2; 5=1, 2,---) ограничен, то найдется последовательность номеров 2 <Рч < \<С ՛ • ’ такая, что|4|<2Ь/2, 5=0, 1, 2, х£[0, 1]. (43)Перенумеруем множество [^0)1 следующим образом:{?,} (;=3, 4,..-, 24 5=1,2,.. ).Имеем ИЛ| < С (3<у < 2х'; 5=1, 2, • • •). [44)Зафиксируем 5 и положим

Х’Ь?
/-1где -<4х,= ||ау4 ։ — матрица из леммы 3. Наконец, объединим все полиномы {р!} (1^г^ 2Х,։ 5=1, 2,•• •') в одну систему, обозначим ее {Рп} и покажем, что [/>„} удовлетворяет условиям теоремы.Ортонормированность ее вытекает из соответствующих свойств системы {/Л} и матриц А\п. Замкнутость {ря) в С[ о.ц вытекает из соответствующего свойства системы {/„). Далее, используя свойства а), б) и г) матриц А>.п и соотношения (43) и (44), имеем
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т. е. система [рл} ограничена в совокупности. Рассмотрим ряд>.շ '

ք=։ /=1 У 2' з (45)где числа определены в лемме 5. Учитывая ортогональнэсть матриц А, 3, условие а) леммы 3 и определение полиномов имеем
, С, (л,) х -Т 

2 аи р!,= 2 2 
/-1 7=1т. е. внутренняя сумма ряда (45) есть 7^'. Таким образом, ряд (45) есть ряд (27) и, следовательно является рядом Фурье функции / по системе {ря}. Доказательство ^-универсальности ряда (45) осуществляется дословным повторением соответствующего места работы [1] (см. стр. 256—257). Теорема доказана.Отметим одно следствие. Напомним, что ряд 2 Ля называется 

п=1универсальным (в обычном смысле), если для любой измеримой функции # существует возрастающая последовательность номеров п* такая, что 5лк —♦§ почти всюду. Из доказанной выше теоремы и леммы 3 работы А. А. Талаляна [5] вытекаетСледствие. Для любой функции /с£(։01) существуетзамкнутая в С(о,1] > ограниченная в совокупности, ортонормированная система полиномов {тя) такая, что ряд Фурье функции / по системе {тя} является универсальным рядом.В качестве системы {’я} можно взять соответствующим образом переставленную систему (ря).Автор благодарен А. М. Олевскому, под руководством которого выполнена эта работа.
Государственный всесоюзный центральный

научно-исследовательский институт
комплексной автоматизации Поступила 24.У.1972

ՅՈԻ. Ս. ՖՐԻԴԼՑԱՆԴ. Ֆուրյեի ունիվերսալ շարք' ըսա ինտեդրելի ֆունկցիայից հանրահաշվական բազմանդամների (ամփոփում)

ՅուրաբանլյոսՅ ք ՇԼՀք £ 
պատ բազմանդամների \Рп

ուցվումէ օրթոգոնալ, լիովին ոչ С-ում փակ 
համակարգը այնպիսին է, որ ք-ի Ֆուրյեի շարքը

ըսա { рл) համակարգի ունիվերսալ է տեղափոխությունների նկատմամբ։
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Yu. S. FREEDLAND. Universal Furie series of algebraic polynoms for given 
integrable function (summary)

For any function f £L(f £ L2) a system of closed in C, orthonormal, const
rained in total polynomials (рл) is built. This system is such that Fourier series 
f by the system (pn) is universal with respect to permitations.
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