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Լմք-դրօւթյսւնք խնղրասմ է այն անձանց, սրսնք ցանկանս,մ նն հսդվածննր հքապարա- 
կնյ Հայկական ՍՍՀ դթս,սւթյսմ,նէրթ ակադնմթայթ Տնդիկադիր սնրթա 'Մաթեմատիկա, ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ* կանոնները'

I. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամն քննադրված , երկու օրինակով, Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրամեշտ կ կցել ամփոփումներ հայերեն և անդյերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեդուներովէ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամր, կարող են հրապարակվե/ հա- 
մ ապատասխան լեզվովւ

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերինէ պետք 
4 ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում» 

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա-, 
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

3, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու որինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում»

5. Սրբագրության մ ամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

6. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման որը»

?• Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
4 տվյալ աշխատանքը»

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր Լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա 'Մաթեմատիկաս»
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Н. Е. ТОВМАСЯН

НЕКОТОРЫЕ УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

§ 1. Основные результаты и их доказательства

При решении краевых задач для дифференциальных уравнений 
возникает вопрос о гладкости решения, об условиях разрешимости в 
терминах сопряженной задачи и о подсчете индекса краевой задачи. 
Эти вопросы для конкретных классов краевых задач были рассмо­
трены многими авторами (см., например, [1]—[4]). В данной работе по­
лучены некоторые результаты для уравнений в банаховых простран­
ствах, которые можно применять при выяснении этих же вопросов 
для широкого класса краевых задач.

В § 2 даются некоторые приложения полученных результатов к 
исследованию краевых задач для эллиптических уравнений и обыкно­
венных дифференциальных уравнений с особенностями в классе ана­
литических функций со сдвигом.

Пусть А — оператор, действующий из банахового пространства 
В в банахово пространство F, а А*—сопряженный оператор к опе­
ратору А. Обозначим через R (Л) область значений оператора А, 
N (А) и N (Д*)—ядра или нуль-пространства операторов А и А*. 
Оператор А называется Ф-оператором, если: 1) оператор А линеен 
и непрерывен в пространстве В, 2) R (Д) замкнуто, 3) размерности 
N (Д) и N (Д*) (dim N (Д) и dim N (Д*)) конечны. Разность размер­
ностей пространства N (Д) и N (А*) называется индексом оператора 
А и пишется ind А.

Пусть М— линейное многообразие линейных функционалов, опре­
деленных в В. Через ХМ (5) обозначим множество элементов из В, 
ортогональных каждому функционалу из М, т. е.

ХМ (В) — (х, х£В, х_[_Л/}.

Отметим, что -в работе под линейностью операторов и функцио­
налов понимается только их аддитивность и однородность.

Имеет место следующая ........
Лемма 1. Пусть Мх и линейные многообразия линейных 

функционалов, определенных в банаховом пространстве В. Если
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Доказательство. Пусть Z1։•••, Z*— базис в пространстве 
Mv a Z^Afx. Рассмотрим подпространство &4-1-мерных векторов

я = {(Z(x), 4 (*).•••» z*(x)), хб В}.
Согласно условию (1), Л+1-мерный вектор (1, 0,• • •> 0) не принад 

лежит пространству R. Поэтому R не совпадает с Rk+t-Следовательно, 
существует отличный от нуля вектор (а, “*)> ортогональный к
R, т. е.

aZ (х)+^ (х)4------ h a* Z* (х)=0, х^В. (2)
Отсюда получим, что а=/=0 и 1^Мг. Лемма доказана.

Пусть В, Ви F и Ft—банаховы пространства, Вх с В, F^F и ։ 
всюду плотно в F. Нормы этих пространств могут быть разными. 
Пусть Al—^сужение оператора А на пространство Вг.

Теорема 1 (теорема о гладкости). Если А и Аг Ф-опе- 
раторы, действующие из В в F и из Вх в Ft соответственно _и

ind А = ind А1г (3)
то при p^Fl всякое решение уравнения А(х)=у, принадлежащее 
пространству В, принадлежит пространству Вг.

Доказательство. Так как А и Дх—Ф-операторы, то [5]
£04,) = ^ (Л), R (Д) = >֊М (/), (4)

где
M1 = N(A'l), M=N(A*). (5)

Имея ввиду, что R (А,) с: R(A) и R (AJcFl из (4) получим

(б)
Следовательно, согласно лемме 1, на Flt то есть

N (A*)cN (Д;), (7)
если эти функционалы рассмотреть на пространстве Fv

Так как Fl всюду плотно в F и элементы N (Д*)—непрерывные 
функционалы в F, то из (7) получим

dim N (Д*)< dim N (Д;). (8)
Ясно, что

N(Al)CN(A). (9)
Следовательно

dim N (AJ^ dim JV (Д). (10)
Из (3), (8) и (10) получим

dim N (Д)= dim М (Д,), dim N (Д*)= dim N (А\). (И) 
Из (7), (9) и (11) имеем

N (A) = N (А^ N (Др = N (Д*). (12>
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Пусть у С и уравнение А (х) = у имеет решение в простран­
стве В, т. е. у£В(А). Тогда согласно (4) и (12) (А,).

Следовательно, уравнение Л։ (х) = у имеет решение х&.В1г и 
общее решение этого уравнения дается формулой х=х0-|-х, где г — 
произвольный элемент из М(Л։). Из (12) следует, что х=х0+д будет 
общим решением и уравнения А (х)= у в пространстве В. Следова­
тельно, при у £ /4 любое решение уравнения А(х)—у принадлежит 
пространству В2.

Пусть В;, С] и Р] — банаховы пространства, С*.— сопряженное 
пространство к пространству (/ =1, 2).

Рассмотрим уравнения
А(*)=Л(«)> (13)

А(у)=Л(8)> (14)
где А/— Ф-оператор, действующий из Ву в Ту; Ту — линейный опера­
тор, действующий из С/ в Ту (/=1, 2), а и Р — заданные элементы из 
С, и С։> а х и у—искомые элементы из Вг и В2 соответственно.

Теорема 2. Если 1пс1 Аг + 1п<1 Л2=0 и для разрешимости 
уравнения (13) и (14) необходимы условия

“_]_«/(/=!,•• •» кг> &, = сИт /V (Л2)), (15)
₽ ± (/=1, • • •, Лг= с11т (Л^), (16)

где Уи՛ , иь, и 'ш1, —, — некоторые линейно независимые эле­
менты из 0՝ и соответственно, то эти условия достаточны 
для разрешимости уравнения (13) и (14) и имеют место равен­
ства

dim N (А) = dim N (А՝2), dim N (Л2 )= dim N (Лр. (17) 

Доказательство. Примем следующие обозначения:

={1Т1г l£N (А$}, М3= {сЛ + (с1։ •••, с*,)£/?••}. (18)

Так как оператор Лх является Ф-оператором, то [5] для разре­
шимости уравнения (13) необходимо и достаточно, чтобы а удовле­
творяла условию

• (19)
Из (15) и (19) получим 

(GJ с -М, (GJ. (20)
Следовательно, согласно лемме 1, имеем

Мг с Mv (21)
dim Мг dim М2. (22)

Из (18) следует 
dim Мг -С dim N (Л*)> dim Mt = dim N (Л2). (23)
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Из (22) и (23) получим
dim N (Л։)< dim N (Л;). <24) 7

Аналогично, рассматривая уравнение (14), имеем
dim N (Л։)< dim N (Л^). <25>

Из условия теоремы ind Лх + ind Л։ =0 и из неравенств (24) и 
(25) следуют равенства (17).

Из соотношений (21), (23) и (17) получим, что Мг=Мг
Следовательно, условия a_LAfx и a_J_Afs эквивалентны. Но так 

как условие я | М„ совпадает с условием (15), а условие доста­
точно для разрешимости уравнения (13), то условие (15) также доста­
точно для разрешимости уравнения :(13). Аналогично доказывается, 
что условие (16) достаточно для разрешимости уравнения (14).

Если краевая задача для дифференциальных уравнений и сопря­
женная краевая задача приводятся к уравнениям вида (13) и (14), где 
Лх и Л/— Ф-операторы, то эти уравнения, как правило, удовлетво­
ряют всем условиям (теоремы 2, где п>1։ •••, и>л, и «!»•••, v*t явно вы­
ражаются через решения однородной задачи и сопряженной однород­
ной задачи. Поэтому, применяя теорему 2, мы можем установить 
условия разрешимости этих задач и получить формулу для индекса. 
При помощи теоремы 1 мы можем выяснить гладкость решений рас­
смотренных краевых задач.

§2. Примеры

Пример 1. Пусть Г — простой замкнутый гладкий контур, ог­
раничивающий некоторую конечную связную открытую область D на 
плоскости комплексной переменной z. Положительным направлением 
на Г Мы считаем то, которое оставляет область D слева. Обозначим 
через Вп—класс аналитических в области D функций, л-ая производ­
ная которых непрерывна в замкнутой области £>-|-Г. Класс функций 
Вп является пространством Банаха с нормой

= 2 max |<pW (z)| (<р<°> (z) = <р (z)). 
л-о *D+r

Рассмотрим следующее уравнение:

£1 (<р) = A (z) ф<Л) (z) + 2 2 a/* (z) (а* (z)) +
7=0 *=I

+ 32 bjk (z) <pW (ш* (z)) = / (z), (26)
j=i *=։

где A (z), ajk (z), bjk (z), «* (z), ац (z), f (z) — заданные аналитические 
Функции в области D, ? (z)—искомая функция из класса Вп, <р(/)(ш*(г)) 
и ф(л (a* (z)) у-ая производная функции ? в точках а>* (z) и a* (z) со-
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ответственно. Предполагается, что функции А (г), а,* (г), 6/* (г) и 
ш* (г) — достаточно гладкие функции в замкнутой области О + Г, 
/ (г)£В0; «/(г)—конформно отображает область £> на область 
О; А (г) =/=0 при а>/ при + Г. Нашей целью являет­
ся получение необходимого и достаточного условия разрешимости 
уравнения (26) в терминах сопряженного уравнения. Теперь определим 
сопряженное уравнение.

Через 5 обозначим область, дополняющую £>4֊Г до полной плос­
кости. Функцию ф (я), заданную на всей плоскости, кроме точек Г, 
будем называть кусочно аналитической со скачком на линии Г, если: 
1) функция ф (х) аналитична в каждой из областей £) и 5; 2) при при­
ближении г к любой точке / на Г по любому пути, расположенному 
целиком в £> (или соответственно в 5), функция ф (г) стремится к 
определенному конечному пределу ф+ (/) (или соответственно ф~ (/)).

Обозначим через Еп, > (0<^а <1) класс кусочно аналитических 
функций ф (г) со скачком на линии Г, исчезающих в бесконечности и 
удовлетворяющих условию

|ф| = зир |ф (г)| + зир 
гед+з С, г&О

1Ф (*)-Ф (91 
к ֊4“

+ зирг, С&3
|ф(«)(г)-ф(«)(С)|

Пространство Еп,« также является пространством Банаха.
Обозначим через На (Г) класс функций на Г, удовлетворяющих 

условию Гельдера с показателем а. Пространство Нл (Г) с нормой

И = шах (0|+ зир<бг ։, сег И — т|»
является банаховым пространством.

Сопряженное уравнение к уравнению (26). Требуется 
найти функцию ф (г) из класса Гп, а, удовлетворяющую уравнению

£2 (Ф)М-1)Я ^И(0ф-(О) +

4֊ 2 2 (֊ 9' ֊ [?* (0 (?* (0) Г (₽* (0] +

+ 2 3 Л т^г֊Ф+(о=ге>. *ег, (27) 
(*-“*(9)/+1

где Р* (0 — обратная функция к функции а* (я), § (<) — заданная

функция из класса На (Г), Р* (<) = •
Л

Докажем, что уравнения (26) и (27) удовлетворяют всем усло­
виям теоремы 2.

Операторы 1^ (<р) и £2 (ф) можно записать в виде

11(т) = ^(9ф(я)^)+^(ф)>
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(Ф) = (-1)՞ А (!) — ф+ (/)+ А, (ф), ; е Г,
Л"

где Кг (<р) и К2 (ф)—вполне непрерывные операторы, действующие из 
вя в Во и из ВП։ х в На (Г) соответственно.

В книге [6] доказано, что оператор (—1)" А (/) —Ф+ (0яв* 

ляется Ф-оператором из Нп.. в На (Г) с индексом тп — п, где /п-пол- 
ное число нулей функции А (г) в области £>. Ясно, что уравнение 
А (г) (г) имеет п линейно независимых решений, а для разрешимо­
сти уравнения А (г) (г) — у (г) необходимо и достаточно, чтобы

Я Ы==о л=1, (28)

где г1։ • • •, г/-֊нули в области £> функции А (г), а тпп —их крат­
ности.

Легко показать, что условия (28) являются линейно независимы­
ми. Следовательно, оператор А (г) ®<л) (г) является Ф-оператором из 
Вп в Во и индекс равен п — т.

Значит, [5] операторы ^ (?) и Д, (ф) являются Ф-операторами и 
шс! = п—т, 1пс) £։ = т — п. (29)

Легко проверить справедливость равенства
] 4 (?) ф- (0 Л = | ф (<) (ф (0) л, <^вп, ф «. (30)
г г ч

Из (30) получим, что для разрешимости уравнений (26) и (27) не­
обходимо выполнение условий

У / (О Ф7 (О Л =0 (у = 1, -.., к3), (31)

У Я (0 Ф* (0 Л = 0 (у = 1, •.., Лх), (32)

г
где <Р1,и Фх,•••, фл,—полные системы линейно независимых ре­
шений однородных уравнений (26) и (27). Отметим, что правые части 
(31) и (32), как функционалы в пространствах Во и На (Г), линейно 
независимы.

Из (29), (31) и (32) следует, что уравнения (26) и (27) удовле­
творяют всем условиям теоремы 2. Применяя теорему 2 к этим урав­
нениям, получим

Следствие 1. Для того чтобы уравнения (26) и (27) имели 
решения, необходимо и достаточно, чтобы / (я) и 8 (I) удовлетворяли 
условиям (31) и (32), причем кг— кл = п — т, где т — полное число 
нулей функции А (я) внутри области £>.

Пример 2. Пусть £>—трехмерная область с гладкой границей 5. 
Рассмотрим следующую задачу: найти в области £) дважды непрерыв­
ное дифференцируемое решение уравнения
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з
L (u) = ux.xi + ИгЛ + их^, + 3 cij (х) uXf + at (х) и =0, (33)

7-1

принадлежащее классу С1 (D 4֊ 5) и удовлетворяющее граничному усло­
вию

А (и) ® - 2 «у (х) и (₽, (х)) ) =/ (Х), (34)
\ /=1 / J

где п—внешняя нормаль к границе S, aj(x)—заданные, достаточно 
гладкие функции в замкнутой области D-\-S; at,j(x) и g (х)—непрерыв­
ные функции на 5, Ра (х)—взаимно однозначно отображает -S на 5”, 
причем 0* (х) и Т*(х) принадлежат классу С1 (S), 7* (х) — обратная 
функция к функции Ра (х), х=(х1։ х։, х3).

Наряду с задачей (33) — (34) рассмотрим следующую задачу: 
найти в области D дважды непрерывно дифференцируемое решение 
уравнения

£*(«)= 0, (35)
принадлежащее классу С1 (D + S) и удовлетворяющее граничному 
условию

А (и) = S “У (*) cos (Л> XJ ) —\ дп %

— 2 6* (х) «А (та (*)) V (т* (ж)) )| = g (х), (36)
/-1 /и

где L* (и) = 0 — сопряженное уравнение к уравнению L (и)-=0; 6а(х) — 
якобиан при отображении 5 на 5 при помощи отображающей функции 
Ра (х)>* g (х)—заданная функция из С (5).

Множество дважды непрерывно дифференцируемых в области D 
решений из класса С1 (D + *5) уравнения (33) и (35) обозначим соот­
ветственно через Вг и Ва.

Пространства Ва и Вг являются банаховыми пространствами [7] 
с нормой

з
W= max |ц| +У max 

xGD+S f", хб-D+S 7е*
дц(х) 

ЙХ/
Задачи (33)—(34) и (35)—(Зб) можно сформулировать следующим 

образом: найти функции и (х) и V (х), принадлежащие классам Вг и Ва, 
соответственно, и удовлетворяющие уравнениям

А (и) = /(х), (37)

А(«) = я(Д (38)
где / (х) и (х) — заданные функции из класса С (5).

Докажем, что уравнения (37) и (38) удовлетворяют условиям 
теоремы 2. Операторы Аг (и) и А* («) имеют вид
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А («) = ^ + Ь («). 
Оп Տ

АЫ = ֊| + *,(«),
Оп |$

где Кг (и) и К3 (и)—вполне непрерывные операторы, действующие из 
ди

В1 в С (֊5) и из В» в С (5) соответственно. Как известно, — $ и 5 

являются Ф-операторами из 5Х в С (5) и из В2 в С (5) соответствен­
но и их индексы равны нулю. Следовательно, Дх и А2 также являют­
ся Ф-операторами, тс! А2 =0, 1пс1 Л։=0.

Имеет место следующее равенство: 

> о
П(Л(“’(и) V (х)— и (х) Լ (»)] <1х =

Отсюда получим, что для разрешимости

V — А2 (и) п] ձտ. (39) 

уравнений (37) и (38)
необходимы условия

$

0 (у =!,•••,*,), (40)

= 0 (/=1, •••.Հ), (41)
տ

где их,и '»х, •••, «д, — линейно независимые решения однородных 
уравнений (37) и (38). Применяя теорему 2 для уравнений (37) и (38), 
получим:

Следствие 2. Для разрешимости задач (33) — (34) и (35) — 
(36) необходимо и достаточно, чтобы / (х) и £ (х) удовлетворяли усло­
виям (40) и (41), где ых, • • •, ид, и «х, • • •, 1>д, — линейно независимые 
решения однородных задач (33)—(34) и (35)—(36) соответственно, 
причем &х=&2.

Аналогично рассматривается задача типа (33)—(34) для эллипти­
ческой системы уравнений в п-мерном пространстве.
ЕреваяскиВ политехнический институт
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Ն. Ե. ԹՈՎՄԱՍՅԱՆ. Մի քանի հավասարումներ հանսվսի տարածության մեջ և նրանց կիրա­
ռությունները (ամփոփում)

Մասնական ածանցյալներով դիֆերենցյալ հավասարումների համար եզրային խնդիրների 
լուծման ժամանակ հանդես են դալիս լուծման ողորկության, լուծելիության պայմանների և եզ­
րային խնդրի ինդեկսի որոշման հարցերը։ Աշխատանքում ստացված են որոշ արդյունքներ 
Բանախի տարածություններում օպերատորային հավասարումների նկատմամբ, որոնք հնարա­
վորություն են տալիս պարզաբանելու այդ հարցերը բավականաչափ լայն դասի եզրային խըն- 
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դիրն երի համար։ Աշխատանքի վերջում ստացված արդյունքները կիրառվում են էլիպտիկ տիպի 
դիֆերենցյալ հավասարումների համար եզրային խնդիրների և անալիտիկ ֆունկցիաների դա­
սում եզակիություններով սովորական դիֆերենցյալ հավասարումների հետազոտության համար։

N. E. TOVMASIAN. Some equation In Banach tpaces and their application* 
(summary)

The paper presents some new results in the theory of differential equations 
in Banach spaces. The theorems obtained could be used in investigations the problems 
of smoothnesses of solution, and of the conditions of solvability in terms of conjugate 
boundary value problems and for calculations of indexes of wide classes of boundary 
value problems for differential equations.

Also, some applications of the results of the theory to the investigation of ellip­
tical type boundary value problems and ordinary differential equations of analytical 
functions with singularities are described.
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Р. 3. МКРТЧЯНО ЯДРЕ СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ТИПА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ И О НЕКОТОРЫХ ПРИЗНАКАХ ЛЕБЕГОВОСТИИЛИ СИНГУЛЯРНОСТИ ЕГО СПЕКТРА0°. Рассмотрим оператор Штурма-Лиувилля в гильбертовом про странстве (0, + со)
Ly = q(x)y-^> (1

ахгде функция q (х) непрерывна на каждом конечном интервале. Возь мем класс М финитных функций, которые определены в интервал։ [0, 4֊оо), их производные первого и второго порядка принадлежа* 
L3 [0, 4֊ со) и удовлетворяют следующему краевому условию:

у (0) cos a -f-y' (0) sin а = 0. (2Хорошо известно, что оператор L симметричен в классе М фи нитных функций, и если он оказывается несамосопряженным, то до пускает самосопряженное расширение, которое мы будем обозначат: тем же символом L.На основе теории, разработанной в работах [1], [2], [3], иссле дуем построение ядра спектра самосопряженного оператора Штурма Лиувилля и получим несколько критериев о лебеговости и сингуляр ности его спектра. Для втого, как известно ([2], [3]), нужно умет: построить резольвенту этого оператора. Как известно (см., например [4], стр. 56), значение резольвенты Rz на функции f (х) (которое при нято обозначать через Ф (х, z)) имеет следующий вид:
JC **>ф (х, z) = ф (х, z)j<Р (у, z) f (у) dy + <р (х, z) j ф (у, z) f(y)dy, (3 0 х ■где при подходящем выборе функции т (z), ф (х, z)= 0 (х, z)-|- т (z)> X <р (■*» z) принадлежит L3 [0, + <х>), а функции 0 (х, z), <р (х, z) удов летворяют одному и тому же дифференциальному уравнению^ч-{х-д(х)}у=0 (4ахи соответственно следующим краевым условиям:tp (0) = sin a, <p' (0) = — cos а,0 (0) = cos а, 0' (0) = sin а. (4*Что касается функции т (z), то она допускает, как хорошо известие (см., например, [5], стр. 181), следующее представление:
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Г 1/3 (0 3 14-1/1’

тп (г) = — с1г а + Г , (5)
J г — 1

— асгде о (/) такая монотонно возрастающая функция, что а (— со) =0, оэ. Известно, далее ([4], [5]), что функция а (/) являет­
ся в каком-то смысле спектральной функцией рассматриваемого опера­тора Штурма-Лиувилля.П. 1, по существу, посвящен новому доказательству того факта, что мера о эквивалентна спектральной мере ? (/) = где Е[ так называемое разложение единицы оператора £, а— порождающий (цикли­ческий) элемент этого оператора.1°. Принимая во внимание, что спектр оператора /■ простой, обо­значим через V оператор, существующий в силу основной спектраль­ной теоремы и осуществляющий изометрическое отображение про­странства £2 [0, 4՜ °о) в пространство Л2 так, что оператор Ь перехо­дит в оператор умножения на независимую переменную.Пусть й՛ (х) порождающий элемент оператора Ь и предположим, что функция 8 (х) непрерывна. Построим 'функции (х) следующим образом:

8п = если 0<х<п, и £п (х) = 0, если п<х<4-со.Так как функции #я(х), очевидно, сходятся к функции £ (х) по мет­рике [0, 4֊ со), то в силу изометричности оператора V функции 
У§п сходятся к функции У8 (которую без ограничения общности мож­но считать тождественно равной единице) по метрике £%.Образуем выражение

--- ~ ((^+1т — 8п, ёп).я 2^1Из представления резольвенты (3) легко видеть, что(7?х+н — /?х_ь)^я==6 (х,X 4- 14)^ ? (у, X 4- /т) 8п (у) <1у — Щх,\ — /г)у <р (у, X—։4) 8п (у) 4у± 
+?(х> '?֊ + Н-։'х) 8п (у) <1у — у (х, X—14) у 6 {у, \—1х)8п (у) <1у +

4- т (Х-Ьгт) <р (х, X 4֊ н) Сп (X 4-14) — т (X — гЧ) -<р (х, X—г։) Сп (X — 14), где
00 п

Сп (Х-Н4) — I <Р (х, х 4֊ 14) 8п (х) </х= <Р (х, Х4-14) 8 (х) дх, о о



192 Р. 3. Мкртчянотсюда получается следующее равенство:
— я4՜=15

Х4-։Ч) 8" (х> *

— <р (х,X — гЧ) Г 0 (у,X—։Ч) §п (у) dy} dx+

+ ֊^— [т (X + гЧ) 6’ р. + ։Ч)—т (X — /Ч) 6’ (X—<*)]. (6)2 я/Докажем, что для любого действительного числа X предел как первого, так и второго слагаемого в (6) равен нулю. Как известно ([6], [4, 5]), при фиксированном х функции <р (х, я), 0 (х, я) целые и непрерывны по совокупности аргументов, поэтому, согласно класси­ческим теоремам теории функций (см., например, [7]), для каждого конечного интервала (0, л)
л лУ? (х, я) </х и у 0 (х, я) dx суть целые функции я, о оа следовательно, в силу финитности функций (х) легко доказать, 

что

| £л (х) <р (х, я) • I 0 (у, г) (у) </х
о X ;также будут целыми функциями я. Теперь уже нетрудно заключить, что предел как первого, так и второго члена в (6) действительно ра­вен нулю.Таким образом, мы получили, что для любого X равенство (6) принимает следующий вид:З1“ ~ ["։ (Х-|-։Ч) 0^ (Х֊НЧ)—т (X—։Ч) б^(Х—гЧ]| =0.

• I К Х7Г7 " I (6*)



О ядре спектра оператора 193Введем следующие обозначения:/,(Х, /, р, а, Ь) - — Г , (7)
аесли а = — 03 6=4՜ °°> то/А /, Р. — °=, 4՜ оо) = /,(Х, /, р), (8)если же / (#)^1, то /А 1. Р, — 4-оо)=/т(Х, р),благодаря которым выражения, входящие в последующие формулы, не будут громоздкими.Докажем, чтоНт | ֊^— [Сп (X 4՜ *’) т (к +г)—б„ (К — й) т (X — /•։)] —•։-+о I ֊ бл (X 4֊ *) (X, а) | = О

при всех тех X, при которых функция о (/) непрерывна.В самом деле, имея в виду (5), (7) и (8), можем написать
(9)

[Сл (X 4՜ й) т (Х4-й)—б„ (X — й) т (X — й)] = 2-г
= ~~ Оп (Х4֊й) [т (Х-Ь г«)— т (к — й)] 4֊ 2кг֊Т т (Х-й) [б= (X 4՜ ֊ СРП (X - й)] =
2-К1 с1д«4- — /х(Х, X—о)4- т

+ — [в2п (X 4- ,4)— б^ (X— й)]. —(X, X— а) - с1£ а ] 4֊ 2гя т |

2
2

6« (X 4֊ й)—б® (X — й)
֊Г 2 'По лемме 3 ([1]) из непрерывности а (/) в точке X следует,

(9*)
что

՛ о (— \ при т—>4֊о. С другой стороны, из того факта, что
выражение б^ (X 4՜ й) — 0% (X—й) стремится к нулю не медленнее, чем т, следует, что третье слагаемое правой части (9*) стремится к нулю.В силу теоремы Радова-Никодима можем написать
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где 0՜ х) Ժյ (х). В силу того, что функция Р (0 непре-
рывна в точке X, легко доказать, равна нулю.В самом деле что производная з>. (/) в точке X.

о3). (X 4՜ 8) —ах (X)
хоСледовательно, по лемме 2 ([2]) второе слагаемое правой части стремится к нулю. Итак, справедливость равенства (9) установлена.Если даже в точке X функция о (£) имеет разрыв, тем яе мев точке X функция ах (/) непрерывна и все ее производные числа ог­раничены. Следовательно, из анализа доказательства леммы 1 ([1]) следует, что второй член правой части равенства (9*) ограничен по абсолютной величине, а в силу того, что С?п (X-}-й)—(X—й) стре­мится к нулю не медленнее, чем ", при ■։ стремящемся к нулю, то по лемме 3 ([1]) третий член правой части (9*) тоже ограничен по аб­солютной величине. Таким образом, мы доказали, что для любого т имеет место неравенство

~~ О + ”) т С‘Ч~<'с) — Сд Ռ՜”) т О ՜ ՜2՜/ -^(Х+й)-/г(Х,а)1<0(1) (Юдля каждого X, Теперь докажем, что для тех X для которых предел
Շ2 (Х-Էր։) тп (X + й) — Շ2 (к — й) т (к — Ւ) по любой последовательности "Л не равен нулю, имеет место равенство С’()' + ”)т(Х + й)-С’(Х-й)т(Х-й) 11т ---------------------------------------------------------— 1. (11)~ + 0 2«/С^(Х+й)/, (X, а)В самом деле, из (9*) можем написать

Շ* (Х+гЧ)щ (Х-|-й)—Շ2 (X—й) т (к—гс)

2*1 (հ (Х-+-й)‘/, (X, з)
(Պ (Х + ”) ~ Պ V֊—”)]• [ — /- (Հ 1> з)—с1%а |= 1 -1-------------------------------------------Լ1________________________________֊։ +Т 2я/ <^(Х4-Й)-/ (X, а)

б»(к+й)-с;(к-й) ։2б£(Х-1-й) Ա '



О ядре спектра оператора 195Из (9*) видно, что для таких X J- (X, а) не стремятся к нулю по любой последовательности тЛ 0.Из того, что Gn (г) — целая функция, следует, что&п (Х+к)—G2՝ (). - ft) G® (X 4-ft) “Отсюда и из того, что |/։(Х, X —f, о)| = о (J- а)) при т-»+0 вы­текает, что второй и третий члены правой части равенства (12) стре­мятся к нулю. Таким образом, равенство (11) доказано.Введем теперь обозначение>.= J HWrfp(f), (13)
— вотогда, в силу теоремы Радона-Никодима и соотношения (9), равен­ству (6*) можно придать удобный для дальнейшего видlim [/-՛ (X, p„) — G2 (X 4- ft) /- (X, а)] = 0 (14)

х-+0при тех X, при которых а (/) непрерывна.Теперь из равенства (6*) легко заключаем, что
— ОЯ^Ы2lim --------------------- ---------------------------------------------------- = 1 (15)~+° [m (X + ft) G2 (X + ft)- т (X—ft) &п (X-ft)] 

при тех X, при которых пределы знаменателя и числителя левой части равенства (15) по любой последовательности тЛ не равны нулю. Отсю­да и из (11), (8), в свою очередь, заключаем, что для таких X имеет место равенство
t-+o Gn (X 4- ft) (X, о)Из (6*), (10) и (13) вытекает, что для любого т1Л(Х, pn)- G2 (X 4- ft) /т (X, а)| < О (1) (16)для каждого X.Обозначим через Кп = {ХО1) £ R1- Сп (Мп)) = 0, р = ± 1; ± 2; ■ • •} множество тех точек вещественной оси, где целая функция Сп (я) рав­няется нулю (можно предполагать, что Х^><^Х^Л), если р<^_д). Обо­значим К = V Кп, ясно, что множество К счетно. («)Легко видеть, что в каждой точке ^Кп функция рЛ непрерывна. В самом деле, так как в точке Х£ЛГЛ функция (X 4՜ г։) стремится к нулю со скоростью т2 при т —» 4՜ 0, то второй член левой части 



(16) должен стремиться к нулю, тогда из (16) и леммы 3 ([1]) сле­дует, что функция р„ непрерывна в этой точке.Докажем, что для любой точки непрерывности функции а (<) из интервала ДМ (в) - (ХМ 8. ХМ, _ е)> где £ _ произвоАЬНОе число, меньшее чем ХМ,--ХМ, имеет место равенствоНт [б? (X + Л) /Т(Х, а) ֊ у,(Х, а)] = 0. (17)В самом деле, согласно теореме Радона-Никодима, имеемНт Л(Х, С2(Х)_ ^(#); о{0)<ПтЛ (X, ?),
•и-*+0где

I°(0=| |С’(Х)- б® (х)|(х).

Так как разность б^-(Х) — (х) стремится к нулю со скоростьюх ПРИ х стремящемся к точке X, то легко видеть, что производная 0 (0 в точке X равна нулю, следовательно по лемме 1 ([1]) и из того, ™> Ит[б2(Х)--б’(Х+й]./4Х,О)= 0, верно (17).Легко доказать, что для каждой точки из интервала Л<,п) (е) имеет место равенство
.. с„2(^)-Л(М , 11т п * •
Х-+0 /-(X, Сп, а)В самом деле

<?юл(и , (х)֊ спо,»ю)Л(Х,С2,а) + /А 6’, а)Так как |бя (X) — бя (0|<С °а> если |£—Х|<^81։ то

(18).
(18*)

.. Л(Х,^(Х)֊С2(0, а(0)
Л (X, в' а)

... оо-сна°(о>>֊+м .Л(Х, б*, а, X — 81։ Х + М< 5а-/- (Ь» 1» 1 + М__________________ 8,___________^-+о/,(Х,1,а,Х-81,Х + 81).п։։п 6^(0՜ тш б2 (0 ՛
/ах-։,А+։,) /е о-г., х+г.) 'В силу произвольности о* получается, что второй член правой части (18*) стремится к нулю, если т-» 4-0; следовательно верно (18).Из (18) и (15*) получаемИт



О ядре спектра оператора 197для тех X из интервала Д'рп> (е), р= + 1, + 2, • ••, при которых пределы знаменателя и числителя левой части (19) по каждой последователь­ности 'п не равны нулю.Из (17) и (14) получаем, что для любой точки непрерывности функции а (/) из интервала А^Л) (е) можно написать1нпо [Л О֊. рл)-л (>֊, с?’, °)]=0. (20)Легко доказать, что на интервале Д<"> (е), где в—произвольное число, точки непрерывности функций а (£) и ря (I) совпадают. В самом деле, пусть в точке /0 С ДрЛ) (г) функция а (<) непрерывна. Применив теорему Радона-Никодима ко второму интегралу выражения (20) и принимая во внимание, что точка #0 является точкой непрерывности 
I

*** Г* 2для функции бя(0= Сп (£) (£)> по лемме 3 ([1]) непосредственно
— •оследует, что в точке 4 функция ря (/) непрерывна. Теперь предполо­жим, что в точке С ^Л) (е) функция ря (^) непрерывна. Тогда из то­го, что функция (X) отлична от нуля на всем интервале Д00 (е)։ в силу леммы 3 ([1]) и (16) следует, что в точке функция а (<) не­прерывна, что и требовалось доказать.Обозначим через ас (/) и (<) (соответственно ряе (<) и ря</ (<)) непрерывную и разрывную части функции о (<) (соответственно рЛ(£))- Тогда легко доказать, что для всех Х^Я1 имеет место равенство

1
Рпч (X) = У (О (<). , (21)

— поВ самом деле, в силу теоремы Радона-Никодима равенство (19) можно переписать следующим образом:Пт Л (Х-> Рл) = 1 (22)М+О /.(X, ая)при тех X из интервала Д<Л> (е) р = ± 1, +2, •••, при которых преде­лы знаменателя и числителя левой части (22) по каждой последова­тельности тп не равны нулю. Выше мы доказали, что на интервале ДрЛ) (е) функции ря (£) и ая (/) имеют одинаковые точки непрерывности, следовательно эти функции имеют и одинаковые точки разрыва. Те­перь докажем, что рост разрыва для обеих функций ря (£) и а„ (?) в точке Хо £ Д (е) (если существуют такие точки) один и тот же. Для этого введем в рассмотрение функции ря</„(0 и ап<1։։ (<), определенные следующим образом:
409—2
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Рп<г. (0= [рл (>֊о+О)֊рл ().0)].е (/-х0),

°ոժ0 (0 = [°л От) + 0)—ап (\))]-9 (է — М՛После этих обозначений, в силу аддитивности интеграла, равенство (22) можно переписать следующим образом:
լյա /• Р" — Рлд,)+ 0՝> Рлд.) _ ւ. (22*)

+ . ]-■ О՝» °л — °ոժ0)4՜ յ֊. ()՝> °ո<է^Так как точка Хд для функций ря(£)—рядс (*) и °" °л<*«(0-о 'гз а г \ / ч /ՈՆ первые слагае-ляется точкой непрерывности, то в силу леммы о Ա*յ/ н .„ ггпи X = 1՝л имеютмые знаменателя и числителя левой части (22 ) ПРИоценку о \ следовательно по этой лемме левую часть равенства \ т /(22*) при Х=Х0 можно записать в виде
' շ рлд, О‘о + 0) ~՜ —

.. }-0о> Рл<*.) . к_________ ___________=пт ---------~----  = пт-------------------------- ~~+0 Л(*о, »«<*.) ~+0 Т 0„,, (Хр+О)— °пЧ' 0-օԼ
■ Т----------------?_ Рл (Хр ՜Ւ 0) — Рл О-о) _ լ°л (Хр+О)— Од (Хо)Итак, Рл (Хо + 0) - рп (>-о) = о„ (Хо +0)- о„ (М А™ каждой точки разры­ва из интервала Д^ (е), следовательно

х
Рлд (X) = Од, (X) +с (X) = ք Շ2Ո (0 ժօ, (0+с (X) (23)

для любого Х£ЯХ— и Р4Л)}, где с (X) постоянна (л) в каждом интервалеДр) = (^рЛ); )• В силу того, что функция (<) стремится к нулюсо скоростью р֊^) — /|а, когда I стремится к Х^1), функция
а (0 ժօ (0

непрерывна в точке Х^Л), р = ± 1; ±2; • • •• Поскольку рЛ (X) непрерыв՜ на в точке Х0*), то формула (23) показывает, что с (X) = С. С другой •стороны, рЛ (— со) = 0, значит С=0. Далее, легко видеть, что равен­ство (23) имеет место для всех X £ R1, и поэтому формула (23) дей­ствительно принимает вид (21).Теперь докажем, что для любого Х^Л1 имеет место равенство
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X?лс (>•) = У С2п (<) </зе «). (24)

----ОСВ самом деле, если в равенстве (20) вместо ря (<) и з (I) подставим соответственно рле (04՜ Рл<* (0 и °с (0 4՜ (0> то в силу аддитивности интеграла получим_Нто [/- (X, ряе) — /- (/., в2, зе)] =0 (25)для всех Х^/?1, кроме счетного числа точек (поскольку множество то­чек разрыва функции з (/) счетно).Если обозначим аа (/) и (<) (соответственно ряо и рЯ£) абсолют­но непрерывную и сингулярную части функции з (/) (соответственно рис (0), ТО функции
/ ։

°па(1) = У С^(х)Лв(л), ОЯ£(0 = уСл(х)«/зс(Х) И Зя։(0 = 
----- 30 -----*

։= У Сл (ле) е/з, (х),
очевидно, будет соответственно абсолютно непрерывной, непрерывной и сингулярной частями функции а„ (/).Из равенства (25), в силу леммы 1 ([1]), можно заключить, что почти везде на интервале Д^Л) (в) производные функций ряа (0 и 
апа (/) равны, следовательно, в силу произвольности в, абсолютно не­прерывные части этих функций отличаются лишь константой на интер­вале Д(,Л» = (Х<Л); ХЗД), т. е.

х •Рлл (X) = У О’ (О (0 +с (X), (26)
где Х£ и (Х(л>; Х<">1) = R1—и {Х<л>} и с (X) постоянна в каждом интер­ес) Ср)вале Д<,Л>.Так как
Рлл (— о՞

непрерывная функция ряд (X) удовлетворяет условию хI Сл (#) <ка ({:)— непрерывная функция на R1, то из
(26) следует, что с (Х)=0 и для любого X £ R1 имеет место равенство

Рлл (X) = X
У Ся (0 «). (26*)



200 P- 3, Мкртчян_______________========J_==Из (25), (26*) и аддитивности интеграла вытекает, чт0 имеет место равенство 'Rm [/.(), рЛ, )֊ /,(Х, а՜՜«)] =0 (27>
для любой точки kÇ ДР*), кроме счетного числа точек.Теперь уже из условия (27) и из того, что монотоннно возра­стающие функции pnj (f) и оЛ, (Z) сингулярны по мере Лебега, можно заключить, что в интервале ДЮ функции р« (0 и оЛ, (О отличаются друг от друга постоянной величиной. Доказательство этого факта бу дем проводить от противного. Пусть мера ans не является абсолют но непрерывной относительно меры рЛз, тогда (см., например, [ J, стр. 56) будем иметь = сл,։ + ал„, __ (28>где монотонно возрастающие функции аЛх, (7) и ans, (0 соответственно абсолютно непрерывная и сингулярная составляющие меры ° ns относи­тельно меры pnj. Очевидно, что

х°лъ(М= J ? (О d?ns (0+с, где к£ДЮ, (29)
и функция ans, сингулярна относительно мерырях = Рях — °лз, • (30)Тогда по теореме Лебега-Витали ([9], стр. 200) производная по систе­ме Витали* [9] = 0 (31)

daK,tна множестве F, полном по мере апз,.Так как функция a ns, сингулярна относительно меры Лебега, то в силу леммы 4 ([1]), не нарушая общности, можем сказать, что в любой точке F производная a'ns = + со. Тогда из условия (31) сразу следует, что в любой точке множества F производная (anJ, — рях)'= 4՜ 00 •Из (27), (28), (30) и аддитивности интеграла заключаем, чтоlim °лц — рях)==О (32)
t-»+0•в любой щочке, кроме счетного числа точек из R1.Теперь нам нужна следующая лемма, доказательство которой приведено в конце этого пункта.

состоящей на всевозможных замкнутых интервалов из R՝1.



О ядре спектра оператора 201Лемма 1. Если р (t) является функцией ограниченной вариа­
ции и в точке X производная р' (>•)= 4՜ °°, то существует после­
довательность — + 0 такая, чтоl»m J-n (X, Р)= + «>• 

'/I-+0Так как функция ans, — р„ имеет ограниченную вариацию и произ­водная (s«, — рл.)' ■= + о= на несчетном множестве F, то в силу лем­мы 1 получается противоречие с (32), откуда и следует, что в каждом интервале Д),Л) мера <зпз является абсолютно непрерывной относитель­но меры рЯ5, т. е. к(X) = у <р (0 d?ns (0 4- с (X), (33)
— ООгде с (X) постоянна в каждом интервале ДМ.Из (27), (33), в силу теоремы Радона-Никодима, получаемlim Л(Х, Рд,) [ 1 - Л ()՜’ = о (34)

■=-+<> I /-(х, Рлл) Jдля любой точки (кроме счетного числа).Так как функции рПз (0 сингулярны относительно меры Лебега, то в силу леммы 3 ([2]) заключаем, что первый сомножитель левой части равенства (34) стремится к 4֊оо на множестве F1 полной pnj ме­ры, следовательно второй множитель левой части равенства (34) стре­мится к нулю на множестве F± (кроме, может быть, счетного числа точек), поэтому из равенства (15) ([10]) заключаем, что <р (t) =1 почти везде по мере р„з- Теперь уже, в силу (33), получаем хрЛДХ)= ом(Х)+ с (X) = J G« (t) dos (0+ с (X), (35)
— ООгде XÇÆ1— и{Х(Л>} и с (X) постоянна в каждом интервале (Х^1), Х(">։). 

(р)Наконец, из непрерывности функции pnj(f) и a,(f) следует, что функция с (X) не зависит от X, а из условия ря, (— œ)=0 вытекает, что с (Х)=0. Итак, для любого X^Æ1 имеет место равенство
XР»,(Х)= у<7’(ОЛ,(0, (35*)

— ООсопоставление которого с (26*) доказывает справедливость равенства (24). Теперь докажем, что мера р и мера о эквивалентны. В самом де­ле, так как для любого п функция (/) отлична от нуля на каждом множес тве положительной ас-меры, то из (24) видно, что меры ряг и ас 
эквивалентны. Докажем, что меры рс и ас тоже эквивалентны. Пусть 



202 P- 3. Мкртчянмножество Е имеет положительную ас меру, т. е. ос (Е) >0» тогда ряс (Еу>0 для любого п, следовательно из того, что мера рс не слабее, чем мера Рле (т. е. из ряс(£)>О->рс (£)>0), легко заключаем, что мера ре не слабее ас. Для доказательства того, что зс, в свою очередь, не слабее рс, прежде всего заметим, что из сходимости ’ И^л к Vgsi » метрике Лар легко заключить, что для любого измеримого подмножества F lim рЛ (F) = 
=p’Af), а также;Ит ряе(Г) = ре (F), поэтому из (Л)>0 будет следовать, что Рле(Г)>0 для достаточно больших л, но поскольку ос и Ряс экви­валентны при всех л, будем иметь ос (F)>0, т. е. ое не слабее ре.Теперь уже из эквивалентности мер рс и ос заключаем, что су­ществует положительная на полной зе-мере функция (/) такая, чтох

р*м= J л (Зб>
— ООДокажем, наконец, что меры pd и ‘За тоже эквивалентны. Заме­няя целое л произвольным неотрицательным I как при доказательстве формулы (21), так и в фигурирующих в ней обозначениях, будем иметь формулу хPzrf (>՝)= J G? (?) d-зц (f). (37)
-• воПредположим теперь, что функция имеет разрыв в точке >-0, тогда из G'^ ()^) =£0 и формулы (37) получаем, что функция pzod имеет разрыв в той же точке но поскольку мера ра> очевидно, не слабее меры pz։<z, заключаем, что функция pd также имеет разрыв в точке Хо, а это означает, что р</ не слабее ad. Мы утверждаем, что найдется Z0>0 такое, что G2 ибо в противном случае имело бы местотождество <р (х, g (х)=0, которое очевидно невозможно.Теперь предположим, что в точке Хо рД\,+О) —pd (А—0)^>0; так как меры рпа сходятся к мере р</, то существует л0 такое, что ра,а (/֊о4_О) — — Рл<д (\) — 0)>0, поэтому, принимая во внимание (21), заключаем, что ad (\>4-0)— Od Р֊о—0)>0, т. е. od не слабее p<z, а значит они экви­валентны. Далее, аналогично предыдущему, существует положитель­ная на полной Od-мере функция /։ (?) такая, что имеет место равенство

х
PdW= J 7« (*) (П. (38)

—- -vВведем функцию f (t) , определенную на множестве полной з-ме- ры, которая совпадает с /2 (t) в точках разрыва а (?) и с /։ (?) в точ­ках ее непрерывности. Тогда из формул ‘(36) и t(38) следует, что для любого X Ç R1
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?(>֊) = ]7(0<&Ю» (39)

— «сгде функция / (/) отлична от нуля на множестве полной з-меры.Далее, из (39), применяя теорему Радона-Никодима, будем иметь
х

4) = Г-֊-</р(О, <39*)
У \ *•/ — оочто и доказывает эквивалентность мер з и р.Отметим, что во всех точках разрыва функции з ({) имеет место следующее соотношение:

(о=/»>«• (40)В самом деле, из (21), (38) и из того, что для любого Х^Л1Ига рп<* (Х) = 0՝)>будем иметь 
х х11Ш (* С2П (0 Лд(<) = [л (0 Л, «). (41)

«-*•“ л 3
---  ОО ---- ООТак как в равенстве (41) число X произвольно, то нетрудно видеть, что для любого борелевского множества Е имеет место равенствоИш Г С‘п (0 (0 = Г /2 (0 (кц (*)•

Е ЕВ частности, если вместо множества Е взять точку X, в которой функ­ция аа имеет разрыв, будем иметьИт Сл2 (X) [о, (Х+0)- (Х-0)] =/, (X) [а, (Х+0)- (Х-0)]>0.
Л-* воПереходим к доказательству леммы 1. Для этого нам понадо­бится следующаяЛемма 2. Если функция / (х) монотонно возрастает на ин­

тервале [а, 6] и на этом интервале функция р (х), имеющая ко* 
нечную вариацию, удовлетворяет условию р(х)<р(5) (сос,к- 
сетс;г.зен.чо р (6) ■֊'>? (х)), то имеет место неравенство

ь
р(х)</р(х)>/(а) (р(б)-р(а)] 

а

Ь
^соответственно /(х) </р (х)</(а) [р (6)—р (а)]^ •



204 Р. 3. МкртчянДоказательство. Используя формулу интегрирования по ча­стям в интеграле Лебега-Стильтьеса и условия леммы, можем написать 
ь ьС /(х)</р(х)=/(х)р(х) Ь- СР(х)^(х)>/(6)р(6)-/(«)֊Р(а)- 

V а J
а а֊ Р.(Ь) И (6) - / (а)] = / (а) [р (6) - Р (а)]•Аналогичным способом можем доказать справедливость утверждения этой леммы, которое написано в скобках. Таким образом, лемма 2 полностью доказана.Доказательство леммы 1 получается теперь следующим образом. Так как производная р'().) = +оо, то существует такое число 8^>0, что имеет место неравенствоР (О'СрОО, если *6(Х —8, X) 

и .р (Ор (X), если * € (х, х 4- 8). (42)Более того, легко показать, что существует последовательность тл -» 4՜ 0 такая, что для каждого п имеет место неравенствор (X—хЛ) > р (<), если I £ [Л— X — хя), (43)где хл < /^7 < 8.В силу аддитивности интеграла можем написать л„ (X, р)= }.п (X, I, р, ֊ оо, Х-/Ч7) 4- лл (X, 1, р, х-Л7, х-тл)+ + ]-.п (X, 1, Р, х-гя, Х)+/=л (>՝» 1> р. К Х8)4֊ЛЛ (>֊» 1. р>х + 8» °°)- (44) Покажем, что первое слагаемое правой части (44) ограничено по х. В самом деле, так как функция р (х) имеет конечную вариацию, то р (х) = рх (х) — р։ (х), где Рх и р, — монотонно возрастающие функции. Следовательно для каждого х можем написать следующее неравенство:Л О'» 1» р> — °°» )-СЛ(Х, 1, р։,— °°, х—х) ++ /- О'» !> Ра» ~ °°» >---- V ’ХР,(Х-]/У \ Рх (Х)4-р, (X)4- ? / ''' КТаким же образом можно доказать, что ограничено и пятое слагае­мое правой части (44); что же касается второго и четвертого слагае­мых, то легко видеть, что они неотрицательны. В самом деле, таккак подынтегральная функция 1(<-Х)Ч֊^ монотонно возрастает винтервале [X—ргхЛ, X—хл], то из условия (43) и леммы 2 будем иметьА (*, 1, Р, X - у х„, х-хл) > 21 • — [р (Х֊хл)-р (X-V тл)] > о« (Ихл)։4-тлдля любого хЛ.



О ядре спектра оператора 205Далее, используя лемму 2 и (42), легко видеть, что
— п 0 , 1, Р, >> + 8, >•) < [₽ (>•) ֊₽(>՝ + 8)] < 0,'л '■> Т -лследовательно четвертый член правой части (44) больше нуля для лю­бого 'л.Опять используя лемму 2 и (42), можем написать

}-.п 0, 1, Р, >֊-■'«, X) ■ ֊֊р [р (X)— р (Х-гл)]=^-р(Х)~р(Х~ЧГС ’'л Т 1л 2гс ТпСледовательно, в силу того, что производная р' (Х)= -{-оо, получается, что третий член правой части (44) стремится к + со, когда тя->- +0.Наконец, в силу сказанного выше о каждом члене правой части равенства (44), следует справедливость леммы 1.Замечание. Используя рассуждения этого пункта и формулу(1) ([Ю]), можно доказать следующее:1) участвующая в формуле (39) функция /(X) имеет вид/(Х) = Нш С’(Х)=С3(Х)
Л-*«»почти всюду по мере р;2) для изометрического оператора V (соответствующего опера­тору Штурма-Лиувилля) имеет место равенство

где
ОО *// (Х)= у (х, X) Л (х) dx.о2°. В этом пункте мы, опираясь на установленную выше эквива­лентность ри։, построим ядро спектра самосопряженного оператора Штурма-Лиувилля и получим несколько признаков лебеговости, чистой точечное՛™ и сингулярности его спектра.Прежде всего из (5) в силу леммы 5 ([1]) и леммы 4 ([2]) ясно, что функция <2 (X) Пт {— 1т т (X -|- й)} (45)
т-»+0определена и неотрицательна почти всюду как по мере Лебега, так и по мере а.Рассмотрим теперь множество<2(£) = (хе/?’, <2(Х)>0}

и докажем следующее основное.



206 P. 3. МкртчянПредложение 1. Множество Q (!) является ядром спектра 
оператора Штурма-Лиувилля*. fВ силу предложения 3 ([3]) достаточно доказать, что множество Q (Z.) имеет полную р-меру и что множество М = (Q (Л)\о ( ))U U (S* (L)\Q (£)) имеет нулевую лебеговскую меру.Из (5) и (45) получается, что

-1 («) 

К --+0 К J (t—— ООСогласно лемме 5 ([1]), множество Q (£) имеет полную з-меру, т. е. ° (/?J\Q (Z,)) =0. С другой стороны, из эквивалентности мер ■> и р множество Q (£) имеет полную р-меру, т. е. р (Q (£))-՜? (^ )•Теперь покажем, что множество М имеет нулевую лебеговскую меру. Предположив обратное, без нарушения общности, можем счи­тать, что mes (Q (£)\S* (£))^>0. Тогда из предложения 5 ([3]) сле­дует, что функция a (t) имеет абсолютно непрерывную часть, следо­вательно по лемме 2 ([2]) a (Q (£))\5* (£)>0, но поскольку меры а и р эквивалентны, то р (Q (L)\S* (L))^>0. Далее, из определения мно­жества 5* (£) следует, что на множестве Q (L)'\S* (L) функция Ф (л) или равна нулю или не определена, следовательно, учитывая лемму 5 ([!])/ приходим к противоречию. Таким образом, мы доказали, что симметрическая разность множеств Q (Z.) и -S* (Z) имеет нулевую ле­беговскую меру.Предложение 1 позволяет сделать некоторые заключения о ха­рактере спектра оператора Штурма-Лиувилля в терминах функции 
т (я) и в терминах множества Q (Z,), которые соответствуют общим критериям, приведенным в работах ([1], [2], [3]).Предложение 2. Чтобы непрерывный спектр оператора 
Штурма-Лиувилля был лебеговым на участке (a, P) cz А?1, доста­
точно, чтобы для любого X из этого участка (кроме, быть может, 
счетного их числа) существовал конечный предел lim (— Im т (X-j-ft)}.Предложение 3. Для того чтобы на участке (а, P) с R1 
не было ни одного собственного значения оператора L, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого XÇ (а, Р)Im т (X -f- Л) = о (—при т —► + 0. \ т /Предложение 4. Для того чтобы спектр оператора 
Штурма-Лиувилля был чисто точечным на участке (а, P) а: R1, 
достаточно, чтобы для любого XÇ (а, р)։ кроме, быть может, 
счетного их множества, имело место

Точнее говоря, Q (L) отличается от ядра на множество нулевой спектральной 
и лебеговской меры.



О ядре спектра оператора 207lim 1m {— т (>. + ft)] = 0.
•:-.+0Предложение 5. Для того чтобы спектр оператора L не 

содержал лебеговской части, необходимо и достаточно, чтобы mes Q (А) = 0 или, что то же самое, чтобы lim Im (—m (л+Л)} = О --+о
почти всюду по мере Лебега.Предложение 6. Для отсутствия непрерывной, части спек­
тра оператора Штурма-Лиувилля достаточно, чтобы ядро 
спектра Q (L) состояло из не более чем счетного множества точек.Предложение 7. Для отсутствия сингулярной части 
спектра оператора Штурма-Лиувилля достаточно, чтобы предел lim 1m {—т (X +/")) равнялся бесконечности в не более чем счет- 
т-»+0 
ном числе точек.Доказательство предложения 2 проводится следующим образом. Предположим, что спектральная функция р (t) имеет на участке (а, Р) сингулярную часть. Тогда, в силу эквивалентности мер р и а, функция о (t) также содержит сингулярную часть, следовательно, из (45), (46) и в силу леммы 3 ([2]) получается, что на множестве мощности кон­тинуум предел lim lm {— т (X + й)} =

т^ + 0Полученное противоречие означает, что на участке (а, Р) спектраль­ная мера р не может содержать сингулярную часть.Доказательство предложения 3. Пусть р (/)—непре­рывная функция. Тогда, в силу эквивалентности мер р и а, функция 
a (t) непрерывна, следовательно, из (45), (46) и’ леммы 3 ([1]) выте­кает необходимость условия предложения 3. Предположим теперь, что функция р (£) имеет точку разрыва Хо Ç (а, р), ктогда, в силу эквива­лентности мер р и а, функция <з (/) также разрывна в точке Xq, следо­вательно, по лемме 3 ([1]) получаем противоречие.Доказательство предложения 4. Пусть спектральная функция р (t) на участке (а, Р) имеет непрерывную часть, тогда a (t) тоже имеет непрерывную часть, следовательно, по лемме 5 ([1]) пре­дел lim Im {—/п(Х + Л)) отличен от нуля на множестве мощности кон- 

+0тинуум. Полученное противоречие означает, что спектральная мера р (/) чисто точечная в интервале (а, Р).Справедливость предложения 5 вытекает из предложения 1, предло­жения 3 ([3]), предложения 5 ([3]) и из эквивалентности мер аир.Доказательство предложения 6. По условию имеем
Q (X) = lim — Г —— = 0 ’-+° J (t~Х)։+^

— ООпри всех XÇ/?1, кроме счетного множества точек. Применяя предло­жение 4 ([3]) и леммы 2, 3 ([2]), получаем аа (t)—0 и as (t) =0. Отсю-



208 Р. 3. Мкртчянда и из эквивалентности мер аир следует, что мера р чисто точеч­ная. Доказательство предложения 7. Предположим, что в спектре содержится сингулярная часть, тогда по эквивалентности мер р и а функция о (?) тоже имеет сингулярную составляющую (<)^с0, следовательно, из (45), (46) и по лемме 3 ([2]) получаем, что предел Иш 1т {— т (X 4֊ н)) равняется бесконечности на множестве полной 1- +о о^-меры, что противоречит условию доказываемого предложения.Замечание. Совершенно ясно, что последние три предложения остаются справедливыми, если вместо R1 рассмотреть какой-либо ин­тервал («, Р)^/?1.3°. В этом пункте мы рассмотрим пример оператора Штурма- Лиувилля, показывающий в каких ситуациях применение предложения 4 может оказаться проще и эффективнее, чем построение самой спек՜ тральной меры.Пусть функция а0 (г) определена на интервале (— °о, +1] по формуле °о(о= з ֊6 ('-*₽*)>■'р< ։гДе ®—функция Хевисайда, а точки х* £ (0, 1) выбраны следующим, образом: = - Р~ 1 (* = 1, 2, 3, - .; р = 1, 2, 3,--, 2*-1),
а затем продолжены на всю ось У?1 с сохранением монотонности и так, чтобы функция

Г(х) = [ л (,)

1имела бы непрерывные производные до четвертого порядка.Легко доказать, что а' (<)=0, когда ^6(0, 1) и £=/=х*. В интер­вале (£ А, ^4֊А)с(0, 1) существует не более чем [2А-2*-1]4-1 точек вида х*։ где р—1, 2, ■ • 2*՜1. Обозначим через к (А) наименьшее це­лое число к такое, что в интервале (I—А, 4֊ А) находится хотя бы одна из точек вида х*. Очевидно, что А (А)-»֊}-со, если А-*+0. В си­лу того, что на интервале [0, 1] функция о (/), очевидно, чисто точеч­ная, а в точках вида х* (р = 1, 2,• • •, 2*՜1) имеет один и тот же раз­рыв, равный 
о

легко видеть, что имеет место неравенство
2 ±{[2А.2*-1}+1) д__________________2А2А
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из которого непосредственно следует наше утверждение.Пусть теперь оператор Штурма-Лиувилля 1^ таков, что ему со­ответствует именно построенная нами функция а = а0 (/), тогда легко проверить, что в этом случае выполняется достаточное условие пред­ложения 4. В самом деле, из (45), (46) и по лемме 1 ([1]) получается, что
Пт

-*-+о
1т [— т (X -Ь /■։)) = Пт т Г—— =д ’-+о Л*-Х)։-Н։если только X отлична от всех точек вида х*, которых очевидно лишь счетное множество.Таким образом, в тех случаях, когда оператору Ь соответствует такая функция а (£), разрывы которой расположены всюду плотно на некотором интервале Д, а предел Нт 1т {—т (Х֊Ь։Ч)} равен нулю 

х-+0везде в △, кроме счетного множества точек, то из предложения 4 не­посредственно следует полнота системы собственных функций в под­пространстве, соответствующем рассматриваемому интервалу △. Вме­сте с тем построение спектральной меры, например, по известной ([4], стр. 56) формуле х .
К (X) = Пт С {—1т т (и + ։Ч)) </и, (47)

Т-+0 J 
оможет представить значительные трудности.Что же касается тех случаев, когда потенциал д (х) таков, что функция а (<), соответствующая оператору £, не обладает абсолютно непрерывной составляющей в интервале Д, то обнаружение этого об­стоятельства посредством предложения 5 также может быть проще и эффективнее, чем построение самой спектральной меры, например, по формуле (47).В самом деле, в таких случаях для подынтегрального выраже­ния этой формулы очевидно не существует суммируемой мажоранты, что исключает возможность предельного перехода под знаком инте­грала, тогда как из предложения 5 следует, что в этих случаях соот­ветствующее заключение о характере спектра может быть сделано на основании лишь поведения функции 1т т (Х+гЧ) при т -» +0.Наконец, обратимся к тем случаям, когда соответствующий опе­ратор £ функции з (/) не имеет сингулярных составляющих в интер­вале А (например, » (0 = °о (0 4՜ 0 (0, где 0 (0 обладает конечной 



210 P. 3. Мкртчянпроизводной в каждой точке ££Д = [0, 1]). Здесь тоже обнаружение характера спектра посредством предложения 7 может оказаться про- Г ще и эффективнее, чем построение самой спектральной меры по фор­муле (47). Дело в том, что из-за наличия составляющей з0 (/) подын­тегральные выражения в этой формуле опять-таки не могут иметь сум­мируемой мажоранты, и поэтому для соответствующего заключения о характере спектра по формуле (47) необходимо построение самой спектральной меры, т. е. произвести интегрирование, а затем совер­шить предельный переход, тогда как в рассмотренном случае усло­вия предложения 7 очевидным образом выполняются.В заключение считаю приятным долгом выразить признатель­ность своему научному руководителю Р. А. Александряиу за постоян­ное внимание к работе.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 27.IV.f973

Ռ. я. ՄԿՐՏՋՅԱՆ. Շտուրմ-Լիուվիլի տիպի օպերատորի 
նայտանիշներ նրա սպեկտրի լեբեզյան կամ սինզուլյար

սպեկտրի կորիզի մասին, և մի շարք 
լինելու վերաբերյալ (ամփոփում)

Այս աշխատանքում դիտարկվում է

Ly = q(x)y - > 0 օօ
dx

y (0) = sin a, y' (0) = — cos a
Շտոլրմ-Լիուվփլի օպերատորի սպեկտրի կորիղըւ ՈՐԸ նկարագրված է

. 7 <*»(*)
m (z) = — ctg a -|- I --------

J z — t
— X

ֆւււեկցիայի տերմիններով։ Տրված է մի նոր ապացույց 0 (ք) և p (է) = g№ ֆունկցիա­
ներով ծնված չափերի էկվիվալենտ ութ չան մասին, որտեղ Լ օպերատորի միավորի
վերլուծությունն է, իսկ g-lf' նրա որևէ ծնիչ էլեմենտ է։

IT1 (z) ֆունկցիայի տերմիններով ստացված է մի չարք թեորեմներ Լ օպերատորի սպեկտրի 
լեբեգյան, սինգուլյար և զուտ կետային լինելու վերաբերյալ։

R. Z. MKRTCHIAN. On the nucleus of the Sturm-Liuville type operator, and 
some criterion* of lebe*quenes* or singularity of its spectrum (summary)

The nucleus of the spectrum of Sturm-Liuville operator

Ly^q(x)y- d֊֊ 0<x< + oo ar
y (0) = sin a, y' (0)= — cos a

-is considered. The nucleus is described in terms of the function
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z— t

A new proof of equivalence of measures generated by the functions i (f) and 
p (/) = g^ where Et is the decomposition of unity with respect to L, g is a cer­
tain generator is given.

, In terms of the function m (z) some new theorems on lebesqueness, singularity 
and pure pointwiseness of the spectrum of the operator L are obtained.
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Э. А. МИРЗАХАНЯН

ПОСТРОЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ГОМОТОПИЧЕСКИХ 
ГРУПП

В этой статье строятся абсолютные бесконечномерные гомото­
пические группы индекса д подмножеств вещественного сепарабель­
ного гильбертова пространства Н. Основой всех построений служит 
класс отображений Ко, построенный В. Г. Болтянским [1].

При этом определяются два подхода к определению гомотопи­
ческих групп. Первый подход (для несколько другого класса отобра­
жений, в общих чертах описан в заметке [2]) связан с выбором орто- 
нормированного базиса в гильбертовом пространстве Н. Второй под­
ход не связан с выбором базиса. Установленная ниже эквивалентность 
обоих подходов показывает независимость, в первом подходе, по­
строенных гомотопических групп от выбора базиса. Здесь дается под­
робное изложение результатов заметки [3].

Пусть а = [е1, е։,•••, еЛ,- - -)—некоторый ортонормированный ба­
зис пространства Н. Через 5а, обозначим линейный оператор (с нор­
мой 1), определяемый соотношениями

5о(в1)=0, 5а (ея) — е„-1 при п>1.
Таким образом, для любого элемента х = + ••• + Вяея +•■ • -£Н мы
имеем

5а (х) = е, 5а (ех) + С։5а (в։)+ • • • ֊Н„ 5а (вл) + • • • =
~ '։ е1 + Чеа + • • ■ + Ви+1 ея + • • • .

Мы будем также рассматривать степени оператора 5։. Именно сте­
пень 5* оператора 5» представляет собой линейный оператор (с нор­
мой 1), удовлетворяющий соотношениям 5* (е/ )= 0 При г =1, 2, • • •, к;

(ея) = ея_* при п > к. Таким образом, для любого элемента 
х = 51е!+^։ е։ Ч------ 1- ВяеяЧ-----£Н мы имеем

V (х) = 5; (в1)+ В, 5; (е։)+ • • • -Ня 5* (ея)+ • • • = ’

= В*+1 ех + В*+2 е։Ч------ 1- Вя+* е„= • • •.
Далее, через Т„ мы обозначим линейный оператор (с нормой 1), 

определяемый соотношением Т„ (еп)= ея+1 (п=1, 2,- • ■). Его к-ля сте­
пень удовлетворяет соотношению Г* (еЛ)= ея+* (п=1, 2,• • •). Та­
ким образом, для любого элемента х = + В։е։Ч------ Ня еЛ4- • • • (~Н
имеем
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Т* (х) = I, Г* (е։) + ?։ Т* (е։)+ • • ■ + \п Т* (ея)+ • • • =

= е*+1 ֊г е*+зН— • 4՜ 5а ея+*+ • • •.
Из приведенных равенств непосредственно вытекает, что опера­

торы Та и удовлетворяют следующим соотношениям:
•$£ с ?’* = £, (1)

(Тк о 5?) (ея) = (° прип<^ 
1ея при п^> к.

Иными словами, 5* с Т* есть тождественный оператор, но Тк о 5* 
тождественным оператором не является, а представляет собой орто­
гональную проекцию пространства Н на ортогональное дополнение 
подпространства £* (натянутого на векторы е1։•••, е*). Из этого ясно, 
что отображение Тк о // ֊> Н принадлежит классу Ко. Мы видим, 
что Тк является правым обратным оператором для 5*, но левым об­
ратным не является.

Пусть теперь С — произвольное открытое множество простран­
ства Н. Условимся говорить, что отображение /: С-* Н принадлежит 
классу Ку (д^-0), если его можно представить в виде / = о Тчя , 
где отображение <р определено на Тча (С) и принадлежит классу Ко, 
Далее условимся говорить, что отображение /: б ->Н принадлежит 
классу 7^՜՜’) (д^-0), если его можно представить в виде /: 5’ о <р, где 
<?: б -> Н принадлежит классу Ко. Таким образом, класс отображений 

определен для любого целого д.
Предложение 1. При д>0 отображение / в том и только 

том случае принадлежит классу Ку, если / о Зча^К0. При д < 0 
отображение / в том и только том случае принадлежит классу 
Ку, если Т֊о0/^К0.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай д>0. Пусть 
/£££’>, т. е. /== ® о 7՜’, где отображение <р определено на Г? (б) и 
принадлежит классу Ко. Тогда

/ о 5’ = (<? о 7’’) о 5« = о (Т» о £«).

Но отображение <р и 7’’ о 5’ оба принадлежат классу Ко, а потому и 
их композиция, т. е. отображение / о 5’ принадлежит классу Ко.

Обратно, пусть отображение / обладает тем свойством, что 
/ ° € Ко (где по-прежнему, д>0). Обозначим это отображение через
<р, т. е. <р = / о 5’ £ Ко.

Пусть б—область определения отображения /. Тогда для любой 
точки х Тча (б) мы имеем (в силу (1))

5’ (х)€ 5’(Г?(б))=£(б) = б,

409—3
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и потому определена точка /(5’ (х))=(^ ֊ -5’)(х)~ ? (х), т. е. точка 
х принадлежит области определения отображения ®. Мы видим, что 
отображение <? определено на множестве Г’(С). Далее, фо 7^ = 
= (/о5’)о Г’ = /о(5’о7֊’)=/(см. (1)), а это и означает, что

Рассмотрим теперь случай д<:0. Пусть т- е- /=*$а ’ ° ?»
где ф: С -» Н принадлежит классу Ко. Тогда имеем

у՝-? о /— Т՜4 (5~ч о ф) = (Т՜4 о 50 ч) о ®.
Но отображения Т՜^4 о З՜4 и ф оба принадлежат классу Ко, а потому и 
их композиция, т. е. отображение Т~ч о / принадлежит классу Ко.

Обратно, пусть отображение / обладает тем свойством, что 
Т-ч о /^0 (где, по-прежнему, д СО). Обозначим это отображение че­
рез ф, т. е. ф = Т~ч о Тогда область определения отображения 
ф совпадает с областью определения С отображения /. Далее

З-ч оф = о{Т~ч о/) = (57’° г7’) °!= =/ <см- С1))»
а это и означает, что / £ К^.

Предложение 1 доказано полностью.
Отметим, что при д=/=0 указание базиса а в обозначении класса 

отображений существенно: для разных базисов з эти классы 
отображений (при одном и том же д=^=0) могут не совпадать. Рассмот­
рим этот вопрос подробнее. Прежде всего заметим, что, согласно оп­
ределению, мы имеем: Тча £ при ? >0 и 5“? £ при ՛ д0. 
Следовательно, для того чтобы классы и совпадали, необ­
ходимо чтобы при д>0 были выполнены включения 7’^ Тч,£К[ч\ 
а при д<^0 были выполнены включения 5՜’ £ 3՜,4 С В силу
предложения 1 эти необходимые условия можно записать в виде

при <7>0;

?7’ Ео, ° *^7’ £ Ео при д <0.
Иными словами, для того чтобы классы отображений и сов­
падали, необходимо выполнение условия

где п = |д|. (2)
Легко видеть, что это необходимое условие является и достаточным. 
Действительно, рассмотрим для примера случай д>0 (случай д<^0 
аналогичен). Если то, согласно предложению 1, /о5’£ Ко.
Учитывая соотношение (2), получаем, что отображение .

(/о5’)о (7’« о 5’,) =/о (5« о 7’’) о 5’, = /о 5’,

(см. (1)) также принадлежит классу Кй. Но это означает, в силу пред­
ложения 1, что Итак, если то, при выполнении уело-
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вия (2), Т։ е֊ с Аналогично устанавливается и об-
> ратное включение Кфс.К<р. (Заметим, что условие (2) симметрично 

относительно а и з'). Таким образом, при выполнении условия (2) 
классы и совпадают.

Тем самым доказано
Предложение 2. Для совпадения классов и необ­

ходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие (2).
Рассмотрим пример. Пусть ° = {е1։ е2, • • •, е„, • • •} — некоторый 

ортонормированный базис в Н. Определим последовательность векто­
ров 1՛ ={бр е2, • • •, е'п, • • •) следующим ебразом:

' _ / «*(*-։)+։ при I = к (£+1), к =1, 2,- • в/ — <
I в/+1 — в остальных случаях.

Легко проверить, что а' также представляет собой ортонормирован­
ный базис, так как в последовательности з' встречаются все векторы 
базиса о (без повторения), только в другом порядке. Возьмем теперь 
произвольное целое <7=^=0. Тогда при любом к > п (где п =|д|) мы 
имеем (учитывая, что п=^=0)

(Т՝՞ ° *$а-)(ел (*+!)+«+! ) = (Г«о 5")(е/*(*+1)+л ) =

= (еА( *+։)) = Т" (е* (*-։)+։ ) “ е* (>-։) + и +։•

Так как, очевидно, к (к + 1) + п 4՜ 1 4= к (к—1)+п-|-1, то отображе­
ние Г" о 5", переводит вектор е* (*+1>+ п +1 в ортогональный ему век­
тор. Итак, как угодно далеко в последовательности а найдутся еди­
ничные векторы, которые переводятся отображением Г" о 5՞, в орто­
гональные им единичные векторы, и потому 7*՞’© 5"ДКО. Иначе гово­
ря, условие (2) не выполнено, и потому классы отображений и 

для рассматриваемых базисов а, а' не совпадают (ни при каком. 
?¥=0).

Перейдем теперь к определению гомотопических групп. Через 3 
всюду в дальнейшем будет обозначаться единичный шар простран­
ства Н (т. е. множество всех элементов х£Н, для которых 
Пусть х£Н. Отображение /: Н-*Н мы условимся называть сфероидом 
индекса д в точке х0, если оно обладает следующими двумя свой­
ствами:

1) отображение / принадлежит классу

2) <(Н\Е)=х0.

Заметим, что при определении сфероидов базис а = (е1։ е։, •••, еп, • • - 
предполагается фиксированным.

Введем теперь операцию сложения сфероидов. Пусть /, § — два 
сфероида индекса д в точке х0^Н.

Положим
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* (,;_[/(2*+«.> "Р» “֊<» (3)
(а (2х — в}) при хег > и.

Мы докажем сейчас, что отображение К՝.Н—*Н также является сфе­
роидом индекса д в точке х0; этот сфероид А называется суммой 
сфероидов / и # и обозначается через / 4֊

В самом деле, рассмотрим д^О. В этом случае отображения 
?=/о5’, ф = #о 5’ принадлежат классу Ко (см. предложение 1). 
Обозначим через Г—։, Го, Гх гиперплоскости, определяемые соот­
ветственно уравнениями хег=—1, хе1 = 0, хех =1. Для точек х^Г0 
мы имеем: (2х 4՜ ех) ех = 1, (2х — 61) ег = — 1, т. е. 2х + е1^ Гх, 2х 
—е^Г—1|. Но в силу определения сфероидов выполнены соотношения 
/ (Гх) ~ х0, а (Г_։) = х0 (поскольку внутренность шара 2 не пересека­
ется с гиперплоскостями Г—ци Г։). Следовательно, при х£Г0 мы имеем 
/(2х + ех)£/(Гх) = х0, # (2х — ех) (Г-։|) = х0, т. е. / (2х + ех) = 
= 8 (2х — е։) = х0. Мы видим, что две строки определения (3) со­
гласованы на гиперплоскости Гв, по обе стороны которой отображение 
А (х) определяется по-разному. Следовательно, отображение А: Н-* Н 
непрерывно. Далее

(А о 52)(х)=

_ Г/ (2 5’ (х) + ех)= / (5; (2х + е?+0) = <Р (2х+е?+1) при 5? (х) ех<0, 
~ и (2£’ (х)—в1)= 8 (5’ (2х — е,+1)) =ф (2х-е?+։) при 5’ (х) ех>0.

Иначе говоря
(Ао5») (х) = |<Р <2х + е’+') ПрИ хе»+։<0’ 

I ф (2х — еь+ч) при хеч+\ > 0.
Отображение х —» 2х + е7+։ пространства Н на себя, очевидно, при­
надлежит классу Ко (и имеем в любой точке терминальную производ­
ную, равную 2). Так как <Р^А0> то отображение х-»<? (2x4-07+։) также 
принадлежит классу Ао. Точно так же, принадлежит классу Ко и ото­
бражение х -» ф (2х — е7+1). Из этого следует, что в каждой точке х, 
удовлетворяющей условию хе7+1=/=0, отображение А о 5’удовлетворяет 
условиям, указанным в определении класса Ко (см. .[1]). Если же 
хв7+1 = 0, то оба отображения х -»<р (2х + е?+։), х -» ф (2х—е9+1) 
имеют в точке х терминальную производную, равную нулю. Следо­
вательно, и в точках х, удовлетворяющих условию хе7+։ = 0, отобра­
жение А о 5’ удовлетворяет условиям, указанным в определении клас­
са Ко, причем в этих точках отображение А о 5’ имеет терминальную 
производную, равную нулю. Тем самым доказано, что А о Ка и 
потому, в силу предложения 1, отображение А принадлежит классу

(Мы провели доказательство этого факта для д>0, в случае 
д<0 рассуждения аналогичны).
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Итак, т. е. отображение А удовлетворяет условию 1),
указанному в определении сфероида. Второе условие, т. е. А(//\Е) = 
= х0 проверяется непосредственно. Таким образом, h есть сфероид 
индекса q в точке х0, чем и завершается обоснование определения 
сложения сфероидов.

Пусть X—произвольное подмножество гильбертова пространства 
Н и х0 — фиксированная точка множества X. Если сфероид /: Н—*Н 
индекса q в точке х0 обладает тем свойством, что f (Н) сХ, то мы 
будем его называть сфероидом индекса q множества Хв точке х0- Ясно, 
что сумма двух сфероидов индекса q множества X в точке х0 снова 
является сфероидом индекса q множества X в точке х0.

Для завершения построения бесконечномерных гомотопических 
групп остается определить понятие гомотопности двух сфероидов 
индекса q множества X в точке х0. Обозначим через R числовую пря­
мую, а через /—отрезок [0, 1]. Прямое произведение бу­
дем рассматривать как гильбертово пространство, считая для двух 
элементов (t, х), (б, х') пространства Н* = RX.H их скалярное произ­
ведение равным ft' + хх՛. Если обозначить вектор (1,0)£/7* через е0, 
то (при указанном определении скалярного произведения) последова­
тельность а* = (е0, е1» •••> еЛ,•••) будет ортонормированиям базисом 
пространства Н* (где о=(е1։ es,•••, еп, •••)—тот фиксированный ба" 
зис, который использовался при рассмотрении сфероидов). По отно­
шению к пространству Н* исходное пространство Н является гипер­
плоскостью (ортогональной вектору е0). Мы будем рассматривать по­
лосу (/X/7) <=//*•

Отображение Ф: /Х/7->-/7мы будем назьцзать гомотопией сфе­
роидов индекса q в точке х0, если оно, во-первых, принадлежит клас­
су и, во-вторых, для любого t£I отображение Ф/: Н -»Н, опре­
деляемое равенством Ф/(х)=Ф (/, х), х£Н является сфероидом индек­
са q в точке х0£Н. Если при этом Фо=/ и Ф1=£, то мы будем гово­
рить, что гомотопия Ф соединяет сфероиды f и g. Два сфероида /, g 
индекса q множества X в точке х0 называются гомотопными между 
собой в X, если существует такая гомотопия Ф: ГХН-+Н, индекса q в 
точке х0, соединяющая fug, что Ф (/Х//)сЛГ. Гомотопность сферои­
дов будем отмечать записью f'—’g.

Предложение 3. Пусть X—произвольное множество про­
странства Н и х£Х. Отношение гомотопности сфероидов индек­
са q множества X в точке х0 (рассматриваются гомотопии во 
множестве X) рефлексивно, симметрично и транзитивно. Если S 
означает постоянный сфероид (т. е. 0 (//) = х0), то для
любого сфероида f. Далее, f 4- g — g + f для любых двух сферои­
дов f> g- Наконец, если сфероиды fug симметричны относитель­
но гиперплоскости Го, определяемой уравнением хех = О (т. е. 
f (х) = g (уУ) при выполнении условий х 4֊ у£Г0, х—^J_F0), то 
f+g~9-



218 Э. А. Мирзаханян

Доказательство. Установим последнее утверждение. Пусть 
сфероиды / и g симметричны. Положим

ФО H=M(2x+(1-2°e1) пРихе1<0։ '' (4)
2 1g (2х—(1—20в1) при хе։>0,

где х$Н. t^I. Мы получаем по этой формуле отображение Ф: 1ХН~^Н. 
В силу симметричности сфероидов / и g обе строки определения (4) 
согласованы при х£Г0 (т. е. при хе1=0), и потому отображение Ф 
непрерывно. Далее, определив отображение 9г.Н-*Н формулой 
Ф( (х) = Ф {t, х), мы легко найдем, что Ф/ (//\S) — хо> т. е. Ф/ есть 
сфероид при любом (причем из того, что f и g сфероиды индекса 
q, легко вытекает, так же как и при рассмотрении формулы (3), что 
Ф£А£Л, Остается заметить, что Фо=/+Я> = Этим го>
мотопия / 4֊ g~0 установлена.

Докажем предпоследнее утверждение предложения 3. С этой 
целью для любых двух сфероидов /, g положим
ф л _ (/ (2-х 4՜ «1 cos 4֊ е։ sin я£) при х (ех cos r.f 4֊ е, sin я/) -СО, 

1 g (2х — Ci cos я/ — е9 sin nt) при х (ej cos я/ 4՜ е։ sin я/) > 0.
Как и прежде, это отображение является гомотопией сфероидов. Да­
лее, определив сфероиды Ф/ Н-> Н формулой Ф/(х)=Ф (t, х), мы 
найдем, что сфероид Фо определяется формулой

ф = f/(2x4-ei) при хвхСО, 
° lg (2х — е։) при хег>0,

а сфероид Фх—формулой
л - 1/(2* —ех) при хех>0, 

g (2х 4՜ Ci) при хв1 < 0.
Иначе говоря, Фо=/4-Я, Ф1 = £ +/> и потому построенное отобра­
жение Ф: /X Н—*Н устанавливает гомотопию /4~Я~£4՜/-

Докажем второе утверждение предложения. Пусть /—произволь­
ный сфероид. Положим

Ф «, х) =/((14- <)х + ^), 1^1, х^Н. ■ 
Непосредственно проверяется, что это отображение Ф: ГХН-*Н уста­
навливает гомотопность / ~_/ 4՜ ® предложения.

Наконец, первое утверждение устанавливается дословно так же 
как и в случае »конечномерных" (т. е. обычных) гомотопических групп. 
Итак, предложение 3 доказано.

В силу предложения 3 все сфероиды индекса д множества X в 
точке х0 разбиваются на классы гомотопности. Множество всех этих 
классов мы обозначим через П’ (Х‘, х0). Введенное выше сложение 
сфероидов определяет сложение гомотопических классов (по предста­
вителям). Относительно определенной таким образом операции ело- 
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жения множество П’ (X; х0) оказывается коммутативной группой. В 
самом деле, коммутативность сложения вытекает из предпоследнего 
утверждения предложения 3. Ассоциативность устанавливается анало­
гично тому, как это делается в случае „конечномерных“ групп (т. е. 
построением гомотопии Ф, как это несколько раз мы делали при до­
казательстве предложения 3). Далее, из второго утверждения пред­
ложения 3 вытекает, что гомотопический класс, содержащий сфероид 
0, является нулевым элементом (для сложения в множестве П’ (X, х0)). 
Наконец, если а—произвольный элемент множества П’ (X, х0) и /— 
произвольный сфероид класса а, то обозначив через § симметричный 
ему сфероид, а через 0—гомотопический класс сфероида §, мы найдем 
(в силу последнего утверждения предложения 3), что а 4-0=0, т. е. 
0—противоположный элемент для а. Тем самым доказано, что П’ (А, х0) 
есть (относительно введенной операции сложения) коммутативная 
группа. Эту группу мы и назовем бесконечномерной гомотопической 
группой индекса д множества X в точке х0. Группа П’ (X, х0) опре­
делена для любого целого д (положительного, отрицательного или рав­
ного нулю). Заметим, что в процессе всего построения группы П“(.Х, х0) 
базис а= (е։, е2,• • •, ея,• • •) пространства Н предполагался фиксиро­
ванным. Независимость группы П’ (X, х0) от выбора базиса а требует 
специального доказательства, которое мы проведем ниже (при описа­
нии второго подхода к определению бесконечномерных гомотопических 
групп). Таков первый подход к построению бесконечномерных групп.

Перейдем к описанию второго подхода. Подпространство А 
гильбертова пространства Н будем называть подпространством де­
фекта д, если ортогональное дополнение к Л* (в пространстве Н) 
имеет размерность д. Здесь д может быть нулем или любым нату­
ральным числом. Нам, однако, понадобится ввести понятие подпро­
странства дефекта див том случае, если д будет отрицательным чи­
слом. Именно, если д= — п, где п—натуральное число, то А мы бу­
дем называть (по отношению к Н) подпространством дефекта д, если 
А является гильбертовым пространством, содержащим Н в качестве 
своего подпространства дефекта п= —д.

Дадим теперь определение класса отображений К', где д — про­
извольное целое число. При д=0 мы определим как множество всех 
отображений/: Н-*Н, принадлежащих классу Ко. Если д^>0, то под 
А՜ мы будем понимать множество всех отображений /: А—*Н, при­
надлежащих классу Кй, где А с. Н—некоторое подпространство де­
фекта д. Наконец, при д < 0 под К’ч мы будем понимать множество 
всех отображений /-.А-^Н, принадлежащих в .гильбертовом простран­
стве А классу К^, где А^Н—некоторое подпространство дефекта д

Пусть А -подпространство гильбертова пространства Н, имею­
щее конечный дефект д (положительный, отрицательный или равный 
нулю). Пусть, далее, Ед— единичный шар подпространства А и хв — 
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некоторая точка пространства Н. Отображение /: А—*Н класса Кч мы 
будем называть сфероидом индекса д в точке х0, если / (Л\-а) — х0.

Определим теперь сумму двух сфероидов /, § индекса <7, опре­
деленных на одном и том же подпространстве А пространства //(имею­
щем дефект д). С этой целью выберем в А произвольный единичный 
вектор а и положим

Ь(х) = |/(2ж + а) при ха<0, х£А, 
1 а (2х — а) при ха 0, х £ А 

(ср. (3)). Так же как и при первом подходе к определению бесконеч­
номерных гомотопических групп доказывается, что отображение 
А: А—* Н, определенное этой формулой, является сфероидом индекса 
д в точке х0. Этот сфероид мы будем называть суммой сфероидов / 
и £ и будем обозначать его через /+#. Заметим, что это определе­
ние суммы сфероидов предполагает, что фиксировано подпространство 
А дефекта д (на котором заданы оба сфероида /, и, кроме того, 
фиксирован единичный вектор а£А. Вопрос о независимости наших 
построений от выбора этих элементов мы рассмотрим ниже.

Определим теперь понятие гомотопности двух сфероидов. Пусть 
/, § :А->Н— два сфероида индекса д в точке х£Н, определенные на 
одном и том же подпространстве А дефекта Ц. Обозначим, как и вы­
ше, через R числовую прямую, а через /—отрезок [0,1]. Прямое про­
изведение А' = R X А можно рассматривать как гильбертово про­
странство, для которого А является подпространством дефекта 1. По 
отношению к исходному пространству Н пространство А' можно рас­
сматривать как подпространство дефекта д—1 (для этого в случае 

следует за R принять любую содержащуюсяв Н прямую, прохо­
дящую через нуль и ортогональную подпространству А с//). Отображе­
ние Ф : 1X А -* Н мы будем называть гомотопией сфероидов, если оно 
принадлежит классу Хо (в гильбертовом пространстве А' II Н) и, кро­
ме того, для любого /£/ отображение Ф/: А ֊> Н, определяемое равен­
ством Ф/(х)= Ф (£, х), х£А является сфероидом индекса д в точке 
х0£Н. Если при этом Фо=/ и Ф1= то мы будем говорить, что го­
мотопия Ф соединяет сфероиды / и #. Два сфероида,- которые мож; 
но соединить гомотопией, называются гомотопными между собой.

Теперь мы можем доказать, что, с точностью до гомотоп­
ности, сумма сфероидов не зависит от выбора единичного вектора 
а £ А. В самом деле, пусть /, А —♦ Н— два сфероида индекса д в 
точке х0, определенные на одном и том же подпространстве А де­
фекта д. Пусть, далее, а и Ь—два произвольных единичных вектора 
подпространства А. Обозначим через <р угол между этими векторами 
(0 <р к). Далее, через с £ А обозначим такой единичный вектор, 
лежащий с векторами а и Ь в одной (двумерной) плоскости, что а_1_с 
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и угол между векторами Ь и с не превосходит — . Тогда поворот 

вектора а на угол <р в направлении от вектора а к с переводит а в 
вектор Ь. Положим теперь

_ f / (2х + а cos ф f + с sin of) при х (a cos <?£ + с sin ?t) -С О, 
I g (2х — a cos ot — с sin <?f) при х (a cos of + с sin of) 0.

Мы получаем непрерывное отображение Ф : 1У.А—*Н, являющееся го­
мотопией сфероидов (ср. конец доказательства предложения 3). Опре­
делим сфероиды Ф/: А-*Н формулой Ф«,(х) = Ф (t, х). Тогда построен­
ная гомотопия Ф соединяет сфероиды Фо и Ф1։ причем как легко ви­
деть, Фо есть сумма / +£, вычисленная с использованием вектора а£А, 
а сфероид Фх есть сумма /+я> вычисленная с использованием векто­
ра Ь£А. Тем самым независимость, с точностью до гомотопности, 
суммы f+g от выбора вектора а£А установлена. Если сфероид 
/ : А -* Н индекса q в точке х8 обладает тем свойством, что f (А)с.Х, 
где X — некоторое подмножество пространства Н, то мы будем его 
называть сфероидом индекса q множества X в точке х0.

Предложение 4. Пусть X—произвольное множество про­
странства Н и х&Х. Пусть, далее, А — фиксированное подпро­
странство дефекта q пространства Н. Отношение гомотопности 
сфероидов f: А-^*Н индекса q множества X в точке х0 (рассматри­
ваются гомотопии в множестве X, т. е. такие, что Ф (/X А)сХ) 
рефлексивно, симметрично и транзитивно. Если 0 означает по­
стоянный сфероид (т. е. 0 (А)=х0), то для любого сферо­
ида f. Далее, f + g — g+f для любых сфероидов f, g. Наконец, 
если сфероиды fug симметричны относительно гиперплоскости 
Го подпространства А, определяемой уравнением ха — 0, то 
f+g~e.

Доказательство полностью повторяет доказательство предложе­
ния 3 (с очевидными изменениями), и мы его не приводим.

Наконец, перейдем к определению бесконечномерных гомотопи­
ческих групп. Пусть X— произвольное подмножество гильбертова про­
странства Н и х0—фиксированная точка множества X. Пусть далее 
А—фиксированное подпространство дефекта q пространства Н. Со­
гласно предложению 4, отношение гомотопности сфероидов индекса q 
множества X в точке х0 рефлексивно, симметрично и транзитивно, 
благодаря чему все сфероиды индекса q множества X в точке х0 раз­
биваются на классы гомотопности. Множество всех этих классов мы 
обозначим через (X, х0). Введенное выше сложение сфероидов 
определяет сложение гомотопических классов (по представителям). 
Относительно определяемой таким образом операции сложения мно­
жество П'1 (X, х0) оказывается коммутативной группой—это уста­
навливается на основании предложения 4 так же, как и при первом 
подходе (на основании предложения 3) построена группа П° (X, х0).
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Группу (X, х0) мы и назовем (при рассматриваемом втором под­
ходе) бесконечномерной гомотопической группой индекса д множества 
X в точке х0.

Из сказанного видно, что построение гомотопической группы 
П*(Х, х0) зависит при таком подходе от одного элемента произвола, 
а именно, от выбора фиксированного подпространства А индекса д.

Предложение 5. С точностью до изоморфизма, группа 
(X, х0) не зависит от выбора подпространства А дефекта д.
Доказательство. Пусть А± и А3—два подпространства де­

фекта д пространства Н. Тогда существует линейное обратимое ото­
бражение <?: А^А.,, принадлежащее классу Ко. В самом деле, если 
д<Ю, то мы построим произвольный ортонормировапный базис о (ех, 
•••> е„,-• пространства Н, а затем дополним его векторами а։, ••• 
•••, а|?| до ортонормированного базиса подпространства Аг и векто­
рами Ь1։•••, до ортонормированного базиса подпространства Аа.
Линейное отображение ®: Аг—*Д2, определяемое соотношениями

<р (е/) = е/, 1 = 1, 2, • • ■; <р (а/) = Ь}-, / -■ 1, 2,- • |?1>
является в этом случае искомым. Если же д^>0, то пересечение 
Дх Г) Аа является в Н подпространством конечного (положительного) 
дефекта д + з (где з>0). Выберем в Д1Г)Д։ произвольный ортонор- 
мированный базис (Ь1։ Ьг,---,ЬЯ) и дополним его векторами 
с1։ •••, с3 до ортонормированного базиса подпространства Дх—и век­
торами б1г • • •, бз до ортонормированного базиса подпространства Аг. 
Линейное отображение <р: А1-»А2, определяемое соотношениями

<Р (Ь։)= Ь1г 1 = 1, 2,- • •; <Р (с7) = у = 1, 2, • • •, а,

является искомым в рассматриваемом случае.
Итак, существует линейное обратимое отображение <?: Дх -» А։, 

принадлежащее классу Хо. Фиксируем такое отображение и условимся 
два сфероида /1:А1 —>Н, А2-*֊Н считать эквивалентными, если 
А = А ° ?• Этим устанавливается (в силу обратимости отображения <р) 
взаимно однозначное соответствие между сфероидами /х: А-у—^Н и сфе­
роидами А2-*Н (индекса д). Непосредственно проверяется, что при 
переходе к гомотопическим классам это соответствие превращается в 
изоморфизм бесконечномерных гомотопических групп П^<(Х, х0) и 
^?։(Х х0), построенных с помощью подпространства А1 и А2. Таким 
образом, предложение 5 доказано.

Этим и завершается построение бесконечномерных гомотопиче­
ских групп при втором подходе.

Рассмотрим теперь вопрос о связи первого и второго подходов 
к построению бесконечномерных гомотопических групп. Мы докажем, 
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что оба рассмотренных подхода равносильны, т. е. приводят к изо­
морфным между собой группам П? (X, х0). В частности, из этих рас­
смотрений будет вытекать, что группы П’ (X, х0), построенные при 
первом подходе, в действительности, не зависят (с точностью до изо­
морфизма) от выбора базиса а. При обсуждении этих вопросов мы 
будем говорить о сфероидах первого или второго типа (в соответ­
ствии с тем, какой подход к построению гомотопических групп рас­
сматривается), о гомотопических группах первого или второго типа 
и т. д.

Предложение 6. Оба рассмотренных подхода к определе­
нию бесконечномерных гомотопических групп равносильны, т. е. 
группа (X, х0), построенная при втором подходе, изоморфна 
группе П® (X, х,), построенной, при первом подходе (при любом 
выборе базиса а и подпространства А дефекта у). Отсюда, в ча­
стности, следует, что группы П® (X, х0), построенные для раз­
личных базисов о, изоморфны между собой.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай д ^>0. Пусть 
а— произвольный ортонормированный базис пространства Н. Обозна­
чим через Ьд подпространство, натянутое на первые д векторов этого 
базиса, а через- А—ортогональное дополнение (ЬН) подпространства 
Ьч. Тогда А есть подпространство дефекта д в Н.

Докажем, что группы П® (X, х0) и (X, х0) изоморфны (здесь 
X а. Н— произвольное множество и х0—точка множества X). С этой 
целью мы рассмотрим произвольный сфероид /: Н--Н первого типа 
индекса д множества X в точке х0 и обозначим через А (/) отображе­
ние А (/)=/о Хчв՛. А-*Н. Так как, по определению сфероидов первого 
типа, отображение / принадлежит классу то, в силу предложе­
ния 1, отображение Д(/) = /о>$£ принадлежит классу Ко и, следова­
тельно (так как это отображение имеет вид А-*Н) оно принадлежит 
классу К‘. Далее, так как отображение очевидно, отображает 
изометрично единичный шар Ед подпространства А на единичный шар 
2 пространства Н, то

А (/) (А \ Ед) = / (5? (А\Ед)) = / (Я\Е) = х0.

Таким образом, А (/) есть сфероид второго типа индекса д множе­
ства X в точке х0. Мы получаем таким образом соответствие /-»Д (/) 
между сфероидами первого и второго типов.

Обратно, пусть а: А—Н—произвольный сфероид второго типа 
индекса д множества X в точке х0. Обозначим через В (§) отображе­
ние В (§) Н. Так как §£К0, то в силу определения
класса К£> отображение В^) = go принадлежит этому классу. 
Далее

в (я)(Я\2)= 8 (Т< (Я\Е)) = г (Д\ЕЛ) = х0. 



224 Э. А. Мирзаханян

Таким образом, В (g) есть сфероид первого типа индекса q множе­
ства X в точке х0. Мы получаем таким образом соответствие g~>B(g) 
между сфероидами второго и первого типа.

Непосредственно проверяется (в силу формул (1))» чт0 отобра 
жения А и В взаимно обратны, т. е. А (В (g)) = g для любого сфе­
роида g второго типа и В (А (/)) = / для любого сфероида f первого 
типа. Непосредственно проверяется также, что если за вектор а в 
определении суммы сфероидов второго типа принять вектор 
то будут справедливы соотношения

а (А+А) = А (А) + а (А), в (gl + g2)= в (gl) + в (gt),

где /1։ А —произвольные сфероиды первого типа индекса д множе­
ства X в точке х0, а g1, gi—сфероиды второго типа (ср. формулы (3) 
И (5)).

Наконец, отметим, что при отображениях А и В сохраняются 
гомотопии сфероидов, т. е. если А ~ А> то А (Л) ~ (/я) и если 
g1~ gг, то В (^) В (^). Это также непосредственно вытекает из 
определения отображений А и В.

Из сформулированных фактов непосредственно следует, что ото­
бражения А и В порождают при переходе к гомотопическим классам 
отображения

Л*:П’(Х, х0)- П?»(Х х0), 

х0)-П’(Х х0),

которые являются взаимно обратными (т. е. отображения А*оВ* и 
В*оА* являются тождественными) и сохраняют операцию сложения. 
Следовательно, отображения А* и В* являются взаимно обратными 
изоморфизмами групп П’ (X, х0) и (X, х0). Остается заметить, 
что в силу предложения 5 группа П^ (X, х0) не зависит с точностью 
до изоморфизма, от выбора подпространства А дефекта q. Таким об­
разом, при д^-0 предложение 6 доказано.

В случае д<^0 рассуждения аналогичны, и мы лишь кратко на­
метим их. Пусть А—подпространство дефекта д<4). Выберем и фик­
сируем векторы av•••, а-q, дополняющие базис а = {е1։ • • •, еп, ■••} 
пространства Н до ортонормированного базиса а*={а1։ • • •, а֊ч, е1։ •• • 
•••» ея,"-) подпространства А. Пусть теперь f-. Н֊>Н— произвольный 
сфероид первого типа индекса q множества X в точке х0. Обозначим 
через A(f) отображение А (f) = foT^-. А—Н. Тогда А (/) есть сфе­
роид второго типа. Далее, пусть g: А —*Н—произвольный сфероид' 
второго типа индекса q множества X в точке х0. Обозначим через B(g) 
отображение В (g) =g о S֊" :Н->Н. Тогда В (g) есть сфероид первого 
типа. Эти отображения А и В и порождают (как и при д^-0) взаимно 
обратные изоморфизмы
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Л* : П(’> (X х0) - (X, х0); В* : քՀ (X, х0)- П<’> (Z, х0).

Таким образом, предложение б полностью доказано.
Институт математики

АН Армянской ССР Поступила 27.IV.1973

(. Ա. ՄէՀ՚ԶԱհԱՆՑԱՆ. 2իլթերտյան տարածության ենթաբազմությունների անվերջ չափանի 
հոմոտոսյիկ խմբեր իկաոուցումբ (ամփոփում)

Հոդվածում կառուցվում են իրական սեպարարել հիլրերտյան տարածության ենթաբազմու­
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ԲերւԼոււէ կ այդ խմբերի կառուցման երկու եղանակ և ապացուցվում նրանց համարժե­
քությունդ

Բոլոր կառուցումների հիմքում ընկած է Վ. Գ. Բոլտյանսկոլ կողմից կառուցված անընդհատ 
արտապատկերումների Kq դասըլ

E. A. MIRSAKCHANIAN. The construction of InfInitв-dimensional 
homotopic groups for subsets of Hilbert space (summary)

Tho construction in the heading is carried out for real separahel Hilbert spa­
ces. Two ways for constructing tho groups are proposed and their equivalence is 
shown. Boltjanski's class K„ of continuous mappings is utilized.
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ПОВЕДЕНИЕ ПРИ t — оо РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Работа посвящена поведению при /—*■«> решений некоторых не­
стационарных краевых задач.

Основные результаты этой работы были анонсированы в замет­
ке [1].

§ 1. Абстрактные почти-периодические и асимптотические 
почти-пернодические функции

Пусть В—некоторое банахово пространство. Через Jа обозначим 
полупрямую (а < t <_ + °°)> при некотором а> — со,

Пусть х = f (t) —непрерывная функция из J со значениями в В. 
Непрерывность понимается в сильном смысле, а именно, [[/ (/ 4֊ т) — 
— /(()Ц_>0. Далее обозначим через C(Ja'> В) банахово простран­
ство непрерывных функций f (/): Ja~* В с нормой

H/(68c</a;5)=sup j/Wls.

Определение 1. Функция f (t)£C (J; В) называется почти- 
периодической (п.-п.) в В, если множество {/ (< + А)} компактно в 
С (J; В), hU.

Это определение является обобщением классического определе­
ния Бохнера на абстрактные функции. Подробно абстрактные п.-п. 
функции изучены в [2].

Определение 2. Функция В) называется почти-
периодической на Ja, если она является сужением на Ja некоторой 
п.-п. функции F(t)£C (J; В).

Определение 3. Функция f (t)£C (Ja; В) называется асимпто­
тически почти-периодической (а.п.-п.) в В, если

/(*)=/> (0 + <7 U),
где р (t) п.-п. функция на Ja, a lim ||g (7)Ja =0. А.п.-п. функция в

/—►ОО

случае В = R1 были введены и изучены М. Фреше в [3].
хеорема 1. Для того чтобы f (t)£C (Ja; В) являлась а.п.-п. 

функцией в В необходимо и достаточно, чтобы любая числовая по­
следовательность {A*}, lina А* = + оо содержала подпоследователь­
ность {Ал,}, для которой {/(f+Ал)) сходится в C(Ja-, В).
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В [3] эта теорема доказана для В — R1. Доказательство в слу­
чае произвольного банахова пространства проводится без изменений.

Определение 4. Множество Е^]а называется относительно 
плотным в /а, если существует некоторое число такое, что в 
любом интервале длины I, принадлежащем ]а, содержится по край­
ней мере одна точка из Е.

Теорема 2. Для того чтобы функция У(<)^С (/а; В} была 
а.п.-п., необходимо и достаточно, чтобы любому ®^>0 соответствова­
ли два числа /^>0 и с^-а, таких, что в произвольном интервале 
длины I из ]а содержалось число Т, для которого

I/ (< + ■։) — У (08л < 8 Для ^Ус-

Доказательство этой теоремы также можно найти в [3]. В даль­
нейшем нам понадобится следующий критерий асимптотической почти- 
периодичности.

Теорема 3. Для того чтобы функция У (/)£С (уа; В) явля­
лась а.п.-п. функцией в В, необходимо и достаточно, чтобы суще­
ствовала относительно плотная в }а последовательность 
{Л*}, 1нп А* = + оо такая, что множество {/(^ + Лл)} компактно в

С (]а-, В).
Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1.
Докажем достаточность.
Пусть г^>0 произвольно; так как множество {/ + А*)} компакт­

но в С (Уо; В), то в этом множестве существует конечная е-сеть. Это 
означает, что существуют п чисел А1, о, Аг, о,--՛, Нп, о С {-***}» такие что 
для любого к

/(* + **)€ б 5(/О+ЛСо), в). 
1=1

Здесь 5 (х, е) означает открытый шар в пространстве С (}а\ В) ра­
диуса е с центром в точке х. Это, в свою очередь, означает, что лю­
бому А=1, 2,•••, соответствует некоторое ։=1, 2,•••, п, такое что

зир {/(* + А*)—/(* + А/,о)|в<е.

Разобьем последовательность {/ (Л֊ А*)} на п подпоследовательностей 
{У (<+ А/, р)Р следующим образом:

У (< + А/, р) £ 5 (/ (/ +А/, о), в), I = 1, 2,..., п.
Тогда имеем

эир ||/ (/ + Аа, р) —/ (<+А/, о)Цв -С в.

Пусть гад = шах (А/,о). Тогда для с>а+т0 имеет место
1<£<л

зир ||у и + А/, р — А/, а)— у (<)Цв < в, 
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т. е. числа т/, р = А/, р — Ы, о для любого / и р являются асимптотиче­
ски е-почти-периодами для функции / (<)• Для завершения доказатель­
ства достаточно показать, что множество ц {'/./>} относительно плот- 

/-1
но в /0. По условию существует некоторое с7_>0 такое, что произ­
вольный интервал длины <1, принадлежащий /а, содержит некоторое А*.

Положим Ж! = ппп {А/, о), I = т0 — т1 + </. Очевидно, что I> О- 
1</<л

Рассмотрим произвольный интервал длины I, принадлежащий
В интервале [6 — ти Ь— /Лх+с/], если Ъ — т1'^>а, содержится 

по крайней мере одно число вида А/„ р։ из последовательности (А*). 
Тогда, в силу выбора чисел и тп։

Ь ^чх,Р1 — к։,, о < 6 — т1 + т0 + «А
Теперь теорема 3 следует из теоремы 2.

а
§ 2. Постановки задач и основные результаты

Пусть /4 и Н2— два комплексных гильбертовых пространства 
причем /4— На и оператор вложения Нг в Нг вполне непрерывен.

Обозначим через М банахово пространство линейных ограничен­
ных операторов А, действующих из Нг в Н։, с обычной нормой

И1и = зир И*1я,-

Обозначим через (}а; Нг) множество бесконечно дифференцируемых 
финитных в /а функций ф (/), таких что

? (ОСС (_/в; /4), ?' (ОСС (Л,- /4).
Рассмотрим уравнение
Г {(« (0> <?' (0)я, + (А (0 и (() +/(0, ? (0)я.} Л = О, (1) 

•*а

где А (0 £ С (}а; М) и /(ОСС (/а; /4) при некотором а > --  ОО.
Определение 5. Функция и (ОСС (Л; Нг) называется реше­

нием уравнения (1), если (1) имеет место для всех © (ОС-0 (/а; /4). 
Мы будем предполагать, что А (0= — А (0 + ։А2 (<), где Аг (0, 
А (0 — самосопряженные операторы, причем А (0 — положительно 
определенный, т. е.

(А (0 х, х)Я1 ||х([֊/1 для всех х£Н1г 7 >0. (2)

При этих предположениях вопросы существования и единствен­
ности решения уравнения (1) рассматривались, например, в [4].

Пусть теперь А (£ ) = В (0+С (*) и / О) = А (0 + Я (0. где В (О 
и А (0—периодические функции, соответственно, в М и Нг с соизме­
римыми периодами Тг и Т2. Не ограничивая общности, можно пола­
гать Тт = Т3 = 1.
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Нас интересует поведение решения и (() уравнения (1) при I —> оо 
I в зависимости от поведения при £ -• со функций С (£) и g (<).

А именно, справедливы
Теорема 4. Если

||С (а, оо), ||£ (ЭДя, (а, со), (3)

то ограниченное в Нг решение и (£) уравнения (1) является а.п.-п. 
функцией, в Н2.

Пусть функции А (£) и / (£) являются асимптотически периоди­
ческими, т. е.

Вт |С (ЭДи = 0, Вт (#)|я,=0,

Теорема 5. Равномерно непрерывное и ограниченное в Нг 
решение и (I) уравнения (1) является а.п.-п. функцией в Н1, если 
выполнены условия (3) теоремы 4, а функции А (<) и / (7) явля­
ются асимптотически периодическими.

Замечание. В приложениях важную роль играет случай Л^>0.. 
В этом случае теоремы 4, 5 остаются справедливыми, если суще­
ствует и ограничен Л՜’. При выполнении условия (2) Л՜1 существует 
и ограничен. Прежде' чем перейти к доказательству теорем 4, 5 при­
ведем примеры краевых задач для уравнений с частными производ­
ными, которые приводятся к уравнению вида (1).

Пример 1. Уравнение Шредингера. Пусть 2 — ограни­
ченная область в евклидовом пространстве № с границей Г; <7т=утХ 
№» 2 = /гХГ. Рассмотрим в Сг смешанную задачу для уравнения

^֊ = ։£а + Г («, х), 
ог

и (0, х) = <р (х), = О,
где

£п= 2 -£-( а1> (£, х) Ф, (։, х) ы.

Предполагается, что £ — равномерно эллиптический оператор, т. е.
71 С (£“’ а\ (□) И . л 

П7*(2) П (2)

В качестве пространств Нг и Н2 берутся, соответственно, прострав 

ства (2) И £։ (2), причем

(Л (£) и, ®)н, = \ 2 а° х>) Т^՜ Т~ + а° х) ° 
$ к/-1 дх! дх‘

о I с/2.

Тогда, если обычным образом определить обобщенное решение, то 
получим уравнение вида (1) с Лх = 0, решение которого должно удов­
летворять начальному условию и (0, х) = <р (х).
409-4
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§ 3. Доказательство теорем 4, 5

Для доказательства теоремы 4 нам понадобится следующая
Лемма 1. Если А1^-0, и (I) — решение уравнения (1), то 

||и (Овя, — абсолютно непрерывная функция, причем справедливо 
неравенство .

— 5« (<. <2 Ке (/ (0, и (<))«• (4)
<Н

Доказательство. Положим в (1) <р (1) — А (#) V, где А (/) £ 
/?։) (т. е. А (/)—обычная бесконечно дифференцируемая фи­

нитная в ]а функция), произвольно. Тогда из (1) получим

.(* (и (0, -б)н. А' (0 Л= - ( И (0 “ (0+/ (0. ®)я. Л (0 61 

7а
для произвольной А (/)£ £) (_/о; Е1). Отсюда следует, что (и (V), у)н,— 
абсолютно непрерывна (см., например, [5]) и

(и (0, V)», = (А (0 а (0 + / (0, у)н,. (5)
а/

Проинтегрируем (5) от £ до / + а 4- а^/о), получим

/ а (/+ о) —и (0 \ 1 Г , л , , / ч ■ г / \ ч »(-------------------- > V ) =- — | (А (х) и (х) 4- / (х), «)//, с/х =
\ 3 / Нг 5

= <—С[Д(х)и(х)+/(х)]с/х, . (6)
\ а и /Я,• ։

Введем следующие обозначения:

и» (^= — ( и (х) </х, 
0 и

«+а
А (0 =У / (т) +-у (* (л (т) ~ л (#)) “ С՛') (7)

« г
Тогда и А, » / в слабом смысле в пространстве Н1։ функция

Н։ (^) имеет в Нй непрерывную производную, причем

иа (О = ц ^ + °) ~ ц (*). 
а

Так как (6) имеет место для всех в частности для ир(0, то 
.используя обозначения (7), имеем
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(и; (0, щ (0)„,= и (0 («)+/• (0. щ (0)Я|. (8)
I Аналогично

(“р (0» (0)я,= (“о (0. А (0 и? (0 4-/р (0)н։. (9)
Из (8) и (9), используя (2), самосопряженность Аг и А2, получим

— (ыа(0, ир (0)//, (/«« ир)я|_Ь(и’> /р)я։* (Ю)

Проинтегрировав (10) от (0 до I, получим
I

(иЛ1), Ир (0)я, — (и, (/0), Ир (4>))я։< У {(/»(■'), и? (■։))«,+(а«> Л)»,} Лх.

(И)
Тогда (4) следует из (11), если устремить аир последовательно к 
нулю.

Доказательство теоремы 4. Запишем уравнение (1) в 
виде

|{(н (0,(0)я,+ (В (0 в (04- А (О, <₽ (0)я, + 

-1 а
4֊ (С (0 и (0 + 8 (0, т (0)я,} <Ц =0.

Пусть /пи п—произвольные целые числа (т^>п). Тогда функция 
ш (0 = и (/ + т) — и (< 4֊ л) удовлетворяет уравнению

(* ((«> (0, ф' (0)н, 4֊ (В (0 то (0, <р (0)Л։ +

Ус

-Г (А՝ (0։ <Р (0)я,} = о,
где

Г(0 = В 4- т) и (г + т) —В (£4- п) и (< 4՜ п) 4֊ (< 4՜ т) — 8 (£ 4՜ п) 

При получении этого соотношения мы воспользовались линейностью 
уравнения (1) и периодичностью функций В (0 и А (0.

Из (4) имеем

II» (011?,, СИ (г0)|^ 4- 2 Ие у (Г(0, «.• (г))Я։ л <

<1'0» (^о)1^,4-2у 1(^(0, ш (0)я,| 

^0

^(0М«> (011я. ^-= (12)<ьш,+2у



232 Б. Г. Араркцян

= к (*о)Ин։ + 2 У ЦВ (х + т) и (х + т) - В (х + л) и (х + л) 4֊

*0

+ в (: + т) - а (■։ + л)Ця, ||и» (')1|/7, </"•
По условию теоремы 8» (/)8я,С. Тогда из (12) следует

/

II«’ (ОПя, < Ь «, +2 С| У И5 (''+ Л1) и (•։ + Л1)]|н, <1' +

'* Г (13)

+ ( }В (х + л) и ('4-л)||я, </т+ у ||а (х 4- т)|//, с/х + У 8« ('с+п)||я1 с/т.

/« ’о ’»

Но
02? (< + т) и(/ + л1)Ц//,< ЦВ (г+лОЦмЦи (/+»»)к1»

ЦВ (/ + л) и (/ 4֊ л)к < [В (/ + п)к || и «+ Л)к,. (14)
Из (13) и (14) получим окончательно

/

к (<։ &)РН, + су {|В (х + т)||м +
^0

+ ||В (х + п)1и + Це (х + лг)Ц//, +||« (■։ + л)[|/7,} с/х^ (15)
ОО

< В«’ (*о)&,+ С У ив (х)||м + |8х (х)8н,}

«о+л

Так как ||В и Ца (0Й//։ £ (а, со), то слагаемые, стоящие в скоб­
ках в правой части (15), можно сделать меньше произвольного е^>0 
за счет выбора п.

С другой стороны, из полной непрерывности оператора вложения 
Нг в Я։ и ограниченности и (#) в Н1г следует, что множество значе­
ний и (^) компактно в Нг. Поэтому из последовательности натураль­
ных чисел {Ы} можно извлечь подпоследовательность такую что 
при р, я> No

8« (Л^)-и(^)|я.<8, 
а, следовательно, и

Ви (а+Л/р) — и (а +^,)||я,<е. (16)

Из (15) и (16) вытекает, что множество {и (/+ Л)) компактно в 
С (/а; Н3), что и доказывает теорему, так как множество натураль­
ных чисел относительно плотно в }.

Доказательство теоремы 5. Для произвольных о։£Нг 
шмеет место
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)(«!. V»)».! < 5»1к, Ыя. <7 Мл-։ Ыя>»
1 где 7—норма оператора вложения пространства Нг в Нг.

Тогда по теореме Рисса

(«1, и։)н, = (Ру» и2)н„ (17)

где Р — некоторый ограниченный оператор из Н2 в Нх. Уравнение (1) 
можно переписать в виде

(и (4), у)н, = (и (40), и)н,+ ( Г И (') “ (") +/('=) <к, и\ (18) 
'֊и /я,

Л)

Из (17) и (18) имеем
<

Ри (1)=Ри (40) + У [А (х) и (х) +/ (х)] с/х.

С другой стороны, так как и (х)—а.п.-п. функция в Нг из оценки
1|Ри (I + <)— Ри (0|«։ < ИР|| Ци (4-Н)—и (4)1|я,

следует, что функция.Ри (0 является а.п.-п. функцией в Нг. Из (18) 
.следует, что и функция

։
р/ (х) и (х) 4-/(х)]г/х 

А»
является а.п.-п. функцией в Нг. Функция А (4) и (4) + / (4) является 
равномерно непрерывной. По теореме Фреше о ’ производной а.п.-п. 
функции [3] вытекает, что и функция А (4) и (4) + / (4) является а.п.-п., 
следовательно и функция г (4) = А (4) и (4) есть а.п.-п. функция в //г 
Так как А =—Ат ֊р /А։, где Аг— положительно определенный само­
сопряженный оператор, то существует Л՜1 (4) и

ЦД֊1(4)||Л1<^
Для завершения доказательства достаточно установить, что оператор 
.Д-1|(4) является а.п.-п. в М. Это следует из теоремы 1 и оценки

и-։а+м֊А֊’(4+Адм=
=||А֊1 (4 + Ар) [А (4+ Ар)- А (4 + А,)] А֊1 (4+ А,)||ж <

< Кг НА (4 + Ар) ֊ А (4 + Ь9)ПМ,
справедливой для любой последовательности {А*}. Теорема доказана.
Институт математики
-АН Армянской ССР Поступила 19.11.1973



234 Б. Г. Араркцян

Р. Գ. ԱՐԱՐՔՑՅԱՆ. Որոշ օպերատորային նավասարումների լուծումների վարքը երբ /-► օօ (ամ~ 
ւիոփում)

Ուսումնասիրվում են հիլբերտյան տարածության մեջ որոշ օպերատորային հավասարում֊ 
ների ասիմպտոտորեն համարյա պարբերական լուծումներրւ Դիտարկված խնդիրների դասի մեջ 
մասնավորապես մտնում է աոաջին եզրային խնդիրը Շրեդինգերի հավասարման հաամրլ

B. G. ARARKTZIAN. Asymptotic behaviour of the solutions of some 
operator equations (summary)

Asymptotically almost-periodic solutions of some operator equations in Hilbert 
space particularly, the first boundary problem for Shroedienger equation, are con­
sidered.
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С. Г. ОВСЕПЯН

НОВЫЙ ПОДХОД В ТЕОРИИ РАСШИРЕНИЙ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Первоначальные исследования в теории расширений топологиче­
ских пространств велись в основном теоретико-функциональными или 
родственными методами [1—3].

В работе [4] П. С. Александров дал новый метод построения 
расширений топологических пространств, известный под названием ме­
тода центрированных систем открытых множеств, и применил его, в 
частности, к новому построению максимального бикомпактного, или 
стоун-чеховского, расширения РХ вполне регулярного пространства X. 
Этот метод, будучи весьма плодотворным и универсальным, впослед­
ствии широко применялся многими математиками (см., например, 
[5—8]). В последнее время в теории расширений топологических про­
странств В. И. Зайцев [9, 10] успешно применяет также метод проек­
ционных спектров.

В настоящей работе приводится подробное изложение предло- • 
женного автором нового подхода в теории расширений топологических 
пространств, основанного на построении категории так называемых 
псевдотопологических пространств. Часть результатов настоящей 
статьи опубликована без доказательств в заметке [11].

В § 1 приведены некоторые используемые в . статье сведения о 
псевдотопологических пространствах.

В § 2 каждому топологическому пространству (X, V) приписы­
вается некоторое семейство псевдотопологических пространств и уста­
навливается связь между этим семейством и семейством всех расши­
рений пространства (X, И)> в которых гомеоморфный образ простран­
ства^, И) представляет собой плотное открытое подпространство.

§ 3 посвящен описанию некоторых классов расширений тополо­
гических пространств.

§ 1. Предварительное определения и обозначения
В этом параграфе приведем некоторые, используемые в статье, 

сведения о псевдотопологических пространствах [12].
Определение 1. Назовем псевдотопологией (и. т.) пару 

\и, состоящего из непустого множества и и отношения частично­
го упоргдочения}>на £/, которая удовлетворяет следующим условиям:

(а) ц1։ щ £ и, и и2> их -> аг = ц2,
(Ы уи££/ и > и, т. е. отношение рефлексивно,
(с) 11 обладает наибольшим и наименьшим элементами,
(<1) и—полное.
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Наименьший элемент п. т. (U, » будем обозначать через Оу и 
в дальнейшем (когда это не может вызвать недоразумения) мы будем 
опускать символ > и обозначать п. т. через U.

Определение 2. Псевдообъединением элементов ил U для 
всех а, принадлежащих произвольному индексному множеству А, на­

зовем sup fu«; а^Л) и обозначим символом IJu։ или U [и*;  а(;Л).
Аналогично, псевдопересечением элементов uj £ U для всех /, 

принадлежащих любому конечному множеству индексов J, назовем 

inf [uj; j^J} и обозначим символом Л^н/ или Л {и/

Ясно, что любая топология с отношением обратного включения 
э, представляет собой п. т.

Пусть /—отображение (не обязательно однозначное) множества 
U в множество V. Для любого подмножества U' множества U по­
ложим

/(£/') = U {/(u); u^U'\, 
где / (и)—множество всех образов элемента и. В классе многозначных 
отображений, очевидно, каждое отображение /: U—► И имеет единствен­
ное обратное /-*։  где V *»€/(£/)>  н^/՜1 («) тогда и только
тогда, когда w £ / (и). ՛

Определение 3. Отображение /:£/-» И назовем морфизмом 
п. т. U в п. т. V, если выполнены следующие условия:

(MJ 0и^/(9у),
(М2) vj £f(uj) Vj из произвольного конечного индексного множества

J-> Л vj Л а/ )> 
/6/ \/б/ /

(ЛГ3) Vi £ f (и?.) V« из произвольного множества индексов
А -> U V*  € / ( U На). 

. »ел

Морфизм /: U ֊-» V назовем сильным тогда и только тогда, когда 
из 0у(/(а) следует, что и = 0у.

Предложение 1. Пусть f—морфизм rt. т. U на rt. т. V, 
тогда обратное к нему отображение f՜1 язляется морфизмом 
п. т. V на п. т. U.

Доказательство непосредственно следует из определения морфизма" 
В самом деле, так как по (MJ 0и £/(0у), то 0у £/֊։ (0И), т. е. 
/-։ удовлетворяет условию (MJ. Пусть u/kf՜՝ («/) V/ из конечного 
множества /, тогда v/£/(uy) и в силу (М2) Л*  vj kf (Л н/), следо- 

/6У /еУ
вательно П пу^/՜1 ( П V/), т. е. /-։ удовлетворяет условию (Mt). Ана- 
логично проверяется, что /-1 удовлетворяет и условию (М։).

Легко доказать также следующее
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Предложение 2. Композиция ф = go f морфизмов f‘.U-»V 
\и g:V->W является морфизмом п. т. Ue п. т. W. При этом, 
' если fug — сильные морфизмы, то ’к—сильный морфизм.

В самом деле, так как и Qv^f (во), то 0։г€ф (©//)•
Пусть wj £ф (u/) где J—конечное множество, тогда существует 
Vj^_f(u>) такое, что w/£g(v/) и так как f и g удовлетворяют уело-

• •
вию (Мг), то П w/ОИПи/)- Аналогично проверяется, что ф удов՜ 

/6/ /е-/
летворяет. и условию (Л/3).

Пусть 9։г£ф (и), тогда существует такое, что
отсюда в случае, когда /и g—сильные морфизмы, следует v =Gy и, 
следовательно, и = 0у, т. е. ф— сильный морфизм.

Определение 4. Две п. т. U и V назовем изоморфными, если 
существует биективный морфизм п. т. U на п. т. V.

Заметим, что каждый гомеоморфизм Л одного топологического 
пространства (Y, U) на другое (X, И) естественным образом порож­
дает изоморфизм h,t U-*  И, где Vй € U к*  (и) = А (и).

Определение 5. Непустое подмножество р п. т. Ф назовем 
фильтром п. т. Ф, если оно удовлетворяет следующим условиям:

W Ф1> Фг^Р “> Фх п ф2£р,
(^) Ф€Р> Ф1€Ф и ф1>ф->ф1^р.

Определение б. Псевдотопологическим пространством (п.т.п.) 
назовем пару [Р, Ф}, состоящую из п.т. Ф и из некоторого непусто­
го семейства Р фильтров этой п.т.

Если семейство Р фильтров п.т. Ф обладает тем свойством, что 
УФ1» Фг€Ф> Ф1¥=Ф։ существует р^Р такой, что только один из <р1։ <ра 
принадлежит р, то будем говорить, что Р различает элементы Ф.

Учитывая предложение 2, легко проверить, что п.т. образуют 
категорию, если определить Mor (U, И), как множество морфизмов 
п.т. U в п.т. V. П.т.п. также образуют категорию (см. [12]).

П.т.п. {Р, Ф) назовем бикомпактным, если для каждого подсе­
мейства Ф'сф, обладающего тем свойством, что \}Р^Р существует 
<р'£ф' такое, что ф'^р, существует конечное подсемейство ф"сФ' с 
таким же свойством.

Будем говорить, что п.т.п. {Р, Ф} удовлетворяет Тг аксиоме от­
делимости, если для любых двух различных элементов рг и р2 из Р 
существуют РхСРх и ?2^р2 такие, что ФхОЪ и ф^Рх-

П.т.п. {Р, Ф} назовем хаусдорфовым, если длй любых двух раз­
личных элементов рх и рг из Р существуют <Рх и <р2 из Ф такие, что

Ф1€/»1. Ф։€Р։ и ФхП <Р2 =©ф.
Пусть {Р, Ф)—п.т.п. Для каждого ф£Ф обозначим через sT под­

множество [р; р£Р, <рСр) множества Р, и пусть S—семейство всех 
sv, когда <р пробегает все Ф. Рассмотрим отображение I: Ф -> 5, ко­
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торое каждому ?£Ф сопоставляет I (?) — Нетрудно проверить еле 
дующие свойства этого отображения:

1( П фЛ = Л I (?/) М
\/е/ / /6'

и
I и и I (фа), №

\а6Л /

где _/ — конечное, а >1 — произвольное индексные множества.
В самом деле, пусть ?= Л ф/ и р£1 (ф), тогда ф€р и в силу 

№
(Л)фЛр, т. е. У/С/ р€Нф/)> следовательно I (?/)•

Обратно, пусть р(г Л I (фу), тогда р£У(ф/) УУС-А следователь­

но ф/ £ р и в силу (У7։) ф £ р, т. е. р £ I (ф).
Пусть теперь р £ I) I (фа), тогда р^.1 (фа,,) для некоторого

т. е. ?а„ £ р ив силу (Гэ) II фа£р, значит р £ I 0 фа ) • 
аел \.«е-4 /

Из (1) следует, что 5 —[база некоторой топологии 5 на мно­
жестве Р.

Таким образом, определено отображение Р множества всех п.т.п. 
в множество топологических пространств, которое каждому п.т.п. 
{Р, Ф} сопоставляет вышеописанным способом вполне определенное 
топологическое пространство (Р, <5)= Р {Р, Ф}.

§ 2. Связь псевдотопологнческих пространств с расширениями 
топологических пространств

Расширением топологического пространства (X, И) называется 
пара [(X, Я?); 0], где ?—гомеоморфизм пространства (X, V) на плот՜ 
ное истинное подпространство пространства (X, П^).

В тех случаях, когда гомеоморфизм р является канонической 
инъекцией множества X в множество X, соответствующее расширение 
будем обозначать просто через (2£ №).

В можестве всех расширений данного пространства вводится от­
ношение^ частичного упорядочения следующим образом: [(^, П^1);?1]^> 
>[(-2а> ^я)'> (У тогда и только тогда, когда существует непрерывное 
отображение /7 пространства (Х1։ П^) на пространство (Х2, Р72) такое, 
что 83=/7о Если в качестве Н можно взять гомеоморфизм, то 
указанные расширения называются топологически эквивалентными.

Обозначим через М (И) семейство всех сильных мйрфизмов, каж­
дый из которых переводит некоторую топологию V на топологию И. 
Всюду в дальнейшем предполагается, что Л՜Л К=0, где У= и ( и;
(в противном случае следует рассматривать различные экземпляры 
одного и того же множества).
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Два морфизма /։։ 11г —■ V и /2: £/։ -» У из М (У) будем считать 
' эквивалентными тогда и только тогда, когда существует гомеомор­

физм А пространства (Уи IIна пространство (К, 6/3) такой, что 
/։=/ао А,., где — пространство топологии СЛ (1=1, 2).

Пусть [(X, ТУ); Р]—некоторое расширение пространства (X, И), и 
(У, I}) — подпространство пространства (Д, 1Г), где У = (X).
Легко проверить, что отображение : В7՜-» и, где уш £ №(ш) = 
= хо Г\У является однозначным морфизмом топологии № на то­
пологию и. В силу предложения 1 обратное к нему отображение 
(/у)՜1» которое будем обозначать через является морфизмом то­
пологии и на топологию ТУ. Так как уи££/ и уте £ ]^. (и) имеем 
ист, то из и» ~0 следует, что и=0, и стало быть, — сильный 
морфизм. Пусть ТУ индуцирует на X' = Р (X) топологию У. Учиты­
вая, что (Л՜՜, И')—плотное подпространство пространства (Д, ТУ), 
легко проверить, что — сильный морфизм топологии на тополо­
гию У. В силу предложения 2 /'=/^° является сильным морфиз­
мом топологии и на V, и так как изоморфизм п. т. всегда является 
СИЛЬНЫМ морфизмом, ТО /=РГ1о//—СИЛЬНЫЙ морфизм ТОПОЛОГИИ и 
на топологию V, т. е. (У). Таким образом, каждому расшире­
нию пространства (X, И) указанным способом сопоставляется опреде­
ленный морфизм из Л/(И), т. е. имеем отображение

\t-.R (И)֊*̂(И  
множества R (И) всех расширений пространства (X, И) в множество 
М(У).

Теорема 1. Отображение р.: R (У) -» М (И) сюръективно, а с 
точностью до эквивалентности расширений, и морфизмов оно яв­
ляется биекцией.

Доказательство. Пусть /: и -» У — морфизм из М (У)> 
У— пространство топологии (/ и - семейство всех подмножеств 
множества Д1 = Л’1) У, имеющих вид: го = и11и, где и£И, а и£/(ц). 
Исходя из свойств морфизмов и учитывая, что УпХ=0, легко про­
верить, что ТУг является топологией на В самом деле, из (Л/х) 
вытекает, что 0 £ ТУ1г из (Л/։) следует, что пересечение конечного 
числа элементов из принадлежит ТУ1} а из (Л/а) следует, что объе­
динение любого семейства элементов из 1^, принадлежит П^. Так как 
Х£ У и / — сюръективное отображение, то существует и I) такое, что 
Х£/(и). Пусть ъ (У), тогда в силу (Л/3), Х£/(У), следовательно

Из построения топологии непосредственно следует, что 
она на X индуцирует топологию У, а на У—топологию £/. Покажем, 
что (X, У) — плотное подпространство пространства (^, ТУг). В са­
мом деле, пусть и> £ ТУг и ш П Х= V, тогда ш = и I) с, где и £ II, а 
® €/(и)> и так как /—сильный морфизм, то из и= 0 следует, что и— 0, т. е. 
ю=0. Таким образом, каждый морфизм /£ М( И) указанным выше спосо­
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бом порождает определенное расширение (2^ й^1) пространства (X, И)г 
следовательно имеем отображение

И_։:Л/(И֊*Я(Ю-
Легко убедиться, что композиция о р_1 является тождественным 
отображением множества М (И), следовательно Н—сюръективное ото­
бражение.

Покажем, что композиция переводит каждое расширение
пространства (X, 12) в эквивалентное ему расширение. В самом деле, 
пусть е = [(2, 1Г); /? (И), = и
Н՝.Х2 —*2 —отображение, которое тождественно на множестве У, а 
на X совпадает с р. Учитывая равенство /' = Р$ о / и то, что ш £ 
тогда и только тогда, когда где и£ £/и */£/( “)> легко про­
верить, что Н—гомеоморфизм пространства (^։, 1^1) на пространство 
(2, 117), осуществляющий эквивалентность расширений ; и (21։ й^).

Пусть ^=[(7։, й^); ЭД и £։=[(22, 1Г։); Р2]-эквивалентные рас­
ширения пространства (X, И), У/ = 2/\ р; (X), (У1> У1)—подпро­
странство пространства (2/, 1Г<)(։ = 1, 2), Н—гомеоморфизм про­
странства (21։ й^) на (22, Ц73), осуществляющий эквивалентность рас­
ширений Е1։ $2 и А—сужение Н на У2. Тогда, очевидно, что А—гомео­
морфизм пространства (У1г на пространство (Уг, из). Исходя из 
определения ц нетрудно проверить, что если Н (^ ) = /<։ £4 -*  V 
(։=1, 2). то /1=/2оАш, т. е. р эквивалентные расширения переводит 
в эквивалентные морфизмы.

Обратно, пусть V и /2: £/2-> V—эквивалентные морфизмы
из М (V), У{ — пространство топологии £4(։ = 1, 2) и А — гомеомор­
физм пространства ( У1г на (У2, иг) такой, что А = /2 о А*.  Легко 
видеть, что если р_1 (/}) = (Х[, й^) (/, =1, 2), то отображение Н:Х2-*  
~*Х 3, которое тождественно на X и совпадает с А на является 
гомеоморфизмом (Х1г №\) на (22, 1₽2), т. е. эквивалентные морфизмы 
Р- 1 переводит в эквивалентные расширения. Отсюда, учитывая также, 
что композиция |х_ ] о р. каждое расширение переводит в эквивалентное 
ему расширение, заключаем, что неэквивалентные расширения р пере­
водит в неэквивалентные морфизмы. Теорема доказана.

Пусть (Хо, Уо)—открытое подпространство пространства (А, И). 
Скажем, что расширение [(2, №); р] сохраняет Уо тогда и только 
тогда, когда Ха—наибольшее открытое множество пространства (X, И), 
для которого Р (А”о) открыто в (2, Й7). Очевидно Ио — наибольшее 
подсемейство топологии И такое, что Ко р*  (о) £ й^.

Пусть 7?у(И0)—множество всех расширений пространства (X, V), 
которые сохраняют [7а, а Му(У0) —подмножество множества М (V) 
такое, что /СМу(У0) тогда и только тогда, когда / (0)= Ио. В слу­
чае, когда Ио совпадает с V, 7?и (И) будем обозначать через а. 
Му (И) через Му.
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Теорема 1'. Отображение р переводит Ри(И0) на Л/и(И0) 
, и с точностью до эквивалентности расширений, и морфизмов яв- 
1 ляется биекцией между ними.

Доказательство. Из доказательства теоремы 1 следует, что 
достаточно доказать первую часть теоремы. Пусть £ = [(X, №); ?]£ 
£Ри(И0) и !А («)=/ = Р՜1 оИз определения морфизма 
непосредственно следует,что ?*(У 0)=/' следовательно,/(0)= Ио. 
Обратно, пусть У£2Ии(И0) и р_1(/)=(2^, И^). Имеем то £ тогда и 
только^ тогда,- когда ш = и{)ю, где п£6/ и (а), следовательно, 
и=то^ 1^! в том и только в том случае, когда а=0. Таким образом, 
расширение {*֊։  (/) сохраняет /(0)= Уо.т.е. ц-1 переводит Л/и(И0) в 
Ри(И0) и теорема доказана.

* Фильтры топологии V мы называем также открытыми фильтрами простран­
ства {X, V).

Обозначим через Фи семейство подмножеств множества И, со­
стоящее из всех открытых фильтров*  пространства (А, И) и из У. В 
множестве Фи введем отношение частичного упорядочения следую­
щим образом: ?1>?։ тогда и только тогда, когда <рхс:<р2. Легко про­
верить, что Фи с указанным отношением образует п. т., наименьшим 
элементом которой служит У, а псевдообъединение элементов из Фи 
совпадает с пересечением этих же элементов как подмножеств из У.

Подмножество Ф множества Фи назовем полуподтопологией п.т. 
Фи, если Ф с тем же отношением образует п.т. такую, что ее на­
именьший элемент 9ф совпадает с наименьшим элементом п.т. Фи и 
псевдообъединение элементов в Ф совпадает с псевдообъединением тех 
же элементов в Фи.

Таким образом, полуподтопология п. т. Фи—это любое семей­
ство открытых фильтров пространства (X, И), замкнутое относительно 
операции пересечения, дополненное одним элементом—множеством У.

Обозначим через Ку семейство всех п.т.п. {Р, Ф|, где Ф—полу­
подтопология п. т. Фи, а Р различает элементы Ф.

Пусть —некоторый элемент из Му иФ — семейство
всех / (и), когда и пробегает все 6/, тогда / порождает однозначное 
отображение

/*£7-Ф,
где

Предложение 3. Множество Ф является полуподтополо­
гией п.т. Фи.

Доказательство. Так как {(^Му, то /(0) = У^Фу. Исхо­
дя из свойств сильных морфизмов, легко проверить, что если и £ £/ и 

А
и=У=0, то У (и) — открытый фильтр пространства (А, У). В самом 
деле, так как из 0$/(и) следует и = 0, то 0 £ / (и). Из (М2) вы- 

А
гекает, что если и/СУ(ы) У/£.Л где У~конечное множество, то 
П {уг, /€/} € У («)•
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Пусть о£/(п), V и тогда учитывая, что v1€f(0), из 
(М3) получаем (а). Таким образом, Vм 0 (и) открытый
фильтр пространства {X, И), следовательно, Ф— подмножество п.т. Фу. 
Покажем, что / — возрастающее отображение. Пусть и1зэи։У=0 и 
Ч}1 € Т1=/ (“1)> тогда у«։ £ фг =/ (и3) согласно (Л?2) имеем и3 = П 
Л *>*€?։•  Так как Ии <р։—открытый фильтр пространства
(X, V), то £ <р2, т. е. ф։ с <р2 или, что то же самое, ?։ > фг. Далее, 
для произвольного семейства (п,}։бл из 1У справедливо равенство

/ (II и«)= П/(ы»)- (3)«ел аед
• А А

В самом деле, пусть а = и и։, ф = / (и) и фа =/ (и«), тогда так «ел
как /—возрастающее отображение уа^Д ф^>®։, следовательно <р с 
<= П?։. Обратно, если V £ П фа, то уа С А V С фа, и в силу (М3) «£©, 

абА • «6Д
т. е. равенство (3) верно. Из этого равенства следует, что Ф замкну­
то относительно операции пересечения, и так как / (0) — Ф, то 
Ф — полуподтопология п.т. Фу.

Пусть иу — система всех открытых окрестностей точки у в про­
странстве (У, 11), где У՜—пространство топологии 1/. Обозначим, для 

А
краткости, / (£/у) через ру, и пусть Р—множество всех ру, когда у 
пробегает все У. Итак, имеем однозначное отображение

А/ : У-Р,
где У/у^У А/ (у) = ру (֊Р.

Предложение 4. Каждый элемент р множества Р пред­
ставляет собой, фильтр п.т. ф, и Р различает элементы Ф.

Доказательство. Мы видели, что если и£1/ и и=г= 0, то 
/(“) / (0) = 9ф, следовательно 0Ф £ р \/р £ Р, т. е. р удовлет­
воряет условию (Рх). Пусть ф£р = А/(у), <Рх^Ф и <Рх ®, т. е. с <р, 
тогда существуют и<~иу и такие, что / (и)~® и /(пх) = ®1, и 
поскольку и и Их иу, то /(и1)и1)£р. С другой стороны, в силу (3) 
/ (ц К пг) = <р Г) <?1 = <рх, т. е. <?г £ р, следовательно р удовлетворяет усло­
вию (Р։).

Пусть ф/6 Р V/ из конечного множества У, тогда существует 
и)^иу такое, что ф/ = /(п/). Пусть «= П {ы/_; у€/), тогда <?=/(и)Ср, 
и так как / —возрастающее, то ®/ > ф V/ € У, следовательно ф*  = 
= Л |ф|; у^У) > ф, и так как р удовлетворяет условию (Р։), то Ф*̂/>,  
т. е. р—фильтр п.т. Ф. Покажем теперь, что Р различает элементы 
Ф. Пусть п1?=и {а;/(и) — ф} и £/—множество всех и9, когда ф про-
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бегает все Ф. В силу равенства (3) имеем / (и-)-= <р и так как/— 
АЛ

[ однозначное отображение, то легко видеть, что сужение / на и (ко- 
А. д _

торое снова обозначим через /)—биекция между и и Ф. Пусть ?։ и 
©2—различные элементы из Ф, тогда , т. е. существует точка
у0, принадлежащая только одному из них. Обозначим £/,= (/у П и и 
заметим, что У = / (иу), и так как только одно из цТ1 и 

А А А
и?։ принадлежит иу,, а /—биекция на £/, то р0 = Ь/ (у0) содержит 
только одно из ®х и ©2, т. е. Р различает элементы Ф.

Согласно предложению 3 и 4, пара {Р, Ф}, порожденная морфиз­
мом/^ЛГи, является п.т.п., принадлежащим Ку. Следовательно, имеем 
отображение

V : Му -» Ку, 
которое каждому/: £/—► V из Му сопоставляет V (/) = {Р, ф}, где 
Ф=/(£/), а Р = А/(Г).

Легко показать, что эквивалентные морфизмы из Му у переводит 
в один и тот же элемент, однако простые примеры показывают, что 
образы неэквивалентных элементов из Му при отображении у могут 
совпадать. Ясно, что аналогичными свойствами будет обладать и 
отображение

Г ■= у о р: Ку -> Ку.
Пусть К'у — множество всех классов эквивалентных между собой 

расширений из Ку, тогда Т порождает, вообще говоря, неинъектив­
ное отображение

Г*  : К* у Ку,

которое каждому Е*  £ К\ сопоставляет 7*  (Е*)  = Т (5), где Е — произ. 
вольный представитель из класса Е*.

Пусть {Р, Ф) £Ку и Р [Р, Ф) = (Р, 5), тогда, как было показано 
в § 1, семейство 5 подмножеств вида = {р; р£Р, ® €р) образует 
базу топологии 5. Множество 5 частично упорядочим отношением

А
обратного включения. Пусть I: Ф -> 5 — отображение, определенное 
следующим образом: У<р(;Ф /(?)=5Т.

Предложение 5. Отображение I является биекцией, при՜ 
чем как I, так и I՜1 возрастающие.

Доказательство. Так как по определению Ку, Р различает 
элементы Ф, то для любых различных и <р2 из Ф существует точка 
р £ Р, принадлежащая только одному из множеств з91 и следова­
тельно I (<?х) =/=/(?։)• Пусть <Р1 т. е. <рх <= ?2 и рО(?։)» тогда 
©2£р и в силу (А3) следовательно рС^(?1)» й, стало быть,
/(тР1Г> / (Та). Обратно, пусть 5!=эз2 и I՜1 ($/) = <р/ (/=1,2), тогда со-
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гласно (1) I (<?х П <ра) = s։ и так как I— биекция, то <?а— Л <Ра> сле­
довательно ft <ра.

Следствие 1. Для любого семейства [s։)։e4 из £ если s=

= U {s«; а £ А} £ S, то

Z֊։(s)=Ü {/֊ЧзД а£Л). 
А

Следствие 2. Если подсемейства [sZjagA и {ззЬев семейства 5 
такие, что

U [s«; а^Л)= U (s?; ß £ = s,
то

и (Z-։(s«); «€Д{=1ф-’ (Sf>); ß£B). (4)
В самом деле, пусть = s, Л Sß, тогда имеем
s= и (s«ß,- а^л, ß£B}> Sa=U{saß; ß£B) и sß = U [s«ß; «£A).

А

Согласно следствию 1, так как уа£ Д и yß^B s։ß^S, имеем

Z՜1 U U-։(s«ß); ß£B),

Z-։(sß)= ü {Z-։(s«₽); «6 А),
откуда легко следует равенство (4).

Именно следствия 1 и 2 предложения 5 и позволяют распростра- 
А

нить отображение Z՜1 из 5 на все 5. В самом деле, пусть s £ S и 
s= U {s«; где Положим

/֊i(s)=ü {Z֊»(s«);
А

В силу следствия 2 f֊\ является отображением 5 на Ф, а в силу 
А А

следствия! сужение /_i на S совпадает с Z՜1. Из самого определе- 
ния /_։ следует, что если s^s,, то /_։ (sa), т. е. /^—возра­
стающее отображение.

Покажем, что для любого конечного множества J справедливо 
неравенство

Л/-։ («/)>/.։ (Л«у). (5)

В самом деле, пусть s/— U {s«y.; а/ € А/}» где sXj S и пусть /_i(se.)= 
= <Рау, тогда Z (<Р։у)= Say и в силу (2) имеем

S/CZ ( и Фа ,) = Sj<֊£,

.и так как /_1 —возрастающее, то
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/-1 ( П 5/) >/-1 ( П 5/). 
&

Согласно (1), так как /_] на 5 совпадает с I՜1, имеем

П /-։ («/) =/-1 (П зу),

поэтому остается учесть, что /_1 (з/)== /֊1 (з/) у/£/.
Пусть /-։: 5-*  V определено следующим образом: уз £5 /_1(з)= 

=/_։ (з) с р. Покажем, что /-\^Му, т. е. — сильный морфизм 
топологии 5 на топологию V и /-1 (0)=К

В самом деле, так как /-1 на 5 совпадает с 1~г и при <р = 0ф 
з? = 0, то /-1(0)—-0ф= И. Поскольку, очевидно,/_1 удовлетворяет 
условию (Л/1), то перейдем к проверке выполнения условий (Л/2) и 
(Л/3). Пусть и/ €/—1 (з/)У/ из конечного множества /, тогда, так как 
.А * А • А

/-1 (51)с: п /-1 ($/) для каждого ։ из /, то П V/ £ П /-1 (з/) ив силу 
/е/ /е֊/ /в/

(5) П V/ 6/-1 (Г) 5/), т. е. /-1 удовлетворяет условию (Ма). Пусть 
/е֊'

за£5у։ из произвольного индексного множества А и «а£/-1(з»), 
тогда в силу (Р3) у₽ £ А У= I) и» £/-1 ($р), следовательно у £ П/-1 (з։). 

"64 «64
Так как в Ф псевдообъединение элементов совпадает с их пересече­
нием, то

П /-1 (з«)= и /-1 (։«) =/-1 (и 5а),

следовательно «£/-1(11 за), т. е. /֊1 удовлетворяет условию (Л/3), и 

остается показать, что/—! — сильный морфизм. Пусть з£5 и з=/=0, 
А

тогда существует з9£ 5 такое, что з?У=0 и зт<=з. Так как I—биек­
ция, то I՜1 (з?) = <р =/= 0ф, следовательно ф — открытый фильтр про- 

А
странства (X, И), и так как /-1~ возрастающее, то ву = 0£/-1(а), 
т. е. /-1 — сильный морфизм.

Таким образом, каждому {Р, Ф] ^Ку указанным выше способом 
сопоставляется определенный элемент /_]: 5— V из Му, т. е. имеем 
отображение

7—1: Ку —♦ М у.

Нетрудно убедиться, что V о 7_։ — тождественное отображение мно­
жества Ку.

В самом деле, пусть 7_։ [Р, ф} = /_։:5-» V, тогда по построе­
нию /_1 (5) = Ф. Кроме того, так как — база топологии S, то 
*^р={5?> ?€р} — базис системы окрестностей точки р в пространстве 
(Р, 5). Пусть Зр—система всех открытых окрестностей точки р в 
409—5
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пространстве (Р, ֊5), тогда, так как /—1 возрастающее и / 1 (•$>,) р, 
то в силу (Г,) /_1 (з) £р т. е. /-։ (5Р) = р, следовательно
Л/_,(Р)=Риу(/-1)=(Р,Ф}.

Следствие. Отображение V сюръективно.
Рассмотрим теперь отображения

Т֊\ = н-1 о '*-։
и

7*̂ ։ = р о Т—\: Ку —»Ру,

где р:Ру—» Ру—каноническая проекция. Из доказанных свойств 
отображений н, р_1, V, *-1  следует, что отображения То 7-1 и Т*о  Т_^ 
совпадают с тождественным отображением множества Ку, следова­
тельно Т и Т* —сюръективные отображения.

Предложение 6. Для любого расширения $= [(2, М^); Р]^Рк 
существует непрерывное отображение Н пространства (2, И^) 
на пространство (21։ И^) = Р-1 о Т(В) такое, что Нор тожде­
ственное отображение.

Доказательство. Пусть р (»)=/: £7—> И, ՝■’(/)= {Р> Ф} и 
Р [Р, Ф) = (Р, 5), тогда очевидно Л/ является сюръективным отобра­
жением пространства (У, £7) на пространство (Р, 5). Покажем, что 
узт € А/՜*  (5?) = “1>€ О, (напомним, что и9 = II {ы; и£.и, /(“)=?}, а 

А 
и — семейство всех ит, когда <р пробегает все Ф).

Пусть р£з9 и р^А/Чр), тогда <р£р и, поскольку р = /(£/у), где 
£7У — система всех открытых окрестностей точки у в пространстве 
(У, Ь), то существует и(;£7у такое, что / (п)= <р, и так как иСц?1 то 
у£щ- Обратно, пусть у£и?, тогда ц?££7у, следовательно /(и?) = <р£ 
€А/(р)=р, т. е. р£зт. Рассмотрим теперь отображение Н множе­
ства 2=$ (.«¥)и У на множество Р, совпадающее на У с А/, а 
на Р (X) с Р՜1. Очевидно, что Но Р — тождественное отображение. 
Пусть *—1 {Р, Ф) =/—1:5-» И, тогда го £ равносильно тому, что 
ш = з11 V, где з^Б и V £/֊1 (в). Пусть —подсемейство топологии

состоящее из всех имеющих вид ш=з?ик, где з9 £ 5 и
и^/_1(зт)=ф. Легко убедиться, что 1^ —база топологии 1ГХ. В са­
мом деле, пусть ш £ И^, тогда то = зи где з££ и /-1 («), и так 
как 5 — база топологии 5, то о> = и (з« и и), где з» £ 5. Поскольку 
Л*  А. .

/-1 — возрастающее, то из зэ& следует, что /_1 (з) с /_։ ($а) у а £ А, 
следовательно V ^/֊1 (з«)= <р«, т. е. V а €-<4 за II и 6 1^.

Замечание. Если В такое расширение из Ру, что £/ образует 
базу топологии £/, то аналогично убеждаемся, что подсемейство
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№ топологии состоящее из всех ш £ В?, имеющих вид ш-֊ы;ии', 
где 0 и ։/£/'(а?), или Р՜1 (и') €/(“«) = ?• образует базу то­
пологии й^.

Пусть ш £ 1^1, тогда ш = 5, и у, где з9 £ 5 и у (в¥)=ф, еле- 
довательно Н~х(ш) = К/ (з?) и Р (и)’=и; и Р (о). Но если то Р(«)£ 
€?♦ (ф)=//(“?)» где//=/{^ ст- е- пт II Р (и) (; В՜’', следовательно 
//—непрерывное отображение.

Следствие 1. Если расширение ?£/?к такое, что соответ- 
А

ствующее ему семейство и образует базу топологии 6/, то, согласно 
сделанному замечанию, отображение Н к тому же и открыто, следо­
вательно (Д, й^։) = Т-\ о Т (5) гомеоморфно фактор пространству 
пространства (Д И?).

Следствие 2. Если соответствующее расширению ?^Ли ото­
бражение Л/ инъективно, и семейство 1/ образует базу топологии £/, 
то отображение Н — гомеоморфизм, и так как Но Р—тождественное 
отображение, то расширение Т-\ о Т (?) эквивалентно расширению ?.

Предложение?. Пусть ? = [(2Г, 1^); — полу регуляр­
ное расширение пространства (X, И) и Т-1 о Т (?) = (Д, 1^), тог­
да существует непрерывное и открытое отображение Н про­
странства (X, У7) на пространство (£х, й^) такое, что Но$— 
тождественное отображение.

Доказательство. В силу следствия 1 предложения 6, доста- 
А

точно показать, что семейство П образует базу топологии П. Пусть 
ш — канонически открытое множество пространства (2, й?) и пусть 
го П Р (X) = у', ш П Г = и, тогда у'£]' (а) и так как /= Р՜1 о /',՛ то V = 
= Р՜1 («') С/(п). Пусть далее / (п)= <р, тогда <п^/(и9) = <р, следова­
тельно о £/' (п?), т. е. = мт и у' £ №. Так как Р (X) плотно в 
(Д И?'), то у'= о> = ш- (замыкания производятся в пространстве 
(2, 1Р)), поэтому с ш, т. е. и9Са и поскольку ис=ц7, то и = и?£ 

А
С и. Таким образом, следы на У канонически открытых множеств 
пространства (Д I#7) принадлежат И, и так как эти следы образуют 

А
базис в пространстве (У, 1Г), то и—базис топологии V. Таким об՜ 
разом, если £ = [(Х, ПУ); Р]^ —полурегулярное расширение простран­
ства (X, V), то расширение Т-1 о Т (?) гомеоморфно фактор простран­
ству пространства (2”. й^).

Теорема 2. Для любого хаусдорфова полу регулярного рас­
ширения ?£Яу пространства {X, V) расширение Т—го Т (?) экви­
валентно расширению ?.

Доказательство. В силу предложения 7 и следствия 2 пред­
ложения 6 достаточно показать, что для хаусдорфова расширения 
?=[(£՛, й7); Р]6/?и соответствующее отображение А/ инъективно.
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Пусть |1(£)=/:(/-» И, А/: К-»Р (напомним, что "У У £ У к/(у) — 
= / (£/,)= />£ Р). Заметим, что если р*=  У (?; <рО’}> то ?*( р ) яв՜ 
ляется следом на X՛ = р (X) системы У7у всех открытых окрестностей 
точки у в пространстве (X, №). Пусть уг, у3£ У<^Х и Ут.^ У я> тогда, 
так как (X, УХ)—хаусдорфово пространство, то следователь­
но Л/(У1) =#= А/(։/2), т. е. А/—инъективное отображение.

Следствие. Сужение отображения Т*  на множество всех 
классов эквивалентных между собой хаусдорфовых полурегулярных 
расширений является инъективным отображением, причем композиция 
Т*_ г о Т*  — тождественное отображение.

§ 3. Некоторые классы расширений топологических 
пространств

Пусть а и — семейство всех открытых множеств пространства 
(X, У), дополнения которых бикомпактны.

Теорема 3. Для любого бикомпактного расширения Ри 
пространства (X, V) Т (5) = {Р, Ф) является бикомпактным 
п.т.п. таким, что наибольший элемент <р п.т. Ф содержится 
в Оу.

Обратно, если {Р, Ф}—бикомпактное п.т.п. ив Ку такое, что 
А

<р сау, то Т-1 {Р, Ф} является бикомпактным расширением про֊ 
странства {X, И).

Доказательство. Пусть £=[(Х, ИГ); Р]^Ри—бикомпактное 
расширение пространства (X, И)» У (0 = [Р, $} и Ф'— произвольное 
подмножество множества Ф, обладающее тем свойством, что У/р^.Р

А

3<р £ Ф' такое, что <р £ р. Нетрудно проверить, что и' =]х (Ф')’ — от­
крытое покрытие подпространства (У, II) пространства (X, УХ), где 
У = Х\ р (X) и р. (£)=/: и-*  V. В самом деле, пусть у £ У, к/(у)=р 
и ф^Ф' такое, что тогда существует и£_иу такое, что / («)=<?, 
т. е. и'—открытое покрытие пространства (У, Ц). Поскольку расши­
рение 5 сохраняет V и следовательно У замкнуто в бикомпактном про­
странстве (X, 1^), то СР содержит конечное подпокрытие 11". Пусть

А

/(£/")=Ф" сф' и р — произвольный элемент из Р, тогда существует 
У € У 1’акое, что А/ (у)=р и так как 11"—покрытие пространства 
(Ъ ^)> то для некоторого и^_и" /(и) = ф^р, т. е. {Р, Ф)—бикомпакт­
ное п.т.п.

Пусть <р—наибольший элемент п.т. Ф, тогда так как }՝.11 -*֊Ф —воз~ 
ЛА *

растающее, то <р = / (?), следовательно у и существует открытая 
окрестность ад множества У в пространстве (X, УХ) такая, что о = 
=₽՜1 (та П₽ (X)). Имеем А’\о=Р~1 (Х\ш)։ и так как замкнуто 
в бикомпактном пространстве^, 1Г), то т. е. ч>са„.
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Обратно, пусть {Р, Ф)— бикомпактное п.т.п. из Ку, <рс Су и 

Р{Р, Ф} = (Р, 5), тогда, поскольку 5 образует базу топологии 5, а 
отображение I: Ф -»3 является биекцией (см. предложение 5), то лег­
ко видеть, что (Р, 3)—бикомпактное пространство. В самом деле, 

А
пусть 3'—произвольное подмножество множества 5, покрывающее 
пространство (Р, 5) и /-1(3')=Ф', тогда ур^Р 3$?£3' такое, что 

т. е. и ®£Ф' и, так как (Р, Ф)—бикомпактное п.т.п., то 
существует конечное подсемейство Ф" семейства Ф', обладающее тем 
свойством, что ур Р такое, что <? £р. Отсюда легко за­
ключить, что I (Ф")—конечное подпокрытие покрытия 3", т. е. (Р, 5) 
бикомпактно. Пусть Т-\ (Р, Ф) = (Д։, 1^) и №՛ некоторое открытое 
покрытие пространства (^, 1^), тогда так как (Р, 3)—его бикомпакт­
ное подпространство, то из можно подобрать конечное подпокры­
тие W множества РсАг Пусть далее ги0 = К («о; ш £ №"}, тогда 

А А А

учитывая, что /-1 (Р)= <? (/-1—возрастающее) и то, что ш рав- 
А

посильно «> — $11 о, где ։(5и V ^/-1 ($), легко заключить, что и = 
А А

= и>0ПХ£<р. Но по условию <р с -зу, следовательно /\и биком­
пактно, и так как ^\го0=А\о, то № содержит конечное подпокры­
тие множества Ах.

Пусть Зу—семейство открытых множеств пространства
(X, И), состоящее из дополнений до всевозможных конечных подмно­
жеств множества X.

Теорема 4. Пусть {X, И)—^-пространство и {Р, Ф}£ХГу, 
тогда Т-1 {Р, Ф) является ^-расширением пространства (X, V) 
в том и только в том случае, когда {Р, Ф} — Тг п.т.п. и 8^ содер-

Л
жится в наибольшем элементе <р п.т. Ф.

Доказательство. Пусть (Р, Ф)^АГ/ Тг п.т.п., 8ус<р и
х2 различные точки пространства (Д1։ {Р, Ф), где Хг=Р\}Х.
Рассмотрим случай, когда 2{=р1 £Р (г =1, 2). По определению 7\, 
п.т.п. существуют и <р8 £ рг такие, что и у^рг, следова-

___  __ А

тельно р^1 (ф։)=52 ир։( / (?1)=%. Пусть^-1 (Р, Ф} =/-1, (5Х) и
Л

тогда «>1=$111«1 и ։о8=58и«8 соответственно открытые 
окрестности точек рг и ра в пространстве (Др такие, что р^ги2 
и р2'^т1.

Пусть теперь г^, х8 £ X, тогда так как (А՜, И) ^^пространство и 
Vс 1Р1։ то в пространстве (2^, существуют окрестность «?х точки 
ах и окрестность шг точки гг такие, что и

Пусть, наконец, хх=х^Л и ха=р£Р. Так как р — фильтр п.т. 
А А

Ф, то <р£р и, поскольку по условию 8ус <р, то П{о; = 0, где 
р*=и(ф;  ®£р]. Таким образом, для некоторого существует

такое, что х^и, и так как ? =/-1 ($т)л то ад=$9ит> является 
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окрестностью точки р в пространстве (2Г1։ И^), не содержащей точку 
х. Кроме того из Ис՜!^ следует, что любая окрестность И точ­
ки х не содержит точку р. Итак, (^, Ա^ւ) есть /^-расширение про­
странства (X, И).

Обратно, пусть (Հ, Ս^ւ)= 1\{Р> Ф)— /^-расширение простран­
ства (X, V). Тогда, поскольку (Р, Տ)—подпространство пространства 
(2ц и 5—база топологии Տ, то для любых двух различных рг и 
р։ из Р существуют տք1 и տք, из Տ такие, что Փւ Հշտգւ и р։ $тр следо­
вательно Հրւ и Ч^Р! О'» /=1» 2> г=А/) Т։ е֊ {^> Ф} п.т.п. Пусть 

т. е. Х'\у=В—конечное подмножество множества X, тогда так 
как Р[}ю = Х1\В и (ճլ, й^) является /^-пространством, то то — Ри 
Սւ>£ 1Г։, которое означает, что (Р) =<р, т. е. Ъу с ®.

Следствие, /^-пространство (X, И) допускает бикомпактное 
/^-расширение тогда и только тогда, когда А-бесконечное множе­
ство.

В самом деле, так как конечное ^подмножество Тг- пространства 
замкнуто, то условие необходимо. Обратно, если X бесконечно, то 
8(հ—открытый фильтр пространства (X, И), следовательно п.т.п. [Р, Ф}, 
где Ф состоит из двух элементов ® — 8^ и 0ф — V, а Р состоит из 
единственного фильтра [8у) п.т. Ф, удовлетворяет всем условиям 
теорем 3 и 4, т. е. (X, V) допускает бикомпактное /^-расширение.

Перейдем теперь к рассмотрению хаусдорфовых расширений.
Пусть [Р, Ф}£Ку, тогда ур £ Р семейство р*=  Ս (<р; ? £р) обра­

зует открытый фильтр пространства (X, V). В самом деле, так как 
каждый элемент <р £ р представляет собой открытый фильтр простран­
ства (X, V), то 0£р*.  Пусть V/ (;р*  уу из конечного множества /, 
тогда з<р/ £р такое, что о/ С?;> и так как р—фильтр п.т. Ф, то 

Ո (ф/; у£,/} = <р£р. Отсюда, так как УуС/ ?УС?» следует, что Ո [и/; 
յՀ. /}€?*•  Пусть о£р*,  иг£ V и тогда Я?£р такое, что о£® 
и, так как открытый фильтр пространства (X, И), то о. £■<₽, т. е. 
»1€р*.  ’

Таким образом, имеем отображение Е:Р-»Фу, которое каждому 
р£Р сопоставляет Е (р)=р*.

Пусть Р*=Е(Р),  а у — отображение, которое каждому ! •' ) -
^Ку сопоставляет п.т.п. |Р*,  V].

Теорема 5. Пусть —хаусдорфово расширение про­
странства (X, V) и Т (£)= {Р, Ф), тогда наибольший элемент Л
<р п.т. Ф содержит о у и выполнены следующие условия:

(է) Отображение Е :Р—>Фу инъективно.
(И) Ո (и; о^р*)  —0 ур*̂р*,  /л. е. базис фильтра р*  про­

странства (X, ]Հ) не имеет точек прикосновения.
(“0 X (Р, Ф}=[Р*,  V}—хаусдорфово п.т.п.
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Обратно, пусть (X, И) — хаусдорфово пространство и 
\Р, Ф}£Ку такое, г что выполнены условия (г) — (ш)» тогда 
Т-\{Р,Ф}— хаусдорфово расширение пространства (X, И).

Доказательство. Пусть и В = Х\о, тогда ₽ (В)
замкнуто в хаусдорфовом пространстве (X, 1И), и поскольку Дч..р(В)= 

= УиР (»), то «€/(У) = ?, т. е. акс <р. Пусть £Р и Е (рг) = р’1г 
тогда 3.5Л € У такое, что К/(у1)= р1 (<=1, 2). Изопределения А/ сле­
дует, что Р*  (р\)—след на р (X) системы открытых окрестностей точ­
ки уг в пространстве (Д, 1И). Поэтому так как (Д, й7) хаусдорфово, 
из Рг^р^ следует, что существуют юг^р\ и о^р\ такие, что 
Л »г=0, следовательно Е—инъективно, а (Р*,  И} хаусдорфово п.т.п. 
Теперь пусть р*  £ Р*,  тогда Зу£ У՜ такое, что А/(у)= р и Е (р) = р*,  
причем Р*(р*) —след на Р (X) системы й^у открытых окрестностей точ*  
ки у в пространстве (Д, й7). Так как Л {ш; — {у}, то Л {»>

0, где V — замыкание множества V в пространстве (X, V).
Обратно, пусть |Р, Ф)£Ау- такое, что выполнены условия (։) — 

(Ш). Докажем, что (Д1։ й^) = Т-\ {Р, Ф} — хаусдорфово расширение 
пространства (X, И). Пусть и я։— различные точки множества 
Д1=Д1(Р. Рассмотрим случай, когда г1=р1^Р(1=1, 2), тогда со­
гласно (г) р*гР 2 и в силу (Ш) существуют У1^р' и»2£р’ такие, что 
»1П»2=0. Пусть VI £р/, тогда = 5?, и »/ — открытая окрест­
ность точки р! в пространстве (Д1։ 1^) (1=1, 2) и так как X плотно- 
в (Д։, й^), то ш1Лад։=0.

В случае, когда и г2 принадлежат множеству X, учитывая, 
что (X, И)—хаусдорфово пространство и Ис: й7/заключаем, что и 
х2 в пространстве (Д1։ №\) обладают непересекающимися окрестно­
стями.

Наконец, пусть г^х^Х, а г2=р^Р. В силу условия (и) суще­
ствует V £ р*  такое, что х V, следовательно существует окрестность 

И точки х такая, что «хЛ»=0. Пусть тогда и
А

» £ /-1 (5<р)= <р, следовательно, ш = з? II и является окрестностью точки 
р в пространстве (2^ 1ИХ) такой, что и»Л»л=0, т. е. (Д1։ 1^) — 
хаусдорфово пространство. Теорема доказана.

Пусть R у — множество всех классов эквивалентных между собой 
хаусдорфовых бикомпактных расширений локально бикомпактного ха­

усдорфова пространства (X, V), а Ку—множество всех бикомпактных 
п.т.п. {Р, Ф) из Ку таких, что <р — оу, отображение £: Р-*Фу  инъек­
тивно и {Р*,  И} хаусдорфово п.т.п.

Так как для локально бикомпактного пространства (X, И) вы՜ 
А

полняется условие П{»5 »^<’и) = 0, а ср как наибольший элемент п.т. 
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Ф принадлежит любому р£.Р, то каждое п.т.п. {Р, Ф} из Ку удов­
летворяет условию (Н) теоремы 5. Сопоставляя теоремы 3, 5 и след­
ствие теоремы 2, приходим к следующему основному утверждению.

Теорема 6. Отображение Т*  является биекциеи между

множествами Ру и Ку, причем ( Г*) “’ = Т-1 .
Перейдем теперь к рассмотрению //-замкнутых расширений.
Пусть Ну—семейство всех открытых множеств хаусдорфова 

пространства (X, И), дополнения которых //-замкнуты.
Теорема 7. Пусть Ъ^Ру—Н-замкнутое расширение про- 

К
странства (X, V) и Г(6) = {Р, Ф], тогда Ну <=<?,« кроме условий 
(г)—(Ж) теоремы 5 выполняется также следующее условие:

(IV) Для каждого максимального открытого фильтра Р про­
странства (X, И), не имеющего точек прикосновения, существует 
р*£Р*  такое, что р*с.Г.

Обратно, пусть (X, И)—хаусдорфово пространство и (Р, Ф}£ 
такое, что выполнены условия (г)— (IV), тогда Т-\ (Р, Ф}— 

Н-замкнутое расширение пространства (X, И).
Доказательство. Пусть $ — [(2, ?], о^Ну и В=Х\о,

тогда Р (В) замкнуто в хаусдорфовом пространстве (Д, М'), и посколь­
ку Z\P (В) = Уи Р (о), то V £ /(У) = <р, т. е. Ну с ?. Так как ? —ха­
усдорфово расширение пространства (X, И), то по теореме 5 п.т.п. 
(Р, Ф} = Т(Е) удовлетворяет условиям (/)—(ш) этой теоремы. Пусть 
Р— максимальный открытый фильтр пространства (X, V) без точек 
прикосновения, тогда так как X' — Р (X) открыто в пространстве (Д, 
Ю, то ?♦ ) =Р'—базис открытого фильтра пространства (Д, 1₽). В 
силу критерия П. С. Александрова о //-замкнутости хаусдорфова 
пространства [8], р' имеет точку прикосновения в пространстве 
(Д> №), т. е. существует точка у£Ус2 такая, что Vю € и ут/£ 
£Р' Г\о'=£0, где —система открытых окрестностей точки у в
пространстве (Д, 1Р). Пусть А/ (у)=р и Е (р)=р*,  тогда р*=₽ “։(р*),  
где р[—след системы на X՛. Имеем и уо'^Р' и^По'=р0
и так как Р'—максимальный открытый фильтр пространства (X', Р'), 
то р' сР и, стало быть, р*  с Г.

Обратно, пусть (X, И) — хаусдорфово пространство [ Р, Ф}^Къ 
такое, что выполнены условия (г)—(IV) и Г-1 (Р, Ф)=^1։ ТР^). Допу­
стим, что (Д1։ 1^), которое по теореме 5 является хаусдорфовым 
расширением пространства (X, И), не является //-замкнутым простран­
ством, тогда, в силу того же критерия П. С. Александрова, суще­
ствует открытый фильтр (2 этого пространства, не имеющий точек 
прикосновения. Пусть у — след <2 на X, тогда так как X плотно в 
(Д1։ й^), то д — открытый фильтр пространства (X, V) без точек 
прикосновения, следовательно д содержится в некотором максималь­
ном открытом фильтре Е без точек прикосновения. По условию су­
ществует Р*£Р*  такое, что р*с.Г.  Пусть р=Е~՝ (р*)  и 15^—система
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открытых окрестностей точки р в пространстве (/Г1։ В^), тогда из 
определения вытекает, что след системы №р на X совпадает с р*.  
Так как открытые фильтры ди р*  принадлежат Г, то У°*€р*  и 
уи £ д имеем и*  П и=^=0, следовательно Vго £ <2 и уыо £ №р шр Л ш=/= 0, 
т. е. р — точка прикосновения для <2. Противоречие показывает, что 
(2Г1։ —//-замкнутое расширение пространства (X, Р).

Следствие. Хаусдорфово пространство (X, V) допускает 
//-замкнутое расширение, принадлежащее Ру тогда и только тогда, 
когда существует непустое семейство Р*  открытых фильтров про­
странства (Л, И), не имеющих точек прикосновения, такое, что каж­
дый максимальный открытый фильтр без точек прикосновения содер­
жит некоторый р*  £ Р*,  кроме того для любых двух различных эле­
ментов р\ и р2 из Р*  существует £р*  иуг£р2 такие, что охП 
Л'О։~0, или что то же самое {Р*,  И}—хаусдорфово п.т.п.

Пусть (X, V) допускает //-замкнутое расширение из R у, тогда 
существование семейства Р*  с указанными свойствами является не­
посредственным следствием первой части теоремы 7. Для обратного 
утверждения, согласно второй части теоремы 7, достаточно показать, 
что каждое семейство Р*  с указанными свойствами порождает неко­
торое п.т.п. {Р, Ф} из Ку, удовлетворяющее условиям (։)—(IV) тео­
ремы 7. В самом деле, семейство Ф всевозможных пересечений элемен­
тов из р*,  дополненное одним элементом — множеством V, представ­
ляет собой полуподтопологию п.т. Фу. Каждому р*  £ Р*  сопоставим 
подмножество р =( ф; <р£Ф, <р с р*]  множества Ф, представляющее 
собой фильтр п.т. Ф, и пусть Р—множество всех р, когда р*  пробе­
гает все Р*.  Учитывая, что Е (р) = р*,  следовательно 7 {Р, ф} = 
= {Р*,  к), легко проверить, что п.т. п. {Р, Ф] 'удовлетворяет усло­
виям (։)—(IV) теоремы 7. Ясно также, что Р различает элементы Ф 
и, стало быть, {Р, Ф} £ Ку.

Из этого следствия сразу получается известное утверждение 
(см. [13—15]) о том, что всякое хаусдорфово пространство, не являю­
щееся //֊замкнутым, допускает //-замкнутое расширение.

В самом деле, семейство М всех максимальных открытых филь­
тров без точек прикосновения такого пространства, согласно упомя­
нутому выше критерию П. С. Александрова, непусто и, очевидно, об­
ладает всеми требуемыми в следствии свойствами, поэтому всякое 
хаусдорфово пространство, не являющееся //-замкнутым, допускает 
//-замкнутое расширение, принадлежащее Ру.

Заметим, что если £)—разбиение множества М на конечные под­
множества, то семейство Р*  всех открытых фильтров р*  = П{ф; ф£</], 
когда с/ пробегает все /), также обладает всеми свойствами, требуе­
мыми в следствии теоремы 7.
Институт математики

АН Армянской ССР Поступила 21.У.1973
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0. Գ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ. Նոր մոտեցում սապպոգիական աաոածո4>յո։նների լայնացումների տե- 
սաթյան մնչ (ամփոփում)

նախկինում մուծված պսևդո տո պո լոդի ա յի և պսևդո տ ո պո լո դի ական տարածության դադա- 
փարների միջոցով հոդվածոս! ուսումնասիրվում են տոպոյոդիական տարածությունների լայ­
նացումների ղանաղան դասերւ Ամեն մի տոպոլոդիական տարածության վերադրվում է պսևդո- 
տոպոյոդիական տարածությունների որոջակի ընտանիր և անմիջական կաւդ է հաստատվում այդ 
ընտանիքի և տլվլալ տարածության լայնացումների ընտանիքի միջել

Տ. G. HOVSEPIAN. A new approach in the theory of extention» of topological 
spaces (summary)

Different classes of extensions of topological spaces are investigated with the 
aid of earlier introduced notions of pseudo-topology and pseudo-topological space.

To each topological space certain family of pseudotopological spaces is ascribed. 
Close interconnections between this family and the family of extensions of the given 
space is established.
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А. Б. НЕРСЕСЯН, А. О. ОГАНЕСЯН

О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Как известно (см., напр., [1]) задача Коши для строго гипербо­
лических уравнений с данными на нехарактеристическом многообразии 
поставлена корректно.

При нарушении условия строгой гиперболичности изучение этой 
задачи значительно затрудняется. Оказывается, что, вообще говоря, 
корректность постановки подобных задач зависит от поведения коэф­
фициентов при младших производных в уравнении. Наиболее общие 
результаты в этом направлении получены в двухмерном случае ([2]) 
методом сведения задачи Коши к системе интегральных уравнений с 
неограниченным ядром. Подученные таким образом достаточные усло­
вия корректности (строгая гиперболичность нарушается на кривой с 
начальными данными) переносятся на многомерные уравнения с коэф­
фициентами, не зависящими от пространственных переменных ([3]). 
Условия эти формулируются через оценки коэффициентов младших 
членов уравнения. Несколько иной вид условия корректности, содер­
жащего оценку соответствующей квадратичной формы, указан О. А. 
Олейник ([4]) в случае многомерного уравнения второго порядка.

В предлагаемой работе изучается определенный класс гипербо­
лических уравнений четного порядка, вырождающихся на начальной 
гиперплоскости. Указываются достаточные условия корректности за­
дачи Коши, носящие, как и в ([4]), в основном, алгебраический ха­
рактер.

При попытке применить классическую схему ([1]) к решению по­
ставленной задачи встречается ряд принципиальных затруднений. Ос­
новная квадратичная форма („энергия“) оказывается не строго поло­
жительно определенной, вследствие чего при выводе априорных оценок 
нельзя воспользоваться леммой Гронуолла.

Соответствующие оценки в данном случае удается получить при; 
менением метода, заключаещегося в редукции задачи Коши к задаче с 
быстро стремящимся к нулю свободным членом с последующим обраще. 
нием интегрального неравенства с неинтегрируемым ядром ([2], [5], [6]);

§ 1. Постановка задачи

Обозначим
V=Vt = (х=(х1, х2, .... хп) 0.<хд«}, S=St 

— гиперплоскость jq = t, Lipk — множество всех определенных в Rn
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комплекснозначных функций, у которых производные порядка к 
существуют почти всюду и ограничены, а через Lip0 совокупность 
всех измеримых и ограниченных функций.

Пусть

a=a(x,D) =2 aa(x)D*  |а | < т + 1 D*  = Di' ... Dnn D/1 =

— линейный дифференциальный оператор порядка т + 1 с главной 
частью

Ра=Ра(х, D)= 2 а։(х)£)а, |a| = m4֊l.

Коэффициенты предполагаются симметричными относительно переста­
новок в а. Обозначим через а0=а0(х) коэффициент при Z)1m+1 и усло­
вимся называть оператор а нормальным, если а0(х) s const. Запись 
a£_Lipk будет означать, что коэффициенты оператора а принадлежат 
Lip*.  Пусть

Ра(х, С) =2 а, (х) С«, С“ = С?... С", | а | = т+1
— характеристический полином оператора Ра. Как известно, опера­
тор а называется гиперболическим (относительно первой координаты), 
если а0 (х) =/= 0 при всех х и если в разложении на множители

Ра (х, С) = а0 (х) П «,-Х/) (1</ < т+1)
числа Хл=Х/(х, С') (С=(С։,..., С«)) действительны и различны, когда 
С действительно и =/=0. Если же хотя бы два корня совпадают хотя 
бы в одной точке х£ V, то оператор назовем вырождающимся гипер­
болическим оператором (слабо гиперболическим оператором).

В дальнейшем рассматривается следующая задача Коши: 
т+1
П (£>?-y?(x)S ^(x)Dj)n+ 2 a«(x)D«a=/(x), (1.1)
Z-l /-։ |«l<m

D\ и (0, x')=0 (։=0, 1, ..., m) x' = (x։, .... xn), (1.2) 
где m+l — четное, min рЛ (x)=£0, а V/(x) стремятся к нулю при х^О.

■ X, I
Корни характеристического уравнения \ (х, Е'),.... Xm+։ (х, Е') пронуме­
руем так, чтобы

—(х, Е') = Хт+1 _ и _ ։) (х, Е') и X/ (х, Е') <Х, (х, Е') 
при Xj^>0 и i<Zj.

§ 2. Неотрицательные формы. Разделяющий оператор

Рассмотрим форму

Н — 2 Дф £)« п (х) £)₽ ц (х)
с характеристическим полиномом
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K=^h r̂,^.
Будем говорить, следуя Л. Гордингу [1], что порядок формы Н в 
точке х равен т; т', если |а|-Ст, и найдется хотя бы один
коэффициент, у которого | а | = т, и один, у которого | (51 = т', не 
обращающиеся в нуль в точке х.

В дальнейшем будем пользоваться частичным преобразованием 
Фурье

U(xlt г!) = Се֊' Ь и (х) dS (dS=dxt... dxn). ^^

Из формулы Парсеваля имеем

J HdS = (2k)1-" jx՜ (0, 7) UUd-ц',

где a = (£>i, ztJj» •••> hn).
Эрмитовый однородный оператор Н порядка т՝, т называется 

вполне положительным оператором, если

К (°, a) |a| = m (2.1)
или же

У HdS~ у 2 | Da и |։ dS. (2.2)

Пусть
а = 2 ал (х) D\ 6 = 2 6₽(х) D?

— два дифференциальных оператора порядков тп+1 и т соответ­
ственно, а а (х, D) и ~ь (х, D) — операторы, получающиеся из а и Ь 
заменой их коэффициентов на сопряженные. Рассмотрим двойной диф­
ференциальный оператор

L=L (a, b) = ab + ab,

тде а = a(x,D), b =b (x>D).
Имеет место.

Лемма 1 [1]. Если главные части операторов а и b действи­
тельны, a^Lip0, Pa^Lip1, b^Lip1, то J

£ (а, 6) = 2 (£>/ + £),) Л> + А0, 
где (Л-Но՞— двойные дифференциальные операторы порядка -Ст; т 
•с ограниченными коэффициентами

A՛ = S a«(jc) bf (х)К^ г (2.4)
м если а=Ра, Ъ= РЪ, то

Л* = — 2су։(1(х) (2.5)

где сю =D/ (оа(х) 6₽(х)).
Для формы Luu получаем
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Luu = 2Re а и Ьи = 2 Dj А։ии -|֊ А° ии.
Для того, чтобы форма А*ии  при х։ О была вполне положитель­
ной, возьмем в качестве Ь разделяющий гиперболический՝ оператор.

Определение. Пусть а и Ь — два гиперболических опе­
ратора порядков m-f-1 и т соответственно. Оператор Ь разделяет 
оператор а, если для всех х листы поверхности РЬ (х, Е) ~ О разде­
ляют листы Ра (х, Е) = 0, где Е = ReC.

Лемма 2 [1]. Если а и b — два гиперболических оператора, 
причем а0Ь0 > 0 и 6 разделяет а, то форма РА*ии  вполне положи­
тельна.

Для РА1 получается выражение

РА1 (х, С, С) = ао*о 2 Т* |а* (х, С) |\ Re С'=0, (2.6>
где а*  = а*  (х, С) = П (С։—А/),

П (X*  — ш/)
U= П ().*-/;) ’ I

*+/

— корни характеристического уравнения разделяющего операто­
ра. В качестве ш/ можно взять

/=։>2......т.

Если Ь (х,Е) = Pb (х, Е), то Д։(х,С, С) =РАг (х, С, С).
Для уравнения (1.1) 7л (х, Е') s 7*  (х) и 7*  = 7m+i-(*-i>  для всех к,

т + 1

Iе* (х, С) 1«+ I ат+։ _ (л-1) (х, С) |’ = |П (С? - (A, )‘ )|։ (СЛ - | А*  1«), 
7**  
7-1

где | А*  | * = (х) V Ц/ (х) i-q/nij •

Отсюда выражение для А1 (х, D, D) ий имеет вид
т+1

А1 (х, D.D) ии= 2 7 J П (A- v) (х) 2 н? (х) £>?) 1’ (А А ֊
* I 1

7-1

֊^(х)2^(х)£>/ Д )^-

Обозначим Xs (х, D' ) = у, у.? (х) £)?.
/ — У

Лемма 3. Для А1 (х, D, D) ии имеет место оценка
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А1 (х, О, О)ии^-С Да (Л-1) (х)
Дал-1 (х)

2 Л’(х) '/.։/(х,£>,)адт“(2'41)а| 
/-2

т- 1
~ Дал-1 (х)
2 △։« (х)

1-0

2
а2' (х, £>') £>1т՜2' и Г2-7)

где Д/ зависит только от ()., —).г).
Доказательство.

г- = -А_________ ?___ А = Д П Л + л*~ л^1Л > 0. (2.8)
Г" П (а* - А,) 2” к*-)./  )

/**
Поэтому А1 (х, О, О) ии удовлетворяет оценке, которую можно за­
писать в следующем виде

А1 (х, £>, £>) ии > с (9+ А 9), (2.9)
где А = II Л/у II —блочная матрица размерности [(ли 4֊ 1) (п — 1)] X 
X [(т4-1)(п—1)], у которой Ац = 0 при ։«/=/, Ац =В, В= || ЬГ1 1|^+1 

(г=1, ..., п+1),

Чтобы записать вектор 9, определим сначала следующие (п— 1)- 
-мерные векторы

аг1 =^2<'֊։) (х, £>') и, ■ • •, (х, £>') £>п£>1'п-(2'֊1)ц)

(1 = 1,...,^), (2.И)

/ 13Цх, В') 0^1 и 12Чх,В') О^-ЫиХ/. л, т-1\(—7^—•• •’ Ау^г- Ж1--՜/
Тогда в обозначениях а«=( а*,  а?՜1) вектор-столбец 9 бу­
дет иметь компоненты

9 = (а’, а],--,а։от+1,а’, а2,--, а2т+1,---, о»֊», а՞֊1, • • •, ап֊+\). (2.12) 

Из условия Сильвестра положительной определенности квадратичной 
формы следует, что для того чтобы форма 9+А9 была положительно 
-определенной, достаточно, чтобы главные миноры матрицы В, стоя­
щие на диагонали, были бы положительными. При втом имеет место 
оценка
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л—1 /п+1 . . . . _
9+ Аб 2 а[а{ (2-13)

/-։ /-։
(0+ — эрмитово сопряженный к 0 вектор-строка).

Подсчитаем главные миноры матрицы В, стоящие на диагонали. 
Обозначим

A3+i = det||5,z||1-+1. (2.14)

S (*» ֊°') А՞1՜2' ы (х) 1։, ' (2.17)
1=0 л2/(х) '

2 *

lir'HPi; ։£qjS,B offll+A'AXojr..^2 ( _;AS Ci::ii<;AOn it

оналзт.чжолш&лЬиВ 'OA u0 вмцоф itiBoTP oiot rz
-koto ,& р^уяглп даротр <онн<
отээм тээмн ымк№аЛ?9»нжс);Д>“н0 ЧХх) !*•

Из легко проверяемого соотношения
Д.+i = 2 det || а„ ||/+’= 2 [det || М/+Т-

|*1=з+1  |Л|=.+1

где
а1г= 2 2 ₽/' = 2

следует формула
△.+1 = 2 п (»»֊».)«, (2.15)

к1<*/  S * 7
где суммирование производится по всем наборам (ки к»---, к։+\) иа 
чисел (1, 2, • • •, т+1).

Теперь, если выражение (0+А0) записать в виде (с՜1՜ А Ъ), где с 
определяется так же, как и 0, только вместо а/ надо брать 
"р/՜— О/ (։=!»•••, т+1), До = 1, то А будет положительно опре­

деленной во всей области, включая и гиперплоскость хх=0, так как 
главные миноры на диагонали равны 1. Поэтому

А1 (х, D, D) ии > с fir A tj > с 5+ 5 =

(2.16)

Подставляя векторы ai, получим требуемую оценку (2.7).
Обозначим теперь

<Д+1 .
2) “ л / л „

Q(x,w;= 2 [t/(x)|k«(x,Z)')ZJyA”?-(M+J)«(x))։+
;{ m <-о

•I V ’
~2~ " • I

(2.18)
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В дальнейшем, кроме полного порядка производной равного 
|а| = а1-|------ |֊а„. будем пользоваться двойным порядком [«]=/', к, где

< / — порядок дифференцирования по х1: а /+&= Iа I» Запись [а] р, д 
* означает, что у<р и ]’-\-к^,р-\-д, а {а}^р. д, ]^р, к^д.

§ 3- Оценка интеграла от дивергентной части
Введем некоторые линейные пространства.
1. Ек— пространство всех непрерывно дифференцируемых в V 

до порядка к функций с компактными носителями, Е°° = Е-
2. Если является частью V, то (й7) —пополнение Е по норме

2 О'/(х)\Ч\У, (3.1)
М<р,ч I

где dW—dx1■■■dxn при №—У и dW=dxl^■dxn, если В7 совпадает 
с 5 или его частью. Нр,<г — гильбертово пространство.

Следующий результат обобщает известную ([1]) оценку для ги­
перболических операторов.

Теорема 1. Пусть А1 (х, и) при любом О>0 является равно­
мерно вполне положительным оператором при х^>г с равномерно 
непрерывными коэффициентами. Тогда существует постоянная 
с>0, не зависящая от и такая, что

Доказательство. В произвольной фиксированной точке хо 
согласно (2.18) имеем (

У (2 (х0, П) бг/ =

т+1
= ([ 2 ^֊֊^/’(хд) Х«^х։/-^М’^։5։(и+>)|£)1«-(и+։)[7|»-|-

Л /-0 А2/+1 (х0) 7=2 \ 5 / I 52

т—1

+ 2 Аг'+1 (хо) ) 2з4/ £>!"•-«£/П d^, (3.3)
1-0 &21 (х0) | \ 5 / | ]

где d^']' = d^\n, з = 2 И/| .
/с=2

(п
2 и/(■*։>)у—2

81 I8
г2

409—6



262 А. Б. Нерсесян, А. О. Оганесян

п
Учитывая, что з2р~2 | ''1/12р> получим

Г(2Гх0> £/) с [[З Д'+1(х-^ V 1Ч/|« 1£>/»֊' £/|։ <Л»'. 
и л Ь=о (*о)  ;=։ J
Применяя равенство Парсеваля, приходим к оценке

с
Д/ + 1 (х0) 3

(3.4)

(3.5)

Пусть носитель функции и заключен внутри сферы 
метра в с центром в точке х0

диа-

(3.6)

Второй член ограничен величиной
о (е) | £>“ и |2,

где о (в) стремится к нулю при е —» 0 независимо от и и х0 в силу 
равномерной непрерывности коэффициентов оператора- Тогда для до­
статочно малого е получаем

Пусть 1=2 — разбиение единицы на 5, удовлетворяющее
«-1

следующим условиям: каждая функция <р*  О бесконечно дифферен­
цируема, и производные ее до лг+1 порядка включительно равномер­
но ограничены; носитель 5*  функции ®*  пересекается лишь с конеч­
ным числом других носителей, причем для любой функции п, равной 
нулю вне Б*.  соотношение (3.7) выполняется с постоянной, не завися­
щей от к

( (2 (х, и) = 2 Г Т*2 (х) <2 (х, и) <&. (3.8)
Л ы л

Разность <?* ’ <2(х»и) —• £) (х, <р*и)  может быть записана в виде

где <р = <р*, а К — двойные дифференциальные операторы, входящие 
■в <2. Далее

?•(*)?  (х) К— К<р(х) <р(х) = <р (х )(ф(х) К — Ку (х)) 4- 

+ (?(х) К — К <р(х)) <р(х),

тде .в роли ֊АГ .могут фигурировать следующие выражения:
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К _ 2 Д2«+!) (х) 2 м’(х)Х« (х,£>')2>Ав|-(“+1)^(х5^/)^/А“-(И+1’»

у (х) <Р (х) К— К<?(х) <р(х) )ий

т+1 ,
<СЛ ’з ^±1) 2|£)яи|’4-

\ 1=0 &21 + 1 [в]=т—(21+1), 21+1
т + 1_I

+ - ’з

г 1=0 ^21+1 (®)<т—1—(21+1), 21+1 /

т 1
2 \ _____________

2. К= 2 2<+1- л“(х,^ЭД"։֊2/к«(х,£ОАя,-։‘ , 
1=0 А 21

<Р (х) <?(х) К ии

т-1

2^- 2 1О- 

1=0 а21 (в)-т-21, 21 
т-1

+ Х 2 А|Щ. 2 |Д.и 

г 1=0 Д21 {в}<01-1-21, 21

Учитывая эти оценки, получаем

?* 2 <2(и) — <2(?*и)  > — с ; 2 |д
.0 [а]=т-1, 1

г 1=0 ^1 <в)<т-1—1,1 I

Интегрируя это неравенство по За и суммируя результаты по 
к, получаем

(3.9)*

всей

2— 2 1£>‘п12
1=0 Д1 [а]-т-1, 1

+ ֊г 1=0 Д1

Из неравенства (3.7) имеем

. 1=0 Д1

(3.10)

2|£)а<Р*и| ։ с15= с | От <р*  и|’д=

= с I I £>т фл и (х) |։Д dS. (3.11)

Так же, как в случае разности ф* 2 <2 (и)—<2(ф4и), оценивая на 5к вы­
ражение

т
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|£>'"։Р*и| д — <р2(х) | От и|*

и подставляя в (3.11), получаем
У <2 (?*  и) 43^ с у <?*  | От и (х) 1’ <13— сг у | От и (х) 12д аЗц— 

_с_ СГ " 2 |£>1ц|8 I (ЗЛ2)
Г и I (=0 А/ 1—Ъ I 1

Суммируя это неравенство по всем к, подставляя в (3.9) и выбирая 
г достаточно малым, приходим к оценке

Г(2(х,п)^>с [ 2 4^
3 и 1=0 А/ [<х|_/л—1,1

---- !_ Гу _^+к 2 |£)’И|«</5. (3.13)
С 1*=0  1 —I

Здесь также учтено; что
£ У | £'• и (х) |։ аЗк < А^у \О> и (х) |։ аЗ (/֊любое);

где N— максимальное число которым может принадлежать фик­
сированная точка плоскости 3.

Исходное неравенство следует из неравенства (3.13) и преды­
дущей леммы.

Применим к уравнению (1.1) оператор 3
(т)<о, /

2 £>т а (и)=Ра ( 2 + 2 Рц (и) — Ра ( 2 От ц\
1т)<0, д \(т)<о, д / [Т]<0, д МТ1<0, д /

+ 2£>т 2а«/)-н= 2£>т/.
[Т1<О, ? [а]<л> [т1<0, ч

Сделав приведение подобных членов в последних трех слагаемых и 
введя соответствующие обозначения, запишем уравнение в следую­
щем виде:

Ра ( 2£тП)+ 2*  &и= 2 £>т/. (3.14)
М71<0,? / [ч}<т,ч [т) <0,4

В качестве разделяющего оператора можно взять выражение Ь = 
= ^( 2 • Тогда

2 От а • Ь + 2£>та-6 =2(А+ £>/) В'+В0, 
1т1<0.9

где В!(х,щ и) =А1(х, 2 Оти, 2 От и \ (/=1, .., п), а
X ч (т1<о.в /
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В° (х, и, и) = ֊2 £>/ (а։(х) Ь'^х)) К!# ( 2£>7и, 2 и ) 4- 

+ Ь ( 2 № и') 2а» £>*а.
' 1тИ0, д / («1 <т, д

Для Вг(х, а, ц) имеет место оценка

— ■>Х) 2 ]£>’«!’ <15—
\Х) I, 1+д
2 I и |«1 </£.

и, и) 45 > с

Д/4-1 (х)
С Л I 1—0 а1 (X) {»}<«։-!-/, 1+д

Пусть имеем интегральное уравнение

(3.15)

(3.16)
о

о — непрерывные функции при х О и
о

р* —ехр

оо. Если

(3.17)

является непрерывным ненулевым решением однородного уравнения. 
Ниже нам понадобится следующие результат.
Лемма 4 ([3]). Пусть а(г) — непрерывная функция при 0<г<1,

1
удовлетворяет условию Г — - <11 <? оо. Тогда, если

3 Р*  (О

Рл (х) < К (0 ря_! (0 Л + а (т) (п>1, Ро=0), (3.18)
о

•то ряд Р (т) = у, рл(т) (0<л<1) равномерно сходится и его сумма 
. п=О

удовлетворяет условию
Р (■։) = Р*  С’) О (1) при т -» 4- 0 

ж оценке 
%

р 0) < р*  (’) л- <319)
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§ 4. Достаточные условия корректности задачи Коши

Теперь сформулируем и докажем основной результат работы.
Теорема 2. Пусть в задаче (1.1) — (1.2) коэффициенты 

уравнения и правая часть — достаточно гладкие функции, удовле­
творяющие следующим условиям:

т+1

1. с^ (х։) < 2 О/  (х) — му (х))а < сх X2« (хх),*
к)
1.1-1 

г

т+1
с4 (*1)  < 2 (’* (*)  ~ < с»Х2?

/</
1.1—1

где X (хх) -֊*  0 при хх ֊> О, (хх) > О, X (хх) > 0;

2. |2У м/(х)| <сХ«(х1) (е>0), (у=2, --,л), (£=!,••֊, <?), 
(1=1,..-, т+1);

3. 2£>/(аа(х)6?(х))А/о?/2С, 2 С  ) ֊ 6 ( 2 )£а։ (х) <*

< с 2 I С- И (? > т+1);
Л(хх) 1-0 Д/(х) <а}<т-/. /+?

4 £) <*)  \ < с 1 11+1 Ю
1 \ А((х) / х (хО А/ (х)

тогда для любого / £ /70> я+а, где <1 — достаточно большая посто­
янная, существует единственное решение задачи (1.1) — (1.2) 
и^Нт+'- ч-1-т . Справедлива оценка

। £т+։, ,_։_т ц> и, |*  < с | £>°- ’+<</. К |2. (4.1)

Доказательство. Сначала покажем, что если выполнены 
условия теоремы, то за счет гладкости / (х) по (х։, • - •, хЛ) можно за­
менить уравнение (1.1) аналогичным уравнением, у которого правая 
часть имеет порядок (х^, где сх^>0 — произвольно. Из условия 3 
следует, что коэффициенты а։(х) (см. (3.14)) ях^= |а| при хх-»0 имеют 
порядок £>х 1։ (х^з^О, а из условия 2 следует, что и аа (х) =/= | а/
имеют порядок о>0.

Отнимем из уравнения (1.1) уравнение

а'(й^И^+'а + 2 аДх) й-/(х). (4.2)
а,— |>|<т

Однородная задача Коши для этого обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения, очевидно, имеет -единственное решение, удовлетвори՜ 
ющее условию



О корректности задачи Коши 267

|£>1т+։ й| С const max | /(", х», • • хя) |. (4.3)
<х’....

Для функции Дх = й. — й получим уравнение
а (их) = (а՜—а)й s/։(x) (4.4)

с нулевыми начальными условиями, где |/х | Зная реше­
ние полученной задачи и прибавляя к нему й, получим решение пер­
воначальной задачи. Функция Д должна иметь непрерывные произ­
водные порядка /п+1 по (х8,•••» хя), поэтому такую же гладкость 
должна иметь /(х). Отнимем из полученного уравнения уравнение

а («1) = А (х). (4.5)
Решение йг удовлетворяет условию | йх) с то есть
| Z)1/B | < с Х։(хх). Для разности и։~пх—Дх получим уравнение

о (п3) = (а'—а) Дх=/։, (4.6)

где |А1 с D-j? •>*.  Продолжая аналогичным образом, на n-ом шаге по­
лучим

а (ип) = (а'—а) й.п_х =fn, (4.7)
где а' (Дя-1) = fn-ъ \fn I < с к*  кЧв-1) , п>1.

При этом функция /(х) должна иметь производные порядка (zn+l)n=d 
по (х։, ••■,хя). Выбрав п достаточно большим, получим 8 (п—1) = сх. 
Первоначальная неизвестная функция равна

и = ип ■+■ 2 й* (й0 = й, f0~ f). (4.8)
*-о

Отсюда

|£)m+i,fl-։-ma։ Их |։<с(|£>"+։« u„ Kt|։ +

+ 2 |Z)m+J- «-J-'nCA, < c £)"*+։.  «֊։֊" Оя, Vt Is +
*=o / \

-+2 |£>МД, И<|Л<с^|£>"’+1'’֊։-'"пл, И/|։ +|£>0’«/, |я Y (4.9) 
*=о / \ /

В дальнейшем нам понадобится следующая оценка:
С2 1 Dtk-'>fn (х) I dVt = f 2 | DVk-^ (a'-a) | dVt <

t
< C J D^1 ■ k-e. J I Dm- »+։ ЙЛ-11 dSx d*  < 

о
t

К C J Dx V f |£>о,?+ли x I dv^ dx<

0
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<с| з |£>П֊‘«+։/и-1ИИ<.
J Ill^o, q+m+l

Сделав аналогичные оценки п раз и возведя в квадрат обе части не­
равенства, после очевидных оценок получим

| D0-" !֊’■ fn, Vt I’ < с | D°- »+(<"+»)" /, Vt |։ = c | D°- "+d f, Vt |*.  (4.10)
Таким образом, достаточно решить задачу (1.1)—(1.2) в классе 

функций |/| «S dc> (хх).
Получим теперь для решения энергетическую оценку. Пусть 

существует решение уравнения
a (w) = Xе» (хх) g (х) (cj — const) • (4.11)

с однородными начальными условиями, где v=un, ^e'g=fn- Из урав­
нения (4.11) и нулевых начальных условий следует, что

2 | £>/ V 1’ < с (хх) (а,> 0): (4.12)
*-о

Учитывая компактность носителя v, проинтегрируем тождество

2 Re ( 2 Dia. (v) b 
\(T)<0, q

(3^«>))-2
q // /-1

Dj Bj (x, v, (x, v, v) (4.13)

no Vt
J B1 (x, v, v) dS-. = J B1 (x, v, v) dS0 - J B° (x, v v) d V-. +

+ 2 v (4.14}

x, v, v) dSt = 0,

2 v

(4-15)

J [7]<0, q
Из условия 3 следует, что

(Tl<0. q
dV֊. (4.16)

с П А1 (xi) у
J I 1 (*i)  /=о Ai (;

5° (х, V, Ъ) «/V, <

2 \dV__ (4.17)

Оценка (4.12) обеспечивает сходимость интеграла в правой части. 

Используя (4.15), (4.16), (4.17) и оценку снизу для I В1 (х, V, й) dS ,

п олучаем
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{։}<»։-/, /+?Л С Дх-О (X) {ч'(<т-1-1Л+Я 1

< ся [ [ 2 V—- 2 । » V Г Хх’1«^»֊'» 1 Л V- + ф). (4.18)
J I л(х1) <=« (х) {«}<т-Х. /+? J

Заметим, что
С ф(х) 2 |£>М2</У =^с Г |£1?(х)| 2|£>««|’</К

Л Л <»}<г+1, р
и . (4.19)

Г Г 2 ±±1_ 2 | £>«„ |» ,2(«.-(».-Х)] 1 <

Л |< - О А/ <а}«п-1, 1+я Л

<с еэзир (*  2 -А'՜1՜1- 2 | |2 dSxl’^

*е+1 (хх)

0<Х.<-. Л <-0 Ах а,=т-<I «'I <х+?

< с езвир I 2 —֊— 2 I й*  V 1’ </5Х։.
0<Х,<- Л /“О А/ 1, 1+я

Поэтому, учитывая условие 4, приходим к оценке
Г* Л ։ . ч

еззир I 2 ------ 2 I /)“« |2 с/3Х1
0<х1<- Л ։-0 А/ {1՝гст—{,1 +я

<С С еззир (7 2 4^- 2 1^« 1’^ 
I 'Лх1) 0<г<х1 и \ 1=0 {а^<т—11 1+дО

Используя (3.19) — результат леммы 4, получаем

с^+ф). (4.20)

езэир [[2 2|£>“«|2 <с3Хф) С
о<х,<~. 3 I 1=0 А; {л\<т-1.1+я Л Л Хс+1 (хх)о

ИЛИ

Ла А/+1

А/
(15֊, с3 Iе (т) ^1Х(Х1) о(хх)

>֊£+1(хх)
<1х1. (4.21)2 I Н

Обозначая левую часть | От՝ 4 V, 5- |д

| Рш' « V, 5Т |л «С

^.(г) 2 £Мх)| и 
[т1<о. ч I ՛

2
(т!<о, я /

(/5 Г с1г

-------- аХ1. (4.22)

Если сх = с։ + ₽, где Р — постоянная, фигурирующая в условии 1, то

(4.23)
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и если с+1—с։<4, то

(4.24).V

Проинтегрируем по * от 0 до {

| От՝4 V, V։ |։д «С сг-։ ££>т *(х)|։</И<+сг 
1т1<о<е

Взяв г достаточно малым, получим
| £)<"•« V, И/ |։д «£ с | О°‘ 9 § (х), VI |’.

Учитывая, что

(4.25)

2 -^±1 2|£>*о| ։>с 2|£)««|։>с 2|£>։«|։, (4.26)
Ь=0 А/ («}<т-Г, Г+? ч 1«]<т, ч-т 
получим

| оп- 9~т V, И, |։ < с I £°- ’ 8 (х), У1 I2. (4.27)
Из тождества

о = £)т а („) _ 2 £)та« О' V, (4.28)
|а|<т+1, а^тп, ₽=(&, •••, ?Л), I₽I <д, ₽х = тп+1,
7 = (0> Рг»՛''» ?«)» 

приходим к оценке
11),п+1, ч-1-т у1 р с | /уо, ч г (х), у1 |>. (4.29)

Учитывая неравенства (4.9) и (4.10), получаем
| £)т+1, ?-։-т < с | £)«, Ч+ЧУ1 |». (4>30).

Из этой оценки следует единственность и устойчивость решения.
Для доказательства существования решения воспользуемся сле­

дующей известной процедурой. Введем оператор осреднения. Пусть 
Уо(:£([О>1]) и обращается в нуль в окрестности 0и<, ;0>0и

/о(5)^5 = 1,

(4.31)
/«(«) = (—} (0 < е < 1).

\ е /
Оператор осреднения для функции /(х) х £ Кп определим,
по формуле

(*)  = У / (*! —з, х2, • • ■, хя) у, (з) = у у. (хх—з)/(з, х։, • • •, хЛ) ск>,

(4.32)
бесконечно дифференцируема по х1։ равна нулю в окрестности 

гиперплоскости х^О и при е 0
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| £>°- (TJ—f) |։ — 0. (4.33)
’ Для таких функций задача (1.1)—(1.2) имеет решение. Обозначим че­

рез и»(х) решение для 7’./(х). Тогда

| Z)m+։' ’-։-т (о., — пч) |։^ с | D°- (Т,,/ — T4f) |։, (4.34)
то есть последовательность и։(х) фундаментальна и из полноты прос­
транства /7А<Г следует, что имеет предел ц(х) кото­
рый и является решением задачи (1.1)—(1.2). Теорема 2 доказана.

В случае уравнения второго порядка, записанного в симметри­
ческом виде

D*u  — У A(V(x)W։WA«)+i; bt(x) Diu + cou=f, (4.35) 
1-2 l-l

условие 3 теоремы 2 принимает вид

с >?(*)  2 в? -£>Р1»(<) 2 е?+с |bj«- 
Цхх) z=2 z=2 л

— У, bi (х) В< Вх — с0 Bj > 0. (4.36)
1=1

Для выполнения этого условия достаточно, чтобы существовала пос­
тоянная с^>0 такая, что

(Л ). ^\s Л / п \з——) s v-(2 bl to*'  1 >0’
А (хх) / 1-2 \ 1-.2 )

I bl (х) I < const D11
>՝ (*i)

| с0 (х) I < const хх-։, (Im В/ = 0).
4*1)

Это, по существу, совпадает с условием О. А. Олейник [4] при 
Х(х1)~х1₽.

В случае уравнения четвертого порядка

( D*  - (х) 2 D]\(D} - (х) 2 D2\ и + 2 aijk (х) DiDtDk и +
\ 1—2 ' \ 1—2 / I, I, 4=1

+ 2 aij(x) DiD/ п 4- 2 ai(x)Diu -j- а0(х) и =/(х), 
С 1=1 1=1

где aui (х) = ах (х) для всех г, для которого, насколько нам извест­
но, корректность задачи Коши до сих пор не изучена, из результа­
тов теоремы 2 получаются следующие достаточные условия коррект­
ности:

1. Существует постоянная с > 0, для которой матрица D = 
= || di/ || J является неотрицательно определенной, где
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= 0-^-4.-«Ш.

4‘-Г£>1(’!+՝г)+4-«+’2> “֊]■

х д։ [ ]
4п= <з= [ °1 )-«1+ -֊■ > °111 ’

В частности, при *х — хх“, чя — х/, 0 < а, условиями корректно­
сти могут служить следующие простые оценки:

!

</м = с/42 = 2Ог (■*,  ^),

а остальные <//у = 0.
2. Существуют постоянные с/^>0 (։ = 1, 2,•• •> 7), для которых

2 I(2 [֊2/)‘(«+
\ Л / дх ь=2 \ ы [

+ ֊ С*М)«ш'къ  У>0, ■ .

(/И V А Л /лГ
—) ֊ 21 I ֊ ( 2 (*?  ) 4-

л / а2 I. I. л=2 \ I. /“2 I

+ уО? + ^)«ш ] ^С?¥>0, В *



О корректности задачи Korns 273-

( aijk | «С const xj3՜1, 

| ai/k | < const x^~\ 

| ап*  | const x?՜1, 
| aijf < const x?֊2, 

| at/1 const xj՜2, 
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Հ. П. ՆեՐՍԵՍՑԱՆ, Ա. i. 2ՈՎ2ԱՆՆԻՍՅԱՆ. Կոշու խ6դրի 
թոլական հավասարումների Տամար (ամփոփում)

I a/1 «S const X2՜3, 

I ani I < const xj"։։

| an I const xf 2։ 

| a։ | const x՜3, 

| a0 | =C const x՜4.

Поступила 19.Ш.1973

կորեկտությունը մի դասի թույլ Տիպեր-

Հոդվածում քննարկվում է Կոշոլ խնդիրը որոջ դասի թույլ հիպերբոլական հավասարում­
ների համար։ ենթադրվում է, որ խարակտերիստիկ թվերը ձգտում են զրոյի սկզբնական հի- 
պերհարթությանը մոտենալիս։

Ապացուցվում է այդ Կոշու խնդրի լուծման գոյությունը, միակությունը և կայունությունը, 
երբ հավասարման ցածր կարդի անդամների գործակիցները բավարարում են որոշակի հանրա­
հաշվական բնույթի պայմանների։

A. B. NERSESIAN, A. H. HOVANESIAN. On the correctness of the Chauchy's prob­
lem for a certain class of weakly hyperbolic equations (summary)

In the present paper the Chauchy’s problem for weakly hyperbolic equation« 
from a certain class is considered. Under the assumption that characteristic numbers 
of the equation vanish on the initial hyperplane, and the coefficients of low order 
terms satisfy a certain algebraic conditions, the correctness of the Chauchy’s prob­
lem is proved.
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