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ևմբագրոէթյունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ

սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'
!• Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա
մապատասխան լեզվով։

<8. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին է պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշեյով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգր, հրատարակշութ յուն ը , հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվըւ

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում»

5, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիշ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) շեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարվա ծ 
է տվյալ աշխատանքը»

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը» 
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր» 
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկան
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Л. А. ПЕТРОСЯН

ИГРЫ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ С ЗАДЕРЖКОЙ 
ИНФОРМАЦИЙ У ИГРОКА Р

В обширной литературе по теории дифференциальных игр в ос
новном рассматривались игры с полной информацией, в которых игро
ки Р (преследователь) и Е (преследуемый) в каждый момент време
ни ( при выборе управлений и£ II R1, Ис R* имеют информацию 
о состоянии процесса I, х ({), у (#). Иногда дополнительно предпола
галось, что один из игроков имеет информацию об управляющей пере
менной, выбираемой противником. В случае, когда движения игроков 
Р и Е независимы, т. е. уравнения движения имеют вид

*=/(*, и), у = § {у, и), (1)
х £ R", у С R՞։ х (0)= х0, у (0) =у0 и игра имеет предписанную продолжи
тельность Т, доказаны теоремы, гарантирующие существование ситуаций 
е-равновесия для любого е>0 в классе чистых (нерандомизированных) 
стратегий (см. [1], [2], [3]). Много сделано также для получения эф
фективных способов нахождения самих е-оптимальных стратегий (см. 
[4], [5], [6]). При этом наиболее ощутимые результаты получены в 
задачах, где оптимальная стратегия Е оказывается просто функцией 
времени. Хотя проблема еще далеко не исчерпана, дальнейшее раз
витие упомянутых методов сталкивается с обычными комбинаторными 
трудностями, которые присущи играм с полной информацией.

В то же время с точки зрения приложений предположение о на
личии у игроков полной информации является сильной идеализацией.

Поэтому представляется целесообразным постановка и изучение 
дифференциалы.хх игр преследования с неполной информацией. К 
числу таких игр относится игра преследования с предписанной про
должительностью с задержкой информации у игрока Р.

Состояние информации в игре следующее. Задано некоторое 
- число I ^>0, называемое задержкой информации. При 0 < {I игрок 

Р в каждый момент времени I знает свое состояние х (/), время I и 
состояние игрока Е в начальный момент у0. При I < Т, Р в каж
дый момент I знает свое состояние х (/), время I и состояние игрока 
Е в момент I — I, у (£—I). Е в каждый момент времени £ знает х (/), 
у(Г), (. Выигрыш Е равен р (х ( Т), у (Г)). Игра антагонистическая. 
Обозначим эту игру через Г (х0, Уо> Т).

Кусочно-программные чистые стратегии. Под ку
сочно-программной чистой стратегией игрока Е, V (•), мы будем пони
мать пару (х, 6), где т—разбиение отрезка времени [0, Г] конечным 
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числом точек 0 = t։<^f2<^ • ■ • ts = Г и &—отображение, которое
каждому состоянию х (/ц) , у (/♦), ставит в соответствие отрезок 
измеримого программного управления V (/) игрока Е, при ( [/», /*+1). 
Под кусочно-программной чистой стратегией игрока Р, и (• )■ мы будем
понимать пару {а, а], где а—произвольное разбиение отрезка време
ни [О, 73 конечным числом точек 0 = = Т и а- ото
бражение, которое каждому состоянию х (6), у Ик—Г)> ПРИ
ставит в соответствие отрезок измеримого программного управления
игрока Р, u(f), при Z*+i); при tk <1 отображение а ставит в
соответствие каждому состоянию х (/*), у0, отрезок измеримого 
управления игрока Р, и ((), при /£[/«, /*+1).

Множество всех кусочно-программных чистых стратегий игроков 
Р и Е мы будем обозначать, соответственно, через Р и Е.

Игра развивается в соответствии с уравнениями движения (1),
при этом мы будем предполагать выполненными все условия, гаранти
рующие существование и единственность решения системы (1) на от
резке [О, Г] для любой пары измеримых программных управлений и ({), 
V (/). Это гарантирует существование единственного решения системы (1) 
при применении игроками Р и Е кусочно-программных стратегий 
н(֊)£Р, и(-)£Е и при заданных начальных условиях х0, у0.

Таким образом, в любой ситуации (и (-), «(•)) при заданных 
начальных условиях х0, уп функция выигрыша определяется однозначно

у0; и (■), v (•)) = р (х (Т), у (Г)), (2)
где х (£), у (£) — решение системы (1) из начальных состояний х0, у0 
в ситуации (и (•), у (•)), а р—евклидово расстояние.

Хорошо известно, и это можно показать на простейших приме
рах, что, вообще говоря

»nf ^(*0, IM п (•)»« (•))¥= inf sup К(х0, у0; «(•), v (•)), о()ея и()в₽ «(•)£/» ։>(■)££
(3). 

поскольку рассматриваемая игра Г (х0, у0, Т) не является игрой с 
полной информацией. Из (3) следует, что, вообще говоря, s-ситуации 
равновесия в этой игре существуют не для всех s > 0. Поэтому мы 
пойдем по пути, предложенному Ф. Нейманом и О. Моргенштерном 
для конечных позиционных игр с неполной информацией. Мы расши
рим пространства стратегий Р, Е до так называемых смешанных ку
сочно-программных стратегий поведения (СКПСП), которые вклю
чают в себя возможность случайного выбора управления на каждом 
шаге. Далее мы покажем, что в таком классе стратегий, равенство (3) 
выполняется.

СКПСП. Под СКПСП игрока Р мы будем понимать пару ц (•)=• 
= Iх» а)> гДе х произвольное разбиение отрезка времени [0, 7՞] ко
нечным числом точек 0 = t' * ՛ <С = Т» и а—отображение, ста
вящее в соответствие состоянию х(6), у (6 — Z), tn, при <* >/, и со
стоянию х (f*), у0, ц при tn <1 вероятностное распределение ։*(•), со՜ 
средоточенное на конечном числе измеримых программных управлений
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и ({), при I £ [6, 6+1)- Аналогично под СКПСП игрока Е мы будем 
понимать пару * (•) = {’, ?}, где я есть произвольное разбиение отрез
ка времени [О, Г] конечным числом точек 0 = = Т и
В отображение, ставящеев соответствие состоянию х у (6), 
6 вероятностное распределение ** (-), сосредоточенное на конечном 
числе измеримых программных управлений V (/), при *£[6, 6+1).

Множества СКПСП игроков Р и Е мы будем обозначать соот
ветственно через Р и Е.

Каждая пара СКПСП (р- (-), *(-))при фиксированных начальных 
условиях х0, у0 индуцирует распределение вероятностей на простран
стве кусочно-программных стратегий и(-), V (■), поэтому под выигры
шем М (х0, у^, [*(•), ■*(•)) в СКПСП мы будем понимать математиче
ское ожидание выигрыша К (х0, у0; и(-), «(•)), усредненное по рас
пределениям на пространствах Р, Е, которые индуцируются СКПСП 
Н(-)> * (•)•

Определив пространства стратегий Р, Е и выигрыш М, мы для 
некоторых начальных условий х0, у0, Т определили смешанное расши
рение Г (х0, уа, Т) игры Г (х0, у0, Т).

Введем в рассмотрение следующую вспомогательную величину. 
Пусть СТЕ (у) — множество достижимости игрока Е. Обозначим через 
Се (у) выпуклую оболочку множества Се (у). Положим

I (36 П= пнп шах р (У, <). (4)
ч'бс£(у)

Пусть 7 (у, Т) достигается в точках (у, у), так что
шах Р (т;'։ 7") = р у), (5)

Ч'бС/'.СУ)

Из определения у следует, что это центр минимальной сферы, содер
жащей множество СЦу). Отсюда получаем, что точка у единственна- 
В то же время существуют по крайней мере две точки касания этого 
множества с минимальной содержащей его сферой, которые совпадают 
с точками у.

Пусть у (/)—некоторая траектория игрока Е, у (0) = у0, 0-< I -^.Т. 
Когда Е перемещается вдоль у (£), величина 7 (у (/)> Т — £) также 
изменяется. Пусть у (£)— траектория точки у из (5), соответствую
щая траектории у

В дальнейшем будем рассматривать лишь случай, когда для всех 
= Г —траекторий у (/), у (Т)£Ср (х). Назовем точку М центром пресле

дования, если в ней достигается

7 (ЛГ, I) = шах 7 (у', I).
У'ЕС^-‘1у)

Таким образом
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I (М, I) = max [min max р (■’/•’i*)]* (
yecj-'(y) >i'ec'£(y') ч'ес^у')

Рассмотрим вспомогательную одновременную игру преследовав։ 
на выпуклой оболочке множества С£ (у). Игрок Р выбирает некот 
рую точку (у) и игрок Е выбирает точку ч" Се (у)- Выб» 
ры совершаются одновременно, и игрок Р при выборе т, не, знае 
выбора if и наоборот. Игрок Е выигрывает величину Р ("*i > )• Об։
значим значение этой игры через V (у, Т), чтобы подчеркнуть зав։ 
симость значения от параметров у, Т, определяющих множества стр։ 
тегий игроков Р и Е, Се (у) и Се (у)- Игра в нормальной форме за 
писывается следующим образом:

Г (у, Т) = < С7е (у), СГе (у), р (у', у")>-

Множество стратегий минимизирующего игрока Р, Се (у) выпукло как 
выпуклая оболочка множества Се (у), функция Р (у'> у") также вы
пукла по своим аргументам и непрерывна. Для таких игр мы можем 
применить следующую теорему (см. [7]).

Теорема 1. В игре Г (у, Г) существует ситуация равновесия 
в смешанных стратегиях. Оптимальная стратегия Р—чистая, а опти
мальная стратегия Е предписывает положительную вероятность не 
более, чем п4-1-ой точке множества С£ (у) (С£ (y)a.Rn). Значение 
игры равно

И (у, Т) = min max р ('»)z, f") 
’i'ecpy) <ec^(y)

или т (у, T) = V (у, Т).
Таким образом получаем, что оптимальная стратегия Р в игре 

Т (у, Т) совпадает с выбором точки у (которая единственная), а оп
тимальная стратегия игрока Е предписывает положительные вероят
ности не более, чем п4֊1 точке из точек у касания минимальной сфе՜ 
ры, содержащей множество С^(у), с центром в точке у. Значение 
игры равно радиусу этой сферы.

Рассмотрим одновременную игру Г (М, I), где М — центр пре
следования, определенный в (6). Обозначим через уг (М),- • • ,yn + i (М) 
точки из Се (М), которые входят в спектр оптимальной смешанной 
стратегии £ в Г (Af, I) и через у (М)— центр минимальной сферы, 
содержащей множество Се (М), т. е. оптимальную стратегию Р в 
игре Г (М, Г).

Определение. Траектория yk (t) называется условно-опти
мальной, если у* (0) = у0, у* (Т- I) = М, у* (7) =Гук дАя некоторо
го к из л —1։..., п-|-1. Для каждого к может существовать несколь
ко условно-оптимальных траекторий игрока Е.
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Теорема 2. Пусть Т']>1 и для любого г > 0 игрок Р к мо
менту времени Т может гарантировать ^-встречу с центром у (£) 
минимальной сферы, содержащей множество С‘Е (у (<)), тогда игра 
Г (х0, у о, Т) имеет ситуацию равновесия в кусочно-программных 
смешанных стратегиях, '֊-оптимальная стратегия игрока Р — чи
стая и совпадает с любой стратегией Р, гарантирующей

г-встречу с точкой у (V); оптимальная стратегия игрока Е—

смешанная: в течение времени 0 ■֊< I -С Т — I перемещаться в точ
ку М по любой из условно-оптимальных траекторий у* (£) и да
лее выбирать с вероятностями р1г- • •, рл+1 (оптимальная страте
гия Е в игре Г (М, I)) одну из условно-оптимальных траекторий, 
переводящих точку у* (Т—1) = М в точки ум (М), к=1,--՛, л+1, 
входящие в спектр оптимальной смешанной стратегии игрока Е 
в игре Г (М, I). Значение игры при этом равно т (М, I).

Доказательство. Обозначим через и. (•) одну из стратегий 
игрока Р, существование которой предполагается в теореме, и через 
?*( •) СКПСП игрока Е, оптимальность которой мы собираемся пока՜ 
зать. Необходимо доказать, что

М (*о. Уо> I1 (՛). ** (•)) + е > М (х0, у0; и. (■),՝>* (■))>
(х0, у0; и’, (•), V (•)) — е (7)

для всех р-(-), *(•). Известно, однако (см. [8]), что для доказатель
ства справедливости (7) достаточно доказать (7) не для всех СКПСП, 
а только для чистых КПС игроков Р и Е, т. е. ’достаточно доказать, 
что

М(х0, у0; и (•), V* (-))4-е>Л/(х0, у0; и. (•), ^*( )) > (8)

>М(х0, у0; и. (•), «(•)) —е,

для всех и (•) £ Р, V (•) £ Е. Обозначим через х* (б) траекторию Р в 
ситуации (и‘(՛), V* (•)). Тогда .

л+1
М (х0, Уо, и, (•), V* (•))= 2 рк? (х* (7), ук). (9)

4=1

Пусть R — радиус минимальной сферы, содержащей множество 
Се (М), т. е. R = у (М, I), тогда R — е С Р (х* (Т), ук) < R + е для

/Л+1 к
всех к =1,- • •, л + 1. Из (9) имеем (2 рк = 1 ) 

'4=1 ՛

Р֊г^М(х0, у0; «.(.), у* (■))</? 4֊ а. (10)
Пусть теперь (}(•) — вероятностная мера, индуцированная СКПСП 
"*(■) на множестве Се (М). Из оптимальности смешанной стратегии 
Р=(Р1>---> Рп+г) в игре Г (М, I) имеем, что
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/? = р (М, уд > J p(M,y)dQ. (И)

с‘Е W

Однако р (х* ( Г), М) < е, поэтому
р (х* (7), у) <s + р (М, у) = R + 8- . (12)

Из (10), (11), (12) имеем
М(х0,у0; «,*(.), v*(.))> J р(х*(Л. g)dQ֊*> <14>

с'Е(М)

однако

р(х*(7’), у) dQ = M(x0, у0; <( ), *(•)). (15)

сЕ W

Из (14) и (15) получаем правую часть неравенства (7). Левая часть 
(8) непосредственно следует из определения стратегии и, (•).

Замечание. При T <il решение игры существенно не отли
чается и формулировка теоремы сохраняет силу, если вместо С1Е(у0)> 
С'е (у0)> Т (ZH, 0, У ( Т— Z) понимать соответственно Се (уд> Се (Уо)> 
ï (Af, Т), у0. _ _

При I —♦ 0 диаметр £)[Ся(Л/)] множества Се (М) стремится к 
нулю, что, в свою очередь, влечет стремление к нулю значения вспо
могательной игры Г (М, I). Однако значение вспомогательной одно
временной игры Г (М, I) относительно множеств Се (М), Се (М) рав
но значению игры преследования с задержкой информации I, которое 
мы обозначим Val Г (х0, у0, И/(х0, у0, Т) (здесь индекс I означает 
задержку информации).

Отсюда имеем
lim Vi (х0, yot Т) = 0. “ (16)
I -» о

Поскольку ,lim O[ClE (М)] = 0, то смешанная оптимальная стратегия Е 

в игре Г {М, I), сосредотачивающая свою массу на не более чем п-|-1 
точках из Се(М) в пределе сосредотачивает всю массу в одной точке 
М, т. е. превращается в чистую стратегию. Это, в свою очередь, 
влечет существование, при /-»-0 чистой оптимальной стратегии Е в 
игре Г (х0, у0, Г), что вполне согласуется с тем фактом, что при 
Z -» 0 игра Г (х0, у0, Т) превращается в игру с полной информацией.

Простейшим примером развитой в настоящей работе теории яв
ляется пример простого преследования, опубликованный в заметке [9].

Пример 1. Уравнения движения имеют вид
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Р: х = и, |и| < а,
Е՝. у — v, |и| < Р, 1 р, х £ R1, у Ç R*.

Пусть х0, уй — начальное состояние игры, время Т удовлетворяет 
условию

+1 (17) 
а — Р

(здесь р"—евклидово расстояние между точками х0, у0). Множество 
достижимости Се (у0) = Се (у0) и совпадает с кругом с центром у0 и 
радиусом ₽Z. Значение игры Г (у, I) равно радиусу круга С1Е (у), т. е.

Val Г (у, Z) =PZ. (18)
Мы видим, что Val Г (у, I) не зависит от у, следовательно любая 
точка множества Се 1 (у0) может служить в качестве точки М. Опти
мальная стратегия Р в игре Г (у, I) заключается в выборе у, а опти
мальная стратегия Е—смешанная и заключается в выборе двух любых 
диаметрально противоположных точек круга С1Е (у) с вероятностями 
(1/2. 1/2).

В соответствии с этим, оптимальная чистая стратегия Р в игре 
Г (х0, у0, Т) заключается в погонном нацеливании на точку у (t — I), 
1-^.t-^T (при 0<Z <Z на точку у0) до встречи с этой точкой и до 
момента Т оставаться в s-окрестности этой точки. Оптимальная стра
тегия Е есть КПССП и заключается в течении времени Т—I в перехо
де из у о в произвольную точку М £ Се՜1 (у0) и далее в выборе двух 
направлений на две диаметрально противополбжные точки круга 
Се (Л/) с вероятностями (1/2, 1/2).

При этом
Val Г (х0, у0, Z) = ₽Z.

Очевидно имеем

Нт К(х0, у о, 7')=Нт^ = 0 I - о I - о
и в предельной игре с полной информацией Р, для любого е^>0, га
рантирует е-встречу с Е, в то же время при Z >0, Р может гаранти
ровать встречу на расстоянии не менее чем

Пример 2. Уравнения движения имеют вид

Я х, = (19)
х։ = и2,

й Л-ЧГ.+*. (20)
У» — —1.

Множество достижимости игрока Р то же, что и в игре из примера 1. 
Найдем множество достижимости игрока Е. Имеем
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йЮ=*(0)-6 (21
положим и= 4-1 и подставим (21) в первое из уравнений (20) 
Получим 

(0 = < + 1 + у։(0)4-[й(0)+л(0)֊1]е/. (22
Полагая V = — 1, получим

у1(0 = -#-Ц-у։(0) + [у1(0)-у8(0) + 1]е'. (23;
Можно показать, что множество достижимости СЕ (уа (0), уа (0)) сов
падает с отрезком, соединяющим точки

А = ։ +1 - у, (0) 4֊ (у, (0) + уа (0)-1) е' , 
В= - I — 1 + у2 (0)4֊ (Л (0)֊ уа (0)4-1) е' .

Радиус минимальной сферы, содержащей С‘Е (у1 (0), уа (0)) равен по
ловине длины отрезка [А, В]

R [С‘Е (У1 '(0), у, (0))] = |1 - уа (0) + t - (1 — уа (0)) е‘ |.
Таким образом, значение вспомогательной одновременной игры 

Г (У1 (0), уа (0); Z) равно
Val Г (ух (0), у, (0); Z) = |1 -уа (0) + I - (1 - уа (0)) е'\.

Для того чтобы найти значение игры преследования надо определить

max Val Г (ÿ1։ уа; Г)֊=
(л. у.)6с£֊' (У. (0), у, (0))

= тах |1- уа + I — (1 — yt) el |. (24)
(у» y.)6Cj֊z (у, (0), у, (0»

Однако множество достижимости С%՜1 (уг (0), уа (0)) состоит только 
из точек вида {у։, уа = уа (0)— Г4- Z), поэтому максимум в (24) ра
вен просто

|l-t-T-ÿ։ (0) - (Ц- Т— 1-уа (0)) е'|.
Оптимальная стратегия Р заключается в преследовании центра мно
жества достижимости С‘Е (у1։ уз) (середина отрезка [А, В]). (Предпо
лагается, что за время T, Р может гарантировать встречу с этим 
центром).

Оптимальная стратегия Е, при t £ [0, Т — I) произвольна, в мо
мент времени Т—1,Е выбирает с вероятностями 1/2, 1/2 одно из двух 
возможных значений управления v = 4֊ 1, v= — 1, на оставшемся про
межутке времени (Т 1г Г\ игрок Е выбирает v (/) тождественно 
равное управлению, выбранному им в момент Т—I в результате при
менения случайного механизма.
Ленинградский государственный

университет Поступила 20.Ш.1972
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1.. 2. ՊհՏՐՈՍՅԱՆ. Հետապնդման խաղեր Р խաղացողի տեղեկության ուշացումով (ամփոփում)

Դիտվում է ? խաղացողի տեղեկության ուշացումով դիֆերենցյալ խաղերի մի դաս» հւաղի 
լուծումը գտնվում է խառ վար ելա կերպերի (ստրատեգիաների) դասում։ Ապացուցվում է լուծ֊ 
ման գոյությունը և տրվում է կոնստրուկտիվ մեթոդ վերջինս գտնելու համարէ

L. A. PETROSIAN. Pursuit games with an Information lag (summary)

We consider' pursuit games with perscribed duration T and information lag I 
about the evaders position. The payoft is equal to the distance between the players 
at moment T. The game has incomplete information, thus no solution in pure strate
gies exists. We prove that there exist the optimal mixed strategy for the evader and 
an optimal pure strategy for the pursuer, and give a constructive method of finding 
this strategies,

ЛИТЕРАТУРА

1. H. H. Петров. О существования значения игры преследования, ДАН СССР, 
190, № 6. 1970.

2. О. А. Малафеев. О существовании обобщенного значения игры преследования, 
Управляемые системы, вып. 4—5, 1970.

3. Р. Р. Varaiga. On the existence of solutions to a differential game, SIAM Journal 
on Control, vol. 5, 1967.

4. H. H. Красовский. Игровые задачи о встрече движений, изд. „Наука*, 1970.
5. Б. Н. Пшеничный. Структура дифференциальных игр, ДАН СССР, 184, № 2, 

1969.
6. Л. А. Петросян. Топологические игры и их приложения к задачам преследова

ния, 1, Вестник ЛГУ, № 19, вып. 4, 1969.
7. Д. Мак-Кинси. Введение в теорию игр, М., ФМ, 1960.
8. Н. Н. Воробьев. Конечные бескоалиционные игры, УМН, 14, № 4, 1959.
9. Л. А. Петросян. Дифференциальные игры с неполной информацией, ДАН СССР, 

195, № 3, 1970.



из в _ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ^ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ակադեմիայի տեղեկագիր
И Я АКАД е м и и наук армянской ССР

” шрЬ մա տ հ ևա ՜ ~ —՛VIII, № 2, 1973 Математика

А. М. ЛУКАЦКИЙ

О РАЗЛОЖЕНИИ В РЯДЫ ПО СИСТЕМЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ М. М. ДЖРБАШЯНА

В работе М. М. Джрбашяна [1] для произвольного ограничен
ного континуума Л была построена система рациональных функций 
{Л/„ являющаяся естественным обобщением хорошо известных 
полиномов Фабера на тот случай, когда полюса функций системы не 
совпадают все с бесконечностью, а лежат на произвольной последова
тельности точек {։»*} “ с (7՜—неограниченной компоненте дополнения 
К. Было показано,-что в случае, когда континуум К совпадает с за
мыканием жордановой области С+, граница которой Г—спрямляемая 
кривая, удовлетворяющая некоторому дополнительному условию, си
стема {Мп (г)} “ образует базис в пространстве функций, аналитичес
ких в С+ и непрерывных в С+ и Г при следующем условии на полюса:

2 (1֊|ф(ш*)|֊*)=со,  (1)
*-о

где то = Ф(х) (г = ф (то))—функция, конформно отображающая 6՜ на 
область |то|^>1, причем Ф (со) — со, ф'(со)^>0.

Система {Мп (г)}” строилась следующим образом. Рассматрива

лась система Такенака-Мальмквиста, ортонормальная на единичной 
окружности |то| = 1:

Т։(«,) = ПЖ
1—а0 то

,.(„) = ЕГЕа^^.ы(„=։>2>...)։ (2)
1— а-п ■ш =о1 — “л*

где а*  =ф-։ (шл)(&=0, 1, 2,. ■ •). При а*  = 0 полагаем = ,-^-= — 1.

Функция Мп (г) определялась как сумма главных частей и по« 
стоянных в лорановском разложении функции <ря [Ф (я)] в окрестности 
точек {։о*}՞.

В дальнейшем с целью освобождения от ограничения на спрям
ляемый контур Г. Ц. Тумаркин [2] рассмотрел модифицированную 
систему \М’ (г)}~, определяемую аналогичным образом из лорановско- 

го разложения функций <р„ [ф («)] У՜ф' (2) .
Наконец, М. М. Джрбашян в работах [3], [4] изучил разложения 

по модифицированным системам {М<р («))- (0<5<1):
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2с*М* ‘%) (3)
о

при условии

£1с*  !’<«>, (4)
о

для случая, когда континуум К. = С+— замыкание жордановой обла
сти со спрямляемой границей.

Функция М(п^ (г)(О -С 5 -С 1) определялась из лорановского разло
жения функции фя [Ф (х)][Ф' («)У в окрестности {“*)о  (п=0, 1, 2, •••).

В настоящей работе рассматривается одна из модифицированных 
систем М. М. Джрбашяна, а именно, система {Л/£։)(и)).

Целью втой работы является, во-первых, исследовать сходимость 
рядов

2 С*  М?\г) (5)
о

при более общих условиях на коэффициенты с*,  чем [4], причем уже 
для произвольного ограниченного континуума, во-вторых, в случае, 
когда К совпадает с замыканием жордановой области со спрямляемой 
границей, расширить класс функций, представимых рядами [5].

Отметим, что такое обобщение связано со значительными труд
ностями и не является простым перенесением результатов [3] и [4]. 
Если при условии [4] могли быть использованы теорема Рисса-Фише- 
ра и другие хорошо известные методы гильбертового пространства, 
то в нашем случае приходится привлекать сведения из теории особых 
интегралов, а также некоторые результаты автора для круга, что 
приводит к довольно громоздким выкладкам.

Автор выражает благодарность профессору А. И. Маркушевичу 
и профессору Г. Ц. Тумаркину за помощь и внимание к настоящей 
работе.

§ 1. Разложение в ряды по системе |Л^։> (г)}^ при условии (1):

2(1 — |Ф (ш*)|֊>)  = оо 
о

'Пусть К—произвольный ограниченный континуум, 6/—его внут
ренность, {6/}^(0-С/-Ссо) — совокупность всех ограниченных компо
нент его дополнения, число которых может быть 'бесконечно, С~—не
ограниченная компонента дополнения К. Положим

К= А՜ и ( и С1 У 
\'-о /

Очевидно, что дополнение К совпадает с С՜, откуда немедлен

но следует, что К—континуум и дК= дС՜. Через 1У будем обозна

чать внутренность К. Очевидно, что
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и => и U ( и G, •
м-=° /

Имеют место равенства, непосредственно вытекающие из опре 
деления (z) (см. [4])

М - 1 С [ф (:)Д ф/ (С) rfC- -1- f (1.1)
' 2kzJ С —z ’ 2*ч  J ф(и») —z

Г R

^gj (л-о, 1, 2, - );

лй"«=-2- С [Ф (»)] Ф' Ы, (1.2)
2՜! J ф (w) — z

lw|- R

z^G^ (k=0, 1, 2, ••),

где /?>1 выбрано так, что все точки {со/}*  лежат вне Г/?.
Функция z = ф (w) ограничена вблизи единичной окружности, 

следовательно по теореме Фату [8], она имеет почти всюду на |w| = 1 
угловые граничные значения. Кроме того справедливы следующие 

очевидные неравенства, при z£U

inf |ф (w) — z| > inf ]C — z| = inf |Z — z| = d (z) 0, (1.3)
|wl>l C₽dO— ~~

где d (z) — расстояние от точки z до дК.
Переходя к пределу в крайних членах равенств (1.1) при /?-»-1+0 

(законность такого перехода вытекает из (1.3)), получим

MP(z)=~ [-**  (™)Jw , z^Z/ (fc=0, 1, 2,-). (1.1')
2"z J ф (w) — z 

|»|-1

Переходя к пределу при ^->-1-|-0 в равенстве (1.2), получим

М.)(г)=1 (•*(«)*»  +,.1Ф(1)|ф,М, (1.2Э
zitz J ф (w) — z

1®1-։
z^G- (k=0, 1, 2,- •).

Нам потребуется в дальнейшем следующая лемма о разложении 
по системе (2).

Лемма 1. Пусть дана система (2), где {а*} “ — произвольная 

последовательность точек внутри единичного круга, удовлетво
ряющая условию

2 (1—1«*|) ‘= со, 
___________ о

* Через Tjj (R > 1) обозначен образ окружности |ш| = R при отображении 
х = ф(аг); 6^ и соответственно внутренность и внешность кривой Гл> 
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функция / (ад) принадлежит Ьр (р>1)*;  с/, — коэффициенты Фурье 
/(ад) по системе (2).

Тогда ряд

2 сс ®, (ад) (1.4)
и

сходится равномерно внутри |«л|<^1 к некоторой, функции Г(ги)£Нр**,  
сходится на |ад| = 1 в метрике Ьр к угловым значениям /г(ад) из
нутри |ад| = 1. ,

Доказательство. Равномерная сходимость ряда (1.4) внутри 
|ад|<^1 доказана в [12], там же показано, что

Г(ад) = у с*<р*(ад)= — С - А, |ад| < 1.
2кг I /—ад

0 /(-1

Из того, что / (/)££;, вытекает [11], что /•'(ад)£///։ и

Г (ад)=— |Ш|<Г
• 2кг J /—ад

и -1

Таким образом, имеем следующее тождество:

— Г ~:^^М-е7/=0, (1.5)
2кг' ,] / — ад

М-1
Из (1.5) следует, что функция /(/)—/'՝(/) аналитически продол

жается с единичной окружности в ее внешность, т. е. справедливо 
разложение

/(/)-Г(/) = 2 </*/֊*,  |/|>1. (1.6)
I

Ряд (1.6), как следует из теории обычных рядов Фурье, сходится на 
|/| = 1 к / (/)— Г (/) в метрике Ьр. Кроме того

<**  = ֊ Г[А(0֊/г(0]^1Л|=^ С/(/)/*|Л|  .(*=!,  2,- -).
2к ] 2к ]

М-1 /п-1
Таким образом, </* —коэффициенты Фурье функции / (ад) по системе 
{ад՜*) “. Система {®*(ад)}^°'и  [ад՜*  },“ полна в пространстве Ьр [13]. 
Как следует из [12] (теорема 1), ряд Фурье по этой системе сходит
ся на |ад|=1 к / (ад) в метрике Ьр.

Учитывая все вышесказанное, имеем

* Через £р(Г)(/»>1), Г — спрямляемая жордановая кривая, будем обозначать 

пространство функций # (С), для которых (С)|® |Д[<00; в случав, когда

Г
Г — единичная окружность, Ьр (Г) = Ьр.

* * Определение Нр см. в [8].
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к(о-2с* т*(о  I

* Через [■ • обозначается норма фунхцни в пространстве Ьр (р >1).

о 1р « »

~2 <4г‘- 2с*Ф*(о|  /(')֊ 2 Ы~к I +
։ о «р ։ I. V

+к(о - з а г*-2с*^ & I* (1,7>
1 I о •₽■

Подбирая достаточно большое т, получим, что при п^> П (е) правая 
часть (1.7) меньше произвольного еХ), и ряд (1-4) сходится к Е (/) 
на |<| = 1 в метрике Ьр. Лемма доказана.

Хорошо известно, что полиномы Фабера для континуума К могут 
быть определены как коэффициенты ряда Лорана производящей 
функции

X (ш, г)= —Ц-------, |«4>> С1֊8}
<Ь («,) — г

в окрестности ш = со.
Аналогом этого для системы является следующее ут

верждение.
Лемма 2. При условии (1) имеет место разложение

X (ш, г) == V М?(г) — ф/|™| >1, (1.9)
о и> \ то /

равномерно сходящееся внутри |»|^>1 и в любой, метрике ЬР (/£>1)

на |я>| = 1 при любом фиксированном
Разложение (1.9) было установлено М. М. Джрбашяном [4] для 

К=С+, С+—жордановая область со спрямляемой границей, сходи
мость на | ц>| — 1 доказана в [4] в метрике А2.

Доказательство. Функция (1.8) при фиксированном г £1/ 
аналитична и ограничена в области |гу|^>1 и X (со, г)=0, значит, функ
ция

X*  (С, г) = С֊*  х (С\ г)

аналитична и ограничена в |С| 1 и принадлежит поэтому простран
ству НР для любого р.

По лемме 1 имеем следующее разложение:

X*  (С, г)= (г) <р*  (С), (1.10)
о

равномерно сходящееся внутри |С|<1 и сходящееся на |С| = 1 в любой 
метрике (р>1), причем а*  (г) вычисляются по формулам
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а„ (г) =±- (*7-*(С,  я)?*С)  |Л| (*  = 0, 1, 2,-• • ). (1.11)

На компактах, целиком принадлежащих

л» »• 
1:1-։

Замечая, что равенства (1.11) можно, очевидно, записать следую
щим образом:

М?\г) = - Г/.*  Г„ я) <?*  о |Л| (*=0,  1, 2, • • ■), (1.12)
2՜ 

14-1
из (1.11) и (1.12) имеем

а*(г)=МГ ,(я) (*=0,  1, 2,-. ). (1.13)

Производя в (1.10) замену ш = С՜1 и учитывая (1.13), получим 
искомое разложение (1.9). Лемма доказана.

Рассмотрим теперь ряд по системе (Л^։) (г))^°

2 С„ (г), (1.14)
о

где с*  — коэффициенты Фурье некоторой функции 7 (ш) из Ьт (г^>1) 
по системе [<р*(«>)) г7:

с*=֊~  (*  = 0,1,2,-..). (1.15)

1»|=1

Имеет место следующая теорема о сходимости рядов (1.14) при 
условии (1).

Теорема 1. Пусть (я))^—система" М. М. Джрбашяна 
для произвольного ограниченного континуума К. Тогда при условии 
(1) ряд (1.14) с коэффициентами (1.15) сходится равномерно вну

три и*  и имеет место равенство

[1^,,^. (1.16)
о 2кгм£1 н«')-*

Доказательство. Умцожив обе части равенства (1.9) на 
(2~г)-1 7 (ш) с!ги и заметив, что разложение (1.9) сходится на |ю|=1 
в метрике £г/(Г-1), получаем после интегрирования, что ряд (1.14) 
сходится и справедливо равенство (1.16) при любом фиксированном 

2(и.

Покажем, что ряд (1.14) сходится равномерно внутри П. Пусть

Р — произвольный компакт, принадлежащий и. Тогда, подобно 
(1.3), имеем
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ïnf |ф (w)— z| > inf| С — z| ■= d (P) ^>0, 
zÇP

|ш|>1 ~

где с! (Р) — расстояние между множествами Р и дК, откуда, исполь
зуя (1.11), получаем при любых п>лп>0

Из (1.17) вытекает равномерная сходимость ряда (1.14), поскольку, 
I

по лемме 1 ряд У с*  ?*  (ил) сходится на |ил| =1 в метрике Lr. Теоре- 
о

ма доказана.
Рассмотрим теперь частный случай теоремы 1, когда континуум 

K=G+— замыкание жордановой области со спрямляемой границей Г.
Пусть f (z) представима в G+ интегралом типа Коши

/ (*)  = Л С— g [ф (w)l ф' («,)££„ г > 1. (1.18)
2~z J s — zг

Положим

с*  — с*  (g) = f g [ф (w)] ф' (w) ®*(ил)  |</«>| (А=0, 1, 2, ֊ • •). (1.19)
2к J|w|-l

Учитывая, что при 7 (ил) = g['p (ил)] ф' (ил) правая часть (1.16) 
совпадает в G+ с / (z), из теоремы 1 немедленно получаем следую
щее утверждение.

Теорема 2. Пусть f (г) представима в G+ интегралом типа 
Коши (1.18), тогда при условии (1) f (z) разлагается в равномерно 
сходящийся внутри G+ ряд по системе {М™ (z))^°

/(г) = 2 с*  (g) М<» (z), z£G+ > (1.20)
о

где Ck(g) определяются из формул (1.19).
Отметим, что у М. М. Джрбашяна аналогичный результат спра

ведлив при более жестких условиях на функцию f (z), а именно 
g [Ф («>)] Y («О должна принадлежать Ц (см. [4], теорема 6).

Замечание. Несложно показать, что функция f (z) представи
ма интегралом типа Коши (1.18), если она представима интегралом 
типа Коши:

/(г) = ^7г1^л’ Я(СИ£₽(Г)’ P>1 <L21> 
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при следующем дополнительном условии на спрямляемый контур::

(*  |ф'(ш)’։ |Л»| < оо (1,22).

|Ш|—1 

при некотором х^>1.
Покажем теперь, что при условии (1) разложение (1.20) обла

дает свойством единственности. Точнее имеет место следующая
Теорема 3. Пусть /(г), представимая в С+ интегралом типа 

Коши (1.18), разлагается в ряд (1.20), и пусть также имеет- ме
сто разложение

/(я)= з с;мр(г), (1.23^
о

где 
с\ = ~ Ст*  (») ф*  (ш) |Жо|, 7* Ьг, ։>1.

1*|-1

Тогда при условии (1) 
с*=<  (к = 0, 1, 2,. .).

Отметим, что подобная теорема была доказана ранее М. №.. 
Джрбашяном [4] для случая, когда

3 к*  (£)1։<°°,2 |с;|а<оо, 
о о

однако условие (1) в [4] не требовалось.
Доказательство. Положим в |«,|1

во ОО

5 (ш) = 3 с*  Фл (»)> 5*  (ад) = 3 ®*  (ш)՛ (1.24>՛
б

Ряды (1.24) сходятся равномерно внутри |и)|<^1 по лемме 1. По՛ 
той же лемме, из равенства

Л

Сзс»(р*

применяя неравенство Гёльдера, заключаем, что

/ (я)= 3 ск М^Цг) = 
о

=^г 3(Ф(О)Ф-(С) д (125>
2«։ 3 Ф (ш) —г 3 С —г

|то|=1 Г

Аналогично

217-2

л ’?<՝ а
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- . ... 1 С5*  [ф (О] ф' С) ,, гг+ П26։
/(г)=2 с*М1 ։>(г)=— --------~<К,г:Ь+. (1.26)

о г

Вычитая (1.26) из (1.25), получим
I (*  ф'(9[5[Ф(С)]-5*[ФЮ11  л^о, г^. (1.27)

2г.( 3 С — я
г

Слева в тождестве (1.27) стоит аналитическая в Сг функция, по 
известному свойству интегралов типа Коши [8] ее угловые граничные 
значения извне контура Г существуют и совпадают с

Ф'(9 [5 [Ф (С)] — 5*  [Ф (С)Б, С£Г.

Кроме того, эта аналитическая функция имеет нуль на бесконечности. 
Учитывая, что Ф'(г)=^0 при г£(7՜ и Ф'(оо)>0, получаем, что функ
ция 5 [Ф (а)] — 5*  [Ф (г)] аналитична в С՜ и также обращается на 
бесконечности в нуль. Переходя на плоскость ш = Ф (г) имеем целую 
функцию 5(ад)—5*  (ш), обращающуюся в нуль при ш = со. По тео
реме Лиувилля 5(ш)=6*  (ш), отсюда, как нетрудно видеть,

с*  =с*  (к = 0, 1, 2,- • •).
Теорема доказана.

§ 2. Разложение в ряды по системе {Л/р (г)}“

при условии: 2 (1— |Ф (ш*)1 -1) 00
о

Пусть К, как и раньше, произвольный ограниченный континуум. 
Продолжая пользоваться обозначениями § 1, мы будем изучать здесь 
сходимость рядов

2 с* Мф (г), (2.1)
о

где

с* = £՜ р («О ?*(ш) |«/ш|, т (ш) £ Ьг (г>1) (2.2)

(А = 0, 1, 2,...),

в принципиально отличном от рассмотренного в § 1 случае, когда

2(1— |Ф (<и*)|-։)<со. (2.3)
о

Нам потребуются здесь некоторые результаты относительно 
приближения функций на единичной окружности рациональными дро
бями и о неполных системах Такенака-Мальмквиста.

Рассмотрим систему (2), где (а* }“— произвольная последова

тельность точек внутри единичного круга, для которой
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3(1-|я*1)<оо.

* Аналитическая в |го| > 1 функция Р(ги) принадлежит пространству Нр в. 

|ш|>1, если Г ( — ) £ Нв.
\ т / Р

(2.4)

Имеют место следующие утверждения (см. [12]), которые мы 
приводим в виде леммы.

Лемма 3. 1°. Пусть /(ш) суммируема на |«»| = 1 и а*  — коэф
фициенты Фурье функции /(») по системе (2).

Тогда имеет место разложение, равномерно сходящееся՜ 
внутри

2 а*  <р*  (ш) = 
о

1 С/(0^ в (го) С /(О <Н

2՞։ |Г|Г1 1 ~ ш 2г/ (0(*՜  «О 
(2.5),

где

5(ш) =
“а*  — го 1а*|  

0 1— «*  го а*

—произведение Бляшке с нулями в точках {а*)^՜.

2°. Пусть / (го) Бр (р 1) на |то| = 1, а*  имеют тот же 
смысл, что и выше. Тогда

|2 а*®»  («О | <Ср|/(№)и (2.6)՝

где Ср—постоянная, зависящая от р.
Приведем также следующий частный случай общего критерия 

Г. Ц. Тумаркина [9] о возможности приближения функций на единич
ной окружности рациональными дробями, который для удобства ссы
лок сформулируем в качестве леммы.

Лемма 4. Для того чтобы функция }(го)^Бр(р'^>'Т) прибли
жалась на |ад|=1 в метрике Ьр рациональными дробями с полюса

ми в точках (а*՜ 1 )о>, где (а*)о°  удовлетворяют условию (2.4), не
обходимо и достаточно, чтобы почти всюду на |ш|=1 / (го) совпа
дала с угловыми граничными значениями мероморфных в |ш| 1 и
в |ш£>1 фунций ограниченного вида, соответственно Б+ (го) и 
Б~ (го) с дополнительными условиями

, Г+ (го)^Нр, Б֊ (го) гоВ֊Чго)^Нр в |«|>1*.

Докажем теперь важную лемму о разложении производящей; 
функции (1.8) при условии (2.3).

Лемма 5. Пусть К—произвольный ограниченный континуум.. 
{Л/М (х)}~ — система М. М. Джрбашяна для К. Справедливы сле

дующие разложения՝.
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1.

—= 2 щ" «X ,/Х) + 2^-г-։, . е Ъ-. (2.7)
6 (ад) — г ад \ ад/ 25 (ад)

.2.
—1------- = 2[^П)(г)- ?*[Ф  ^)] Ф' (*)]  ֊ <Р*(Л)  +

Ф («») — ■=) Т «’ \ад /

+2й!4 + -5^7-;-<2-8>
В (ад) ад — Ф (г)

Ряды в правой части равенств (2.7) и (2.8) сходятся равномерно 
внутри |ад|>1 и в любой метрике Ьр (р^>1) на окружности |ад| = 1. 
Функция

2 (ад, 2)=А_ Г------ В (<) **------  (2-9)
2к/ 3 [՛(/ (V)—г][ад —/]

принадлежит Нр в |ад|>1 для любого р^>1 и г^Т.
Разложение (2.7) было установлено М. М. Джрбашяном [4] для 

Л'=С+, (7+—жордановая область со спрямляемой границей, сходи
мость на |ад|=1 была доказана в [4] в метрике £։. Доказательство в 
общем случае опирается на леммы 3 и 4.

Доказательство леммы. Предположим вначале, что г — 

фиксированная точка, принадлежащая внутренности К. Рассмотрим 
снова функцию X*  (», г). Пользуясь тождеством М. М. Джрбашяна [4]

(1 -<()֊> = 2 ф*(9  <₽*(/)  + 5п+1 (С)ВЛ+1 (0 (1 9՜։,
о

где

Вл+։(9=
о 1—а*С  а*

.из интегральной формулы Коши получаем
7-,(г->=й №>= 

|/1-1

= 3 ГЛ Г х*а,  г) ^77) |Л| !<?*  (9+
0 1 ‘ /|=1 -1

+ к) ( в«|(')х՛ ('■ г)щ, |д<1. (2Лт
2” 1 с

Как было показано при доказательстве леммы 2

Гх*  (£ «) ?*  (0 |Л|=Л^։,(я) (£=0, 1, 2,...). (2.11)

1/1=1
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Кроме того
Вя+1 (Q — В (С) при л — ос (2.12)

равномерно внутри |С|<^1 и в метрике L2 на |С|=1 [10].
Используя (2.11) и (2.12), перейдем в (2.10) к пределу при 

л —՛ ос, получим равномерно сходящееся внутри |'| < 1 разложение 
(СМ. [4])

Z*  (С, г) = £ЛЛ) <?*  (С) 4֊ 4^ f |Л| =
о 2к 1֊“

= F1(C, z) + F2(C, z), |С|<1. (2.13)

Рассмотрим функцию

л (С, z) = <рк (С), ICI < 1. (2.14)
о

Нетрудно показать (см. [4]), что ряд (2.14) сходится на |С| = 1 в мет
рике £։ к угловым граничным значениям (С, z) изнутри единичной 
окружности. Отсюда по лемме 4 получаем, что F2 (и, z) почти всюду 
на |и| = 1 совпадает с угловыми граничными значениями некоторой 
мероморфной в |С|^>1 функции F՜ (С, z) ограниченного вида, удовле
творяющей условию

С В-’(С) г-(С, z)£H2 в |С|>1. (2.15)

Заметим, что угловые граничные значения функции F2 (С, z) из
нутри единичной окружности |и|=1, равные по теореме И. И. При
валова [8]

7*  (н, z) у В(ц) ГЩГ)~ /Л (f, z)

2 V P֊ 1~Ïu
принадлежат Lp для любого р>1, в силу того, что функция 
В (и)/*  (и, z) ограничена на |и|—1 (см. [11]; [7], стр. 176) и, значит 
по теореме В. И. Смирнова [8], F2 (С, г)£Нр а^я любого р>1. Отсю
да и из (2.13) непосредственно следует, что угловые граничные зна
чения функции Fx (С, z) изнутри единичной окружности также принад
лежат любому пространству Lp (/f>l), и по той же теореме В. И. 
Смирнова заключаем, что

. Fx (С, z) е нр, СВ՜1 (с) F (С։ ç Нр в |С|>1 (2Л6)

для любого /£>1. Из (2.16) вытекает по лемме 4, что функция F^u, г) 
допускает приближение рациональными дробями с полюсами в точках 
{ак 1]о° в метрике Lp, поэтому, как следует из наших результатов [12], 
ряд (2.14) сходится на |С|=1 в любой метрике Lp (р>1).

Произведя в (2.13) замену ш = С՜1, после несложных пре
образований получим разложение (2.7). Из того, что /2 (С, z)£Hp при 

любом /£>1 и любом фиксированном zÇ (/непосредственновытекает,
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что 2 (ш, г)^Нр в |ю|>1 при любом р>1, и пеРм* часть лем

мы установлена.
Пусть теперь х — фиксированная точка С֊. Рассмотрим снова 

функцию х*  (С, г), аналитическую в |С| «С 1 за исключением точки 
С=Ф-։(г), в которой х*  (С» г) имеет простой полюс. По теореме о 

вычетах имеем
_1_ я) = _____ _____ 1 _ _ |С|<1.
2к։- 3 х ( ’ ' ф'[Ф (я)] [1—Ф (г) С]

1/|-1

Аналогично случаю z£U здесь можно написать равенство

X*  (С, г) — — ■ 1 = у I — Сх* (/, г)^7(7) |Л/1?*  (С) +
Ф'[Ф(я)][1-Ф(я)С] J J

0 Л—1

Д+1 (О Г Д+, (0_Х*  «, г) |Л| (2.17)
2" J, ։-'с

Несложно показать, используя (1.21), что при z£G~

֊֊ Гх* (6г) |Л|=<’ (я)֊<р*[Ф(я)]  Ф'Й (к=0, 1, 2,• • •).

|/;-i

Переходя в (2.17) к пределу при п -*  со и совершая замену пе
ременной w =С-1, приходим к разложению (2.8) внутри |го|^>1.

Остальные утверждения второй части леммы могут быть дока
заны аналогично доказательству первой части. Лемма доказана.

Имеет место следующая теорема о сходимости рядов (2.1) при 
условии (2.3).

Теорема 4. Пусть К — произвольный ограниченный конти
нуум, [Jf* (I)(z)]0“— система М. М. Джрбашяна для К.

Ряд (2.1) с коэффициентами (2.2) при условии (2.3) сходится 

равномерно внутри Ut) (G“\[<u*}o°)  и имеют место равенства 

fl{z) = ^CkM^(z) = 

о
=rJ_ Г 7 (w) dw 1 Гт(ш)2(ш,х)

\------------тгт I---------- ЙТ"7--------dw> 2€ U> (2.18)
лкг J ф(ш)—z 2яг J В («>) '

I®.-։ |w|=l ՝

/.(«) = V С, му f -

|w|=l

___ L fi («>) 2 (w, z) daj Ф'(г)В[Ф(я)] Г i (w) dw 
2К/|.Л B(W) 2ni )ш| J В (ш)[«,-Ф(г)] r

(2-19)
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Доказательство. Умножив обе части равенства (2.7) на 
•(2я/)-1 •( (-ш) б-ш и проинтегрировав вдоль единичной окружности, по
лучим разложение (2.18). (Законность почленного интегрирования 
вытекает из того, что разложение (2.7) сходится на '|ги|—1 в метрике 
^г/(г-1)).

Для того чтобы получить разложение (2.19), достаточно проде
лать ту же процедуру с равенством (2.8) и использовать равенство

— 2 сл ф* [Ф (г)] 
о

7 (го) с/го 
го—Ф (г)

В [Ф (г)] С 7 (го) бы 
2кг' 3 В (го) [го — Ф (г)] ’

непосредственно вытекающее из (2.5).
Покажем теперь, что ряд (2.1) сходится равномерно внутри

и. Аналогично (1.17) имеем при Р— произвольный компакт,

принадлежащий и
п
2 С*  М^(г) 
о

с^)] | • (2.20)

Из (2.20) и (2.6) вытекает, что

2с*^։)(^) < С (Р, г) 57 («)Ь,

где С (Р, г)—постоянная, зависящая от Р и г, и последовательность 

частных сумм ряда (2.1) компакта в £/, откуда по теореме Витали 

следует равномерная сходимость ряда (2.1) внутри И. Равномерная 
сходимость внутри устанавливается аналогично. Теорема
доказана.

В случае, когда К = С+ — замыкание жордановой области со 
спрямляемой границей, в условиях теоремы 4 можно утверждать на
личие в известном смысле „моногенного“ продолжения через кривую 
Г = дС+. В терминах ' работы Г. Шапиро [5] функции /; (г) и /е (г) 
являются псевдопродолжениями одна другой в широком смысле слова.

Теорема 5. Пусть К—С+ — замыкание жордановой, области 
со спрямляемой границей Г, и справедливы условия теоремы 4. 
Тогда дополнительно к (2.18) и (2.19) имеем

Ит [// (Со + /ее‘) — /г (Со — гее' (<Ро+Фо))]=0, (2.21)
։-.0+

равномерно относительно ф0 ( гРо1՜՜ ֊—0, 0<8<11 где <р0 —угол на- 
£• /
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клона касательной к кривой Г в точке Со, причем (2.21) выпол
няется почти для всех точек

Аналогичный результат доказан М. М. Джрбашяном [4] при 
условии (4) вместо условия (2.2).

Переход к общему случаю связан с дополнительными трудно
стями, о которых мы уже говорили во введении, поэтому доказатель
ство теоремы 5 существенно отличается от доказательства в [4]. Это. 
же замечание относится и к последующим теоремам § 3.

Доказательство. Пусть £ 0+, г2 £ С~. Рассмотрим раз
ность //(г։)—/е (*»)•  Вычитая из (2.18) (2.19), имеем

7 [ф (01 Ф' (С) 
С —Ях

7 [Ф (г.)] ф' (С) <£+

Ф' (га1 В [Ф (г,)] Г 1 (го) <1ш 
2«։ , 3 В (ш)[ш—Ф(г։)]

|«||=1

2(ш, <1ш—

1 С 7 («>)
2к/ 3 В (ш) 

1«1-։

2 (ш, «։) <1ъи\• (2.22)

Заметим теперь, что по теореме И. И. Привалова [8] угловые 
граничные значения извне единичной окружности |ш| =1 функции 
2 (ш, г) равны

, р. 1 Г . Д(«>) '

։՛1* (0——и 2['И»)-г] ’
(2.23)

В дальнейшем знак V. р. мы будем опускать. Нам потребуется 
одно предложение относительно особых интегралов, которые легко 
можно вывести из одного результата М. Рисса [6]. А именно, если 
/ (0 € Ф (О С ^ч на к, = 1 и 1/р + 1/? = 1, то

С/(о л
и з * — I 

1'1-։ м-1 м-1 1'1-1

(2.24)

(см., например, [11], стр. 17).
Применяя (2.24), имеем, учитывая, что 2 («о, г)^Ьр для любого 

р^>1 на |ш| =1 при г

Гг («>)
3 5(ш)

1»|=1

В (?) _ (*  В (?) <11 Г 7 (то) <1и> _
[Ф (0 — х][ш — (] Зф(О— г ,]В(ш)[ш — г]

1'1-1 1Ш1-1

_ Г в [Ф О] ф' (С)] С-я I’--------______________ 2ёг (2 24'1
3 В (то) [ш֊Ф(С)]։ ( }

|«|=1

Преобразуем теперь разность, стоящую в фигурных скобках в 
(2.22), используя (2.23) и (2.24'). Получим
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,, . 1 Г т [Ф (01 Ф'(С) ,
д («։, «s)=— ----------;------------------- °՝ +

4-i J С — z։

1 ГВ[ФС)]Ф/ С) 1 Г 7 (w) dw 1 Гт [Ф (С)1 Ф'(С)^
2к/J С — z. 2яг J 5(w)[w—Ф (С)] 4-i J С—zx

Г |w|-l г

_ 1 ГВ [Ф (С)] ф' (С) Л I г T (w) dw
2r.i J С — z։ 2r.i J В(ш)[и> — Ф (C)] 

г lu|-i
Пусть теперь z։= Co 4֊ fs e.‘ to+hJ, z2 = Со — fs e' <*>+<*),  где ©0> ф0>

из условия теоремы 5, s^>0. Тогда по известному свойству интегра
лов типа Коши [8] при е-*0 +

д, ч т [Ф (Со)1 Фл (Со) ЩФ(Со)1Ф'Со) Г 7 (”>)dw ■ 
(Z1՝ Zi) 2 2«i J^(w)[w-®(Co)J ‘

|wl=l

Таким образом, при s-» 0 +

Л (..) Ы - 7 [Ф (U1 ф' <՝.)֊;-Ф'(ЦВ'^'ч™+ 
[Ф (^)J

, ^[ФСЩФЧСо) Г i(w)dw 
2râ B (w)[w —'Ф (Ço)]

imHg в[ф(Со)]ф'(Со) г т (^) dw _ 0

2 2kz J B'(w)[w - Ф (Q]
1®1—1

Теорема доказана.

§ 3, Разложение в ряды по системе (Af^)при условии
ОО
V(1 — ]ф (ш*)|- ։) < ОО (продолжение) 
о

Мы будем считать в этом параграфе, что континуум К совпа
дает с замыканием жордановой области G1՜ со спрямляемой границей, 
причем предполагается выполненным условие (2.3).

Приведем критерий представимости функции в G+ рядом по си
стеме (z)}^.

Пусть / (z) представима в G+ интегралом типа Коши

/(г) = -^С «^-Л, я[ф(№)]6'(го)еЛ, г>1. (3.1)
2^i J С — z 

г

Положим

J g Н («>)] 1»' (w) <?k(w) |<7ш| (fc=0, 1, 2, - • •). 

|w|=l

(3.2)
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Теорема 6. Для того чтобы {(г) разлагалась в С в ряд 
по системе (г)|^° при условии (2.3)

/(*)  = 2с*̂)М ”>(г), г^+, М

необходимо и достаточно, чтобы существовало представление / (г 

интегралом типа Коши

/(г) = —Г^-Л, гС6'+, М
2яг .] С— г 

г
с функцией, плотности £0 (С), совпадающей почти всюду на I с 
угловыми граничными значениями извне Г мероморфнои функции 
вида

Д,[Ф (г)|Ф'(г) р г < с- (3.5)
Ф(г) \Ф(*)/

где
Теорема 6 доказана М. М. Джрбашяном [4] при г = 2. Для си

стемы \М*  (г))^ впервые подобная теорема была установлена Г. Ц. 
Тумаркиным (2].

Доказательство. Применим равенство (2.18) к 7 (го) = 
= 8 [ф (го)] Ф' (го). Имеем при л£С+

_1_(л«)л=Х [■я.(»М|уна ’

2’1.) С—։ 2«; J В,и)
Г 1то|-=1

+ 2 ск (8) М"> (г), (З.б)
о

где с*  (#) определяются из формул (3.2).
Из (3.6) ясно, что / (г) разлагается в ряд (3.3) в С4՜ тогда и 

только тогда, когда интеграл, стоящий в правой части равенства (3.6) 
тождественно по г^С7+ равен нулю.

Пусть теперь /(г) допускает специальное представление (3.4).. 
Тогда этот интеграл равен

_1_ СВ (го) Ф՜ [ф (го)] фх (го)
2гч 3 го В (го)

/»1—1 ՝ '
2 (го, г) бш =

2 (го, г) </го=0, г £ (У4՜,

так как 2 (го, г>£Нр в |го|>1 для любого р>1 и имеет нуль при 
ш = оо. г

Обратно, пусть интеграл в правой части (3.6) тождественно по- 
* 6 ₽авен нулю. Запишем этот факт более подробно.
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1 (*#['? (ар] '/(«О Г В(ю) .1 (* В (1)<М 1
2т.1 ] В (хи) [2[ф(хо)— г] 2кг՜ 3 [՛]»(/)—г][ш—/] ]

,»1=1 |Г|—1

X бхо = 0, 2 С б4՜. (3.7)

Используя (2.24՜), после несложных преобразований получин из (3.7)

— г£С+, (3.8)
2«г" и С — г

г
где

0 ю = я(^) . Д[фК)]ф/ (О Г £[Ф(м)]-/(™) .
2 2«/ 3 В (и)[а>—Ф (С)]

|о>1=1

Обозначим

2кг J В(хо) то — #] 
|®1=1

По теореме И. И. Привалова [8]

В[Ф(9] ф' (о Г[ф (О] = -я (0/2-4-
, в[ф(С)]ф/(С) Г * 1Ф(~)] <К (*)  . ,39)

2кг ЗВ(ш)[«»-Ф(С)] * •
|®|=1

Для окончания доказательства осталось заметить, что, как следует 
из (3.8) и (3.9)

/ (*)  = ֊ Л, г£в+,
2кг .) С — г 

г

^(С)-Р(С) = -В[Ф(С)] Ф' (Г)Г[Ф (01. С6Г.

Функция ЕЦ)£НГ в И>1 и имеет на бесконечности нуль. Та

ким образом Е ({) = <-1 Е (I՜1), где Е(ш)^Нг в |ш|<^1. Теорема до
казана.

Нетрудно, проследив доказательство теоремы 6 и учитывая за
мечание к теореме 2, прийти к следующему утверждению.

Теорема 6'. Пусть / (г) представима в С+ интегралом ти
па Коши (1.21), кривая Г удовлетворяет условию (1.22).

Для того чтобы / (г) разлагалась в б+ в ряд (3.3) необходи
мо и достаточно, чтобы существовало такое г^>1, что {(г) пред
ставляется в С+ интегралом типа Коши (3.4) с функцией, плот
ности, удовлетворяющей условию (3.5).

М. М. Джрбашян [3], [4] ввел класс Хд {б+, С~, ш*}  в известном 
смысле „моногенных“ функций и показал, что система {ЛГр (г)]^° об
разует базис в пространстве X, (6+, б՜, ш*).

Мы определим аналогично [3], [4] класс функций X, {б4՛, б~, ш*}  
(г > 1) и покажем в частности, что система (г)}^ образует ба
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зис в любом пространстве Хг|(7+, С~, <и*)  (г^>1), откуда, учитывая 
включение лГ1(С+, С՜, ш*}сХ г,(С+, б՜,«։*)  при г։>гг>1, получаем, 
что система [ЛГ<1) (г)]д —базис в более широких классах „моногенных“ 
функций, чем в [3] и [4].

Определение. Предполагая выполненным условие (2.3), че
рез {&+, б՜, о։*]  (г>1) будем обозначать класс функций / (г), оп
ределенных на б+и С-\(о։*} 0՞՜ и удовлетворяющих следующим уело-
виям:

1. /(г) =
J С— z 
г

2. / (z) = -L (W <Л+Г(г), г £ G֊\ Ыо~ ;
2^7՛ J С— z 

, г

3. g (С) = F (С) почти всюду на Г, где F (z) — мероморфная в 
G՜ функция следующего вида:

г,. В[Ф (z)] Ф'(г) 1 \ с/ \ ('t-г
Ф (г) \Ф (z) /

Докажем теперь следующую теорему.
Теорема 7. Класс функций {G+, G~, ш*)  (r^> 1) совпадает 

с множеством функций, представимых в G+U G_\ рядами

2 с*  М? (г), (3.10)
О 

где
Ск = 2^ Гт М («>) 7 (ш)£Аг (Л = 0, 1, 2,- • •). (3.11)

|«|-1

Теорема 7 доказана ранее М. М. Джрбашяном [4] при условии

Доказательство. Заметим вначале, что сумма ряда (3.10) с 
ковффициентами (3.11) (сходимость которого вытекает из теоремы 5) 
представляется в С+ интегралом типа Коши.

В самом деле, из (2.18) имеем, используя (2.24')

Уе>Л/Р(,)=ХГЯФ(91Ф'К)<л_ 
о 2՜/ р

-А- [’-Х^ли֊ С____ _ 2_Ст [ф (01 ф՜ (0 ,г
2,'гмАВ(го) ^|_Л[’НО֊*][®-,]  4кг ] С-г

~2^~ЯЛ՝’ <ЗЛ2>



О разложении в ряды • 121.

где
' (Г) = 7 [Ф С)1 Ф' С) _ В [Ф С)] Ф' (С) Г 7 (го) <1™ г
8 1 2 2֊г З5(»)[го-Ф(:)]’ " '

Ю1-1

Из (2.19) аналогичным образом выводим при

V ск М£\;) =
О

1 (   (Г ф' И В[Ф (г)] Г 7 (го) </ги (3.13)* *
2"/.՝С —з 2~1 о В (го)[го — Ф (г)]

Г |®|=1

Из (2.12) и (2.13) следует, что сумма ряда (3.10) принадлежит клас
су ՝1֊г |С+» (7՜, ш*}>  поскольку функция

= Ф' (г)В[Ф (з)] Г 7
2-К1 5(го) [го — Ф(г)]

|<о|=1

удовлетворяет пункту 3 определения л, {(7+, й՜, «>*).
Пусть теперь функция /(з)^).г {(7+, С~, «л). По теореме 6 имеет 

место разложение при г£(7+

/.(з) = £ Ъ (*)  ЛГ?’ (з). <ЗЛ4>
о

Но ряд (3.14) по теореме 5 сходится также внутри 0~\{шй|“. В (си
лу определения класса )֊г {С*,  С՜, ш*}  / (г) при г£(7՜ является псев- 
доаналитическим продолжением / (г) при Этим же свойством
обладает сумма ряда

5с*  (^) 
о

Отсюда, в силу свойства единственности псевдоаналитического՛ 
продолжения (которое легко вывести из теоремы Лузина-Привалова 
[8]) и в силу равенства (3.14), имеем

/(*)  = £са (я) (з), зС С֊\(ш*) 0-.
0.

Теорема доказана.
Всесоюзный научно-исследовательский институт

физико-технических и радиотехнических
измерений Поступила 20.XII.1972'

Ա. Մ. ԼՈԻԿԱՑԿԻ. Ըստ Մ. Մ. Ջրթաշյանի ռացիոնալ ֆունկցիաների համակարգի, շարքերի վեր
լուծման մասին (ամփոփում)

Մ, Մ. Ջրբաշյանը [/], [3] է [■#] աշխատանքներում կառուցել է ուղղելի եզրով տված Հոր

դան յան տիրույթի համար ռացիոնալ ֆունկցիաների հատուկ համակարգեր՝ (0
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Ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում է ըստ Մ. Մ. Տրրաշյանի կամայական կոնտի- 
.նոլմի համար կաոռըմաե {M<" «)0- Չկարգի շարքերի վերյՈ Լ»Ո ,/!յան զոլգամի- 
• տոլթյոլնը, գործակիցների վրա ավեյի ընդհանուր պայմանների դեպքում, քան [J] ն [<] աչ- 
ծխատան քներում t

A. M. LUKACKlI. On the expansion In series by M. M. Dlrba$tan's system 
of rational functions (summary)

The spatial systems {M(*} (z))0~ (0< *<1)  of rational functions for a given 
Jordanian domain with rectifiable boundary were constructed by M. M. D2rba$ian in 
[1], [3], [4]. In this paper the convergence of the series expansion by M. M. DZrba- 
Jian’s system ((z)in studied for an arbitrary continuum under looser con
ditions on the coefficients.
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Ф. И. ГЕЧЕ, А. И. КУРЕЙ

О ЦЕЛЫХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Исследуется вопрос существования и единственности целых ре֊ 
шений дифференциального уравнения

дп 1 чиад+£ад = ад + У Л1Л, (^ г.)—- ---- — =/(я։, я2), (1)
,,£-1 дг? д£

где Рщп, («ц я2) — полиномы, удовлетворяющие некоторым дополни
тельным условиям, / (я։, г2) — известная целая функция конечной Сте
пени. Увеличение числа независимых переменных не приводит к суще
ственным изменениям.

Для обыкновенного дифференциального уравнения бесконечного 
порядка аналогичный вопрос был изучен Ю. Ф. Коробейником [1]. 
Существование и единственность решения уравнения (1) доказывается 
с помощью принципа сжатых отображений, следуя работе [1]. Дока
занные нами теоремы включают в себя также результаты Ю. Ф. Ко
робейника с определенными уточнениями.

С. к. Еремин [2] рассматривал уравнение вй’да (1) с постоянны
ми коэффициентами и при некоторых дополнительных условиях дока
зал теорему о существовании и единственности решения в опреде
ленном классе целых функций. С. А. Еремин использовал метод 
А. О. Гельфонда [3].

В работе существенно используются понятия систем сопряжен
ных порядков и типов целых функций двух переменных, введенные 
для функций класса А М. М. Джрбашяном [4] (см. подробнее исто
рию вопроса в [5]).

§ 1. Некоторые вспомогательные результаты

1.1. Пусть / (я։, г2)^сопз!— целая функция. Введем обозначение
М (/; г։, г2) = шах |/ (я։, я2)|. (1.1)

|*11-г ։, 12,1=г,
Напомним некоторые определения (см. [4]) в нужной нам форме.
Система неотрицательных чисел (р1։ р2) называется системой со

пряженных порядков (с.с.п.) функции / (я1։ г2), если при любом е >(> 
имеет место асимптотическое относительно г։ 4՜ г2 неравенство

1п М (/; г1։ г2) •< г/։+։ + г։р*+։, . (1.2)
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а с другой стороны, на некоторой последовательности ((г1 , г2 ), 
(г|*)  со) при некоторой постоянной о>0 выполняются нера
венства

1п м 4*>,  4* ’) > а [(4* ’)р՛՜*  -+- (4‘,)л՜*  ], л=1. 2. • • • • С1-3)

Если рх=ра =0, то функция / (г1։ г2) называется функцией нуле
вого порядка.

Пусть (р1։ р2) (рх>0, р։ >0)— некоторая с.с.п. функции / (гх, г2). 
Система неотрицательных чисел (о1։ о2) называется системой сопря
женных типов (с.с.т.) при с.с.п. (р1։ р2), если при любом е^>0 выпол
няется, с одной стороны, асимптотическое относительно не
равенство

1п М (/; г։, г2) < (ох + в) 4՛ + (О, + в) (I-4)

а с другой стороны, на некоторой последовательности 4Л) )!
•(4* ’+4* ’-> со) имеют место неравенства

1п М(/; 4*),  4*))  > (01- е)(4*))Р<  + (а2 ֊ в)(4*>)* , к=1, 2, • • •. (1.5)

Если (0, 0) является с.с.т. при с.с.п. (р1։ р2) функции / (хц г3), 
то /(г1։ г2) называется функцией нулевого типа при с.с.п. (р։, р2). 
Если не существует такой системы чисел (зх, з2), для которой имело 
бы место неравенство (1.4), то считаем, что (оо, °°) является с.с.т. 
при с.с.п. .(рх, р2) функции /(г։, г2). В этом случае /(«ц *2) называется 
функцией бесконечного типа при с.с.п. (рх,р2).

Далее считаем, что (а1։ оо) является с.с.т. функции / (г1։ х2) при 
с.с.п. (рх, р2), если: 1) при любом достаточно малом е^>0 существует 
положительное число з2 = о2 (е), такое, что имеет место асимптотиче
ское неравенство (1.4); 2) на некоторой последовательности !(4*\  4*01  
имеют место неравенства (1.5), какое бы ни было °2^>0. Аналогично 
определяется с.с.т. (со, оа).

Замечание. В неравенствах (1.2) —(1.5) переменные (г։, г2), а 
также (4* ’, 4Ч) выбираются в множестве R2* = {(г։, г2)г гг > 0, гг >0}. 
Однако определения с.с.п. и с.с.т. можно видоизменять, заменяя 
на множество Зад, = {(г1։ г2): г^г, г2>/?2); При этом
получаются определения с.с.п. и с.с.т., эквивалентные предыдущим.

Действительно, пусть (рх, р2) — с.с.п. функции { г2). Тогда
выполняется асимптотическое неравенство (1.2) при (г1։ г2) С R2, и 
тем более оно справедливо при (г1։ г2) £ .

Пусть неравенства (1.3) имеют место на последовательности 
{(/"1 \ г-2 >)] (4 ,+г1* >-» оо). Обозначим через г}* ’=тах(г/*\  R/), 1 = 
— 1, 2. Очевидно, /‘Ч Г2Л)-» оо, и при некотором Зх = 8Х (8)>0 имеют 

место неравенства
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1п М (/; 7Р, 7?>) > 1п м (/■, Я’, //>) >г [(//>.֊• -Ь 
+ (/։*>«-  ] > \ [Сг'^У-1 + (№)»֊՝ ], Л =1, 2, • • •

* Предполагается, что функция нулевого порядка также входят в Е [р։, р։; 
®1> °։)-

** В Е |р։, р։; а։, 0]] содержатся также функции порядка нуль.

(если р։-'->0, Р2֊е>0, то (И*>-  +(г?%- ~ (й>- + (Л4)?«- 
при к — со).

Следовательно, (р1։ р2) является с.с.п. функции / (я3, я2) в смысле 
видоизмененного определения.

Обратно, пусть выполняется асимптотическое относительно г1+га 

неравенство (1.2) при (г3, г2) £ <2/?,/?, - Пусть, далее, (г3, г2) £ г12+ и 

п = шах (г,, R/), 1=1,2. Тогда при достаточно больших г1 + г2 имеют 
место неравенства

1п М (/; ~г„ га) < 1п М(/; г1г гг) < И'4* + г?+* <й‘+2։ + 7?+2*.

Условие (1.3) не меняется при переходе от <2/?,/?, к Следо
вательно, (р3, р2) будет с.с.п. функции / (г1։ я։) в смысле исходного 
определения.

Утверждение относительно с.с.т. доказывается аналогично.
Пусть 0<^р։<С°о, 0<^р8<оо, О-С0!-^00» 0<1о2^оо—произ

вольные числа. Обозначим через Е [р3, р2; а3, а2) класс целых функций 
/ (я3, я2), для которых существуют с.с.п. (р{, р£) и с.с.т. (с{, а0 при 
с.с.п. (р{, р.{) удовлетворяющие условиям*:  р{-Ср/, ։=1, 2, причем ра
венство р^= ру возможно только при условии, что о/>0 и тогда 
Если р/<^р/, то о/ произвольно. Индекс ] здесь может принимать 
одно из значений 1, 2 или оба значения.

Далее, через Е [р3, ра; з1։ о2] обозначим класс целых функций 
/(я3, я2), для которых существуют с.с.п. (р(, р{) и с.с.т. (с{, а/) при 
с.с.п. (р{, р{), такие, что р{-<р/, ։ = 1, 2, а а{—любое, если ^?{<Срь и 
°{-Соь если р( = р: (։=1, 2)**.

1. 2. Привэдем формулировку одной теоремы, которая является 
двумерным аналогом теоремы 2.2 из [1] и доказывается таким же ме
тодом.

Пусть каждой точке (р, ■») из открытого прямоугольника (конеч
ного или бесконечного) (с^, сц, ₽2), лежащего в квадранте R2*,  ста
вится в соответствие В-пространство /р.,, причем

Ур-,’1 Ун«’։» если -С Р2, *1<^ 2. (1.6)
Нормы [ Цх, в пространствах Ух, предполагаются согласованными 

так, что если Цдсл — хЦх,,.->0 и то подавно |х„—
(хя։ х £ Ут»,)-

217-3
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Рассмотрим множество
А = U

а, < < 3, 
«։<»<?։

которое легко превратить в топологическое пространство (инду 
ный предел ^-пространств).

Для произвольного х(^А введем обозначение

®х (v) = inf р, <|»x(p)=lnf м, (р, *)  € (ап п։>

При любом фиксированном х£ А функции <?х (։/) и ?х ка' 
функции переменных ч £ (а։, р2) и соответственно н€(а։> ?։)» монотоян 
убывающие.

Действительно, если, например, а։ то в СИЛУ Усл0
вия (1.6) , при всех (р, v) £ (фх (v։), pt; vp ра), следовательно«

х С Jv-ч • если Ф*  (vi)։ Поэтому (va) < фх силу сказанного, 
корректно следующее определение:

фх (v) lim фх (*'),  Фх (н) Ит фх (И-

Теорема 1. Пусть оператор L отображает пространство 
А в себя. Предположим, что существует множество S, плотное 
в («1> Р1> а»> ₽s)> такое, что при всех (р, v) £ S оператор L взаимно 
однозначно отображает на Тогда L взаимно однозначно 
отображает А на А, причем фдх (■*)  = фх (v) и фдх(р)=фх(р) для 
всех(р, ■»).

Доказательство. В силу условия (1.6), так же как и в 
работе [1], легко доказать, что оператор L отображает А на А вза
имно однозначно.

Пусть х£А и у = Lx (х и у одновременно пробегают все про
странство А). Пусть фу (v0) = а. Из определения фу (՝»)՛ следует, что 

как только (р, v)£(a, Pj v0, р։). Пусть (р7, л)— точка из не
пустого множества 5fl(a, а + е; v04-s), е>0. Тогда ’« и по 
предположению теоремы и Ly Следовательно

фх (* 0) = Нт фх (■*«  X lim р, = а = фхх (* 0),
<-0+ ։ - 0 +

и точно так же ф£У (v0) а = фу (vq). В- силу произвольности, х, а вме
сте с тем и у, фх (v0)= ф£х(*о).  Равенство фх (р)= ф£х(^0) доказывается 
аналогично.

1.3. Через W — pa; аи a։) будем обозначать линейное нор^ 
мированное пространство целых функций w (z1։ таких, что

(w; Г։) ехР[-(“1И'+ a,rP/)] ^М<оо, 
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тде £30, 7?20— некоторые положительные постоянные, 0<^р, р2< 1, 
Ю<=1, ’!<»•

Корректность определения пространства W очевидна.
Не представляет труда доказать следующее утверждение.
Лемма 1. Пространство W (р։, р2; в1։ з2)—банахово.
В дальнейшем будем использовать следующие обозначения:

Е (rv ri)=E1 (r։) Ег (r2), Ei (п ) = exp (□/ rî‘ ), i =1, 2. (1.7)

Лемма 2. Пусть f (zl։ z2)— целая функция из класса
Е [р։, р։; з։, з2), 00, 0<з,<оо, г = 1, 2. Если

ее

f (z։, z,) = 2 bijz\ z'2, fk (zj, z։) = 2 bijz{, z’v
l. j=0 0</+ 1 < k

то fk (zl։ z2) и f (z։, z2) принадлежат пространству
W (pi. Paî °i» °։) « fk U։, z2) — / (z1։ z2) при le -*  oo

в метрике этого пространства.
Доказательство. Из условия f (z։, z2)Ç£"[p1։ р2; з։, з2) сле

дует, что при некотором 6 (0 ^>1)

f (zj, zs)Ç W(p։, p2; op °2), где 5/ = az0-f'։ i = 1, 2.
Отсюда, как и в работе [1], легко получить неравенство

М (f; ©4, ©4)[£ (f։, #,)]-*  < С, С = const.
Используя неравенства Коши, найдем следующую оценку:

M(f-fa 4)]֊*  V |М

< [£ {tu 4)]՜’ M (f; 04, 04) j? ©֊'-'< Съ (0), (1.8)
<+/-*+։

где •»)*  (0)= Q-1 ~ J —»0 при le-*  со. Переходя к точной верхней 
l+j-k+1

грани в неравенствах (1/8), придем к неравенству ||/—/*||-С  (0),
•откуда следует ||/ — /*Ц  *-<■  0 (по норме пространства W (pv ра; g։> aj). 
Лемма доказана.

Будем пользоваться также обозначением
I|w|jr = Ow0(r„ n) = Slip [M (w; 4, if) exp [—(a։ t\՝ + a, «>)]). 

t։>r,

Очевидно, при любых Л։, Л2^>0
1'(г.+л„ г.+Л,) < Мк-.+Л,, г,) < М(П. г.) =

Wo-.+л,. ГЛ+Ы < ||w|(r„ r.+л.) < = flwHr-
1.4. Пусть w (z1։ Zj)Ç W (рр р2; з1։ а2). Найдем оценку выраже

ния Я^{Г1։ rj, где для простоты положено
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№(л„ л,) <?Л|+Л»ц> (гп г3) 1 д
Ог^д^ ’ П1Г /^՜0’ 11 ’

Пусть М(пл-л>); Г1, г.) =| (4 |г»| =■ г, > Я/о, 1=1, 2.
С помощью интегральной формулы Коши, записанной по осте

бицилиндра {1г1 — I2’։ — 2°1<>Ла), легко получаем неравенства
л/г1։ г։)<л։! л3! Ар"՛ А2֊л*Л/(ш;  г^Ах, г։+А2)<

•С Их! л3! А։-Л> А~п‘ л„ г, л-л,) Е (гх 4՜ А1։ г3 4՜ А3) (1.

<|г< П щ I АГЛ/ (п 4՜ А/ ).
Здесь и в дальнейшем знак умножения П распространяется на ’ 
значения из 1=1, 2, для которых п/=/=0.

Функция (А) = А~*  ехр а (г 4՜ А)₽', к=1, %,•••, определенная 
интервале (0, оо), принимает наименьшее значение в единственно՜ 
точке Ал, удовлетворяющей уравнению

рз (г + А)р_| К = к, или же а (г 4՜ А)р =

Очевидно, при р -С 1
1е к

А*  = — (Г4-Л*) ։~р > — г1-г֊ ра ра
Поэтому

к р-1

А* к к ра гр
(1.10)

и, следовательно

= агр + к +

= — [и
Р \ Ал/ р1

(Н) к + (1-р)(2-р) 
рагр 2

(1—р)(2—р)агр / к

Ьк \р~3/ к \ 
ргг? ) \аргр> 

7, . бАг \р՜։
2

(1-р)(2-р)Р 
2р։аг₽

аргр + Ък

= аг₽-}՜ А4“^ш (А, х), (1.11>

Р

. №, г) = йгЖг-р) < 
•2(‘сгГ

Учитывая неравенства (1.10}, (1.11)» получаем

з} (А*)  = А*  ехр (ар)*  к~*г к <^~։)е* +а'’Р+*“ (*< ’՝)„ (1Л2)

В силу оценки (1.12), можем, написать-
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гп1п П А, п1Е1 (п + А/) -С О^Л,, л,<~

<П(з<Р/)л' пГп‘ г1։(п'и ел‘ ея^^‘г^ Е^п),
где

(1.13)

Пользуясь формулой Стирлинга, из (1.9) и (1.13) получаем

М (ш<л» *>;  г1։ г։)< П2/ (т) (о, р, )я‘ г Е1 (п), (1.14)
где

2/ (п1) = V2к т ехр т

= ехр и. 1 1п /2« щ
.12 п/ т 1

п ЛГ е 1 . 1п ]' 4к ТУВыберем число /V настолько большим, чтобы-------- ---------------
12

— 1п (1 4՜ 8)> гДе е > 0 — произвольное фиксированное число. Далее, 
4

пусть Л«^>1 настолько большое, что

М2ВД=(1 9 2(2 ^,)2УУ<т1п <1+еЬ /=1’ 2- 2 Р/ О/ Л. 4
Если 0<^п1։ n2■^<^N и гг, , то справедливы неравенства

2, (ТУ-|-п, )< ехр {(ТУ+т) 1
12ТУ֊

+ 1п1/^^+<0,(2 77 Я.)

Ы 4- л/- 
. 2
\6 > 1=1, 2,

2, (п, )< ехр { ТУ [- + ш/ (ТУ, я.) ]} < г =1, 2.

Учитывая эти оценки и используя обозначение 
^1(е)— шах 21(п։)2։(п։), 

1<л։, л^<^ 
г> = г,= К,

из неравенства (1,14) получим следующие оценки (г։, гг'> R,, О՛^ 
<п1։ п։<ТУ):

!«»(«•■ г < Нг (е)Цш1|гП (о, р, )Л' г?1 (р<-1), |ю(" + »>•(1.15) 
< (1+ е)л’*«<+ л« (0։р։)лЧл> (а։?։։)՞« г(Л'+л)(Р։-1) гл,(р,-Х)

(1.16)
ц»(л>-лг+ л«|Мг (1+ е)лг+л։+л» (а1Р1)"> (о։р։)л'+л’ г?> <₽>-’> 4л'+л«Хр>֊1). (1.17)
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Применяя повторно неравенства (1.16) и (1.17), получим оценки 
при любых п,, /ц =0, 1, 2, •••, п1 + п3^- № = М (8):

"■>К|«В|Г П(Ц-е)я' (а, Р<)я' О-18)

где е^>0—произвольно малое, а г։,
Действительно, если п1—к1/^ + р1, л։ -= -У+р։, где к3, ка на

туральные числа, 0 рг, р3 IV, то, обозначая через выражение 
г?'՜1 , ։=1, 2, можем написать

3 Л1Я, (2г, гя3> (2.3)
л 1+Л8=0

рассматриваемый как 4-кратный степенной ряд, сходится в окрестно՜
сти начала координат пространства С* комплексных переменных х։, 
г2> г<.

Условия а) и б) эквивалентны условиям а) и б!), где под усло
вием б^) понимаем абсолютную и равномерную сходимость ряда

|ш(я֊"'Ч<11«((*’_1,ЛГ'Я։,1г (Ц-е)Л' + /”
< р*<  -« л' "4 (Ц-в)2*3 4 * **’ Х2Л+Р։ < • < 

"։)вг(1 + е)я‘ х?*<||«» (0'(*։-1)ли (1+
_|_ е)Л. + лг + Р. Х»1 ) Л'+р։<- . Л^г (14-

_|_ в)л,+(*.֊։)  лг+Р. )». *+л  <։а,]!г (1 + е)-|+".

Заметим, что оценка (1.18) точнее соответствующей оценки из 
[1]. Неравенства (1.15) и (1.18) будут играть основную роль при 
оценке нормы оператора £.

§ 2. Теорема существования и единственности 
решения уравнения (1)

2.1. Ставится задача: доказать существование и единственность 
решения уравнения (1) в определенном классе целых функций, если 
коэффициенты уравнения (1)

1 *<2> л։л։ л, л, , ,
г,)= 2 2 (2.1)

1^=0 -

удовлетворяют условиям:

а) зир = Я/<1. ; у = ! 2. г- ф :
я,»։ т 7 յ
лу>0

^,= к^и = 0, П1, л։ = 1, 2,---; ՛ (2.2)
б) ряд
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V гг) 223 * * * * (2-4)

2 (2.6)
Л1+Л.-1

имеет непустую область сходимости.
Обозначим через Г кривую сопряженных радиусов сходимости

ряда (2.6). Пусть (ъ, %а)6Г, т. е.

Л1+Л1-*«®

Тогда, очевидно, какое бы ни было фиксированное в>0

л,+л1=0

в некоторой окрестности начала координат пространства Сг перемен
ных га, ха. I

Действительно, из условия б), очевидно, следует условие б!). 
Наоборот, пусть ряд (2.4) абсолютно и равномерно сходится при 
2։| = Ы = г < 1. Тогда

л։+л։—“ Г

разномерно относительно гг, гг, когда |211=|г։|= г. В силу условия а) 
и неравенства Коши при ^ = ^>0) выполняются не
равенства

, Л,Л., .. ... Л,Л„ ,,-М.^/О Х//1 +е \ Л1Н- л>\а1^\ < |ал,|Л,’| г՛^ < М (Р„։Л։; г, г) < ( )
\ г /

Следовательно
:а?1‘/?1<(^֊1у1+՞’ (2-5)

и тем более выполняются неравенства
Л։4-Ла+/1 + /1 Г 1 I £ . -

1/ 1ал։’*̂1 з > 0^0՜^ ^л^л,» /=1> 2> л14-л։^А.

В силу произвольности е отсюда следует, что ряд (2.3) сходит" 
ся в полукруге {|х/Кг։, /■=!, 2, 3, 4], и наше утверждение доказано.

2.2. Используя условия а) и б), выведем оценку для коэффи
циентов (2.1) уравнения (1). Введем обозначения

Сл,л։= шах [а?* /л«|, п1։ п։=0, 1, 2, •••; ^֊1-па>0. 
/ л։л,

(1 ֊1֊ е \л։ + л • 
--Г՜ ) » как

Г8 / 
только пх + Пз ТУ. Следовательно, ряд
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На (в) = Н2 (в, ft, i2) = sup [ с„,п, f^00'
л։+л։>о I \l-t-e/ \Хтв/ )

Если кривая Г содержит несколько точек с одинаковой перво! 
(второй) координатой, то число ls (число 1Х) естественно выбирать nt. 
возможности наибольшим. Если же Г является лучом, параллельны» 
первой (второй) координатной оси, то под тг (под f։) будем понимать 
как угодно большое, но конечное число.

Аналогично, в случае, когда ряд (2.6) сходится во всем про 
странстве С3, под fa и f։ будем понимать как угодно большие, нс 
конечные числа. Следовательно, при любых пх и л3 (ni + п3 > 0) вы
полняются неравенства

и /1+е \п‘ /!+е V’/д 2 ( ) ( 1 ’
\ ъ / \ ъ /

и если |zj = r1>l, |я8|=г։>1, то

*(1) *< 2)|Л։Я, (ж1։ я։)[< СЯ։„, г/"" Г2 Л‘Л։ (£„%+!) (*SV-1)  <

(1 I с \ Л/
֊) п п'Пг (^'\ + 1). (2.7)

2.3. Перейдем теперь к исследованию оператора £:

2 Р„։Я։ (г1։ я։) ш(Л։> я>) (я1։ яа)
Я|+Л1>1

в пространстве № (р1։ рм; а։, а3).
Предположим сначала, что рх<^ 1—04, р3<^1—04, 0 < а, < оо. 

Пусть то (г1։ я։)£ 1Г (р։, Р։5 31> °։)- Тогда в силу неравенств (1.15), 
(1.18), (2.7) и (2.2) при гх, г։ >Р, будут иметь место неравенства

Л/(РЯ1Я, «,(">• "•>; г1։ г8) [Е (г1։ г։)]֊։ <
<//, (е)//2 (е) ЦшЦг П (1+в)»/(-^у\л<')Л։+ 1)(0/ р/)я» г/л.>«.+л*(р' -։><

<На (в) Ня (в) П (1 + г)2’/ (а/л/ +1) (г«Л'Г+Р/֊1) ։ (2 8)
\ 7։ /

Введем обозначения

Я.(8)=Я1(8)Н։(в), х,= а2Р‘(1 + е)’> р/=1_ .= 1 2
71

Тогда для [|/.о»||г получаем следующую оценку:

КН<Я3(е)Н, 3 П(л/+1) ).?1 п.?1П‘■ (2.9)

ю САИо°/57<'1’ а Г1 “ гз ~ Достат°чно большие, т. е.
ГДе ч' г = 1> 2, то ряд в правой части неравен
ства (2.9) сходится и, более того, выполняется неравенство
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н,(*)  2
л,+л1>1

Таким образом, при условии рх < 1—f>2 <4— «2, 0<^а1։ аа<оо 
оператор L отображает пространство W (р1։ р2; о։, з2) в себя, причем, 
если в нормировке этого пространства числа и R2 выбраны доста
точно большими, то оператор L является оператором сближения.

2.4. Пусть теперь р։ =1—а1։ р2 = 1—яг, 0<а2<^оо, а величина 
Sj будет уточнена ниже. Обозначим через множество тех натураль
ных чисел пх, для которых к^о =

Пусть ах< [— (1— Oj)(l + е)։ , т. е. )х< —— •
I 71 J 1+е

Выберем A4 настолько большим, чтобы при п2=0 выпол
нялись неравенства (1.18) и

н2(е) 2 (71x4-1) *■?'< —• (2.10)
лг,<л,е<?, 4

Представим оператор L в виде

Lw — ( 2 + 2 + 2 + 2 Рщл, яАЛ|։Л։) = 
Л1РО1 0<Л1<чо ) 

л.-О л,-0 л։>1

= Äxw + L2w +.’£з«> + L4w (2.11)
и найдем оценку для норм JZqwJr, • • •, JL4w||r.

Если ^<C”i€Qi> п2=0, то можно воспользоваться оценками 
(1.18). Следовательно, при гх, г2>/?։ получим (ср. (2.9) при ßx = 0 и 
(2.10)):

J£2wJ,<H2 (e)||w||r 2 (nx+l)k?'< ||w|]r. (2.12)

Для получения оценки нормы оператора L3 представим его в 
виде

Ь3ш = / 2 +. 2 ) Рп1П,ш^- Л*)=  L'3 w+Ц w, 
^<л1ё<г,/ 

л։«»0 л,= О

где Л/J настолько большое, что выполняется неравенство

Н,(е) 2_ (04/1x41) л? < 4 • 
лг'<л,е<г, 8

л,—0

Как и раньше, легко получить оценку
е

11^-3 ш1к < — llwß/-, Г1, г2 > /?.. (2.13)
о
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С другой стороны, из неравенств к^0 •h'h ПРИ ni - Q следуе 

что 0 = , min {a։m — к™0} >0.

Тогда в силу неравенств (2.8)
Ц;шКЯ։Мг ГГ® ,2_ +

^>«1601

» 8
и при достаточно больших гх имеет место неравенство fZawfJz-^՜^՜ ||tuj 

Объединяя это с (2.13), можем утверждать, что если R'{ (/?? > Z?, )- 
достаточно большое, то при > R°, r2>R2 имеет место неравенств՛

|£jwjr < -7 JwJr • (2.1Z
4

Далее, из (2.8) легко получить оценку 
,՛ iiz,4wiir<

< Н3 (е) МгХ, Г2?г 3 (Л1+1)(п34-1) Х?։ г։-?։)«>֊։< со. (2.15
0<я1<~ 

л,>:

Следовательно, можно выбрать R° (R°^- Rt) настолько большим 
чтобы при r3 > R,, R-2 выполнялось неравенство

g
[£4 «4 < —\wV- (2.16)

4
Рассмотрим, наконец, оператор

£։w= 2 Рп,о (zj w(/I" °) (г։, z։) =

= 2 a£tni,°o z’1'1'«/'11- 0)(z1։ г։)+

+ 2 Pnfi («1) (z1։ z8) = Liw+L,. w, (2.17)
^,>«■601

W

Pnt 0 (zj =pnio(z1)- 0 zlni.
Как и для ||£3 w||r, легко получить оценку

11^1 w|K֊j-lwJr, r^R^R,, rt^R,. (2.18)

Для оценки wir воспользуемся неравенством (1.15). Тогда

U>°wKMr 2 |а^,л„ о | Si (п1)(в1р1)'1’. (2.19)
M>n,eQ,



О целых решениях уравнений 135

Введем обозначения

= 14*«°,,  о I, р (’)= 2 (П1) -«■.

Так как Р (0)=0 и многочлен Р (") монотонно возрастает при 
с>0 (если только Р (т)^0), то существует единственное решение т, 
уравнения Р(")«=1—2е. Накладывая на число ах дополнительное усло
вие сх<—, из (2.19) получаем оценку

Р1

||£° ю !,<(1-2в) М,; п, гг > Я.. (2.20)

Итак, при достаточно больших гх и га и
1т, Г 1 I՜1!а^шш^—, —(1— ®1)(1 + 8)3 >
1Р1 111 ] )

из (2.10)—(2.20) следует неравенство

ЦДшог я — 1 — 8< 1. (2.21)

Заметим, что 2Х (пх) зависит также от гх (2Х (п^—монотонно убы
вающая функция относительно гх). Следовательно, для того чтобы 
получить по возможности большее число т,, нужно гх выбрать доста
точно большим. С другой стороны, число 7УХ нужно выбирать по воз
можности наименьшим, согласуй это с условием (2.10). Но с уменьше
нием в число Щ растет, что приводит к увеличению Р (т), а это, в 
свою очередь, к возможному уменьшению т,. Следовательно, допусти
мой верхней гранью для ах будет

Если 0<ах<^з, 0<^з8<со։ то при подходящем выборе чисел 
Рх и Р2 в нормировке пространства СТ (рх, р2; ах, в2) оператор £, ото
бражает 1^(1— ах, р2; ах, о2) в это же пространство, причем он являет
ся оператором сближения. Пусть тх—единственный положительный 
корень уравнения Фх (х)=1, где

—аналитическая функция в начале координат (если Фх ('с) 0, то по
ложим тх = сю). Докажем, что при условии

оператор Ь будет оператором сближения в пространстве 1^(1—ах, р2; 
а1> °з)> если числа /?х и Я3 в нормировке этого пространства выбраны 
достаточно большими.
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Действительно, пусть Тогда существуют такое е^>0 и
(71 *\  <

система (т։, для которых min (1 4- sjTд ГДв
т,— решение уравнения Фх (t) = 1 — 3s. Выбирая N2 так, чтобы выпол
нялось неравенство (2.10), рассмотрим многочлен

Р2 (т) = 2 Л. / 2« ni ( ехР
N,>n,eQ, \ 12 ni /

Очевидно, Р։ (t)-C Ф1 (։) при положительных Следовательно, 
решение т' уравнения Рг (т) = 1 — 3 s удовлетворяет неравенству 

т, > т։. Далее, число Л։ можно выбрать настолько большим, что

бы при выполнялось неравенство Р(х։)-^-Р1 ('«) 4՜е (это
следует из соотношения <Uj (nlt rj j 0 при r±~и непрерывной зави
симости значения многочленов от коэффициентов). Поэтому решение 
^уравнения Р (t) = l—2s будет удовлетворять неравенству '։.>"« 
> Это означает, что неравенство (2.21) имеет место, если

01<т1ЧрГ’ (l-ajd+e)’

и наше утверждение доказано.
2.5. Случай Pi<l —«J, pj = l—рассматривается аналогично пре

дыдущему. Оператор L будет оператором сближения в пространстве 
W (р1։ 1—a2; Яц os), если O^t^^oo и

0< a։<^E։ = sup |min^— Y -1 -1, (2.23)
(титЗбг( \р։/ 1—аг J

где —единственное решение уравнения

Ф։ (х) = 2 |ао°,Чл. К 2тс п2 (ехр —-—=1.
я,б<?. X 12 п2 /

2.6. Пусть, наконец, pr = 1 — ctj, р։ — 1—Oj, Введем обозначение 
Qu ={(«!, п։): ^>, = «1«!. ^ = “։П։; пг, п։ = 0, 1, 2,---).

Пусть at <Г— (1— at) (1+ е)а] ’, т. е. 1/ < —, /=1, 2.
Н* J 1+е

Выберем No настолько большим, чтобы при Пх֊)- выполня
лись неравенства (1.18) и

^4 (е) 3 (nx +l)(n14-l)XJi։k2։<—*.  (2 241
Л|+л,>М 4 ■(л» л,)601։

Представим оператор Lw в виде
Z.W = 2 4- 3 -|- 2 4_

л.+л,<ЛГ, Bl+/4>№ д(1) <ая
(Л1# Л«)бРи (л1» Л1)€ Q11 Л1Л1
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+ Рп,п, №(я*'  = к^ + Т^ш-г £3ш 4֊£4 ш. (2.25)

Аналогично тому, как это делалось в п. 2.4, легко доказать, что 
если Р2, где Р{ = (/„ л։, е), / =1, 2,—достаточно боль
шие, то будут иметь место неравенства

~ Е
1Д/ «4- < — Н. /=2» 3, 4. (2.26)

4
Чтобы оценить 0£։ш||г, введем обозначения

^л,л,—|О։,Л,։, ։,л։ |, Рп,п. (&1, 21) — Рл,л։ £2)—Я^'л’, а,п, XI՛ ' 32*՞*,

Е1Ш = 2 Рл.л, И>(Л‘’ Л,) ,
0<Л| + л։<7У, 
("» л.)6Ри

£։'№ (яц 2г)= 2 а^п*,^,  г“'"' Х2՞' и/՞1' Л։> (г1։ г։).
0<л,+л, < Л/, 
1Л„ л,)60и

Очевидно, ш = Дад+2,1 ш. Норма ||Л1 шЦг оценивается так 

же, как для операторов £։, к^, именно
• Е

1^1 »К — М<. (2.27)
4

Для оценки ||2^ ш||г воспользуемся неравенством (1.15) и получим 

6^ тоЦг <

< ЬЦг 2 «/л,л, (п։) 28 (л3)(о1р[)л֊ (а։р2)л>. (2.28)
(Л„ л.) €<?„

Пусть (я,, т2։)—положительное решение уравнения

Р (Ъ» х։)= 2 ^л,л։ (пх) 22 (п։) т£։ = 1 2е.
о«гл,+л,«:^ 
(л„ л,)60ц

Накладывая на числа о1։ а։ дополнительные условия 01<^— , 
Р1

из (2-28) получим 
Ра

шЦг < (1— 2е) Нг. (2.29)
Из (2.24), (2.26), (2.29) получаем окончательную оценку

9 = 1— е <1,
верную при Г1>Л?1» г2 !>./?։, /?1։ — достаточно большие.

Рассуждая так же, как и в п. 2.4, приходим к следующему ре
зультату.
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Оператор Ь будет оператором сближения в пространстве 1^(1 
— вд, 1—аа; я։, я2), если

\ г-1 2 (2.30>
О <’□(<. -I = пИп ( —> =----- /, I—х> '\р/ 1—“/ /

где (Ъ> 71) £ Г, (т°, -£) — положительное решение уравнения

Ф(тх, 2 Лич 2«/ П1 п» [ехр(т5-----Н гЛ՜) х?,'Са‘=1’
" (»и«.«,. \12п1 12п«/3

а числа /?1։ Е„ в нормировке пространства (1—’Ч» 1 а2» а։> °г) вы՜ 
браны достаточно большими.

2.7. Обозначим через Е класс целых функций ш (х։> ^д), принад
лежащих хотя бы одному из классов Е [1—1—“а; -р а°)> £ [1 
—а1։ 1—а։; 3։, 0), Е [1—я։, 1— а2; 0, Е2) (см. п. 1.1), где а/, Е/и Е® х 
1=1, 2, определены в (2.2), (2.22), (2.23) и (2.30).*

Теорема 2. 'Пусть для уравнения (1) выполнены, условия а) 
и 6) п. 2.1. Тогда для любой функции { (г1։ г2) £Е уравнение (1) 
имеет единственное в Е решение, причем с.с.п. (р։, Р1) и с.с.т. 
(°р °1) при с.с.п. (ри р։) этого решения совпадают (в допустимых 
пространством Е пределах) с с.с.п. и с.с.т. функции / («д, га).

Доказательство. 1. Прежде всего докажем, что уравнение 
(1) имеет единственное решение в каждом из классов
£[1-а1։ 1֊а։; Е®, Е®), £[1-04, 1-а2; Е։, 0), £(1-«д, 1-а։; 0, Е,), 

к которому принадлежит функция / (г,, д2).
а) Пусть (а1։ я2— любая точка из открытого прямоугольника 

(0, Е°; 0, 3®). Введем пространство = № (1 — яр 1 — я2; я։, я2) с 
нормой

Ы/?../?, = .чир П, г։) ехр [—(Яд г։1-’> 4- о2 г^-’«)],
Г »>/?!»

где числа £< = £/(ях, а2), г'=1, 2, выбраны настолько большими, что 
для всех ш֊й^(1 — Яд, 1—я2; я1։ я2) выполняется неравенство 

7 ₽,), 7 и зависит от я1։ я, но не . зависит от ш
(см. пп. 1.3 и 2.6).

Из принципа сжатых отображений [6| следует, что уравнение (1) 
имеет единственное решение в если правая часть / (г1г г2) при
надлежит этому пространству. Тогда по теореме 1 уравнение (1) 
имеет единственное решение в классе

А= и Д’,),, 
0<»,<еО

если / (г։, г2)£Дд. Очевидно, Дх=£[1—Яд, 1 — я2; Е®).

Класс £ [1 а1։ 1 я։; 3։, 0) (класс £[1—Яд, 1—я2; 0, Н։)) имеет смысл рас
сматривать только в случае, когда 2։ > 2° (д2 > Е®).
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б) Пусть теперь (s1։ ps)—произвольная точка из открытого пря
моугольника (О, Z։; 0, 1—а։). Введем пространство Д ’ = W (1 — 
Ра! °i> 1) с нормой

*

||w|b? = sup М (w; rI։ rj) exp [—4- r§)], 
r,>R. ,r,>R,

где числа Ri = Ri(?u pi), ։=1, 2, выбраны настолько большими, чтобы 
для всех w £ W (1 — Oj, р2; аъ 1) выполнялось неравенство (см. п. 2.4)

|)£™|1/? < q М₽. я = q (°» р) < 1.
На основании принципа сжатых отображений опять можем утвер

ждать, что уравнение (1) имеет единственное решение в _/^։, если 
правая часть / (z1։ z3) принадлежит этому пространству. По теореме 
1 уравнение (1) имеет единственное решение в классе

и _ ’
0<в,<Е, 
0<р։<1-о,

если / (z1։ za) £ Аа.
Очевидно, Д2 = ^[1— а1։ 1—а2; 31։ 0).
в) Аналогично доказывается существование единственного решения 

уравнения (1) в классе Л3=£'[1—а1։ 1—Ojj 0, Е2), когда f (z1։ za)£A3.
2. Докажем теперь, что с.с.п. (рх, р3) и с.с.т. (а։, а2) при с.с.п. (рх, р2) 

решениями, (z1։ z») и правой части / (zl։ z2) уравнения (1) совпадают. 
Доказательство можно было бы проводить на основании последнего 
утверждения теоремы 1 (ср. [1]), но мы воспользуемся другим мето
дом, охватывающим сразу всевозможные варианту.

Пусть/(z1։ z2)—произвольная целая функция, имеющая с.с.п. 
(рр Рг) и с.с.т. (а{, а/,) при с.с.п.$ (р[, р£), где О^р/^оо, 
։=1, 2. Введем обозначение

W(р{, р{; а/ 4-е, а' 4 е), если со, со, 
ту _ W(tf+e, рА 1, о/-|-е), если а{ = ос, а£<оо, 

7 W(р{, р{4֊е; af+e, 1), если о{<^оо, а/= оо, 
^ (р{+е, р{+е; 1, 1), если а{—а£=оо; е>0.

Очевидно, W/. Пусть f (zv za)£Ap (р = 1, 2, 3) и системы 
(р{, Р7) и (°{> °{) выбраны в пределах, допускаемых в Ар. Из резуль
татов пп. 2.3—2.6 следует, что оператор L является оператором сбли
жения в пространстве W/ (при любом достаточно малом е^>0, фигури
рующем в определении TF/L Следовательно, уравнение (1) с правой 
частью f (z3, z2) имеет решение в пространстве IF/, совпадающее с 
единственным решением w (z3, za) из содержащего 1Г/ пространства 
Ар. Но условие w (z1։ Zj) E Wt (при любом e>0) означает, что суще
ствуют такие с.с.п. (р®, р®) и с.с.т. (а®, а®) при с.с.п. (р®, р®) функции 
w (zx, z2), для которых имеют место неравенства р®-^р{, o®-$^of, ։=1, 2.

С другой стороны, каково бы ни было пространство fl^(Pi, Рв> 
ои аг)> содержащее w (z3, z2), в его нормировке справедливо неравен
ство (см. пп. 2.3—2.6)



140 Ф. И. Гече, А. И. Курей

[/(г։, я2)^ =Ц£«» (лг, я։)|/-< Ч И«’ (гп гз)-г> Ч'՝^'

Отсюда следует, что р{ < р®, о/-С’®. ։=1> 2- Ч’ем самь1м тРе 
буемые равенства р{ =Р®> °/=:ЭГ’ / = Ч, 2՛ доказаны.

Кроме того, из последних неравенств следует, что если го (г1։
£АР, то / (^, г2) 6 Ар (р =1,2,3). Следовательно, уравнение (1) 
имеет единственное решение не только в пределах каждого класса Ар, 
но и в их объединении Е=АХ IIА2 и А3.

Теорема доказана.

§ 3. Приближенное решение уравнения (1)

Метод „урезания“, который применяется в данном параграфе, 
неоднократно использовался при решении аналогичных задач Ю. Ф. 
Коробейником (см., например, [1]). В дальнейшем также предполагает
ся, что выполняются условия а) и б) п. 2.1. Если правая часть урав
нения (1) является многочленом степени к относительно переменных 
гх, гг, то согласно теореме 2 уравнение имеет единственное в классе 
£ решение ш*  (ях, г2) (см. п. 2.7). Это решение является многочленом 
степени к относительно ях, гг. Его легко найти методом неопределен
ных коэффициентов. При этом, очевидно, уравнение (1) можно заме
нить „урезанным“ уравнением

ш+1к ШЕ=Ш+ 2 Р„1Я, (зх, г2) { {гх, г2). (3.1)
л,+л,=1 1 ֊

Если / (я։, я2)—произвольная функция из класса Е, то в качестве 
приближенного решения естественно выбирать полиномиальное реше
ние „урезанного“ уравнения

(гх, г2), (3.2)
где

я8) = 4 1 ^У(О.О) ,
/+^=1 Л/* ‘‘ 2

— частичная сумма тейлоровского разложения функции / (гх, я2). Мы 
покажем, что этот процесс приближенного решения сходиФся. Точнее, 
имеет место

Теорема 3. Если / (гх, г2)— целая функция из класса Е и 
ю* (гп гг) полиномиальное решение урезанного уравнения (3.2), то 

-2) стремится равномерно в любой, ограниченной области к 
решению ш (г։, г2) уравнения (1), более того, и>к (гх, г2) — ш (2х, и2) 
равномерно во всем пространстве С*  с весом ехр [ — (ахГР֊ а2г.р>)], 
где рг, а։, г=1, 2, — произвольные положительные числа такие, что 
/ (ях, я2) £ Е [р., р2; а1։ а,).

Доказательство. Пусть положительные числа р/, а/։ 1 = 1, 2,
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выбраны так, что / (хр 22) £ Е (р։, р2; о։, -2) с: Е. Рассмотрим операто

ры А*,  Ал:
^л, + ”1 щ 

да՞՛ дг^

л
Ал» = 2 Рц.п, 

л,+л,~1

^л,+л։ ц, 

дг^՝ дгп2*

Нормы этих операторов оцениваются так же, как норма оператора А 
в п.п. 2.3—2.6. Так как

л
М (Ц ш; г1( г2) «2 2 М (Р„,я, ш(л- л»); ги г2) <

л,+ л,=1

2 М (Рп,п, ш<л- "•); г։, г2),

то в силу результатов п.п. 2.3—2.6 имеет место неравенство 
ЦАл«4< <7 |Мг- <7<Х гг^> Р-1՛ г2^> Р2, (3.4)

где Р։, 7?2—достаточно большие постоянные; д, Р1։ /?2 от ш и к не 
зависят.

Норма оператора Ал оценивается так же, как норма оператора 
А в п.п. 2.3—2.6. При этом соответствующие оценки уточняются 
следующим образом. Ряды, фигурирующие в неравенствах (2.9), (2.12), 
(2.15), заменяются на их остатки, соответствующие индексам (п1։ п2) 
с т^+гъ^к. Следовательно, число д, фигурирующее в оценках нормы 
оператора А, заменяется величиной д (к), стремящейся к нулю вместе 
с 1/к. Находить такие оценки, как для нормы операторов А1 из (2.11) 

и А1 из (2.25), в данном случае нет надобности, так как к можно 
выбрать настолько большим, чтобы к Л1( к Мо. На основании ска
занного можем написать

ЦАл д (к) Мг, Ч (&) -- 0, гх > Р1։ г2 > Р2. (3.5)

Из неравенств (3.4) и (3.5) следует, что операторы Ал и Ал 
являются операторами сближения в пространстве ПР (р1։ р2; а1։ а2).

Рассмотрим урезанное уравнение (3.2) с правой частью (3.3) 
(/(21, г2)6^[Р1» Ра! °и °а))- Из сказанного выше следует, что это 
уравнение имеет единственное полиномиальное решение шл (2Х, г2) в 
классе Е, причем шл (*1,  22)6 (Рн Ра! °1» аа) при любом натуральном 
к. Если ш 22) — решение полного уравнения (1), то ил (* 1։ 22) = 
= и> (г։, 22)—№*(?!,  я2) является решением уравнения

4- Ал = / (21, 22) — /л (2П 22) — Ал то (21, 22). (З.б>
217-4
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Так как правая часть уравнения (3.6) принадлежит классу 
-S'tPii Pal °i> OjJc.F, то по теореме 2 и*  (z1։ za) является единственным 
в Е решением уравнения (3.6), причем u*(z 1։ zs) £ Е [pJ։ Ра? °1» °а)- Сле

довательно, в силу леммы 2 функции и*  и f—fn —Lk w принадлежат 
■S-пространству W (p1։ pa; a1։ a։). Тогда, как известно [6], в нормиров
ке пространства W (р։, р8; а1։ яа) имеют место неравенства

к - «4=< у.-/•։ + JW < 
1-9 1-9 1-9

<J/-/4 + < I/-/4 + q{к). Ш .
1 — 9 1— 9^1 — 9 1 — 9

Учитывая лемму 2 и условие (3.5), отсюда заключаем, что 
.Цш—при к—* со.

Но последнее означает, что при к —* со
sup M(w — wk-, r1։ ra)[E (rlt rs)]-J-»0,

и последовательность полиномов w*  (z1։ za) сходится к решению 
w (zi> *а)  равномерно во всем пространстве С3 с весом ехр {—(«1Гр+ 
+ М1]} и, подавно, равномерно в любой ограниченной области. Тео
рема доказана.
Ужгородский государственный
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F. J. GECE, A. I. KUREJ. On entire solutions of linear partial differential 
equations of Infinite order (summary)

For the equation (1) the existence and the uniqueness of the solution in a 
■class of entire functions of two variables has been considered. A method of appro
ximate solution of this equation is proposed.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н АУК армянской

.Մաթեմատիկա VIH, № 2. 1973 Математика

ГО. Ф. КОРОБЕЙНИК, О. В. ЕПИФАНОВ

ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

В аналитической теории дифференциальных уравнений приходится 
в ряде случаев оценивать рост производных целой функции в зависи
мости от роста исходной функции (см., например, [1]). Эта же задача 
оценки роста производных целых функций из некоторого класса воз
никает в теории целых (в частности, экспоненциальных) функций. 
Характерным примером решения такой задачи является классический 
результат С. Н. Бернштейна, согласно которому, если / (г) — целая 
функция первого порядка и типа -С”, ограниченная на вещественной 
оси, то

sup l/t'I)(x)Kan sup |/(х)|. 
-~<х< + -

В настоящей статье оценивается рост производных целых функ
ций из некоторого весового банахового пространства целых функций, 
инвариантного относительно дифференцирования. Результаты §§ 1, 2 и 
4 получены Ю. Ф. Коробейником, а § 3—О. В. Епифановым.

1°. Пусть функция ® (г) определена при г > г^>0, положительна, 
непрерывна и монотонно возрастает при г—* со. Будем предполагать, 
что это возрастание не слишком медленное, а именно, что

lim Ь? J <г) =+оо. (1)
' - - In г

Если у (z)—произвольная целая функция, то, как обычно, положим 
М (г> у) — max |у (z)|. Обозначим через В9 нормированное простран

ство целых функций / (z) таких, что

зцр -----֊֊֊ = |1Ж< °°-
г>г« 9 \П

Легко проверить, что Bt — банахово пространство. Условие (1) обес
печивает включение в Bf множества S всех многочленов. Предполо
жим, что весовая функция <р (г) возрастает не слишком быстро, а 
именно, что при некотором ао^>0

<р (г) (2)

Множество функций, удовлетворяющих условиям (1) и (2), достаточно 
обширно и содержит, например, функции вида ехр а (1П г)т, ехр зга, 
тде 0< а < оо, 1 оо, 0 <՜а <1.
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Условие (2) обеспечивает инвариантность относительно диф
ференцирования. Действительно, если у (г) £ 5- и г > г0, то

М (г, у') М (г-г а0, у՝) М (г+а0, у) ?(гтОд) < С Цу|Ь-0
? (г) ао? (') фО-п-ао) ф(г)а0 " а0

Отсюда

ОуЪХ — 1Ыг. <°°- (3)
Яо

Заметим, что условие (2) выполнено, если, например, <р (г) диф- 
г . х ?' (г)

ференцируема в промежутке |г0, + со), причем -------- не возрастает.
Ф (г)

Тогда для уа>0 и Уг>го

У = ехр [1п <р (г + а)— 1п <р (г)) =ехр С <ехР .
® (г) Л Ф (О Ф (г0)

Г

Неравенство (3) уже представляет собой оценку роста производ
ной в зависимости от роста нормы самой функции. Из нее при лю
бом п>1 следует

Уи,- • (4)
\а0 /

Постараемся уточнить оценку (4), предполагая, что функция 
<р (г) положительна и дважды дифференцируема в промежутке [г0, 4֊ со), 
а функция р (г) = 1п <р (г) неограниченно и монотонно возрастает и 
вогнута (выпукла вверх) в этом промежутке, причем

Нт - — 4֊ со. (5)
1п г

Условие (5) является другой формой записи условия (1). Вогнутость

р- (г) равносильна условию невозрастания функции р (г) = ------- . Для
Ф (.г)

У/п п0, г^- г0, а > 0 имеем из интегральной формулы Коши

М (г, у<п>) < я! Л/ (г + а, у) ? (г+а) 
Ф (г) ՝ ап <? (г + а) ф (г)

Отсюда
ряЫг..

где

в>о г>г0 <р (г) ап
Но

г+а
—^7֊ = ехр [р (г+а)— р (г)] = ехр Г р' (0 Л < ехр а р' (г) <

Ф (г) 3
Г 

< ехр ар' (г0).
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Следовательно

₽Л < 1п£ — ехр ар' (г0) = Тл- 
а>0 ап

Обычными методами математического анализа находим, что на

именьшее в промежутке (0, + °°) значение функции — ехр ан (г0) до

стигается в точке ао=—-— и равно (——°~^ • Итак, при ул^>1
Р/(го) \ л /

(6).
\ п /

С помощью формулы Стирлинга формула (6) перепишется так: 
№Л1г.<МИго))ЛЫг.> (7>

1
где Хв=։]/՝2яп е։2л,՛ и (1П)П -»1 при л-* со. Иначе говоря

&<л)к< (1+ 8Я)Л (и' (г0))л И., (8)

ел—»0 при л -> со.
Оценкой (8) удобно пользоваться при больших значениях л.

Заметим еще, что если положить Ыл = зир то для
•>' <Р (0 

получаем таким же способом оценку
11у(Л)К >-« (р' (г))л И- ՛ (9)

В качестве примера рассмотрим функцию н (г) = з г? , где р (г) 
является уточненным порядком (см. [2]), то есть удовлетворяет усло
виям

Кт р (г) = р>0, Кт гр' (г) 1п г =0. 
Г-»со Г-*ос

Как известно [2], из этих свойств следует, что гр(г} монотонно воз
растает для всех достаточно больших г.

Мы будем считать, что это обстоятельство имеет место для 
уг>г0 и что р (г) дважды дифференцируема, причем (гр (Г))"<Х) (то есть 
И (г) вогнута). Тогда имеет место неравенство (9) при любых л^-1, 
г > г0.

Запишем выражение для р' (г):

Р' (г) = о [р (г) г? <'Н + гр (г) 1п г р' (г)] = 0 р (г) гр (')֊<[ 1 + Г_1П г?' (г>> I =
1 Р (г) 1

= а р г₽ [1 4- в (г)], 

где е (г) -» 0 при г —» со.
Итак

11^(Л,||г < Хл [1 + е (г)] (аргР (0-1)« ||у||г. (10>

В частности, если положить р (г)=агР, где 0<^а<^ со, 0<^р <11, то 
Р Р (г)-С0« Р (р՜) = Р, е (г)=0, и по формуле (10) получим для 
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у/^>0 (в качестве г0 можно взять любое как угодно малое положи
тельное число):

(арг?՜1)՞ Ы? р- (И)

Здесь у (z)— произвольная целая функция из пространства W' f с 
, . М (f и)

нормой р = sup -------- — •
t>r exp at₽

Попробуем оценить степень точности формулы (11). Положим 
Р =1 и рассмотрим функцию у0=е’*€ ^а.г нее при y/f>l и уг>0, 

как легко вычислить

Таким образом, если оценку (11) записать в асимптотическом виде 

lim
Л ♦*»

■ Яу(я)^,|> 
_'Й'Р

1_

" ■<parP-J,

то последнее неравенство точно в том смысле, что число ар нельзя 
заменить меньшим числом сразу для всех а£(0, +со) и р£(0, + 1].

Рассмотрим еще случай, когда ֊^-<^р-С1. Функция Миттаг-

Леффлера
1. » — 

^(«^; и) = 2 аР<_

\ р / .

является, как известно, целой функцией порядка р и типа а. Из ее 
асимптотического представления (см. монографию [3], стр. 133—135), 
нетрудно вывести, что если р>0, то

1
М (г, Е? (ар р)) = рг₽ О-*) а1՜!1 е"р-|- (г),

где (г) -♦ 0 при г—юо. Следовательно, £р (ар г; р) £ р, если р^-1 
1_

и г^>0. Рассмотрим функцию ф (г) = Е9 (а’ г; 1). Имеем
*

,//ч V Ро₽ г*՜1 Г г ( Г 1 \
ф (г) — 2 ------- -— = рар Ер (а' г;— 1.

л=1 г / £\ \ Р /

\ Р /
Отсюда

2 1-1-
М (г, ф') = рар ргр г՜1 еогРа р + (г) = реагР (рагр_1 + еа (г)),

где е3 (г) еагР ->-0 при г-» °о.
Следовательно, Цф'Ц’’ р= ||фр'р (рагр-1 + в4 (г)), г^>0, е4 (г) •е"р -» 0 

при г -* оо.
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Аналогично, с помощью тех же асимптотических формул нетрудно 
показать, что при любом фиксированном п^-1 и при

|Ь("^-р= ЩЦ;՛ ₽ [(рагР-‘)я + Ъп (/-)]»

где у,, (г) е°г?-*0 при г -»֊ со.
Таким образом, хотя оценка (11) и получена элементарным пу

тем, но она оказалась довольно точной (при больших п и г). Менее 
точные оценки производных в пространстве р были получены ра_

нее в работе [4].
Заметим еще, что пользуясь асимптотическим представлением 

функции Ер (ар 2\ |х) из [3], В. Богачев в своей курсовой работе по
казал, что пространство р не инвариантно относительно дифферен

цирования при любом Р^>1.
В качестве второго примера на применение формулы (9) рас

смотрим функцию .р (г) = а (1п г)р, г0^>1, р >1, 0< а <со и образуем 
банахово пространство И’՛*1 целых функций нулевого порядка у (г),

для которых

Ыъ = зир 
г > Гр

М{г,у} 
ехр а (1п г)11

Функция (г) обладает всеми нужными нам свойствами, если г0^>е? ։. 
По формуле (9) имеем для уг^еР՜1

(12)

Аналогичные оценки можно получить и в других классах достаточно 
медленно растущих целых функций.

2°. В этом параграфе мы получим оценки производных целой 
функции из весового пространства В- при несколько иных предполо
жениях относительно весовой функции (г). Именно, пусть <? (г)—по
ложительная, дифференцируемая и монотонно возрастающая в проме
жутке (60, + *>), где 60>0, функция, удовлетворяющая условию (1). 
Как и раньше, будем, с другой стороны, предполагать, что ® (г) воз
растает не слишком быстро, но это условие выразим в иной форме, 
чем (2): именно, для некоторого г0^>60 можно указать такое С=С(г0, 
Ьо), что для ух>г0 и Уу>60

? (х+^ХСф (х) р (у). (13)
Если, как и раньше, ввести функцию ц(х)=1п<? (х), то условие (13) 
эквивалентно следующему:

зир [I* (х + у) - и (х) - и (у)] < -I- со. 
у>*°

Заметим, что если функция ? удовлетворяет условию (14), то 
условие (д) выполняется при любом а0^>6։, и пространство В- инва
риантно относительно дифференцирования.

(14)
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Пусть у Тогда при уг>го> и Уа>&о

М (I, у{я)) < л! М а-а,у) 4-а) д1 . , с <? (а) .
ф (/) «+а) а՞ ? (О ап

Положим 7д = ш( ?-—•-■ Тогда < п! 7лСМ'> г^го- При любом 
а>Ьа ап

п>1 Пт " 4- оо. Поэтому или 7Я = Нт У или 7„ дости-
<»-+~ а՞ а->Ьс+П ап

гается где-то внутри конечного промежутка (60, ТУ), в точках, удов
летворяющих условию

ф' (а) а" — паЛ-։ <р (а) = 0, или а = П • (15)
? (а)

В ряде случаев можно решить это уравнение точно или асим
птотически и, тем самым, найти точное или асимптотическое значение 
а и 7д.

Положим, например, <р (г)=е”’р, 0<^а<^со, 0<р-С1, Ьо = 0. Так 
как при Vх- (■* + У)° •Сх?+^р> то условие (13) выполнено, если 
в качестве г0 взять как угодно малое положительное число, при этом 

Ф (л)
С=1, Нт —■—— =■ + оо, и 7д достигается внутри интервала (0, 4֊со). 

а-*4 0 ап 

/ п \ / аер
Из равенства (15) находим а~ (—) , 7« = (----- ) . Таким обра-

\ар / \ п /
эом, при у г г0^>0

(р \ п/?—) р • ’ (1б)
п /

'Сравнивая оценки (11) и (16), видим, что они совпадают при р=1, а 
при р<1 имеют различный характер.

Покажем, что оценка (16) справедлива и при г=0. Пусть у (г) £ 
€ Тогда у^№' р при любом г>0 и

/ .р \л/Р
р = эир Р-Сп! ( — ) (ор)/|/Рзир Ы’՛ р=

г>0 \ п / г>0

(_ \л/р л/р
—) (°Р) ир-

Как заметил В. Богачев, последние оценки точны для любого п >1:
если уд (г) =—7, то ||г/лЯ)(г)й'Р = 1; И^лйо’Р = ֊—• (~^ • С помощью 

п! л! \яре /
этого же примера легко установить, что в неравенстве (16) постоян- 

(е \я/р
—) (ор)Л/р нельзя заменить меньшим числом Сп сразу для 
л /

всех ?С>0, ибо при г 1 0
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.пр С-)"’(*'■
Уб \ п'

Р

Пусть 7—произвольное число из отрезка [0,1]. Возводя обе ча 
сти неравенства (11) в степень 7, а неравенства (16) в степень 1 ,,
мы приходим к такой комбинации оценок (11) и (15), в которой уча

ствует параметр 7, а />0:

/ \n(—p) 
\ n /

(17)

Положим еще ® (г) = ехр з (1п г)’, 0 <^о <С го> 1 °°» - !•
Рассмотрим при фиксированном у > 1 функцию (х) = (1п (х +

(1п ор՜1
+ ^))р —(1п х)р. Легко проверить, что функция - возра

стает в промежутке (1, ер-1) и убывает в интервале (ер՜*, + °°). Так

как )/ (х) =р (In (x+ÿ)1-1 , то )/(х)<0 для У//>0 и

ух > х0 = ер-1. Следовательно, если х х0 и у 0, то

[1п (х + #)]р —(1п х)р <(1п (х0 + ÿ))f —(1п х0)р.

Отсюда при ух > х0 и уу >1

fin (х +ÿ))p—(In х)р— (lnÿ)pC(ln (x04֊ÿ))p— (ln х0)р—(ln ÿ)p.

Заметим, что если ÿ^>x0 = ер՜’, то

(ln (ÿ4֊x0))p — (ln ÿ)p< (In 2x0)p— (ln x0)p = rfp

Если d = max [(ln (x0 4֊ y))p— (ln ÿ)p] и d3 = max {d, d±—(In x0)p], то 

при yx>x0 и Vÿ>l

(1п (х + у))' - (1п х)р— (1п у)р< d2.

Таким образом, условие (14) выполнено (60 = 1, г0 = х0 = е₽-1). Из 
1 I

уравнения (15) получаем 1п а = или ап = ехр ’ откУДа

?
7~^ = ехР (ал)л

(1—Р) п

(арр) р՜՛

Так как lim — = 1, a то ~ _ ? (а»)
а-1+о а- (аяу ' Тя (а„)«

Vr>ep-J

и окончательно при

(18).
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Неравенство (18) показывает, что норма л-ой производной функции 
из класса И’"р очень быстро убывает при возрастании л.

Комбинируя оценки (12) и (18) точно так же, как в случае оце
нок (11) и (16), приходим к неравенству, содержащему параметр 
т6[0, 1] (г>е₽֊։):

1

Ь(Я)И* < п! (—А С1-——'j exp (1—р)(1 — т) Ы<- •

(19)

3°. В этом параграфе мы рассмотрим банахово пространство 
Е (к (б)), состоящее из всех тех целых функций у (z), для которых

= sup \ sup Ф к>>< °°’
о<г<~ ехр (fc(o)r) i«i<-0<0<2я г '

Здесь к (9) — ограниченная тригонометрически выпуклая функция;

Ф (у (z); к) = -------- ------------------
exp (£(argz) |z|)

Перед тем, как дать оценку в Е {к (6)), докажем одну лемму 
относительно свойств к (9).

Лемма. Для любых комплексных zx и z2

к (arg z2) |z2| — к (arg zj |zj < к (arg (z2—zx)) |zx — zs|. (20)

Замечание. Как обычно, arg z отсчитывается от положитель
ной полуоси против часовой стрелки.

Доказательство леммы. Допустим сначала, что arg z3 — 
— arg zs^0 (mod 2л). Положим б2 = arg z2. Проведем из начала коор- 

-*■ ---------------- —
динат векторы г2и z8—zx и построим на них параллелограмм. Нача
ло координат будет одной из вершин параллелограмма, а вектор

z2—его диагональю, проходящей через начало координат.

Обозначим (арифметический) угол между zx и z2 в этом парал- 
՛ —> "♦

лелограмме через а, а между z8—z2 и z2—через ß (так что угол парал
лелограмма при вершине, начале координат, равен а -f- ß). Пусть, да- 

лее, о—угол между zx и z8, отсчитываемый от z։ к z2 против часовой 
стрелки. Как предполагалось выше, 8=^к. Положим в случае 8^>it, 

= 93 4՜ а, б3 = 92—ß, а в случае 8<^it б1 = 92—а, 93 = 92 4՜ ß. Неслож
ные геометрические рассмотрения показывают, что в обоих случаях 
93= arg z։ (mod 2к); 93= arg (z2—zx) (mod 2к); кроме того, в первом слу
чае 9Х б8 93 9j — «, а во втором — б3 92 > 93 > 93 — к (учитываем,

Запишем равенство (z2—z1)4_(z1—z2)=0 в эквивалентной форме
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(|z2 — zj cos 03 + kJ cos — kgl cos 0s = 0, (21 )՛
I |zg — zj sin 03 + |zJ sin 0x — |za| sin 92 = 0.

Умножив первое уравнение системы (21) на sin 0։ и вычтя второе, 
умноженное на cos 0J։ получим

kJ _ ____ k»l ,
sin (6j—02) sin (93— 0j)

Аналогично получим ------—------ = ------/, и в итоге
sin (6,-6,) sin(03-6։)

кг — _ k»l = ___ kJ____ (22).
sin (0։— Oj) sin (9, —03) sin (03—9g)

(фактически соотношения (22) выражают теорему синусов для тре
угольника со сторонами |zj, kal» к։—ZJ)*

Рассмотрим для определенности случай, когда (случай 
исследуется совершенно аналогично).

Из условия тригонометрической выпуклости функции к (9) (см. 
2]) следует, что

к (6։) s-n՜՜^՜՜^+к <к (е’> • 
s։n (0,—0J sin (6j—öj)

Используя (22) и 2гс-периодичность функции к (9), приходим к соотно
шению (20).

Предположим теперь, что arg zx — arg z2 = «(mod 2т). Тогда. 
arK (—*i)=arg z2 (mod 2т) и arg (z2—zxX=argz2. Далее, kg—zi\~ k։ + 
+ (— «J I = kgl + kJ-

Требуемое неравенство (20) принимает в этом случае такой вид 
(полагаем 02 = arg z2):

к (9=) kgl֊ к (9S + n) kiK к (92)(|z2|+|zJ),

что равносильно неравенству к (92) -|- к (92 4- т) 0, справедливому для 
тригонометрически выпуклой функции. Тем самым лемма доказана.

Положим а = max к (8). Если я =0, то к (9)^0 для всех 9 £[0> 2«]..
0<в<2» ч. и j

С другой стороны, как известно (см. [2]) для любого 0 £ (9) -|- 
-г к (0 -J- т)^. 0. Отсюда Л(9)=0, если а=0, и Е (к (9)) состоит из. 
констант. Опуская этот тривиальный случай, можно считать, что я^>0..

Пусть у (z) £ Е (к (0)). Оценим (z)j,

ly(m) (z)[ = sup Ф (~ Г у (f)(f—z}֊» ֊I dt, k\^ 
\х|<чо \^i J J

< lb (01— J + (sup supm exp (arjr *)• |f|- к (arg z)\ |z|] dl <
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< 5» (*)!l rn! I—) sup sup Л (arg (t—z)) |f—zl< m! (—) |y'J.
՝ 771/ M<- |/_։|_ 2 \тл /

Итак, справедлива оценка

УЛ1) (z)|< ml (—om У, тп=1, 2,---. (23}
\7П /

Посмотрим, насколько точны оценки (23). Пусть о = к (80). Имеем 
£(8)^>jcos (9—90) для всех 9£[0, 2я] (см. [2]). Поэтому функция 
у0 (г) = exp (ae-z0«z) принадлежит Е (к (9)), так как |у0 (reze)l — 
= exp я cos (9—90)r=Sexp к (9) г. При этом при 9 = 90 |у0 (ге,0»)| = 
= ехр яг, и |уо1|=1. В то же время Kj/£"'5 (г)0 = я™ |1уо!1 = °т ПРИ любом 
Л1>1. Таким образом, оценка (23) тем точнее, чем больше т. Если 
ввести оператор Dmy = y(m) (z), то из только что полученных резуль-

татов следуют такие оценки .для |jZ>m||= sup ------- -
уег(*(вя Ву||

1_

Таким образом, lim [Z)mD = а = max к (9).
m-*eo

4°. Полученные выше оценки оказываются полезными при дока
зательстве существования и единственности целых решений линейных 
дифференциальных уравнений конечного и бесконечного порядка с 
многочленными коэффициентами. В качестве примера рассмотрим здесь- 
пространство W' р. Оценим вначале норму |у(л) (z) z*[|“՛ р, у £ W' р, 

О р 1, считая, что г г0, г 0, к -С п (1 — р).
Имеем

11гк у(п) И“՝? sup sup Р Цу(л)Й7'р.
t>r ехр о/р />г

k
Используя оценку (17) и полагая в ней i = ------------ , получим (учиты-

п(1-р)
, 1-Т 1 Лвая, что f 4------- = —( 1------------)) »

Р р \ п/

1_ п С j k \ 
||z* у(«) (zty р < п1 я у;- р.

\ п /

Мы видим, что если р> Р<С1 и £<л(1-р), то՝
Z* yW (z) С р.

Рассмотрим оператор

Ly= 2 Р* (z) у<*> (z), Р* (z) = 2 ai Z*, (24}
»=1 s-0
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где

sup —— = ։ < 1.
*>։ к

(25)

Допустим, что при некотором rf>0

F(d)= 2 2 1а!1*!(-г)Р <°°’ P = 1 -Я։ 

*_J j-o \ * '

'(Например, что заведомо выполняется, если Jim (с/J где с* = 

= sup

Положим с0 = sup |с>0: Г(с)<»), а0 = lim F (с). 
е-Со-0

Если сО>1, то уравнение F (х) = 1 имеет единственный корень т) 
в интервале (0, с0). Положим ^0 = т;, если а0>1, и 7Ь=со> если а0 < 1. 
Тогда при Ус<С1?о ^"(с)^!, и оператор Ьу является оператором сжа

тия в любом пространстве №' , где г 0, о — • 
'Р р

По теореме Банаха уравнение у + Ьу —] имеет единственное 
решение в таком пространстве р для любой правой части / из р. 

Переходя к индуктивным пределам пространств №га , н рассуж
дая точно так же, как в работе (4), найдем, что уравнение у-\- Ьу =/ 

Гу, \
1— я, — 0 - ) для любой функ- 

1— а /
ции / из этого класса, причем порядок и тип решения совпадает с 
порядком и типом правой части.

Этот результат имеет непустое пересечение с теоремой 11 из 
работы [4].

Заметим, что если повторить дословно рассуждения п.п. 1—3 § 3 
работы [4], но только вместо оценки (2.2) этой работы воспользо
ваться более точной оценкой (11) настоящей работы, . то мы получим 
следующий результат:

Пусть оператор Ly (24) удовлетворяет условиям (25) и пусть, 

.далее, с= lim со, где с>= sup |aj|. Положим rf* = laj*|, если
*-»”> 0<3<Пц

пь — и 0, если и*' ai, и рассмотрим функцию ). (х)=2 
*=1

-аналитическую в круге |х|<—. Положим -г)0 = -1-, если lim к (г) < 1, 

с с r^L-oС
и ’io = °, если lim л (г)^>1, а 9 — единственный положительный корень 

г^--0

уравнения >. (х) = 1.
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Тогда уравнение у 4֊ Ly—f имеет единственное решение в классе,. 
II г, ———) для любой правой части/ из этого класса, причем поряд- 

1— а /
ки и типы решения в правой части совпадают. Решение может быть 
приближенно найдено методом урезания, описанным в [4].

Этот результат является более сильным, чем теорема 2.2 из [4]» 
но, в свою очередь, содержится в недавнем результате Ю. Ф. Коро
бейника и О. В. Епифанова [5], полученном методами теории нормаль
но разрешимых операторов (именно, в теореме 4.9 этой работы).

Если вместо оценок (11) и (17) использовать оценки (12), (19) и 
(23), то можно получить новые теоремы существования и единствен
ности решения уравнения бесконечного порядка с многочленными коэф
фициентами в пространствах И’<?, £(&($)), а также в индуктивных 

пределах этих пространств.
Систематическому изложению полученных в этом направлении 

результатов и переносу на случай п переменных оценок, полученных 
в настоящей работе, и их приложений, предполагается посвятить от
дельную статью.
Ростовский государственный

университет Поступила 25.Ш.1972

5(11'. Ֆ. ԿՈՐՈՐնՑՆԻԿ, I). Վ. ԵՊԻՖԱՆՈՎ. Ածանցյալների ցնահատականներբ ամբողջ ֆունկցիա
ների կջոային տարածություններում (ամփոփում)

Հոդվածում դիտարկվում են դիֆերենցման նկատմամբ ինվարիանտ, ամբողջ ֆունկցիաների

կշռային Բանախի տարածություններ' ||y|| = SUp նորմայով և Լքսպոնենցիալ
r >0 (ր)

ֆունկցիաների տարածություններ' |j^|| = SUp | If (rC/8) | 6Xp (--  k. (0) f) նորմայով։
r. 8

Կշռային ֆունկցիաների նկատմամբ բավականին ընդհանուր բնույթի տարբեր ենթադրու
թյունների դեպ բում գտնվում են դիտարկվող տարածություններից վերցված կամայական ֆունկ
ցիայի ածանցյալների նորմերի գնահատականները' ֆունկցիայի նորմի միջոցով։

Տոլյց է տրվում, որ մի շարք դեպքերում ստացված գնահատականները ճշգրիտ են*

Ju. F.KOROBEINIK, 0. V. EPIFANOV. Estimation of derivatives tn weighted 
spaces of entire functions (summary)

This article investigates weighted (£)-spaces of entire functions invariant with

respect to differentiation and having the norm ||y(| = sup ---- —, as well as (S)-spa-
r>0 <p (r)

ces of exponential functions with the norm

||^B= sup |y (re/9)| exp (— k (6) f). 
r, 8

Under rather general restrictions on weighting function the authors estimate the 
norm of all derivatives of any function belonging to the spaces, in terms of the 
norm of the function itself. It is shown that in some cases the estimates obtained are 
exact.
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* Функция / (х) (£ [0, 2г.]), если f (х) измерима на [0, 2я] и F (|/ (х) ) £
£L [0, 2г.].

217-5

И. М. МИХЕЕВ

О СХОДИМОСТИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
РЯДОВ ФУРЬЕ

Хорошо известно, что тригонометрические ряды Фурье не могут 
сходиться к + оо на множестве положительной меры. Поэтому возни
кает вопрос о построении наиболее густых в каком-то смысле мно
жеств меры 0, на которых соответствующие ряды Фурье сходятся 
к + оо. Интересно также знать, как влияет степень суммируемости 
функции на сходимость ее ряда Фурье к 4֊ оо.

А. А. Талалян [1] показал, что во всяком классе*  F (L [0, 2-гс]) 
существует функция, ряд Фурье которой сходится к + оо на множе
стве, имеющем мощность континуума на любом интервале (а, 6) а 
<=[0, 2г.]. П. Л. Ульянов (см. [2], стр. 27) дал пример лакунарного 
ряда Фурье функции, принадлежащей всем классам Lp [0, 2л], сходя
щегося к 4- оо на множестве с названными свойствами.

Множества меры нуль иногда классифицируют по их так назы
ваемой размерности Хаусдорфа.

Определение 1. Пусть X—метрическое пространство и 
р—любое действительное число 0-Ср<^-|-оо. Пусть для данного 
е > 0

тР= infS (8 (А)]р, 
1-1

где X = Аг 4՜ А2 4-----4՜ А 4------ — произвольное разложение прост
ранства X на счетное число подмножеств диаметра меньшего, чем 
s; 8(A)—диаметр множества Ai, причем считается [8 (Е)]0 = 0, 
если Е пусто и [8 (Е)]°=1 в противном случае.

Тогда

тр (X) — sup тр

называется р-мерной мерой Хаусдорфа пространства X.
Определение 2. Хаусдорфовой размерностью множества 

X называется верхняя грань всех действительных чисел р, для 
которых

тр (X) >0.
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В качестве меры густоты множества ниже избирается его раз
мерность Хаусдорфа: из двух множеств меры нуль то более густое,, 
у которого размерность Хаусдорфа больше. Поскольку размерность- 
Хаусдорфа линейных множеств не превышает 1 (размерность 1 имеют, 
например, множества положительной лебеговой меры), то самыми гу
стыми в указанном смысле будут множества хаусдорфовой размер
ности 1.

В настоящей статье доказывается следующая
Теорема. Для всякого класса F(L[0, 2՜]) существует функ

ция f (x)£F(Z.[0, 2гс]) с лакунарным, рядом Фурье, который, схо
дится к + го на множестве, являющемся континуальным объеди
нением попарно непересекающихся множеств, каждое из которых 
имеет в пересечении с любым интервалом мощность континуума 
и хаусдорфову размерность 1.

Сначала приведем ряд лемм.
Лемма 1. Для всякой функции*  F (х) существует целая, не

убывающая на [0, оо) функция Ф (х) такая, что Ф (х) F (х) при 
всех х£[0, со).

* Всюду ниже считается, что функция F (х) неотрицательна и неубывает 
на [0, оо). J

Эта лемма известна (см., например, [3], стр. 44).
Сделаем следующее замечание, полезное в дальнейшем. Пусть 

{п*) —строго возрастающая последовательность натуральных чисел. 
Тогда число

X = inf ^±1 
* П*

будем называть степенью лакунарности последовательности {п*}.
Лемма 2. Если последовательность {л*}  имеет степень ла

кунарности Х^>п-|-1 и я1։ я„-.-а*, -------натуральные числа, не
превосходящие п, то интеграл 

2х
Jcos“։ nrx cos’* ngx- •֊ соз°*  n*  xdx=Q, к=Л, 2,• • •, 

о
если хотя бы одно из чисел а։> Oj, • • ■ a.k нечетно.

Доказательство. Известно, что
*•

cos*  X = с0 + 2 Cl cos ix, 
l-l

где с0, —вещественные числа и

„ _ f 0 при к — нечетном,
С© — \

1>0 при к — четном.
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По индукции легко показать, что 
2г.
Jcos т2 х cos т։х՝ ՝ • cos ms xdx =0, s=l, 2, • • •> 

о

если mv m2,---,ms такие натуральные числа, что
7711 4՜ Л1։ 4՜ • • • 4՜ ТПр <С 771р+1, р= 1, 2,• • • .

Поскольку 
2г.

j cos’1 ЛХХ COS"’ Л8Х • • • cos’* л*  xdX= 

0

Через (а) обоза., как обычно, дробная часть числа а.

P «։ ’*
= I (CS)1J 4- 2 COS 7Лхх) ■ • • (cj*>  4-2 cj*)cos  ink x) dx,

J l—l 7-1
0

то при отсутствии нетригонометрического члена хотя бы в одном из 
сомножителей интегранта весь интеграл обратится в нуль. Но вто 
возможно лишь тогда, когда хотя бы одно из чисел ах, я8, • • •, а*  не
четно.

Лемма 3. Пусть последовательность целых положительных 
чисел {п*}  строго возрастает и

11m П*+1- = оо. 
л*

Тогда для всякого ®(;[0,1) множество всех чисел х £ [0,1], для ко
торых*

lim {л*  х} = а, 
к—

имеет хаусдорфову размерность 1.
Эта лемма доказана Эглестоном (см. [4], стр. 90). Заметим, что 

не изменяя схемы доказательства этой леммы, можно показать, что 
при всяком а [0,1) множество тех чисел х£[0,1], для которых предел 

lim {л»х}=а 
к— —

имеет мощность континуума и хаусдорфову размерность 1 на любом 
интервале (a, b) с [0,1]. Впредь нам потребуется именно такая форму
лировка леммы.

Лемма 4. Для каждой последовательности {?Л} такой, что 
qa t 9л>1, п=1, 2,- • 

существуют последовательности {<։<}, {р/} такие, что
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2 <<со, 1<р/<2, 1 = 1, 2, 
/-1

2 а2ГР,<Чп, <"|0,Л=1,2,-.
1—1

Доказательство. Легко показать, что существует последо
вательность [с;) такая, что

Тогда по известной теореме Абеля

3 с/ = ОО, 
1-1

п
, а 1 0, 2 ci < qn, сх = 1, п = 1» 2> • •

Положим
•Si = С!֊Ь с։ -+-•■•+ Сп,

Сп 
an~Sn’

, Сп in Ьп _  п о . . ,bn - J , Рп ֊ > П >•Sn 1П СХ/1

= Ьх = сг = S± = pi — 1.

3 “Рпп = S *»< оо, 2 ап = оо. 
л-1 n—1 n -1

Далее 
2

“л ьп -Сп 1 и’
2 а2̂  =2 ck<qn, п=1, 2,- -. 
*—i к—1

Легко видеть, что
1<ря<2, и =1, 2,--.

Таким образом, лемма 4 полностью доказана.
Переходим непосредственно к доказательству теоремы. В силу 

леммы 1 функцию F (х) можно считать целой, т. е.

F(x) = V гпхп, х£ (—оо, со), lim —-—= оо.
»-о V\m\

Положим
тк = (2Л)*,  к—1, 2, • • •;

Чп = 2 + min 1 п=1, 2,• • •.
*>п У/Тгк1
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Тогда дл 1 со и ?л>1 (л=1, 2,-՛-). Используя лемму 4, по последова
тельности (дЛ) находим соответствующие последовательности {а*}  и 
{р*}.  Докажем, что функция

* Написанный ряд сходится почти всюду на прямой (— оо, со) к некоторой 
Функции [0, 2к], ибо {ал} £

/ (х) = 2 a*  cos mk х*
А-1

искомая. Пусть 
k 

Oh (х) = 2 аР cos mp х, 1 -С п к. 
Р-1

Имеем 
2՜ 2к

а\п (х) dx 22я f J(2 ai cos mi х dx +

Поскольку

=2 (р+1)(^-\Р > 2п + 2>2п + 1
ТПр \ р /

при р^>п, то к последней сумме применима лемма, так как 
а,<2п, I = 1, 2, • • •, 5.

Значит, используя то, что 0<си-С1, 1<р/ «$2, имеем
2«
У °* л (х) rfx-C4“-2it 

о

я 2л

7—1

+ 4« • 2к 2 • (2а1+---±2М1. .
«,+.(2ах)! • • ■ (2^)! п+*

Из формулы Стирлинга получаем

(2п)1 _ /2п \2л
(п!)«

82л

У2^2п. е24л  е> 
2л -т—

| 2ппе п
е
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О

Поэтому
я«.••Ч-За^)! 2а։ 2®5 _

----- —П— аЛ + 1 ■ ' Ял + 5
••(2М1

V (2°4+-
Л (2«,)!

По неравенству Коши

(2*4)! • • • (2
2’1 „2’5

Ял-Н • ֊ ' Ол+1

2«1 ^5 __
Ял+1 • • • Ол+5 —

Н)8 • • •(«,!)» . (2п)1

(«1+ ՛ ՛ ‘ +а 

04! • • - а5|

у «։(2-Рл+1) <
X Ол+ 1 ••• а

(2-Рл + 1). (а1-|---------- На

” 0,1 • • ■ а,1
а

>о

а1'ал+1
ЯЛ/------ -

а^ал+;

’Ъ------
V <ъ! п! (а1 + • ■ • + ' 

ах1 • • - а5!

В силу выбора {а/} и (р/) последнее выражение не превосходит 
е՞ (а?-р* + ■ • • + а2Л-/’Л)« (аР+ • • •)« •

Значит
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то имеем
2 г.

J 1У (-*)| л d*  -С Сп qnn, С= const, л = 1, 2, •••. 

о
Далее

2г. J։
[ F (|/i) |г,( I |/ (х)|Л dx <

о „_о J

<£ СМгл|.(2+т։п^У<£ Сл|гя| (2+2֊^¥. 
я=о X *>я /|г*Г  л-о X /|г„|/

Последний ряд сходится по признаку Коши, так как

при а

=С1,1?. <2^и+У»>֊»<։•
Значит

f(x)£F(L[0, 2к]).
Лемма 3 естественно переносится с отрезка [0, 1] на отрезок 

[О, 2՜]. Поэтому множества Д։ тех чисел х£[0, 2՜], для которых

lim 2«Л-*ое
попарно непересекаются и каждое в пересечении с любым интервалом 
(а, 6)с[0, 2՜] дает множество мощности континуума и хаусдорфовой 
размерности 1.

Теперь остается только заметить, что на каждом множестве Аа 
«О

построенный выше ряд a*  cos тп*х  сходится к-}-со, 

и теорема доказана.
В связи с этой теоремой отметим следующий факт. Докажем, 

что ряды Фурье функций, принадлежащих всем классам F (L [0,2՜]) 
не могут сходиться к 4՜ °о ни в одной точке. Поскольку известно, 
что для рядов Фурье существенно ограниченных функций это так, то 
достаточно показать, что

П F(L [0, 2к]) = т,

где т — класс существенно ограниченных функций. Очевидно, что 
достаточно доказать включение

DHL [0, 2к]) а т,Ф
где Ф пробегает соответствующие целые функции.
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Пусть / (х) принадлежит левой части последнего включения. Если

I F (|/ (х) |) dx со и F (х) = 2 ап х" с ая> 0, п=1, 2, • • •»
J

то, обращая теорему Б. Леви, имеем 
2г

2 ал Й/(*)1՞  dx< °°- 
л-1 J

Утверждается, что какова бы ни была положительная последователь
ность qn ֊» °о предел

2։
lira С|/(х)|я dx--^-= 0.
-- J Чяа

Действительно, пусть это не так, т. е.
2г
р/(х)|я<2х 

lim °.--------------- "S 0.
Чп 

Полагаем

а„= у=, п = 1, 2, --. 
У Чп

Тогда функция 
ОО 

ф W = 2 апХ՞ 
л—1

—целая. Но величина

J |/(х)р Лс

|/ (х)|я dx = (/9Т)Я. °----- —-------
Чп

не стремится к нулю, и поэтому ряд
2г

2 ап Й/ (х)|я dx 
л=1 у

заведомо расходится. Но это противоречит выбору функции f (х). 
Итак, при всякой дл~>со предел

2г
lim Й/(х)|я б/х-֊= 0.

я-” J Чп.о



О сходимости рядов Фурье 165

Покажем, что тогда при всякой последовательности дЛ-» оэ
Г 2я 1/л

Ит 
л-» •»

о________

<7л
= 0.

Предположим противное, т. е. что по некоторой подпоследователь
ности (л*)

Г 2г.

_0

1
«7л*

Положим

л=1, 2,

Тогда
2т. 1

т. е.
2г.

Ит о
/։ ֊• и» 0.

Противоречие с только что доказанным фактом говорит о том, что<
2к

Ит о________
<7л

при всякой дп -*•  °о. Ясно, что тогда

-=0

1

и

Следовательно
• 2«

Су 
2 /

, С= сопя!, тг=Т„ 2,

. п=1, 2,
0

С другой стороны
2к п

о
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Значит
Нх: 1/(х)|>С}<(-1у, п = 1,2,---. •

Ввиду произвольности п отсюда следует, что
Их: |/(х)|>С|=0,

и, следовательно, / (х) существенно ограничена константой С.
Автор выражает признательность П. А. Ульянову за постановку 

задачи и руководство работой.
.Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова Поступила 26.IV.1971

Ե. Մ. ՄԻհնԵՎ. Ֆուրյեի եռանկյունաչափական շարքերի 4՜ օօ-յան զուգամիտելու մասին

( ամփոփում)

Աշխատանքում ցույց է տրվում, որ գոյություն ունեն Ֆուրյեի լակունար շարքերով որքան 
կարելի է լավ հանրագոլմարելի ֆունկցիաներ, որոնք ձգտում են ֊|՜ 00"Д . •’ հաուսգորֆյան 
շափի բազմությունների վրալ

I. M. MIHEJEV. On convergence to 4֊ oo of trigonometrical Fourier series 
(summary)

The article proves that there exist arbitrarily well summarisable functions 
with lacunary Fourier series which converge to 4՜ 00 on sets of Hausdorff’s dimen
sion 1.
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В. А. МАРТИРОСЯН

О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЧЛЕНАМИ ПО 
СИСТЕМЕ МЮНЦА С ЦЕЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В 1954 году М. Фекете в работах [1], [2] привел следующий ре
зультат:

Теорема. Пусть [а, 6]—сегмент на вещественной оси. Чтобы 
действительнозначную функцию / (л), непрерывную на [а, 6] и от
личную от многочлена с целыми коэффициентами, можно было равно
мерно на [а, 6] аппроксимировать многочленами с целыми коэффициен 
тами, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1. 6 —а<4;
2. существует многочлен с целыми коэффициентами, который во 

всех целых точках, лежащих на сегменте [а, 6], принимает те же зна
чения, что и /(х).

Пусть Р֊я]^_о — последовательность вещественных чисел с усло
вием

и пусть I—замкнутый отрезок на полуоси [0, 4- со). Сц (Г)—банахово 
пространство действительных функций, непрерывных на I с нормой 
И = тах |/ (х)|. Назовем многочленом по системе {хХ/>1 конечную сум- 

ле/
му вида 2 Ст х 'т, где ст € R (вещественные числа). По известной 
теореме Мюнца [3] имеем: любую функцию из Сц (/) можно сколь 
угодно близко аппроксимировать многочленами по системе (хХ")ла°-о 
тогда и только тогда, когда

2 Х71 = оо. (2)
п=1

Отметим, что если 0^7, можно ограничиться системой {хХп)л-ь В 
связи с теоремой Фекете возникает следующий вопрос: в какой фор
ме сохранится теорема Мюнца, если у аппроксимирующих многочле
нов по системе (х’л) допускать только целые коэффициенты? Рас՜ 
смотрению этого вопроса и посвящается настоящая работа. Кроме 
приведенных обозначений будут применяться еще такие. Через Z обо
значается совокупность всех целых чисел. Под С# (/) понимается 
множество тех функций / из С к (Г), которые удовлетворяют условию 
/ (/П (0, 1))с (0). Отметим, что Сд (/) является подпространством 
Сц {Г), причем С*я (1) = Ск (I), если /Л{0, 1} = 0.
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Обозначим lira Х„ = X»; возможны два случая

Х_ = -j- со, . (3)

< + °°- (4)՛

В дальнейшем изложении целесообразно выделить три случая:
1) X. = 4- со и /с[0, 1); 2) Х«,< + со; 3) X« = +՜ со и /=[0, 1].

1. Случай X» = 4՜ °0 и /с[0, 1).
Лемма 1. Пусть дана последовательность P֊n)“_o с условия

ми (1), (2) и (3). Тогда можно выделить подпоследовательность 

удовлетворяющую условию (2) и такую, что ряд՜^ qn‘ 

сходится для любого q С (0, 1).
Доказательство. Обозначим через ть число членов после

довательности (МГ-о» лежащих в полусегменте (к—1, Л], и рассмотрим 
два случая:

а) Нт —^< 4՜ о°- В этом случае мы полагаем ni~i. Сходи- 
к

мость ряда 2 q'1 следует из неравенства 
:-1

/=1 *-1 ՝՝*-։«<:* 7 *=1

б) Пусть теперь lim = 4՜ оо. Существует подпоследователь-*-»“ к
ность натуральных чисел такая, что ntk^kj. Выделим под
последовательность следующим образом: в каждом полусегмен
те (kj —1, kj], у=1, 2, ••• возьмем ровно kj членов последовательно
сти 

со
Ряд 2 X7Z расходится, так как 2 Х7, > 1, / = 1, 2, - 

Кроме того

в* ;-։.*/

откуда и следует сходимость ряда 2 у "1, Лемма 1* доказана.
1-1

Теорема 1. Пусть дана последовательность р֊л}'”_0> удов
летворяющая условиям (1), (2) и (3), и пусть 1с=[0, 1)..Если / (х)£ 
СС₽(7) и /(/П {0})с2, то для любого в^>0 существует многочлен. 

Р (х) по системе {х п} с коэффициентами из Е такой,, что

!/(*)— Р (*)1<е, х£Е
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До казател ь с т в о. Достаточно ограничиться случаем /=[0, 6], 
где 6<^1 и /(0)=0. По лемме 1 выделим подпоследовательность 
{^,1^0» где и возьмем д = Ь. Тогда по а ^>0 найдется номер
7У0 такой, что

2 < ^- (5)

Последовательность {Хя,)^^ II (0) удовлетворяет условию теоремы
* х

Мюнца. Но / (0) = 0, поэтому существует многочлен рг (х) = 2 а х п‘ 
1-Г/, 

такой, что

•л)“х£1. (6)

” X
Рассмотрим функцию р (х) = 2 [с/] х Я/, где [с/]— целая часть 

1-1Ч„
а; ясно, что р (г)—многочлен по системе (х>л) с коэффициентами 
из Д.

На основании (5) имеем
р

1р։ (*)-р (•*)!<—, « € А

откуда, с учетом (6), |/ (х) — р (х)| < е։ х £ I.
Теорема 1 доказана. *
2. Случай X« + со. Рассмотрим семейство функций

(Ли)) = (х'}, (7)
здесь *£[0, X«], X.С -{- со и х£[а, 6], а>0. Возьмем ОС * и при
меним теорему Лагранжа о среднем значении, имеем

|х^-х’КЛГ-||*-Ч, х6[а, 6];

здесь К—постоянная, зависящая только от Х„ и положения сегмента 
[а, 6]. Значит семейство функций (7) равностепенно непрерывно, то 
есть для любого а ^>0 существует 6^>0, 8 = 8 (в, К) такое, что для 
произвольных /2(;[0, Х„] из условия ,#։—£1|<О следует |х 
х€[а, 6].

Лемма 2. Пусть дана последовательность {Хп}“_0 с усло
виями (1), (2), и пусть п0—произвольное целое положительное число. 
Тогда

1. система функций, (хХл— хХп+1}"_л, замкнута в С*р (I);
2. если, кроме того, выполняется условие (3), то система 

функций {хХд—2хХ'1+1+хХя+а}“-л։ замкнута в С’ц (I), где /=[0, 1].
Доказательство. 1. Достаточно рассмотреть случай, когда 

1 = [0, 6]с6^1. Возьмем /(х) £ С’к (/). К последовательности
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Рл)"=Яо II (0) применима теорема Мюнца. Но/(0)=0, поэтому имеем: 

для данного е>0 существует многочлен вида р2 (х) = 2 сЛх>Л такой, 
Л=Л0

ЧТО 
£

I/ (х) - Р2 (*)1 < ^7« х^!- (8)

(1)=0, поэтому, положив в (8) х =1, получим

(9>
Лв/То 1

Многочлен р։ (х) можно записать в такой форме
Р» (•*) = слг (х’֊лг—хХ'у-։ + (сы 4- )(х>лг-։ —х>лг՜2 )4------- Ь(с.у+ СлГ-1 4-

• м4------ Ьсл։+1)(хХл“+‘—хХя«4-х л»(слг4-слг_1-1------- {-сп,)=о1(х)4-хХ/1՛ 2 сп,
п—п0

где рг (х) — многочлен по системе (х>п— хХ/։+1 Из (8) и (9) сле
дует, что

!/(*) — Р1 (х)1<֊ +֊5- = е, х£1.

2. Предположим, что выполнены соотношения
1

У [хХ/| — 2хХл+։4-х л+2|«/|х (х)=0, л=л0, п04-1,---, (10)

о
где н (х) — некоторая функция ограниченной вариации на [0, 1]. 

1
Рассмотрим функцию <р (X) = Хх б/р- (х), голоморфную в полу-

0 ‘
плоскости Ее Х^>0 и ограниченную. При 1т Х=0 и X -»• 4՜ °° имеем, что 
-р (Х)-*0. Рассмотрим теперь рост <р (X) на последовательности (ХЛ|~ . 
Из (10) легко видеть, что

■Р (М = п 4֊ с։, п=пЛ„ п04-1, - -, (И)
где с1։ с։ — постоянные, определяемые последовательностью {>-Л}^ 0 
и числом п0 (от п они не зависят).

При и —» со Хясо, поэтому <р (Хя)-* 0. Из (10) полу-таем, что

? 0՝п)—0> п = л0, л04-1,- •
Применив к <р (X) теорему единственности для ограниченных аналити
ческих функций, будем иметь

у (Х)=0, Ее Х>0,
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откуда уже вытекает, что / (х) (х) = О для любой функции.

С’к (I). Остается сослаться на теорему Хана-Банаха [4]. Лемма 2.
доказана.

Теорема 2. Пусть дана последовательность Р֊л}£.0» Удов
летворяющая условиям (1), (2) и (4). Если / (х) и /(/Л
Л (0, 1))с£՜, то для любого в^>0 существует многочлен р (х) по, 
системе (хХ/|) с коэффициентами из Z такой, что

։/(х)—р(х)|<е, х£/.

Доказательство. Ограничимся рассмотрением того случая, 
когда /=[0, 6], где 6^>1: остальные случаи расположения I сводятся 
к отмеченному. Достаточно аппроксимировать функцию /(х)~/(х) — 
— г (х), где г (х) = /(0)4֊ хх* [/(1) — /(0)]—многочлен по {х'Л] с ко* 

эффициентами из Д; / (х)£ Сц (/). По данному е>0 подберем а£(0, 1)|
с / £

так, чтобы ах* <С Выберем число 8 = 8 ( у ) из условия равносте

пенной непрерывности по х£[а, 6] семейства (7). Вследствие (4) су
ществует п0 = п0 (8) такое, что о. Тогда будем иметь

хХя»—Xх- < у, х£[а, 6].

Теперь к системе [хХ՞—хХл+1}/Г-л0 применим лемму 2. Получим, что* 
к

существует многочлен вида р, (х) = 2 сл (хХ՞—хХ/|+։), где
п=п0

при п0 -С л И такой, что

1/(х)-л(х)/<Л хС/. (12)՝

ы
Рассмотрим функцию Р (х) = 2 [сл] (х’л—X л + ։), ясно, что р (х)— 

л=л0
многочлен по (хХл) с коэффициентами из Z. В силу выбора имеем

ы
|/>1 (х)— р (х)| 2 (хХд—хХл+’)=хХл"—х^+^х1՞"—хХ“ < у, х£[а, 6],.

л֊=л,

с другой стороны, в силу выбора а

1Р1 (х) — р(х)I < х’ л" < Xх» < у, х€[0, в].

Следов ательно

(х) ~р (х)|< у, х С /■



172 В. А. Мартиросян

Если, кроме того, учесть (12), то получим

|/(х) — Р (*)1 < е. *€ Л 

и значит, можно положить р (х) = г (х) 4- р (х)- 
Теорема 2 доказана.
Замечание. Теорему 1 можно получить из леммы 2.
В самом деле, / (х) £ С\ (/) можно аппроксимировать многочле

ном по [хХя) с коэффициентами из Z следующим образом: пое>0 

выберем номер п0 = (е) так, чтобы Ь < —. Применив лемму 2, най

дем многочлен рг(х) = сЛ (х Л
Л—Ло

И

такой, что

I/ М—Р! (х)|< ֊| (13)

/V
Введем функцию р (х) = 2 [с„](х'я—хя+։); р (х) многочлен по {х'я} с 

л—л0
коэффициентами из X. В силу выбора п0 имеем

1Р1 (*) — Р (*)| < *Хл" < у, х^1, 

откуда, учитывая (13), получаем

I/(х) — р (х)| < в, хе/.

Последнее неравенство доказывает теорему 1.
3. Случай Х_ = со и /=[0, 1]. Рассмотрим ряд

2 |хХя— 2хХя+14-хХя+2/, х 6 / = [0, 1], (14)
Л-1 »

и выясним, когда он сходится равномерно на /.
Лемма 3. Пусть дана последовательность [^“^удовлетво

ряющая условиям (1), (3) и, кроме того

Ю (невозрастая) при п —► со (15)
'֊л+1 ՝ '

“ / хя \։
и РЯА 2 \ сх°Аится- Тогда (14) сходится равномерно на I.

Л г. <16>
Доказательство. Обозначим 8я=Хл+1 —Х„; легко проверить 

справедливость тождества хХ" —2хХ"+14-хХя+։= (1_ хХя+։)(хХя__хХя+։) 4֊
(х х )' откУДа следует, что достаточно установить рав

номерную на 1 сходимость рядов
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2 (1- х*"+։)(хХя—х’»*1), 2 х>я |х‘я+։—х,д|. (17)
л-։ л-1

Построим для рядов (17) мажорантные ряды. Из теоремы Лагранжа 
о среднем значении следует, что

(1—х'я+։) (хХя-хл+։) < (log AY .6„ 6я+1 х\ х € л

Рассмотрим функцию у (х)= (log А) .х\ xC[-t имеем y(x)^C’R (Г) и 

y(x)^G ПРИ х£/. Значит, у (х) достигает на I своего максимума у0.
f tP—2

Легко найти, что у0 = . Отсюда получаем, что первый из рядов
Kt

(17) мажорируется рядом 
„ . КЛ елел+1 
“1 21 ֊2- > 

л-1 Лл 
где ах—постоянная.

Аналогичным образом, для второго ряда получаем мажорантный 
ряд

Л=1 
где аг — постоянная.

Покажем сходимость этих рядов. Положим сп — 1----- ——, тогда
Хд+1 

4 ОО <
Сп I 0 и 2 с,<<^ + со. Имеем неравенства 

л=1

елЁл+1   ______ Сп Сл + 1_____ , 0
Хл ~ (l-c„)։(l֊c„+7 1Сл 

и .
|ел + 1—5л| _ |Сд+1— Сп + Сп Сл+1| , I А

. ... ... . ■С- 01 (Сл Сл+1 4՜ Сп),
'՝л (1—Сл)(1—Сл+1)

где Ь1։ Ь2—постоянные, откуда и следует сходимость нужных нам ря
дов. Лемма 3 доказана.

Теорема 3. Пусть дана последовательность (Хл}“_0, удов
летворяющая условиям (1), (2), (3), (15) и (16). Если f (х) Cj? (/), 
где /=[0, 1], и /(0), /(1)£Z, то для любого е>0 существует мно
гочлен р (х) по системе {хХ/։} с коэффициентами из Z такой, что

I/ (х) — р(х)1<е, х^1.
Доказательство. Достаточно аппроксимировать функцию 

/ (ж) =/ (ж) — г (х), где г (х) = / (0)4֊ хх» [/ (1) —/ (0)]—многочлен 

с коэффициентами из Z; /(х)£ Cr (/). По лемме 3 для е^>0 найдем 
номер п0 такой, что »
217-6
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2 |хХл— 2хХ"+։+хХл+։|< ֊֊, х£А
Л »По

Я
Согласно лемме 2 существует многочлен рг (х) = 2 ся (х Л—2х "*» +֊ 

л®л0

+хХл+։), где Сп^К при ЛО<П< Я такой, что 
*** £
|/(х) ֊ Р1(х)|< —х£1. (18)

м
Функция р(х) = 2 [ся](хХл— 2 х л+14- X л+։) есть многочлен по {х'л)с. 

Л»*.Л0
коэффициентами из 2. В силу выбора номера п0 имеем

1л»1 (*)—Р (х)К-֊-, X 6 /, 
/л

тогда из (18) следует, что

Теорема 3 доказана.
Замечание. Представляется правдоподобным, что для после

довательности условие (16) является следствием из (1), (2)
и (15).

Приведем достаточный признак выполнения условия (16).
1. Пусть существует Р^>0 такое, что •

Нт ———<+ оо. (19).

Возьмем 8 С и выберем число о, удовлетворяющее условию.

По теореме Абеля-Дини [5] сходится ряд

так как о>0; но кроме того, его члены не возрастают, следовательно 

п +1 А >-п \ а~— ■ I -1 — -----  I при п —» оо.
^/1+1 \ Ля+1 /

Сходимость ряда (16) следует из неравенства
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где а — постоянная, так как ряд справа сходится, в силу (19) и вы
бора числа а.
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Վ. 2. (քԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Ըստ Մյուևցի սիստեմի ամբողջ գործակիցներ ունեցող բազմանգամներով 
հավասարաչափ մոտարկման մասին (ամփոփում)

Այս աշխատանքում ուսումնասիրվում է իրական [0, -J- օօ) կիսաաոանցցի հատվածի վրա 
անընդհատ ֆունկցիաներին ըստ Մյունցի սիստեմի ամրոցը գործակիցներ ունեցող բազմանդամ- 
կերով հաւէասարալափ մոտարկման հարցըլ Դիտարկված է երեց դեպք, որոնց պայմանավորված 
են հատվածի դիրցից կիսաաոանցցի վրա և աստիճանների հաղորդականության սահմանից։

V. H. MARTIROSIAN. About uniform approximation* by the pollnome* on the 
*y*tem of Müntz with the integral coefficient* (summary)

Uniform approximations of functions continuous the segment from [0, -f- co) 
with the polynoms by MUntx systems with diophantine coefficients is under investi
gation. There cases are considered the cases depend on the position of the segment 
on (0, oo) and on the limits of the sequences of powers.
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