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ե>մ բադր ուի յուն ր խնդրում Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվաձնե ր հրապարա­
կել Հա յկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա »Մաթեմատիկա» ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1» Հողվածները պետք է ներկալացվեն գրամ և քեն աղրված , երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տառորը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին , պետք 
I ընղղծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևումւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեգր տեքստում էջի ձախ մասում։

4, Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
Լ' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղրէ հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և- 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չղբադվել մերժման պատճառների պարզարանումով։ * 

շ*- ձօդվաԼի վերշում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված
4 տվյալ աշխաէՈւս1էք'ը։ ?. * .

9. Հ^յ^ր պետք կ ստորադրի՝ հոդվաէը, նշի իր յրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը,
10. ՛Հեղինակներին՛ ոսլւերկվում կ անվճար նրանց հոդվաձի 25 առանձնատիպեր։
եւմբադրության հասցեն^ Երևան, Բարեկամության 24, դիտուիյոլնների ակադեմիայի Տե­

ղեկադիր, սերիա ̂ »Մաթեմատիկա»։



РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ

Главный редактор М. М. ДЖРБАШЯН

Р. А. А ЛЕКС АН Д Р Я Н
Н. У. АРАКЕЛЯН 
И. Д. ЗАСЛАВСКИЙ
С. Н. М Е Р Г Е Л Я Н

А. Б. НЕРСЕСЯН
А. А.ТАЛАЛЯН
Р. Л. ШАХБАГЯН

К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

Редакция просит авторов, желающих опубликовать статьи в журнале Известия АН 
Армянской ССР, серия «Математика», придерживаться следующих правил.

1. Статьи должны быть представлены в двух экземплярах, отпечатанные на машин­
ке. К статьям, представленным на русском (армянском) языке должны быть прило­
жены резюме на армянском и английском (русском и английском) языках.

Статьи зарубежных авторов, по их желанию, могут быть опубликованы на соответ­
ствующем языке.

2. Прописные латинские буквы, одинаковые по начертанию со строчными, должны 
быть подчеркнуты черным карандашом дв\мя черточками снизу, а строчные—двумя 
черточками сверху. Греческие буквы должны быть подчеркнуты красным карандашом, 
а индексы обведены соответствующими дужками черным карандашом, курсивные буквы 
должны быть подчеркнуты волнистой линией.

3. Чертежи представляются на отдельных листах в двух экземплярах с указанием 
их номеров и места в тексте на левом поле странипы.

4. Цитированная литература помещается в койне статьи, при этом должны быть 
указаны: для книг—инициалы и фамилия автора, название, место издания, издатель­
ство, год издания, страницы; для статей—инициалы и фамилия автора, название статьи, 
журнал, том. выпуск (номер) и год издания. Ссылка на какой-нибудь из цитируемых 
источников указывается цифрой в квадратных скобках в с оответствующем месте текста.

5. В корректуре не допускается сколько-нибудь сложная авторская правка (против 
оригинала), могущая повлечь за собой переверстку статьи.

6. В случае возвращения автору его рукописи для доработки датой поступления 
считается день получения редакцией окончательного варианта статьи.

7. В случае, если статья отклонена редакцией, автору возвращается один экземпляр 
рукописи, и редакция оставляет за собой право не вести дискуссию по мотивам ее от­
клонения.

8. В конце статьи должно быть указано полное название учреждения, где выпол­
нена работа.

9. Рукопись подписывается автором с указанием его адреса, фамилии, имени и 
отчества.

10. Авторам бесплатно высылается 25 отдельных оттисков статьи

Адрес редакции: Ереван, ул. Барекамутян, 24, Редакция Известии АН 
Армянской ССР, серия «Математика».



»֊»•‘»’ft кл *•
ХЕНА К.

Индекс 77735

editorial BOARD

Editor in chief M.

R. A. ALEXANDRIAN
N. H. ARAKELIAN
S. N. MERGELIAN
A. B. NERSESIAN

m. dZrbaSian

A. A. TALALIAN
R. L. SHAKHBAGIAN
I. D. ZASLAVSKlI

TO THE AUTHOR’S NOTICE

Contributors who desife to have their articles published in the proceedings 
Izvestia of the Academy of Sciences of the Armenian S.S.R., series „Matematika" 
are requested to abide by the following regulations:

1. The articles to be submitted should be typed, doublespace, in duplicate. Pa- 
peis in Russian should be provided with summaries in Armenian and English, and, if in 
Armenian, they should be furnished with Russian and English summaries. The articles 
of foreign contributors could be published in the respective foreign language.

2. Latin capital letters, identical with the corresponding characters, should be 
underlined twice in black pencil, whereas small letters should carry two similar linee 
above. Greek letters are to be underlined in red pencil, italics—with a heavy line 
and indexes should be supplied with appropriate arcs in black pencil.

3. Draughts are to be submitted on separate sheets in duplicate with numbers 
and locations indicated on the left-hand margin of the text.

4. The reference list should supplement the article. In case of books, the 
author’s initials and name, the title of the book, the place of publication, the publisher, 
the date and page must be indicated. If it is an article, the author’s initials and name, 
the title of the article, the journal, the volume, the number and date of the publication 
should be marked. Reference to a quoted source is to be indicated by a numeral in 
square brackets properly inserted in the text,

5. No substantial corrections by authr-.s are allowed on the proofsheet, that 
would call for repaging of the article.

6. In case a manuscript is returned to its author for elaboration, the day the 
final version arrives at the editorial office is considered the date of receipt.

7. Only one copy of a declined article is returned to its author, the editorial 
office reserving the right to discuss the motives thereof.

8. The article should contain the full name of the establishment where the work 
has been carried out.

9. Every manuscript is to bear its author's signature, address, and the name 
in full.

10. Authors are entitled to twenty-five free reprints of their articles.

Editorial address:
Izvestia, series .Matematika",

Academy of Sciences of Armenia,
24, Barekamutian St.,

Yerevan, Soviet Armenia



2ԱՑԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВ ЕСТИЯ АКАДБМИ И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մաթհմաաիէա VIII, № 1, 1973 Математика

И, Ц. ГОХБЕРГ, Н. Я. КРУПНИК

ОБ ОДНОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРАХ СО СДВИГОМ

Введение

Пусть Г—простая замкнутая или разомкнутая ориентированная 
ляпуновская дуга и а» (/)—функция, взаимно однозначно отображающая 
Г на себя. Одномерным линейным сингулярным интегральным опера­
тором со сдвигом ~ и> (/) обычно называют оператор вида

А = а(/)/ + Ь (/) 5+(с (/)/+</(/) 5) №, (1)
где а (/), Ь (/), с (/) и </ (/) — ограниченные измеримые функции на Г, 
S— оператор сингулярного интегрирования вдоль Г;

(5ф)(/)=: 4 {֊’-֊Г 
кг 4 * — /

* Отметим, что полученные результаты сохраняют силу и для более широкого 
класса пространств.

и 1^ — оператор сдвига

(R7?) (О = ? (“ (0).
Рассмотрим наиболее простой случай сдвига, когда ИР = /, т. е- 

<п (ш (/)) = /. Будем предполагать, кроме того, что функция о> (/) имеет 
производную «>'(/), удовлетворяющую 'условию- Гельдера с показате­
лем <։(0*\ а<С1), а также, что ш (/)^/.

Оператор А будет рассматриваться в пространстве Ьр (Г, р) с 
весом*  

и
но= Пк-м1’*’

*=1

где /*£Г,  1<р<со и — 1<0*<Ср  — 1- В этих пространствах опера­
тор А является линейным ограниченным оператором.

Обычно (см. [1—3]) вместе с оператором А вида (1) рассматри 
вается также оператор Дп?, определенный в пространстве Ьр (Г, р) = 
= Ьр (Г, р)Х Ьр (Г, р) матрицей

А _ II а (/) 7+6 (/) 5 с (/)/+</(/) 5 |
՝Г |(Г<с (/) 7 4֊ </(/) 5) 1^ 1Г(а(/)/+М05) ИГ

Без труда проверяются равенства
1Г(а(/)/ + 6(0 5) V = в («>(/)) 7 +еб (со (/)) 5+ Г,
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где Т — вполне непрерывный оператор, а в = 1, если ото ражение 
I = ш (т) не изменяет направление контура Г и ։ = — 1 в противном 
случае. Отсюда вытекает, что оператор А& лишь вполне непрерыв 

ным слагаемым отличается от оператора Аг, определенного в про 
странстве £*  (Г, р) равенством

Отметим, что вто тождество в ряде случаев позволяет получить явные фор­
мулы для обращения одномерных сингулярных интегральных уравнений со сдвигом.

а (/) 
с(ш (/)) a (<*>  (0)

d(t) 
еб (<о (/))|

(2)

Оператор Av является сингулярным интегральным оператором (без 
сдвига), однако с матричными коэффициентами. Для таких операторов 
в случае непрерывных и кусочно непрерывных коэффициентов выясне­
ны необходимые и достаточные условия, при которых они являются 
Ф-операторами (см. [4, 5, 6]).

В статьях [1—3] (см. также [7, 8] и список литературы, приве­
денный в работе [1])., в частности, установлено следующее предло­
жение.

Теорема 1. Пусть a (f), b (/), с (/) и d (t) являются непрг- 
рывными функциями. Оператор А, определенный разенством (1) 
является ^-оператором в пространстве Lp (Г, р) в том и только

том случае, когда оператор Av является ^-оператором в про­
странстве Lp (Г, р). Если А является ^-оператором, то

Ind Л = — Ind Av.
2

Сформулированная теорема сохраняет силу для любых измери­
мых ограниченных коэффициентов а (£), 6 (/), с (Г) и г/ (£) в случае, 
когда отображение ш: Г —♦ Г не меняет ориентацию контура. Доказа­
тельство этого непосредственно вытекает из следующих трех фактов.

1. Имеет место тождество*

WI X Y II 1 / = Il х+ YW О 
V7YV7 Jiw| W-IT | О X—YVY (3)

где X, Y, И?'—любые линейные ограниченные операторы, действую­
щие в некотором банаховом пространстве и М3=/;

2. Функция ш (/) — < нигде на Г не обращается в нуль;
3. Для операторов X = а! + 65, У = с/֊Н5 и М = (ш (г) — /) I 

имеет место равенство

(X- Г1Г) М = М(Х + У1Г) -Ь Г,

где Т— вполне непрерывный оператор.
Из предложений 1)—3) вытекает также, что оператор А является 

ф+ (или Ф_)-оператором в пространстве Ьр (Г, р) в том и только том 
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случае, когда оператор Ат является Ф+ (или Ф_)-оператором в про­
странстве £р (Г, р).

Отметим, что все эти результаты сохраняют силу и в случае, 
когда коэффициенты а (/), Ь (£)> с (£) и <1 (I) являются матрицами, со­
стоящими из любых ограниченных измеримых функций.

В случае, когда функция ш: Г — Г изменяет ориентацию контура 
Г и коэффициенты а (/), Ь (<)» с (#) и <1 (I) непрерывны, теорема 1 
вытекает из тождества (3) и полной непрерывности оператора 
(X — КН?') /V — № (X4֊ У№), гдз /V = (ш (/)— () 74-/5 ил — произволь­
ное комплексное число.

Из тождества (3) вытекает также, что если оператор Ат являет­
ся Ф(Фи, Ф_)-оператором, то оператор А (с любыми ограниченными 
измеримыми коэффициентами) также является Ф (Ф+, Ф_)-оператором 
Однако обратное утверждение перестает быть верным. В § 4 приво 
дится пример Ф-оператора А пида (1) с кусочно непрерывными коэф­

фициентами, для которого оператор Ат не является Ф-оператором.
В настоящей статье подробно разбирается один модельный класс 

сингулярных интегральных уравнений со сдвигом в случае, когда 
сдвиг меняет ориентацию, а коэффициенты имеют в каждой точке ко­
нечные пределы слева и справа. Выясняются условия, при которых 
такие операторы являются Ф-операторами. Исследуется алгебра, по­
рожденная этими операторами. Получена формула для символа и ин­
декса.

Обобщения результатов этой статьи на более общие классы син­
гулярных интегральных уравнений и более широкие классы сдвигов 
будут приведены в другом месте.

§ 1. Вспомогательные предложения

Через £ (В) обозначим алгебру всех линейных ограниченных опе­
раторов, действующих в банаховом пространстве В и через Д (В)-дву- 
сторонний идеал алгебры £ (В), состоящий из всех вполне непрерыв­
ных операторов.

Условимся еще о следующих обозначениях: £р, ₽ — £р ([0, 1], р), 
где р(0 = <?» —1’СР’О’—1» ПС (—ПС (а, 6)) — множе­
ство всех функций, заданных на отрезке [а, 6], имеющих в каждой 
внутренней точке конечные пределы слева и справа и непрерывных в 
граничных точках а и Ь.

В дальнейшем £р, з(=£р. 3 (0, 1)) будет обозначать прямую сум­
му п пространств Ьр, 3 и ПС(Л-' (а, 6)—алгебру квадратных матриц по­
рядка п с элементами из ПС (а, Ь).

Обозначим через (= (0, 1)) наименьшую подалгебру
банаховой алгебры £(£₽, 3), содержащую все операторы вида а/-)-
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+ bS, где а, 6 € ПС«” (О, 1), а 5-оператор сингулярного интегриро­
вания на отрезке [0, 1] в Lp, р.

Как показано в [9] алгебра Ер՞^ гомоморфна некоторой алгебре 
матриц порядка 2п, составленных из ограниченных функций на квад­
рате [О, 1]Х[0, 1]. Обозначим этот гомоморфизм через «. Условимся 
через Ал р (/, р)(0 t, р <Д) обозначать матрицу кА, где А С^р^З • 
Матрица-функция Ар, р (/»и) называется символом оператора А в про­
странстве Кроме того, следуя [9], матрицу Ар, ß (/, р) будем за­
писывать в виде блочной матрицы второго порядка

Ар, ß(6 Р)=1“Л*  (6

В статье [9] (теорема 5.1) доказано, что оператор яв­
ляется Ф+ или Ф--оператором в пространстве Lp, ß в том и только 
том случае, когда функция det Ар, ß (t, и) не обращается в нуль на 
квадрате [О, 1]Х[0, 1]. Если это условие выполнено, то оператор А 
является Ф-оператором и его индекс вычисляется по формуле*

Ind Л =[arg det Ар, ß (f, p)/det a!n9 (t, 0) ай? (t> l)}o< • (3')

Кроме того, в [9] показано, что } (£",₽) с: Е^л)₽ и, если оператор 
А С допускает регуляризацию, то регуляризирующий оператор так­
же принадлежит алгебре е£%. В частности, если оператор А £ Е^ 
обратим, то и оператор Л-1 £ Е^Л,

Символ Ар, ₽(£, р) оператора вида Л = а (#)/+6 опреде­
ляется в точках (/, р) (0</<1, 0-0 <1) равенством

II£ (р) х (t +0)+(1-Ч (р)) х (М) h (р)(у (Н-О)-у (f—0))| 
| h (р)(х (f +0)-х (f - ОН (Р) у (<-0) +(1-е (р)) у «+0)|

где х (/)= а (/) + Ь (t), у (t)= a. (t) — Ь (f),
sin (6р) exp (r'0p)՞* 

sin 6 exp (/0)
Н

(4)

(5)

и Л (р)—некоторая фиксированная ветвь корня УЪ (р) (1 — Е (р)) .
В точках (0, р) и (1, р) (0-<^р<^ 1) символ определяется равен­

ством

А, ,(0. rt- I “ (0) О I.
I о а (0)- 4 (0)|

Объяснение это# формулы см. в [9], стр. 957.
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и
А .А 1х)-р(1)֊-(2' (10-1) 6(1) 0 ||Ал₽(1’*1)-| 0 а(1)—6(1)|

где функция ??|(н) отличается от функции $ (р.) лишь тем, что в пра­
вой части равенства (5) число 0 заменено на ~—2к (1+Р)/р.

Рассмотрим оператор R, определенный равенством

(/?У)(О = 4Г ;УМЛ^-- (0<*<1).  (6)
я» и (" — Ок "

и

Из [10] (см. теорему 2.2) вытекает, что оператор R ограничен в про­
странстве Др,? в том и только том случае, когда выполнено условие 
2(1 +,р)<р.

Нам понадобится следующее предложение.
Лемма [1. Пусть числа Р и р (—1 <С Р <Ср—1> 1<Ср<С°°) 

удовлетворяют условию 2 (14֊ Р) р, тогда оператор R принад­
лежит алгебре и его символ имеет вид

(7) 

где

[(2;₽ (н)-1)-։ 
1грп ? (t, н) =

2« (Ю ֊ 1

при 
при 
при

t =0 
0</<1 
f = l.

Доказательство. Рассмотрим в пространстве Lp, р

В = а! 4՜ Sbl,

. \ > / \ • — —где a (f)=sin — и b (t) = t cos —. Из определения символа
At At

оператор

непосред-

ственно следует, что

det Ж,. I, (;, rt = ( 1 ”₽" 0<'<։
I 2^₽ (и)—1 при t = 0.

Так как 2 (1 4~₽)<Ср» то я— 2я (1 4՜ Р)/р ¥= 0, откуда следует, что 
2’? (н)— 1 ¥= 0. Таким образом, оператор В является Ф-операто- 
ром՛ в пространстве Lp< ?. Покажем, что индекс В равен нулю. 
Пусть fp, з (t, n)=det 3Rp, ₽ (t, p)/6ss (/, 0) bn (t, 1); нетрудно видеть, что

Р֊25’։՛0 -р» '=« 
(—е~м при 0<f<l.

Множество значений функции fP, ₽ (t, р) состоит из двух дуг окруж­
ностей, соединяющих точки —1 и 1. Обе эти дуги расположены в 
верхней полуплоскости, стало быть, {arg/p, ? (Д р.) ]о с /, и < 1 = 0. Из 
формулы (3) вытекает, что Ind В =0-
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Как известно ([5], теорема 1) в этом случае оператор В обра­
тим в Lp, ß.

Для нахождения обратного оператора воспользуемся формулой 
(98,11) из монографии Н. И. Мусхелишвили [11]. Из этой формулы 
вытекает, что*

* Из [11] вмтэяаэт, что озврзтор С = аГ+Z~'SbZ обладает свойством CÄ? = 
— ВС-р = 7 для воет фуяхзчУ ? (<). удов\этвэря:овяz условяго Гелъдера на [0,1]. 
Тая мая, кроме этого, ояэоатэр С огрояятэз в Lp ß, то В~* =С.

В֊1 = al - Z-'SbZ,

где Z=g(t)]f t 1, причем функции g (t) и 1/g (/) непрерывны на 
[0,1]. Так как B^EOlß, то B—1£EO)ß. В силу равенства В 1 =,а/ + 
-f- g՜1 Rbgl, оператор R3 = Rbl принадлежит алгебре E^lß.

Рассмотрим оператор R3=Rc (/) /, где с (t) = t . Так как опе­
ратор R3—ScI=cS—ScI вполне непрерывен в LP. ß, то /?։£E<-)ß. Та­
ким 'образом, оператор В (Ь + с) Е0)р и, так как? функция 6(f) + 
+ с (f) не обращается в нуль на отрезке [0, 1], то " В £ . Пусть
Sp, ß (6 н) и О»,? (6 И) соответственно символы операторов 5 и C=c(t) I. 
Так как оператор (R—5) с! вполне непрерывен, то J

. (Rpi ß (6 Р); Sp, ß (t, и)) Ср, ß (t, p) =0-

Так как Cp,ß(f, p) то для всех t=£0 выполняется равенство

Ra ß (6 Р)= Sp, ß (t, р).-Из равенства (al + bS)(aI — g~l ]RbgP) = I вы­
текает, что произведение Sp, ß (0, p) RP, ß (0, p) является единичной 
матрицей, стало быть Rp, ß (0, p)=S^ ß (f, p). Таким образом 

Ra ß
( Sp, ß (t, p) при
t S,7,։ß (0, p) при

*¥=0
/ = 0,

откуда следует (7). Лемма доказана.

§ 2. Основное предложение

Обозначим через ЕО1' (—1, 1; И7) наименьшую подалгебру бана­
ховой алгебры £ (££(—1, 1)) (1'Ср<?°о), содержащую все операто­
ры вида

А = а/+ 65+ (с!+ ЛЯ) 1Г, (8)
где коэффициенты а, 6, с, </(ПС(я>(—1, 1), оператор сдвига 
определен равенством (И^ф)(#) = ф (—#) и 5—оператор сингулярного 
интегрирования на отрезке [—1, 1].

Обозначим через о: £« (—1, 1) — £^ (0,1) отображение, опреде­
ленное равэнзтвэм (’?)(<)=(? (0, ® (—£))(0^£-^1). Тогда для всяко­



О сингулярных операторах 9

го оператора Х£_Ь (I," (—1, 1)) оператор зЛГз ։' можно представить в 
виде матрицы

с элементами А)*̂£(£ л (О, 1))(/, к = 1, 2). В частности, для опера­
тора А вида (8) будем иметь

зЛв֊։ = в! + А50 + /Мо, (9)
где

2(0=1а(/) с(0 I, а (о = | 6(;) |,/(о=/ |с(-О</(-ОГ I-</(-*)-6  (-<)1
= |-с/(0-6(0 | 

|б(-0 </(-011
и

1 1
(ЗД(0 = -Ц’—] (Л/о<р)(О=-Ц^֊^ (0<*  <1)

кг 1 т — I кг I т £
о о

— операторы, действующие в пространстве £’Л (0, 1).
Рассмотрим оператор V, определенный равенством ('*<р)(0  = <р (О*).  

Очевидно, оператор V является линейным ограниченным обратимым 
оператором, действующим из, пространства ££Л (0,1) в £* л _1/։ (0, 1). 
Легко видеть, что уа (0 '*՜ 1 = а. (0/։) /,

֊1(5о+мх) и =-֊ (30-МЛ,

где оператор Мг определяется в £^_։/2 (0, 1) равенством 
։ /__

(Л/1Ф)(0 = Л[г֊ ֊4=^ (0<*<1).
«։ Л (’֊ОУ ■։

О

Согласно лемме 1, оператор Мх принадлежит алгебре Е^2.։/а (0,1). 
Следовательно, имеет место равенство

у^> (—1, 1; (0,1).

Пусть X — некоторый оператор из алгебры ЕМ (— 1, 1; 1Г). 
Обозначим ч^рез Хр (£ |х)(0-С?։ ц <11) символ оператора «Ло~։у-։ £ 

(ОД)- Матрицу-функцию Хр (/, р-)(0<£ 1) порядка ^усло­
вимся называть символом оператора X. Из выведенных правил и лем­
мы 1 вытекает, в частности, что символ оператора (8) из алгебры 
-р1 (—1, 1; №) в интервале 0<О<1 определяется равенством

А и)=Р(н)х«+0)-|֊(1-е(р))х«-0)
’ 1 А(1х)(х(Л-0)֊х(/-0))

У А (н)(у (< + 0)— у (I — 0))
ин)у(/-0)+(1-Ци))Н*+0)



где ,п_Ца(О + НО c(t) + d(t) II 
|с (_,)_</(-<) a(-t)—b(—Oli

У (0
t)-b(t) c(t)—d(t)
— t)+d(— t) а(—О+И—0

a $ (p) и A (p)—функции, определенные в § 1. 
При t=l

А'(1։И) | о'\(р)1
где

й,ч_р(1)֊И1) c(l)-Hl) I
P ° J “ Ic (-1)+ d (-1) a (-1) + b (- 1) I

и при t =0

Ap 1 (h) o 
о О (p)

где

1а(+0) c(+0) 
||c (—0) ՛ а (—0)

I , 2L(i0|H+0)-rf(+0) rf(+0)-6(+0)||
P 2 |6(-o)-rf(-o) </(-o)—H-o)l

1__
2l(O

b (+0)+</(+0) 
|—A (—0)—d (—0)

6(+0) + d(+0)| 
-A (-O)-rf(-O)!

(0, p) ■■= |

7) (p) =2;-i/։(p.) — 1 и 

8(1л=[«(+0)-H+0) c(+0)-rf(+0) | 
I c (— 0) + d ( — 0) а (-0) + 6 (-0) li

Символ Хр(/, p) оператора ЕМ (—1, 1; W) будем записывать 
в виде |ху*  (t, р)^ А=о1 , где ху*  (t, р) — матрицы-функции порядка 2п. В 
силу свойства символов операторов из алгебры Е(р2л^ (0,1) (см. [8]) и 
приведенных выше рассуждений имеет место

Теорема 2. Для того чтобы оператор Л£ЕМ (—1, 1; W) был 
Ф+ или Ф—-оператором в Lnp (—1, 1) необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие

det Ар (t, р)=АО (0< t < 1, 0 < р <1).
Если это условие выполнено, то оператор А является Ф-опера- 
тором и

Ind А = - 2- {arg det Ар (/, p)/det aI2 (t, 0) ai3 (t, l)}0</<1 .
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§3. Пример

В этом параграфе приводится пример сингулярного оператора со 
сдвигом (изменяющим ориентацию контура), показывающий, что если 
коэффициенты оператора имеют точки разрыва, то теорема 1, вообще 
говоря, не имеет места.

Пусть А — /+ а/. (О 511^, где а = const, х (#)(—l-C t <1) — харак­
теристическая функция отрезка [0,1], 5—оператор сингулярного ин­
тегрирования вдоль отрезка [—1, 1] и В?—оператор сдвига (IF?)(f) = 
= ?(—0*  Оператор А принадлежит алгебре £</>(— 1, 1). Его сим­
вол в пространстве (—1, 1) имеет вид

мы =|°п(',|*) о
Р)

ап (t,

I “II|о 1|

1 a(2p-D
| о 1

1 4֊ i'a sin irp. — a cos «р 
0 1

при 0 t<^l

при t = 1

при t = 0.

Следовательно, det As (t, р)=1 при t=/=0 и det А։ (0, р) = l+wsin«p.
Если положить a = — г, то det А։ (t, р) УЧ) (0 t, р < 1), стало 

быть, оператор /— iх является Ф-оператором в La(—1,1). Если же 
положить я — i, то det А։ (0,1/2)=0 и, стало быть, оператор (О SW 
не является Ф-оператором в пространстве Z, (—1, 1).

Пусть В-I- SW и С = 1-|- г/ (t) SW; так как В является 
Ф-оператором в L2 (—1, 1), а С не является Ф-оператором в этом 
пространстве, то, в силу равенства (3), оператор Bw (и оператор 

Buz) не является Ф-оператором в £2 (—1, 1). Таким образом, для опе­
ратора В теорема 1 не верна. ,

Отметим, что в данном примере операторы Bw и Bw совпадают. 
Отметим также, что можно привести примеры сингулярных операто­
ров со сдвигом (изменяющим ориентацию контура) на замкнутом кон­
туре р кусочно непрерывными коэффициентами, для которых теоре­
ма 1 не имеет места.

Институт математики с Вычислительным 
дейтрон АН Молдавской ССР Поступила 10.IX.1972
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К 8. ԳՈԽՈԵՐԳ, Ն. ՅԱ. ԿՐՈԻՊՆԻԿ. Սահքով միաչափ սինզողյար օպերատորների մասին (ամ- 
փոփում)

Հոդվածում դիտարկվում են սահքով միաչափ սինդոպյար ինտեգրալ օպերատորներ' անրնդ. 
Հատ և խզվող գործակիցներով. Ենթադրվում է. որ սահքի ձևափոխության քառակուսին հան. 
դիսանոլմ է նույնական ձևափոխություն։

Պարզվում է, որ ավանդական մեթոդները կիրառելի լեն այն դեպքում, երր սահ/ր փոխում 
է եզրագծի կողմնորոշումը, և օպերատորի գործակիցները խզվող են։

Մանրամասն ուսումնասիրվում է նման րնսւյթի օպերատորների մի դաս։

I. С. GOHBERG, N. Ja. KRUPN1K. 0л certain one-dtmenslonal singular integral 
operators with a shift (summary)

The paper discusses certain one-dimensional singular integral operators with a 
shift with continuous and discontinuous coefficients. It is supposed that the square 
of the shift is an identical mapping.

Traditional mathods prove to ho inapplicable in ths case when the shift chan­
ges the orientation of the contour and the coefficients of the operators are disconti­
nuous.

A detailed research of a class of operators of this type follows.
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В. В. САР АФИН

О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ, 
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ В ОТДЕЛЬНЫХ ТОЧКАХ 

§1. Введение
Пусть в л-.лерном евклидовом пространстве Кп задан эллиптиче­

ский оператор
п д- п д

, дх‘дх> дх1

Мы предполагаем, что оператор £ вырождается только в начале ко­
ординат и коэффициенты его таковы, что а11 (0) = Ь' (0)=0, /,/=!,••• 
•••, п. Обозначим через £> ограниченную область с гладкой границей 
Г, содержащую начало координат. Коэффициенты оператора £ дважды
непрерывно дифференцируемы и

max
1 հ1է /. k, 1<п 

х G ЛОГ

dW(x) . db' (х) 
дхк дх1 ’ дх* <*<<».

Рассмотрим в области D задачу
Lu (х) =0, и (х)1г = <р (х). (1)

Функцию © (х) мы считаем непрерывной. В [4] показано, что если на­
чало координат является асимптотически устойчивым по вероятности, 
то при некоторых предположениях на скорость вырождения операто­
ра £, для выделения единственного решения задачи (1) нужно задать 
предел lim и (х). Настоящая работа посвящена изучению некоторых jr-«O
регуляризаций задачи (1). Мы приведем условия, при которых реше­
ние задачи (1) является решением задачи Дирихле для возмущенных 
уравнений (£ + s £) и* (х) = 0, где £ — эллиптический, быть может, 
вырождающийся оператор второго порядка с гладкими коэффициента­
ми. При небольших предположениях о £, например, если хотя бы 
один из его коэффициентов отличен от нуля в начале координат, эта 
задача уже имеет единственное решение и՝(х). Естественно ожидать, 
что при е->0, и* (х) стремится к некоторому решению задачи (1). Здесь 
возникают следующие вопросы: 1) К какому решению задачи (1) схо­
дится и՝ (х)? 2) Зависит ли этот предел от возмущающего оператора 
£ .

Если £—оператор первого порядка, характеристики которого 
входят в начало координат, то предел зависит от £ (см. [3]). В этом 
случае lim u*(x) = const.

• -о
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Одна из целей этой работы—показать, что если Ь вырождается 
только в начале координат, то при небольших предположениях о виде 

вырождения, этот предел не зависит от £ и вычислить предельную 
функцию. Отметим, что не любое решение вырожденной задачи можно 
построить как Нт и*(х), так как этот предел должен удовлетворять 
принципу максимума для эллиптических уравнений. Чтобы построить 
любое решение, можно использовать параболическую регуляризацию. 
Вместе с задачей (1) рассмотрим в цилиндре П = [0, оо)Х£> первую 
смешанную задачу для параболических уравнений

— = Ьи, и (0, х)=/(х), и (/, х) — 'г> (х),

где ф (х)—функция, совпадающая с © (х) там, где обе определены. 
Единственное решение задачи (1) можно выделить как функцию, к ко­
торой решение параболической задачи с заданной начальной функцией 
/(х) сходится при /—»'оо.

В заметке рассматривается также регуляризация с помощью ма­
лого коэффициента с (х) — с0<3). А именно, рассматривается сле­
дующая задача:

(£4-ес (х)) о*(х)=0, и* (х)|г= ф(х)

и находится предел и* (х) при е -»0.
В § 2 будет изучено поведение решения задачи (1) вблизи нача­

ла координат. В § 3 эти результаты будут перенесены на случай, 
когда вместо оператора £ рассматривается оператор условного про­
цесса. §§ 4, 5 посвящены различным регуляризациям задачи (1).

Автор выражает искреннюю благодарность М. И. Фрейдлину за 
постановку задачи и помощь';при ее решении. ,

§ 2. Теорема об устранимой особенности

В этом параграфе мы покажем, что при определенных условиях 
на вид вырождения оператора Ь ограниченное решение задачи (1) не­
прерывно в начале координат—точке О. Известно, [11, что с каждым 
дифференциальным оператором второго порядка связан диффузионный 
процесс; в частности, оператору £ соответствует процесс Х=-{хц Рх}> 
который можно построить с помощью стохастического уравнения

где с/— {6/, £?,•••,£?} — п-мерный винеровский процесс, я (х)—матрица, 
„ такая, что а (х) о* (х) = {а‘> (х)}.

Для дальнейшего нам понадобятся следующие факты.
Решение х/ =0 уравнения (2) называется асимптотически устойчи­

вым по вероятности, если
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1) ДЛЯ любого s>0, lim [sup [х< | > е) =0; 
ж-о />о

2) lim Рх [lim xt =0) = 1. 
ж-»о t ~ -

Для того чтобы решение уравнения (2) было асимптотически 
устойчивым по вероятности необходимо и достаточно (см. [2]), чтобы 
в некоторой окрестности G точки О существовала функция v (х) та­
кая, что: a) v (О)=0; б) v (х)>0 при х^О и х £ G; в) Lv^.0 при x=f=O 
и х С G.

Поведение решения задачи (1) в окрестности точки О в случае, 
когда решение х/ =0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по ве­
роятности, описывается следующей теоремой [4].

Теорема 1. Пусть решение х/ssO уравнения (2) асимптотиче­
ски устойчиво по вероятности. Предположим, что в некоторой окре՜ 
стности точки О выполнено условие

тх [х|2 )./ > 2 a‘j (х) X/ )./> m։ |х|2 S] )•?> (3)
1-1 I. /-1 /=1

где mi>ms^>0. Тогда 1) любое ограниченное решение задачи (1) 
имеет предел lim и (х); 2) для выделения единственного решения за- 

г->0

дачи (1) достаточно задать предел 11m и (х) = const.
х-*0

Основной целью этого параграфа является исследование поведе­
ния решения в точке О, когда эта точка недостижима для траекторий 
процесса X. Для того чтобы точка О была бы недостижима для траек­
торий процесса X достаточно (см. [2]), чтобы в некоторой окрестно­
сти G точки О существовала функция, удовлетворяющая следующим 
условия։«: а) Ли֊<9 при х £ G и х=/= О; б) lim v (х) = + оо.

ж -О
Теорема 2. Если точка О недостижима для траекторий, 

процесса X и выполнено (3), то любое ограниченное решение задачи 
(1) непрерывно в точке О.

Доказ ательство. Так как точка О недостижима для траек­
торий процесса X, то с вероятностью 1 процесс X выходит на гра­
ницу Г. Поэтому существует единственное решение задачи (1).

Возьмем такую последовательность точек {х*[, что lim xt <= 0 и
А-* ОО

пусть lim и (х*)=и. Тогда для любого е^>0 найдется такое к0, чтоА-*оо 
при к>кй

|ц (х,) — «Ку •
Введем следующие обозначения: 
{е

х: |ц (х) — и (х*)|< —I, к =■• к0, к0 + 1,- • •

Fk = {х: |х| = |х*|}, к = к0, к0 + 1, • • •.
Таким образом, при х£ И*, к= к0, к0+1,--->
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|и (х)-а|<в. (4)

Используя оценку градиента функции и (х), полученную при доказа 
тельстве теоремы 1 (см. [4]), имеем, что И* = { х. |х х*|

< —где /?— положительная постоянная.
2 7?/ I I /

Процесс X с вероятностью 1 выходит на Г и поэтому при |х|<^ |х*|
Рх (существует такое т* (ш), что хтл^/7*) = 1. (5)

Проведем через точки х*, х-А большую окружность (7* сферы Рк и 
рассмотрим тело Еь, полученное прямым произведением И* на окруж­
ность 6*. Введем в Ец новые координаты

•а-4 ■ "1 о. z/ = —, ։ = 1» 2,։ ••» п,

где г к = — 1^-. В новых координатах диаметр И* равен единице. 
2 R

Поэтому на основании леммы 1 из [4] при (х £ Gl
Рх (процесс X достигнет И* до выхода из £’*}>о1^>0. (6)

Из того, что диффузия и перенос процесса X обращаются в нуль в 
точке О, следует, что если процесс X выпущен из точки, достаточно 
близкой к точке О, то он будет сколь угодно долго выходить из лю­
бой окрестности точки О. Поэтому из (5) и (6) следует,что с вероят­
ностью как угодно близкой к 1 траектория процесса X, выпущенная
из точки достаточно близкой к точке О, побывает в и И*|.

*=*,
Рассмотрим теперь в Z)\ j И* следующую задачу:

Lw (х) =0, w (х)1г = <р (х), w (х)|г, = и (г),

где и (х)— 5-решение задачи (1), Tj—граница J И*. Пусть т =

= infJ t: xt г- и JZ* . Легко ^проверить, что функция w (х) = Мх ги(х-) 
I *=■*„ J

удовлетворяет уравнению Aw (х) = 0, где А инфинитезимальный опе­
ратор процесса X, совпадающий с L на дважды непрерывно диффе­
ренцируемых функциях из Da. Так как на w (х) = и (х), то w (х) = 
Мхи (хт). Отсюда, принимая во внимание (4), заключаем, что при 
W<|x*|

|ш (х) —и|<е.
Из единственности решения задачи (1) следует, что и (х) совпадает 
на g И* с w (х) и поэтому для |х«|х*|
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Теорема доказана.
|ц (х)— и|<е.

3. Условный процесс, связанный с оператором L

Пусть X— марковский процесс с переходной функцией Р (t, х, А),, 
и (х) — ограниченная, положительная, измеримая, инвариантная функция, 

т. е. х> и (у) = и (х) Аля всех /^0, x£Rn. Формулой

Р" (6 х, А) = Ср (6 х, dy) и (у), f>0, x£Rn 
и(х) J

определяется переходная функция, которой соответствует марковский 
процесс Xй. В работе [5] показано, что инфинитезимальным операто­
ром процесса Xй будет оператор Аи, который для всякого S^Da 

имеет представление Aug — — Aug, где А— инфинитезимальный опе- 
u

ратор процесса X.
Пусть решение х«^0 уравнения (2) асимптотически устойчиво 

по вероятности. Функция V (х) = Рх (х^ Г} (т — момент первого по­
падания процесса X в О или на Г) является единственным решением 
задачи

Lv (х) = 0, v (х)|г =1, v (О) ~0. (7)
Так как Рх (х-, £ Г)—инвариантная функция, то мджно говорить о про­
цессе Xю. .Можно показать (см. [5]), что Х° является диффузионным 
процессом, для которого точка О является недостижимой, а инфини­
тезимальный оператор Х° совпадает с оператором L0 на гладких 
функциях из Da, где L° для всякой гладкой функции нз Da имеет 

представление Lvg = — Lvg.
v

Лемма 1. Пусть решение х/=0 уравнения (2) асимптотиче- 
ски устойчиво по вероятности. Предположим, что выполнено усло­
вие (3), и и° (x)J — piwehue слщкщсй кодаки в D:

Lu° (х)=0, и0 (х)(г = <р (х), и0 (О)—0. (7')
Т и° (х) п1 огда функция ----  непрерывна в точке U.

v (х)
Доказательство. Рассмотрим следующую задачу в D:

—тЦ-• Lv (х) w (х) = Lw (х) + -у— 2 g'y(x)^ -^W =0, w (х)1г=?(х). 
v (х) v (х) dxl dxi

Ясно, что “ будет решением этой задачи. Поэтому,. чтобы дока- 
о(х)

50-2 •
Д' «1Ч*л
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зать непрерывность в точке О достаточно показать, что выпол­

няются условия теоремы 2. Так как точка О является недостижимой 
для процесса Х°, управляемого оператором то достаточно дока­
зать, что при х —* 0

1 ди (8)

и чт0 —1—У, ^^(х)-—— имеет ограниченные частные производные в 
V (х) £ дх‘

окрестности точки О. Докажем сначала (8). Так как первые частные 
производные аЩх) и Ь‘ (х) ограничены, а сами коэффициенты обра­
щаются в нуль в точке О, то справедливы оценки

(9)
Разложим а''(х) по формуле Тейлора, получим

п д2аУ(у) 
г1, дх'дх1

где 0 |у| |х|. Но из (3) следует, что в некоторой окрестности
, дац(х) |՛, поэтому ----------

дх1 [
= 0. Отсюда и из того,

что а(/(х) имеет ограниченные частные производные второго порядка 
следует, что в некоторой окрестности точки О справедлива оценка

да‘1(х) I 
дх‘ | (Ю)

Используя теперь эти оценки, докажем (8). 
Так как Ьи (х)=0 в £), то

1 1 / Л^֊£о(х)= -2-/ X дгу
\дх1 дх։

0.
Л

Пусть С—та окрестность точки О, содержащаяся в О, в которой 
справедливы оценки (3), (9) и (10). Пусть у^й. Выберем о^>0 та­
ким, чтобы [х: |у -х| < о) £ С. Имеем

I

VI Ш \ °*2 и
/, !=\ дх1 дх1

<1х=$.

Интегрируя первую сумму по частям, получим
Г 1

|у-х|=о

1у4<^(х) Ч/-1

■ I. 1=1 их / «

/ да11 (х) ди \
дх =0.

1У-Х1 <8
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Отсюда

да11 (х) ду
дх1 дх1

ду до 
д^ дх>

Используя теперь оценки (9) и (10), получим

|х| I_ду_ \ Лс+

Применяя (3), имеем

Пользуясь теперь неравенством получим

Отсюда

Так как подынтегральная функция непрерывна в точке у^О, а послед — 
нее неравенство верно для всех достаточно малых 3, то

или

Таким образом, в некоторой окрестности точки ’О выполнено ' нера— 
венство^

Из (11) и (3) следует (8). Докажем теперь, что
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ограничена в окрестности точки О. Для этого разложим

1 т \dv 

функцию 7^2“ (x)d7 v \XJ /«1

1 н/ ՝dv 
V (х) £։ Ох' 

где 0 •< |у| < |х|. Используя 
л л / ч

по формуле Тейлора

\v (у)
(8), получим

" л.. \

л у 1 (Ji) \
Отсюда и следует ограниченность ——■ ( 7~2Q</(X) ТТ) В окРестно՜

Ox* \v (х) Ох /

сти точки О. Лемма доказана.

§ 4. Регуляризация с помощью возмущенных уравнении

В этом параграфе мы приведем условия, при которых решение 
задачи (1) является пределом решений задачи Дирихле для возмущен­

ных уравнений (£ + s£) к* (х) = 0, где L — эллиптический, быть мо­
жет, вырождающийся оператор второго порядка с гладкими коэффи­
циентами. Введем понятие устойчиво регулярной граничной т'очки. 
Это понятие необходимо, чтобы и՝ (х) удовлетворяла принципу макси­
мума для эллиптических уравнений. Пусть ~՝D = inf {f: xj ££>}. Множе­
ство предельных точек траекторий xj при t -> обозначим f), (w). 
Точка х0£Г называется устойчиво регулярной, если при] любом о]>0 

и для любого оператора L
Пт РИтЬс<«(*о)ПГ}=1, (12)

Х-*Ход «-*0

где Gs(x0) — 8-окрестность] точки х0. Если (12) выполняется равно- 
мерно по х0£ Г с Г, то множество Г называется равномерно устойчиво 
регулярным.

Для устойчивой регулярности точки х0£Г достаточно (см. [6]), 
чтобы в окрестности точки х0 направляющие косинусы внешней нор­
мали п (х) = (щ (х)) были бы дважды непрерывно дифференцируемы и 
выполнялось хотя бы одно из следующих условий:

Л

а) 2 а'1 (х0) щ (х0) п;(хо)=£О; б) точка х0 содержалась в замы- 
i, /—I

:кании открытого множества, на котором 
" Л
2 а'7(х) щ (х) п; (х) = 0 и 2 Ь1 (х0) щ (х0) > 0.

'•>-։ 1=1
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Для дальнейшего нам понадобится следующая теорема, доказа­
тельство которой близко к доказательству соответствующей теоремы 
в [6].

Теорема 3. Пусть и' (х)—решение следующей, задачи в 
(О):

(А + е£) и* (х) = 0, и* (х)/гига = ® (х),
где Г«— граница С., (О). Если ГII Г«—равномерно устойчивое регу­
лярное множество, то 11т и* (х) = и (х), где и (х) решение следую­

щей задачи в О\Сб (О):
Ьи (л) = 0, и (х)/гиг4 = <р (х).

Основным результатом этого параграфа является следующая.
Теорема 4. Пусть в некоторой окрестности С точки О 

существует функция V (х) такая, что-, а) V (О) — 0; б) V (х)^> 0 
при х=^= О и х£(л; в) Ео (х) < 0 при х^О и х£С. Обозначим и*(х) 
решение в И задачи

(£ 4-е£)ц*(х) = 0, и* (х)|г = ? (х). (13)
Предположим, что для оператора £ выполнено условие (3) и что 
хотя бы один из коэффициентов эллиптического, быть может, 

вырождающегося оператора Е не равен нулю в точке О. Тогда, 
если Г равномерно устойчиво регулярное множество, то

Ит и'(х) ='и° (х) + [1 — V (х)] го (О), к -* 0 «
где го (х) есть решение следующей задачи в И:

—֊— Ео (х) го (х) = 0 ш (х)|г = <р (х), (14)
о(х)

а V (х) и и°(х); есть решение задачи (7) и (7՜) соответственно.
Доказательство. Используя вероятностные представления 

соответствующих задач, получим следующие оценки. Пусть 7+ — гра­
ница области б»2«(О)=[х; 1х|<^2о), •[_—граница области Съ(О). В си­
лу леммы 1 по (Г>0 можно выбрать такое ^^>0, что при х, у £ к+

Л/х?(х.о) ЛГ?<р(х.о) а
Рх{х5оСП Л(х^€П^4’

где Хд — момент первого попадания на Г или в точку О.
Так как точка недостижима для траекторий условного процесса, 

то решение задачи (14) можно построить как предел решений 
следующей задачи в /)г= Е)\Сд (О):

—т֊т Еу (х) ш5 (х) = 0, то8 (х)|г = <р (х), то8 (х)|т_ =0.
у (х)

Поэтому можно выбрать такое о8^>0, что при 8<82 и х^7+
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Mx<f(x-.Dx) Mx<?(x-.D) а.
РИх^егТ՜ ри~р€П 4 (16)

где то, = inf {<: xt([Di\-
Положим 'd;= inf U:x?C А). Используя теорему 3, легко пока­

зать, что существует такое 6j^>0, что при все,,, х £ 7+

Мг ф (х^)
■А{^7п

? (x-.D.) 
РЙ^П (17)

Собирая вместе (15), (16), (17) получим, что при е < е*, о min {Slf о։} 
и х, у £ т+

«,,(*»)
РИА €Л p^x-d СП 

^0

Определим последовательность марковских моментов т* и 
следующими равенствами: т+= inf {/ : х'£7+},

■t* = inf {*> Л,’ x't £т+), •£. = inf {/>т+-1»х' С ТГ-Ь 

Положим y« = x?^, v = sup {n, t՞ <^тд}. Так как хотя бы один из 

коэффициентов оператора L отличен от нуля в точке О, то решение 
задачи (13) существует и единственно. Используя вероятностное пред­
ставление функции о* (х), можно записать

Ъ*(х) ='Мх<г (х*«) = Мх ® (х> ) +

+ 2Л/х7(^+) ^«+1?(А)։ 31 ^+՝

Отсюда и из (18) при г £7*. имеем

(х) =-- Мх 9 (х^4)4֊ ^֊֊^֊ (1+ О., ։ (1))Х

х ’ *“х( %>’'*1Л"+՛ <х%€ г})_

= л.т («о) + /Г), €°г, (1+0., (1))(£ Р. (, =„, > 4Л =
՝л-0 /

, - , . . Мг ф (х- п)
= ^?(^.)+Л|х,ЧГ) (1+0.։(1))(1-Р,(4։< 4», 

где О,. * (1)—величина, стремящаяся к нулю при я, 3 — о равномерно 
по х^7+- Так как Рх {то4<<) = Рх {х^^Г}, то
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И*(х) = Мх ? (х^ )+ + °-- » d))(l- Рх (xS. £Г}).

Переходя теперь к пределу сначала при е -»0, а затем при 3 -»0 и 
применяя теорему 3, получим

lim и*(х) = и0 (х) + w (О)(1—V (х)). 
. • *о

Теорема доказана.

§ 5. Параболическая регуляризация и регуляризация 
с малым с (х)

Рассмотрим сначала параболическую регуляризацию. Для этого 
вместе с задачей (1) рассмотрим в цилиндре П = [0, оэ) X D первую 
смешанную задачу для параболических уравнений

dU У’՜՜^ = Lu ж)’ “ (°’ = f и х) Г=։Р W> (19) 
at

где <р (х)—граничная функция, совпадающая с граничной функцией за­
дачи (1), /(х)—непрерывная функция.

Теорема 5. Пусть u(t, х)—решение задачи (19). Тогда, 
если решение х, =0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по 
вероятности и выполнено условие (3), то lim u(t,'x)=u (х), где и (х) t-ь ОО
есть решение следующей задачи в D:

Lu (х) = 0, и (х)|г = <? (х), lim и (х) = / (О). (20)
х-*0, г

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что задача (20) 
имеет единственное решение. Используя вероятностное представление, 
решение задачи (19) можно записать в виде

u (f, x) = Mxf (х<) y-.D>t+ Мх<? (x,D) (21)

где тд = inf (f:x/^Z)). Положим ? (ш) равным <?(x-.D), если траекто­
рия процесса X выходит на Г и / (О)—если траектория попадает в 

точку О. Таким образом, <р (ш) определена для всех (2—выбо­

рочное пространство). Очевидно, что и (х) (ш) есть решение за­
дачи (20). Из того, что кроме точки О, траектория процесса X, 
выходящая из любой точки х £ D, других предельных точек не 
имеет, следует, что переходя к пределу при t -» оо в (21) получим 
lim и (t, х)= ц (х). Теорема доказана.
/•♦ОО

Перейдем к рассмотрению регуляризации с помощью малого 
коэффициента с (х). Рассмотрим следующую задачу в D՝.

(L+чс (х))в*(х) =0, И*(х)|г= ? (х), (22)
где с (х)< — с0 <^0 —непрерывная функция.
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Теорема 6. Пусть решение хг = 0 уравнения (2) асимпто­
тически устойчиво по вероятности и выполнено условие (3). Тогда- 
Нт и*(х)= и° (х), где и0 (х) — решение задачи (Г).
։-0

Доказательство. Определим функцию ® (х) следующим об­

разом: <р(О) = 0, ? (х) = <р (х)՝при х£ Г. Тогда, используя вероятно­
стное представление, решения задач (22) и (7') можно записать в виде

«(с (JTj) ds

и° (х) =МХ <р (хх), ц*(х) = Мх е

где t = inf {/: xt £_D\O\. Единственной предельной точкой для траек­
торий процесса X, выходящих из х £ D, при t—♦ со может быть точка 
О. Поэтому, если процесс X выходит на Г, то t конечно и

т 
■ J с (<,) ds 

lim u* (х) = lira Мх е и <р (х-) =
։-<0 «-.О

т •
«Je (xs) ds

= Мх lira е ° <р (х-t) = Мх9 (х-).

Предположим теперь, что X попадает в точку О. Так как решение 
Х| = 0 уравнения (2) асимптотически устойчиво по вероятности, то 
существует такое З^О, что при |хКЗ։ Рх — I > 1 -- е. Поэтому

е* )
при |х|< 81

- 7= («) 
max |<? (х)| е ։

гДе 8j. Таким образом, lim и* (х) =0. Теорема доказана, «-о
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V. V. SARAFIAN. On regularization boundary-value problem։ for equation։ 
degenaratlng In готе point։ (summary)

This paper studies some regularizations of the boundary-value problem for the 
equation

£«= J +
, y_i ox1 ax' ox‘

when all the coefficients of the operator L vanish at O.
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Н. К. КАРАПЕТЯНЦ, С. Г. САМКО

ОБ ИНДЕКСЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

Операторы вида
ОО

(Hf) (о = <? (0 + j i(t, ՛, t-*)  т (') - °° < << °°> (О

рассматриваются в пространстве Lp (— °°> оо), 1 р < 05, в случае, 
когда функция I (t, *,  «) вырождена по

?)=2a*(6  -)A*L(S).  (2>
Л-1

В этом случае нетеровость оператора Н устанавливается без требова­
ния гладкости I (t, ■։, !■) по t, т, в предположении, что ал (t, ") суще­
ственно ограниченные измеримые функции, имеющие в довольно сла­
бом смысле значения ал(4-°°, + °°)> а*  (—°°, —°°) (определения см. 
в § 1), а Л* (— °°)> п.

Для оператора Н вида (1)—(2) получены необходимые и доста­
точные условия нетеровости и вычислен индекс. Эти условия и индекс 
инвариантны относительно изменений функций ал (t, '), сохраняющих 
значения a*  ( f- °°, 4֊ со), а» (— со, — оо). Основной для оператора Н 
является теорема 1 § 2. Аналогичный результат (теорема 1 § 2) имеет 
место для дискретного аналога оператора (1)—(2).

Полученные для оператора Н результаты применяются в § 3 к 
краевой задаче сопряжения аналитических функций, возмущенной ин­
тегральными слагаемыми типа свертки, и в § 4 к одному классу ин­
тегральных операторов с ядром типа однородной функции. Основные 
результаты втих параграфов содержатся в теоремах §§ 3 и 4.

Отметим, что операторы вида (1)—(2) были рассмотрены Л. С. 
Раковщиком [1] в том случае, когда a*  (t, ') = а» (t). Результаты ра­
боты [1] были дополнены авторами в [2]—[3]. Краткое сообщение о 
результатах, излагаемых в настоящей статье, содержится в заметке 
{4]. По сравнению с [4] здесь для функций а*  (/, т) допускается более 
широкий класс функций, и, кроме того, показано, что условия нор­
мальной разрешимости задачи § 3, полученные в [4] как достаточные, 
являются и необходимыми.

Заметим, что список литературы носит рабочий характер: он со­
держит лишь статьи, непосредственно используемые в работе.
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§ 1. Пространства M"ip(R2')1 Мте> (R3)

Пусть R2 — евклидова плоскость и М (Rt) — пространство изме­
римых существенно ограниченных на R2 функций. Введем классы 
71f՝up(Ä։), A/mcs (ÄJ, допускаемые для функций al (t, т) в (1)—(2).

Определение 1. Будем говорить, что a (t, т) £ 4fsup (Rt), если 
а (6 ՜) £ЛГ(^2) и существуют значения а (4՜ со, 4՜ со), а (— °с, —со), 
достигаемые в следующем смысле:

lim ess sup |а (f, ') — а (со, оо)| = 0, (3)
/п-» оо I т

~->т

lim ess sup |а (t, t) —а (— со, — со)| = 0. /Л « / < — т
•с< — т

Очевидно, эти равенства определяют значения а (4՜ зс, 4՜ °°), 
а (— оэ, — оо) единственным образом.

Заметим, что класс Afsup(7?s) шире класса M3up(/?։), введенного 
в [4]. Так, функция a (t, т) = sin (f 4֊ т) при 0 < /<^1, т}>() или 
0<^т<^1, /^>1 и a (/, т) =0 для остальных (t, т), принадлежит 
JHsup(2?։), причем а (4՜ со, 4-°°)=а(—°°> —со) = 0, однако 

a (t, t)£№up(£s).
On ределение 2. Будем говорить, что a (t, t) £Mmes (/?8), если 

a (t, ^)^M(R2) и существуют значения а (4՜ °°, 4՜ °°), а(—°о, —со), 
достигаемые в следующем смысле: либо

lim mes {т: ess sup |а (t, т) — а (4՜°°, +°°)| е, =0, (4)
/п-*оо t>m

либо
lim mes {/: ess sup |а (/, т) — а (4՜ °°> + °°)I2>S, (4՜)

/»•*<» ■։>/»

и аналогично для а (— со, —оо).
Определение 3. Будем говорить, что a (t, т) £.Afjjup (R2) или 

Mj}1'*  (А?2), если a (/, t)^Af։up (R2) или MmQS (R2) соответственно и 
а (4՜ °°, + °°) = “ (— °°> — °°) =0.

Очевидно Msup (Т?8)с Mmes (Ra). Мы однако будем использовать 
оба класса. Это связано с тем, что для функций а (/, т) из класса 
M* up (Äo) нетеровость оператора (1)—(2) можно получить во всех 
пространствах Lp (—со, co), 1<^р^оо, а для функций а (/, t) из 
Mmes(Rs)—лишь в Lp (—со, оо), 1<^р<оо. В статье [3] указан 
контрпример, когда для a(t, т) = а (/) £ Afomes (R։) нарушается в про­
стран стве М = L» основная лемма о полной непрерывности операто­
ров свертки (см. лемму 1 настоящей статьи).

Определение класса Мты (R3) корректно в следующих двух от­
ношениях:

а) равенство (4) (равно как и (4')) определяет значение а (4՜ °°, 
4՜ °°) единственным образом;
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б) если функция a (t, (/?,) имеет значение а (4՜ °°» +~>
и в смысле (4), и в смысле (4') одновременно, то оно одно и то же .

Доказательство а) нетрудно получить, применяя неравенство 
mes {/: t^.E, la (t) 4֊ b (OI2>8) 

։( 2 1
+ mes { f: t£E, |6 (0l < y|> (5) 

справедливое для любого измеримого множества Е и функций а (7), 
Ь (t), измеримых на Е.

б) Пусть от противного lim mes Y ։ = lim mes Ym , = 0 для лю- rn-^oo ’ ли-®*

• Ясно, что существуют функции a (f, -֊) ÇMmcs (J?2), ДЛя которых значение 
“ (+ 0°, 4- °0) достигается только одним из способов (4)—(4'),. например

бого е>0, где
Ym. .= {т: т > т, ess sup |a (t, т) — аг (4՜°°» 4-°°)| >в}> 

I > т
Y' , = {/: ess sup |a (t, ")— as (4՜ °°» 4-oo)l^>e}

и аг (4՜°°» 4-°°)^ a, (4՜ “»> 4՜ °o). Пусть CYm , = ■ [t: t> m,

ess sup |a (t, t)—a, (4՜ °c, т°о)|-Се). ОчевидноЪ>Ш
mes Ym,, > mes {*:  ~>m, ess sup |a (f, x)—01(4՜°°» 4՜ °°)Oer* (6)’

С другой стороны
ess sup |a (Л т)— a2 (4՜ °°, + °°) | > 1аг (+- co, 4- co) — a, (4՜ cc>4-°°)| —e

для T^>m, так что mes Ym, »> co при всех 0<4 <֊| a։ (4-°°, 4՜ °°)~ 

— aa (4՜ 00» 4՜ °°) » что невозможно.

Отметим случай а (7, т) == а Тогда а (/, т) заведомо не имеет 
значения а (4՜°°» 4՜ °°) в смысле (4 ), а (4) принимает вид

Пт тез {': ,а (т) — а ( +- со)| > в, х> /п] = 0, (7)

что совпадает с определением класса Л/тс’ (ÆJ в статьях [2] и [3], 
где 7?! прямая. Класс Л/"1“ можно эквивалентно определить так­
же следующим образом:

Определение 4. a (t)ÇAfmes (ÆJ, если a (t)Ç7W (ÆJ и суще­
ствуют постоянные с1։ ся такие, что меры mes {:: т>0, (а (т)— 
mes (т: ■z^O, \а (т) — с։£> г) конечны при любом е>0.
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Доказательство эквивалентности становится очевидным, если, 
воспользоваться равенством:

т — 1

mes (т: -_>0, ]а (") — cxl > е] = mes {t; к - < к + 1,
»—о

|а (-) - Cj| > е) -г mes - > т, |а (т) — C1j > е}.

§ 2. О нетеровости в Lp оператора Н

Рассмотрим оператор
оо 

Л /.

(//?)(/)=? (О+ 2 а*(б  -) А» (I - ֊) ? (т) </: (8)

в пространстве Ьр (—оо, со). Все последующие выхладхи для просто­
ты будем проводить, считая в (8) п=1 и обозначив

Я1 ') = а ((, т), А, (;)= А (0 СЛ-
Будем предполагать, что а (<, ') £ЛГпг’ (/?,), если допускаются про­

странства^, 1<р«\,оо и а (/,':) £ Л/'иР (./?,), если рассматриваются все 
пространства Ьр, 1-^р^оо. Оператор Н в таком случае представим в 
виде суммы парного оператора и вполне непрерывного оператора:

Ну = Д։Ф + Т՝!? + Т՝։?- (9)-
Парный оператор 770 имеет вид

со

ф (/) + а (со, со) у А(/ — т) ф (■։),(1-, />0

(Нв?)(0= ■ „ (10)֊
Ф (#) + а (— со, — со) ^/1 (;— т) э (т) / < 0

и
■V

( л ?)(0 = 9 (0 [а (6 ") ֊ а {4- 03> + о=)] 9 (-) А (<—с) ф (-)
— со

ОО

+ 9 (— 0 ([а (#, — а '’ — со, —со)] 9(—т) /г (£—т) © (т) с{~,

(7՝2?)(0 = 9 (0 I [а (Л т)—а (4֊оо, 4-со)] 9 (—т) h (/—т) ф (т)

а (— со, — со)] 9 (т) h (t—t)'ф (т) d~,.
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где 6 (f)=— (1 + sign t). Полная непрерывность оператора Г, в LP 

следует из известного (см. [5]) факта о полной непрерывности в LP 

оператора вида 9 (f) j Л ('֊ ’) 0 (֊ ’) ? * <см* п0 9Т0Му П°В°ДУ

[16], стр. 88—92). Полная непрерывность оператора Тг вытекает из 
следующей леммы.

Лемма 1. Оператор
■X

К7’?)(0= j a (t, ') h (t - г) <? (t) d-

вполне непрерывен в Lp (—<*>,  со) при К^Р'С00» если а (f> 6
£ М™" (/?։) и при всех 1 -С р -С °°» если a (f, ") £ М°'р

Доказательство. Имеем
( Г?)(0 = ( Тт <р)(0 + 9 (kl - т) ja (t, т) h (f-t) <p (’.) rfz, 

hl>m
где

(7’m?)(0= ja (f, t) Л (f—t) <p (<։) 4-9 (m—|f|) j a (t, т) Л (f—т) <p (■=) dt

|r|<m k|>m

—вполне непрерывные в Lp операторы (см. [6], стр. 30. В [6] a (t, т)=1, 
что несущественно, как и при рассмотрении полной непрерывности 
оператора Та). Остается показать, что Та -*  Т. Это очевидно при 
a(t, т)^М’“₽(/?։):

J Т— ГщЦдess sup |a (f, x)| -* 0.
|x)>/n, |/|>m m -*  00

Пусть a (t, ') £ Aforac։ (/?։). Имеем

“ L
Ц(Г— Тщ) <р|др<с^ j(ft j la (6 x) A(<—t)| |<p (t)|₽dt IP •

— - |։|>m

Пусть a (f, т) достигает свои значения a (4- ao, + oo) — a (— oo> 
°°)= 0 в смысле (4') (если одно из этих значений достигается в 

смысле (4), то доказательство на соответствующей полуоси получает­
ся переходом к сопряженному оператору).

Обозначим

Хщ,« = {f: ess sup la (t, т)| в), hi>m
так что lim mes Xm,« = 0 для всякого в 0.
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Имеем

К T— Tm) z\Lp < Cj-s 4- sup*  ( C \h (t — ")| dt\l'P =

= { CjS 4֊ c։ S(uPm(J IA (01 P | Mip,

где c։, ca — постоянные и mes Xm. ։ = mes Xn, • -*0  при m —* со. Лемма 
доказана.

Следствие 1. Если a (t)ÇMmts (Æj), то оператор
ОО

[а (0 — а (т)] h (t—x) <р (-.) dz
— ОО

вполне непрерывен в Lp (— со, со), 1 р со, h (t)^Lt.
Следствие 2. Оператор Н вида (8) является оператором 

локального типа (см. [6]) в Lp (— со, со) при 1< р<^ со, если ал(/, т)£ 
Ç Afmc* (R3) и при 1 •< р <. со, если <»л (t, т) Ç 4fsup (R2).

Из (9) и из полной непрерывности операторов Т1г Т2 вытекает 
следующая

Теорема 1. Пусть Л*  (0 оо, со) и ал (t, х) ÇMmes (R2)
при 1<р<^°о и an (t, x)^Msup(R2) при 1֊<р֊Ссо. Для того что­
бы оператор Н вида (8) был оператором Нетера в Lp (— со, со), 
необходимо и достаточно, чтобы

п *
3 0֊)+ iSL 1 + 2<1*(+  со, 4-оо)А*  (л) =/=0, — со <4 < оо,

Л-1
П А

а ().)- 1 4- ait (— се՝, — со) hk (՝!}=f= 0, — со < X < оо,
A-J

ОО

где hk(^)= J*  el,x h (t) dt. Индекс оператора Н вычисляется по 

формуле

ги\ 1 л 3 (0+ II” Чр(Н)= - — Aarg •
2iï L°v֊) Il-

Имеет место также дискретный аналог теоремы 1 (ср. [7]). Пусть
П / оо

(H<f)r= ar<?r + 2 ( 2 arj г = 0, +!,•••,

где

(Тг)7—-6^7» 1<р<°с>, ÇZ1։ k = l, --, n,
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(аг}7=-и двойные последовательности {аг/]л7—к — 1, • п’
ограничены и имеют при (г, /)-+ (4՜ °°, 4՜ °°) и (г» Л՜*  °°’
один из повторных (равномерных в каждом случае) пределов.

Теорема 1՜. Для того чтобы оператор ^ыл опе՜
ратором Нетера в 1Р, 1^р-С°о, необходимо и достаточно, чтобы

о «)± - а±. +2 а±.,± - А*  (0 * 0, |/| =1, 
»-։

где Л*  (0 = 2 А*  V. При этом 
/—«

*Р (Н) = - А I аггЦ֊^ I • (П)
2" I а (г) | |(|_։

Заметим в заключение этого параграфа, что аналогичные резуль­
таты имеют место'и для многомерных операторов типа (8) в областях 
с конической структурой на бесконечности. В настоящей статье мы, 
однако, на этом не останавливаемся.

§ 3. Об индексе краевой задачи Римана *с  интегральными 
слагаемыми

Применим результаты § 2 к вычислению индекса следующей 
краевой задачи:

(Д?)(0 == <р+ (*)+  у а (/, т) Ах (# — х) <р1 (') </' — 

— ЛО
ОС

֊[<?(*)  ?-•(<) 4- У Ь (I,г) А, а-х) т- (г) | , (12)

-  ОО

где (/)^£р (— оо, + со), р >1; £*=  (7 ± 5) Ьр, 3— 'сингулярный 
оператор с ядром КошиЛПредполагается, что Ах (/), А, (7) £ £х (—оо, оо) 
и что

аЦ, И, 5 (/, х)^Л/ше։ (/?»), 
в (4՜ °°» 4-.°о)= а (— оо, — оо), ь (4՜ оо, 4՜ со)= Ь (--  ОО, — оо), (13)

б (О (ЯО ПА,, С(4-оо) = (7(֊оо).
-Здесь (Я2)—класс, введенный в § 1 определением 2. Определение
класса Ар см. в [8]. В частности можно считать С (#) непрерывной на 
сомкнутой оси функцией, С(0¥=0.

Задачи вида (12) рассматривались ([9], § 35) в случае конечного 
контура и фрздгольмовских ядер в гельдэрэвских классах. Естествен­
но, что индекс таких задач определялся коэффициентом б (<) краевой 

.задачи,
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Мы покажем, что даже добавление нефредгольмовских интеграль­
ных слагаемых с разностным ядром, таких как в (12), не меняет ин­
декса краевой задачи. Этот индекс, по-прежнему, равен индексу (Ко­
ши) коэффициента G (/). Однако условие нормальной разрешимости 
зависит от интегральных слагаемых. Будет также рассмотрен случай 
а (/, ") = const, b (t, т) = X G (t), когда уравнение (12) решается в замк­
нутой форме.

В силу результатов § 2 о полной непрерывности операторов вида 
«ж։
J [а (6 ")— а (ос, со)] А (/, т) о (т) d~ достаточно вместо индекса one- 

— ОО
ратора (12) вычислить индекс оператора (Лх <?) (f) = <р+ (f) —

ОО во

— G (/)?“(/)-j-a (оо, °°) JAj (t—с) ®+ (') с/т—6 (со, со) Ja։(/—т)ср-(т) с/т*  

— ОО — во

Из условия G(t)^Ap следует, что G (оо)=/=0, так что оператор At 
вполне непрерывным слагаемым [G (/)— G (со)] °°^ (As * <р՜) от-

G(co) 
личается от оператора 

30
(Д։<р)(/) = <р + (t)4~ а (со, со) hl (< — т) <р+ (т) с/т—

— G(/) [ •?- (0+ —°°) ГА2 (/-т) <р- (т) dx. (14)
L G(°°) J—то

b ( со )Введем обозначения а(ОО, ТО)А1(/) = А(<),
G (°°)

= А * <р, К<? = к * <р. Заметим, что для А (/), А(/)СЛ(—°°» °°) опе- 
ратор свертки коммутирует с сингулярным оператором:

HS? = SH<f, KS<? = SK<f, <p^Lp(—oo, oo), 1<^р<^оо, 
и, следовательно

Н, _ z;j.

Введем оператор
В=(1+Н)Р+ + (1+К) Р- 

и сингулярный оператор
N = P+-GP-., 

где G — оператор умножения на функцию G (t), Р±=~ (f± S). Не­

трудно видеть, что
A։ = NB=BN+ Т, (15)

50-3
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где Т—вполне непрерывный оператор (в силу леммы 1). Поэтому 
оператор А։ нетеров тогда и только тогда, когда нетеровы и В. 
Так как (7 (б)^Ар, то оператор Н нетеров в А,> и его индекс равен 
индексу (в смысле [8]) функции С (/):

* = (ТУ) = та С (/). (1б)

Что же касается оператора В, то его нетеровость совпадает с обра­
тимостью. Именно, справедлива следующая

Теорема 2. Оператор В нетеров в °°) тогда и
только тогда, когда он± обратим, в ЬР (—с°)- Необходимое и 
достаточное условие обратимости имеет вид

1 + А (х)^0, х>0,

1 + к(х) * 0, х < 0. (17)

• R,— кольцо преобразований Фурье функций из (— х, ос).

Доказательство. Покажем прежде всего, что при выполне­
нии условий (17) оператор В обратим. Применим следующую очевид­
ную лемму

Лемма 2. Пусть Е— банахово пространство, распадающееся 
на прямую сумму Е+($Е- двух своих подпространств с проек­
торами Р± соответственно. Если Ми М2—операторы, коммути­
рующие с проекторами Р+, Р_ соответственно, то оператор 
В = -I- М2Р֊ обратим в Е тогда и только тогда, когда опе­
раторы Мг и М2 обратимы в Е+ и Е~ соответственно.

В силу этой леммы достаточно показать, что уравнение вида 
(7+Я)т+ = ?+ (О + (А * т+)(0 = /+ (/),

где разрешимо в £+, когда 1+ А (х)т^0, х>0. Это очевидно 
при р=2. При р==2 построим обратный оператор, ограниченный в

1<хР<°°. Заметим для этого, что всякую функцию А (х)6Л0*,  
удовлетворяющую условию 1 + А (х) =г= 0; 0 х со, можно продол­
жить для х<0:

А(х)= (А (х), х > 0 
(х), х <0

так, чтобы А (х) £ Ео и 1 + А (х)=^0 для всех х, — со <^Х<^ ОО. Тогда в 

силу теоремы Винера-Леви [1 + А (х)]՜1 А (х) £/?0 и обратный опера­
тор имеет вид

(/ + //)-*/+ =/+(Т)֊(т */+)(#),  

где т (1) 6 Л и т (х)= [1 4֊ А (х)]^ А (х).
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Таким образом, из условий (17) следует обратимость оператора 
В и тем более его нетеровость.

Остается показать, что из нетеровости оператора В вытекают 
условия (17). Этим доказательство теоремы будет завершено.

Пусть оператор В нетеров в Ьр. Так как В коммутирует с Р+։ 
то нетеров в Ьр оператор Р+ВР+ = Р+ (7+77) Рг. Покажем, что не- 

* д
теровость последнего влечет первое из условий (17): 14֊ Л (х) =^=0, х>0. 
Доказательство этого проведем по схеме, по которой проводится до­
казательство необходимости условий нетеровости для различных опе- 
раторов в [10]. Предположим от противного, что 1 + А (хо)=О, х0^>0 
и оператор Р+ (7 + Н) Р+ нетеров в 7,+.Р 34.

т
Обозначим ст= 1 + у е'х»' А (£)<#, Ат (х) = ^(0 е1х,<Н. Так как 

|/|>т — т
Р+ (ст I + нт) Р+ ֊*  Р+ (I + И) Р+ при т— ОО, где (Нт <р) (х) =

= Ат (х — /) ® (() <И, то Гпри достаточно большом т оператор
— ОО

Р+(С/и 7 | /7т) 7^будет нетеров, причем по построению Ст 4՜՜ 
А г А

(х0) = 0.' Функция ст 4՜(х) уже допускает выделение нуля (см. 
11], лемма 4.1):

т
Ст + Ат (х) = (х — х0) gm ({) е‘х‘ <И, где £т (£) £ Л« 

• — т *
Но тогда

Ст + Ат(х) = ^2 (Ст+ фт (х)), (18)
х+ г

л
где ф (х)£А’о. Пусть и ст 7+ ^т — операторы свертки, отве- 

чающие символам---------- и сп + фт (х) соответственно:
X + I

X
= у (х) + г (хс + г) у е/-х ? (0 

• —X

(Ст 7 + ^т) <Р = Ст <Р (*)+  Уфт (« — ^) ? (0 Л- 

— ОО
В силу (18) имеем

Р+ (Ст 7+ Ят) Р+ = (Р+Ях„Р+)[Р+ (Ст 7+ Фт) Р+] =
= [Р+ (Ст 7+ Тт) Р+](Р+Яг0Р+).
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Отсюда вытекает, что оператор Р+Н^Р + нетеров (теорема Аткинсо­
на) в Ьр. Покажем, что тогда и Нх° нетеров в ЬР.

Пусть вначале х0 > 0. Тогда символ оператора НХа- отличен от 
нуля при х<^0 и поэтому согласно уже доказанному оператор Р—Нх„ Р- 
обратим (и тем более нетеров) в кР . А из нетеровости операторов 
Р+НХ„Р+, Р-НХ„Р- в Ьр, Ьр соответственно следует с учетом ком­
мутации Нх„ с Р± нетеровость Нх„ в Ьр, что невозможно.

(х выделяя ----

вместо —— ) получим, что нетеров как оператор Р+Н0Р+ в Ьлр, где 
х -Н /

(Яо ®) (х) = <? (х) — е1 'х <р (/) Л, так и оператор Р+Н°Р+ в £+, где
— ОО

(Н° <р)(х)=ф (х)—® (О А так как Р-Н0Р- = 0Р+НаР (2, где

(?ф = ф(—то оператор Р-Н0Р- нетеров в I.՜. Но тогда, как и 
выше, оператор Но нетеров в Ьр, что невозможно.

Теорема 2 доказана.
Из теоремы 2 и из представления (15) вытекает следующая
Теорема 3. Пусть (I), (#)£(— оо, оо), а (/, "), Ь (1, т), 

С (0 удовлетворяют условиям (13). Для того чтобы задача (12) 
была нетерова в Ьр, 1<^р’\°°» необходимо и достаточно, чтобы

1 4֊ а (оо, ос) А։ (х) =/=0, х>0,

С(оо) + Ь (оо, оо) (х) 7^ 0, х < 0. 
При выполнении этих условий

*tp М)= ind G (t).

Рассмотрим в заключение случай a (t, т) = const, Ь (t, -) = 'i-G (t). 
Задача (12) принимает вид

ос ■
(Лф) (f) = ®+ (f) -f- (t— т) <р + (т) eft —

00
— G(t)p-(t)+ | к (t — т)ф֊ ft) j =f(t). (19)

— eo
К оператору А применимо представление (15): A = NB, где .

N = ■y^՜1՜ + У (/՜ S> B= (Z+ Я) P+ + (I+K)P_.

Если выполнены условия 1 + A (x)^ 0, x > 0, 1 + к (x) ^=0, x < 0, to 
оператор В обратим: В֊1 = (/ + H)-i р+ 4. (1 _|_ ^-1 р_, ГД’е (/4.//)-^ 
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(/4-АЭ՜*  строятся как и при доказательстве теоремы 2. Следователь­
но, оператор А имеет «/-характеристику вида (/., 0) при х ^>0 и (0, |х|) 
при х -СО. Решения уравнения Аъ = / находятся в замкнутой форме: 
«р-Л֊1/=5Ч ТУ՜1 /.

Обозначим еще аг (/) = -^- [1 + б (/)], а3 (/) = -֊- [1— б (/)]. Тог­

да задача (19) равносильна уравнению

а, (09(0 + ^ [’ф-^- + ֊у(Н+б/0?+4 (Я֊бАГ)5?=/.

В случае б (/) = const и Н—GK ==0 последнее уравнение было рас­
смотрено _ другим путем Г. И. Савельевым [12] в пространстве 
£2 (—со, со).

§ 4. Об одном обобщении интегральных уравнений 
с однородным ядром

Рассмотрим оператор
а

«Ф)(х)=Ф (*)+У  7 (*>  у) к (*>  у) Ф (у) <*У  = 2 (х), 0<х<а «со), (20) 

о
где к (х, у)—однородная функция произвольного порядка а: к ()֊х, 1у)= 
= к (х, у), оо < а < оо. Функция ՛( (х, у) будет принадлежать не­
которому подклассу измеримых в основном квадрате функций, огра­
ниченных всюду, кроме, быть может, начала координат.

Уравнение (20) было изучено Л. Г. Михайловым [13] — [14] в 
предположении, что а= — 1 и 7 (х, у)—непрерывная функция*.  Заме­
тим, что если х1+а7(х, у)—непрерывная функция, то утверждения 
этого параграфа можно получить с помощью результатов работы [14]. 
Мы, однако, будем пользоваться другими соображениями. Именно, мы 
приведем уравнение (20) к уравнению (1), изученному в § 2, что по­
зволит рассматривать более широкий для 7 (х, у) класс функций.

Используем для этой цели известный [15] способ сведения урав­
нения с однородным ядром к уравнению типа свертки. В связи с этим 
будем считать, что для ядра к (х, у) найдется число ₽ такое, что вы­
полняется одно из условий суммируемости:

(21)

При втих предположениях в [13]—[14] рассмотрены также уравнения в слу­
чае а < х, д < Ь, а < 0 < 6.



38 Н. К. Карапетянц. С. Г. Самко

Jtj=j|jt(x, l)|x?֊1rfx<oo (21')

о
(при а=—1 условия (21)-(2Г) совпадают). Соответствующее урав­
нение в свертках имеет вид

(Я?)(0 = <р (0 4֊ Ja (6 т) Л (f-т) ? (г) d' = f (0. t > °> 

о
где

х = ае_/, у = ае ■,
<р (0 = е-^'ф (х), / (0 = е~9‘ g (х), (22)

и
Л(0 = Л(1, е‘) е«*֊»',  №,= *₽,

а (t, t) = а1+։ е_(1+"։,хд (ае~‘, ае~՜) (23)
в случае ядра к (х, 'у), удовлетворяющего условию (21), и

А (0 = к (е~‘, 1), j/ifa = к\
в случае (2Г)> Замена (22) устанавливает изометрию между про­
странством Lp (0, со), 1 -С Р -С 00 и весовым пространством

(0, а) = (ф (х): х9~11р ф (х) £LP (0, а)}.

(В частности при В = — имеем изометрию между Lp (0, со) н £р(0, а)). 
Р

Очевидно [i<pjip(O. -)=tylzß (0, а)- Пусть [/—оператор, осуществляющий изо­

метрию L9 (0, а) на Lp (0, со). Тогда K=U~lHU, JXJjj„ £ß = ||H|Z .
и p p p ՛ p

Обозначим через Q основной квадрат Q = {(x, у): 0 <^x a,

Определение 4. Будем говорить, что 6 (х) £ Äf5up (0, а), если 
b (х) измерима, существенно ограничена на [0, а] и существует пре­
дельное значение b (0) в следующем смысле:

lim ess sup |6 (х) — Ь (0)| — 0.
от-»« . 10<х < —т

Определение 5. Будем говорить, что у (х, y)^_Miap{Q), если;
1) Т (■*»  у).— измеримая, существенно ограниченная на Q функция: 
2) 1 (х> ff) имеет предельное значение у (0, 0), достигаемое в следую­
щем смысле:

lim ess sup |у (х, у)— у (0, 0)| = 0.
т-*оо  1

0 <дг < — т

0< У < ТП
Очевидно, класс Afsup (Q) содержит в себе класс непрерывных 

ограниченных в Q функц ий, имеющих в начале координат один из 
повторных (равномерных) пределов.

Применение теоремы 1 § 2 дает следующую теорему:
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Теорема 4. Пусть к (х, у)—однородная функция, удовлетво­
ряющая условию (21), и пусть (х, у) = х’4։ 7 (х, у) £ЛРи₽?((2). Для 
того чтобы оператор К был оператором Нетера в пространстве 
Ц(0, а), необходимо и достаточно, чтобы

0 ()) = 1+ -(1 (0, 0) ЯХ (Д-թ + 1)+0, оо,

где Ей ($) = к (1, у) у3՜1 бу — преобразование Меллина 
о

к (1, у). Индекс оператора К вычисляется по формуле

функции

Ղ9 (*)  = ~՜ ձ [аг? а С'֊)] 
р

Теорема 4 для определенности сформулирована для ядра к (х, у), 
удовлетворяющего условию (21). Она справедлива и в случае (21'), 
если в ее формулировке заменить 7! (х, у} на

12 (х, у) = у1+‘ 7 (х. у) и ах (Д - Р+1) на ЭХ, (֊ Д+Р),

где к (х, 1) х3՜1 бх.
о

Нетрудно видеть, что результаты § 4 переносятся на оператор 
К вида

а
(^Ь)(х) = ф (х) + 2 (\/(х, у) к](х, у) ф (у) бу, 

, •» , 
где к] (х, у)—однородные функции порядков а/, удовлетворяющие 
условию суммируемости (21) для 1-^/л^т и условию (21л) для 
т+1<;<п, где 1 ֊С тп < п. При этом от функций 7/(х, у) придет­
ся, очевидно, потребовать, чтобы

Т/(х, у) х1+։/ £((?), у =1, 2,- • -,т,

Ч/(х, у) у':а>Сл^’“₽(<2)> / =/п+1,-■-,п.
Наконец, заметим, что аналогичным образом рассматривается 

случай, когда а = со. При этом поведение 7 (х, у) в точке (со, со) 
следует задавать согласно определению 1 § 1.

Ростовские государственные
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Ն. Կ. ԿԱՐԱՊնՏՅԱՆՏ, и. Դ. ՍԱՄԷՈ. Ինտեգրալ օպերատորների դասերի ինդեքսի մասին (ամ֊ 
փոփոլմ)

Ո
Գտնված են I (է, է. է ֊ հ} = ак (է, է) հհ (է — X) տեսքի կորիզներով փաթեթի

Л-1
տիպի ընդհանրացված օպերատորների մի դասի նետերալնոլթյան անհրաժեշտ և բավարար
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պայմաններ և հաչվաե է նրան, ինդերսր (է, Հ-ի' ■Լր" /’ՀՀ
ենթադրությունների դեպ,ում. Այդ արդյունքներ կիրառվում են անալիտիկ ֆռնկյյիաների 
լծորդման փաթեթի օպերատորներով դրդռվաե եզրային խնդրի, ինչպես համասեռ ֆունկրիայի 

տիպի կորիզով ինտեդրալ օպերատորների ուսումնասիրման համար։

N. K. KARAPETIANC, S. G. SAMKO. On the index of some classes of Integral 
operators (summary)

The necessary and sufficient conditions for a class of generalized convolution 
n

operators with the kernel I (t. z, t - z) ~ V, ak (t, x) hk (t - z) to be nocthorian 

are obtained under rather weak assumptions on the behaviour * of (t, x) at infinity 
and the formula for the index is found. These results are applied to the investigation 
of the boundary value problem of conjugation analytic functions.
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Р. В. АДИБЕКЯН

О СХОДИМОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО РЯДА 
НЬЮТОНА ДЛЯ ФУНКЦИИ ДВУХ КОМПЛЕКСНЫХ* 

ПЕРЕМЕННЫХ

В статье рассматривается ряд Ньютона
ОО ОО

/ (г1» гг)=2 2 Ст.пРт(г1) (?«(«։). (1)
т-0 л—О

Здесь

Л.(»,)=П('1—йД «ЬЫ-Пб-йД

/’о(г1) = 1> Со («։) =1> а —последовательности комплексных
чисел.

Если функция / (я1։ гя) задана, то числа Ст, п формально опре­
деляются с помощью значений / (ХР), №))(р =1, 2,• • •, д =1, 2, • • •).

При некоторых условиях, налагаемых на последовательности уз­
лов {ЦР), Р-*1) в статье определяются область абсолютной сходимости 
ряда (1), а в более частном случае исследуется также область про­
стой сходимости этого ряда. Все результаты легко распространить 
на случай функции любого конечного числа комплексных переменных. 
В случае функции одной переменной аналогичные задачи были рас­
смотрены Н. С. Насековской в статьях [1], [2].

1°. Будем предполагать,Г что последовательности Р^։)} и 
(Л=1, 2, •••) удовлетворяют, соответственно, следующим условиям:

2Ж =ф| “ ՛&- м”|=^ (2)

■ 2^г
ит = а - /д (д; + в> ^о), О)
" ДЖ

Ит ^-Т-=А9-{Вг (А'2 + В&0). (4)

к №1
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Оценим |Р„ (хх)| при Ш- ОО И Юл (г։)| при п - оо. Пусть
(Л-=1, 2, - • •)» а число А/ определяется так, что | > и 

2г։|Ц1)| > —-1, где е >0. При к> Н(?, Е1) имеем

1п(1-ф)+՜^ (1+1ч”| + Ф +՝”)<эдуг
откуда

֊ ^֊Ее < 1» |1- ф-| < -Не (^) М> = ВД)■

Величины

|Р* (гх)| ехр

при всех к— 1, 2, М—1 ограничены в круге 1^11 <С ■г1» (г1¥=^։^ 
^=1» 2>‘,։) сверху и снизу положительными постоянными. Поэтому 
в любой замкнутой подобласти О1 круга не содержащей точек
^*։) имеем

м՛ехр {М_ ^“Ке (Ф)]}< |Рт (*1Я < м՝х
Хехр{.?,[^֊Ке(Ф)]}- (5>

для всех т=1, 2, - • • (М^>0, Л/։>0 и зависят от области £), и от в), 
или 1 п
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1Из условия (3) теперь следует, что если а^ = У тутк:, то как бы ни
*—1 * * '

было в>0, найдется такое ТУ1։ что при п։ ТУХ (в) в любой конечной 
замкнутой области, не содержащей точек Х£։> (к—1, 2,• • •) будут иметь 
место неравенства

М3 ехр {(- в- Ее [хх (Д-гД)]) а™} |Р. (^)|<

X Мг ехр {(в — Ее [ях (Д — гВх)]) а(0}. (6)

Аналогичные рассуждения показывают, что в любой конечной замкну­
той области £)2 плоскости я2, не содержащей точек ХЮ (&=1, 2,•••) 
имеют место неравенства

М3 ехр {(- в ֊ Ее [я2 (Аа - ВД) «£*} < |О, (я։)| <

< М< ехр {(в - Ее [я2 (Аа— 1Ва)}) <£>}, (7)

при п>ТУ։(в)(ТИ։>0, М^^>0 и зависят от области В2 и от в), где 

а<а)= У •
" £ 1Ч։,1

Если взять ТУ = шах {ТУХ, ТУ2}, то при и > ТУ получим при
любом е^>0 в любой замкнутой конечной области 2) из Са, не содер­
жащей точек я= {г1։ я2), для которых либо ях =Х[։), либо я2=Х{։2> 
(* = 1, 2. ” ):
ЛГ ехр {—[(ДхХх -Г-ДУ1 + в) а^)+И2х2+521/2 + е) а»»])< [Рт(хх)Сл(г2)1 <

<ЛГ|ехр {—[Ил + ^у։ —в) аО)4-(А։ х2 + Вгд2 — в) (#>]}, (8)

где ТИ'>0, ЛГ">0 и зависят только от в и от области О. Обозначим 
«1 = хх 4֊ гух; я2 = х2+ ։у2. Если тп < ТУ или п<^ТУ, то в указанных об­
ластях имеют место, соответственно, неравенства

Сд {•Р/п (^1)1 Сц С*з < 1Сл (гв) I С։» 
где С1։ Сг, С3, C^—положительные постоянные, зависящие от соот­
ветствующей области.
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Очевидно, что при т> N и n<N в области D справедливо не­
равенство

С' ехр {—[(Л^+jBi։/!4-е) “m’D (zi) (Z։^

< С" ехр {- [(Д։х։ + в,,V1 - 8) а(>)]), (9)

где С'—СаМа, C"—CiM1, а при m<N и л> N
Еа ехр [— [(Д2х2 4՜ 5։у24- ®) ал’]} Q" (z։)l <՜

< £2 ехр (֊ [(Аяхг 4֊ ВяУя - е) аЮ]}, (Ю)

где Ei = CjAfj, Ея= СЯМЯ.
Перенумеруем теперь члены нашего двойного ряда, превратив 

его в простой ряд (с той же областью абсолютной сходимости).
Для этого числа
Ц» (Д, - iBJ, а?) (Д2 - z£2)K С2 (к = 1, 2,-; 1=1, 2,--) 

упорядочим в порядке неубывания их модулей (это возможно, так как 
для последовательности этих чисел единственной предельной точкой 
является °о). Иными словами, каждому п поставим в соответствие та­
кие числа рп и Чп, что

1) (Д - iBi), Р<2> = аР> (Д2 - гВя),

2) Ы Т °°, где Ил= {|х<», ц«>] £ С2, |рл|= /|р<П|։ +|Р<2,1’ ,

3) в каждой точке абсолютной сходимости ряда (1) имеет место 
равенство

№« *.)=£. ьп П (1֊4Ь) П (1- W U>n = сРп. <п) (И)
п-0 ' А-1 ' * ՛

(то есть ряд, стоящий в правой части равенства (11), состоит из тех 
же членов, что и двойной ряд (1)).

Теперь обозначим

Рл/ , \ - "п / \
Р.Ы =п 1-й ам = п (1֊^֊)• 

тогда ряд (11) преобразуется к виду

/(xj, я։) = 2 Ьп РП (zj Q„(z։), (12)
л=0

и, по доказанному, в области D будут справедливы неравенства

М' ехр {- [(Дл + В1 У1 4֊ е) 4֊ (Д2х, 4- Bt yt 4- s) а<2>]) <

(zi)Qn (я2)|<ЛГ'ехр {-[Ил + В1У1- е) а(2)]),

(13)
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если /V (здесь С ;<?’=<

С" ехр { — [ (Axj + Вхух+ *֊) а!

если

если

£՜! ехр {— [(Ааха + Вм + в) 42,]}<|Р„ (zx) Q„ (z2)|-<

<^£2 exp ( — [(Л2х2 + B3 ya — e)] a$,2)),

Pn qn^> N.
Рассмотрим ряд Дирихле

2 Ьп ехр (— Ил z), (z= 
л=1

Положив
Л + iBx ~ Аа + iBa ~~

перепишем ряд, составленный из модулей членов ряда (16)

3 16л| ехр [ - Ие [4։>/5? "х + «<։> -]}

= 2 |6л|ехр {—

где

Ил ={Нл’,

Обозначим

СОЗ ®Л 1й’1 .——, Sin фл =
1н. I

й?>1

Тогда ряд (18) примет вид

2 |6л| ехр {— (xi cos <Рл+ Ха sin <?п) |рл|} 
л—1

(14)

(15)

(16)

(17) 

виде

(18)

(19)

(20)

Обозначим далее

л-0



46 Р. В. Адибекян

Теперь сравним ряд (20) с рядом (19), для этого разобьем ряд, со՛ 
стоящий из модулей членов ряда (20), следующим образом:

2 \bn Рп £) Q„ (z։)|= 2 |6, Л £) би (Z,)| +
п-0 pn<N,qn>N

+ 2 |6ЛР, (zJQn (zt)| + 3 |6,Л (*1) би (Z,)J +
pn>N,qn<N Pn-Pn>N

■ + 3 |6иРл(Гх) би (z,)|={l) + (2}+(3) + (4}.
Рп< 4n<N

Пусть ряд Дирихле (19) сходится в некоторой окрестности точки 
z—{zy, zt} £ С*. Докажем, что тогда каждый из рядов [1), {2}, {3} 
тоже сходится в достаточно малой окрестности этой точки. Обозна­

чим zi = Zj-Ь Tjj, «2=>г։ + Vi = °i 4՜ I’x» ’i։ = °։ + ® точке zx =
= lzv 2'2) kC* ряд (19) примет вид

2 |6„| exp {— Re[(zx 4֊ т)։) cos <рЛ 4֊ (z2 4֊ t)։) sin ?„] |p„)} = 
n=I

= 2 16,1 exp { — (xx cos + x2 sin <p„ 4- a2 cos <p, 4՜ я2 sin <?л) | рл|}. (21)
л—1

Ряд {1}, в силу неравенств (15), мажорируется в достаточно • малой 
окрестности точки z рядом 3 |6,| ехр {— (х2 sin ?„ — ej ||in|},

ял<м?л*^
где е^>0 сколь угодно мало. Действительно, как бы ни было мало 
е^>0 при достаточно больших п будет иметь место неравенство 
|cos ?Л'. е и поэтому, если loj и |я2| достаточно малы, то

|хх cos <рЛ 4֊ ох cos <рл + я, sin ?л| < е.

Аналогично доказывается сходимость рядов [2} и {3} в окрестности 

точки z. Таким же образом, с использованием левых неравенств (13), 
(14), (15), доказывается следующее утверждение.

Если в некоторой окрестности точки z ряд (19) расходится, то 
ряд (20) не сходится абсолютно ни в одной точке достаточно малой 

окрестности точки ‘z, в которой zx У=Х*(1) иг2=/=Х*2).
Известно (см. [3]), что область сходимости ряда (19) строится 

следующим образом. Пусть {тл)—последовательность всех натураль­
ных чисел, для которых |<РтА — <р| 8, 3 > 0

_ь(21Ч|)

Л (?, о) = lim----- —i---------, если 2 = 00,
М *-։
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_ln(S

А(®, 8) = 1։т------7՞— -----, если 2 оо
М *“*

lim Л (<р, о) = А (?). 
и г-о

Если последовательность {m*J конечна, то А (?, 3)= — со. Ряд 
(19) сходится в области

В = П (xjcos ф+xg sin <р) > А (<р)
О < ? <2֊

и расходится в точках, внешних к области В. Сходимость ряда (18) 
во всякой ограниченной замкнутой области Вй, принадлежащей обла­
сти В, равномерна. Обозначив

л Лх n п -^։
COS о, = —■ ■ ■ ------ . Sin о, = —, COS U, = г ,

УА*+В*’ УА’+В3 ’ УА’+В3’

sin в։ = —?===. > 
/Л’+Я|

приходим к следующему выводу.
Теорема 1. Ряд (1) сходится абсолютно в области

В (zj, z։) = П [(xi cos 6X -|- sin 0X) cos 9 +

+(xj cos 0s+y։ sin 92) sin ? > A (<p)],
причем равномерно на любом ограниченном замкнутом множестве, 
принадлежащем В (zlt z։). Во всякой точке z = {z1։ zs), лежащей 
вне области В и такой, что и z։ =/= ).^2) (А=»= 1, 2, •••), РЯА
(1) не сходится абсолютно.

2°. Пусть ряд (1) таков, что Ст. л =0 при т=£п, то есть

/(*!> *а)= 2 Ьп Рп (zj Qn (z։) (Ал = Сп, л), 
л=0

(22)

и пусть
• 1Ч։,К1Ш 1Ч2К1^11 (^=1. 2>-”)

и выполнены условия (2), (3) и (4).
Предположим также, что существует конечный или бесконечный 

предел
а(9

я1нп ф (23)

|(ал1> и ал2) те же» что и в п* 1°)'
Обозначим
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r____ _ ։ аО) _____
cos <? = / Л? + В? л1пп_ + 52)(аа))«н^Л2+^) (։<2>)։ ’

_______ а<։)
sin ? = У А\ + hn -_==^====։ '

Справедлива следующая „
Т е о;р е м а 2. Пусть ряд (22) сходится в точке z° = (zp z%} £ 

£ С*, для которой. z1^=\^, (k=l, 2,••■). Тогда он сходит­
ся в любой точке z = [zlt z։} £ С՛1, для которой

[ (*1 — х?) cos 9Х + (У1 — у?) sin 9J cos <р + [ (х։ — cos 9։+

+ (Уг — У°) sin 9J sin <f>О 
(9i и 9։ определяются, как в п. 1°).

G помощью преобразований (17) получим

2 ЬпРп (zj Qn &) = 2 Ьп Рп (z։) Qn(za), (25)
Л=0 п-0

где
-4։ + iBj — -11+^

Пусть

мл = }.(7)
1 ' Л1 1 02 * ’

(/=1, 2; к = 1, 2,-••).

Тогда а„л=а(Д и из (23) следует существование конечного или бес­
конечного предела 

”(» а(>)
Нт = Нт —

П-ч оо *'"(2) Л-*֊оо ' 
ал

Из равенства (24) получим

со8ф=/Л?+5?11т sin ® «= /XphBj Нт — , 
n-*- IN «-»|p,„|

где
| И/|| = К(Л?+В?) (аУУ-НЛЧ^НаЕ4)«.

В новых обозначениях теорема 2 может быть сформулирована
следующим образом.

Теорема 2'. Пусть ряд (25) сходится в точке з?= (z°, zj), 

для которой z° X* \ zi (л=1, 2, - ). Тогда он сходится в 

любой точке z = (zj, za], для которой (хх — х°) cos <р + (х։— хг) sin <j£>0
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Й=х°+ЦГ°, / = 1,2).

Доказательство. Рассмотрим сумму

2 Ьп Р՝п й) Й) = 2 ЬпР'п (г°)Оп Й) —Л4^- <?Л-(Ла) • 
п~р п~р р'п (г?)<2л (га)

Обозначим

Сп = Ьп Р'п Й) О'п Й), ап = .

Р'п (г°г) Й)

Пользуемся преобразованием Абеля:
7 ։ ~ ։ _ 0 Ч п Ч
2 ЬпР'п (г։) <2л («г) =2 ап СпЬп = 2 [(аЛ — ал+։) 2 с*]+ ач 2 ск. 

п-=р г.—р п-р к-р к—р

Ввиду того, что ряд (25) сходится в точке г0--(г?, г°) £ С8,г? =/= Х*։)* 

г°^№, *=1, 2, ■ • •, для любого т£>0 найдется такое 7УС, что при

С помощью неравенства вида (13) получим в любой конечной 

замкнутой области, в которой z^ Х*։), z։ =/= Х*2) (Л=1, 2,---) при до­
статочно больших п

cij exp [— (хх cos <р 4֊ xs sin <р 4- е)|а„|]<| Р՝п (zj Q՝n (z2)| <

< а2 exp [— (хх cos ?4֊х2 sin <р — е)/ ая|], (26)
где е>0 сколь угодно мало, <^>0, а2 0 — постоянные, зависящие от 
области D и от s. Отсюда, для любого е^>0 при достаточно большом 
п имеем

I а։ exp [—(xj cos q>4-x2 sin ®—s) ||1Л|] ~~ ~0
|а„К —————-------1—-------L֊3hL֊ Са3 ехр {—[ (хх— xi)cos?-|-

ая ехр [— (х? cos <р+ хг sin <р + е)| |ал[]

+ (х։— х°) sin <р — 2е] |р.Л|) (“з>0 — некоторая постоянная). 

Поэтому при достаточно большом п

\оп — о։Л+1| —
Рп (Zj) Qn (za)

Рп Й) Qn Й)

Р’п + 1 (^1) <2л (^2) । Рл+1 fa) Qn (zt)

Рп |.1 й) Qn Й) Р«+։ й) Й)

^л+1 М Qn+1 М 

p'n+l &)Qn+y й)

Рп Й)

Р'п Й)

^л+1 (zi)
Рл’+1 Й)

Q՝n (za)

Q'n Й)

50—4
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(z2) _ <2л+1 U>) P”+i (zi) / 1 _ ___

Qn (z°) Qn + l (z°) Рл+1 (z?) Р՝л + 1| р-л + 1|

X exp { - [ (xj—х?) cos <p + (x։ — xj) sin <p 2s] |Рл|}» 

где я4^>0 зависит от области и от е.
Таким образом

Ы алс„| <Л а։ expl — Г (хх —х?) cos? +(х2—xj) sin <р— 2в1|Рл|| X

1д-р ՛ ։ л—р ՝ L

X (~----- h °։ ехр {—[(xj —Xi) cos <р +
W 1^.1/

+ (х։—х£) sin ?- 2г]|рг|} (27a1

(as ^>0 — постоянная).

Пусть Xi и Xg такие, что (xt—х?) cos ? +(х2—хг) sin ?^>0. Взяв 

^>0 так, чтобы (х2—x°)cos? + (ха—х°) sin <p>3s, получим 

2 ап сп <4 а։ 2 ехр ( — s |р^|) + а»ехр (~’е
n-p L n=p 'Will |Ü+i|'

• (27Ь)

л 1Известно (см. [2]), что если Sn =2 — (’*>0, х* f со, к—Л, 2, • • •), 

то при К<^0 справедлива оценка

2 -ехр (KSn) < [ехр (KS^) - ехр (ÆS,-i)], (28)

а если /£>0, то

g1 ехр (KS„) < JV>xp (eg) [ехр (Æ5-_։)_ ехр (^_։)]. (29)

n-р X«+J л

(Здесь Sg—любая положительная постоянная такая, что — -С ei, N — 

положительная постоянная, не зависящая от р и ç).
Исходя из (27) и (28), получим

3 Дд Сл <4 Pi [gLP_(֊e 1ар֊11) - ехр (-8 fel)] +

[ехр ( - е |a^2i| ) - ехр (— е |g^i | )
8



О сходимости ряда Ньютона 51

Ввиду того, что т(^>0 произвольно мало теорема 2' доказана. Тем са­
мым доказана и теорема 2.

1п Ь,

3°. Обозначим А = А։ = Нт —— , если ряд V 6, расхо- 
Я՜*“ 1^|

— 1п1?л
дится (А։>-0) К = къ= Нт -----—----- , если ряд У 6» сходится

1М -о
(Ля<0). Напомним, что |М = И (Л? + В?) (а!1’)*-)- (Аг + В|)(««))я, тогда 

справедлива следующая
Теорема 3. Ряд (22) сходится во всех точках г= (г։, гя} £ СР, 

принадлежащих области

(х։ cos бх+ух sin 6J cos <р + (х8 cos 6g 4- yt sin 62) sin <p — h > 0 
и расходится в точках z(zi^=X^ и z2=^= k—1, 2,-■ для кото­
рых имеет место неравенство

(х։ cos 6j + Уг sin 6Х) COS <р + (х2 cos Qg + y2 sin 62) sin ? — h <0. 

Очевидно, что теорема 3 равносильна следующему утверждению.

Теорема 3'. Ряд (25) сходится'во всех точках z= [z1։ z2\£Ca, 

принадлежащих области ххcos <р+х8 sin ։р —А^>0 'и расходится в 

точках z ={z1։ z3] £ для которых zx =/= z2 #= 2,- • •)

и Хх cos ։р 4-х։ sin <р — А<Т).

Доказательство 1. Предположим, что ряд 2 6, расходится 
ч=о

и Лх’х00՛ Пользуясь преобразованием Абеля, получим

2 ЬпР\ (гх) <2л (*։)=2 ![(/>л(21) (& (г2)—Рл + 1 (г^фл-и (г։))]2б, — 
л=р л—р у=0 /

֊ Рр (г1) о:Р <г2) 2* а,+р; (^) (?; й) 2 ъ..

* =Л у=0

Исходя из определения К1г имеем для любого е>0

26, <о>1 ехр [(Ах + е) |{4Л|] (30)

(где Шх^О—постоянная, не зависящая от л). С помощью выкладок, 
аналогичных тем, которые использованы при доказательстве теоремы 
2, получим
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|РЛ (zx) Q/i(z2)—Рл + l (Zj) Qn+l (г։)|<ш» Q; jj) | +

X exp [— (xjCOs © 4֊x2 sin<p — е)||Ал|] '

(<ua^>0 — постоянная).
Исходя из неравенств (30) и (31), будем теперь иметь

Q _|՜ ^7՜— 1 т_г— 1 \
|2 ьп Р’п (zx) Qn (zj) < 2 «“♦ exp [— (xj cos © 4֊ x2 sin <? —At—2e) |«л I ]X 
»л-p n«p

X I— ----- 1---- -—+<o5exp[—(xtcos q?-t-x3 sin ©—Ax—2£) I Ppi ] +

+ ®s exp (xj cos ?+ *։ sin <? — Aj — 2s) |pj]-

Возьмем точку z= {zi։ za) такую, что xx cos © + x2 sin g։ — Ax— 2s (C>0), 
имеем

2 bnP՝n (zj Q՝„ (za)| <a>2 fryj-r + (й^֊|)ехр(—s|p„|) +
n=p I n=-p м'л+l’ ։«+lr

+ 2 [exp (—e |pp|) + exp ( — e |p,|) j 

(ш^>0, 2>o — постоянные).
Если воспользоваться оценкой (28), то отсюда, ввиду произволь­

ности числа е, легко видеть, что ряд (24) сходится в точке z={zI։ 

z։} € Для которой хг cos <р+ха sin <р — А3 0. 
со

II. Пусть теперь 2 6, сходится. С помощью преобразования 
7-=0

Абеля получим

9 « Г - ֊- _
2 А„ Ря' (zx) Qn (z.) = 2 (р; (zx) Q'n (za)֊ Р'п_} (zj Q;_։ (za))2 6, +
"=p П-Р+1 L v=n I

+ Qp b,֊ P՝M Q'v (Zi) 2 
’=P »-?+!

Рассуждая аналогично тому, как это делалось выше и пользуясь не­

равенством 2 Ьч <О’в ехр [(А2)-|- е) Где w։^>0 — константа, не 

зависящая от п, получим, что ряд (25) сходится в точке z = [z1։ za 

в которой х։ cos ф -|-ха sin © — А2 > 0.
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Из доказательства очевидно, что сходимость ряда (25) на любом 

конечном замкнутом множестве, принадлежащем области хх cos <?+ 

4- х2 sin ? — h3 > 0, равномерна.

III. Теперь предположим, что ряд (25) сходится в 
z = fa, z։] и х։ cos ф + Ха sin <? >0, fa¥=)֊*)> z2=^ A*),

к = \, 2,--).

Обозначим 6,Р„ fa) Q, fa)= d,. 
Применив преобразование Абеля, получим

ч ч d. 1

Р’р fa) Qp fa)

з(—- —-
—Р Р. + 1 (Zj) Q,+1 fa) 

1

1

При некотором фиксированном z fa Х*^, z2 X*2', k—1, 2, • • •) 
по мощью (26)

----- ----------- < Нтвхр [(Xi cos tp+x2 sin <p + s) |p.,J],

точке

имеем

(32)
|Р, fa) Q, (z2)|

где Hj >0 — постоянная, не зависящая от ՝», а е^>0 — любое. Имеем 

1

Р* fa) Q* (z3)P»+l fa) Q’ + l fa)

1

P’+l fa)

X exp [facos <p+x2 sin <p + е)|[ч+։|], (33)

Xfa)

где На ^>0» Из >0, Н > 0 — некоторые положительные постоянные. Най­
дется такое р0, что каковы бы ни были т£>0, е* ^>0, при д р > р0 
будем иметь
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хг cos ?4-Xg sin ? + s 
I'tf’l

G'=1’ 2)՛

Тогда из (32) и (33) следует 
g г Q—l «и» —
2 A, <TJ I Pi 2 exp { (*! cos ф+х8 sin <p) |щ+1| ) x
1-P L V—p

>< (—-— ֊1----- -—-|- |\ /expl (xjCos^H- x։ sin <?4՜e) |Pp|+
W»| Р^1Г I L

4֊ exp [(xj cos <?4-x։ sin ^4՜ e) |p«|] > ’ (34)

Положим p = p0, тогда некоторые слагаемые в (34) будут по­
стоянны

Отсюда

и в силу неравенств (29) получим 
я _ -
2 A, O)PS exp [(хх cos ® 4-х։ sin <p4-<0 |p?l ]• 
’-A

9

#■*/ __ | Q
xxcos <p4- x2 sin 9 > lim ------—

IN
(35)

то есть хх cos <р4-Хл sin ® — А > 0.

Это следует из определения числа А1։ если ряд 2 А, расходит-
■,=0

ся. Если же этот ряд сходится, то всегда можно считать, что его 
сумма отлична от нуля (для этого достаточно изменить один из коэф­
фициентов А,) и поэтому из неравенств (35) тем более следует, что

хх cos <р + х2 sin <р А2 = А.

IV. Пусть теперь ряд (25) сходится в точке z = [zlt z2}_, для кото­

рой хг cos <p4-Xg sin f<^0. В этом случае ряд 2 А, сходится, в силу 
v-0

теоремы 2'.
Из неравенств (34) и (28) при q -* со получим

2 А, < exp [(хх cos <? 4֊ х։ sin ?-)-e) |р.р|].

Отсюда

хг cos <p4-xs sin <p A.

Теорема 3' доказана. Тем самым доказана и теорема 3.
Московский институт

химического машиностроения Поступила 8.IX.1971
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(Ւ. Վ. ԱԴ1ՓԵԿ9ԱՆ, Երկու կոմպլեքս փոփոխականի Նյուտոնի շարքի զուգամիտության մասին 
Հ ամփոփումJ

Ապա ցուցվում է մի ցանի թեորեմաներ

2 2 ^mn m (zi) լ-

т—0 л-0
շարքի զուգամիտության վերաբերյալ։ Որտեղ

1Q.(«,)= fl 6֊֊ж). Itf’l- Itf’} (‘-=։.2- - )
*-1 \ ** /

կոմպլեքս թվերի հաջորդականություն է, որոնք բավարարում են որոջ պայմանների։

R. V. ADIBEKIAN. On the convergence of Newton interpolation eerie* for 
a function of two complex variables (summary)

Some theorems on tbe convergence of series

2 2 ^'тпРт («ւ) Qn (2շ) 
m=0 n=0

are proved. Here

P.M= Пр—ЗД 
*-A Л* /

Q«(*։) = n(l-^) and P4J>}, {X?>} (fc=l,2,.-.)

are sequences of complex numbers satisfying some conditions.
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Д. М. ЧАУСОВСКИЙ

ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ОТКРЫТЫХ 
СИСТЕМ НА ГРАФАХ

В работах М. С- Лившица и А. Г. Руткаса [1, 2] была указана 
возможность применения теории характеристических функций линей­
ных операторов к исследованию некоторых классов электрических 
многополюсников или, в более общей постановке, открытых систем 
на графах [3].

В настоящей статье теория характеристических функций привле­
кается для изучения'эквивалентных преобразований открытых систем 
на графах, т. е. преобразований, сохраняющих их передаточные ото­
бражения.

I. Основные определения

1. Согласно [1,5.4] операторным узлом
Н‘> Г, Т) . (1)

называется совокупность двух гильбертовых пространств Е и Н и ли­
нейных ограниченных операторов ], Г, Т, действующих соответствен­
но в Е, из Е в Н, в Н, причем /’= /,/* = /, Т — Т* = ։Г/Г*.

Характеристическая функция (х. ф.) узла (1)—это оператор­
нозначная функция комплексного параметра 1

№ (X) =-1— ЦГ* ( Т-П) ֊■ Г. (2)
2. Открытая система [1]

Е = р (Е, Н; 5(Х), /?(>.)) (3)

— это набор гильбертовых пространств Е и Н и линейных отображе­
ний 5 (1) Е в Е и R (1) Е в Н. Е и Н называются внешним и вну­
тренним пространством системы Е соответственно. Открытую систе­
му (3) и узел (1) будем называть соответствующими друг другу, 
если 5 (1)—передаточное отображение системы—есть х.ф. узла, а 
7? (Х)=( Г—X/)՜1 Г. Оператор Т называется внутренним оператором 
системы, V-оператором связи, }-каналовым оператором. Векторы 
ф = 7? (X) <р, где ?££, рассматриваются как внутренние состояния 
системы.

3. В этом пункте определяется понятие £С-графа ^порождаемо­
го им передаточного отображения. В вопросах, относящихся к графам, 
мы пользуемся терминологией [5, б].
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Пусть С—конечный ориентированный граф, в котором отмечено 
2п внешних ребер. Из них а ребер <71։---> <?л назовем входными, 

а остальные д1г ■ • Чп — выходными. Оставшиеся (внутренние) 
ребра разобьем на два класса: /,-ребра дц, •••,дь9. и С-ребра 
дс,,--՛, С каждым Л-ребром дл, свяжем ц чисел (1-^.к ^.р), а 
с каждым С-ребром дс$— чисел С,, (1^5-^'*), так, чтобы матрицы

л = 2=(ад;

были эрмитовыми и положительно определенными.
Граф G с отмеченными в нем внешними L и С-ребрами и набо­

ром параметров Lik и C$s назовем ЛС-графом.
Далее мы будем предполагать, что выполнены условия:
</։) В графе нет циклов и сечений, образованных входными реб­

рами;
д։) В графе нет сечений, образованных выходными ребрами.
Каждому ребру графа g можно поставить в соответствие по два 

числа 1Ч и Vq, так, что выполнены условия:
KI. Для каждого цикла Q справедливо равенство^ (—1)*(?) И?=0, 

где е (д) = 1, если g—выходное ребро и его направление совпадает с 
направлением цикла Q или g—не выходное ребро и его направление 
противоположно направлению цикла; е (д)=0—в остальных случаях;

К2. Для каждого сечения S в графе 2 (—/7=0, гдее(д)=1,
«es

если направление д противоположно направлению 5, и е (д) = 0 — в 
остальных случаях;

КЗ.
н ’

И?£а = А 2 Luk Iqlk> IqCp = i1֊ 2 C?J VqL, • 
A=I ֊ J=1

(1<а<И) (KK’)
Введем обозначения

Столбцы <р՜ и ф+ будем рассматривать как векторы 2п-мерного 
координатного гильбертова пространства Е.

Если для каждого X (исключая, возможно, конечное число значе­
ний) и для каждого вектора <р~ („входа“) условия А՜!—3 однозначно 
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определяют вектор <р+ („выход“), то отображение 5 (/•): ф՜ —* р' бу­
дем называть передаточным отображением графа С. Условие дг) 
позволяет приписывать координатам ®՜ произвольные, значения, не 
вступая в противоречие с условиями К1, 2.

В следующем параграфе в терминах структуры графа указаны 
условия, необходимые и достаточные для того, чтобы передаточное 
отображение графа совпадало с х. ф. некоторого операторного узла.

II. Передаточные отображения £С-графов и характеристические 
функции операторных узлов

1. Для составления полной системы независимых уравнений
/Г1-3 построим дерево / графа С со следующими свойствами: а) I 
содержит все входные ребра и не “содержит выходных ребер; б) из
всех деревьев, удовлетворяющих условию а), I содержит максималь­
но возможное число С-ребер [7]. Пусть £-и С-ребра, вошедшие в

при этом Л = ь ЛГ1 г _ ГС м
-М* £1’ ~ [да* с] и матрицы £, £, С, С—эрми­

товы и положительны.
Уравнения К1, 2, составленные для фундаментальных циклов и 

сечений, определяемых деревом <, в матричной форме имеют вид

[И', Ц, йа,֊й'С=о, [/', 4, 7с, Л'5'=о,
где (1)

АП
•^21

■^12 -^։з 

^22 -^23 

■^32 ^зз

и 0 0] 
0 £7 0 , 
0 0 £/] 0 и о вп вм в„ 

00 ивпв^в”
5 =
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—фундаментальные матрицы циклов и сечений (штрихом ' обозначен 
переход к транспонированной матрице). Разбиение <2 и 5 на блоки 
выполнено в соответствии с (1). Здесь II—единичная матрица надле­
жащих размеров.

Так как <25/=0 [5], то

Вн=-А'1к (к, г=1, 2, 3). (2)

Как вытекает из свойства б), определяющего дерево {, 

Ли-0, Вза=0. (3)

Уравнения (1) и КЗ с учетом (3) записываются так:

Ап VД(։Ид-|- А13 Ис+Ид =0, /+Ви/4+В1։/с+В1։/=0,

Ап V +-4։։ Ис + Ис= 0, /д + Ва /д -|- В33 I— 0,

А31 И֊ЬАза Ид + А33 ]/с — И= 0, /с+В։1 /д+ В331с+В331=0,

Ид = А (£/д + Ж), /с=А (СИс+ №с),

Ид .д (М*/д +£7д), Гс=гГ (#* Ис+ СИс).

Исключив из (4), (5) Ид, Ид, 1с, 1с» /д, Ис, получим
ГАИз։ (М ЬВ21) А33 1ГДДд Д„ I 1
I В11 АВИ(ЛГ*-СЛМ)Н 5։1 ДДс I

X Г А1г {к (Л1։ £ + М*) В23 1
1 г'Х (IV + В32 С) А21 В33 □

■<4 31

—1кВ1։СА31
А33 Ь Ваз

Ви

(4)

(5)

где

Ад = [Ав Щ В I Аг 1 
м*£]1 (/г (7)

—положительно определенные матрицы.
2. Теорема 1. Для того чтобы [передаточное отображение 

ЬС-графа С существовало и совпадало с х. ф. некоторого опера­
торного узла, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
условия:

61) В графе нет циклов, содержащих наряду с входными ре­
брами еще лишь С-ребра;

62) Для каждой, пары дь , и дк внешних ребер существует 
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цикл, содержащий, кроме д* и д*, еще лишь С-ребра, и в этом 

цикле ц/, и д* имеют одинаковую ориентацию*.
Необходимость. Если передаточное отображение 5(/.) графа 

совпадает с х. ф. операторного узла, то, согласно (1.2) и (1.4)

Пт И= И, Нт 7=7. (8)
л-.» >.֊.«

Разделим (6) на А- и устремим л к со. Получим
Азг \Ь-(М- ЬВп) Дд֊’ (Л7* + АМ А32 V = 0, (9)

В„ (С-[№-САп) Д«։ (уу+В32С)) В» 7=0. (10)

Так как

Ь-(М-ЬВп) (ЛГ* + АиЬ) =[ [7/В21]

и
С-(^-С Агз) Д?' (1Ч-\-ВмС) = |[Л„ и] 

Ь М и Г1
7И* £ В21 I

1 -^23 1 1

7/ И
С м 
№ с

—положительно определенные матрицы, то из (9) и (10) имеем
А’3, И=0, В;, 7=0.

Ввиду произвольности И и 7

Л։։ = 0, В23=0, Л21=0, В12 = 0. (II)-

Соотношение (6) принимает вид

При со с учетом (8) уравнение (12) приводится к виду 
глэ1оии] г-и
.0 В13 _||_ 7 _| [ 7 ]

Так как И и 7 произвольны, то

Л,!֊ 7/, В13— — и. (13)
Итак, фундаментальная матрица циклов Q графа С имеет вид

ГА1 
о и

Л32 Л13 7/0 0 
о л։з о и о 
о лзз О 0 7/

В [3] эти условия были указаны лишь как достаточные.

(14)<2 =
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Принимая во внимание соответствие между ребрами графа и 
столбцами матрицы (2 (см. (1)), мы из строения <2 непосредственно 
усматриваем выполнение условий 61) и 62).

Достаточность. Если для графа О выполнены условия 61) 
и 62), то фундаментальная матрица циклов (2-графа 6, построенная 
по дереву (, имеет вид (14). Уравнения (4) записываются так:

ДпИ4-Л։։Ид 4-ЛиИс + Ис =0, 1-\-Вп1с —1=^,

Ис=0, /д-|-В21 /д =0, (15)՝

И +А, Ис- Й = 0, /с + 7д + В32 £+Аз 7= о.

После исключения из (5) и (15) Ид, Ид, 1с и /с получим

Здесь Ад и Дс—те же матрицы, что и в (7).
Введем в рассмотрение координатное пространство вектор-столб-

цов Н, размерность которого равна числу элементов столбца |L .
L Ис-1

Заметим, что dim Н однозначно определяется графом 6. Зададим в 
Н скалярное произведение равенством

(11, Ф1.
0 Ас .

Здесь, как и выше, * означает переход к эрмитово сопряженной ма­
трице.

Пусть Г, Г, /—линейные операторы в Н, из Е в Н и в Е, ма­
трицы которых в координатных базисах таковы

Т—1 Г 0 Дд ’ Аз I р _ • Г~Дд'А1 о
г[Дё։(Ви+ад։) О ]’ г [ о -Д-1В„ ]’

(18)

Положим Л( = . Уравнения (16), (17) в операторной форме 
L Ис4 

перепишутся так 
(19)
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(Здесь и далее х обозначает переход к сопряженному оператору).
Используя матричные представления операторов, находим, что 

/»=/, /х = у։ Т- Т* = ։Т/ГХ,

так что совокупность
No = No (Е, Н; /, Г, Г) (20)

есть операторный узел.

Из (19) следует, что вектор ®+ = однозначно определяется

вектором «р՜ = причем передаточное отображение 

5(>.) = /—//Гх (7֊ X/)-1 Г
есть х. ф. узла (20). Теорема доказана.

£С-граф С, удовлетворяющий условиям (71) и (72), будем назы­
вать графом класса 2. Открытую систему

Го = Го (Е, Н} 5 (X), R (X)), (21)

соответствующую узлу (20), назовем открытой системой на графе 
С класса 2.

III. Эквивалентность открытых систем на графах 
класса 2

1. Операторные узлы

^=^/(Е, Нг, у, Г/, Г/), ;=1, 2 (1)
(и соответствующие им открытые системы 7*/) называются эквива­
лентными, если их х. ф. (передаточные отображения систем) совпадают. 

Для формулировки условий эквивалентности узлов (систем) при­
ведем некоторые определения [1].

Обозначим через Н° замыкание линейной оболочки векторов 

вида (7}_ Х/)-։Г/® (<?£Е, Х£ а(7>)) или, что то же, векторов вида 
п» =о, 1, 2,.. ). я;называется простой компонентой 

Н/. Это—наименьшее подпространство в Н], вмещающее все внутрен­
ние состояния открытой системы, соответствующей узлу Л/}. //^-ин­
вариантно относительно 7/ и Т^. Пусть Р^—ортопроектор из Н/ на 
//у. Положим Г° — Р®, Г/, Т°} = 7/ Р^. Совокупность

Я»(£, Я»; /, Г», 7)) • (2)

является узлом [1]. Он называется простой частью узла И/.
Операторный узел называется простым, если он совпадает со 

своей простой частью.
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Открытая система F'j, соответствующая узлу №., называется 
простой частью системы Fj, соответствующей узлу Nj. Система, 
совпадающая со своей простой частью, называется простой.

Узлы (1) унитарно эквивалентны, если существует изометри­
ческий оператор W, отображающий Нг на Н2, такой, что

Т2 = WTXW֊՝, Г։ = J₽T։. (3)
Теорема 2 [1] (об унитарной эквивалентности операторных 

узлов).
Для того чтобы опграторныв узлы и N, были эквивалент­

ными , необходимо и достаточно, чтобы их простые части были 
унитарно эквивалентными.

Теорема 2 будет использована нами для изучения эквивалентных 
преобразований открытых систем на графах класса 2.

2. Сохраним обозначения предыдущего параграфа.
Столбцы матрицы Г (II. 18) суть векторы пространства Н. Пер­

вые л из них обозначим через gi,--',gn, последние л—через 
Пусть HL— подпространство векторов из Н с равными нулю послед­
ними р координатами, а Нс—подпространство векторов с равными 
нулю первыми ц—г координатами (напомним, что р—общее число 
Л-ребер графа, г—число L-ребер, вошедших в дерево t, р — число 
С-ребер дерева). Тогда

H=HL -ЭН-, g, 6 №, Нс, Т (Нс) с HL. (4)

Простая компонента Н—подпространство Но—есть линейная оболоч­
ка векторов вида Tl g„, Tfk (k =1, 2,•••, n; 1 = 0, 1, 2,•• ■).

При этом
’ (5)

T”fk^Hc. (6)

Линейную оболочку векторов вида (5) обозначим через Н^, век­
торов вида (6)—через Но. Имеем

Н‘, Нс, Н0 = Н£® НО. (7)

Очевидно, ц — r՝^֊ dim Н^, р > dim Н^, так что и подавно

dimv^-dim//^ (8)

(v—общее число С-ребер графа).
3. Рассматривая одновременно с системой Fq на графе G£2 си- 

А
стему Fk на графе G £ 2 с тем же внешним пространством и кана- 

ловым оператором J, все объекты, относящиеся к F, будем обозна­
чать теми же символами, что и аналогичные объекты для Fo, с доба­
влением значка * .

Теорема 4. Если F—открытая система на графе G£2, 
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эквивалентная системе Fa на графе G (п. 2), то число L — (С) ре 

бер графа G не меньше dim Но (dim Но’), так что общее число 

внутренних ребер графа G не меньше размерности простои ком­
поненты Но внутреннего пространства Н системы Ра՛

Доказательство. Пусть системы Fa и Fо эквивалентны. Со­
гласно теореме 3 простые части соответствующих узлов Na и N l 

унитарно эквивалентны. Пусть IF—изометрический оператор> отобра-
А

жающий Но на Но, такой, что

Т= WTW֊' (на Но), Г= ГГ. (9)
А

Из (9) и строения матрицы Г (см. (II. 18)),

I* = ДГ։4 л 0 л I,
I о Ас1 J

следует, что

А = Wgk 6 Н{;, fk=WfkCH° {kj= 1,.. ., п). (Ю)

Отсюда следует, что W отображает Н° на Н£ взаимно однозначно, 
так что

dimAfg =dim Н^. (11)
Аналогично

dim Но = dim Но . (12)

Неравенство] (8), записанное для F, имеет вид |* dim //£
А л

dim Но . С учетом (11) и (12) имеем

Н dim Но , v ^-dim Но, (13)
что доказывает теорему.

Теорема 4 дает оценку снизу для числа L- (С-) ребер графа 
класса 2, реализующего открытую систему, .эквивалентную заданной 
системе на графе того же класса.

4. Число внутренних ребер графа G£2 может превышать раз­
мерность внутреннего пространства Н открытой системы на G (dim Н 
есть сумма числа С-ветвей и /,-хорд дерева t, см. II, п. I). Граф G£2 
назовем полу сок ращенным, если в нем нет сечений, образованных 
/•-ребрами, и циклов, состоящих из С-ребер. Полусокращенный граф 
G характеризуется тем, что число его внутренних ребер совпадает с 
размерностью внутреннего пространства Fa, так как все его С-ребра 
войдут в дерево t, а все /.-ребра окажутся хордами t.

Теорема 5. Открытая система Fa на графе G Q 2 эквива­
лентна открытой системе на полусокращенном г рафе.
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Граф С класса 2 с матрицей циклов (II. 14) подвергнем сле­
дующему преобразованию. Стянем все А-ветви дерева I и удалим все 

А А

С-хорды. Граф С преобразуется в граф о, а дерево 1—в дерево I. 
При этом новые матрицы циклов и сечений будут иметь вид

О = И» 0 I 5 — О £/ | .; I и о и |’ [о и Вп В331

Граф (л—полусокращенный. Его А-(С-) ребрам в качестве матриц 
параметров припишем матрицы Дд (Ас) (П. 7). Для открытой системы 

о на графе С внутреннее пространство, внутренний оператор Т, 
оператор связи Г и каналовый оператор /—те же, что и для системы 
Га (И- 18). Поэтому передаточные отображения Га и Гсовпадают.

Теорема доказана.
Как видно из теоремы 4, простая открытая система на полу- 

сокращенном графе не допускает уменьшения числа внутренних ре­
бер (Д-ребер и С-ребер) графа без изменения передаточного ото­
бражения. В этом смысле полусокращенный граф, реализующий про­
стую систему Г, можно назвать минимальным. В связи с этим пред­
ставляются интересными условия простоты систем на полусокра- 
щенных графах, а также отыскание простых систем, эквивалентных 
заданной системе.

5. Напомнив о соглашении об обозначениях, принятом в начале 
п. 3, рассмотрим эквивалентные системы Га и Г>. на графах Сий.

Выберем в Н^ и (см. п. 2) базисы

ех, •••» еа и А։,•••, Лг> (а = сНгп Н%, 6 «= сНш//£•). (15)

Изометрический оператор № (п. 3) переводит их в базисы
/ А А А А

еъ • • •, еа и Л։, • • • ,Лл (16)
пространств Ни и Но. Матрицы

А А А А
(вц * > • • • > А#) И (в^, • • •> вд, А1? • • •, Кь)

имеют вид

А А А
Пусть Р и Р—ортопроекторы из Н в Но и из Н в //0 

ственно. В координатных базисах они задаются матрицами
соответ-

Е (Е* Дд Е)֊1 Е*Дд О
О , Н (Н*ДсН)-1 Н*ДС

Е(Е*ДдЕ)֊։ Е* Ад О
О Н (Н* ДсН)֊1 Н* Дс

(18)

50-5
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Равенства Г = РГ и Р ТР = ТР, первое из которых означает, 
что область значений Г лежит в Но, а второе выражает инвариант­
ность Но относительно Т, в матричной форме принимают вид (см. 

18))
Дд ։Ди = Е (Е*ЛдЕ)՜1 ЕМц, А£՛ Ди= Н (Н*АсН)-։ Н*£3„

Д^Л„Н = Е (Е*ДдЕ)֊։ ЕМ։։Н, Дз> £э1Е = Н (Н*ДсН)-’Н*£а1Е. (19) 

Аналогичные соотношения верны и для системы Р(» •
Изометричность оператора равносильна выполнению равенств

Е*Д£Е* - Е* Дд Е,

Н*ДСН = Н*ДС Н. (20)

Равенство (9) вместе с (20) приводит к соотношениям

Д;1 Ли= Е (Е*ДдЕ)֊‘ Е* Ап, Д֊‘ВЯ = Н(Н*ДСН)֊։ Я* В33, (21)

Дд֊։А։Н = ЕХ(Е* Дд £)֊'■£♦ Аи Н, £^В31 Е= Н (Н*ДСН)֊։ Н*ВиЕ. (22)

Равенства (20), (21), (22) не только необходимы, но и достаточ­
ны для эквивалентности систем Ро и Р& . Точнее, имеет место

Теорема 6. Пусть Ро и Рк —открытые системы на гра­

фах Си С. Матрицу

определим по графу С, 
матрица вида

(23)
Р И | 

а Ь
как это сделано в (17). Если существует

\>-—г Е 0
р I 0 Н

а Ь

(24).

такая, что выполнены 
и Рэквивалентны.

Из (20) следует, что столбцы матрицы (24) линейно независимы. 
Будем рассматривать их как векторы в Н—е։,■■•,еа и А1։Ли­

нейную оболочку этих векторов обозначим через Но, а ортопроектор 
на Но через Р. Матрица Р имеет вид (18). Определим оператор 
из Но в /70, положив

1^е* = е*, п,,

равенства (20), (21), (22), то системы Ро
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и продолжим его по линейности. В силу (20) — изометрический
оператор, отображающий Но на Но. Из (19) и (21)

Г = 1₽Т, (25)

а из (19) и (22)

ТР= А (26)

Из (25) и (26) Т Г = РМГ= 1Г7Т и, вообще, Тк Г = 1Г Г* Г.
Из (25) Г-՜ = Гх Г֊'Л Поэтому Гх Тк Г = Гх Тк Г. Отсюда вытекает 
совпадение передаточных отображений 5 (л) и 5 (л) систем /о и . 
Теорема доказана.

6. Существует ли простая система на (полусокращенном) графе 
А
б, эквивалентная заданной системе на графе б?

Теорема 7. Пусть Го—открытая система на полусокра­
щенном графе С и матрица

Е 0 I
0 Н ]

Н 
V

(27)

определена, как это сделано в (17) {ввиду полу сок ращенности 
графа г =0, р = V). Для существования графа С, порождающего 
простую систему Г^ , эквивалентную системе Га, необходимо и 

достаточно, чтобы можно было указать невырожденные квадрат­
ные матрицы А и В порядков а и Ь соответственно, такие, что­
бы матрица

АЕ*АП ДЕ*А3НЯ и 0 I 
и А33НВ Об]

допускала реализацию как матрица циклов некоторого графа.
Необходимость. Пусть — простая система на прлусо-

А А

кращенном графе, эквивалентная Во. В обозначениях (17) Е и Н—не­
вырожденные матрицы порядков а и 6. Из (20), (21), (22)

А1=Е*-1 Е*А1, А,= Аз нн֊։, А, = е*“1 е*а։н н֊։.
А А

Положим А =Е*-1, 5=Н~։. Матрица (28) есть матрица циклов гра- 
А

фа б.
Достаточность. Пусть (28) — матрица циклов некоторого 

А
графа б. Ребра, отвечающие столбцам ее блоков

ГДЕ*Ди I ГДЕ*А,НВ1 Гб I ГОи Г АзНВ ]’ [о ]’ I б]’ 
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назовем соответственно входными, С-и выходными ребрами. 

Очевидно, С£ 2. Поставим в соответствие С- и А- ребрам матри 
цы параметров

Дс = В*Н*ДСН5, = ЛЕ*Д/.ЕЛ*. <29)

Полагая Е= Л‘~։, Н = 5՜1, убеждаемся в выполнении условий тео­
ремы 7. Поэтому система эквивалентна системе Га. Система

ГЛ —простая, ибо для нее Н = ф Н^=Н0 (см. (16)).
Теорема доказана.
7- Укажем некоторые условия простоты открытой системы на 

графе. Известно [4], что для простоты операторного узла (1.1) и со­
ответствующей ему открытой системы (1.2) необходимо и достаточно, 
чтобы внутренний оператор Т не имел нетривиального инвариантного 
подпространства, на 'котором аннулировался бы оператор Гх. Если 
внутреннее пространство Н конечномерно, это условие равносильно 
следующему: оператор Т не имеет собственного вектора, на котором 
аннулируется оператор Гх. Используя матричное представление опе­
раторов Т и Г (II. 18), мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 8. Открытая система Га (И. 21) проста тогда и 
только тогда, когда для каждого ). система уравнений.

<^։з7։=^^Фх» = 5цф1=0, ДззФ»=0 (30)

имеет лишь тривиальное решение относительно 6։ и 6։.
Отсюда, в частности, следует, что если система Га на полусо- 

кращенном графе С проста, то в графе нет ни /.-циклов, ни С-сечений.
Действительно, если в графе имеется /.-цикл (т. е. цикл из 

/.-ребер), то, как видно из (14), между строками матрицы (Аи, Л13) 
имеется линейная зависимость. Пусть первые з строк ее линейно не­
зависимы, а остальные суть их линейные комбинации. Матрицы, обра­
зованные первыми з строками матриц Ап и А12, обозначим через ап 
а13. Тогда

где К—некоторая матрица.
Система (30) при 1=0 допускает ненулевое решение: —какой- 

нибудь столбец матрицы Ц )' ^։=^’ так чт0 система не проста. 

Аналогично доказывается отсутствие С-сечений.
Полу сокращенный граф класса 2 назовем сокращенным, если в 

нем нет ни /.-циклов, ни С-сечений. С помощью теоремы 6 можно по­
казать, что всякая система на графе С£2 эквивалентна системе на 
сокращенном графе.
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Заметим, что сокращенность графа лишь необходима, но не до­
статочна для простоты порождаемой им системы.

Донецкий государственный
университет Поступила 22.VI.1972

Գ. 1Г. ԶՍԼՈԻՍՈՎՍհԽ. Ршд համակարգերի համարժեք ձևափոխումներ գրաֆների վրա (ամփոփում)

Հոդվածում նշվում են անհրամեշտ և բավարար պայմաններ, որպեսզի LC-գրաֆով ծնված 
փոխանցման ֆունկցիան համընկնի որոշ օպերատորային հանգույցի բնութագրիչ ֆունկցիայի 
հետ, Մ. Ч. Բրոդսկո։ և Մ. Ս. Լիվշիցի իմաստով։

Այդպիսի գրաֆների համար, օպերատորային հանգույցների ունիտար համարժեքության մա­
սին թեորեմի օգնոլթյամր , ուսումնասիրված են փոխանցման ֆունկցիան պահպանող ձևափոխու­
թյուններ, մասնավորապես' գրաֆի ներքին կողերի քանակի կրճատման հետ կապված ձևափոխու­
թյունները!

D. М. CHAUSOVSK1I. Equivalent tram formation» of open systems on graphs 
(summary)

The necessary and sufficient conditions for the trans for function, generated by 
ЛС-graph to coincide with charakteristic function of some operator nodus are pointed 
out. Transformations, which retain the transfer function are investigated.
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О. А. МУРАДЯН

О РОСТЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ АППРОКСИМИРУЮЩИХ 
АГРЕГАТОВ В ТЕОРЕМЕ МЮНЦА

Введение

В работах Фань-Цзи и Дейвиса [1], [2] и С. Я. Хавинсона [3], [4], 
[5] предложен общий метод учета величин коэффициентов, аппроксими­
рующих агрегатов в вопросах полноты систем.

Ряд конкретных результатов получен этим методом в [6] — [8]. 
В работах [9], [10] приводится, в частности, обобщение хорошо из­
вестной аппроксимационной теоремы Мюнца (см., например [11] — [16]) 
в духе указанной теории. При этом, однако, аппроксимация в [9], [10 ] 
рассматривалась как и в классическом случае, на отрезке [0,1].

В настоящей работе мы рассматриваем дополнения к аппрок­
симационной теореме Мюнца, связанные с учетом величин коэффи­
циентов аппроксимирующих полиномов, в том случае, когда аппрок­
симация ведется на компактах более общих, чем [0,1].

Согласно соотношениям двойственности из [1] — [5], возможность 
учета величин коэффициентов аппроксимирующих полиномов свя­
зана с такими теоремами единственности теории аналитических функ­
ций, в которых заключение Г(г)^0 выводится из того, что Е (г) 
достаточно быстро убывает на некотором множестве точек. В связи с 
этим, основное место в настоящей статье занимает рассмотрение во­
просов единственности такого рода для функций, имеющих вид

^(г) = |п' (г), (1)
г

где Г — некоторый компакт в комплексной плоскости, а ^—произволь­
ная бэровская мера на Г. Дело в том, что применение теорем из [1] — 
[5] к аппроксимационной задаче Мюнца приводит к рассмотрению функ՜ 
ций вида (1).

Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность профессору 
С. Я. Хавинсону за постановку задачи и помощь при выполнении на­
стоящей работы, а также профессору М. А. Евграфову за ценные со­
веты и консультации.

Для удобства чтения работы приведем ряд теорем единствен­
ности, на которых основаны излагаемые далее результаты.

Теорема 1 ([17]). Пусть (С*)—последовательность точек единич-՛ 
ного круга, лежащих внутри сектора с вершиной в точке С = 1, образо-
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ванного двумя хордами окружности н| — 1, причем С*—• 1 и выполнены 
условия:

(2)21 - 1'*| - со,

(3)

где <1 не зависит от к.
В таком случае всякая функция /(С), голоморфная и ограниченная 

внутри единичного круга, равна тождественно нулю, если выполнено 
соотношение

Нт |1—С*| 1п |/(С*)|= — оэ. (4)
Л -*«

(Заметим, что в работах [9], [10] теорема, дополняющая аппрок­
симационную теорему Мюнца, сформулирована неточно, так как при ис­
пользовании теоремы 1 опущено условие о нахождении точек С* внутри 
сектора).

В следующей теореме отсутствует предположение о том, что 
точки '։, находятся внутри угла, однако условие несгущаемости (3) 
имеет другой вид.

Теорема 2([18]). Пусть последовательность (С*), |'л|<О такова, что

21-1^1 = <*>, (2)
1

i:»i - к*-. I > 
(1—/С*/)(1—|С*_]|) (5)

где </>0 не зависит от к.
Если / (С) — ограниченная в круге |С| < 1 аналитическая функ­

ция, удовлетворяющая условию

Нт1п|/(Сл)|(1-|Сл|)=-со, (6)
Л-*« 

то/(С)^0. 
Теоремы I1 и 2 верны, конечно, также и для функций огра­

ниченного вида в круге |С| < 1.
Теорема 3 ([15], [19], [20]). Пусть /’(г)— регулярная в угле

|arg z| а < —функция, и пусть 
2

In IF (ге/е)| , о , , । . д| пш -------------  С а cos о -+- о |sm о|, (7)г-~ г
где а и Ь — конечные числа.

Пусть [zn] — последовательность комплексных чисел, для которой

lim —=£>>0, (8)n-~ Z„
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|гя — «яI > 1л — т|, сГ>0. <9)

Тогда если
(10) 

то
1п |Г(^= ։֊ 1п |Г(г)| . (11)

Л— |гл| /■-֊ г
Теорема 4 ([19], [20]). Пусть Г(г) — аналитическая функция 

, , 1 „в правой полуплоскости |аг2д|-'?.—", для которой

iF(re'։)| = О (ехр {о log г cos 84-ко |sin 8Ц-е| г|), |6|։$— > (12)

где 8^-0, — ֊^-8 и £>0— произвольное число. Пусть (яя} — по­

следовательность комплексных чисел, удовлетворяющая условиям (8), 
(9), где

4- -֊- о. (8)

Тогда, если
Г(яя) = О (е-*|։-|1п|^), (13)

где
А>2а, (14)

то F (z)=0.
Замечание. Теоремы 3 и‘4 остаются справедливыми ([20]) при 

замене требования аналитичности в замкнутой полуплоскости требо­
ванием. непрерывности в замкнутой полуплоскости и аналитичности 
внутри полуплоскости.

Мы будем рассматривать функции вида (1), считая всегда ком­
пакт Г удовлетворяющим следующему условию (Л):

Функция arg t (t С Г) допускает на Г\{0) выделение однозначной 
и ограниченной ветви |arg И b, Г.

Приступая к рассмотрению функций вида (1), сформулируем сле­
дующую лемму.

Лемма 1. Если О^Т, то задаваемая формулой. (1) функция 
F(z)—целая. Если же 0£Г, то F (z) аналитична в правой, полуплос­
кости Re z 0 и при р {0J = 0 непрерывна в замкнутой полуплос­
кости Re z > 0

Замечание. Рассматривая функции? вида (1) в случаеО^Г при 
Re z^>0 мы всегда можем считать, что р {0] = 0. Действительно, обо­
значим атом меры в точке t = 0 через Но-.
Тогда

F(z) = J е։|"'<М0 = Рч-04- Ce։l"‘rfH(O.
Г Г\>>
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Доказательство леммы 1. Пусть
х = Re z, у = Im z, б = arg z.

Тогда
|е։ ln *| = |е(х |/| +'ar« ^|=er lnl'|_y ։гк <

В силу условия (Д) |arg /| < Ь.
Когда точка 0£Г, |ln (f)l ограничена и (15) показывает, что инте­

грал (1) абсолютно сходится при любом z, а потому представляет 
целую функцию.

Если О^Г, то —оо In |f -СС<^оо (<£Г) и равенство (15) пока­
зывает, что (1) абсолютно сходится при Re z}>0 и представляет ана­
литическую функцию В Re z^>Ö.

Для доказательства непрерывности /• (z) при условии р [0} = 0 
изолируем точку t = 0 сколь угодно малой о-окрестностью. Часть ком­
пакта Г, которая лежит вне окрестности обозначим через Г\Г«. Тогда

Ft. (z)= J е*1п< dp (t)

г\г4

— целая функция, так как 0£Г\Г<>
Покажем, что в замкнутом полукруге \z\ R, Re z > 0 (R — сколь 

угодно большое) функция /ч (z) равномерно сходится к F(z) при 3—0. 
Оценим разность F(z)— Ft, (z) (при 3<^1)

|F(z)—Fj(z)| < ( |ezln'| |rfp (0l<£ max }e։,n'| f |Z6*- (Oi՝՜^ e4/? f (01-
J /ers J J
r« Tj Г 5

Так как p [0) = 0, то j jrfp (f)l -» 0 и |F(z) — Ft. (z)| — 0 равномерно от- 

г։
носительно z, а это доказывает лемму.

В дальнейшем изложении мы считаем, что если 0£Г, то р (0] = 0
Выясним теперь, когда функции вида (1) при любой мере, со­

средоточенной на Г, являются функциями ограниченного вида.
Напомним ([21], [22]), что аналитическая функция /(z) назы­

вается функцией ограниченного вида в некоторой области D, если 
ln+|/(z)| имеет гармоническую мажоранту. Это определение инва­
риантно относительно конформных преобразований области.

Для случая, когда область D— единичный круг, наличие у 1п+|/(z) 
гармонической мажоранты эквивалентно ограниченности интегралов

2»

j ln+|/(pe'’)| С<^ + оо, 0<г<1. (16)

о
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Любая функция ограниченного вида может быть представлена 
как частное двух ограниченных аналитических функций. (Последнее 
условие есть необходимый и достаточный признак функций ограничен­
ного вида). ,

Лемма 2. Для тою чтобы функция вида (1)была функцией 
ограниченного вида в полуплоскости Re z О при любой мере р, со­
средоточенной на заданном компакте Г, необходимо и достаточно* 
чтобы компакт Г лежал на положительной полуоси.

Доказательство. Пусть сперва Г с [0, то). Положим

1. = sup Г, а = 1п а, С = Irfp (/)]•
г

Из оценки (15) получаем 
|F(z)'< Ceattci, (17)

т. е. In \F(z)| < а Rez'-f- In С и, следовательно, гармоническая функция 
а Re z + In С есть мажоранта для ln+|F(z)|. Поэтому/•’(z) — функция 
ограниченного вида.

Допустим теперь, что компакт Г не лежит на положительной оси, 
т. е. для которого arg t =F 0; для определенности считаем, что 
arg 0.

Возьмем меру р, сосредоточенную в одной этой точке t, пусть 
Р f/| = 1. Тогда

F(z) = ezln'.
Сделаем конформное отображение на единичный круг |С| < 1

*=^77« ՝ = реЧ 0<р<1,

Для функции /(С)я=/(ре'?)=/’^|-^—получаем

l/(?e'*)|=eln fl- 1 ------— arg/------ ----------------
1—2р cos <р 4-рг 1—2pcos? + p“

Покажем, что для f (С) не выполняется условие (16). Действи­
тельно

2к 2х
> (In I/ (ре'9)| [ In 14 ------ ------------- </<р 4-

J J 1 —2р cos ф + р։
« -

+ 1аг?4 Г—-р 'sln
J 1 — 2р cos ф+р (18)
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(Мы взяли интервал 2՜], чтобы второй член (18) имел положительный 
знак). Но второй интеграл в (18) стремится к sc при о -*1, а первый 
ограничен.

Основываясь на теоремах единственности для функций ограничен­
ного вида (теоремы 1, 2) и лемме 2, можно доказать следующие две 
теоремы.

Теорема 5. Пусть компакт Г расположен на луче argt — 
— с = const, а последовательность точек [z*}ос, Z/,=^=Q удов­
летворяет следующим условиям:

{z*} лежит в угле |arg г\ < о > (19)

5гт=то’ (20)
|z*+1| —|z*|>rf>0. (21)

Если для функции вида (1) выполняется условие
.. In |F (zv)|lim ---- !—-—~ = — со, (22)

* “ |г*|
то F(z) s 0 и мера |» = 0. В то же время, если 0 — предельная 
точка, то для любого сколь угодно большого 7V^>0 существует 
функция F(z)^0 вида (1), для которой

Ihü —'֊֊ -И. < - N. (23)
|z*|

Д о к а з а т ел ь ст в о. Рассмотрим сперва случай, когда Г содер­
жится в [0, оо ) (с = 0). Тогда по лемме 2 F(z) —функция ограничен­
ного вида в Re z > 0 и справедливость первого утверждения нашей 
теоремы получается из теоремы 1, если условия (2), (3) и (4) пере- 

z—1считать с помощью конформного отображения С =------ круга К|<^1 на
z + 1

полуплоскость Rez>>0. Условие (19) получается из требования в тео­
реме 1 расположения точек {Z*| в секторе с вершиной в С = 1.

Если компакт лежит на луче arg t — с =£ 0, то при помощи 
функции

t=t‘ е‘ = t' е‘с, <£Г, t'£ [0, со) 
отобразим Г на положительную ось. Образ компакта Г обозначим Г'. 
Получаем

F (z) = у ez In ‘ </|i (t) = ez ln V ‘ic՝1 dp (t' elc) — 

г Г' 

Г'

ег 1п'' е'“ dv (f elc),
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отсюда
Г(г)=(7(г)е'“,

где С(г)== ег1п<' (1' е1с)— функция ограниченного вида, 
г*

Из (24) имеем
|С (г*)| _ 1п \Р (г»)| __ 1п |е'^| >

1П |**| “ |«*| ',*»!

(24)՝

но |е"*<’|= е1?е<"*‘֊>== е~с՝тг».
Значит

.. 1п |0 (г*)| .. 1п I/7 (ял)| . 1т
11т ---------------- -11т----- ■— ----------!֊ 11т с ——-

Ы « - - |х*| * - - !*»■!

Следовательно, в сиду (22)
1пЮ(г*)| 

пт ---------------к = — ос,
* - - 1**1

1т г*так как------ ограничено.
1**1

Поэтому С(г) = 0 и, следовательно, ^(г)=0.
Докажем теперь, что из равенства /г(г)=0 следует, что и р(/)=0.
В частности, из Е(г) =0 вытекает^что /’(л) = 0, п. = 1, 2, • • •. Это

дает 1п г/р (/) = 0, л •= I, 2,•••. Если \ </р(/) = В 0, то присое-
Г г

диним к Г точку 0 (если 0£Г) и положим Г։ = Ги {0|. На Г։ определим 
меру |*։, положив

1Ь 10} = — В, (е) — р (е), если ес Г. Тогда получаем

I = О, Л = 0, 1, 2,- •.

Так как компакт не имеет внутренних точек и не разбивает плоскость, 
то система степеней |/Л| на нем полна (в силу аппроксимационной 
теоремы Вейерштрасса-Лаврентьева (см. [12]) и поэтому мера Р4 = 0, 
Но тогда и мера р==0, и первая часть теоремы доказана.

Для того чтобы убедиться в справедливости второй части теоре­
мы, рассмотрим последовательность точек (/ш| компакта Г, сходящую՜ 
ся к нулю. Пусть р сосредоточена в единственной точке

/«: = |6п|е/г, ,Р !<„,)= 1, 0< <1.
Тогда Е (г) имеет вид

Е (г) = е 1п , где 1п |/т|< — А^,
— сколь угодно большое число. Имеем
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limЛ-*'*
In |F(zm)| 

|z<nl
limЛ-» »

/In |/m| (Re zn—c Im zn
՝ l«»l

NI 1- Re 1՛ Zn s hl •* . x— /V lim ------ — c hm —-----<. N cos о — c sin o.
л—~ |z4| «-֊•» ]zn\

Значит Г (г) =е'п'т удовлетворяет условию (23) и Л (г) =йО.
Замечание. В случае, когда 0 не является предельной точкой 

для Г не трудно понять, что условие
11„ ^(»■)՛-------„

п — ™ |гЛ|

не является необходимым для того, чтобы F (z) вида (1) была тож­
дественным нулем.

Такими же рассуждениями, как в теореме 5, но основываясь 
вместо теоремы 1 на теореме 2, придем к следующей теореме.

Теорем а 6. Пусть компакт Г, по-прежнему расположен на 
луче arg t = с, а Zk—*°o, [последовательность {z*|, z*=/=0 такова, 
что

SRe zn -- = ОО, 
п 1гл|г

|z*|’ л , ,—-------- —----- > а > U, а не зависит от к.
Re z*֊i Re zi

Если для функции вида (1)

lim In |F(z„)| = - «=,

(25)

(26)

(27)

то F(z)=0 и мера ц == 0.
Замечание. В случае, когда точки z* лежат на вещественной 

оси, или более обще, расположены на некотором угле |arg z|-C , 
2 

то относительно точности теоремы 6 можно сказать то же самое, что 
было сказано в теореме 5.

В том случае, когда компакт Г не умещается на луче, свести 
задачу единственности для F(z) вида (1) к задаче для функции огра­
ниченного вида простейшими приемами не удается. Более того, уже 
простейшие примеры показывают, что для этого случая теоремы с 
условиями (19)—(23), или (25) —(27) для интегралов (1) не справед­
ливы.

Пример. Рассмотрим компакт, состоящий из двух симметрич­

ных точек = e,e, t2= е~1а. Возьмем р {Л) = — и р (£,) = — . Из 

г
ег 1п 1 rfp (f) получаемF(z) =
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F (z) = — (в֊՜г‘'+вг е~") = -֊- («'" + e՜'“).
2

откуда F(z) = cos«z. Нули функции F (z) = cos ։ z — следующие: 
z_<=—/д + —Y Они удовлетворяют условиям (19) — (21), но 

а \ 2/
cosaz^feO.

Перейдем теперь к нашей основной теореме, касающейся произ­
вольного компакта Г, удовлетворяющего условию (А).

Только что приведенный пример показывает, что если мы хотим 
делать заключение F (z)=0 из условия (20) для любого F (z) вида (1), 
то мы должны изменить условия на расположения точек |zn). Опять- 
таки рассмотрение указанного примера приводит к мысли, что усло­
вие (20) следует заменить условием типа

lim — >£>>0,

где D зависит от Ь (на Г\{0} |arg (| < b согласно условию (Л)).
В этом направлении имеет место следующая теорема, в доказа­

тельстве которой используется теорема 3.
Для случая произвольного компакта Г, удовлетворяющего усло­

вию (Л), имеем для функции F(z) вида (1) следующую оценку роста

|£ (ге'°)| |е-1п ' | |</р- (0|= j 1/1 _у ։гЕ' (ОК

е ах + b |у| _ е(а со։ 8+ b (sin 0)) г, (2g)

где а = sup 1п |/|.

Теорема 7. Пусть Г — компакт, не разбивающий плоскость, 
не имеющий внутренних точек и удовлетворяющий условию (Л), 
и пусть F(z) имеет вид (1). Пусть, далее, последовательность 
комплексных чисел |гЛ} удовлетворяет условиям (8), (9), (10). Тог­
да, если

Ita ln lffa)l = - », ■ (221
я - ’ |гя|

то F (z)=0 и мера ц ֊ 0 (предполагается, что р {0) = 0).
Доказательство. В интеграле (1) делаем замену переменной 

ln. t = и. Компакт Г переходит в некоторое множество, которое обо­
значим через Е. Тогда

F(z)= Je«'rf|x(e“). (29)

Множество Е является замкнутым, не имеет внутренних точек и имеет 
связное дополнение (не разбивает плоскость). Если 0£Г, то оо £ Е.
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Из условия (22) в силу теоремы 3 вытекает, что функция F (г) на 
вещественной оси убывает по закону

Пт 12_И(Х)| _ оз. (30)
х - * X

Последнее можно написать в таком виде
|Г(х)|<е-И' (31)

для достаточно больших х, где Л^>0—сколь угодно большое число.
В силу условия (31) интеграл

ес

j F (х) е~х- dx 

о
равномерно сходится вместе со всеми производными по » в круге 
|;| М. Это означает, что функция

ес

Ф (С) = j F(x) е-л dx

о
регулярна в круге |С| М, а поскольку М произвольно, Ф (') — целая 
функция. С другой стороны

Оценим подынтегральное выражение во внутреннем интеграле 
|е(0—։)«-| = ег Ие (и-С) .

При Ее'^>а, где а = зир1п|(|, Ее (и— ^)<^0 и значит внутрен­
ний интеграл существует.

По теореме Фубини возможна перемена порядка интегрирования
■в

ф (С) = Д ] с/р. (е") = С . (32).

Е О Е

Мы доказали это равенство при условии, что Ее г-.^>а, но по пр ин 
ципу аналитического продолжения, это равенство имеет место всю­
ду, где сходится последний интеграл, т. е. везде вне множества Е, 
поскольку это множество не разбивает плоскости.

Доказательство теоремы завершает следующая
Лемма 3. Пусть Е — замкнутое множество, не разбивающее 

плоскость и не имеющее внутренних точек. Пусть целая функция 
Ф (С) представима вне Е интегралом типа Коиги-Стильтьеса



Е

где мера Ц, заданная на Е, имеет конечную вариацию

У (и)( < + оо,

и если оо £ Е, то ц(оо|=0. Тогда у-= 0.
Доказательство. Если оо £ Е, то утверждение леммы сле­

дует хотя бы из того, что в оо получаем Ф (со) = 0 и, следовательно, 
ф(') = 0 (по теореме Лиувилля). Отсюда следует, что^ ип^—0,п = 0,- ■ •, 

Е
и в силу полноты системы |п"} на Е (теорема М. А. Лаврентьева, 
см., например, [23]) н = 0.

Рассмотрим случай, когда оо £ Е. Разлагаем I — в степенной 
.) С — и
Е 

ряд по степеням С — «0, где и0 £ Е. Получаем

Ф (О - [■ С----- -----------  = С у <■ ֊ ->■ („) _
3 С —и 3, —и0—(и—П0) ,)“(и — И0)"+։
ЕЕ £ 0

= 2 (С —по)" С(и — и0)՜ "-։ (и). . (33)

0 £

В (33) сделаем замену переменной V = - 1---- . Замкнутое множество
а — и0

Е переходит в компакт Е. Точке со на Е соответствует точка 0 на 
Г. В силу условия леммы

|^{0]=0. (34)
Из (33) получаем

где
с«.֊-֊ 1 \ п=0, I,-.- (36)

•» 1 \ V !
‘г Е

коэффициенты разложения целой функции Ф (С). Поэтому ся; п=0,1, • • - 
■удовлетворяют условию

Ит - 0. (37)

Используем теперь следующую теорему С. Я. Хавинсона ([9])-
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Пусть Г — компакт в комплексной плоскости, и и—некоторая борелев- 
ская комплексная мера на Г. Положим

с, = г" dp, п=1, 2, •

и пусть lim = 7?. Относительно устройства Г предположим сле­
дующее. Пусть D — круг |z| < /? и Г' — часть, лежащая вне D. Если 
2—дополнительная к D U Г область содержащая со, то Г с: 52. При вы­
полнении всех этих условий замкнутый носитель меры ? содержится в D.

В нашем случае, в силу (37), R = 0 и замкнутый носитель меры 
[1 есть точка 0. Но нам дано, что ц {0} = о, следовательно, р=0.

Лемма доказана, а с ней завершено и доказательство теоремы 7.
Условие r.D^>b в теореме 7 является существенным. Чтобы убе­

диться в этом рассмотрим компакт из двух точек е,в и е~/в .
Как уже отмечали, функция

E(z) = cos az 0
имеет вид (1).

К нулям этой функции теорема 7 неприменима, так как нули функ­
ции cos az не имеют необходимой плотности: не выполняется условие 
r.D^> b. Для нулей cos a z; zn = —~ fn + — \ 

a \ 2 /

D = lim—= lim -----~

a \ 2/

индикатор cos az есть h (9) = a (sin 0), следовательно здесь b = a, зна­

чит K’D=---- = a = Ь и условие ~Z)> b не выполнено.

Важно отметить, что наша теорема 7 существенно связана с видом 
(1) нашей функции, а не просто с оценкой роста (28). Так, скажем, 
функция e-zlnz удовлетворяет оценке (28), но убывает на веществен­
ной оси как е~х 1п г.

Но еще важным представляется то обстоятельство, что и для 
функций вида (1), где компакт Г разбивает плоскость, теорема (7) 
перестает быть верной.

Рассмотрим следующий пример. Компакт Г — контур сектора 
единичного круга, симметричный относительно оси ОХ, раствор угла 
2 то, где о — положительное число, мера

е-(-0 -₽ 
(0 =---- --------  dt,

где t = |/| е±гт на боковых сторонах сектора и t = s'0, —то < 0 то — на 
дуге единичной окружности и функция
50-6



О. А. Мурадян82

G(z)- (38)

Выясним, когда мера Р будет иметь ограниченную вариацию, т. е. ко­
гда

|Л| < со.

Рассмотрим выражение
ig-t-tJ-P! _ [ (_/)-₽ е-(р+1)1л(—]еЧ-0-1'-(Р+П1п/| — еВе(-/)֊։>-(|>+։)1п|/|.

I fp+‘ I 1
(39)

Но Re(-f) 'P=M“p cosparg (—/)=|f|֊P cos «pa.
Из (30) получаем

e~(՜'1 f |/|-f cos«։p-(p + 1) In |/| — el/!“P |cosn։p-(p +1) |f|P In //|| (40)
| #P+1 ~ e v ’

Если |Z| ■+ 0, то |fl~f In |f —*0, a °o. Тогда (40) показывает, что 
мера ji будет иметь ограниченную вариацию, если

cos^ap^>0, т. е. р

Считая далее а = , сделаем в (38) замену переменной
Р

t = — u~l'f. (41)

Компакт Г переходит в контур С, состоящий из окружности некото­
рого радиуса о и двубережного разреза по лучу [о, +°о). Контур С 
пробегается так, чтобы движение по окружности происходило по ча­
совой стрелке.

Из { = — и-1/Р имеем

сП = — и-1/(|՜1 с!и, = (— и_]/р )?г = (— и)՜', 
Р

(₽+> = _ и-։-1/р։ е-(֊0-Р = е-и, 
отсюда

С(я) = - — I (-~ц) 2е~" Ц ' •'~1 </и = — А С (-ц-' е~и с!и. (42) 
р .] и՜1՜1'!* р .1

С с
При этом мы можем фактически считать радиус о окружности, 

входящий в С сколь угодно малым. В теории гамма-функции Эйлера 
(см. [25]) известна формула

1 7
.= — | (—м)'։е-и (представление Ханкеля).Г (г) 2и.|

с
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Следовательно։ из (42)

Для функции I (г) известна асимптотическая формула Стирлинга 
([24], [25]): 1п Г (х) ~ г 1п г. Из (43) получаем, что на вещественной 
оси

1п С (х)дг — х 1п х.
Таким образом, условие (22) для произвольной последовательно­

сти {хЛ] —• на вещественной оси выполнено, но б(д)^=0.
Для случая произвольного компакта Г (удовлетворяющего условию 

(А), оценка (28) показывает, что имеет место и оценка (12; со сколь 
угодно малым Зи и = 6, а ։ = 0. Поэтому справедлива следующая 

теорема (нам удобно обозначить к из теоремы 4 через
Р

Теорема 8. Пусть дана функция вида (1),где Г—произвольный 
компакт, удовлетворяющий условию (И). Пусть |яЛ} удовлетво­
ряет условиям (8), (9). Если

Г(жЛ)=О(е“’/’|'»|1ви"1) (13)

и то /г(х)=0.

если Пример показывает, что если р^>

Наш пример показывает точность этой теоремы. Действительно, 
теорема утверждает, что при соответствующих условиях Е (г) = 0,

—, то существует функ- 
2а 

ция вида (1), не равная тождественно нулю и убывающая на веще­
ственной оси со скоростью (13).

Покажем теперь, основываясь на теории двойственности из [1] — 
[6], применения теорем 5 — 7. в вопросах, связанных с учетом вели­
чин коэффициентов в аппроксимационной теореме Мюнца (для более 
общих компактов, чем [0,1]).

Приведем здесь нужные нам понятия и факты из [9], [10].
Пусть X— нормированное пространство. Рассмотрим, наряду с 

X, последовательность п-мерных пространств Еп,’состоящих из точек 
От • • М> п = 1, 2, ■ • •. В Еп считаем заданной норму (или полунорму) 
р (Ч • • • 1л)> причем предполагаем выполненным следующее условие 
согласования:

Р От՜ ՛' ',՝п) = р От՜ • ֊1п» 0 - • -0) 
т—п 

для V т^>п и любых ■ • лЛ. Сопряженное к Еп пространство обозна­
чим через Еп, а норму в Еп — через р*. Выделим в X систему эле­
ментов {фД, у = 1, 2,•••.
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Определение. Мы скажем, что система (?;) будет о (р) 
полна в X, ем для у«>£Л՜ и у г>0 существует* многочлен 
Л
2 X/ <?/ такой, что 
1

|л .,
<0—2 >֊/?/ |<е и р (>Т ■ • >.л) <3. (44)

। I

Теорема 9 ([9], [10]). Для того чтобы система {?Д была 0 (р) 
полна в банаховом пространстве X необходимо и достаточно, чтобы 
для у I £Х* из условий

Р*(/(?1)-••/(?«))<!, п = 1, (45)
следовало бы, что I =0.

В качестве X будем рассматривать пространство С (Г) непрерыв­
ных на компакте Г функций.

Теорема 10. Пусть относительно компакта Г и последова­
тельности точек |г*), к = 1, 2,••• выполнены условия теорем 5 
или б. Пусть дана также последовательность положительных чи­
сел у*, к = 1, 2,• • •, V* -» со. Положим

п
Р От» = Р • • М = 2 е-’л |лЛ|. (46)

1

Система степеней

1, (47)
будет о(р) полной в пространстве С (Г). Если 0—предельная точ­
ка Г, |«„] удовлетворяет условию (19) и при сколь угодно большом 
/У^>0 положим

Рг ().О1 X,- ..).,)= р •. ).„) = 2 е'*«• |).л|, (48)
1

то система (47) не будет о(р1) полна в С (Г).
Доказательство. Пусть I — произвольный линейный функ­

ционал над С (Г). Он имеет вид:

/(/(0)=^ /(С</И(О» (49)

где р (0 — некоторая бэровская мера на Г. Условия (45) примут те­
перь вид

/(1) = 0,
е’я,х1/(<։")|<1։ Л=1, 2,... (50)

(первое из этих условий получается потому, что в устройстве р 
член с л0 отсутствует, т. е. соответствующий вес при равен нулю).
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Рассмотрим на Г меру (е) = ;* (е) -'ЦеП (0|), не имеющую 
атома в 0 (если 0£ Г). Для этой меры

п =1, 2,-•• (51)
г г

(см. замечание после леммы 1). Если ввести аналитическую функцию

Г(г) = е* 1п 1 ({), (1)
г 

то из условия (50) следует, что

|Г(яя)| = |/(хл)| <е-, (52)
и поэтому по теореме 5 (или 6) ц։=0. Но тогда в силу первого из 
условий (50) ==0.

Мы доказали первую часть теоремы 10. Доказательство второй 
части строится снова на использовании теоремы 9 и второй части 
теоремы 5.

Теорема 11. Пусть относительно компакта Г и последова­
тельности точек (я»], к =1, 2,- • • выполнены условия теоремы 7. 
Определим р и рг равенствами (46) и (48) соответственно. Си­
стема степеней (47) будет о (р) полна в С (Г), и если О—предель­
ная точка Г, не будет о (р^) полной в С (Г) при сколь угодно боль­
шом А(>0.

Доказательство дословно такое же, как в теореме 10, но с сыл- 
кой на теорему 7 вместо теоремы 5 или 6.

Мы не остановились здесь на аппроксимационной интерпретации 
теоремы 8, она связана уже не со всем пространством С (Г), а с 
пространством функций, непрерывных на Г и аналитических во внут­
ренних точках Г.
Ленинаканский филиал Ереванского 
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0. Ա. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ. Մյուսցի թեորեմում* մոտարկող սպրեցատների ցործակիցների անի մասիս 
(ամփոփում յ

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է Մյունցի մոտարկման թեորեմայի մեջ գո րծակիցների 
թույլատրելի արժեքների հարցը։ Ընդ որում, աստիճանների գործակիցները, ընդհանրապես
ասած կոմպլեքս թվեր են, իսկ մոտարկումը կատարվում կ [0, 1] հատվածից ավելի ընդհանուր 
կոմպակտների »էրա։ նշված հարցը երկակիորեն կապված է միակության այն թեորեմաների 

հետ, որոնցում է (ր) = 0 մտահանգումը հետևում է (^/ւ) } բավականաչափ արագ նվա­
զումից։ ^-ի և հաջորդականության վրա դրվող որոշ պայմանների դեպքում նրանից, որ
'ֆունկցիան այդ հաջորդականության վրա նվազում է տվւսծ ձևով, հետևում է ֆունկցիայի նույ- 
նաբար զրո լինելը։
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O. A. MURADIAN. On the grouth of coefficients of approximating aggregate» 
In Münts theorem (summary)

The article sudios the coefficients in the MGnts approximation problem, in 
which the exponents t*“ are in general complex numbers, and approximation is car­
ried out on the compacts more general then [0, 1]. The main result (theorem 7) 
states the conditions on (։„) and T, under which from the given rate of decrease 
of f (z) is follows, that / (z)=0.
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