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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա 'Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անդլերեն 
(ոուսերեն և անդլերեն) լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

2, Մեծատառ լատինական տասերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերինէ պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու դծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին Էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե- 

և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

Տ, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

?. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետ, է ստորադրի հողվածը, նյի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը, 
10. Հեղինակներին ուղարկվում կ անվճար նրանց հոդվաձի 25 առանձնատիպեր։
եմրադրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, դիւոությոձների ակադեմիայի Տե­

ղեկադիր, սերիա սՄաթեմաաիկաո,
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77/ О ЧИСЛЕ ЗНАЧЕНИЙ, ПРИНИМАЕМЫХ ЦЕЛОЙ
-г— ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ

НЕИЗОЛИРОВАННО

1“. Говорят, что функция /(я), заданная в некоторой области 2), 
принимает значение а неизолированно, если множество корней 
функции / (я) — а имеет в О точку сгущения. Нетрудно привести при­
мер полианалитического*  полинома любого порядка п^>1, который 
принимает неизолированной бесконечно много значений (и даже каж­
дое принимаемое им значение). Такова, например, функция

* В дальнейшем пишем „п. а.** вместо слев „полианалнтический“ или „поли- 
аналитическая“.

Ниже выражение „аналитический полином“ обозначает, естественно, полином
Р (х), зависящий явно только от х, но не от х. Для справок относительна термино­
логии, принятой в данной заметке, см. нашу

(я + я)՞՜1.
Нетрудно привести пример целой трансцендентной, п. а. функ­

ции порядка п, которая принимает n—1 значений неизолированно. Та­
кова, например, функция

л —1 
я+ z + cos я • ]՜] (я+ я — А), 

4=1
которая принимает неизолированно каждое значение к (к=1, 2,• ••, 
п—1), а именно, на всей прямой 2х=к.

Однако, оказывается, что верен такой результат: принимать 
неизолированно п различных значений целая трансцендентная 
п-аналитическая функция не может.

В данной статье мы намерены установить это предложение (на 
самом деле мы докажем более общее утверждение—см. ниже, теоре­
му 2).°

2°. В ходе доказательства нам потребуется следующее вспомо­
гательное утверждение.

Лемма 1. Если п. а. функция порядка п имеет неизолиро­
ванный корень, то существует аналитическая дуга, заполненная 
корнями этой функции.

Доказательство. В случае бианалитических функций лемма 
была ранее доказана в [2]. Опираясь на это и на „подготовительную 
теорему“ Вейерштрасса, рассмотрим общий случай.

Пусть функция

Ж
•м։<ничп.
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л—1_
/ (*)  = 2 г*  А), (г)

л-аналитична в некоторой окрестности точки а, причем эта точка 
является для / (г) неизолированным корнем. Без потери общности 
можно считать, что а =0. В силу „подготовительной теоремы Вейер- 
штрасса (см., например, [3]) возможно функцию

Л—1
§ (г, 2 ш" Ац (г)

л—о
представить в виде такого произведения:

§ {г, -ш) = г*  2 (я, ш)• Р± (я, - • -Р, (я, »)»
где I* —целое число, |а^>0, “ (г։ ш) — функция, голоморфная и отлич­
ная от нуля в некоторой окрестности точки (0, 0), а Рк (я, го) (&=!»•••

з)—неприводимые отмеченные псевдополиномы. .Если /(я) имеет 
неизолированный корень, то хотя бы одна из функций Рн (г, г) должна 
иметь неизолированный корень. Таким образом, нам достаточно дока­
зать справедливость леммы 1 лишь для п. а. функции, являющейся 
сужением на плоскость то = я некоторого неприводимого отмеченного 
псевдополинома вида

т—1
Р (я, ш) = 2 го*  ан (я) +- шт

*-о
(все ан (я) аналитичны в точке гя = 0).

В силу „теоремы о явном задании аналитической поверхности“ 
(см. [3], стр. 98) уравнение

Р(я, го) =0
в некоторой окрестности Л точки (0, 0) равносильно совокупности т 
уравнений вида

го — А (]/ я ) =0,
где А (С)—голоморфная функция в точке С=0. Для каждой точки 
(я, го) из Д, лежащей в плоскости го =я и обращающей в нуль функ­
цию Р(я, го), имеем, что

я — А (уАг ) =0

хотя бы при одном значении корня т/~я. Перейдем к новому пере­
менному С путем замены: я = С՞1. Тогда хотя бы для одного С, удов­
летворяющего последнему условию, имеем — А (С) =0. Так как (по 
условию) точка я =0 — предел последовательности {я,} корней функ­
ции Р (я, я), то должна найтись такая последовательность [С,}, что- 
при V —► оо

С,-» 0 и С,"-Л(С) = 0.
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■Отсюда (рассуждая, как в [2]) легко убедиться, что А (С) = С™ а (С), 
где а С) — аналитическая функция в точке С=0 и а (0)=^=0. Поэтому 
можно \т — А (С) записать так:

(СИ рР-МК)], (1)
»-I

где X*  (Л =1,- • •, т) — корни из единицы, а 0 (С)—одна из ветвей функ­
ции а (С). Так как точка С=0 является неизолированным корнем 
для функции (1), то эта точка—неизолированный корень хотя бы од­
ной из бианалитических функций С — X*  б (С). Следовательно (в силу 
того, что доказываемая лемма справедлива для бианалитических 
функций), наверняка найдется такая аналитическая дуга 7 (С = X 
а каждая точка которой является корнем функции (1); можно

* Иначе говоря, П (я) не вожет быть представлена в виде произведения двух 
целых полианалитических, но не аналитических функций.

считать, что Х(а)=0 (т. е. одним концом „дуги корней“ служит пре­
дельная точка для корней). При отображении г\-= С՞1 дуга 7 пepeйдeյ 
в некоторую аналитическую дугу Г (имеющую своим концом точку 
и=0). Тем самым лемма доказана.'^ __ _

3°. В статье [2] было установлено, что мероморфная бианалити- 
ческая функция В (я), имеющая неизолированный корень, представима 
в виде

В(я)^М(я)-И(я), (2)

где М {г) — мероморфная аналитическая функция, а V (я)— вырожден­
ная п. а. функция (т. е. осуществляющая вырожденное отображение). 
Учитывая приведенное в [4] явное выражение для вырожденных меро­
морфных бианалитических функций, можно в этом утверждении счи­
тать V (г) вещественнозначным полиномом. Очевидно, что приведен­
ная выше формула (2) остается в силе и для функции, являющейся 
произведением нескольких мероморфных бианалитических функций, 
каждая из которых имеет неизолированный корень. Если же функция 
В (г) является произведением мероморфных бианалитических функций, 
среди которых некоторые имеют неизолированные корни, а другие 
имеют лишь изолированные корни, то для нее, очевидно, представле­
ние (2) тоже останется в силе, если под М (я) понимать мероморфную 
п. а. функцию, имеющую лишь изолированные корни.

Мы намерены доказать, что такое же представление возможно и 
для каждой мероморфной п. а. функции; а именно, верна следующая

Теор’ема 1. Всякая мероморфная п. а. функция представи­
ма в виде произведения мероморфной, п. а. функции, имеющей 
лишь изолированные корни, на вещественнозначный п. а. полином.

Доказательство. Сначала рассмотрим целую п. а. функцию 
П (я) точного порядка п^-2, которую будем предполагать неприводи­
мой в классе всех таких функций*:
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л—1
П (г)= 2 г*  ек(г),

* Функция О (х, а) называется целым делителем целой функции С (х, т), 
если 23 (х, то)—целая функция и существует такая целая функция Н (х, то), что

С (х, то) = 23 (х, то) • Н (х, то).

*-о

где все в*  (г) — целые аналитические функции. Будем еще предпола­
гать, что П (я) имеет неизолированный корень. Понятно, что П (г) 
всегда можно записать в виде

П (я) = е (г) ■ « (Д (3)
где е (я)—целая аналитическая функция, а функция

л —1_
к (я) э 2 я*  а*  (я) (3')

л=о

—целая п. а. функция, у которой все аналитические компоненты а»(я) 
(Л=0, п—1) не имеют общего корня, причем « (г) 'тоже непри­
водима (в вышеуказанном смысле).

Построим две вспомогательные целые функции (целые псевдопо­
линомы) двух независимых комплексных переменных:

Л—1
А (г, о>) = 2 ш*  ак (я), (4)

*-о
___ л—1

В (я, ш)= А (ш, г) =2 я*  6*  (ш), (5)
*-о

где ____
Ьь (ш) = а*  (ш).

Докажем, что найдется такая целая аналитическая функция А (я, то), 
что

А (г, ш) = В(г, то) ехр А (я, о>). (6)
Воспользуемся тем, что каждый целый делитель целого псевдополино­
ма*  также является, с точностью до сомножителя, являющегося целой 
функцией без корней, целым псевдополиномом ([5}). Из теоремы 
Пуанкаре ([6], стр. 219) следует, что должны найтись такие целые 
функции а (г, ш), Ь (г, то) и £> (я, ш), что
1) А (я, то) =£> (я, из)-а. (г, та), В (я, ш)=Д(я, ш)-6 (я, то), (7) 
2) в каждой точке (я0, ш0), где а (г, ш) и Ь (г, то) одновременно об­
ращаются в нуль, ростки функций а (г, т) и Ь {г, ш) взаимно просты 
в кольце ростков голоморфных в этой точке функций.

Если бы функция £>(я, ш) не обращалась нигде в нуль, то при 
любом выборе корня я0 функции к (я) точка (я0, я0) оказалась бы об­
щим корнем функций а (г, то) и А (я, то). Следовательно, эта точка 
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оказалась бы точкой неопределенности для мероморфной функции 
A (z, w)/B(z, w). Так как множество всех корней функции к (z) имеет 
по условию (конечную) точку сгущения, то оно содержит аналитиче­
скую дугу (см. лемму 1); поэтому множество всех точек (z0, z0), яв­
ляющихся в Сг точками неопределенности мероморфной функции 
A (z, w)/B (z, w), не является дискретным. А это невозможно для 
мероморфной функции двух комплексных переменных (см. [3], стр. 157).

Итак, существуют точки (г, to), в которых D (z, w) обращается 
в нуль. Следовательно, D (z, w) представима в виде

D (z, w) = Н (z, w) d(z, to),
где d (z, w)—псевдополином (no to), a H (z, to)—целая функция, ко­
торая вовсе не имеет корней. Известно, что в таком случае найдется 
такая целая функция f (z, to), что Н (z, и>)=£ехр 7 (z, to), так что

D (z, to) = d (z, to) exp 7 (z, to). (8)
Покажем, что a (z, to) нигде в Сг не обращается в нуль. Дей­

ствительно, допустим противное; тогда a (z, w) представима в виде
a (z, w)=a (z, to) exp S (z, to),

где 3 (z, w)—целая аналитическая функция от z и to, a a (z, to) — 
псевдополином no to, обращающийся в нуль хотя бы в одной точке. 
Но тогда

A (z, w) = d (z, w) a(z, to) exp E (z, to), (9)
где E (z, to) =7 (z, to)+<5 (z, to). Так как при каждом z хотя бы одна 
из аналитических компонент a*  (z) псевдополинома A (z, to) (согласно 
оговорке, сделанной в начале доказательства) не обращается в нуль, 
то тем же свойством обладают псевдополиномы d (z, to) и a (z, to) 
(и, следовательно, их точная степень по to выше нулевой). Функцию 
Е (z, to) можно разложить в ряд Хартогса:

Е (z, to) = 2 E*(z)  to*,  
k-0

где все Е*  (г) — целые аналитические функции. Невозможно, чтобы 
хотя бы при одном к^>1 было Еъ (г)^0, ибо, выбрав г0 так, чтобы 
хоть одно из чисел Е/, (г0) (&^>1) было отлично от нуля, мы получили 
бы из (9), что

exp Е (z0, «,)֊^-(z0,w)
d (z0, to)-a (z0, to)

а это явно невозможно (трансцендентная функция не 
ся равной рациональной); следовательно

Е (г, ш) = Ео (г),

может оказать-

/

A (z, to) = d (z, to) -a (z, to) • exp Eo (z). (10)
Отсюда видно, что псевдополином A (z, to) приводим в кольце целых 
псевдополиномов;. поэтому п. а. функция П (z) приводима в классе 
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целых п. а. функций, что противоречит ограничению, наложенному на 
П (z) в начале доказательства.

Итак, a (z, w) действительно не имеет корней, т. е. 
a (z, w) = exp Aj (z, <ш), 

где А։ (z, w)— целая аналитическая функция.
Аналогичные рассуждения применимы и к функции b (z, w), 

если воспользоваться тем, что В (z, w)—псевдополином (по z); полу­
чим, что 6 (z, w)=expAs(z, w), где А2 (z, w)—целая аналитическая 
функция. Из (7) следует равенство (6):

A (z, w)=sB(z, w)expA(z, w), (6)
где A = А։ — A2 — целая аналитическая функция. Мы ниже убедимся, 
что А (z, to) не зависит от w. Сначала докажем более слабый факт: 
возможно подобрать п различных чисел wu w3,-՛-, wn так, чтобы 
каждая разность

A (z, w,.)—h(z, wt) (k = 2, З,-) 
была постоянной (не зависела от z).

Допустим противное, тогда замечаем, что при любом выборе чи­
сла о>?я должны существовать еще такие 2п —1 чисел to*  (А = 1, 2,--՛ 
•••, 2n —1), что каждая из разностей

A (z, w*)  — A (z, то/)^ const
(A, Z = l, 2,--, 2п; к^=Г).

Из (4) и (6) получаем 
л—1
У: (z) w'k = В (z, Wk) exp A (z, Wk) (11)
v-0

(A-l, 2,- •, n), 
n — 1
У a»(z) w'k = В (z, wi,) exp A (z, wj (12)
* ==0

(A = n֊M, 2n).
Из каждой системы (11) и (12) найдем a„-i (z). Получим 

п
a,i-i (z) = У /л В (z, w^ exp A (z, Wk)~

Л
= У, 1.Л+» В (z, wn+k) exp A (z, wn+k), (13)

где ).*(A=1,...,  2n) — константы, В (z, w*) —полиномы от z. Восполь­
зуемся следующим фактом, который представляет собой частный слу. 
чай более общего результата, полученного Э. Борелем в [7]: если 
//>(z) (v=l, 2,•••, т)—такие целые функции, что

Н-, (z)— Ну. (z) Const при V |4, 
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a p.(z)—полиномы, то тождество
т
У p.(z) exp H,(z)=0 
»=1

возможно лишь тогда, когда р, (z)=0 при *=!,•••,  т. Применяя это 
предложение к тождеству (13), получаем, в частности, что

Л2„ В (z, W2n) s=0.
Но из (12)—(13) ясно, что Агя==О, ибо

•2 _ И (ТОл+1, Шл42,Ц>2л-1) 

И(шл + 1, Шл+2,- • •, Ш2л)

(числитель и знаменатель — определители Вандермонда). Поэтому 
B(z, W2j)k0. Так как это верно при любом win и при любом z, то, 
в частности, В (z, z)=0, т. е. к (z)^0, вопреки сделанному в нача­
ле доказательства ограничению, согласно которому к (z)—п. а. функ­
ция точного порядка п^-2. Итак, действительно, всегда должны су­
ществовать такие числа w„ w2, ■ • •, wlt и такие константы с1։ с,, - • - ,cn, 
что

h (z, w*)  — h (z, wj = c*.
Но тогда из системы (11) легко найдем, что при k=Q, !,-••, п—1

п
a*  (z) = у '/!* }В (z, шц) exp h (z, oj*)=  g*  (z) exp 6 (z), 

Vx=l
где I.V0 — константы, 0(z) = A (z, wj, g*  (z)—некоторый полином от z.
В силу (3) и (3') получаем, что

П (.z) = Е (z)q (z, z), (14)
где

Е (z)= е (z) ■ exp 0 (z)
—целая аналитическая функция, а

л-1_ 
g (z, z)= z*  дл (z)

»-■Ч> 
— п. а. полином.

Полином д (z, z) можно представить в виде
<Р (х, у) -Ь (х, у),

где (х, у) и 'Ь (х, у)—вещественнозначные полиномы. Так как П (z) 
имеет по условию неизолированный корень, то кривые <р (х, у) =0 и 
ф (х, у)~0 имеют бесконечно много общих точек. Известно (см. [8], 
гл. XVI, п. 75), что это невозможно, если полиномы ® (х, у) и ф(х, у) 
взаимно простые. Следовательно, существуют такие вещественнознач­
ные полиномы (от двух переменных х, у) Ф (х, у), W (х, у) и 
s (х, у) = V (z, z), что Ф (х, у) и Ф (х, и) взаимно простые и
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<Р (*>  У) = ® (*>  у)Ф (х, у), 4' (х, у) = 5 (х, у) Ч (х, у). 
.֊Но тогда

д (х, х) = [Ф (х, у) + 1՛ Чг (х, у)] У (х, я). (15)

Из формулы (14) следует, что
П(х>С(х)Т(х, я), 

где
С (я) = Е (г) ■ [Ф (х, ։/) + /'? (*,  у)]

— целая п. а. функция, имеющая лишь изолированные корни, а 
И (х, х) — полином, принимающий на всей х-плоскости лишь веще­
ственные значения. Так как П (х)—неприводимая п. а. функция, 
имеющая неизолированный корень, то С (х)—целая аналитическая 
функция.

Итак, для целой неприводимой п. а. функции, имеющей неизоли­
рованный корень, теорема верна. Но отсюда, очевидно, следует спра­
ведливость теоремы для произвольной целой п. а. функции. Если еще 
учтем, что мероморфная п. а. функция представима в виде отноше­
ния целой п. а. функции к целой аналитической функции, то убедимся 
в справедливости теоремы 1 в общем случае.

Отметим еще, что из хода доказательства ясна справедливость 
■следующего факта: всякая целая п. а. функция / (х), являющаяся про­
изведением неприводимых целых п. а. функций, каждая из которых 
имеет неизолированные корни, представима в виде произведения це­
лой аналитической функции С (х) на вещественнозначный п. а. поли­
лом V (г, х);

/(х) = С (х) V (х, х).
4°. Теперь обратимся к основной теореме данной статьи.
Теорема 2. Пусть

/ (г) = 2 х*  а*(х)
*֊о

— целая п-аналитическая функция;
р-,(г) (*  =1, 2,- • •, п)

— аналитические полиномы от х, попарно различные между собой 
(р»(г) 7^Рн(г) пРи 7 7= I1); Е.—множество всех точек я-плоскости, в 
которых / {г) и р. (х) принимают равные значения. Если каждое 
из п множеств Е, (*=!,•••,  л) ижеетл хотя бы одну конечную точ­
ку сгущения, то / (х)—л. а. полином.

Доказательство. Рассмотрим целую п. а. функцию
?Л2) = /(2)՜ рЛя) (*=!,•••,  л).

Ее можно представить в виде произведения конечного числа неприво­
димых целых п. а. функций; хотя бы одна из них (обозначим ее через 
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О, (х)) должна иметь неизолированный корень (ибо ®, (г) имеет неизо­
лированный корень). Поэтому (см. конец п. 3) возможно 6, (г) пред­
ставить в виде

6, (г) = С, (г) И, (г, г),

где С. (г) — целая аналитическая функция, а И, (г, г)—веществен., 
позначный полином. Ясно, что V, (г, г) имеет неизолированный ко­
рень. Множество всех корней полинома И, (г, г) обозначим через е,; 
понятно, что е, с Е..

Можно V. {г, г) записать так:

И, (г, г ) = У </*  (г) г*,
*—О

где все <?*  (г)—полиномы. В силу леммы 1 множество е, должно со­
держать аналитическую дугу 7, \г = Л,(я)), где Л,(я)—некоторая ана­
литическая (в какой-то области Д„ содержащей дугу 7,) функция. 
Ясно, что на 7, и, следовательно, в Д,, имеем

И, [г, А, (г)]=0.
Отсюда видно, что Л, (я) —элемент некоторой алгебраической функ­
ции; его можно аналитически продолжить в каждую точку 2-плоско­
сти, за исключением конечного множества точек 6, (состоящего из 
корчей полинома д,„ (г) и точек дискриминантного множества); это про­
должение, для которо:о сохраним обозначение то = Л,(г), также удов­
летворяет уравнению

И, (г, то) = 0. (16)

Убедимся, что все функции
Л, (я) (у=1, • • •, и)

различны. В самом деле, рассмотрим вспомогательную функцию двух 
независимых комплексных переменных г и то:

л-1
Е(г, ш) = 2 а*(я)  то*.

*-о
Тогда на 7,

Г [г, Л, (я)] = Г(г, я) =/ (я) = р, (г),
а, следовательно

Л [г, Л, (г)] вер, (г) (у = 1, 2, • • ■, п). (17)

Если бы оказалось, что Л,(г)=в Л.л (г) при то из (17) следовало 
бы, что р,(г)в5 рр. (г), что противоречит условию теоремы.

Пусть £)—какая-либо односвязная область в

С-38,
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(С — комплексная плоскость). Выберем для каждой функции Л,(г) по 
одной однозначной в D ветви А° (z). Из системы уравнений (ср. (17))

л —1
3 а*  (г) [Л? (z)J*  = р, (z) (V = 1, 2, ••֊,/>) 
Л—О

видно, что все a*  (z) выражаются через функции Л, (z) p-(z) рацио­
нально. Так как алгебраические функции образуют поле, то все 
ai, (z) (к = 0, !,■••, п—1)—алгебраические функции. Но по условию 
они — целые. Следовательно, они—полиномы. Отсюда вытекает спра­
ведливость теоремы.

Отметим, что теорема, аналогичная теореме 2, может быть по­
лучена и для мероморфных п. а. функций.

5°. Некоторые любопытные свойства целых п. а. функций можно 
получить, если помимо теоремы 1 воспользоваться еще теоремой о 
факторизации целой п. а. функции с ограниченным множеством нулей 
[9]. Сначала установим следующее предложение.

Лемма 2. Если целая трансцендентная п. а. функция Г (г) 
делится (в смысле делимости в классе целых п. а. функции) на 
п. а. полином точного порядка т>1, то множество всех точек, в 
которых F (z) совпадает с отличным от тождественного нуля 
п. а. полиномом меньшего порядка, чем т, является неограни­
ченным.

Действительно, пусть

F (z) = р (z, z) •? (-» z), (18)
где р (z, z)—п. а. полином точного порядка m^>l, ? (z, z)—целая 

п. а. функция; пусть q (z, z)—какой-либо п. а. полином точного по­
рядка $<^лп. Допустим, что множество общих точек у F (z) и q (z, z) 
ограниченно. Тогда из упомянутой выше теоремы о факторизации 
имеем

F (z) — q (z, z) s= h (z, z)-exp Л (z), (19)

где Л (z)— целая аналитическая функция, Л (z) ^ const, a h (z, z)— 
п. а. полином. Из (18) и (19) следует, что

р (z, z) <? (z, z)— h (z, z) exp A (z) — q (z, z)=0. (20)
Приравнивая нулю аналитические компоненты левой части этого тож­
дества, легко убедиться, что

<р (z, z) = R (z, z) exp A (z),

где R (z, z)—некоторый п. а. полином. Но тогда из (20) следует, что 
q (z, z) — трансцендентная п. а. функция, что противоречит условию.

Пользуясь леммой 2, нетрудно установить следующие факты.
Теорема 3. Если множество всех точек совпадения целой 

п. а. функции f (z) и некоторого аналитического полинома Р (z) 



О числе значений 323

ограничено, а множество точек совпадения той. же функции с 
другим аналитическим полиномом Q(z) имеет конечную точку 
сгущения, то f (z)—п. а. полином.

Для доказательства достаточно применить лемму 2 к функции 
F (z) = / (z) — Q (z), которая в силу теоремы 1 должна делиться на 
п. а. полином порядка т^>1.

В частности, при Р (z) = а = const и Q (z) = b= const получим 
такое следствие.

Целая п. а. функция, которая одно значение а принимает 
лишь на ограниченном множестве, а другое значение b (Ь т=а)—не­
изолированно, является п. а. полиномом.

Заметим, что теорема 3 не остается в силе, если заменить тре­
бование аналитичности полиномов Р (z) и Q(z) требованием их поли - 
аналитичности. Мы получим контрпример, если положим

/ (z) = (er + l)(zz — 1), Р (z) = z-z—1, Q(z) = z Р (z).
Теорема 4. Пусть J (z) — целая трансцендентная аналити­

ческая функция, а Н (z, z} — произвольный полианалитический, но 
не аналитический полином. Множество всех точек комплексной 
плоскости, в которых f (z) совпадает с Н (z, z), является не­
ограниченным и состоит лишь из изолированных точек.

Действительно, из допущения, что / (z)—Н (z, z) имеет огра­
ниченное множество корней или хотя бы один неизолированный ко­
рень, следует, что справедливо хотя бы одно из тождеств:

/ (z) — H (z, z)= Р (z, z) exp g (z), (21)

f (z) — H (z, z) = Q (z, z) ф (z, z), (22)

где g (z)—целая аналитическая функция, P (z, z) и Q(z, z) — п. а. по­
линомы, причем точный порядок полинома Q (z, z) больше, чем 1;
6 (z, z) — целая п. а. функция. Пользуясь тем, что из совпадения двух 
п. а. функций в некоторой области следует совпадение их одноимен­
ных компонент, легко заключить (рассуждая как при доказательстве 
леммы 2), что каждое из тождеств (21) и (22) возможно лишь тогда, 
когда f (z)—п. а. полином.
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Մ. Բ. ԲԱԷԿ, Մ. Ֆ. 9.ՈԻԵՎ. Ամթորլջ ըազմա անալի տիկ ֆունկցիայի կողմից ոշ մեկուսացված 
կերպով ընդունած արժեքների թվի մասին (ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ Ո կար զի ամբողջ տրանսցենղենտ բազմաանալի տիկ ֆունկցիան կարող 
Հ չմեկասացված կերպով ընդունել ոչ ավելի, քան Ո-1 տարբեր արժեքներ։

Այղ պնդումը արտածվում է հոդվածում ապացուցված այն փաստից, որ չմեկուսացված զրո 
ունեցող յուրաքանչյուր ամբողջ բա զմաանալիտիկ ֆունկցիա կարելի Հ ներկայացնել որպես 
բազմաանալիտիկ բազմանդամի և միայն մեկուսացված զրոներ ունեցող ամբողջ բազմաանալի­
տիկ ֆունկցիայի արտադրյալ։

Բերված են նաև պիկարյան տիպի որոշ նոր թեորեմներ։
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М. В. BALK, М. F. ZUYEV. On the number of values which may be accepted 
by an entire polyanalytic function nonisolatedly (summary)

It is proved in this article that an entire transcendental polyanalytic function 
of the order n cannot accept more than n—1 values nonisolatedly. This is derived 
from the possibility of decomposition of every entire polyanalytic function is a product 
of two factors: a polyanalytic polynomial and an entire polyanalytic function which 
has only isolated zeros. Some theorems of the^Picard typo are also discussed.
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В. Г. БОЛТЯНСКИЙ

ТЕОРЕМА О ПЕРЕСЕЧЕНИИ МНОЖЕСТВ

В этой заметке доказывается теорема, которую удобно исполь­
зовать в виде аппарата для получения необходимых условий экстре­
мума в математическом программировании, теории оптимального уп­
равления (как в непрерывном, так и дискретном вариантах) и т. п. 
Основой для получения этой теоремы служат, с одной стороны, усло­
вия отделимости системы выпуклых конусов [4], а с другой стороны, 
топологическая теория пересечений [1], [2]. Понятие шатра, вводимое 
ниже, известно (см., например, [3]).

Пусть 2 — некоторое множество, расположенное в п-мерном ев­
клидовом пространстве Еп, и а £2. Выпуклый конус М с. Еп с вер­
шиной а будем называть шатром множества 2 в точке а, если мож­
но найти такое непрерывное отображение ф, определенное для всех 
достаточно близких к а точек конуса М и принимающее значения в 
Еп, что выполнены следующие условия:

1°. Ф (о) = а;
2°. тождественное отображение пространства Еп является каса­

тельным для отображения ф в точке а, т. е. ф (х) = х-)-о(х— а);
3°. для всех точек х £ М, для которых отображение ф определе­

но, выполнено соотношение ф (х) £ 2.
Заметим, что если М — шатер множества 2 в точке а, то и лю­

бой меньший выпуклый конус с вершиной а также является шатром 
множества 2 в точке а. Максимальный шатер существует не всегда. 
Если, например, 2—часть плоскости, представляющая собой угол, 
больший к (с вершиной а), то всякий угол с вершиной а, не прево­
сходящий - и содержащийся в 2, будет шатром множества 2 в точке 
а, но максимального шатра не существует.

Нижеследующие две теоремы дают описание шатра множества в 
двух наиболее важных случаях. (Нетрудно доказать, что в обоих слу­
чаях построенный шатер является максимальным).

Теорема 1. Опорный конус М замкнутого выпуклого множе­
ства £с.Е" в произвольной точке а £2 является шатром мно­
жества 2 в точке а. (Напомним, что точка х£Еп принадлежит опор­
ному конусу множества 2, если как угодно близко к ней найдется 
такая точка у, что интервал (а, у) пересекается с множеством 2).

Доказательство. Обозначим через Е несущую плоскость 
выпуклого множества 2. Конус М также лежит в этой плоскости. 
Для любой точки х £ Е обозначим через ф (х) ближайшую к х 
точку множества 2 (если л £2, то ф (х)=х). Отображение ф опреде-.
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в определении шатра 
имеем ф (х) £ 2, т. е.

лено и непрерывно на всей плоскости Е, но мы 
его только в точках конуса М.

Так как а £ 2, то ф (а) = а, т. е. условие 1 
выполняется. Далее, для любой точки х £ М мы 
условие 3° также выполняется.

Остается проверить выполнение условия 2°. Выберем произволь­
ное положительное число е -С1, которое в процессе рассуждений ме­
нять не будем. Луч, исходящий из точки а и проходящий через точку 
х^а, будем обозначать через I*. Далее, обозначим через - множество 
всех точек х£М, для которых |лс—а| =1. Пусть Рассмотрим
все исходящие из точки а лучи, которые образуют с /4 углы, не пре­
восходящие е. Эти лучи заполняют в пространстве Е замкнутый вы՜ 
пуклый конус К (Ь). Так как Ь М и Ь-/=а, то пересечение К (б)П^ 
содержит отличные от а точки. Если множество К (6) П - имеет точ­
ки, лежащие вне шара радиуса 1 с центром в точке а, то мы поло­
жим <1 (Ь) = 1. Если же множество /Г(6)П2 целиком расположено в 
этом шаре, то через с1 (6) обозначим наибольшее расстояние от а до 
точек множества К (6)П -•

Несложно доказывается, что положительная функция (6), опре­
деленная на замкнутом ограниченном множестве £, непрерывна. Следо­
вательно, существует такое А^>Э, что </ (6) /։ для любой точки

Пусть теперь х^М, причем 0 < |х— а|<^Л. Обозначим через Ь 
точку, в которой луч 1Х пересекается с множеством -. Так как 

то в множестве К (£>) П 2 найдется точка у, отстоящая от а 
не менее чем на Л. Тогда у£% и угол между лучами 7Х и 1У не пре­
восходит е. Точка х', являющаяся проекцией точки х на луч 1У, при­
надлежит отрезку [а, г/] и, значит, принадлежит множеству 2. Так 
как |х—х'|<Пх—а| эм е <в |х — а|, то ближайшая к х точка ф (х) 
множества 2 подавно отстоит от- х менее чем на а 'х — а|, т. е.

|ф (х) — х1< е |х — а| при |х— а|<\ А, х £ М.

Поскольку в этом рассуждении число а^>0 было произвольным, то 
ф (х) — х+о (х—а), т. е. условие 2° выполнено.

Теорема 2. Пусть 2—множгстзо, заданное в пространстве 
Еп ограничением § (х) ^0, где § (х) — функция, имеющая вблизи 
точки а£2 непрерывные первые производные, причем £ (а) =0 и 
£гас1#(а)=/=0. Обозначим через М полупространство, состоящее из 
всех точек х £ Еп, для которых (х—а) &гас1 £ (а) <0. Тогда М есть 
шатер множества 2 в точке а.

Доказательство. Рассмотрим гиперповерхность £ (х) = 0 и 
обозначим через Г настолько малый кусок этой гиперповерхности 
вблизи точки а, что прямые, параллельные вектору дгас! а (х) и про­
ходящие вблизи а, пересекают Е ровно в одной точке. Граничная 
гиперплоскость Г полупространства М касается гиперповерхности Л в 
точке а.
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Пусть х Прямая тх, параллельная вектору grad g (а) и 
проходящая через точку х, пересекает гиперплоскость Г в некоторой 
точке т (х) и, если точка х достаточно близка к а, пересекает гипер­
поверхность F в некоторой точке /(х). Мы имеем

/(х)—7 (х) = о(х — а),
поскольку 7 (х) есть ортогональная проекция точки х (и точки j (х)) 
на касательную к F гиперплоскость Г. Положим

Ф (х) = х+(/(х) —7(х)).
Отображение ф определено вблизи точки а; мы его будем рассматри­
вать только в близких к а точках конуса М.

Так как a£F, а£Г, то / (а) = т (а) = а, и потому ф (а)=а, т. е. 
условие 1° в определении шатра выполнено. Далее, так как ф (х) — 
— х =/ (х) — 7 (х) — о (х — а), то выполнено и условие 2°. Остается 
проверить условие 3°. Так как f(x)£F> то g(/(x)) = 0. Следова­
тельно

g (Ф (■*)) = g (Ф (х))— g (f (х)) = (ф (х)—/ (х)) grad g (;) = 
= (х—7 (х)) grad g (?),

где ;—некоторая точка отрезка, соединяющего точки ф (х) и / (х). 
Но при х £ М мы имеем х — 7 (х) = X (х) grad g (а), где X (х)<0. Да­
лее, если точка х (а потому и ?) достаточно близка к а, то

grad g (a) grad g G)>0.
Следовательно

g (ф (х)) = (х — 7 (х)) grad g (;) = X (х) grad g (a) grad g (В) <0, 
и потому ф (х) £ 2. Таким образом, условие 3° также выполнено.

Замечание 1. Обозначим через 2* множество, содержащее 
точку а и все точки х£Еп, для которых g (х)<^0. Таким образом, 
2*сй. Тогда при условиях теоремы 2 можно сформулировать более 
сильное утверждение: М есть шатер множества 2* в точке а.

В самом деле, положим

Ф* (х) = ф (х) —17 (х) — а|а grad g (а).

Тогда ф* (х)= •[» (х) + о (х — а), и потому отображение ф*, так же как 
и ф, удовлетворяет условиям 1° и 2° в определении шатра.

Далее, если 7 (х)=/=а, то

g (Ф* (х))— g (ф (х)) = (ф* (х) — ф (х)) grad g (;*) =

= — |7 (х)—а|* grad g (а)-grad g (?*)<0

{здесь ;*—некоторая точка отрезка, соединяющего точки ф (х) и 
ф* (х)). Следовательно, g (ф* (x))<g (ф (х))<0, и потому ф* (х)£2*.

Если же 7 (х) = а, т. е. х = а + X grad g (а), где X<0, то ф*(х)= 
= Ф (х)=х, и потому также ф* (х) £ 2*. Таким образом, в любом слу­
чае ф* (х) £ 2* (для точек х £ М, достаточно близких к а), т. е. усло­
вие 3° также выполнено.
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Замечание 2. Отображение ф, построенное в теореме 2, яв­
ляется гладким (имеет вблизи точки а непрерывные первые производ­
ные). В теореме 1 отображение ф, вообще говоря, этим свойством не 
обладает, хотя его можно было бы „подправить“, сделав гладким. 
Легко привести и такой пример, где отображение ф, участвующее в 
определении шатра, невозможно сделать гладким. Именно, рассмот­
рим на плоскости (х, у) бесконечнозвенную ломаную а0аха2а3- • • с 
вершинами

Х1= (2֊‘, 3֊')> i=0, 1, 2, - -
Добавив к этой ломаной точку х=(0, 0), мы получим замкнутое мно 
жество на плоскости, которое обозначим через 2. Далее, через М 
обозначим положительную полуось абсцисс. Наконец, за ф примем 
проектирование отрезка (0, 1] оси абсцисс на множество - парал­
лельно оси Оу. Это отображение ф удовлетворяет условиям 1°—3՞, 
так что М есть шатер множества — в точке а. Легко видеть, что 
гладкого отображения ф, обладающего требуемыми свойствами, не су­
ществует.

Перейдем к формулировке и доказательству основной теоремы.
Тео рема 3. Пусть 2։, 23,2* — некоторые множества, 

расположенные в Еп и имеющие общую точку а, и пусть М1։ М2, • • ■ 
• • •, Ms — шатры множеств 21։ 23, • • •, 2* в точке а. Если систе­
ма выпуклых конусов М1։ М2, -• ■, Ms не обладает свойством отде­
лимости [4] и хотя бы один из этих конусов не является плос­
костью, то найдется отличная от а точка П 23 Г) • • • П 2...

Прежде чем переходить к доказательству этой теоремы в общем 
случае, приведем рассуждение, проясняющее геометрический смысл 
этой теоремы и дающее ее доказательство в случае, когда для каж­
дого z = l,-s существует, гладкое отображение ф/, определенное 
в близких к а точках несущей плоскости, конуса Mi и удовлетворяю­
щее условиям 1°—3°. Согласно теореме 8 работы [4], существует 
точка

b£ (intr«i М2) П (intfef М2) П ■ • • П (int,<,( М,')
и, кроме того, существуют такие подпространства Lu L„, в
прямую сумму которых распадается пространство Еп, что при любых 
i=J=j (i, j=l, - • ■, s) плоскость Li, параллельная подпространству Li 
и проходящая через точку Ь, содержится в несущей плоскости кону­
са М).

Выберем для каждого г=1, 2,•••, s в несущей плоскости Ni ко­
нуса Mi такой открытый шар Ei с центром а, что Е/ содержится в 
области определения отображения уу. Тогда ф; (Ei) есть гладкое мно­
гообразие (размерности dim Ni) в пространстве Еп, проходящее через 
точку а и имеющее в точке а касательную плоскость Ni(i=l, 2, ■ • •, s).

Докажем, что при любом j—1, 2, - • - , s пересечение ф։ (Е2) П • • • 
••■Пф;(Д;) представляет собой вблизи точки а гладкое многооб­
разие, имеющее в точке а касательную плоскость NT П (]Nj. При 
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у =1 это утверждение справедливо. Допустим, что оно справедливо для 
некоторого и докажем его справедливость для числа /4-1, т.е. 
докажем, что •Ь1(2Г1) Л • • ■ Л фу(Еу) Л фу+1(Еу+1) есть гладкое многообразие, 
имеющее в точке а касательную плоскость'^ Л • • • Л А/у Л Так как 
Ь (£։) Л • • • П фу(£у) Л Ъ+1 (£/+1) = (Ф1 (Ех) Л • • • Л Ъ (Еу)) Л фу+։ (Еу+,), 
причем фх (£1) Л ••• Лфу(Еу) и фу+| (Е/+1) являются вблизи а гладкими 
многообразиями, имеющими в точке а касательные плоскости П • • • 
• • • Л № и №+\, то достаточно установить, что Л • ■ • Л № и Nj.fi 
не лежат в одной гиперплоскости. Но это непосредственно вытекает 
из того, что £/ с Л(х Л ■■■ПМ/ при г = _/ 4֊ 1, • • •, з и £/ а: Nj.fi при 
/ = !,•••,/. Таким образом, наше утверждение доказано для всех 
7=1,• • •, з. В частности, при у=-з мы находим, что фх (Е^ Л • • • Л '^(Ег)՜ 
представляет собой вблизи точки а гладкое многообразие, имею 
щее в точке а касательную плоскость П • • • Л №.

Заметим, что точка Ь не совпадает с а, так как, по предполо­
жению, хотя бы один из конусов /Их, •••, М, не является плоскостью 
и для этого конуса а является граничной точкой относительно его 
несущей плоскости. Так как Ь £ № Л • • • Л №, то на многообразии 
фх (Ег) Л • • • Л 'Ъз(Ел) существует кривая А, исходящая из точки а и 
касающаяся луча 1ь с началом а, проходящего через точку Ь.

Отображение фу: Еу-* фу (Еу) является (если шар Е) достаточно 
мал) взаимно однозначным, т. е. существует отображение <ру:фу(Еу)-» 
—* Е), обратное к фу. Это означает, в частности, что фу (?у (*)) = .г 
для любой точки х^фу(Еу), причем отображение ®у, как и фу, имеет 
тождественное отображение своим касательным отображением в точке 
а. Следовательно, кривая ®/(А), расположенная в шаре Е), также ка­
сается луча 1ь в точке а. А так как точка Ь £1ь является внутренней 
точкой конуса М) относительно его несущей плоскости, то найдется 
на кривой <?у(А) такая точка су, что вся дуга этой кривой от точки а 
до су принадлежит конусу М>. Следовательно, вся дуга кривой 
фу (?/ (А)) — Л֊ °т точки а до точки с у = фу (су) принадлежит множе­
ству фу (М) пЕу)с: 2у. При этом с'^а, так как отображение фу вза­
имно однозначно.

Указанное положение вещей имеет место для любого /=!,•••, з. 
Таким образом, вся дуга кривой А от точки а до некоторой отличной 
от а точки с содержится в множестве 2Х Л • • • Л 2», откуда и выте­
кает справедливость теоремы 3.

Если ограничиться этой версией доказательства (т. е. дополни­
тельно потребовать в теореме 3, что фц • • •, ф$ — гладкие отобра­
жения), то придется ограничиваться такими множествами 2/ и такими 
их шатрами М1, для которых существует гладкое отображение ф,, 
удовлетворяющее условиям 1°—3°. Пример, указанный в замечании 2, 
показывает, что гладкое отображение фу требуемого вида существует 
не всегда, т. е. намеченное выше доказательство позволяет получишь 
лишь более слабый результат, чем сформулирс^диный3. 
675—2 Я** -"»‘«»л
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Доказательство теоремы 3. Как и выше, мы выберем 
отличную от а точку

Ь £ (intr«z AfJ Л (intrr/ М) П • • • П (intr</ М3)
и подпространства Lj, £»,• • L3. Положим п = п — dim Li, i—1,՛ • •, s. 
Тогда

Г1+г։+* • ֊+r«— (s—1) n = n — (dim Z.։+՛ • • + dim L3) =0.

Через Gj обозначим плоскость наименьшей размерности, проходящую 
через точку Ь и содержащую все плоскости £J, •••,£,> кроме Lj (где, 
напомним, L՛! - - плоскость, проходящая через точку b и параллельная 
подпространству Lj). Из этого следует, что Cj содержится в несу­
щей плоскости конуса Mj. Плоскость Gj имеет размерность п dim 
Lj=rj, т՛ е. плоскости L) и Gj пересекаются в одной точке и имеют 
дополнительные размерности. При i j справедливо включение LtcGj.

Выберем для каждого у =1, 2, •••,։ выпуклый многогранник Р/ , 
имеющий Gj своей несущей плоскостью и содержащий точку b внутри 
себя. Мы будем при этом предполагать, что многогранник Pj замкнут, 
содержится целиком в конусе М/, и точка а ему не принадлежит. 
Так как пересечение G։ П • • • П G3 состоит только из одной точки Ь, 
то и пересечение P-L П • • • Л Р3 содержит только одну точку Ь, кото­
рая является внутренней точкой каждого из многогранников Pj отно­
сительно его несущей плоскости. Из этого вытекает, что

(bd Pj)n ( ЛР/)=0
>+J

для любого у = 1,՛-՛, s, где bd Р, означает границу многогранника Р/. 
Поэтому существует такое число S^>0, что

(6/2-, (bdPJ)n ( Л 6/2։(Р/)) = 0

для любого /=!,••-,5, где Ur(Q) означает г-охрестность множества 
Q(zE". Мы будем, кроме того, предполагать число о настолько ма­
лым, что a՜՜ Ui (Pj), j -- 1,* • •, s.

Так как М/ является шатром множества Qj в точке а, то суще­
ствует отображение ф/ (не предполагаемое гладким), определенное 
вблизи вершины а конуса Mj и удовлетворяющее условиям 1°—3°. 
Область определения отображения фу обозначим через (таким об­
разом, все достаточно близкие к а точки конуса Mj принадлежат 
множеству М՝}).

Обозначим теперь через g, гомотетию с центром а и коэффи­
циентом з^>0, т. е. g, (х) = а -f- е (х—а). Легко видеть, что

?.(£/T(Q))=£/T. (g>(Q)).
Из этого вытекает, что для любого j =!,•••, s справедливы соотно­
шения:

^.(bd gt(/j)),(]( Л U2r,t (gt(Pt))) = 0, (1)
i + J
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а"6А.(£,(Ру)).
Так как отображения Фу (/=!,•••, з) удовлетворяют условию 2° 

в определении шатра, то найдется такое а^>0, что для всех /=1,---,з 
выполнено при х£#։(Р/) неравенство

Р (х, Фу (х)) < ое. (2)

Мы выберем такое число е и более менять его не будем.
Докажем теперь, что пересечение

<М*(Р։))П---ЛМ*(Р«)) (3)
непусто. Допустим, напротив, что это пересечение пусто; тогда су­
ществует такое число 7^>0, что пустым будет и пересечение

и, (Ф1 (Л))) п • • • П и, (Ф, (8, (Р,))). (4)
При этом мы можем дополнительно считать, что

Теперь мы используем некоторые понятия и факты из алге­
браической топологии (а именно, из теории пересечений |1], 
[2]). Разобьем многогранник (Ру) на симплексы (размерности гу) и 
формальную сумму всех этих симплексов будем рассматривать как 
гу-мерную цепь (по модулю 2), которую обозначим через ;у- Границу 
(по модулю 2) цепи обозначим через Далее, для любой точки 
х^^.(Ру) обозначим через Ф/(х) точку (х -|- (1—/) Фу (х). Тогда Ф,, 
0< {<1, представляет собой непрерывную деформацию множества 
8, (Р,), причем в результате этой деформации точка х смещается на 
расстояние |х—(х)| < ог. При этой деформации из цепи с/возникнет 
(гу-Ь 1)-мерная непрерывная цепь £> (г/) (называемая также „деформа­
ционной“ цепью), а из цепи е/;у возникнет непрерывная гу-мерная цепь 
£)(«/; у), причем

</(£>(5у)) = Ву + Фу ($;)+£> (</'/), 

где Ф/(5у) —непрерывная /-/-мерная^ цепь, являющаяся образом цепи 
£у при отображении фу. В силу (2), цепи Д? (с,) и (;/) расположены 
в 1/г,, (у> (Р/)), а цепь £> (</$/) расположена в £Л, (Ьс1 (Р;)).

Разобьем теперь пространство Еп на симплексы, каждый из ко­
торых имеет диаметр, меньший 7. Применив теперь к цепям £)(;/), 
фу(?у), ^(^у) „симплициальную аппроксимацию“, мы получим из них 
симплициальные цепи С’, С/, ?)у, удовлетворяющие соотношениям

= £/ + Су + т(у, </Су = «/;у + е/?)у.

При этом цепи С*, Су, тц расположены в 7-окрестностях (и, подавно, в 
Вг-окрестностях), соответственно, цепей /)(;;), фу(?у), £)(</;у). Следо­
вательно, цепи Су и С/ расположены в ^2-., (^. (Ру)), а цепь -гц распо­
ложена в Д/за« (Ьс! (Р/)).

Мы можем при этом предполагать, что в необходимых случаях 
выполнено условие общности положения, так что можно рассматри­
вать пересечения построенных цепей (операция пересечения отме­



332 В. Г. Болтянский

чается знаком X). Напомним (ср. [2], стр. 112), что граница пересе­
чения цепей вычисляется, для случая цепей по модулю 2, по формуле

d («хХ «։ X • • • X (А) X «։Х • • • X 8,4֊
+ «։ X (</«,) X 8։ X • X «,4----4-8։ X---X«5-i X (</«;). (5)

Рассмотрим цепь
>4 = c1x - xci-։xqxe/+։x- -хи /»!»•••. s-

Размерность этой цепи равна
dim Х/=г։-|-- • • -г п-\ 4՜ (rz + 1) 4՜ П+14՜՛ ՛ '4- Гз (s 1) п =!• 

Согласно формуле (5), граница цепи )-i имеет следующий вид:
z-i

Л, =2 (• • -X X • • • X с; X • • )4-
/■=։

4-(---ХЛ;Х --)4- 3 (•••XC;X---XdvX - ), (6)
!-i и

где многоточия означают невыписанные члены (которые перед имеют 
вид Cz, а после CJ имеют вид ։/). Рассмотрим слагаемое ■■•Х<7»/Х՛՛՛ 
• ■ • X С/Х ■ • •, или, более подробно

Cj X ■ • • X Су-I X d'J X С/+1 X • • • X Cz-i X X «z+i X ■ ■ X 5,. (7)

Так как каждая из цепей С/, CJ, 5/ расположена в U26, (g, (Pi)), а цепь 
dZj = d;;4- d-гц расположена в £/zi։(bd g։(P/)), то пересечение (7) рас­
положено в множестве (1). Так как это множество пусто, то пересе­
чение (7) равно нулю. По тем же соображениям равно нулю и каждое 
слагаемое второй суммы, стоящей в правой части соотношения (6). 
Следовательно, формула (6) принимает вид

di֊, = CjX • • • X Cz-i X d',\ X ?z+i X • • • X

Вспоминая соотношение <F,’t = ;z 4՜ Cz -f- Vi > мы получаем отсюда

d՝K, = C,X • • ■ X Cz-i X?zX---X^4-
4- CiX • • • X Cz X cz+i X • • • X ?5 4֊ C։X • • ■ X Cz-j X 'll X «+1 X • • ■ X5,. 

Последнее слагаемое в правой части здесь равно нулю (по тем же 
соображениям, что и прежде), и потому

= СхХ • • • X Cz-i X SzX • • - X 4֊ СхХ • ■ • X Q X Sz+i X-XU

Напишем эти соотношения для /=!,-••, s и сложим все получив­
шиеся таким образом равенства. Мы получим (учитывая, что дважды 
встречающиеся слагаемые можно в сумме цепей вычеркивать):

d (44-• • -4- х,) = ^х• • х «,+qx • • X С,.
Вспомним теперь, что цепь Су расположена в ^-окрестности цепи 

'Ъ'(^) и> следовательно, в множестве £/7 (фу (gt (Pj))), а в силу еде- 
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ланного предположения, множества (3) и (4) пусты. Следовательно, 
С*Х •••/»։*= о, И потому

<1 С'т. 4------- 1- М = «1Х • • • X
Но цепь X • • • X представляет собой одну точку (с коэффициен­
том 1), так как пересечение Рх Г) • ■ • П Р.< есть точка Ь. Мы получили, 
что граница одномерной цепи + есть одна точка, между
тем как граница любой одномерной цепи должна состоять из четно­
го числа точек. Полученное противоречие показывает, что пересече­
ние (3) непусто.

Пусть х0—произвольная точка множества (3). Так как

^.(Р))) и аТ ии(.8'(.Р}У)>
то х0-/= а. Далее, для любого у = !,•••, з мы имеем

*оСЪ^.(^))<=Ф/(^;)с:2у,

и потому хое21П ••• Л2,. Таким образом, точка х =- х,—искомая.
Математический институт
им. В. А. Стеклова АН СССР Поступило 7.Ш.1972

Վ. Գ. ՈՕԼՏՑԱՆՍն!1. թ՛եորեմ բազմությունների հատման մասին ( ամփոփում)

Հողվածում ապացուցվում է թևորեմ բազմությունների հատման մասին, որը հարմար է 
օգտագործել որպես ապարատ մաթեմատիկական ծրագրավորման , օպտիմալ կառավարման 
(ինչպես անընդհատ, այնպես էլ դիսկրետ վարիանտներում) և նման ուրիշ տեսություններում 
էքստրեմումի անհրամեշտ պայմաններ ստանալու համար։

Այգ թեորեմայի ստացման համար հիմք են ծառայում, մի կողմից, ավելի վաղ հեղինակի 
կողմից գտնված ուռուցիկ կոների սիստեմ ի բաժանելիության պայմանները, իսկ մյուս կողմից, 
հատումների տոպոլոգիական տեսությունը։

V. G. BOLTJANSKIJ. An intersection theorem (summary)

In this article a theorem on intersection of sets is proved. The theorem asserts, 
that if convex cones Kx,-• •, Ks, which are in sense „tangent“ to the sets 
in a point Ո՜՚՚Ո^յ., do not satisfy the separation condition, then there exists
a point b փ a, contained in Զ1Ո՚"ՈՃ։՛ This theorem is a convenient tool, in diffe­
rent extremal problems of mathematical programming, optimal controls etc. The proof 
of the theorem is founded on separation conditions of convex cones, obtained earlier 
by the author, and on the Lefschetz’s topological intersection theory.
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Մաթհմաաիկա УЛ № 5 1972 Математика

Р. С. ГАЛОЯН

О МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЯХ КЛАССА М {<»}

Введение

1°. В недавнем исследовании М. М. Джрбашяна [1]> завершаю 
щим построение теории факторизации мероморфных в круге функций» 
были введены новыз классы М ՛>} мероморфных в круге 1х|<Д функ­
ций и установлено их парамэтрическое представление. Характерной 
особенностью этой теории является применение обобщенных операто­
ров типа Римана-Лиувилля Оператор ассоциируется с произ­
вольной функцией ю (х) класса 2, определяемой условиями:

1) ш (х) положительна и непрерывна на [0, 1);
1

2) ш (0) = 1, | о։ (х) </х +֊ оо.

и
При этом, если о։(х)^2 удовлетворяет условию Липшица в окрест­
ности точки х = 0, то скажем, что о> (х) £ 2*,  а если ։•» (х) - 2 удов­
летворяет условию Липшица на каждой отрезке |0, А] ,(0 и не

возрастает на [0, 1), то отнесем ее к классу 2*.  Очевидно, что 
2 => 2*  => 2*.

На соответствующих классах допустимых функций о (г), г£(0,1), 
оператор £<“*>  {® (г)} определяется таким образом [2]:

1
•^(<и) {? ('■)}=—^~\г '1 ® | ’г (О’

о
где непрерывная на [0, 1] функция р имеет вид

1

Р (0) = 1, Р = X е/х, (0, 1].
и х г

Как известно, оператор Римана-Лиувилля £>՜’ ® (х) (—1<а<Ч-оо) 
определяется следующим образом (см., например, [3]): в случае 
0 <^а 4- со

1 (
г (а) .] 

о
(х- О*՜ 1 ? (0 Л, х£ (0, 1), 
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причем для Ф (х) £ £ (0, 1) правая часть существует почти всюду и 
вновь принадлежит А (0, 1); в случае —1 <։«\0

£>֊’ ф (х) == — £>-*'+•)  ? (х)> х £ (о, 1), 
с/х

в предположении, что правая часть существует почти всюду; наконец, 
полагают, что

Ф (х) = ? (х), (0,1).

Оператор А(“'> |ф (х)| представляет собой существенное обобще­
ние оператора Римана-Лиувилля, поскольку имеет место [2] 

Теорема А. В случае, когда 

и»(х)=(1 — х)® (—1 + сг>)
почти всюду на (0, 1) справедлива формула

{ф (х)И Г (1 + а) х*  О֊' ф (х).

Класс Л7 {<•>) (или А*  {«>}, если ш (х) £ 2*)  определяется посред­
ством ^-характеристики

Г,„(г; Е) = т,„\г\ /?)+Ми(г; /•) 

как множество тех мероморфных в круге |г|<^1 функций Р (г), для 
которых

Бир Го, (г; /’)<е + с°. 
0хГ<1

Здесь для каждого ш (х) £ 2*

[102 |Г(ге'5)| | </»,

■, , (՛ и (/; со) — п (0; со) / I \ .
ЛА (г; Г) = I --------------------------- — ш ( — Л + п (0; со)11од г—ка ),

/ \г /и
где п (0; сс) означает кратность возможного полюса функции Р (г) в 
точке г = 0, п (/; со)—число ее полюсов, лежащих в круге |г| I 
(0<^ / 1) и отличных от г = 0, в предположении, что каждый полюс
считается столько раз, какова его кратность и, наконец

к. _ С
3 х и

Отметим, что в случае, когда ш (х)=1, функции т.и{г; Е), 
/У», (г; Е) и Та, (г; Р) переходят в известные функции т. (г; Р), (г; Е)
и Т (г; Р), введенные впервые Р. Неванлинной.

В исследованиях [1л 2] важную роль играют функции
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С(г; ш)= 2^-, 5(г; ш) =1 + 2 3 (1)'
£оЛ* *“'*

где 
I

До = 1, А*  = к у«> (х) х*՜ 1 с!х (к=Л, 2, ■ ■ •), 

о
аналитичные в круге |х| < 1, являющиеся аналогами ядер Коши и 
Шварца для круга. При этом известно |2], что если «՛< (х) £ “ не 
убывает на [0, 1), то

Ре С (г; <о)>0, Ке5(г; <»)>0, |г|<1. (2)
Известно [1], что если Р (х) £ № а |а> )։~ (0<^|аЛ 

<1) и {6, )։' (0 < |6,|< |6,+1|<^1) соответственно последовательности 
ее нулей и полюсов, то 

] ]
У, I Ш (х) + оо, 2 I <в (х) </х <^ + со. (3)

’“Х|
С другой стороны, известно также [1], что для любой последо­

вательности комплексных чисел ( 0<^|г*|  < |г*  111 1), подчинен­
ной лишь условию

I

V ю (х) </х *\  + со,

>««1

существует функция из класса /V |։о) с нулями лишь в точках 
Важным примером такой функции служит бесконечное произведение

К. (г; х*)  = р| Аа(г; г*),  
к—1

(4)

Основная теорема о параметрическом представлении класса 
{ш}, которая содержит в себе в качестве специальных случаев как 

теорему Р. Неванлинны относительно класса 1\1> так и теорему отно­
сительно /V« (—1 а + со) [3], гласит [ 1]:

Класс № (ш) совпадает с множеством, функций, допускаю­
щих представление вида
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2г
Г(х)=е'т+ -֊ехр (-1- С 5 (в֊'8 х; ш) (0) ], (5)

Вш(я; О,) (2՜ и ]о
где В,„(г՛, а.л) и В«, (г; 6,) — произвольные сходящиеся произведения 
вида (4), нули которых подчинены условиям (3), ՝Г (0)—веществен­
ная функция на [0, 2гс] с конечным полным изменением, Х<0—лю­
бое целое число, 7 — любое вещественное число.

Отметим, что предварительно в монографии [3] были исследова­
ны классы М, (—1 а < + со), которые являются специальными 
случаями классов /V (ш), когда 'и (х)= (1 — х)։ (—1 <^а<^-|-оо).

Определив класс Сю как множество аналитических в круге 
1г|*\1  функций / (я), для которых

R« {/(ге'8))>0,

в [1] доказывается также следующая теорема о представлении функ՜ 
ций этого класса.

Теорема Б. 1°. Класс Сш совпадает с множеством функций, 
представимых в виде

/ (я) = ։ 1т/ (0) + А [՛$ (е-'О г; «) (0) (/ж|<1),
2՜ 3

о
где Чг (0)—произвольная неубывающая ограниченная функция на 
[о, 24

2°. Для заданной функции /(г) £ Сш соответствующая функ­
ция ЧИ (0) может быть определена в виде предела

»
'Г (0) = Ит Г Ие £<"> {/ (г„ е'’)} Ф?, 0 С [0, 24

6
где гп 1 1 — некоторая последовательность чисел.

Приведем для дальнейшего следующую формулу:
£(“) [х*}  = Д*  х', х. £ [0, 1], £ =0, 1,• • •, (6)

которая справедлива при любом ю (х) £ 2 [1].
б) Как известно [4], для функций В (х) класса К, введенного 

Р. Неванлинной, предел

Нт /г(ге'8) =/г(е'8)
Г-1-о

существует всюду на [0, 2к], кроме, быть может, некоторого исклю­
чительного множества £с:[0, 2«] линейной меры нуль.

Граничные свойства более общих классов 7\^а(—1<^а<-|-оо) 
исследованы в монографии [3] и в статье [5].

В исследовании [1], содержащем результаты исчерпывающего 
характера для теории факторизации мероморфных функций в круге, 
приведены также и граничные теоремы для классов 2У{ш).
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Далее, в работах [6, 7] были получены результаты в терминах 
«'-емкости о граничных свойствах подклассов мероморфных функций 
ограниченного вида, а именно, классов Л |ш] где функция и>(х) < - 
не убывает на [0, 1), причем lim ։» (х) •-= + °°-

Х-*  1-0
В § 1 настоящей статьи приводится усиление некоторых гранич­

ных теорем для классов N*  {ш], доказанных в [1]. Во-первых, после 
вспомогательной леммы доказывается (теорема 1), что предел

lim |log Ä»(re,e; z*))  
r-1-0

существует почти везде на [0, 2՞]. Этот факт приводит к более об­
щему утверждению (теорема 2):

Если. F(z)£N {«։', где w (х) £ 2*,  то почти для всех ՛) £ [0,2՞] 
существует конечный предел

lim /.(“’(Ffre'0)}. 
r-i-o

В заключении параграфа приводится приложение основной теоре­
мы 2 к мероморфным в круге |z|<^l функциям конечного порядка.

В § 2 приводится построение произведения (z; zu), ассоцииро­
ванного с произвольной функцией <»(х)£ 2 и с произвольной последо­
вательностью {z«)f (0<|z*K  lz* +1!<l), подчиненной условию

1
S] i ю (х) dx 4- со.

*“՛ ко­
произведение (z; z։) является обобщением произведения М. М. 
Джрбашяна яа (z; z*)  (0 я + со), введенного в его давней работе 
[8]. Доказывается, что при любом ш (х) £ 2 (z; z») £ N |ш} (теоре­
ма 5).

В конце параграфа приводится ряд следствий, касающихся как 
самой функции ~ш(г; z»), так и первоначальной функции к» (z; zt).

В § 3, аналогично факторизации функции Bai(z; Zk) [1], с по­
мощью основной леммы доказывается факторизационная теорема для 
функции л.„ (z; z») и одно следствие о сравнении |'m(z; z*)|  и (z; z*)|,  
где В (z; Zk)— функция Бляшке.

§ 1. Граничные свойства мерэморфных функций 
класса И {<•>] п Л

Известно следующее граничное свойство функций класса М*  {ш} 
(см. [1], теоремы 5.9 и 5.10), которое является существенным обоб­
щением свойств класса И мероморфных функций ограниченного вида.

Теорема. Пусть ш (х) £ 2#. Тогда
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Г. Для любой функции F(z)^_N\u>] почти для всех 0£[0, 2՜] 
существует предел

lim £(щ) (log |F(re'a) | | = И (в),
I-1-0

где н (&)—производная некоторой функции ограниченного измене­
ния на [0, 2՜].

2'. Почти для всех ’)£[0, 2.՜]

lim [log |Д,(гвл; z*)|)  = 0.
Г .1-0

В настоящем параграфе мы приводим усиление утверждений 
этой теоремы.

а). Сначала введем одно определение и, следуя схеме Ч. Танака 
[9], рассмотревшем лишь специальный случай, докажем одну лемму.

Для данной последовательности комплексных чисел {z»|՞, (0<^ 
<^|z,|-C|z*+i| <1) единичный круг D = D [z; |z|<^l), разрезанный 
вдоль отрезков

/*■:/*=  (ж; arg z— arg zk, |zt|֊<|z|<l} (k=l, 2,---) 

обозначим через D (z*|,  t. e.

D {z*}  = D - U h.

При этом точки этих разрезов, как обычно, будут рассматриваться 
как две различные достижимые точки границы области D {z*j.

Лемма 1. Пусть последовательность комплексных чисел 
(0<^ |z*K  |z* +i| 1) удовлетворяет условию

1®о л
V I (u (х) dx + 03,

где ш (х) £ Пусть, далее, z = f (w) (f (0) =■ 0) — аналитическая 
функиия, конформно отображающая единичный круг |ш|<^1 на 
D {л|.

Обозначим через Ek замкнутую дугу на |w( = l, соответ­
ствующую радиальному разрезу h,, а через е= U е*  — дополнитель­

ное множество для U Еь относительно окружности |w|=l. 
k

Справедливы следующие утверждения:
1°. mes е 0;
2°. Каждому множеству меры нуль на е соответствует мно­

жество меры нуль на |z| = l и наоборот;
3°. Почти везде на е для любого сектора

А = J w; |arg (w — и>0) — Ü| 0, 
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с вершиной w0 = е/8 £ е, можно выбрать сектор

В = I z; |arg (z — z0) — ?|<8'< —. lz՜՜ *о  I < ° J

с вершиной f (w0)= z0 = e/?, прообраз которого содержится в А.
Доказательство. Очевидно, что граница dD (z*|  о ласти 

D (z*J  имеет меру

mes dD [z* ) = 2к-4- 2- 5] (1 — lz*l  )•
*=։

Отдельно рассмотрим два случая: когда эта мера бесконечна и 
когда она конечна. Сперва рассмотрим случай, когда граница D [z*}  
бесконечна, т. е. когда

V (1—|z*|)  = + œ. 
*=i

Определим последовательность {z\ )“ следующим образом:.
1

z*  = гк е агв **,  где г*  = 1 — J w (х) dx.

Граница dD [zj} области D (z*}  уже имеет конечную меру
1 ос л

mes dD {zjl = 2я +2 5} I ш (х) dx. (1-1)
Arx=-1 V

>г*1

Пусть Е'к с Ei,— замкнутая дуга на |w| = l, соответствующая от­
резку

mk = {z; arg z = arg z*,  |z*|<  |z|< r*}
при обратном отображении w = f~' (z), a e*  — дополнительное множе­
ство для U E’k относительно |w|—1, т. e. e*  есть прообраз для àD{z*l  , 

причем e*,  как и е, будучи открытым множеством, может быть пред­
ставлено в виде счетной суммы интервалов, т. e. e*  = U е\, где 

Введем далее в рассмотрение множество

е*  (г) = (ш, ef |w| = г),
образом которого при отображении z=f(w) пусть будет множество՝ 

(r)={z; z = f (ге‘й), е/8^е*,  г = const}, 
при этом, ввиду определения самого множества е*,

lim E (г) =dD (z*)  — U m*  = dD [z’l. (1.2Y
r-»l -0 k я

Интеграл
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/(r)= J 1/'(ге'а)|г^ 

(г)

дает нам конечную меру множества Е (г), т. е. J (г) = mes Е (г) (см.г 
например, [10], стр. 174—175), причем по (1.2)

lim J (г) = mes dD {z*}.

Отсюда и из (1.1) следует, что

sup f \f (w) | |rfw|-< ЛГ/< + ос, (1.3}
0<r<ï J

(r)

где М/—некоторая постоянная.
Пусть далее

е*  = (е'°; < 8*}
е; = |ei0; « Ô < р;} < 0 < “* < ₽*)•

Покажем, что можно выбрать а*  («*  а*<^а*),  р*  (Р*<^  Р*  <С Р*)  та-
кие, что

1 _ ։
j if(re'a*)l t/r<+ œ,J \f (re'^*)| dr < + то. (1.4)

о и
В самом деле, в силу (1.3)

г J [f (re<8)|</ô<Mz (0<г<1), (1.5}

•л

и поэтому конечен интеграл

1 Г
Crrfr J \f (re'#) | dÜ. 

о r«‘6e**

Но тогда, по теореме Фубини, конечен также интеграл

С 1 1 СJ Ç[/' (ге'в) | rdr = frrfr J |/'(ге(в) | -С Л//, 
glb Cg*  V <J glb p *
‘ 0 0 e 6'*

и следовательно интеграл 
1

J |/'(re")| rdr

конечен почти везде на e՝k. Отсюда и вытекает существование таких 
՛*՝•**  ~

(а»< а*  < а*)  и P*  (Р*<Р*  < р* 1), для которых интегралы (1.4) ко­
нечны.
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Определив сектор D*  следующим образом:

Du = [w; я* arg w ß*,  |w| -С 1}, 

из (1.4) и (1.5) получим, что

для любого р (0 <_' р<[ 1). Эта оценка означает, что Л (w) принадлежит 
известному классу Е1 в D>, (см. [10], стр. 205). Следовательно, по 
обобщенной теореме Ф. и М. Рисса [10], /'(и»), вместе с ней и /(w), 
будут абсолютно непрерывными функциями на границе сектора Dk, и, 
в частности, на е*.  Отсюда и следует, что любому множеству s*cze*,  
mess/- = 0, соответствует некоторое множество меры нуль на |z| = l.

Обратно, по обобщенной теореме Левнера [11], е есть борелево 
множество, следовательно измеримо, и каждому множеству меры нуль 
на |z| =1 соответствует множество меры нуль на е, так что утвержде­
ния 1° и 2° установлены.

Далее, заметив, что для любой точки w0^e, arg (f (w)—f (w0)) 
равномерно ограничен в |а>|<1, по теореме Макмиллана [12] заклю­
чаем, что существует ,множество е0(;е, mes ео=О такое, что если 

— е0> то отношение
/(w) — /(ш0)

w — w0

имеет ненулевой угловой предел в точке ш0.
Таким образом, при отображении г =/(ш) в точках ш0£е— ео

имеется

26 >—, 
3

консерватизм углов, и так как сектор А имеет раствор 

то ее образ заведомо содержит некоторый сектор А*  с вер­

шиной в точке z0 = / (шо) и раствор больше, чем -X Отсюда [и сле­

дует утверждение Зэ.
Наконец, если

mes dD |z*|  < -|֊ со,

т. е. {г*}  имеет конечную меру, то все наши построения и заклю­
чения останутся в силе просто для самой области £) (г*}.

б) . Докажем теперь теорему.

Теорема 1. Если ш (х) £ то для любою сходящегося про­
изведения В,и(г; г*)  почти для всех Я £ [0, 2՜] существует предел 

гИ™о^(Ш) *1ог Ва(ге"’> **)}>  ге'8^£>{г*|.  (1.6)

Доказательство. Известно, что функция
иш(ге,в, €)=£(“) {log |Х (re">-, Q |}
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при любом С (0<|С|<1) допускает представление

где Р (0—ф; г)—ядро Пуассона, причем еслиш(х)^ 2*,  то (z; Q <0 
('я|<1, |С|<1)(см. [1], лемму 3.2).

Известно также, что функция 
( г )

£<“> logi- — 
l Z*  J

при ш (х) £ 2*  гармонична в области D — Z*  (см. [1], лемму 1.7).
Таким образом, на основании представления (1.7) заключаем, что 

функция по.(я; я*)  гармонична в области D—ht.
Далее, известно (см. [1], теорему 2.2), что

£« {log |Д> (ге'9; я* ) IJ = £ иДя; ял) (|я| <1), (1.8)
Л-1 

причем это разложение равномерно сходится при |я|<:р (0<Д <^1), 
если отделить лишь конечное число его начальных членов.

Из сказанного выше, пользуясь разложением (1.8), заключаем, 
что функция

LL (relf)= L(t“> (log \Вш(ге‘*;  zk) 11 

также гармонична в области D {ял), при этом 
(ге'’Х 0, re1* £ D (я*).

Поэтому функция 
ф (я) = exp {log Д, (re1*; я*)}  J 

будет аналитичной в области Д{яж|, причем 
|<р (я)|<1, я£Д(я*}.

Пусть далее я — f (w) (/(0) = 0) функция, конформно отображаю­
щая единичный круг |w| <1 на D {я*).  Тогда функция ф*  (f (w))
также будет аналитичной в круге |ш|<1 и 

l?*(w)|<l  (|w|<l).
Отсюда, по теореме Фату, конечный предел 

lim ф*  (ре'°) 
р-1-0

существует почти для всех 0 £ [0, 2п]. Поэтому, пользуясь леммой 1, 
заключаем, что почти для всех 0 £ [0, 2it] предел
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Пт ®(ге/8)=Пт ехр [£(т) |1о£ Ви, (геР-, «*)  }) (ге'8 £ £> {**))  
Г-1-0 г-1-0

существует. Отсюда и вытекает утверждение (1.6) теоремы.
в) . Теперь установим общую теорему.

Теорема 2. Если У7՛ (г) £ ТУ (ш), где ш (х)£ $♦> т0 почти для 
всех У £ [0, 2՜] существует конечный предел

Пт £<“> [1огГ(ге'8)}, ге'8££>(аи; 6,}, 
г •♦1—0

где О [оц; Ь,} = О (аи1 П £> (6,), а (аи}։~ и {Ь,)։~ “ соответственно 
последовательности нулей и полюсов функции В (х) в круге |г| < 1. 

Доказательство. Известно (см. [1], леммы 1.1 и 3.2), что

£<“> |1ог |е'т + х*“ (ге'т)к|) =Х 1ог г, (1-9)

Ь™ (5 (ге/8: ш)} = 5 (ге'8; 1) = ՛ (1Л0)

Пользуясь представлением (5), в силу (1.9) и (1.10), для функ­

ции Е(г)(^[и>] (<и(х)£2#) получим следующую формулу:

£<“’{1ог Г(ге'?)) = л 1ог г + £<“){1ог Вш (ге1*;  аи)}-

- £<“> [1ог Вш (ге1*;  6,)}+ — ( е‘* + ге‘1. </Ф (0), ге<? £ I) (ал; 6,}, 
2к 3 е'8 — ге'’’

(1.П) 
где )֊>0 — некоторое целое число, а ЧГ (У)—произвольная функция на 
[0, 2՜] с конечным полным изменением.

Но согласно теореме 1, почти для всех <р€[0, 2՜] существуют 
пределы

Пт А(т) [1ог Во, (ге1*;  аД} и Нт £<“> {1о^Во.(ге'Т; 6,)} 
г-1-11 г-1—О

в соответствующих областях О [а:1} и £>{6,). Последнее слагаемое в 
(1.11) также имеет конечный предел почти для всех ?£[0, 2՜], так 
как

1 Г е1й + ге'?
2«.) е'8 — ге'’’ 

о

2к 2х
</ф (У) = 2. С </ф (&) + ^ I" (,<п ■

2к и к е» - ге'?
о и

а для интеграла типа Коши-Стильтьеса этот факт известен [10].
г) . В теореме 4.3 работы [1], в частности, содержится следую­

щее утверждение.
Теорема (М. М. Джрбашян). 1°. Если для функции Г {г)

1
У (1— г)*՜ 1 Т О՜; В') <1г < + ОО (0 < а 4- оо), 

о
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где Т (г; Г)— характеристика Неванлинны, то Г (я)£.Ма.
2°. Если мероморфная функция Е (я) ил«еет порядок р^-0, т. е.

Пт
Г-.1-0

1ог Г (г; Г)

1-г

то Е (г) £ М при любом а^>р.
Из утверждения 2° этой теоремы и из теоремы 2 непосредствен­

но следует
Теорема 3. Если мероморфная функция Е (я) имеет поря­

док р>0, то при любом а^>р предел

Пт О֊'{\оъЕ(ге*)\,  ге1*£О{а»,  Ь,} (1.12)
г-1-0

существует почти для всех &£[0, 2я].
Теорема 3 существенно улучшает теорему Ч. Танака [9], в кото­

рой утверждается существование почти всюду предела (1.12) лишь 
при а = [р] + 2.

§ 2. Построение в свойства функции (;  гц)*

а) . В работах [8, 13] впервые, путем существенного обобщения 
формулы Иенсена-Неванлинны, была установлена факторизационная 
теорема для мероморфных в круге |г]<^1 функций Е(г), для которых

1
У (1—г)“՜1 Т (г, Е) бг < + СО (0<а< 4- со), 

о
где Т (г; Е) — характеристика Неванлинны. На этом пути был открыт 
новый класс функций кв (я; я*)  (0 а <^ + оо)։ аналитических в круге 
|я|<1, с нулями в точках произвольной последовательности {як}~ (0 <

|я*|-<|я* +1| <Ч), удовлетворяющих условию

3 (1֊ |г*|) 1+а<+о° (0<а< 4֊ со). (2.1)
*=1

Функции эти при условии (2.1) определялись таким образом: 

причем условие 0 а < + со без каких-либо изменений можно заме­
нить условием —1<^а < + со.
675-3
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При этом было установлено, что

кп (z; z*)=  П = С-В (zi Zk),
t=i 1 — Zk

где

a B (z; z*) —функция Бляшке, и что при любом целом а

«Р
1-M։V1-*_

1 — zz„ n-t nxl—zzi.

Таким образом, произведение (г; г/,) имеет такую же струк­
туру, что и бесконечное произведение Вейерштрасса.

Следуя идее и методу М. М. Джрбашяна, развитыми как в ра­
ботах [8, 13], так и в новых исследованиях [3, 1], в настоящем пара­
графе мы строим обобщение произведения типа «а (г; я*) —произведе­
ние к«, (г; г*).  Эти произведения ассоциируются с произвольной функ­
цией ш (х)£2 и имеют нули лишь в точках последовательности

Основная цель параграфа—исследование свойств, в том числе и 
граничных свойств, функций (г; г*),  и, в частности, функций л, (г; г*)  
(—1 а 4՜ °°)-

б) . Определим функцию

X (z; С) = (1 - -£֊) е՜“*“ « (|z| < 1, 0 < |С| < 1), (2.2)

где
1 - |С|*(z; Q= f dx- V (—V — Г со (x) X*֊ 1 dx, (2.3)

œ (x) Ç 2 и
1

= Ja>(x)x*- ։rfx (Æ=l, 2,...). (2.4>

о
Теорема 4. Пусть последовательность комплексных чисел 

b}r(0<W<|z* +։|<l) удовлетворяет условию
1

2 r<o(x)rfx<+oo, (2.5).
*—1, V

1**1*

где ш (х) — некоторая функция из класса 2. Тогда бесконечное 
произведение

«• («5 г*)=  П («; г*  ) (2.6)
i—l
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абсолютно и равномерно сходится в каждой, замкнутой, части 
единичного круга, представляя аналитическую функцию, обращаю­
щуюся в нуль лишь на последовательности

Доказательство. Замечая, что по (2.4)

из (2.3) при условии 0<|г|<|С|<1 получим

йлг-, о= [ ф- з Л-7 - Г® а)

Л+ 1О£
1

Ш (б) /*•■։ Ф. (2.7)

Ввиду разложения (1) и того обстоятельства, что

1 при И < 1, |г|<|С|,

из (2.7) следует, что

причем очевидно, что
Нт 2 (г; С)=0. 

|С|-1-0
(2.10)

Найдем асимптотическую формулу для функции 2 (г; С) при |С|-*1—0.
Заметим, что из (2.9) интегрированием по частям следует:

Но из (1) имеем, что

с- .)- 2
и, следовательно
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max \С' (я; œ)| = С' (г; «“). (2.12)
|*|  <Г

Поэтому, при |z| -С г < |С|<1 и |С|։ -С t -С 1 справедлива оценка

_L с՛ (—• <Л < — С" f—; œ Y (2.13)
с к с ’ J ICI \|С| /

Далее, легко видеть, что

Теперь из (2.11), (2.13) и (2.14) вытекает следующая асимптотическая 
формула для функции 2 (я; С):

։ 1
2 (я; С) = С(я С; ш) С Л + О {(1-|С|2) (|С|֊>1֊0).

|:|*  |:|*
Из этой формулы следует предельное соотношение (С=|С| е1!>)

1
Нт 2 (я; С) (У <и (0 = С (ге~1й; ш).

14՛
Отсюда, ввиду (2.10), имеем также

1
Пт (1 - е֊е «'։ с>) / С <о (*).  Л V = С (ге֊16; ш). (2.15)

1С1-1-0 \3 /

14’
Заметим теперь, что согласно (2.8)

Х>(я; С) = (1---- ֊у е~и^ С)= е֊ »& =>(1я|<|С|< 1). (2.16)

Далее, как и в (2.12), ввиду положительности коэффициентов в 
разложении (1), получим, что

шах |С (я; ш)| = С (г; ш). (2.17)|
1*1  < г

Теперь из формул (2.15), (2.16) и (2.17) следует, что можно выбрать 
число 0<^гг<1 так, чтобы

|1-Д„(я; Q|<2C(r; ш) С ш (f) dt (|я|< г < <(С| < 1).

ÎCP

Отсюда вытекает, что ряды

211 —И» («> **)l  I < 3 |1- (я; я*)|  (|я| < г) (2.18)
*-։ *-1
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сходятся, если сходится ряд (2.5). Убедимся, что условие (2.5) также 
необходимо. В самом деле, из (2.15) в частности получим, что при 
z — О

1
lim [1 — А,„(0; С)] f J«» (х) dx^ = С (0; «)■=!,.

и поэтому можно выбрать r։ |՝1<3 так, чтобы
1

II- А,(0; Q|> AJ ш(х) dx. 

Й*

Таким образом, условие (2.5) необходимо и достаточно для сходимо­
сти обоих рядов (2.18), причем сходимость этих рядов будет равно­
мерной в любом круге |z|O<4. Наконец, применяя известный приз­
нак о сходимости бесконечных произведений, приходим к утверждению 
теоремы относительно произведения (z; z*).

в). Во введении статьи мы привели определение класса N{ш} 
мероморфных в круге |z| <1 функций.

Докажем теорему.
Те орема 5. Пусть w (х)£2 и r.a(z; zt)—любое сходящееся 

произведение. Тогда имеет место включение
т.а (z; zk) £ N (ш}.

Доказательство. Так как функция "u>(z; zt) аналитична в 
единичном круге, то согласно определению функции T„(r; /•) будем 
иметь

2»

Т„ (г, F)= тш (г; F) = — {log |я<0 (rez’; z*)  I) d®. (2.19)
J 
о

По формуле (2.6)
“ — 

Ka(z; zk) — z*),
4=1

поэтому справедливо разложение

log |кш(х; z*)|  =2 log IA,d(z; z*)|,  (2.20)
*=i

причем из сходимости рядов (2.18) и из того, что при |С|֊> 1 —0 

log |Ди(г; Q|~|Z(z; QI-1,

следует, что разложение (2.20) равномерно сходится в каждом круге 
|z| О < 1, если не учесть конечного числа его начальных членов.

К обеим частям разложения (2.20) можно применить оператор 
£(“), и полученное таким образом разложение
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{log {*.  (re'’; z*)l}  = 2 Z.<»>{log И» (*;  **){}  (2-21)
*֊1

также абсолютно и равномерно сходится при |re'T|Р’С 1» если отде. 
лить лишь конечное число его начальных членов. Отметим, что в хо­
де доказательства теоремы 1 была отмечена справедливость анало­
гичного утверждения для функции Бм (z; z*).  При этом, доказатель­
ство этого утверждения можно полностью перенести на наш случай, и 
поэтому его доказательство мы опускаем.

Далее, по формуле (2.2)

{log |Д„ (re'’; С) |} = £<՛“> [log 1-j }- Re {Z7» (ге'г; О). (2.22)

Известно, что (см. [1], лемму 1.2)

l_{±!|l=_ReC re<?tu(^-rfx (0<|С|<1, 0<г<1, <р£[0,2тф 
С [ J - — хге‘9

о
(2.23)

в предположении, что © =/= arg С при |'| <.'г-С1.
Далее, ввиду (6), из (2.3) получим

I i:i** f
I со (f) f*՜ 1 dt =

' 6
Г ш (0 л ('{ ( *ге' ’\*)  Ш (f)

ПС о
Так как

£<“” log

(ге^; С)|= ^-dt- 2 (—

(2.24)

Г֊’֊|<1 при /<|ф<|:|<1, 

то (2.24) можно записать в следующем виде:

Ц'ЦЩгвЪ 01 = С dt- Г -re—^- dt. (2.25) 
,1 t J C — ire1՜՝ 
ici* о

Теперь, с учетом формул (2.23) н (2.25), из (2.22) приходим к 
лредставлению 

1
£<-) (log (Â, (re‘r; QU = - Re Г----------- -- dt.

J l — t re'f t
ICI'

Обозначая
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И(2) (ге1?; См ' *
r)ss2jL ։1„.tîrsSfl։

K1 2
tre^ ~2

ш (t) dt, (2:27)

очевидно имеем

L™ [log |Л. (re1?; С) | ) = И£։’ (ге1'; С) + (ге‘^; Q.

Из (2.26) для любого г (0<г<1), С (0<r։< |С|< 1) 
оценку

(2.28)՝ 
получим

ro
tre1? | '«>(/) dt. (2.29)>

Интегрируя (2.29) по <Р и пользуясь значением интеграла Пуассона

1
c

C

trelf “2 , а? =с
о

приходим к неравенству
2« 1

• 1— v(t)dt. (2.30)
о |С|*  |С|*

Заметим далее, что имеют место оценки (см. [1], формулы 2.18 и 
2.19)

,2|С| I Г1----  I? — arg Ч, при
min

к
ÏÏ ’

при
2

— arg С)8
» при

iï

® — arg С
2

4 2 ’
sin8

1, при
2

в справедливости которых нетрудно убедиться.
Отсюда легко получим, что при любом г(0<^г<1), С (0 < г0 < 

<|С|<1), НК|2<^<1) И фС[О, 2«]

sin2 <р— arg С [1- —t re'’’ —։
С го

Из (2.27), ввиду этой оценки, следует

1П2) (ге‘^, С)|<^Гш(0Л 
Го JICI*

(2.31)
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.при любом г(0<г<1) и С (0<го<|С| <1). Интегрируя (2.31) по ?, 
приходим к неравенству 

2к 1
С) (re"; С)| d? < % Го> (О dt. (2-32)
J “ ''nJ
о i:i’

На основании (2.30) и (2.32), из тождества (2.28) следует, что 
2» 1
Г |£<“) (logi Аа (re1*; С)|} | rf? <С (г0) ( (0 Л (0 < г < 1). (2-33) 

2՞ J Jо KI«
тде С (rq) — некоторая постоянная, не зависящая от г.

Теперь, с учетом разложения (2.21) и оценки (2.33), из (2.19) 
получим 

2։
Ги(г; F)=AJl|-)) (log Mre'f; zK) || 

0
2k 2r.

< — (log|n„(re'»; (‘|ZJ“)(log|Z(re"s z*)|}|  J? <
2*oJ 2«^

i
(r0)2 f ш (0 dt <Z 4՜ 00

*-։.1**1՛

.при любом г (0<^ г < 1).
Таким образом

sup 7L(r; F) <J. 4՜ °°> 
0<r<l

л тем самым теорема доказана.
Приведем некоторые следствия из этой теоремы и теоремы 2. 
Следствие 1. Предел.

lim £(“’{log 7гш(ге'?; z*)},  re1* £ D (z*|,

где n> (x)£ существует, почти для всех ®^[0,2^].
Следствие 2. Для любого а (0 -С а 4՜ 00) предел 

lim Z)՜“ {log пв(rez?; z*)),  re'T£Z){z*|,
r-l-0

существует почти для всех <р £ [0, 2^].
Результат этого следствия является усилением теоремы Ч. Та­

нака [9], где при а = р >■ 1 целом утверждалось лишь существование 
почти для всех ® [0, 2^] предела

lim /)-<•₽+!) (jOg -р (re՛?; z*)l.  
г-И-0

В заключение отметим следующее.



О мероморфных функциях 353

1°. При ш (х) = (1 — х)։ (—1<.а<^+°о) в представлении (5) 
функцию В.„(г; гк) можно заменить функцией кш (х; х*  ).

2°. Если ш (х) £ 2, причем ш (х) не убывает на [0, 1), то анало­
гичную замену функции В„, (г; г к) на кш(г; гк) можно также совер­
шить.

3®. В общем случае, когда ш (х)—произвольная функция из клас­
са 2, эту замену можно осуществить лишь в случае, когда последо­
вательности {a-.il]“ и (6,}]“ нулей и полюсов функции Л’(х)^/^*  [»}
удовлетворяют дополнительному условию

ш (х) dx < +

§ 3. Факторизация функции кш(х; zk)

а) . Известна следующая теорема о факторизации функции Вт (г; гк) 
(см. [1], теорему 2.3).

Теорема. Пусть [х*} “ (0 < |х»-м| 1)—некоторая по­
следовательность комплексных чисел, лежащих в круге |х| <1.

Г. Если функция и (х) £ 2 не убывает на [0, 1) и последова­
тельность {х*}] “ удовлетворяет условию

то имеет место представление
2г

Я, (х; х*)  =В (х; х*)  exp j ~ J S (е_,8-х; ш) </(/(0) | (И < 1), (3.1) 

о
где р- (И) — некоторая невозрастающая ограниченная функция на 
[О, 24

2°. Если последовательность (х*}] “ удовлетворяет условию

2 (1— Ы)< 4- 

а функция « (х) £ 2 не возрастает на [0, 1), то вновь имеет место 
представление (3.1), где ц(0)—неубывающая ограниченная функция 
на [0,2՜].

Наконец, в обоих случаях 

|i (&) = lim 
/։-*«>

Bn (rn е‘*; zk) 
В (rn e'^; Zk)

rf<p, & £ [0, 2k], 
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гле {г„}р (0 гп 1) — некоторая последовательность гп ! 1» а 
В (г; г*)  — функция Бляшке*.

* В специальной случае, когда ш(х) = (1—х)а (—1 < + оо), существенно
иным методом утверждения втоВ теоремы впервые были установлены в заметке [14].

Следуя идее доказательства этой теоремы, мы в этом параграфе 
установим теорему о факторизации функции (?; г*),  причем в нашем 
случае это доказательство значительно упрощается.

б) . Пусть кш(г; г) —сходящееся произведение.*
Обозначая

AL (г- = 6—exp I- U„ (z; Q+-֊֊ U... (°; Q I , (3.2)
ИА»(О;С) V 1 2 J

рассмотрим функцию

(я; z>)= ПА1 (z; zk) = ■ (3.3)
*L| V (0; zu)

Легко видеть, что ^(2; z*)  при «»(х)=1 совпадает с функцией 
Бляшке

В самом деле, согласно (2.3), при ш (х)=1

(z; Q = log 1^4֊. ZZ, (0; Q = log j֊p . 

и поэтому из (3.2) и отсюда, при ш (x)s=l, имеем

X (z;Q=4=^=-Y ,
1 — zZ

т. е. <(z; г*)  = В (z; z„).
Обозначим

и введем в рассмотрение функцию

F(z)=log
< (г£гЛ)
•S (х; z>)

где

F(z; zA) = log А'ш (г; zk) 
zi (z; zk) (3.4)

Очевидно, что как сама функция Б (г), так и функция
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Л,(z> L^{F(re1?)} = 2 £<“) \F(re‘?-, zt)} (3.5)
i-l

аналитична в круге |z|<l, так как отношение те' (z; Zk)!B(z՝, гь) ана­
литично и отлично от нуля в круге |z|<l, причем разложение (3.5) 
равномерно сходится в круге lz,<^l.

Докажем следующую лемму.
Лемма 2. Если ш(х)£2 не убывает на [0, 1), то

Re Fjre1?; Q = Re £<“) |F(re'’; С)}<0 (|z|<l, jC|<l).
Доказательство. Из (3.4) и (3.2) следует, что

Re F (z; С)=Re {Z70 (z; l)-Ûa (z; Q} + -1 (0; Q---- -- Ûo (z; Q, (3.6)

где
Û. (z; C) = [Da.(z; QK-,.

Применяя оператор к обеим частям тождества՜ (3.6), получим
1

ReÆ.„(-՝; С)= Re {£<-> \Ua (re1?; C)-Üa (re1?; Q}} + ± dt-\- log |C>.
Й*

(3.7)
Из (3.3) имеем, что

Re Z»|é/0 (re'?; QJ= ֊ 2 log |C|+ Re L™ (log (1 -C re'?)).
Но (см. [1], лемму 2.3)

i
£'•"> {log |1 — C re'?|| = -Re C—-- ш (f) dt,

J 1 — t tre"? 
о

и поэтому
J

Re U”) ( Ùo (re'r; C) | = - 2 log |C| - Re (' ։ ш (t) dt. (3.8)
l֊^ZCre'?

о
Далее, согласно'(2.25)

Re f tZ, (re'r; Q} = Г Л-Re f re'?u>(f) dt. (3.9) 
J t — tre1?
I-’I' о

Теперь из (3.7), (3.8) и (3.9) приходим к следующему представлению 
для функции (я; С):

1 _ |С1* 1
г.(г! 0-1ог -1- \՝^- dt- ' Л (3.10)

р «J * J д__ ____ ~ J
0 ° z 1'1'

(|z|<i, ic;<i).
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•Отсюда непосредственно видно, что функция (г; С) непрерывна в 
замкнутом круге |г|4С1. Далее, обозначая

/«) (е'?; С) = - Ие (՛ ( ' . - + ֊֊ у-Г 1 ш (О (ЗЛ1)
3 [1—^Се'*  ։ — Се'*  )
О

Л” (е/Т; С) . _ Ке у 1^—֊} “ (О <“> (3.12)

|։|՛1

из (ЗЛО) при |ж|=’1 получим тождество

Ее Гш (е'*;  С) » /<’» (е'*;  С)+/<։> (е'*;  С) + 1о2 * <ЗЛЗ)

Заметим теперь, что интегралы (3.11) и (3.12) можно записать в сле­
дующем виде:

? —Се'* ՛ 
1—/С“е'*

Г /тД2) (е^. С) = - ^ ш(0 .
Й*

(3.14)

(3.15)

Но интегрированием по частям из (3.14) получим

С) = — ш (|С|*)1од 1С|» -Се֊'*  
1—С|С|3е'*

. |/֊Се֊'Ч, (л , 1+) |ог|Г^1л‘ (,)-|огга ■ 

О
(3.16)

Принимая во внимание значение интеграла

Г ,, V * .а 1ог ----------- —- 1о£1 |1-Ле'*|
1-С|С|а е'*  

С - ,С|’е'*

и очевидное неравенство

1/Т 1 1 4- / Г«'*
^1о£7—>0 (1С|<1, 0<#<1), *|1-Ке'?| 2, 1 —Ке'*

из (3.15), в случае неубывающих на [0,1) ш (х), получим оценку

/»(«*;  С)<»(КС) 1»։ .^֊ • (3.17)
А '•1^1 в

Теперь, с учетом (3.16) и (3.17), из (3.13) приходим к неравенству 
!?1

Яе Л, (е'*;  С) < (1о£ * -Ч. <Ао (^) -{-ш (|С|։) 1о? !|г\—’ • (3.18)
о
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Но (<) >0, поскольку ш (<) не убывает на [0, 1), и

1О£
/—Се~'?
1—

<0 (0 <*<!),  1о? = 0,

поэтому из (3.18) следует, что Ее /'՝<а(е(?; С)<0. Далее, как уже бы­
ло отмечено выше, функция ЛДх; С) непрерывна в, замкнутом круге 
|х|-С1, и поэтому при отображении ■и>=Еа1(г; С) образ круга |х|-С1 
будет ограниченной областью. Ограниченной и замкнутой будет и 
граница этого образа. Так как Ее Ба (е'?; С) С0, то эта граница лежит 
в полуплоскости Ее ш-СО, следовательно, образ круга |х|-С1 целиком 
лежит в полуплоскости Ее ш-СО, то есть Ее Л» (я; С)-С0.

в). Докажем теперь основную теорему этого параграфа о факто­
ризации функции тс„,(х; я*).

Теорема. Пусть (х; г*) —некоторое сходящееся произведе­
ние. Если ш (х) (2 не убывает на [0, 1), то имеет место пред­
ставление 

Е(е-*г; ш) б V (&)км (х; г*)  = С0В (г; гь) ехр (|г|<1), (3.19)

где
(0, х*),

В (г; гь) — функция Бляшке, а ЧТ (8) — неубывающая ограниченная 
функция на [0, 2к], определяемая следующим образом ’.

С0В (гпе1^; г»)
■ка(гпе1*; гц)

'<?, Н [о, 2֊],

где |гп)։“ (0<Сгл<С 1)— некоторая последовательность чисел, причем 
гп 1 1 при л —* + оо.

Доказательство. Во-первых, если ш (х) не убывает на (0,1), 
то ш(х)>ш(0) — 1 (х£(0, 1)), и следовательно

3(1-|г4|‘)<2 (’ш(х)^х.

"-՝ м 14'
Это означает, что в рассматриваемом случае произведение В (г; гь) 
сходится вместе с ^щ(х; х»). Далее, согласно (3.5) и лемме 2

Ее £.(■“)[ ֊ Г (ге/?)} = - £ Ее (ге‘*;  х*)>0.
*-։

Следовательно, по определению класса Сш, функция

—Б (г)= — 1о£
< (^;
В (х; х*)

ко> (^։ 2*)
֊1°гС.В(х; х*)  
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принадлежит классу Ст.
Заметив, что ввиду (3.4), (3.2) и (3.3)

1т (Г(0; С)) = 1т{ - у | |С|| = 0,

|։р
по теореме Б для функции — Е (х) получим представление

2х

-Г(х)= — ш)^(»), (3.20>
2*3 о

где

V (0) = Пт С {-Ие Еа (г„ е/?)} </<?, 0 [0, 2*| , (3.21)
л и о

причем, согласно теореме Б, [гЛ}։” (0 гп <С 1) ~ это некоторая по­
следовательность гп 11 при п-»4-«>. Теперь из (3.20), (3.21), при­
нимая во внимание определение функции Е(г), приходим к утвержде­
ниям теоремы относительно представления (3.19) и природы функции 
V (0).

Следствие. Если ш (х) £ 2 не убывает на [0, 1), то спра­
ведливо неравенство

|ки (г; г*)К  Со |В (г; гк)\ (|х|<1), (3.22)
где

1

Со= V *»(0;  г*)  = ехр 1~ 3 1 у- | <1- 
՛ *-։  и*/«  )

Оценка (3.22) следует из представления (3.19), если учесть, что в 
рассматриваемом случае «/Ч7՜ (0) > 0, и, согласно (2), Ее 5 (г;
причем, по (2.6), (2.2) и (2.3)

«.(О; г.) = . | е֊"-1'”'1 =ехр[- V СЛ1.
*-՛ 1 '

Отметим, что если ш(х)(2 не возрастает ка [0, 1), а последо­
вательность (24}“ удовлетворяет условию

2 (1— |г*1)  < + °=> 
А==1

то опять имеет место представление (3.19), с той лишь разницей, 
что в этом случае ?г (0)—невозрастающая ограниченная функция 'на 
£0,2я|, причем доказательство совершенно аналогично приведенному в 
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теореме. Поэтому мы ограничимся только констатацией этого факта.
В заключение, выражаю глубокую благодарность проф. М. М. 

Джрбашяну за постановку задачи и руководство при ее решении. 
Ереванский государственный

университет Поступило 21.VII.1972

Ռ. Ս. ԳԱԼՈՅՍ.Ն. V |ш] դասի մերոմորֆ ֆունկցիաների մասին (ամփոփում )

ՀոդւԼածում ուսումնասիրված են Մ. Մ, Ջրրաշյանի հետազոտության մեջ [7] ներմուծված 
մերոմորֆ ֆունկցիաների N {այ դասերի տեսության հետ կապված մի քանի հարցեր։

N {roj ղասերի եզրային հատկությունների կապակցությամբ հիմնական թեորեմը 1J

պնդում է, որ եթե Ш (x) ֆունկցիան բավարարում է որոշակի պայմանների (ա (х) է ճ*),  ապա 
ցանկացած I' (Z) UiJ ֆունկցիայի համար համարյա ամենուրեք դոյություե ունի հետևյալ 
վերջավոր սւսհմանը

Г-И-0
որտեղ Ռի մ ան - էի ո լվիլլի տիպի օպերատոր է [2].*

Այնուհետև (Տ§ %ւ 3) կառուցված է նաև մի արտադրյալ—Z որը հանդիսանում Հ 
Մ. Մ. Ջրրաշյանի Z արտադրյալի [3] ընդհանրացումը։

է տրված, որ ցանկացած Ш (x) £ Զ ֆունկցիայի համար (z; Ապացուց­
ված են թեորեմներ “(ц (z՛, Z^) ֆունկցիայի եզրային հատկությունների և ֆակտորիզացման վե­
րաբեր յար

R. Տ. GALOIAN. On mehromorphic function from class V(w) (summary)

The paper deals with some questions connected with the theory of (u>) clas­
ses, which have been introduced by M. M. D2rba$ian.

The main result refers to the boundary properties of N {ա}. It states the con­
ditions, under which the limit

lim /,<“•> (F(re'e)], 
r-1-0

(L(e) is a Ricman-Liuvill type operators) exists for arbitrary F almost every
where.
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А. В. ЕФИМОВ, Т. А. ТОВМАСЯН

РЕАЛИЗАЦИЯ ПРОХОДНОЙ МАТРИЦЫ-ФУНКЦИИ 
КЛАССА Լ/?

В статье [1] показано, что Д-матрица двухэлементного 4п-по- 
люсника, содержащего только индуктивности, сопротивления и идеаль­
ные трансформаторы, необходимо является рациональной функцией 
от X и обладает свойствами

(I) го(Х)= ш(Х),
(II) ш’ (X) /]№ (X) — /1 > 0, при Ре Х>0,

(III) (X) յէո (X) « л,
(IV) го* (X) Лго (Х)-/։ / > °’ 1т Х>°

I -С 0, 1т I. < О,

где
О И 

-ПО
Целью настоящей статьи является доказательство обратного՛ 

утверждения, именно: каждая рациональная матрица-функция го (X), 
обладающая свойствами (I) — (IV) (условимся называть ее проходной 
матрицей класса ЬК) является Д-матрицей некоторого 4п-полюсника 
указанного класса. Попутно выясняется цепная структура £/?-цепи.

Доказательство состоит в следующем:
1. Разложение заданной проходной матрицы класса £/? в произ­

ведение примарных матриц того же класса; возможность такого раз­
ложения и структура примарных матриц см. [2; 3].

2. Реализация каждой примарной матрицы в виде двухэлементно­
го £/? 4п-полюсника.

Поскольку при каскадном соединении многополюсников их Д-мат- 
рицы перемножаются, тем самым достигается реализация заданной 
проходной матрицы класса ЬК. При этом многополюсники, реализирую- 
щие примарные матрицы, являются элементарными ячейками цепной 
структуры £7?-цепи.

Таким образом, справедлива следующая основная
Теорема. Для реализуемости матрицы-функции го (X) {по­

рядка 2п) в виде линейною пассивного 4п-полюсника класса ЬК 
необходимо и достаточно, чтобы го (X) являлась рациональной 
матрицей-функцией и удовлетворяла условиям (I)—(IV).
675-4
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Приведем, вкратце, процесс, приводящий к реализации пример­
ных матриц.

В соответствии с [3], в зависимости от расположения полюсов, 
имеются следующие типы примарных матриц класса ЬК:

Тип I.
С С 

«>О)=Со+.— + >•—/•0 >֊ — '-о
где

I 2Ке

0
С —Г 8 + 0, 1тХ0>0, / = (/1։ /։), £ = (£։, #2), /*, £* — л-мерные век­
торы-строки, причем вектор / обеспечивает совместность неравенств

а О >0 а 0

0 а а

У / У* - У / У* ” —— а =-/֊<։.<_ ։ у — у р () )։ {} —комплексный параметр,

=Л/1—'о а вектор 8 определяется соотношениями

/։ = “ 8г + & 8г, 

/г -= *81 + ^81,

8 ~ (81> 8з)=8Р՜1 (М> Р (>֊) =
I 0
0 1.1

Тип II:
1

и> ().) = °о
0

Л 8г (°о= 3о¥=О),8
>—’о

где

1. /=(Ур У2)—вещественный вектор,
2. »>0, &=У։Х-ао»>О,

3. /։ = »£։, /1 = — » 8г- 
Зо

Тип III:

где / — вещественный л-мерный вектор, У = &#, & >0.
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Тип IV:

где / — вещественный вектор, / = 0.
Тип V:

/—вещественный л-мерный вектор, /=--§, &^>0.

Тип VI:
■ш (>.) = 1 0

где Т=
0 Г1

виде идеального

V 0

/—вещественный л-мерный вектор, /=Ьц, &^>0.
Непосредственная реализация примарных матриц затруднитель­

на. В целях реализации примарную матрицу ги (X) представляем в виде 
то (Х) = ТТ֊' ш (X) ГТ"1 ,

— постоянная вещественная матрица, реализуемая в 

трансформатора (см. [4, 5]). Далее, подобрав соот­
ветствующим образом Т, добиваемся выделения из матрицы Т
некоторой субматрицы-ядра, содержащего’ основную информацию о 
ней. Это ядро имеет порядок 2, 4 или б и, реализуя его в виде мно­
гополюсника (4, 8, соответственно, 12-полюсника), получаем реализа­
цию ш (а) в виде цепного соединения этого многополюсника и двух 
идеальных трансформаторов (более подробно, см. [6]).

В дальнейшем ядро примарной матрицы ш (X) обозначим через

ш (X).
Анализ каждого из типов примарных матриц, заключающийся в вы­

делении ядра, показывает, что существует пять видов ядер типа I, че­
тыре вида ядер типа II и по одному виду каждого из остальных 
типов.

Ниже дается характеристика ядер и соответствующая каждому 
ядру схема замещения (в виде 12-полюсника).

Реализация ядер типа 1.֊
Возможные случаи:
1. Векторы /х, Д— вырожденные, т. е. Д, Д = е/в’Д. В 

этом случае можно считать
Д= (2п 0, 0), Д=(яа, 0, 0) (Ре ?֊!#= 0, 1тг2 =#0).

ш (X) реализуется в виде цепи, приведенной на рис. 1. 
Значения физических параметров:
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1М’А,ым(0)
2аке(а|г։|։-иг?)

7 Д8 1а— ХоР (а)
2а Ке(а|г1։—»*?)

О,

р 2Ке'о(* [г,!2 —^1) ,

2 Ее (31^1» - & г{) 2 Ре(а Ы’ — » )

и։ = го։2 (0) 0, иг —ги22 (а) <С 0,

Д8 = 3«-|&|*>0,

ш։։(а)—правый нижний элемент ш (/֊).
Реализация осуществлена путем перехода к матрице проводи­

мости;
2. Вектор Д— вырожденный, вектор /8 — невырожденный. Можно 

считать
/1 = (г,, 0, 0), /։= (г2, хг, 0) (Ре г։ =/= 0, 1т х։=/=0, х2 = х, =/=0).

и> (л) реализуется в виде цепи, приведенной на рис. 2.
Значения физических параметров таковы:

г _ 2Ре(ах?-0х?) . _ . 2 Ре (а 'х812 ֊ & И) . _
— ‘1 — 5՜= 77 ^>и> ‘2— ГТ ,8 ~ и>

х2 (г8 — г։Г х2 (г։— хяГ

2 Ре (а гг х8—^гях։) _ 2 Ре (аг2х։ — 0 ггх։)
Х2(г, — г։)։ Х2(г։ — хя)։

- г _ 2 Ие >0 (а .<2 — & х1)—х\ (2г—гл)(г։—х.) _
Х2 (г, — г։)2

2 Ре ) о (а гяхг — 0х8х2) + хг (г2 — г2)(г1г3 — х2)
Х2 (г8 — х8)։

_ _ 2 Ре Ар (аг8х2 — йгг х8) 
хг (гг — гг)г

Г։ = 2 R. (а|г,|>— »7;, >0 = >
Х2 (г։ — га)2 г!

”■■<»>-1 'г ■
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топ ('•) ~ левый верхний блок матрицы то (>.).
Реализация осуществлена путем перехода к матрице сопротив­

ления;

Рис. 1. Рис. 2.

3. Вектор /։—невырожденный, вектор /2 — вырожденный. Здесь 
можно считать

/։ = (г1> °)> /а = (22> 0, 0) (1т 2։ =/= 0, Не х2 =/= 0, = х։ Ф 0).

то ().) реализуется в виде цепи, приведенной на рис. 3.
Значения физических параметров:

Я1 = ±. г, = ֊2кфЦ^>0,
Г1 х։ (г1 — 2Х)։

г_ 2 Ие (ах1г1—а хггх} _ 2 Не (ах, 2,—
х? х։)4 XI (21—г2)2

2 Не (а |г11։—Ь ) Г1
Г2 — 9—=-------------- V.
^*(2֊21)։ г։г։֊г։
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, 1 , г?2Ие лох;(г, -х,) 2ЕеГ0(ах?֊Ь х?)
М — "7՜’ 1~ ' 2 , Ч2\ XI I*!---- *1)

. _ 2 Ее /-о (а х1х1—Цх^^+х, 2 Ее >0 х2 г, (х] хО _
‘ — — ՛ 7՜?՜ 7

2 Ее >4) (ах^! — » х։Х1), 
х?(х,-х։)։

2 Кел0(а|х։|։֊ах?) ,_____
----------- 2֊=--------- й ->и> “ 1' _ р

XI (х։ — ХгГ ‘14 1

~~ /О՝, — ^33 ^34 
«»г։ (0) = п . >

Реализация осуществлена по матрице проводимости;
4. Векторы /1։ /։ — невырожденные, причем (Ее /2 Ее /։։) (1т /։ X 

X 1т /р =/= (Ее /г- 1т /,)(1т /2-Ее/’). Здесь можно считать
/1 ~ (г1> ^х1։ 0), у։ = (х։, х2, 0) (Ее х1=^=0, 1т х։ 0, х/ =х/ ^0).

ш ().) реализуется в виде цепи, изображенной на рис. 4.
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Значения физических параметров таковы:
__ , 2 Ее 7 О (^^2*^2 ^^2^з) 2 1ХуХ2(х2 ----Х2)

Х2 (г,—х2)5

_ _ 2 Ее х8 — Ях2 х2) — х2 (х2—х2)(7гх2 — г„)
х1 (г2 — х,)։

2 Ее )0 (а |г։|’ — О«) — х։х։г (х2—г2) Л Го   п——------------------- ------------ - — 2> и,
х2(х2 —х2)։

»11(0) =
Л1 ^12

^21 ^22

Значения остальных физических параметров те же, что и в слу­
чае 2.

Реализация осуществлена по матрице сопротивления:
5. Векторы /,, /2— невырожденные, причем (Ее /2Ее/,) (1т /5 X 

X 1т /,*) = (Ее/2- 1т/։") (1т/,-Ее/[). Можно считать

А = (гр 0, /х։), /, — (х2, х2, 0) (Ее х։ =#0, 1тх2=/=0, х1 = х,=^0).

и> ()•) реализуется в виде цепи (рис. 5).
Значения физических параметров /։,

же, как в случае 2.
/», Л Г1, г.,, г, такие

»и (0) =
^11 Лг 0

0 1 0
^31 ^32

»и ('•)—левый верхний блок ядра го ().).
Цепь, изображенная на рис. 5, не имеет ни матрицы сопротивле­

ния, ни матрицы проводимости. Синтез цепи осуществлен на основе 
анализа цепей (рис. 2, 4).

Реализация ядер типа II.
Возможны следующие случаи:
1. /1 = 0, /2=/=0. Здесь можно считать /2=(1, 0, 0).

Ядро ш р.) реализуется в виде цепи (рис. 6).
Значения физических параметров таковы:

Я= _3о0>0, Ь =»>0.
Реализация осуществлена по матрице сопротивления.

2. Зо’СО, /1=^0, /։=0. В этом случае можно считать /։ = (1, 0, 0). 

ш (л) реализуется в виде цепи (рис. 7), где

R = 4֊>0, Ь=-------- — >0, «=1.
0 Зо(>

Реализация осуществлена по матрице проводимости.



Рис. 5. Рис. 6.

Рис. 7. Рис. 8.
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3. < 0,/։/= 0,/։ =/=0, /2/| = 0. Здесь можно считать
Л = (1.0, 0), /։ = (0, 1, 0).

■го (>) реализуется в виде цепи, изображенной на рис. 8.
Значения физических параметров такие же, как в случае 1 

типа И.
Отметим, что в этом случае, как и в случае 5 типа 1, невоз­

можно осуществить реализацию ни по матрице сопротивления, ни по 
матрице проводимости. Синтез цепи осуществлен на основе анализа 
цепи (рис. 6).

4. ’о^О,/./, =/=0. В этом случае можно считать

А = (1. 0, 0), /։=(х, 0, 0), 
лричем х = /2 /]" =/= 0.

ш (л) реализуется в виде цепи (рис. 7).
Значения физических параметров таковы:

/? = —>0, £ = 4т->0. *=֊ 
В

В
«о»՜

Реализация осуществлена по матрице проводимости. 
Реализация ядер типа III.

■ш (X) реализуется в виде цепи, рис. 9. Значение параметра

Я = — >0.
о

Реализация ядра типа VI.

Матрица ш (X) реализуется в виде цепи (рис. 10), при этом
Я = 1>>0.

Реализация ядер типа IV и V.

•ш (X) реализуется в виде цепи (рис. 10), соответственно рис. 9, 
заменяя сопротивление R индуктивностью Л, причем

£ = В>0.
Отметим, что соответствие проходных матриц цепям проверено 

во всех случаях расчетом.
Попутно исчерпывающим образом описана цепная структура 

линейной пассивной. ЬК-цепи՛. любую такую цепь можно предста­
вить в виде каскадного соединения указанных многополюсников и 
.идеальных трансформаторов.

В заключение сделаем следующее
Замечание. В статье [3] установлена связь

I 0 
0 X/ 
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между проходными матрицами г (X) класса СЬ и и> (н) класса ЬК. 
Там же отмечено, что такое преобразование является аналогом пре­
образования

2(Х») = Хг(Х) (**)
для позитивных матриц г (/) класса СЬ и 2 (ц) класса ЬК.

Рис. 10.Рис. 9.
Сравнение схем замещения для проходных матриц ю (р) (см. 

рис. 1 — 10) и г (/-) (см. [6]), связанных соотношением ( * ), позволяет 
установить физический смысл преобразования ( * ); он состоит (по 
крайней мере для рассматриваемых специального вида схем замеще­
ния) в замене каждого из емкостей. С реактивной цепи на сопро­
тивление К=С в цепи ЬК при неизменных индуктивностях и 
идеальных трансформаторах.

Физический смысл преобразования (*), таким образом, тот же, 
что и физический смысл его аналога (**) для позитивных матриц (по 
крайней мере для специальных схем замещения, указанных Кауэром [4]).

Все изложенное в настоящей статье без затруднений может быть 
перенесено на случай СЛ-цепей и проходных матриц класса СК.
Одесский педагогический институт,
Одесский технологический институт

холодильной промышленности Поступило 15.11.1971
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Ա. Վ. եՅ»1’Մհ։Լ, Р*. Ա. ՌՈՎՄԱՍՅԱՆ. LR դասի անցումային մաարիցա-ֆունկցիայի իրա- 
ջումր (ամփոփում)

Հայտնի է, որ LR ղասի 4ո-րևեոի անցումային մ ատրիցա.ֆունկցիան ռացիոնալ է և 
հյ ժտված Լ հետևյալ հատկություններով.

(I) w (՝!.) =Տ V) (a),
(II) W* (Z) /յ W (Ն) — /։>0, երր Re A >0, 

(III) w՛ (A)/2w (Л)^;2,

(IV) w*G)/,w (A)-;J>°’ ImZ>°’
I <0, Im /. Հ 0,

Հողվածում ապացուցվում է հակառակ փաստը, այսինքն' (1)—(IV) հատկություններով
օժտված ցանկացած 2ո ռացիոնալ մատրիցա-ֆունկցիա հանդիսանում է Լ]^ դասի մի

որոշ դծային պասիվ բևեռի իլ-մատրիցալ
Ապացույցը հիմնվում է Ա. Վ. Եֆիմուէի պրիմար մատրիցաների ստրուկտուրայի վերա֊ 

յւերյաէ արդյունքների վրա և կայանում է այնպիսի պար զա դույն 4ա-֊ բևեռն երի կառուցման մեք, 
որոնց համար պրիմար մատրիցաները հանդիսանում են իլ-մա տրի ցաներէ

Միա մ ամանակ լիովին բացահայտվում է ԼԱ 2րմայՒ 2ղթա )ակա^ ստրուկտուրան է

A. V. EFIMOV, T. A. TOVMASSIAN. Realisation of transition matrix-function 
of LR class (summary)

It is known that transition matrix of 2n terminal pair network of LR class is 
rational and possesses the properties:

(1) W (a) == w ().),

(II) w* (A) /։ W (X) - J, > 0, Re A>0,

(111) w'('a) J, w (/.)= Jit
, ... , (>0, Im՝A>>0(IV) W* (A) y2w (a) - '

1Հ0, Im I- < 0,
where

. _ z0/\ . _ / 0 il \
Go/ \-hq)՛

In this article the opposite condition is proved, i. e. any rational matrix-function of 
w Q.) order 2zi, with the properties (I)—(IV) is zi-matrix of some linear passive 2n 
terminal pair network of LR class.

The demonstration of this condition is based on the results obtained by A. V. 
Efimov concerning the structure of primary matrices and consits in constructing the 
simplest terminal pair networks for which primary matrices are actually /l-matrices.

Concurrently the chain structure of LR circuit is cleared up.
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Б. С. РУБИН

О ПРОСТРАНСТВАХ ДРОБНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
НА ПРЯМОЛИНЕЙНОМ КОНТУРЕ

Пусть 2 = (а, Ь) — конечный, бесконечный или полубесконечный 
интервал на вещественной оси. В настоящей работе будут рассматри­
ваться пространства функций, заданных на 2, представимых интегра­
лами дробного порядка

х Ь
.. .. , 1 Г ?(0<Л \ / Ч 1 С ф(ОЛ«=7^1 ййй7 ’ х>о! (т) м ~ Гй) Тйй77'

а х

с плотностями из пространств Ьр (2) и Ьр (2, р>), 1<^р<^оо, 0<^а<^1,. 
Р (х)—весовая функция вида

(1֊Н*|) Т, аР~ 1 "Ст < Р — тах (ар, 1), 2 =( —со, с©);
р =г |х—а!’“(1+|х|)т, ар — 1<ао<р— 1, ар-1<аа-Н<>—тах(ар, 1), 

2 = (а, со) или 2=( — оо, а); (1)
(х-а^б-х)* 4, -1<аа, ал<р-1, 2=(а, Ь).

Необходимость изучения таких пространств связана с задачей о 
нетеровости оператора типа потенциала

(*?)(*>  Гс(х;/)ли)л.Р |Х—/|։—

действие которого из Ьр (2) (Др (2, р)) естественно рассматривать в 
пространство дробных интегралов специальным образом нормиро­
ванное.

Как известно, интегродифференциальные операторы дробного 
порядка в пространстве Ьр были изучены Г. Харди и Дж. Литтльву- 
дом [1]. Ряд свойств этих операторов в пространстве £ (а, 6) изло­
жен М. М. Джрбашяном в его монографии [2] в связи с исследова­
нием мероморфных функций. С. Г. Самко в статье [3] были изучены 
необходимые и достаточные условия представимости функции инте­
гралом дробного порядка с плотностью из Ьр (— со, со). В § 1 мы 
обобщаем этот результат для случая весовых пространств на конеч­
ном, бесконечном или полубесконечном интервале. Необходимость 
введения весовых пространств вызвана тем, что решения интеграль­
ных уравнений со степенными ядрами имеют на концах промежутка 
интегрирования особенности как правило более высокого порядка, чем 
во внутренних его точках. В § 2 исследуются ранее еще никем не 
изучавшиеся свойства типа „склеивания“ дробных интегралов с плот-
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ностями из Ьр (2), -. Применение результатов этого парагра-
а

фа позволяет в § 3 дать новое описание пространства дробных инте- 
гралов на вещественной оси с плотностями из Ьр ( °°> °°)։

. В § 4 дается приложение некоторых результатов, полученных 
а

в §§ 1—3, для решения задачи о нетеровости оператора типа потен­
циала в весовом пространстве на конечном отрезке. Часть излагаемых 
в настоящей работе результатов докладывалась на III республиканской 
конференции математиков Белоруссии [9].

§ 1. Описание пространств дробных интегралов

Всюду в дальнейшем, если возникнет необходимость продол­
жить рассматриваемые функции за пределы промежутка 2, будем 
считать / (х)=0, когда х~с 2.

1°. Пусть [а, 6]—конечный отрезок вещественной оси.
Теорема 1.1. Для того чтобы функция / (х) была предста­

вима в виде / (х) = (7* +») (х), ®(х)^£р(а, 6), 1<р<^со, необхо­
димо и достаточно, чтобы / (х) принадлежала ЬР (а, Ь) и чтобы 
в Ьр (а, 6) существовал предел

* 77(х)-/Ю d 

Г(1 — a)J (х —01+։

G (х) = lim ----------
-о Г (1—а) 

Lp (а. ») ' с —/)1+а

Если эти условия выполнены, то <р (х) =------ - -------------- 1- С (х).
Г (1—а)(х—а)’

Доказательство. Необходимость первого условия очевидна. 
Необходимость второго вытекает, в силу теоремы II [I], из легко 
устанавливаемого соотношения

х—а 
а -г—։ <

г <1—а) ( /i+? dt= ~sin~՜ ՛՜ 1 I® ~ss) ~ ? (*)J  ds +
J \ x *) '*՝ J
a 0

(2)

где I (s) = s*֊ ։ - (s [1 — sign (1 — s)].
2s

Докажем достаточность. Учитывая, что/(х)=0 при х < а, не- 
трудно показать, что функции

____/(*) ____
Г(1-։)(х-аГ

г« М =
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принадлежат пространству Lp (а, Б) и образуют в нем фундаменталь­
ную последовательность. Отсюда получаем Вт ®, = Нт + .

«-0 ‘ «-0
£р(а, 4) Lp(a,b)

Этот предел почти всюду совпадает с функцией /, в чем можно убе­
диться непосредственной проверкой. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы и теоремы 10 [1] как следствие выте­
кает

Теорема 1.2. Для того чтобы функция f (х) была предста­
вима в виде f (х) = (/„+ <р) (х), где ? (x) £ Lp ([а, 6], р), р (х) = 
= (х — а)’ (6 — х)°й ; — 1 < «а. яь<^р — 1» 1 <Z Р 03, необходимо и 
достаточно выполнения следующих условий:

1) /(х)(х — а)՜’ ££р([а, 6], р);
2) в Lp ([а, 6], р) существует предел

G (х) - Вт ж-»0 
+ 0)

я VfM-f(t)
Г(1—a)J (x-f)1+։

dt,

где о^>О сколь угодно мало.

Если эти условия выполнены, то <р(х) =----------------------|-С>(х).
Г (1—а)(х—а)”

Утверждения теорем 1.1, 1.2 с очевидными изменениями имеют 
место для интеграла •

2°. Рассмотрим случай, когда 2 = (а, со), —оо<^а<^°о. Не­
трудно убедиться в справедливости следующей леммы.

Лемма 1. Пусть 9 (х)££р ([— со, со], р), р (х) = (1 + |х|)т, 1<р<^оо,

ар — 1 <% < р — max {ар, 1), I (s) = s’՜1— —---- — [1—sign (1 — s)].
2s

Тогда

Bm i [® (x — es) — <? (x)] l (s) ds =0. 
։-0

p) 0

Получим теперь теоремы, дающие описание образов оператора /“ в՛ 
весовых пространствах на полуоси.

Теорема 1.3. Для того чтобы функция /(х) была предста­
вима в виде / (х) = (/* + <р)(х), где <? (x)£Lp (2, р), р (х) = (1 + |х|)\. 
1<СР < °°> а.р — 1<^7<^р — max (ар, 1), необходимо и достаточно՝ 
выполнения следующих условий:

1) f(x)£Lp(Q, (l+|x|)i֊«P);
2) в LP (2, р) существует предел

G (x) = lim «-.о 
Р)

g С (t) dt
Г (1—a) J (х —01+։
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Если эти условия выполнены, то <? (х) — _ ау Х
Доказательство. Необходимость. Соотношение 1) легко вы­

водится из -теоремы 10 [1]. Выполнение условия 2) 1вытекает, на 
основании леммы 1, из равенства (2), так как в силу теоремы [ ] 
/(х) (х-а)-££р(2։ Р).

Достаточность. Пусть

л = я С <ц и а<7'/<о°.
Л ’ Г(1-а)] (х-*) ’+“

а

Обозначим через /,у (х) сужение на [а, /VI функции / (х). Имеем

(Х) = —1------ Г /л(х)-/у(0 л _ ^(х) (а, ^)) В Ьр (а, Л).

Г(1֊а)3 (х֊0։+в
а

Следовательно, по теореме 1.1, /л'(х) = (/а+флО (х), где

Ф*(х)  = б.у(х) ^а’
Г (1—а)(х— а)

Далее пусть
/ч /~< ( \, / (х) ( р т\ / __ / фл^(х), х /V,? (х) = С(х)+—- ------ (Луф) (X) = /

Г (1—а)(х—а)’ 10, х>]У.
Легко видеть, что ф (х)££р (2, р). Действительно, С (х) £ (2, р) по
условию, а для второго слагаемого выполняются соотношения

/(х)
Г (1—а)(х—а)*

€£р(а, /V);
ГI/(х)|р (1 + |х|)т t/x
J (х - аур

< const J If (х)|₽ (1 + lx])*-*'  dx < со. 

N
Покажем, что (7’+ ?)(х)=/(х). Имеем

/„+ <Р = ^а+ ljm ^л-? = Нт /“+ Рх<? = f,
N -*  *>  оо

р) Lptfi, (1 + |ж|)Т- “/>)

так как

I/ (х) - (Z;+ PNr) (х)\р (1 + |х|)т-₽ dx
а

« 1

]f(x)-(pa+ Рк ®)(х)|' (1 + |х|)т֊‘, dx ? - О,

когда N оо. Теорема доказана.
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Следующая теорема обобщает результат теоремы 1.3 для про­
странства (2, (х— а)* “ (1 + |х|)т) с весом более общего вида. За­
метим, что оно вложено в £г (2, (1 + |де|)’х)> где

- . / р \ г (а, + т +1)1 < г < тш ( —-—, р ), — 1 < 1*  < —------- !----- - — 1.
\1-|-аа / р

Теорема 1.4. Для того чтобы функция / (х) была предста­
вима в виде

/ (х) = (Га+ Ф) (х), г (х) £ £, (2, р), Р (х) = (х - аГ“ (1 + |Х|)Т,
1<Ср<С°°» аР — 1’\яа<Ср—Ь аР — 1<\яа4*Т<^р  — тах (ар, 1), 

необходимо и достаточно выполнения следующих условий:
1) /(х)(х-а)֊’€£Д2. р);
2) в Ьр (2, р) существует предел

.-о Г(1—«)3 (х-<)'«
дг(е, (։+|Д)^) а

/ (х)Если эти условия выполнены, то ? (х) = С (х) Н---------------------- .
Г (1—а)(х-а)“ 

Эта теорема легко выводится из предыдущей, если учесть, что

ЬР (2, (х-а)°°-’р (1+ |х|)т) с Ьг (2, (1+ |х|Х֊«-).
Для случая 2 = (— оо, а) условия представимости функции дроб­

ным интегралом формулируются аналогично.
3е. Пусть, наконец, 2 совпадает со всей вещественной осью. 

Следующее утверждение является непосредственным обобщением тео­
ремы 2 из [3] об описании образов потенциалов, действующих из 
Ьр (— со, со), на случай, когда на бесконечности допускаются весовые 
особенности.

Теорема 1.5. Для того чтобы функция / (х) была предста­
вима в виде

») (X) ֊ р֊֊ Г , О (X) € £, (2, ₽>,
1 \ / и \։А* — ОО

р (х)= (1+|х1)т, 1<р<со, ар — 1 о —р — тах (ар, 1), необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1)/(х)^(2, (1+|х|)?), где 4 = ֊^֊, Р = ֊^֊ • 
к—ар 1—ар

если ар 1 и тах (р, —-— ) , р тах (Г — ар, —, 
\ 1 — а) \ р(1_а)/

если ар 1;
675-5
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2) И(х4-8)- /(х)кр(9.р)=о(а),  когда 8 — 0;*

3) в Lp (2, р) существует предел

G(x) = lira «֊►о
Lp («. Р)

_а [7(х)֊/(0^
r(l-«)J (x-f)1+a 

— со

(сходимость интеграла на бесконечности понимается в абсолют­
ном смысле).

Если эти условия выполнены, то <р (х) = & (х).
Необходимость условия 1) легко получается из теоремы 7 [1]. 

Необходимость условий 2), 3) доказана в статье [4]. Доказательство 
достаточности проводится по той же схеме, что и в теореме 2 [3].

§ 2. О „склеивании“ пространств дробных интегралов

Обозначим через /а+ (Lp), Г-ь (Lp) области значений дробных 
интегралов с плотностями из Lp (а, Ь). Известно (см., например, [3], 

5]), что при 1 р — эти области совпадают: 
a 

def
r^(Lp) = r-b(Lp)=I' (Lp (a, b))

и пространство Iя (Lp (a, b)) является банаховым относительно экви­
валентных между собой норм

Через L>a+> D-ь обозначены 'операторы дробного дифферен­
цирования, заданные на функциях из Iя (Lp (а, Ь)). В случае, когда 
а = — <х>, Ь — со, будем писать просто 1Я+ (Lp),' 1Я_ (Lp), 1' (LP).

Теорема 2.1. Пусть 2 — конечный, или полубесконечный ин­
тервал на вещественной оси. Тогда пространство сужений на 2 

функций из Iя (Lp) совпадает с Ia(Lp(Q)).
\ a /

Доказательство. Пусть 2 = [а, 6], где — °°<^ оо,
и /(х) = (1Я+ <р)(х), <t(x)£L,(—оо, оо). Рассмотрим функцию

♦ W = т («)+ т ('> л.
w (х — а)я J х — t — те

В силу инвариантности пространства Lp относительно сдвига и теоре­
мы К. И. Бабенко [8], (x)£Lp (Q). Кроме того, (1Я + ф)(х) = / (х), 
когда Л £2. Действительно

а
W(x) т) (х) + |’(а - ,)• т (,) л X

«Г (a) J
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Г (х— О*- 1 (I — а) -
л = (/; ?) (х)=/(х).

I — -

Обратно, пусть / (х) = (/* + ?) (х), ?$£р (2). Тогда /можно рас­

сматривать как сужение на 2 функции / (х)= (/+<р)(х), где ?(х) = 

= ?(х), если х£2 и ? (х) =0, если х^2. Для левой полуоси доказа­
тельство проводится аналогично, но уже с использованием операто­
ров Л, Р_ь .

Теорема 2.2. Для тою чтобы функция /(х), заданная на 
[а, 6], —<С а<С Ь <С °°, была представима в виде /(«) = (/’+ ?)(х), 

? (֊ ЬР (а, Ь), 1 <С р <С —> необходимо и достаточно, чтобы функ­

ция (Ло/)(х)={/(х), х£[а, 6]; 0, х£՜ [а, 6]| имела вид: (РаЬ/) (х)= 
= (^+ Т'т)(*)>  (~ со» °°)- Если это условие выполняется, то
при х£[а, 6] ? (х) = ?! (х).

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим функцию 
?։ (х), заданную на вещественной оси следующим образом:

0, х < а,
? (х), а ■< х Ь,

■‘,х)=_______ . г но л ֊՛ ,,

Г (!-«)] (х-։)>♦■ **’ ’
а

§ (х) £ЕР (Ь, оо). Действительно

_ ____ (6, 
к(х— 6)*  3 х—-с

а

Отсюда следует, что ?1(л’)С^,р( — °°’ °°) и утверждение теоремы 
вытекает из легко проверяемого соотношения

ь
1 С ? С՛1) 

1^+ Я) (*)~  г щ 3 (х — ■։)’-“
* а

Достаточность. Пусть (РаЬ /)(х) = (/; ?х) (х). Тогда на основании 
теоремы 2 из [3]

/ \ __ 5__ Г (^аь/) (х) у (■Роь/) (0 л =о ПрИ х<^а.
?1 ' Г (1—а) 3 (х-*) 1+в
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Следовательно, для х£[а, 6] имеем: f (х) — (7^. ?i)(x) " (7j+9j) (х), “ 
что и требовалось доказать. с

Заметим, что из теорем 2.1, 2.2 и теоремы К. И. Бабенко [8] 
def Т

вытекает ограниченность оператора „урезания“ (Ро/)(-*)  = !/(*),  х£ 2; н 
0, х £”2} в пространстве 7’ (£р).

Сформулируем теперь основную теорему этого параграфа о 
„склеивании" функций, представимых дробными интегралами.

Теорема 2.3. Пусть 2= U 2։, 2/ П 2/ = 0, fi (х) < (£₽(2;)).

Тогда функция f (х), заданная на 2 следующим образом: f (х) = , 
= /z(x), x£2z, принадлежит 7" (LP (2))-

Справедливость этой теоремы легко устанавливается на основа­
нии теорем 2.1 и 2.2.

§ 3. К вопросу об описании пространства 71 (Лр)

В настоящем параграфе мы коснемся проблемы описания про­
странства 7“ Известна [3] следующая

Теорема 3.1. Для того чтобы функция/ (х) была представима

в виде /(х) = (А <р)(х), <р^£Р, 1<р<—, необходимо и достаточно а
выполнения следующих условий:

1) / (х)££, ((1 + |х|)֊’р); 2) (/, 8) = К/ (х + 5)-/ (х)|,., =о (8Л

при 8 -> 0;

В этой теореме под производной D"+ f подразумевается предел

lim «-о 
Lp

а
Г(1֊а)

(3)X|-/l,) dl.
. % 1 J-..

сходимость на бесконечности понимается в абсолютном смысле.причем
Как показано в § 1, в описании пространств дробных интегралов на 
отрезке и полуоси оценка интегрального модуля непрерывности функ­
ции / отсутствует. Возникает вопрос: нельзя ли избавиться от этого 
условия и в случае всей вещественной оси? Необходимость решения 
этого вопроса вытекает как из чисто теоретических соображений, так 
и из того факта, что в конкретных ситуациях оценка интегрального 
модуля непрерывности вызывает большие технические трудности. Во­
прос о том, можно ли в выше приведенной теореме ограничиться усло­
виями 1), 3), пока что остается открытым. Однако на 'основании ре­
зультатов, полученных в §§ 1, 2, ясно,- что оценки модуля непрерыв­
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ности можно избежать, для чего необходимо убедиться в том, что сужения 
функции / на положительную и отрицательную полуоси принадлежат 
соответственно пространствам (£,) и 1^ (Еру Заметим еще, что в
теореме 3.1 можно избавиться от 
водной D\ f понимать предел

второго условия, если под произ֊

11m Мп —i—'p
Л'* “ ;-»Г(1֊։) J (х —f)1+։ '-р '-р -—ОС

dt, где /л-(х) = *>-*>
I 0, х< — N.

(4)
Для доказательства этого факта получим сначала один вспомога­
тельный результат.

Пусть функция / (х) задана на отрезке [а, 6], — оэ<а<6<оэ. 
Рассмотрим какую-нибудь числовую последовательность (а„}, сходя­
щуюся к а. Справедлива следующая

Теорема 3.2. Для того чтобы функция / (х) была предста­
вима в виде / (х) = (/’+ ®) (х), ? £Ьр (д, Ь), необходимо и доста­
точно выполнения следующих условий՝.

1)
/(*)€

Др (а, Ь), если [а, 6] — конечный
промежуток,

Lp ([а, 6], р), р (х) = (1 + |х|)~°р, если [а, 6] — бесконечный 
промежуток,

2) сужение fn (х) функции f (х) на [ал, 6] представимо в виде 
fa ()  = Ua„+ Ф«)(х)> гДе Фл (х) £Lp (ап, Ьу,*

3) в LP (а, Ь) существует предел G (х) = lim (Ра 4 <?л)(х). Если эти
Lp 

условия выполнены, то <р(х)= G (х).
Доказательство. Необходимость условия!) доказана в тео­

ремах первого параграфа. Необходимость второго условия получается 
на основании теоремы 2.2, причем <рЛ (х) имеет вид

Л 
f \ / \ I sin як Р (ал — 0’<Р (t)®п (*)  = ? (*Н  -- --------. - --------'-^-^-dt.

■к(х— ал)а J x—t а
Легко видеть, что (Рапь фл)(х)-+ ? (х) в Lp (а, Ь) при п-> со.

Действительно

id . I С 1 Г|ая— «Iе (Равп<р)(О , , 1р՜Иол »?л — ?,| < const { -------- — !--------------- 2-------dt dx\ <
t J |x—ал|® J x-t J

— 09 —50

֊< const ЦРяад ?ll -• о при П ֊> co.

Достаточность условий 1)—3) вытекает из соотношений
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/ - Нт /„ = Нт (/’ .фл) = Нт ?я =/д+ Нт ?„ = /в+ ф, Л-»-ГО Л -*  *> П П֊*'*>  Л-*«о
‘■рЧ-рМ) 1֊р(1-р(е» ‘■р

где через /л обозначена функция, определяемая равенствами:

/л (х) = / (х), если х £ [ая, 6] и /л (х) =0, если а ■< х < ал.
Непосредственно из теоремы 3.2 вытекает основная в этом па­

раграфе
Теорема 3.3. Для того чтобы функция ] (х), заданная на 

вещественной оси, была представима в виде / = /^ ф, Ф С Д» 1 
. 1<ч. Р \, необходимо и достаточно выполнения условии а

1)Ш£, ((И-Ы)-*');
2) в Ер существует предел

С (х) — Нт НтД' - < ֊. о 
др д/>

а С Лу (х) —/лг (<) 
Г(1-а)3 (х-0 —

Если эти условия выполнены, то <р (х) = С (х). 
Доказательство очевидно.

§ 4. Операторы типа потенциала на отрезке 
вещественной оси

В качестве приложения некоторых результатов, полученных в 
предыдущих параграфах, приведем решение задачи о нетеровости 
оператора типа потенциала в весовом пространстве на отрезке веще­
ственной оси.

Рассмотрим оператор 
ь

(*?)(*)  = -А- (՛ ? (у) бу, х£ [а, 6], (5)
Г(«)3 |Х —у՛1՜“

где 0<^а<^1, функция с (х, у) ограничена и на диагонали допускает 
разрыв первого рода: с (х, у) = (и (х, у), х^>у; V (х, у), х <у).

Аналогично тому, как это делалось в § 2, введем банахово про­
странство /“ (Ер ([а, 6], р)) дробных интегралов порядка а с плотно­
стями из Ьр ([а, 6], р).

Получим необходимые и достаточные условия нетеровости опе­
ратора (5) из Ер ([а, 6], р) в 1л (Ер ([а, 6], р)). Вводя обозначения 
и (х) = и (х, х—0), V (х) = V (х, х-|-0), оператор К можно представить 
в виде суммы: К — К^+ 7\+ Т։, где (К0<р)(х) = (7“+ и?)3(х) + (1а_ь ир) (х),
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(ЗДЮ- ֊1֊ (,)
г (։) .) (х — у)1՜' а

Ь
(- -1֊ Г , (,) „9. (6)

Г(а)3 (у — х)1՜*

Преобразуя оператор Ко с помощью тождества (15) ([5], стр. 303), 
получаем

ко Ф = Л* г~г Игь ®, (7)

где гь (х)=(6—х)’, Л'Ь = а1,|»+5а2'|», а։ (х) = и (х) соз ап 4֊ V (х), 
ь

а2 (х)= — и (х) зт ап, (5ф) (х) = — Г .
" 3 у — х а

Так как Ль есть гомеоморфизм пространства -Ьр([а, 6], р) на 
/’ (£р ([а, 6], р)), то, как видно из (7), нетеровость оператора Ко из 
Ьр ([а, 6], р) в /’ (Ьр ([а, А], р)) эквивалентна нетеровости сингулярного 
оператора Л в ЬР ([а, 6], рх), где р։ (х) = (х — а)'а (Ь — хУь~ар и ин­
дексы этих операторов равны.

Перейдем к исследованию операторов Т1г Тг. В целях удобства 
дальнейших рассуждений сформулируем результат теоремы 1.2 в 

’ других терминах. Справедлива следующая
Теорема 1.2'. Для того чтобы функция {(х) была предста­

вима в виде / (х) = (7“+?)(х), где ? (х) £ ([а, 6], р), р (х) =
= (х — а)’° (6 — х)’д , —1 <^аа, ль <^р — 1, 1<^р<^оо։ необходимо и 
достаточно выполнения следующих условий:

/ (х)££1+г (а. Ъ), где 8^>0 сколь угодно мало՝,
2) в £р([а, 6], р) существует предел

С (х) = Нт
։-*0

Л1+։(а. *)
Г(1-а)3 (х-/)>+« — ОО

(при х<^а полагается / (х) = 0). Если эти условия выполнены, то 
Ф (х) = О(х).

Утверждение теоремы 1.2' с очевидными изменениями имеет 
место и для оператора Лм

Лемма 2. Пусть функции п (х, у), V (х, у) по переменной х 
удовлетворяют на [а, 6] условию Гельдера порядка Л > а равно­
мерно по у. Тогда операторы Т1г вполне непрерывны из 
Л([“. 6], Р) в Т (Ьр ([а, 6], р)).

Доказательство. Рассмотрим первый оператор. Нам доста­
точно установить справедливость следующих фактов:
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1°. (л<р)(х)е/:+ аи[а. 6], ₽));
2°. Оператор 23®. 7\ вполне непрерывен в ЬР [а, 6], р). Для до­

казательства первого утверждения воспользуемся теоремой 1.2 . Вы­
полнение первого ее условия очевидно.

Далее, пусть

/(х)=(Т1?)(х)= г ы(х7}_ “v- ~y(g)rfg J \Х у)

(при х а полагается <р (х)=0). Путем несложных выкладок можно 
убедиться в справедливости равенства

def а

“ Г(1֊а)
'■ ֊/Igl dy= а— 
I (х-у)'+*  * г(1- 

u(x, s)-u(y, s)_ 
J (у'\~ sy-^х-у)'^

+ [&(s)</s [u (x, X—у)—u(x—у, x— у)] ? (x — у) 
J J У

-։ «(1+*)

где к (s) = (s 4֊ I)’՜1 — s®՜*  (1+ sign s).

Так как

♦W ։= J T(s) ds j dgiLr ([a, 4], p>

— oo s
и h—'МД1+й(о, b) ~»0 при e —» 0 (в этом легко убедиться, если учесть, 

ео
чтоJ к (s) ds — 0), то в силу теоремы 1.2' (7\ ф)(х) £ /®+ (Lp ([а, 6], р)) 

“ 1
и (Рв+ ?)(х) “ Ф (х). Справедливость пункта 2г вытекает из оценки 

X
1ф (х)| < const I на основании теоремы С. Г. Михлина

J (х — з)|-л 
а

([6], стр. 38) о полной непрерывности оператора типа потенциала в 
весовом пространстве.

Аналогичными рассуждениями для оператора Т2 можно пока­
зать, что (Т2 <р) (х) £ /“ b (Lp ([а, 6], р))։ и оператор вполне не­
прерывен в Lp ([а, 6], р). Лемма доказана.

Применяя теперь результаты И. Ц. Гохберга и Н. Я. Крупника 
[7] получаем основную в этом параграфе теорему.
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Теорема 4.1. Пусть функции и (х, у), у (х, у) по перемен­
ной х удовлетворяют на [а, 6] условию Гельдера порядка 
равномерно по у, а функции и (х) = и (х, х) и и (х) = v (х, х) не­
прерывны на [а, 6]. Для того чтобы оператор К был нетеровым 
из Lp ([а, 6], р) в 1Л (Lp ([а, 6], р)), необходимо и достаточно вы­
полнения следующих условий։

1) inf |u (х) е'” 4- и (х)£>0։ х£[а, 6];
2) функция

QM=
и (х) е- + у (х) 

и (х) е'1К+ v (х)
х^[а, 6],

1. *€[ — °°» °°]х[о, 6],
является и-неособенной, где <о = (р, <га, аь— ар).

При выполнении этих условий индекс оператора К равен 
^-индексу функции <2(х) (определение ^-неособенной функции и 
^-индекса см. в [7]).

В заключение автор выражает свою искреннюю благодарность 
С. Г. Самко за внимание к работе и Н. К. Карапетянцу за полезное 
обсуждение.
Ростовский государственный

университет Поступило 15.XI.1971

P. Ս. П-ПЬРЬЪ. Ուղղագիծ կոնտուրի վրա կոտորակային ինտհգրալնհրի տարածության 
մասին (ամփոփում)

նկարագրվում են այն ֆունկցիաների տարածությունները, որոնք ներկայացվում են կո­
տորակային կարգի ինտեգրալներով^ Լ,? (Զ, թ) խտության ֆունկցիաների։

Ապացուցվում է տարբեր հատվածների վրա կոտորակային ինտեգրալներով տրված
1

ֆունկցիաների Հսոսնձման» թեորեմ։ Ստարված են և Լ,(—- 00, օօ), 1< թ <-------ից խտության
a

ֆունկցիաներով կոտորակային ինտեգրալով ֆունկցիայի ներկայացման անհրաժեշտ և բավարար 
պայմաններ, ելնելով կոտորակային կարգի ածանցյալի հետևյալ սահմանումից'

£>» /=lim
+ N--

Կ>

հա —Г (0 dt.
,^o Г (1—a) J (x-f)’+*
Lp -«

-ր-Կ ք„ (X) = ք (X), եթե X > ֊ և ք„ (X) = 0. եթ ե X < - Հք;
Նշված արդյունքները կիրառվում են (Զ, թ)-ոսյ պոտենցյալի տիպի օպերատորների 

նետերայնության ուսումնասիրման համար.

B. S. ROUBIN. Space։ of fractional Integral։ on a linear contour (summary)

A description of spaces of functions hich may te represented by fractional 
order integrals with densities from Lp (2, p) is given. The necessary and sufficient 
conditions for representation of a function by fractional integral with density from

1
L„ (— oo, oo), 1 < p < ---- are obtained. The results are applied to the investigation;

a
of potential type operators in Lp (Q, p) with respect of noetherity.
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