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հմ բագրութ յունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում/ հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամ ե քեն ա դրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անդլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղին ակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա էՄ աթեմ ատիկա»։ • • • • •
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

՛Մաթեմատիկա VI, № 6, 1971 Математика

Э. О. НАЗАРЯН

КВАЗИГОЛОМОРФНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА 
Сп НА ПРОСТРАНСТВО Ст (т<п), КОНФОРМНЫЕ 

НА КОМПЛЕКСНЫХ ПРЯМЫХ

В настоящей работе рассматриваются гладкие отображения об­
ласти С с: С“ на область (7*с С® (т-Сп), конформные на комплексных 
прямых. Построен, в замкнутой форме, класс квазиголоморфных ото­
бражений Во (п, т, к) (где к—ранг голоморфной части отображения), 
который в частном случае, когда п = т — к, совпадает с классом 
А. А. Шматкова (см. [4]).

§ 1. Постановка задачи

Пусть функции

^•определенные в области G с С" и удовлетворяющие там условию

Rang == 2m> (1Д)

осуществляют отображение области (7с С* на область (7* с С®. Пусть 
точке Q £ G соответствует при этом отображении точка Q* £ G*. Пе- 
.ренесем начала координат пространств С՞ и Cw соответственно в 
точки Q и Q* и рассмотрим дифференциал отображения (7}.

Та w — Az + Bz,
где w = (адъ..., wm)', z = (z1,--’, tn)', А = (ац), В = (Ьц),

։=1,-■ m;/=1,-• n.
Здесь

dwi , dwia//=֊—, Ьц=-=-, 
OZ/ 0 Z]

вычисленные в начале координат.
Матрицы А та В называют матрицами голоморфной и антиголо- 

морфной частей отображения (Т) в точке Q.
Из условия (1.1) следует, что

Rangf4֊)=2^ (1-2)
\В А /

в силу чего ядро отображения (Га) имеет действительную размерность, 
равную 2п—2тп.
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В зависимости от размерности пересечения комплексной прямой
Z = 0>t, (1.3)

где «о = («>1, • • •, «Ъ,)', t — комплексный параметр, с ядром отображения 
(Та), удовлетворяющего условию (1.2), эта комплексная прямая при 
отображении (Та) переходит или 1) в точку 0, если

Ат = Вш~0 U-4)
или 2) в действительную прямую w=Amt, где '—действительный па­
раметр, для чего необходимо и достаточно, чтобы

(1.5)
либо 3) в действительно двумерную плоскость, определяемую урав­
нением

w — Awf-j-Вт t. (1-6)
Комплексная прямая z = mt, где ш удовлетворяет условиям (1.4) 

или (1.5), называется вырождающейся при отображении (Та).
Рассмотрим окружность

г С Я; |«|« = V \zk\'=R\ z=mt •
»—1

Полагая t ='rel,f, уравнение этой окружности можно написать в ви де
z = u)e'f |®|-1(1-7)

где
( п \-1/2 

Н-։ = S W2

\Л«1

Если комплексная прямая (1.3) вырождается, то окружности (1.7) 
при отображении (Та) переходят или в точку или в отрезки прямой; 
в другом случае они переходят в эллипсы, определяемые уравнениями

w = (Лше։? 4֊ е՜1’)
Определение 1.1 Отображение

Т wi= fi(zlt- ■ zn), i=l,-• •, m

области Gc.Cz, удовлетворяющее там условию

_2„, 
(<։(*.*)

называется принадлежащим к классу квазиголоморфных отображений 
Во(п, т, к) в точке Q£G, если 1) дифференциал (Та), вычисленный 
в точке Q, сохраняет окружности с центром в этой точке, лежащие 
на всех невырождающихся комплексных прямых и переводит в точки 
окружности с центром в точке Q, лежащие на всех вырождающихся 
комплексных прямых, 2) Rang А = к т.

Имеет место
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Теорема 1.1. Для того чтобы отображение (Г) принадлежа­
ло к классу квазиголоморфных отображений Во (л, т, к), для ка­
кого-либо к, в точке Q, необходимо и достаточно, чтобы

А'В = Ф,՜ 
где Ф—кососимметрическая матрица размерности п. 

Доказательство. 1. Необходимость. Пусть Т£Ва(п, т, к). 
Возьмем произвольный вектор 

(ше'?) = •••, о>Ле'т},
лежащий в плоскости z = wf и рассмотрим искажение х. радиуса ок­
ружности (1.7) в направлении этого вектора. Тогда

х։ — = (Аше1* 4֊В«> е՜'*) (А ше՜ /9+ Вше‘?) Ы՜2 =
1г)։

= [|Дю|*-|-|Вш|։ + (A ։o),Bu>e'2v 4֊ (Вш)' А ше՜'2^] |<о|՜2. (1-8)
Поскольку Т^Во (л, т, к), коэффициент х не зависит от пара­

метра ® и, следовательно, 
(Аш)'Вш^'А'Вш = 0. (1.9)

Равенство (1.9) эквивалентно равенству
ш'В*А«> = 0, (1.10)

которое получается транспонированием матрицы (1.9). Складывая ра­
венства (1,9) и (1,10), получаем

ш'(Д'В + В*Д)ш = 0. (1.11)
В силу того, что Т^Ва (л, т, к), заключаем, что равенство (1.11) 
имеет место для любого «• отсюда легко следует, что

Д'В^В*Д = 0, (1.12)
или 

А' В = Ф, 
где Ф — некоторая кососимметрическая матрица.

2. Достаточность. Умножая равенство 

Д'В—В*Д 
слева на строку о/, а справа—на столбец «։, получаем, что 

м'А'Вы = —ы'В*Аы 
или

(Дш)' В ш = — (Дш)'Вш. 
Отсюда следует, что

(Дш)'В го=0. (1.9)

Подставляя (1.9) в (1.8), находим
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х«=(|Ди)|«+|5ш|») |<и|՜2.
Из (1.9) и последнего равенства следует, что Т£Ва(п, т, к). Теоре­
ма доказана.

Следствие. Пусть Т£ Во (п, т к). Если при отображении (Та) 
комплексные прямые вырождаются, то они вырождаются только в точку.

Действительно, подставляя (1.5) в (1.9), приходим к условию (1.4).
Прямым вычислением может быть доказана
Теорема 1.2. Для того чтобы отображение (Т) принадлежа­

ло к классу Во(п, т, к) в точке <2, необходимо и достаточно, 
чтобы отображение (Та) сохраняло углы между любыми вектора­
ми, принадлежащими к одной и той же невыро ж дающейся ком­
плексной прямой, проходящей через точку (?.

§ 2. Вспомогательные рассмотрения

1. Известно (см. [3]), что для любой матрицы А размерности 
(т, п), из системы матричных равенств

АХА>= А, ХАХ=Х, (АХ)* = АХ, (ХА)* = ХА 
определяется единственная матрица X размерности (п, т), которая 
обозначается через А+ и называется пеевдообратной матрицей для 
матрицы А.

Рассмотрим матрицы А, В размерности (т, п) и кососимметри­
ческую матрицу ф размерности п. Имеет место

Лемма 2.1. Если матрицы А и В удовлетворяют равенству
А'В = Ъ, (2.1)

то существует такая матрица 1/г размерности (т, п), что
В = ЕА+(Е-А+ А')и1г (2.2)

где Г—кососимметрическая матрица размерности т, определяе­
мая равенством

Г=А'+ЬА+. (2.3)
Доказательство. Из теоремы Пенроза (см. [2], теорема 1) 

следует, что для того чтобы существовало решение матричного урав­
нения

А'Х=^, (2.17;
необходимо и достаточно, чтобы

Д'Л'+ф = ф. (2.4),
Равенство (2.4) эквивалентно равенству

фД+Д = ф, (2.5)
которое получается транспонированием матриц левой и правой частей 
равенства (2.4), при использовании условия кососимметричности мат՜ 
рицы ф.

Тогда матрица X определяется формулой
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Х = А'+Ь + (Е—А'+А') U, (2.6)
где Е— единичная матрица размерности т, a U—произвольная матри­
ца размерности (т, п)^

Так как матрица В удовлетворяет уравнению (2.1 Э, то из (2.6) 
следует, что существует такая матрица (/։, что

В = А'+ ф + (Е - А'+ А'} иг. (2.7)
Из условия (2.5) вытекает

Л'+ф = A'+'!fA+A=FA, (2.8)

где F=A' Г'!>А՜—кососимметрическая матрица, что проверяется не­
посредственно.

Подставляя (2.8) в (2.7), мы завершаем доказательство леммы.
II. Пусть теперь

Rang А = к, (2.9)
где 0-<&֊Ст. Для определенности предположим, что к—минор

Vo. (2.10)
\ 4 it -it /

В силу условий (2.9) и (2.10) существует матрица 1. размерности 
(т—к, к), для которой справедливо равенство

А2 = лЛх. (2.11)
Здесь А2—матрица размерности (к, п), состоящая из первых к строк 
матрицы А, а А3—матрица размерности (т—к, и), состоящая из по­
следних (т—к) строк матрицы А.

Имея в виду равенство (2.11), мы можем написать, что
д = ^,А, (2-12)

где Е—единичная матрица размерности к.
Теперь, учитывая условие (2.12), преобразуем равенство (2.2). 

Сначала докажем, что имеет место
Лемма 2.2. Если Ua—матрица размерности (т—к, т), состо­

ящая из последних (т—к) строк матрицы Е—А'+ А՛ и

л=(тН 

то имеет место равенство 
__)* \ 

г т, (2.13)
Е /

где матрица Е (в правой, части равенства}—единичная, размер­
ности (т—к).

Доказательство. Из определения псевдообратной матрицы 
следует, что
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лх+л7 =(£>.*)+д; + л; (£)*)=(£).*)•*■ (£>֊*)=

= (Т)Г(£") (! )] '(£ '*,= )!<д 5։՝') = (>■ А ) ՛
где

5=|(£х*)(1)|1‘
Тогда имеем 

и из матричных равенств

Е—27=Х*Х £>, -£».♦= —X* (£ — ) £>•♦), 
которые проверяются непосредственно, заключаем, что

Е- А'+ А' = (~' * }(- X* Д Е- XТ) X.*) = (“' * ) £/,.
\ Е } \ Е/

Лемма доказана.
Подставляя (2.13) в соотношение (2.2), его можно написать в

где из = Д • Д.
Поскольку матрица £ кососимметрична, мы можем ее представить 

в виде
£=65’“ 5)’ (2-15)

где £1։ £։—кососимметрические матрицы размерностей соответственно 
к и (т—к), а £2—произвольная матрица размерности (т — к, к).

Подставляя (2.15) в (2.14), получаем

В2=£։Л1+£։ X Л։+Д, (2.16^
где В! матрица размерности (к, п), состоящая из первых к строк 
матрицы В, а В2—матрица размерности (т—к, л), состоящая из 
последних (тл—к) строк матрицы В.

Определяя Ц3 из второго равенства условия (2.16) и подставляя 
в первое, находим, что

Д = РЛ1 -х*Д,
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где
Р = Гх — Л >• 4- ' *F։4-/.*F։

Из кососимметричности матриц Fx и F3 следует, что матрица Р 
тоже кососимметрична.

Итак доказана
Лемма 2.3. Пусть А, В—матрицы размерности (т, и), ф—ко­

сосимметрическая матрица размерности п и
А' В— ф, Rang А = к, 

причем 
А (^\ Л А = I — ) А3.

\ >• /
Тогда

№) = ф^У (2-17>\А2/ \В2 /
ме

Ф = (Ъ (2.18)
V, 0 /

—кососимметрическая матрица размерности т. 
Лемма 2.4. Если

/^1А=фМ1\ (2.17)
\а2; \в2; 

то
А' В— ф, 

где ф—кососимметрическая матрица размерности п. 
Доказательство. Умножая равенство (2.17) слева на матрицу 

Л4 \' | о1 | , получим 
\"г /

/АЛ (В>Л ф/^Л-
\В21 \А2) \В2) \В2)

Так как в правой части этого равенства стоит кососимметрическая 
матрица, то

/Аур1\ + р1умх\ 0
\В2) \А2)^\А2) \В2) 

или
А\В3 4- В2А2 4՜ В1 А2 4՜ А^В2— 0.

Последнее равенство можно написать в форме

и;, а2) (5Л4-(в;, в՝2) МЛ=о
\в2/ \АП

или
А'В+В* А = 0.



430 Э. О. Назарян

Лемма доказана.
В дальнейшем нам понадобиться следующая
Лемма 2.5. Пусть С—матрица размерности (т, п), и

Rang С = т, (2-19)
а Ф* (£=!,■••, п)—кососимметрические матрицы размерности т. 
Если

Ф1 Cj =Ф] С, i<j; i, j = 1, •••,«, (2-20)
где Сj—j-ый столбец матрицы С, то матрицы Ф* —нулевые.

Доказательство. В силу условия (2.19) существует т*минор 
матрицы С, отличный от нуля. Пусть

с/12---т\^0 (2.19')
\ кгк3 • ■ кт /

Тогда, пользуясь леммой Шматкова (см. [4], стр. 488), получаем
Ф/=0, t = кг.кт. (2.21)

Нам остается доказать, что Ф*=0 для k=f=k},---, кт. Выделим из 
(2.20) следующие т равенств:

Ф» Ct ~<btCk, t = klt---, кт. (2.22)
В силу условий (2.21) правые части равенств (2.22) равны нулю, 

поэтому равенство (2.22) можно записать в следующей форме:

,1?՜" Г )=°- [(2-23)
\ • • • Кт /

Из условий (2.19') и (2.23) следует, что
Ф* = 0, к к^г ՛ ՛ ՛, кт.

Лемма доказана.

§ 3. Основная локальная теорема

Чтобы использовать результаты, полученные в § 2, для формули­
ровки основной локальной теоремы, нам необходимо доказать сле­
дующую лемму.

Лемма 3.1. Для любой матрицы А размерности (т, п) су­
ществует кососимметрическая матрица ф размерности п, удов­
летворяющая условию

'И+ Л = ф. (2.5)

Доказательство. Соотношение (2.5) можно записать в виде 

ф (Е-А* А) =0.
Решая это уравнение относительно матрицы ф, получим

ф = И [£- (£֊ЛМ)+ (Е-A* А)], (3.1) 
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где И—произвольная матрица размерности (т, п). В силу эрмитово 
идемпотентности матрицы Е—А՜ А имеем (см. [3], лемма 2.1)

(£ - А+ А)+ (Е-А^А) = Е — А+А.
Подставляя выражение для левой части последнего равенства в 

соотношение (3.1), получаем

■!?=VA+A. (3.2)

В силу кососимметричности матрицы ']>, из соотношения (3.2) вытекает
УС=-С'У, (3.3)

где С=А+ А—эрмитово идемпотентная матрица и Rang C=Rang А = 
к ^т.

Нам остается доказать существование кососимметрической мат­
рицы V, удовлетворяющей уравнению

VC=C' V. (3.4)

В силу эрмитово идемпотентности матрицы ' С, ее можно при­
вести к виду (см. [2], стр. 85, [1], стр. 208)

C=UEkU*, (3.5)
где U— унитарная матрица, a Ek—диагональная матрица, у которой 
первые К диагональных элементов равны единице, а остальные явля­
ются нулевыми.

Подставляя (3.5) в (3.4), получаем

VUEhU* = U Ek U' V.

Умножая обе части этого равенства слева на матрицу U', а справа на 
U и учитывая унитарность матрицы U, находим, что

YEk^EkY, (3.6)
где

Y=U'VU. (3.7)
Очевидно, уравнению (4.5) удовлетворяет любая кососимметриче­

ская матрица y=(yij), i, j=1,- • •, п, у которой yij =0, при Г>к, ]^>к, 
а элементы уц для i j -С к составляют кососимметрическую мат - 
рицу размерности к, тогда умножая равенство (3.7) слева на (U')՜1, 
а справа—на U՜։, получаем, что матрица V тоже кососимметрическая.

Лемма доказана.
Из теоремы 1.1 и лемм 2.3, 2.4, 3.1 следует
Теорема 3.1 (основная локальная). Для того чтобы, 

отображение
Т wi • • ,zn), г = 1,-• • ,т

области Gc. Cz, удовлетворяющее там условию

К.„г =2т, . (1.1)
(/ (Z, z)
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принадлежало к классу квазиголоморфных отображений Ва(п, т, к) 
в точке С, необходимо и достаточно, чтобы его дифференциал 
(Та), вычисленный в точке <2, имел вид

? ^1՜՜ ’’ г , (3-8)
\I-AJ \ В2 /

где А1։ В3, ).— матрицы размерностей соответственно (к, л) 
(т—к, п), (т—к, к), а Р—кососимметрическая матрица размерно­
сти к.

Теорема 3.2. Для того чтобы отображение Т^Во(п, т, к) 
в точке <2, необходимо и достаточно, чтобы

ЙХЙ-о’Ж')’
где Р—кососимметрическая матрица размерности к, >• некоторая 
матрица размерности (т — к, к), а Аи А3, В^, Вг матрицы, со­
стоящие из первых к строк и последних (т к) строк матриц 
А и В.

§ 4. Преобразование якобиана отображения Т^Во (п, т, к)

Из того, что отображение Т^Во (л, т, к) в точке Q, следует, 
что

/ _ А1։ РiAa a -5j\
Rang 4^ = Rang I 2/^’ * n՜ I =

54 \B, A) 8 I P4j-X#B։, A I
\ B3, I A. J

(
E -V P 0 к /Лх 0 \
£ £ 0 0 ]| 0 B,\=2m (41)
p o £-/.* I\ J? A /
0 0 л EJ \B2 0 /

Отсюда вытекает, что

(
Лх 0 \

о Л =2т՛
В2 0 )

Переставляя второй и четвертый блок-строки этой матрицы, легко 
видеть, что последнее условие эквивалентно следующему:

Из условия (4.1) также следует, что
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(
Е Р 0 \
i Е 0 0 |=£0.
Р О Е —/* I
О 0 •֊ Е J

Отсюда, в результате преобразований, мы найдем, что

(
D О Р 0\
лЕО ° |
Р О D 0 ’
0 0 /. Е )

где D=E + ՝i'i. — невырожденная матрица. Ее невырожденность сле­
дует из того (см. [1], стр. 33), что

D= Е + л'7 = У 
\/. /

Переставляя в матрице (4.3) третий блок-столбец со вторым, 
а третью блок-строку, со второй, получаем

(
D Р 0 0 \
Р Ё ° 0 l^o. (4.4)
I Ю Е 0
0 л 0 Е J

Из формулы Шура (см. [1], стр. 59) и из (4.4) следует, что
/D Р\det(p£)^0- (4։5)

Используя равенство

/ Е D=Tp\ = /Ё֊‘О \/Ё, Р\
кЕ-’Р Е/ \0 Е֊։Др։ d)՝

условие (4.5) и снова формулу Шура, заключаем, что

det ( Е = det (Е-Е֊1 Р ЁЧР) = det (Е - Г Г՜) ^0. (4.6)
\1У Jr Cj /

Здесь
Г = Е֊'Р. (4.7)

§ 5. Построение класса отображении Ва (п, т, к)

Определение 5.1. Отображение

Т =/< (21։-• гп) С1 (С), г = 1,-• тп 
принадлежит к классу квазиголоморфных отображений в области С, 
если

1) Ка„։^^ф=2т>
о(г, г)
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2) Существуют функции • • •, для которых

Еа„г=4
О (г։,- • •, гп)

во всех точках области. Здесь «!,•••, — некоторые фиксированные
индексы.

3) В каждой точке (2£С дифференциал (Та) отображения Т со­
храняет окружности с центром в этой точке, лежащие на всех невы- 
рождающихся комплексных прямых и переводит в точки окружности с 
центром в точке (2, лежащие на всех вырождающихся комплексных 
прямых.

Очевидно, что для подобного отображения имеют место теоре­
мы 3.1 и 3.2 в любой точке С.

Мы далее полагаем <4 = 1,- а* = к, что не умаляет ^общности 
наших рассмотрений.

Рассмотрим вопрос об интегрировании 'системы дифференциаль­
ных уравнений, которой должны удовлетворять функции

ш/ =Л(г։, • • гя) С Са (С), 1=1, • ■' •, гп,

определяющие отображение Т^Во (л, т, к).
Эта система дифференциальных уравнений, в силу теоремы 3.2, 

имеет вид!

Л\==
Аа/ \Х, О )\Ва) (3.9)

Здесь А1։ Аа, В1, Ва—матрицы, состоящие из первых к строк и по­
следних (т—к) строк матриц А и В, Р—кососимметрическая матри­
ца размерности к, X—некоторая матрица размерности (т—к, к).

Перепишем систему (3.9) в раскрытом виде
кдги 

дг1

дг1

т—к л
р I V I» -Л-----г /, —О

I

V 5՜ =о
(5.1)

где 1=1,-л; к; т֊к, функции и Хр։ явля­
ются элементами матриц X, Р (они пока произвольные функции клас­
са С1 (С)).

Последнее обстоятельство следует из того, что умножая равен- 
/А \ +ство (3.9) справа на ( —1 I и имея в виду условия (4.2), получаем 
\Ва /

(Ъ ֊>֊* \ = \(А\\
\ X, О ) \Л2 )\ва)

Выпишем систему (5.1) относительно индекса у
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дг)

й7'+
т—кБ^-о
₽-։

=0.
(5-2)

Дифференцируя теперь (5.1) по г/, а (5.2) по г^ и вычитая из 
первого равенства второе, получаем

”у*/ д _ д '-9д <?цм+з\ Д / дРда дш^ дРЧл дм*
р_։\ дг) дг) дг) дг) ) ~л\дг) дг1 дг) дг)

/д дш<1 д ди) о \ 0
дг) дг) дг) )

Условия (5.3) можно записать в матричной форме

— д? дти1 да)1 о
дг1 дг) дг) дг։ дг1 дг) дг/ дг1

д 'к да)1 _ р
дг/ дг) дг) дг)

или 

где

Заметим, что столбцы

(5.4)

являются столбцами матрицы

Вд)

которая, как мы показали в (4.2), имеет полный ранг, равный т.
Учитывая это обстоятельство и применяя лемму 2.5 к условиям

(5.4), заключаем, что



436 Э. О. Назарян

т. е. элементы матриц Р и X являются голоморфными функциями» 
Имея в виду голоморфность функций РЧ1 и /р/, д, /=1>*'՜» Р = 1»֊֊ 
•••, т—к, легко установить, что функции

* _ т-к
Ед = 10,—2 Рд* Ш,+ 2 X?, Ш*+₽, 

а-1 Р-1
* _

Лр = И»*+3— 2 Хр։ Ша (5.5}
«-։

удовлетворяют условиям Коши-Римана. Действительно, в силу (5.1) 
имеем

<?Л, _ dwq 
d zi д zi

, dw„ 
о zi

dwk+fl 
д zi

= 0,

<?Ар _ dw»+3 _  Л . dwa _ q
d~zt dzi ,„i P dn

В силу равенства (2.18), (5.5) можно записать в виде

!Л=:/«’1Х)(5.6) 
\ш2/ \ш2 /

где
Л = (А1։ • • •, Аш)'.

Решая систему, состоящую из уравнения (5.6) с ним сопряжен­
ным, получим

V(£—ФФ)֊։ (ФЛ + Л). (5.7)
\ш2 /

Из уравнения (5.6), используя условие (4.6), мы найдем, что

«?=(.£—ГГ)՜1 (!> + <?),

w։ = X (£ - ГГ)֊](Г? + ?) +Л2, (5.8)
где

Г = D֊1 Р, D= (Е + Х'Т), -р = £>֊։ (Л’-Х'Л’), 
Л»=(Л1,...,Л*У, Л*=(Л*+1,..., Ат)'.

Итак доказана
Теорема 5.1. Если отображение

Т (гъ гл)^С։(С), 
принадлежит классу Во (п, т, к), то в некоторой, окрестности лю­
бой. точки Q^G оно может быть представлено в виде

Т* (-}=(Е—Фф)-1 (ФЛ + Л).
\«Д“/
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Здесь •Wk)', w* = (w»+j,-• wm)', столбец А и кососим­
метрическая матрица) Ф состоят из голоморфных функций, причем 
Фп = 0՝для I, £>к.

Имеет место
Теорема 5.2. Отображение (Т*) области GcC՞, определяе­

мое равенствами

Т* = ФФ)֊’ (ФА + А),
\wa/

принадлежит классу Bq (и, т, к), если 

_ d (w1, ш։) 
Ran? ----- di----  ==m-

Здесь столбец А и кососимметрическая матрица Ф состоят из 
голоморфных в области G функций, а Ф» = О для I, f>k.

Теорема 5.2] доказывается непосредственной проверкой.
Заметим, что теоремы 5.1 и 5.2 можно сформулировать в терми­

нах отображения (5.8).

§ 6. Пример отображения Во(п, т, к)

Теорема 6.1. Отображение՜^
«»1 = (1֊IzjI’Jd+kzJ’)-1,

w^a+lzJ'Xl-F НГ1 (6.1)
принадлежит классу Bq (2.2.1) в единичном бицилиндре G={z£C*; 

lz։|<d} и гомеоморфно отображает этот бицилиндр на еди­
ничный гипершар.

Доказательство. Выписывая формулу (5.7) для п — т =2, 
&=1 и полагая Ф1։’ =—ZjZ։, А2 = zlt As = zt, получаем отображение 
(6.1). Из (6.1) легко вывести, что

l«il*+|wJ*=(|z։r+|?,։’)(l+kz։|‘)->.
Отсюда следует, что функции (6.1) отображают бицилиндр G на 

гипершар. Нам остается доказать гомеоморфизм этого отображения.
Пусть различным точкам (z\\ Z^’), (z^, Z2z)) соответствует 

одна точка (w։, wa). Тогда

z^l-lz^l’Xl 4- !zV,z^|’)-։ = z?’(l֊l^1,l«)(l+|z(։2)z^)-*, 1

ЗР (I + |zH։)(i+ |zM։(’)-> = й2>(1+ й2)Н(1+|42) z?’)-։. (6.2) 
Отсюда вытекает
M։)l(i֊l4l,|’).(i+ = izH(i- |zP>|’(i + izM’|=)-։,

/z^ld+lzi” |2)(l+izP,z£1)|։)-J = 1^2)! (1+|гН։)(1+ IzM’l»)-։. (6.3)

Обозначим
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(И-кР’Иа+М1’ г^։)֊։ = А.
Тогда имееы

кГ)1МА-1)(1-кЛ։л)-1.
|4”|։ =ы։,|- А М°| А- |4”|)֊։- (6.4).

Подставляя (6.4) в первое уравнение (6.3), получаем
|4”|=Л (6.5)

Из последнего равенства и из (6.4) следует, что
1^1= Н2)|. (6.6).

И, наконец, из условий (6.5), (6.6) и (6.2) мы найдем, что гР= \ 
А1>=Полученное противоречие доказывает теорему.

Теорема 6.2. Отображение
^1=(Е—РР)֊1 (РЁ1+ 22),

1Г2=/2, (6.6х)

где 21=(г1,’• г*)', г։==(х*+1г(п+г • • гЛ,• • •, к!• • • г«)', а кососим­
метрическая матрица Р определяется условием

Р11 =
—г/ г/,

если 
если
если

21 г\, 
О

принадлежащее к классу Во(п, т, к) в единичном 
С = {1г<|<1, ։=!,•••, п} отображает его на область

полицилиндре

2 |то*|’<1, |ш/Ю, )=к+1,---, тп|‘ 
1-1 >

'Доказательство. Полагая в (5.8)
Х=0, Л^Е1, А։ = 22, ' 

получаем отображение (6.6').
Используя теорему А. А. Шматкова (см. [4], теорема 5.1), за­

ключаем, что полицилиндр

с* = {|г/1<1, г’=1,- • •, А) 
при отображении (6.6') переходит в гипершар

’ <—1 > 
Отсюда легко получается утверждение теоремы.

В заключение выражаю благодарность Б. А. Фуксу за постанов­
ку задачи и внимание к настоящей работе.
Ереванский государственный 
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է. Լ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ. Q m աարածության վրա (^л(т ^ո) տարածության քվազի նոլոմորֆ 
արտապատկերումների մասին, որոնք կոնֆորմ են կոմպլեքս ուղիղների վրա (ամփոփում)

Հոդվածում դիտարկվում են G* С. С™ տիրույթի վրա G ~ Շ՚Հ (ա < ո) տիրույթի հարթ 

արտապատկերումները, որոնք կոնֆորմ են կոմպյեքս ուղիղների վրա։ Փակ տեսքով կառուցված է 
քվազի հոլոմորֆ արտա պատկերումն երի В q (ո, m, k) ղասը։ Գտնված են այդ դասին պատ-, 
կանեյու անհրամեչտ և րավարար պայմաններ։ Քննարկված են օրինակներ։

E. H. NAZARIAN. On quasi-holomorphic mappings of Cn on Cm (m<n) which 
are conform on complex lines (summary)

The article discusses smooth mappings of GcCjon G* C.Cm , m <n (G* and G 
are domaines), which are conform on complex lines. Construction of a class Ba (n, m, к) 
of quasiholomorphic mappings is given. The necessary and sufficient condition of be­
longing to that class are obtained and examples constructed.
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■ Б. М. ЕДИГАРЯН, Д. К. ФАДДЕЕВ

КОМПЛЕКСНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУГРУППЫ 
МАТРИЦ РАНГА 2 НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Цель работы —исследование представлений над полем С комплекс­
ных чисел полугруппы квадратных матриц над конечным полем 
К=СГ(д), д=рс. В работе излагается дальнейшее развитие метода 
предложенного в [1] для описания представлений полугруппы матриц 
ранга С1. Здесь решается тот же вопрос для матриц ранга -^2.

1°. Строение полугруппы матриц. Пусть Мп—полугруп­
па матриц порядка п над полем К. Всякий двусторонний идеал полу­
группы Мп есть множество матриц, ранг каждой из которых не пре­
восходит некоторого числа, так что все двусторонние идеалы естест­
венным образом линейно упорядочены по включению

Мп = Мпп гэ • о М՞ •=> М% = (0).;

Здесь Мпт обозначает множество матриц, имеющих ранг, не превосхо­
дящий т.

Фактор-полугруппа М'}п\Мпт_л вполне простая и к ней может 
быть применена известная структурная теорема (см. [2]). Для наших 
целей нужно фактическое описание структурной матрицы для этой 
полугруппы.

Введем в рассмотрение пространство столбцов 5Л длины п над 
полем К и пространство строк 5*  той же длины. Пространство 5*  
естественно считать сопряженным с пространством 5Л. Каждую квад­
ратную матрицу будем интерпретировать как оператор левого умноже­
ния в пространстве £я. С любой матрицей А £ Мп связаны пространство 
ее столбцов (точнее, натянутые на ее столбцы) и пространство ее 
строк. Первое—АЗП содержится в 5Л и является образом при действии 
оператора А. Второе содержится в 5*  и представляет собой аннуля­
тор ядра оператора А. Если ранг матрицы А равен т, то простран­
ства ее столбцов и строк тп-мерны,

Пусть Р=АЗП~пространство столбцов матрицы А £ Мпт \ 
(т. е. ранга т), и пусть Р—матрица вида п'Х.т, столбцы которой со­
ставляют некоторый базис пространства Р. Ясно, что А = РВ, где 
В некоторая (тпХп)-матрица, составленная из коэффициентов, с кото­
рыми столбцы матрицы А выражаются через столбцы матрицы Р. 
Матрица В в этом представлении единственна. Далее, строки матрицы 
А являются линейными комбинациями строк матрицы В, так что про­
странство <?' строк матрицы А содержится в пространстве строк
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матрицы В. Матрица В имеет т строк, а пространство 0' имеет раз­
мерность т. Поэтому пространства строк для матриц А и В совпа­
дают, и строки матрицы В линейно независимы. Пусть О' — матрица 
вида тХп, строки которой составляют некоторый базис пространства О'- 
Тогда В= СО', где С однозначно определенная невырожденная тХт 
матрица. Таким образом, верно следующее предложение.

Предложение 1. Матрицы ранга т, заданные над полем 
К и имеющие данное пространство Р столбцов и данное прост­
ранство 0' строк, однозначно записываются в виде А = РСО՛, гДе 
С принадлежит группе Ь (т, к) невырожденных матриц порядка 
т, Р—матрица, столбцы которой составляют базис простран­
ства Р и 0'—матрица, строки которой составляют базис про­
странства О'-

Предложение 1 верно при любом поле К. В дальнейшем будем 
считать К=СЕ{Ч).

Рассмотрим квадратные матрицы порядка
=__________ (?Д֊1)-(Н) ____

(Г-1)--- (<7֊1)(<7я-т-1) (9֊ 1)
равного числу подпространств размерности т в п-мерном простран­
стве над полем К. Строки матриц занумеруем /п-мерными подпростран­
ствами Р пространства •$,, столбцы —тп-мерными подпространствами 
О' пространства 5*.՛  Предположим, что во всех этих подпространствах 
выбраны базисы. Матрице А—РСО' сопоставим матри­

* Знак X обозначает тензорноепроизве дение.

цу (А) порядка АГ", у которой имеется единственный ненулевой 
элемент, равный С, на пересечении строки и столбца с номерами Р 
и О':

<р(Л) = СХ*е л<?.. (1)

Будем считать, что умножение матриц Д; ранга т осуществляет­
ся как в полугруппе т. е. произведение заменяется на
нуль, если ранг произведения меньше т. Легко видеть, что

<? (ДХД2) = <р (А) ПТ (Д2), где П= 2 (О' ?)Х*е  р.
р. 4'

Здесь (О' Р) обозначает элемент группы Цт, К), если 0' Р невы­
рожденная матрица и О, если эта матрица вырожденная.

Введем теперь в рассмотрение полугрупповую алгебру Упт над 
полем С комплексных чисел для полугруппы Мпт \ Мпт _։ и алгебру 
матриц порядка Л^п над групповой алгеброй группы £ (тп, К). 
Указанное выше отображение <р базисных элементов алгебры Ия в 
алгебру 1Р" естественно продолжается до биективного отображения 
Упт на №пт. Ясно՝, что формула <? (Д։Д2) = (Д!) П<р (Д2) сохраняет՜ 
ся для любых Д1։ А2£ Упт. Отображение ф; Д-»<р (Д) П будет гомо­
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морфизмом Упт в и это отображение будет изоморфизмом И" 
на в том и только в том случае, если П—невырожденная матрица.

Пусть Д—представление группы Ь (т, К). Ясно, что если П не­
вырождена, то матрица Пд = А (П) = 2 △ (О'Р) X е„, р невырождена 

и обратно, если все Пд невырождены, то невырождена и П, причем 
достаточна невырожденность Пд при всех неприводимых представле­
ниях А.

Наши дальнейшие усилия будут направлены на доказательство 
невырожденности Пд для некоторых классов представлений А. В ча­
стности, будет установлена невырожденность Пд при /п = 2 и любом 
п, для всех представлений А группы £ (2, К).

2°. Матрица «д. При замене представления А на эквивалент­
ное, матрица Пд, очевидно, подвергается преобразованию подобия. 
Выясним как она изменяется в зависимости от выбора базисов в про­
странствах Р и О'- Пусть Р и О'— матрицы, составленные из некото­
рых новых базисов подпространств Р и О', • так что Р = Р а (Р), 
£'=₽«2') о՛, где а (Р), $(О')£Цт, К)—матрицы, связывающие но­
вые базисы 7Л' с исходными Р, О'- Тогда

Пд = 2 А(Р(О')«2'Р)а(Р)) Хе0.р= 6/ПдИ,
Р.Ч'

где 11 = 2 А (Р (О')) X ед, р, , V = 2 А (а (Р)) X ер р — квазидиаго- 
<?- ' р

нальные матрицы.
Введем в рассмотрение матрицы Пд = 2Д 1 (О'Р)Хер, <?•

и *д  = П1Пд= 2 (2 ДЛЗ'А)А(3'РуЛхе„ Р/.
р1։ Р/ \<?г / '

Из формулы преобразования матрицы Пд и аналогичной формулы 
для П*  следует, что матрица «д не изменяется при изменении бази­
сов в подпространствах О' и претерпевает преобразование подобия 
посредством матрицы V при изменении базисов в подпространствах Р. 
При переходе от представления Д к эквивалентному матрица к4 тоже 
превращается в подобную. Поэтому собственные значения матрицы 
■кд не зависят ни от выбора базисов подпространств, ни от выбора 
представления А в классе эквивалентных представлений.

Если А—унитарное представление (а такое существует в каждом 
классе эквивалентных представлений), то матрица Пд сопряжена с Пд. 
Поэтому матрица всегда отлична от нулевой, матрицы «д и Пд— 
одновременно вырожденные или невырожденные, Ги все собственные 
значения матрицы «д вещественны и неотрицательны.

3°. Подъем представлений. Пусть |дано представление А 
группы £ (т, К). Построим, исходя из него, представление А труп­
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пы к (п, К) следующим образом. Выберем базисы Р во всех тп-мерных 
подпространствах Р пространства 5Л. Пусть А^к (л, К). Ясно, что 
матрица А Р дает некоторый базис пространства АР но, вообще го­
воря, отличный от заранее выбранного АР, так что АР = АР а (А, Р), 
где а (А, Р)—некоторый элемент группы к (т, К). Положим

(>*  Д)(Л)=2Д (а(Л, Р)) ХеАР р. 
р

(2)

Легко проверить, что X" Д есть действительно представление 
группы к (л, К). Переход от представления Д к представлению ^пт А 
будем называть подъемом, а само представление X՞ Д — поднятым от 
Д. Ясно, что замена представления -А на эквивалентное влечет пе­
реход к эквивалентному поднятому представлению. Изменение базиса: 
Р = Р у (Р), тоже влечет преобразование подобия: ®ХтД-»Г՜1 (Х^А) Г,
где Г=ЗЧР) Херр. 

р

Подъем представления можно описать еще следующим образом. 
Представление Д группы к (т, К) естественно распространяется на 
группу Н1̂, составленную из невырожденных ступенчатых матриц 
/В, С\д с диагональными клетками порядков т и и—т, если положить

△ = (А)- Тогда Д есть не что иное, как представление,
\0 Вг/ 

индуцированное на к (л, К) представлением А. В обозначениях статьи 
[3] X՞ Д = До1Л_т.

Если представление А приводимо: А = Aj ф • • • ф Д^, то Х^ Д = 
— '"т “1 © "■ ® Kt &3՝ Если Д-неприводимо, то Х^ А может оказаться 
приводимым. Неприводимые представления группы D, входящие в под­
нятые от группы к (т, К) представления, характеризуются следующим 
свойством.

Предложение 2. Для того чтобы неприводимое представ­
ление D группы к (п, К) входило в 'i.nm А при некотором представ­
лении А группы к (т, К), т-^п, чеобходимо и достаточно, чтобы

Г\ Г гЛ f В tnограничение и на группу пт, состоящую из матриц вида I 1 
՝ О В/ 

содержало единичное представление этой группы.
Действительно, по закону двойственности Фробениуса, ограниче­

ние О на Нт содержит единичное представление в том и только в 
том случае, когда О содержится в представлении, индуцированном 

единичным представлением группы Нт. Имеет место включение 

Нт с Нт <^к(п, К), причем Нт есть нормальный делитель Н„.Пред­
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ставление, индуцированное на Нт единичным представлением Нт 
есть регулярное представление факторгруппы Нт / Нт (т, К), рас­
пространенное на Нт и оно распадается в прямую сумму (с надлежа­
щими кратностями) всех представлений Д, где Д неприводимые пред­
ставления группы Ь (т, К). Поэтому представление о, индуцированное 
на А (п, К) единичным представлением группы Нт есть прямая сумма 
(с теми же кратностями) поднятых представлений >֊,„ Д, где Д все 
неприводимые представления Ь (т, К). Тем самым, неприводимые со­
ставляющие представления о суть те и только те представления 
А (п, К), которые содержатся в представлениях /-,п Д, что и требова­
лось доказать.

Нетрудно выяснить, что представляют собой те неприводимые 
представления Д группы Ь (т, К), в подъеме которых содержится дан­
ное представление Ъ группы А (п, К). Именно, ограничим А> на груп­
пу Н", и разложим получившееся представление на неприводимые. 
Некоторые из них при ограничении на Нт не будут содержать еди­
ничное, некоторые будут. Но Нт есть нормальный делитель группы 
Н"п. Поэтому, если ограничение некоторого неприводимого представ­
ления группы Нт на Нт содержит единичное представление, то оно 
превращается в единичную матрицу на Нт, т. е. его можно рассмат­
ривать как естественное продолжение Д на Нт представления Д фактор­
группы Нт/Нт^Ь (лт, Л). Ясно, что А) будет содержаться в подъ­
еме тех и только тех Д, для которых Д содержится в ограничении О 
НИ НПт.

Группы Нт упорядочены по включению:

А (л, К)=Н£ =э ЯГ о........^НЦ-г ^Н" = (Е).

Поэтому, если единичное представление содержится в ограничении 
представления А) группы А (л, К) на группу Нт, то единичное пред­
ставление содержится и в ограничениях на все Ни при к^т. Наимень­
шее т, обладающее этим свойством, назовем глубиной, представления. 
Единичное представление и только оно обладает глубиной О.

4°. Алгебра матриц, коммутирующих с матрицами 
поднятого представления. Пусть матрица В = 2 Вр1։ р/ X 

X еР1։ Ру > разбитая на квадратные клетки Вр/։ р/ , коммутирует с мат­
рицами представления АщД. Очевидно, что условие коммутирования 
равносильно следующей системе соотношений между клетками:

ВлРрАР! =• Д (а (А, Р1)) Вр/։ р. д՜1 (а (Л, Р, )). (3)
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Эти соотношения показывают, что как только известна некоторая 
клетка Вр։, , так однозначно определяются все клетки Варвар/- Все 

х пары (Р/, Р/) разбиваются на траектории (АР/, АР/). Ясно, что две 
пары (Р/, Р/) и (Pi.Pi) принадлежат одной траектории в том и толь­
ко в том случае, если с1։ш Р/ ПР/ = сИт Рк Л Р/. Число различных 
траекторий равно поэтому т-|-1.

Для дальнейшего целесообразно остановиться на некотором ка­
ноническом выборе базисов в т-мерных подпространствах Р простран­
ства столбцов 6'Л. Именно, будем считать, что номера первых сверху 
ненулевых элементов столбцов строго возрастают слева направо, все 
эти элементы равны 1, и все элементы строки, предшествующие верх­
нему ненулевому элементу столбца равны О. Ясно, что любая пХпг 
матрица с линейно независимыми столбцами может быть приведена к 
такому виду посредством линейного комбинирования столбцов и такое 
приведение единственно.

Рассмотрим подробнее клетку Вр.,р„ считая

(
Е/ 0 \ / Е/ 0 \ ■
О Ет—/ | р _ I 0 0 |
0 0 ’ ^֊~ 0
0 0/ \0 0 /

(разбиение на клетки одинаковое, так что размеры всех клеток оче- 
видны). Ясно, что сйт (Р1 П Р») =/.

Равенства АР3=Р3 и АР2=Р2 будут одновременно иметь место 
тогда и только тогда, когда матрица А имеет вид

(
Дц Л12 Д13 Дц\
0 Д82 А23 Л24 | ...
0 0 лмлм
ООО Л44/

(при разбиении на клетки согласованном с предыдущим, так что Дп, 
Л։2, -^зз> —квадратные невырожденные матрицы порядков /, тп—/,
т—/, п—2т -р/ соответственно). В этом предположении

- /А А \ — — /А А \АР3=Р3 " 12 ) и АР„=Р2 ( п 13 )•1 1 \ 0 А22 ) - 2 \ 0 А33 /

Таким образом, соотношение (3) дает

Вр„ р, = Ь (Аи А1г ВР,. Р, А՜1 (А11 А13 • (5)
' \0 А22) " ’ '4 0 Л„/

Положив Ап=Е/, А33 = Ет-ц Д„=0, получим

Вр.,р, = ь(Е' Ал*\ Вр^- 
\0 А22)

Это значит, что если Вр,,}р,У=0, то ненулевые столбцы матрицы Врир, 
принадлежат подпространству, инвариантному для ограничения пред-
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ставления А на подгруппу матриц Н” = (п и на этом под՜
I \0 -^22 /)

пространстве ограничение представления обращается в единичное.
Далее, положив Д12 — А13, А& = А33, получим

Д (Аи А1г }ВР„ р, = Вр„ р, Д (А" 
\ 0 А22 / \ О

А1г Ч) >
Д22 /

(6)

что означает, что клетка Вр„ р, перестановочна с ограничением пред- 
(/А А \]ставления А на подгруппу Н” = м п .12 )}• Допустим, что базис в
1\ О А22 /)

модуле представления Д выбран так, что ограничение А на Н/ разби­
вается на неприводимые части. Некоторые из них 3։,-••, обращают­

ся в единичные матрицы на Н/՝, остальные не содержат единичного

представления на ///’. Тогда Вр„ р, =
С0\ 
О О/

где С—матрица, комму­

тирующая с матрицами представления 32 ф • • • ф Од. Легко видеть, что 
любая матрица такого вида может быть принята за клетку Вр„ р,.

Отметим некоторые следствия. Прежде всего, неравенство 
2?р,, р, =/=0 возможно только, если / = с!։т Р1П/>։ не меньше глубины 
представления Д. В частности, если глубина Д равна т, то отличными 
от нуля могут быть только диагональные блоки. Далее, диагональные 
блоки все скалярные, если А—неприводимое представление, ибо Вр„рг 
коммутирует со всеми матрицами представления Д. Остальные диаго­
нальные блоки Вар,, ар, равны Вр„р, в силу (3), так что они вместе
составляют скалярную матрицу.

5°. Свойства матрицы
Предложение 3. Матрица коммутирует с матрицами 

представления Д.
Доказательство. Матрица «д составлена из блоков

СррР, = 2а->(0'Л)а(0'Р/1).
<?■

Ясно, что каждое слагаемое не зависит от выбора базиса в простран­
ствах С'. Поэтому

Ср,.р,= 2 А՜1 (О' АР,) Д (О' АР,), 
в’

ибо О' и О'Д одновременно пробегают все т-мерные подпространства 
пространства З՛'. Далее

Сар, ар, Л՜’ (О' АР,) А (О'АР]) =

= 2 Д-՛ (О' АР, (а (А, Р։))-։) Л (О'АР/ (а (А, Р1 ))֊«) =
Q■
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= Д (а(Л,Л))-2Д-։ (З'ЛЛ)Д (О'ДР/)Д-։(а(Л, Л)) = 
4'

= Д (а (А, Л)) СР1.Р/ Д՜1 (а (А, Р,)).

В этом равенстве В1 пробегает все /X (т—/)-матрицы, Вг — все 
невырожденные матрицы порядка т—/. Множитель д<п («-։«+/) равен 
числу возможностей для матриц Ва, В4.

В частности, диагональные блоки равны дп (л ~ т) Е, где Е—еди­
ничная матрица, порядок которой равен степени представления Д.

В общем случае, матрица Л/ подобна матрице

<7 2 (д-1).0). (9)

Здесь V (/, Д) равно числу вхождений единичного представления в ог­

раничение Д на подгруппу Н/1. Для того чтобы в этом убедиться, до-

Таким образом, матрица яд удовлетворяет соотношениям коммутиро­
вания (3), что и требовалось доказать.

Следствие. Если глубина представления А равна т, то мат­
рица «д невырождена. Действительно, в силу сказанного в конце 4° 
она скалярна. Кроме того, как отмечалось выше, яд всегда отлична 
от нулевой матрицы. Следовательно, яд = аЕ при а=^=0.

Таким образом, для нас в дальнейшем будут представлять инте­
рес только те неприводимые представления Д группы Ь (т, К), глу­
бина которых меньше т.

Вычислим теперь клетки СР/, Р/, из которых составлена матри­
ца яд, исходя из описанного выше канонического выбора базисов в 
подпространствах Р. Будем считать, что матрицы О' транспонированы 
с каноническими.

Пусть

(
Е/ 0 \ / Е/ 0 \
О Ет ֊/ । р _ 10 0 |
0 0 ’ 2 “ 0 Ет-1 V
0 0/ \0 0 /

Ясно, что произведение (?' Рг будет невырожденной матрицей, толь­
ко если первые т столбцов матрицы О' составляют невырожденную 
матрицу, а тогда, в силу канонического выбора, матрица О' имеет вид 
(„' а Вп R )■ Поэто“У ВЛ Следова-
\0 Еш_/ В3 / \0 Д/
тельно, матрица В3 невырожденная и

Ср,. р, = дт <п֊^Л Л7, (7)
где

Л/= 2 Д 
в„ в,

Е/, В,\
О, Вг) / (8)
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статочно разложить ограничение Д на Н/‘ на неприводимые состав­

ляющие и заметить, что порядок группы Н/‘ равен
д/(д"<-/—1)(д"<֊/ — д)- ■ • (д™՜/ — д'" /-1).

Вычислим теперь след квадрата матрицы «д.
Предложение 4.

О 2 _ 2тп-2т’-т+Г П„ (д) ч (/, А)_  .
Р^~^ПЧ ' П/(д) ПЛ-2/+от (<?)

Здесь Пг (д) = (д'՜ — !)• • • (д—1).
Доказательство. «д = 2 Ер Ср{, р/ Ср^ рг

Разобьем полную сумму на суммы по траекториям пар. Имеем, 
согласно предложению 3

СдР/.ЛРу = Д (а(Д, Р^Ср^р, А֊1 (а(Д, Р/)), 

Сар/,ар1 = А (® (Л, Р/)) Ср/,р1 А-1 (а (А, Р»)). 
Следовательно

Сар1։ АР) Сар,. ар, = А (а (А, Р,)) Ср,.р, Ср^.р, А՜1 (а (Д, Р, )), 
откуда следует, что следы матриц Ср,.р, Ср,.р1 одинаковы, пока па­
ры (Р/, Р/) пробегают одну траекторию. Вклад ..от одной траектории, 
характеризующейся равенством сПт Р/ П Рд= /> составляет

(/)՛•$? Рг Ср*/\'
Здесь (Р1։ Р2) —какая-либо пара на изучаемой траектории, ?*£(/)  — 

число пар на траектории.
Возьмем, как и раньше

/£> 0 \ /£/ 0 \
■р _  । 0 Ещ-/ | -р _ / 0 0 |

1 ро ’ 2 ՛ 0 •
\° 0 / \° 0 /

Положим

(
Е, 0 0 0 \
0 0 Ет-{ 0 |
0 Ет _] 0 0
0 0 0 Ец — 2т+? )

Тогда ДР1=Р։, ДР։= Ръ так что а (А, Рг) = л (А, Р2) =1 и С₽։,р, = 
= Ср„ р,. Поэтому
ЕР Ср,. Р, СР„ Р, = С\ Рг = д2՞1 ("-2®+Л+('"-Л(»1+/-։).П^_/ (д) -V (/, А).

Осталось подсчитать Г՞ (/). Это число равно индексу стацио­
нарной для пары (Р1։ Рг) подгруппы в полной линейной группе Е (п, К)
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л (л- I)

Порядок Ь (п, К) равен Пл (д)-д 2 , причем второй множитель есть 
порядок силовской р-подгруппы. Стационарная подгруппа, матрицы 
которой и.меют вид (4), имеет индекс д(т~г>' в квазитреугольной группе 
матриц вида

-А1а Аи \
О Л,։ ^аз -^24 | 
О О А33 А33 I 
ООО

с диагональными клетками порядков /, т— тт—], п — 2т-}՜/. Груп 
па эта содержит силовскую р-подгруппу группы £ (п, К) и ее порядок

Л (л -I)

равен ПДд) Пт_/(д) П„ _ 2т+ ,((?) • д 2 . Таким образом

П(/) =
Пл (?) . q( т-л1՝

П/(д) Пт-/ (?) Пл-2т + / (д)

и вклад в Sp "2 от рассматриваемой траектории составляет
______ П„ (д)__________ 2т(п-т)— /д

П/ (д) ПЛ - 2/п+/(д) 4 - (10)

что и требовалось доказать.
6°. Подъем единичного представления. Поднятое еди- 

' ничное представление есть группа подстановок S„, которые претер­
певают тп-мерные подпространства пространства Sn под действием 
элементов группы L (п, К). Порядок матриц этого представления ра­

вен Nnm — ——. Алгебра матриц, коммутирующих с матри- 
Пт (д) ПЛ]—т (д)

цами этого представления, есть, очевидно

ЗКт= {с0 и0 4- С1 из -------Ь стит], (11)
где

Uf = 2 е РГ (12)
dim ₽(□[₽/=/

Ясно, что представление Snm эквивалентно представлению Sn-m и, со­
ответственно, алгебра 2Rm изоморфна алгебре £0?л-т, поэтому мы бу­

дем считать тп<у. В этом предположении все матрицы £7/, начиная 

с Uo, имеют смысл, и ранг алгебры равен m-t-1.
Имеем

dim РЩР/-Л 
dim P/п P(=f,

где и (Pi, Р*)  равно числу подпространств Р<, имеющих с Pi пересе­
чение размерности /1։ и с Рц—пересечение размерности /8. Ясно, что
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(Р;, Р>) зависит лишь от размерности Р1 П Р*>  так что можно за­
писать

С/.-С/, = 2
где равно р (Р/, Р«) для каких-либо Р/, Р*,  имеющих /3-мерное 
пересечение. Из этого описания следует, что п/„ /, = л/’/,, т. е. ал­
гебра ЗКт коммутативна. Поэтому представление 5,п разлагается в 
прямую сумму т4֊1 неприводимых представлений.

Введем в рассмотрение модуль Р", представления 5'^ с базисом 
Обозначим через <2, подпространства размерности т 1 про­

странства 5П и положим вц — 2 еР/.
' ррО/

_ „ _ п -Н1 «Предложение 5. При тп-С ~— векторы е^ линейно неза- 
Л

висимы.
Доказательство. Пусть 2Ср(е^=0. Это равенство равно­

сильно У (2 Ср.) ер = 0 и, в силу того, что ер линейно независи- 
РТ Ч/аР1 1 1

мы, V Сс), =0 при всех Р/.

Пусть (2—одно из (2). Обозначим через 7/, О-^/^тп—1, мно­
жество таких О/, что <Дт <2 П (?/ = /. Пусть (2/ £ 7/ и Тогда
сИт Р< П <2 = / или сПт Р1 Л <2 = / + 1. Обозначим число таких Р/ че­
рез а/ и Р/ соответственно. В силу условия (иг—1)+тп -С п, обе воз­
можности для Р/ реализуются при любом /, начиная £с /=0, так что 

₽/>0. Ясно, что а/ и Р/ не зависят ни от выбора <2, ни от вы­

бора (2/ (внутри 7/). Обозначим через Г/ множество таких Р<, что 
<Ит <2 Л Р< = /. Если Р/ 7/ и О/ с Р1։ то <2/ £ 7} или <2/ £ 7/-1.

Просуммируем равенства У Сц. =0 по всем Р/ (- Т/. Получим, 

после перегруппировки слагаемых

или, согласно определениям чисел а-[ и Р/

Р/_1 2 С?'-}- в/ 2 Ср, = 0.

Заметим, что при /—т—1 множество 7/ состоит из одного единствен­
ного элемента <2. Таким образом,

ат—I Сд + рт —2 2 Ср, = 0,
<?/€Гт-2
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«1 2 Cq/+?о s cQ. = о, 
QyCTo

'.“о 2 Cq. — О,

откуда заключаем, что С<) = 0. Так как <2 было произвольным, все 
С(?у=0, что и требовалось доказать.

Подпространство, натянутое на {е0/}, очевидно инвариантно и, 
как модуль для £ (п, К), изоморфно модулю представления По-
этому справедливо следующее.

Предложение 6. При т-С— представление содержит

представление 5"_։ и дополнительное представление Т^ непри-
водимо.

Действительно, первое утверждение ясно из предшествующего. 
Второе—из подсчета числа неприводимых слагаемых в 5" и •$"_г

Следствие. 5՞ = То ф ■ • • ф при тп-<Степень 

s представления Г" равна

№ _ ]\[п _ Пл (?)Пд (?) _
Пт (?)Пя-т (?) Пт —1 (?) Пл-т+1 (?)

= Пл (?) ,_т /„л-2т-г1 _

Пт (?) Пл_т+1 (?)
7°. Дважды поднятое представление. Пусть f<^m<n 

и 8—представление группы L (f, К). Представление '^nm 8) есть, со­
гласно [3], (3 о 1т-<) о 1я_т. В силу ассоциативности действия о, оно 
вквивалентно результату тройной композии 8о1т-/о1п_т и может 
быть интерпретировано следующим образом. Рассмотрим пары про­
странств dim Qj = f, dim Pi = m, составляющие „флаги“/7*.
Тогда D = 8 о lm-/oln_m есть представление, сопоставляющее элемен­
ту А £ L (и, К) матрицу

£>H) = 23(a(AQ/)) ХеЛ„ .
• 'к к *’

при этом (2/ ££*  ИЯ (Л, (?/)££ (/, К), А(^ =А(2га (А, (2/).
Можно указать явные формулы, дающие изоморфизм модулей 

представлений ().“ 3) и £>, но они нам здесь не будут нужны.
Предложение 7. Представление (X™ 8) содержит пред­

ставление X" 8.
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Доказательство. Модуль представления для О есть тензор­
ное произведение модуля R представления о и пространства, натяну­
того на векторы еР , нумерованные флаги Г՛,. Положим е„ = 2 ер.

4 / *
Векторы ед^ линейно независимы. Очевидно, что произведение про­
странства R на пространство, натянутое на инвариантно для
матриц представления Д и на нем О »действует как представление 
А" 6, что и требовалось доказать.

Предложение 8. Пусть Дважды поднятое еди­
ничное представление группы Ь К) содержит однократно под­
нятое единичное представление группы Ь (т, К) и однократно 
поднятое единичное представление группы Ь (/, Л), с исключенным
единичным представлением.

Доказательство. Модуль для дважды поднятого единичного 
представления является пространство, натянутое на базисные векторы 

занумерованные флагами, и эти векторы переставляются как фла­
ги при действии А£Цп, К):

О (Д) — 2 еАРк, гк

Положим ео, = У и ер = 2 е

Покажем, что между векторами е^. и еР{ имеется единственная
линейная зависимость 2 е0 = 2 ер . Действительно, пусть 2 Сд. е 4՜ 

4/ Р/ ‘ <?/'$/
4֊ 2 Пр, е„ = 0. Это равносильно У Сд, 2 еР 4֊ 2 (1Р[ У в = 0, 

р, 1 р‘ 4, 'Р04!‘ к р1 г&Рг "
откуда Сд/ + Ир/ = 0, как только <2/ и Р/ составляют флаг, то есть 
<2/ . Из этих равенств легко заключить, что все Сд։ и равны между
собой, что и привадит к единственной линейной зависимости У — 
— 2 е = 0.

р‘ Подпространство, натянутое на (е^}, инвариантно и на нем дей­
ствует представление, поднятое от единичного представления группы 
Ь (/, К). Подпространство, натянутое на (еР։) тоже инвариантно и на 
нем действует представление, поднятое от единичного представления 
группы £ (т, К). Их пересечение одномерно и на нем действует еди­
ничное представление. Тем самым, предложение доказано.

8°. Представления группы £ (2, К), глубина которых 
меньше 2. Применим выполненные выше исследования к случаю 
т =2. Группа £ (2, К) имеет, как известно, <?։—1 неприводимых пред՜ 
ставлений. Интересны для нас только те, глубина которых меньше 2՛ 
Все они содержатся в представлениях, поднятых от представлений 
группы £ (1, К), которая есть мультипликативная группа поля К и 
имеет <?—1 неприводимых представлений у0=1, Хи՜'՜» X?-։- Все они 
имеют степень 1. Глубина представлений Хъ,։֊»Х<?-2 равна 1, и под­
нятые от них представления 8/=Х?//неприводимы. Степени этих пред­
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ставлений равны д+1. Представление же /.2 /л состоит из двух неприво­
димых слагаемых—единичного представления и представления степе­
ни д. Таким образом, имеется только д неприводимых представлений 
глубины <1—это единичное представление, представления о/, /=1,..-, 
д-2 и представление 7,.

9°. Матрица "д в случае единичного представления 
группы Л (2, к). Из формул (7), (8) следует, что, при п>4

КД = д^ (д-1)(д*-1)  и0 +д2л֊5(д֊1) + д2»-*  £/,
в обозначениях 6°. Алгебра Ж" имеет £три гомоморфизма <р0, ®1։ ф8 
в поле комплексных чисел. Их кратности равны 1, 

9"֊1 _ 1 „ (д'1 — 1)(д'1՜՜1 — 1) _ д՞—1 
д֊1 (д— 1)<д2 — 1) д—1

Первый из этих гомоморфизмов легко найти, для чего следует воспользо-

ваться тем, что'£/0+£/1 + £/2 = «>=1 ........ . Матрица.«; имеет собствен-
х1«

ные значения —--------------- - и 0, с кратностями 1 и ------- — — 1(д—1)(д2—1) Н (д-1)(д2֊1)
соответственно. Ясно, что первое из них есть ®0 («;), а <р1 (ги)~<22^) = 0. 
Далее, бДа; = аю, где а равно числу ненулевых элементов в строке 
матрицы и1г которое равно, в свою очередь, числу 2-мерных подпро­
странств 5", имеющих с данным подпространством одномерное пере- 

/„п--1I  1 \
сечение. Легко видеть, что оно равно (д + 1) • I------------- 1 ) =

\ д—1 /
(д+1)(дл-2 — 1) д п (д+1)(д՞-2—1) д . тг г

д—1 д—1
так что <Рп (/72)=<Р1((/2) = ®8(^/։) = 1, а <р0 (^о) = ?о (ш)— Фо (^1) ~?о (^г) = 
_д<(д«-3-1)(дл-г_1)

(д-1)(д։֊1)
Для вычисления гомоморфизмов <Рд и <р8 найдем, согласно 6°, 

^=П1։£/04-пп£/1-Ьп11 112. Здесь пи равно числу 2-мерных подпро­
странств 5Л, пересекающихся по одномерным подпространствам с дан­
ными 2-мерными подпространствами, пересекающимися по О. Это число 
равно, очевидно, (д+1)2. Далее, пп равно числу двумерных подпро­
странств, имеющих одномерные пересечения с двумя данными 2-мер­
ными, имеющими одномерное пересечение. Интересующие "нас подпро­
странства могут проходить через пересечение данных,могут не проходить. 

Раздельный подсчет в этих двух случаях дает пц = ( -------------2 )-4-дя.
\ д—1 /

Наконец, пп есть число двумерных подпространств, имеющих одно­
мерное пересечение с данным двумерным подпространством. Легко ви-
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2 \1 Ч —1 1 Iдеть, что пн = (д + 1)(------ 1 I ’
X ч — 1 /

(„л-1__ 1 \ /л«-։__ 112+дЗ ) и1+(ч+1)(я-------£_
ч— 1 / Л 7-1

-Л У.= (д+1)^+( ^^--3֊29) и,+ (?+1)<7'՛՜1՜ ?8~ ?+1 £.
/ \ Ч~ 1 ' 7~1

Обозначив ?1((/1) = г։. ?2 ((Д) = гг< получим, чго гк и г2 являют­
ся корнями квадратного уравнения

 ,--2,.-,+2г_(; +1) Г--7’-0+1 _ 0> 
7-1 7-1

д'1՜1 — д’— д + 1
■откуда Д1, ч = — I — д, ----------- --------д—1

Сравнение следа матрицы £/х с суммой собственных значений, с 
/ггч д'1՜1—д’—д+1учетом кратностей, дает, что ?։ (сЛ; —------ - -------- , ?։(С'1) =

= — 1 — Ч- Далее,?! (£/0)= —<Р1 (^А) —1 = — 4 , ?2 (^о) = —?«(^1) —

—1 = д. Наконец, для кд = д2"՜7 (д —1)(д’ — 1) + д2՞՜5 (д — 1) £/։ +
+д2'*՜' 1 иг имеем

?о («а) = д4я՜8; ?х (гл) = д3"՜8; ?*  ("В = ч՝2՞՜6-
Таким образом, все три собственных значения матрицы «д отлич­

ны от 0 и,) следовательно, «д невырождена.
Остается рассмотреть случай п=3. В этом случае 1У0 отсут­

ствует, кд ==д(д—1) б/х+д’^, 112 = Е, £/1+£/։ = ш=^........соб­

ственные значения ги равны д’+д+1 и 0 с кратностями 1 и д։+д. 
Соответственно, собственные значения <р0 (£/х) и ?х ((/х) Для равны 
д*+д  и —1 с теми же кратностями. Для ”д=д (д—1) (/х + дгЕ имеем: 
?о ^^=4*̂  Т1 (кл) = д» так что невырождена.

10°. М а т,р ица ид для △ = 3;. Представление 3; = ՝!.{ одно­
кратно содержится в представлении, индуцированном единичным пред­
ставлением группы Н\. Поэтому и ограничение 8/ на Н\ содержит 
единичное представление один раз и матрицы, коммутирующие с мат­
рицами представления )֊2 3; имеют вид хЕ-\-у11, х,у£С, где (/—мат­
рица, отвечающая траектории пар (Р{, Ру), при сНт Р/ ПР/=1. Та­
ким образом, ранг коммутаторной алгебры для представления 15 8Х 
равен 2 и Х28/ состоит из двух неприводимых представлений, входя­
щих однократно. Одно из них, согласно предложению 7, есть у/, 

7я—! г-его степень равна ------ . Следовательно, степень второго равна
7-1

(д+1)(5221Х7Г!=1)_
(д-1(д’-1)

7я-1 = (дя—1)(дя-2—1) 7
7֊1 (7-1)’
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Соответственно, кратности гомоморфизмов коммутаторной алгеб- 
(7я—1 (ап——1) о гры равны -—— и ----—--------------- Обозначим через я и ,3 собствен-

7—1 (д—I)2
ные значения матрицы кй. Диагональные блоки этой матрицы состав­
ляют д2"՜4 Е, матрица и = яд — д2"՜4 Е содержит ненулевые блоки, 
соответствующие траектории пар подпространств с одномерным пере­
сечением. Обозначим через и собственные значения матрицы и. 
Очевидно, что Ер и =0. Далее, по формуле (10),

Пл (?) . 4л-9

П1(д)П„_з(д) ¥ '

Следовательно, и удовлетворяют системе уравнений

д^ + (д^Хд^^р 0 
д-1 (д-1)2

?л-1 я2, (д"—1Хд"~а—1) д оа_ (д1*—^(д*՜ 1—1)(д*՜ 8—1) л,,,
д-1 (д-1)2 д-1. 4 '

откуда Р։=±(д—1) д2'*՜ 5, <4= Т (д'*՜ 2 — 1) д2/*՜ 4. Это дает для а и 3 
два варианта:

р = д2л~4 -|-(д—1) д2'1՜՜6; а = — (д'*՜ 2—2) д2**՜ 4 
или

Р՝= д2'1՜5; а = д3'*՜ 6.
Первый вариант отпадает при д^>2 и при д=2, п^-4, ибо соб­

ственное значение матрицы яД не может быть отрицательным. Един­
ственный сомнительный случай д=2, п~3 отпадает из-за того, что 
при д = 2 изучаемые представления 3/ отсутствуют.

Итак, собственные значения матрицы отличны от нуля и мат­
рица "д обратима и в этом случае.

11°. Матрица кд для А = Т\. Представление Г? имеет глу­
бину 1 и содержится в представлении, индуцированном единичным 

представлением группы Н\, один раз, так что и ограничение Т\ на 

группе Н[ содержит единичное представление один раз. Поэтому ал­
гебра матриц, коммутирующих с матрицами представления Х$ 7?, имеет 
ранг 2 и само представление X" Т{ состоит из двух однократно вхо­
дящих неприводимых представлений. Одно из них есть 7?. Действи­
тельно, X? (1) = (1) ф Ту, так что (X? (1)) = X՞ (1) ®Х? 7?. В силу 
предложения 8, представление '1-2 (X? (1)) содержит сумму X? (1) и X՞ (1), 
с исключенным единичным представлег.ием, то есть X? (1) ф Т", так что 

Хг Т\ действительно содержит 7“. Степень Т\ равна----------1. Сле­
д-1

довательно, степень второго неприводимого представления, входяще- 
л Л »7 2го в Аг 11 , равна

3-7
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(<7Л — 1) (д'1՜’ —1) /7я—1 Л _ д3(<7я՜՜1—1)(<7"՜2—1) ,
9 (<7-1)(9։-1) Ч֊1 / (уа ֊1)(<7—1)
Далее, положим тсд = д2?-'։Е-\-У, выделив слагаемое //, соответ­

ствующее клеткам траектории с сПт Р/ Л Р/ =1. Обозначим через а 
и ₽ собственные значения матрицы «а, через и 0г— собственные зна­
чения матрицы У. Получим подобно предыдущему

?(<?"-■֊!), 93(7"-1-1)(7'-2֊1)_ й =0
9֊1 (д-1)(д’-1)

9(д«-1_1) ։ (9*-1  -1)(9"->- 1)в?_ (Г-!)^"-1-!)^"֊2 -1)
(9֊1)(9'-1) ₽ 9-1 ’ ՛

откуда получаем значения для Р1 и яр
Р1=±(92֊1)92Л, «1= + (9л-2֊1)9։л֊<

и два варианта для ։ и
р = (9» — 1) 4- дЧп-^ а = — (д'1՜2 — 2) 92я~1

или
р^гл-в, а _ дЗп-6.

Первый вариант отпадает при всех 9 и и, кроме, быть может, 
9=2 и п= 3. В этом случае вычисление проводится непосредственно 
и оно показывает, что и здесь имеет место второй вариант.

Таким образом, мы снова получили, что собственные значения 
матрицы тц отличны от 0.

Из всего сказанного следует, что полугруппа матриц ранга 2 над 
конечным полем имеет полупростую полугрупповую алгебру в поле 
нулевой характеристики и все ее абсолютно неприводимые представ­
ления просто связаны с представлениями группы £(2, К).

В частности, полупростота полугрупповой алгебры имеет место 
для полугруппы всех матриц третьего порядка, ибо полугруппа 
Мз\М-2 изоморфна группе £ (3, К) (с присоединением нуля), а полу­
группа Мз имеет, в силу результата настоящей работы, полупростую 
алгебру.
Ереванский государственный университет, Поступило 20.IX.1971

Ленинградское отделение
математического института

им. В. А. Стеклова АН СССР

0. Մ. նԴԻԳԱՐՅԱՆ, Դ. Կ. ՖԱԴԴեևՎ. Վերջավոր դաշտի նկատմամբ 2 ոանցի Ս՛ատրից- 
ների կիսաիւմբի կոմպլեքս ներկայացումները (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է վերջավոր ՕՐքդ,) դաշտի նկատմամբ մատրիցների 
կի սա խմբի կոմպլեքս ներկայացումները։

Ուսումնասիրվող արդյունքները կիրառվում են 2 ռանդի մատրիցների կիսախմբի կիսա. 
խմբային հանրահաշվի կիսապարզությունը ապացուցելու համար։
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B. M. EDIGARIAN, D. K. FADDEEV. Complex representations of the 
semigroup of square matrices of rank 2 over the finite field (summary)

Complex representations of semigroups of square matrices over the finite field 
are investigated. The results are applied to prove that the semigroup algebra for se­
migroup of matrices of rank tvzo is somisimple.
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P. GAUTHIER* and W. SEIDEL

SOME APPLICATIONS OF ARAKÉLIAN’S APPROXIMATION 
THEOREMS TO THE THEORY OF CLUSTER SETS

The purpose of this short note is to display the great strength of 
Arakelian’s generalizations of Mergelian’s beautiful theorem [9] (see 
also [11]).

During the fifties F. Bagemihl and W. Seidel developed techniques 
for studying boundary behaviour based on approximation theory. The 
versatility of these techniques has been considerably enhanced by the 
introduction by K. Barth and W. Schneider of the “pole sweeping“ me­
thod.

We believe that most of the cluster-set results proved thus far by 
these methods could be more easily obtained by the use of Arakelian’s 
theorems. We content ourselves with two examples. First we prove an 
extended version of the Bagemihl-Seidel-Rudin theorems on the exis­
tence of holomorphic functions with prescribed asymptotic behaviour. 
Our second example, meant to show that Arakélian’s „theorem encom­
passes the pole sweeping technique, is an extended version of Schnei­
der’s theorem [12] on ,the ' existence of an unbounded holomorphic 
function bounded in a prescribed “Schneider noodle“.

§ 1. Arakélian’s theorems

Let (C, X) be the Riemann sphere endowed with the chordal met­
ric. Let D be a proper domain in C, and let D* denote the one-point com­
pactification of D. We denote by dD the boundary of D in C. Follo­
wing Arakelian we introduce the following notion.

1.1. Definition. Let E be a relatively closed subset of D. E 
is said to satisfy conditon (.4) if for each z£D\E, there is a boundary 
curve t =■■ 7J in D\E which connects z to dD- i. e. there is a curve 
7(f), 0-Ct<^oo, in D\E such that 7 (0) = z and

X (7 (f), dD) ->-0, as t -*■ ao.
1.2. Definition (see [4, p. 422]). A domain Doc D is simply 

connected with respect to D if each finite family of Jordan curves in 
Do which bounds in D also bounds in Do.

1.3. Theorem. A compact set EcD satisfies condition (A) if and: 
only if D*\E is connected.

Research supported by NRC of Canada: Grant A—5597.
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Proof. If E satisfies condition (/1), then for each point z£D\E, 
there is a boundary curve 7 (z) as in Definition 1.1. Let co be the 
ideal point of the one-point compactification D*. Then 7 = 7U(°°}։ 
where 7 denotes the closure of 7 in D*. Since 7 is connected, so is 
its closure 7, and thus •

D*\E=U {7 (z) : z£D\E} 
is connected.

Conversely, suppose E is compact and D*\E is connected. Let 
z(^D\E and let G be the component of C\E which contains z. -Then 
dGc.E and we claim that G meets dD. For otherwise GcD\EcZ)*\E, 
and so G is open in D*\E. Moreover, since dGcE, then Gc D, whe­
re G denotes the closure of G in C. Since G is compact, it is closed 
in E* and so

G = Gf]E*\E
is closed in D*\E. Thus G is both open and closed in D*\E, and 
since the latter is connected, it follows that G—D*'\E. But then G 
contains the ideal point, which is absurd, since G<=.D. Hence G meets 
dD as claimed.

To conclude the proof, let 7* be an arc in G from z to some 
point Gf\dD, and let z0 be the first point of dD which 7* meets. 
Now if we let 7 be that portion of 7* running from z to z0, then 7 
satisfies the requirements of Definition 1.1. This completes the proof.

We present an example to show that the above theorem does not 
hold for (relatively) closed sets. Let Ej be the graph of the curve

y =|(l/z) sin (l/x)|, 0<x<k֊>; E2=((0, I?): —l<y<+«>}, 
and let E3 be the straight line segment joining the points 5t~J and -i. 
Now let D=C and set E=E1UE2(jEs. Then D*\E is connected, but 
E does not satisfy condition (.4).

1.4. Theorem. X domain Doc.D is simply connected with re­
spect to D if and only if D*\D0 is connected.

Proof. Suppose first that Do is simply connected with respect to 
D. Then if {£>„} is a normal exhaustion [4, p. 587] (see also [8, p. 300]) 
of Do, and if some component of C\D„ is in D, then it is also in Do’ 
Thus we may assume that no component of C\ D„ is in D. Hence 
each component of C\D„ meets dD, and so D*\D„ is connected. 
Now D* is compact Hausdorff and D*\Dn is a nested sequence of con­
tinue. It follows that

D*\D0= n (D*\Dn) n-1
as a continuum, and in particular is connected.
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Suppose conversely that D*XD0 is connected and a„ is a
finite family of Jordan curves in Do which bounds in D i. e. there is a 
domain G such that

dG=®j+®2+ • • ■ +a«c:^o>
and G is precompact in D. We must show that GcD0. Since G is pre­
compact in D, G is compact in D, and

G n (£>* x A) = G n (£>* \A)
is closed in D*\D0. Also G is open in D* and so G(](D*\D0) is open 
in Since D*\D0 is connected and GnDo=^=0, it follows that
Gn (D*\Z)o) = 0. Thus and the Proof is complete.

Motivated by the preceding theorems and the theorem to follow, 
we now extend Definition 1.2.

1.5. Definition. A subset EcD is said to be simply connected 
with respect to D if and only if is connected.

1.6. Definition. A subset EcD is said to be a set of uniform 
approximation (by functions holomorphic in D) provided that for each 
function g continuous on E and holomorphic on E" and for each e > 0, 
there exists a function f holomorphic in D such that

\f(*)-g WKe> for a11 Z€E-
The following theorem of Arakelian generalizes Mergelian’s theo­

rem to arbitrary domains.
1.7. Theorem [1]. A compact set EcD is a set of uniform ap­

proximation if and only if E is simply connected with respect to D.
Let us denote by co the ideal point in D*.
1.8. Definition. A set EcD is in Arakelian’s class K(D) if E 

satisfies condition (Z) and for each neighborhood U of <», there is a 
neighborhood V of co such that each point

z6(Dx£)n V
can be connected to co by a boundary curve 7 in U (compare Defi­
nition 1.1).

We state another theorem of Arakelian which extends Mergelian’s 
theorem to closed sets.

1.9. Theorem [1]. A (relatively) closed set EcD is a set of 
uniform approximation if and only if E (K (D).

Let us now consider a much stronger sort of approximation.
1.10. Definition. A set EcD is a set of tangential approxi­

mation (by functions holomorphic in D) provided that for each function 
g continuous on E and holomorphic on E° and each positive conti­
nuous function e (f), 0<f <1, there is a function f holomorphic in D 
such that, for all z^E

The following result is also due to Arakelian [1].
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1.11. Theorem. Let E be a closed subset of D such that E£K(D) 
and EJ = 0. Then E is a set of tangential approximation.

With additional hypotheses it is sometimes possible to achieve 
tangential approximation even though E° may be quite large [7].

§ 2. Applications

In this section, with the aid of Arakelian’s theorems, we extend 
some known results on cluster sets. Moreover our proofs will be much 
shorter than the earlier proofs. We begin with the following two theo­
rems originally proved by Bagemihl and Seidel [2, 3].

2.1. Theorem. Let D— (|z|<^ R), + co; let a1։ a։, •••, be a
countable family of disjoint simple boundary curves, and let g be de­
fined and continuous on each a-n. Then there exists a function f holo­
morphic in D such that for each n

|f (an (0)— g (’« (0)1 0, as t— co.

Proof. Let 0<^ rr<Z r2<C- • • < rn <Z՛ • ֊<C R> rn-> R, and set 
£ = U {a„ f] (|z| > rn)). Then E satisfies the conditions in Arakelian’s n
Theorem 1.11, and g is continuous on E. Thus f exists as claimed.

The above theorem is a special case of the next theorem, but we 
thought it worthwhile to present the preceding proof because of its 
brevity. The following theorem was originally proved for monotonic 
boundary curves in domains bounded by finitely many Jordan curves.

2.2. Theorem. Let D be a proper domain of the Riemann sphe­
re-, let a.„, n = 1, 2,be a countable family of disjoint simple boun­
dary curves; and let g be defined and continuous on each an. Then 
there exists a function f holomorphic on D such that for each n

If (“/> (0)—g (“« (0)1 0» as t — co.
Proof. Let {Dk} be a normal exhaustion of D; i. e. Z) = Z)1U 

U Ds U • • • U Dk U • • •, where each £>* is bounded by finitely many Jordan 
curves and DH^\, k=l, 2,---. We may also assume that each D* 
has the property that each component of C\Z)* meets dD (i. e. D* is 
simply connected with respect to D).

Let be the tail end of an starting from the last point at which 
nn leaves Dn, and set £,=P1UP2U UPnU We will show that E 
satisfies the conditions of Arakelian’s Theorem on tangential approxi­
mation. First of all

£nB«=An u ₽*

is closed (perhaps empty) and thus E is closed in D and nowhere dense.
For e > 0, we write

V.m= {z^D:7. (z, d£>)<e).
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To show that E^K(D) it will be sufficient to show that for each 
s^>0, there is a 8^>0 such that for all z in

(D\£) fl K (dD), (1)
we can find a boundary curve 7 = 7 (z),

7 (z)c(£>\£) n V, (dD), 
which connects z to dD.

Suppose e and z are given as above. We claim there exists an /V 
such that

n > N =■> p„ c V, (dD). (2)
Indeed

Z)\ V. (dD) = (z^D : Z (z, dD) > s| = [z£C : Z (z, C\D)>z]

is closed in C and hence compact. This set is therefore contained in 
some Dk, and we may choose N— &+1 in (2).

For k=l, 2.---.N, let Zk be the last point at which a* leaves 
Dn, and let a” be the initial part of a* running from a* (0) to z* (if 
a*fl Dn = 0, we may set a^=0). We now choose so that

N *.■DN,Z3 U a*.

Let 8^>0 be chosen so that

Vi(dD)^D\ Dn,.

Suppose z lies in (1), and let G be the component of C\D„i which 
contains z. By the way in which the exhaustion [£)„} was chosen, it fol­
lows that G meets dD. Let 7* be an arc from z to dD in G. if 7* f] E= 
= 0, we are through. If not, there is a first point p$7* which is 
in E. Thus p lies in some P„. Let k=y (p, £\p„)>0, and let 9 be the 
first point of 7* for which Z(9, p)^)-/2.

There are two cases to consider. If n>N, then pnc Z, (dD). Thus 
we may easily construct the required curve 7=7 (z) cz V, (dD) by run­
ning along 7* from z to 9. Then 7 stays close to 8„ and follows Pn out 
to dD in such a way as to remain in V.(dD) and to remain disjoint 
from each Pt, k=l, 2-• ••

If n -C N, then p£Pn\ This means that p is past (further along) 
zn on pn and so Pn will never return to Dn after it passes p. Thus we 
may again construct 7 by going along 7* from z to 9, and then staying 
near pn as it runs out to dD, being careful to avoid each Pt and to re­
main outside of Dn and therefore in V, (dD). Thus E^K(D), and the 
theorem follows from Arakelian’s Theorem on tangential approximation.

Under appropriate hypotheses it is also possible to specify boun­
dary behaviour on uncountably many boundary curves. The following 
theorem is due to Bagemihl and Seidel [3] and Rudin [10]. The follo­
wing version is stated in [5, p. 163].
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2.3. Theorem. Let g be an arbitrary continuous function in 
z|<l, let F be a set of first category on |z|=l, and let {L (6)) be a fami­
ly of mutually disjoint boundary curves terminating at the points etB£F 
and such that \L (6)) is homeomorphic to a family of radial segments 
{a (6)| terminating at F. That is, there exists a homeomorphism of 
jz[<l onto itself which leaves each point of |z| = l fixed and such that 
L (&)=՛]* (a (&)). Then there exists a function f, holomorphic in |z| <. 1» 
such that for every e'8 £ F

f (z) — g (z) ~»0, as z — e'8 on L (6).

Proof, fc U Fn, where each Fn is closed and nowhere dense in

z| = l. S et

E = U En, n*=\
where

En = t (X (0) n (|z| > 1 -1/n): elB £ F„).
Then E satisfies the hypotheses of Arakelian’s Theorem on tangential 
approximation, and so f exists as claimed.

By a similar argument we could also prove the analogous theorem 
of Bagemihl and Seidel [3] on tresses. Also, we believe that the above 
theorems remain valid on arbitrary open Riemann surfaces, however it 
seems that the approximation theory for proving such theorems (easily) 
has yet to be developed.

The following theorem is due to Schneider [12] although he re­
stricted his attention to monotonic j(in modulus) boundary curves for 
simplicity. The original proof made use of the pole sweeping method.

2.4. Theorem. Let D— (]z|<^^), Z?-^-|-co; and let a and P be 
two simple boundary arcs disjoint except for their common initial 
point, say a (0) ~ P (0)=0. Let EJt Ex be the two domains into which 
a U P separates D. Then there exists a function f, holomorphic in D, 
such that f is bounded in Eo and unbounded in Et.

Proof. Let {zn) be a sequence in E1 such that |z«| -» R, as n->oo, 
and set £=£’0U{zn}. We define a continuous function g on E by set­
ting g equal to zero on Eo and g (z„) = n, for n=l, 2-->.*

As in the proof of Theorem 2.2 (but much more easily in this 
case) we see that E is relatively closed in D and is in K (D). From 
Arakelian’s Theorem 1.9, there exists a function f, holomorphic in D, 
such that |/(z)—g (z)|<^l, for all z£E. The proof is complete.

Remark: After submitting this paper, we have noticed that Theorem 2.2 of 
the present paper is essentially the same as Theorem 9 in W. Kaplan's paper, Appro­
ximation by entire functions, Mich. Math. J., 3 (1955—1956), 43—52.
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Պ. ԴՈՕ՜Ցհ, Վ. քքԱՅԴԵԼ. Աոաքելյաեի մոտարկման թեորեմների որոշ կիրառություններ 
եզրային թարմությունների տեսության մեչ (ամփոփում)

Հոդվածում ցույց է արվում, որ տվյալ տիրույթում անսղիտիկ ֆունկցիաներով շոշս։ (լու­
մային մոտավորության թեորեմները պարզեցնում են անալիտիկ ֆունկցիաների եզրային վար­
քի վերաբերյալ որոշ հարցերի հետազոտումը։

Մ ոտարկումային թեորեմների օզնությամր միասնական ձևով ապացուցվում են Բազեմիլի 
և Հեյդելի, 1եուդինի, Շնեյզերի թեորեմների ընդհանրացված տարրերակները եզրային րազ- 
մությունների տեսությունից։

П. ГОТЬЕ, В. ЗЕЙДЕЛЬ. Некоторые приложения аппроксимационных 
теорем Аракеляна в теории предельных множеств (резюме)

В заметке показывается, что теоремы о возможности касательного приближе­
ния аналитическими в данной области функциями упрощают изучение некоторых 
вопросов граничного поведения аналитических функций. С помощью аппроксима­
ционных теорем единым способом доказываются обобщенные варианты некоторых 
теорем Багемиля и Зейделя, Рудина, Шнейдера из теории продельных множеств.
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А. А. НЕРСЕСЯН

О МНОЖЕСТВАХ КАРЛЕМАНА
Пусть 22—область в расширенной комплексной плоскости, <222=^=0. 

Назовем множество Ес:Е множеством Карлемана в 22, если Е замкну­
то в 22 и для любой пары функций / (г) и е (г), где / (г) непрерывная 
на £ и аналитическая во внутренности Е° множества Е функция, а 
е (г)^>0—непрерывная на 22 функция, убывающая к нулю при прибли­
жении г к границе <222 области 22, существует аналитическая в 22 
функция такая, что

1/(г)֊Я (г)|<£ (г) при г^Е. (*)
Т. Карлеман показал [1], что при 22 = С действительная ось является 
множеством, допускающим аппроксимацию вида (*-).

М. В. Келдышем и М. А. Лаврентьевым [2] было получено не­
обходимое и достаточное условие для того, чтобы континуум с пу­
стой внутренностью был множеством Карлемана.

П. Готье [3] было получено условие на замкнутое множество с 
неограниченной внутренностью, необходимое для того, чтобы оно было 
множеством Карлемана. В работе [3] дано и условие на множество, 
достаточное для того, чтобы оно было множеством Карлемана.

В настоящей работе показано, что некоторые известные ранее 
условия являются необходимыми и достаточными для того, чтобы мно­
жество Е было множеством Карлемана.

1°. П”сть г, С £22, через р (г, С) обозначим сферическое расстоя­
ние между г и С:

р (2 С) =-------- -----------------
/(1+ И’)(И-|С|։)

Обозначим через V, (60) сферическую в-окрестность границы 22
И, (<222) = {г£ С'| р (г, <222)<£е}.

Скажем, что множество Е удовлетворяет условию К, если для любого 
е>0 существует о^>0 такое, что каждую точку я £(22 — Е)П И։(<222) 
можно соединить с <222 жордановой кривой (22—Е) П И, (<222).

Скажем, что множество Е удовлетворяет условию А, если для 
каждого числа в^>0 существует 0 < о <£ е такое, что ни одна из ком­
понент множества Е° не пересекает одновременно множества И։(<222) 
и 22- К (<222).

Докажем, что справедлива следующая
Теорема. Для того чтобы замкнутое в О множество Ес.Е 

было множеством Карлемана, необходимо и достаточно, чтобы 
оно удовлетворяло условиям А и К.
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Необходимость условия ЛГ вытекает из теоремы Н. У. Аракеля­
на о равномерных приближениях [4]. Необходимость условия А дока­
зал П. Готье [3] для случая £>=(|х<Я), 0</?<оо, однако нетрудно 
заметить, что это доказательство верно и для общего случая.

2'. При доказательстве теоремы мы воспользуемся следующей 
леммой:

Лемма. Пусть Г—компакт в С с дополнением, состоящим 
из конечного числа компонент. Открытое подмножество С мно­
жества Г таково, что дС<=.дГ. Тогда для любою числа в>0 суще­
ствует рациональная функция R (г, С, в) такая, что

а) |Л (г, С, в)| < в при С—(дС)։,
Ь) |1— R (г, С, в)К в при г^Е—С,,
с) (г, С, в)| < с при г£Е,

где с—абсолютная постоянная, а Л, — в-окрестность данного мно­
жества И.

По теореме Титце—Урысона, для любого 8>0 существует не-; 
прерывная на всей плоскости функция <р (г), удовлетворяющая условиям

1. <р (г)=0 при
2. о (г) = 1 при
3. О < <р (х)<1.

С, 
г^С~(СГ),

Если ш (г)—модуль непрерывности э (г), то ш (8)=1. Рассмотрим 
усреднение функции у (г)

Ф (*)= ГС <? (С) бЫч, С={+г»1.
“"о յ и

Отметим следующие свойства функции Ф (г):
1. |ф(г)-<Р(г)|<-1֊ уу |?(С)_

14 <»
<Р (г)| ш (8) = 1.

Отсюда вытекает, что |Ф (г)|-<^2.
2. Ф (г)=0 при г£С—(дС)г; Ф(х)=1 при г£С (Саг). Пусть

֊7 . 1 /дФ 1 •<?Ф\ I •
С>Ф (г)= —----Н— ), х + гу.

2 \ Ох Оу /
По формуле Грина имеем 

Ч+У . Е+х
ф -------77 | Л Г ? (’) б-ц = С с/т) С © (С)

тсо и по* 1 I
1с—х|=։ о |;_о

Из (2) вытекает

у՜ = -77 Г ? бтц ---- С © (С) </$.
<7х к8г J ди п8а

14=։ |Е-г1-«

(1)

(2)
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Подставляя ати выражения в (1), принимая во внимание свойство 3) 
функции ф (я), будем иметь

1с*Ф (я)| = ф (С) (rfTj-frfS) ֊ f О)
2- er J | 8

г—.zi=s
Пусть R такое, что Fez (Jz!<7?) = 5 и (|я|—/?)сС (Gt՜), тогда по фор­
муле Бореля—Помпею

ФЫ=1-Л^и,,=։- дуу
C6ô C6S-F

-vfJc-ÊT"’1-'1-֊'---/- «>
Нетрудно видеть, что ]г непрерывна на F и аналитична на F0. Так 
как дополнение к F состоит из конечного числа компонент, то суще­
ствует рациональная функция Rt (z) такая, что

|1 —/1 —Fi(z)|<8 при z£F, (5)
согласно теореме С. Н. Мергеляна [5].

Так как дФ (z)=0 при z^F—(dG)jj, а расстояние от точек мно­
жества Fn (àG)ir. до дополнения к F не превосходит 28 в силу условия 
леммы на dG, то для всякого С £ Fn (dG)u в силу известной леммы 
С. Н. Мергеляна об аппроксимации ядра Коши [5], существует рацио­
нальная функция Fc(z), удовлетворяющая условиям

1. 1Яс(г)К֊Ч (6)О

2. -3- - к. ы | < -а£_ , |с-2|> са т 
С — г | |С — я|’

где с։, с2, • • —абсолютные постоянные, а порядки полюсов рацио­
нальных функций R!. (г) ограничены числом, не зависящим от С. Пусть 

л2(я)=-֊- ГС Эф(С)/?с(я)<л^. (в)

сегп(ао)2։
Имеем согласно (3), (6), (7) и (8) при z£F

1/2-/г2 (z)|< ֊------ Fc(z)
С — Z

d\ dt\

dldf\ . 1
IC—z| к8

1

IC—z\< c,i |C—z|>r,։

—R: (г) dtdri < — 2"c2o -f- ֊֊ irc2 88 + cx----— = c։.
KO K0s CjTCO8

(9)

Будем считать, что 8 настолько мало, что с28<^|^ 8 . Тогда для 
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точек множества [z£F|d (z, F0 n(dG)2A) > / 5 }, где d (z, N) - евкли­
дово расстояние точки z до множества N, будем иметь согласно (7)

(10)
К—։!>։

а для функции /? (z) = 7?։ (z) + 7?2 (z) согласно (4), (5), (9) и (10)
имеем

|Ф (z) — R (z)|<8 + c3<c4 при z^F,

|Ф (z) — R (z)| <2cj VT=cs /8 при z Ç F— (à G)M+ /r.
/-~K* . sДля данного e^>0, выбирая o>0 из условия y 8 <<-— и принимая 

2cs
во внимание свойства 1) и 2) функции Ф (z), убедимся в справедливо­
сти леммы.

3°. Последовательность расширяющихся множеств (£>Л) опреде­
лим следующим образом.

Пусть A0={zÇD\p (z, dD)> г0}, где г0>0 настолько мало, что 
До=/=0, Ао—замкнутое множество с конечным числом компонент допол­
нения, каждая из которых содержит подмножество множества CD. 
Во—замыкание части СЕ, точки которой могут быть соединены с dD 
только непрерывными кривыми, пересекающими Ао, Со—замыкание 
совокупности компонент Е°, замыкание которых пересекается с мно­
жеством Лои^о- Пусть D0=A0 U Во U Со.

Отметим следующие свойства множества Do:

а) Существует го^>0 такое, что р (Do, dD)^>ro. Это вытекает из 
того, что Е удовлетворяет условиям А и К;

b) Do—замкнуто;
с) Дополнение к Do состоит из конечного числа компонент, каж­

дая из которых содержит подмножество CD (вытекает из определе­
ния £0).

d) dDoa. d't(D0 U £). Так как dD0c.dA0 U dB0 U дС0, то точка z £ dD0 П 
П (дАа U дВ0) является предельной для множества С (Z)o U Е) по опре­
делению Do, а точка z ÇdD0 П дС0 является предельной для С (Z)0(J Е) 
по определению компоненты связности Е°.

Используя ту же конструкцию, построим множество Dlt беря

Дх= (zÇZ)|p (z, <?£>)>Fil, где 0<>i<-y- и т. д. л»
Ясно, что любое компактное подмножество области D принадле­

жит всем Dn при п достаточно большом.
Замкнутые множества Dn, D'n, n=0, 1, 2,••• выберем так, чтобы 

они удовлетворяли следующим условиям:

a) Dn с D°n; Dn с (D'ny; D՝n с (£>;+։)°;
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Ь) С (Ел) состоит из конечного числа компонент, содержащих 
подмножества СО.

Через гп обозначим р (£)л, дО).
Замечания: а) Множество Е[) О'п допускает равномерное при­

ближение рациональными функциями [5].
Ь) Все рациональные функции, рассматриваемые ниже, имеют свои 

полюсы в СО\
с) Не нарушая общности, функцию е (я) можем принять завися­

щей от р (я, дО);;
Существует рациональная функция Ео (г) такая, что

I

!/(*) — Ев (я)|<~ в (г‘о) при П1)

где с постоянная леммы.
Рациональную функцию (г) выберем так, чтобы

|/(я)—/?0 (г) — (21(г)| <-^-е (г^) при г£Е{\О\. (12)
4с

Согласно лемме, при С = О0, Е—О0 и (Е П £>:) можно найти ра­
циональную функцию г (г, О0, е) с ^^>0 таким, что функция Ех (г) = 
— г (г, О0, а1) (я) будет обладать следующими свойствами:

я с о-,

I/ (я)-/г0 (я) (я)|<А_з (п), е п (£>; -£>;). (13)
4с

Выбор гарантируется тем, что (12) выполняется на замкнутом мно­
жестве и в нем исключено равенство.

Прия^ЕП^ц будем иметь согласно (11), (12) и свойству 3) 
функции г(я,£)0,е1),

|/(я) — Е0(я)-֊Е1(я)|<֊^- е (г’) + с (у՜6^) + ■֊֊ 3 (^) )<е (го)‘ 
4с \4с 4с /

Рациональную функцию <2г (я) выберем из условия

|/ (я)-Е0 (я)- R, (я)֊<2, (я)|<А 8 (г;), я С Е Л Ц. (14) 
4с

Число е2^>0 возьмем настолько малым, чтобы функция R3 (я)= 
= г (я, £\,е։) Q3 (я) удовлетворяла следующим условиям:

|Я։(я)|<4.
4

I/ (я) —Ео (я)—Ех (z)—R3 (я)|<'е (го), г^ЕпОо,

1/(я)-Ей(я)-ех(я)֊Еа(я)|<(г;), ясеп(£>;-£>;).
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Принимая во внимание (13) и (14), будем иметь при z£ Е П (Z)J֊£>')

|/ (z)-Ro ^)1<7֊е«)+с fr՜6 (О+Г՜8 (г1'))<е(^
тгС \ *С ткС /

Пусть для некоторого п выбраны функции Æ0(z), RT (z),- • Rn (z) 
такие, что

|/?*(z)|<zj-, *=1, 2, -;п, (15)

K(z)-«,(z)--------- /?„(z)|<e (ri), z^£n (Di-Di _։), Л =0,1,..., n-R

D'_j = 0, (16)

if(z)—R0 (z)--------- Rn (z)|< ֊î֊ e (ri), zÇEn (D'n—D'n-i). (17)
4c

Рациональную функцию Qn+i (z) выберем так, чтобы

|/(z)-/?0 (z)--------- Rn(z) - Qn+1 (z)|<Ae(ri+1), 2 Ç£nDi+։. (18);
4c

Число ея+1>0 возьмем настолько малым, чтобы для функции Rn+i(z) =
= г (z, Dn, еЛ+1) Qn+i (z) выполнялись неравенства

l^iWK^n-, zÇDi,

I/ (z) — Æo (z)--------- Rn (z)—Rn + J (z) |< B (r*), Z £ E n (Di—Di-1),
Л = 0.1, 2, •••,n-l,

I/ (z)—Ro (z)--------- Rn+i (z)|< y- e (rn+i), z £ £fl (D„+i—Di).
4c

Согласно (17), (18) и условию 3 на r (z, Dn, en+i) будем иметь при 
z^[E Л (Dn— Dn-i)

\f(z)—R0(z)--------- Rn+i (z)l < e (rn)4-c fy-e (гл+1)-|- A e (гя)
4c \4c 4c /

< 6 (rn).
•O

Принимая во внимание (15), нетрудно видеть, что ряд 2 Rn (z) схо-
0

дится равномерно на любом компактном подмножестве области D, еле-
ОО

довательно представляет аналитическую в D функцию g(z) — 2 Rn(z}֊ 
и

В силу (16) имеем
|/(z)-G(z)|<e(z), z^E.

Теорема доказана.
В заключение автор считает своим приятным долгом выразить
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благодарность доктору физико-математических наук Н. У. Аракеляну 
за ценные указания. '
Институт математики
АН Армянской ССР Поступило 17.XI.1971

Ա. 2. ՆԵՐՍԻՍՅԱՆ. հաոլեմանի բազմությունԱրի մասին (ամփոփում)

Դիցուք 1)-ն տարույթ է ընդլայնված հարթության վրա ծԹզե 0 • £ Շ Շ ա-ի նկատմամբ 
փակ բազմություն էլ £-է* կանվանենք Կաոլեմանի բազմություն, եթե ֆունկցիաների ցանկա­
ցա» ք(շ). » (է) զույգի համար, որտեղ \(ւ)֊Ը անընդհատ է £-ի վրա և անալիտիկ' &~ի 
ներս ում, իսկ 3 դրական, անընդհատ ֆունկցիա է, Տ (շ)—■* 0 ցանկացած արագու-
թյամր, երր 2-ր մոտենում է Ծ՜ին, գոյություն ունի մի , անալիտիկ Ծ՜ում, ֆունկցիա 
այնպես, սր \ք (2) — £ («)| < » («), է £ £.

Ապացուցված է, որ A և X պայմանները անհրաժեշտ և բավարար են, որպեսզի £-1 լիեի 
Կաոլեմանի բազմություն։

A. H. NERSESIAN. On the Carleman tote (summary)

Let D be a domain on the extended complex plane, dZ)^=0, ECD be relatively 
closed subset of D. We call E a Carleman set if for any pair pf functions f (z), a (z) 
where / (z) is continuous on E and analytical in the interiour of E, b (z) is a positive* 
continuous on D function, b (z)—»0 arbitrarily rapid when z tends to dD, there exists, 
a function g (z) analytical in D such that

I/(*)—у f«)l < « («). zÇE.
It is proved that the

be a set of Carleman.
conditions A and K are necessary and sufficient for E to
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А. И. ХЕЙФИЦ

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ В ОТКРЫТОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ ФУНКЦИЙ БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Представление мероморфных в замкнутой полуплоскости функ­
ций, характеристика которых имеет степенной рост, было получено 
Р. Неванлинной ([1]). И. О. Хачатрян ([2]) рассмотрел функции с 
произвольно растущей характеристикой. Н. В. Говоров ([3], стр. 78) 
получил представление аналитических в полуплоскости функций конеч­
ного порядка. Используя идеи работ [2] и [3], мы получим представ­
ление аналитических в открытой полуплоскости функций произвольно­
го роста.

Мы будем рассматривать аналитические в полуплоскости {Im z^>0} 
функции f (z), удовлетворяющие следующему условию:

Г) в каждом полукруге (Im z^>0] П {|z|<V?}, 0<Л<^оо, / (z) огра­
ничена. Условие Г) впервые было введено в ([3], стр. 24). Оно есте­
ственно при рассмотрении функций в полуплоскости. В силу теоремы 
Фату, у функций, удовлетворяющих этому условию, почти всюду на 
вещественной оси существуют угловые предельные значения. В осталь­
ных точках границы полагают I/ (f)| = lira |/ (z)|, когда точка z стремит­
ся к вещественному значению t по любому пути, лежащему в « полу­
плоскости {Im z>0) ([3], стр. 24). Известно ([3], стр. 53, [4]), что 
если f (z) удовлетворяет условию Г), то существует ?невозрастающая 
сингулярная функция ® (t), определяемая равенством (— oo<f<oo) 

t t
<p(f)=Iim fln|/(x + (у)! dx— ( In If (x)| dx, (1У

y-+oj J
о о

причем (1) имеет место для всех t, если разрывы œ (f)—правильные 
т. е., при всех вещественных t 2? (t) = ? (^+0)+<р (/ — 0).

Пусть V (г)—определенная при <>0 положительная неубываю­
щая функция. Через А у обозначим класс аналитических в (Imz>>0} 
функций/(z), удовлетворяющих условию Г) и неравенству (С/= 0003^ 

sup ln|/(re«)|<C/ И (г). (2)
0<6<к

Заметим, что целые функции, удовлетворяющие условию типа нера­
венства (2), рассмотрены в [5].

Введем (см. [2], [6]) обозначения

լ «, z) = L4? "P» l'K1֊
O)

LPn (*» z) при n — < n> 
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где [ря)л-1 будет выбрана зависящей лишь от V (г). Как обычно,

G (и, р) =(1—и) ехр | и + • • • 4----- ?—первичный множитель Вейерштрас-
I р J

са, Np (z, a)=G (—, р ) G՜’ [ ^=, р )—первичный множитель Неван- 
\ а / \ а /

линны (этот термин введен Н. В. Говоровым [3]),
Теорема. Каждая функция f {z)~Ay может быть представ­

лена следующим образом-.

f (z) = exp L (t, z) d'b (t) 4՜ i h (z) X

ХП П (4)
л—I п — 1 <|*(1|<л

где Ф (0 = 1нп I 1п |/ (х4- гу)| бх, г».=г1реЛ^—корни /(я),р1=0,рл=[1п ИХ 
у-»+о и

о
X (л 4՜!)]» л =2, 3,•••, А (я) — целая функция с вещественными тей­
лоровскими коэффициентами, рост которой можно оценить через 
У(г).

Доказательство. Сначала запишем для /(я) обобщенную 
формулу Карлемана ([3], стр. 61):

Г
А In |/ (re'O)I sin 6d0 + A [/А - 4")1п >/ +
itrj 2՜ J г1/

о 1

АКА7)1п|/(-։,|л‘+-4<г)' <5)
1

где А (г) = А С Im [In/՜ (е'в)(е~/0— е'°г՜2)] бв — ограниченная величина 
2kJ

о

при г ->■ со.
Из (2) следует, что при—оо<\<°о 1п |/(х)|-ССИ (|х[). (Здесь и 

далее С обозначает различные положительные постоянные). Учитывая > 
что все слагаемые в левой части (5) неотрицательны, получим

2 Л-1-— sin 6р. < СИ (г), 
ку^-сг \Гц г /



474 А. И. Хейфиц

Из этих неравенств легко следует, что

Кгр.^/- Гц

|ф(±г)|<Сг*И(г+1) (г>1).
Здесь надо учесть монотонность ф (£). Далее, из (5) имеем

к
Л [ (Ц--------7 ) 1п (/ (-*)! <1* >----- --  С 1п I/ (ге‘в )| з։п 9«/8 —
2п J \х։ гя / «г I

I о
г

1

в силу (2). Или же
г
I (^ ~ 7՜) <1п+1/1/ (х)|) *х > - СИ (г), 

1

откуда 
г
С(£֊-£)ь-|/(х)1Л<СИг). 

1
Поэтому

г
рп- |/(х)|Лс<Сг։ И (г+1). 

I
Аналогично

Г
[’1п֊]/(֊х)| дх < Сг’И(г+1).

1

Отсюда
Г

У|1п|/(±х)||</х<Сг‘И(г+1) 

1

Следовательно, при —со<^х<^оо

|ф(х)|<С(|х|+1)’ И(|х|+1).

(6)

(7)
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Рассмотрим интеграл

/=-֊ JL(t, г) d'!f (0= 2(/» +Л՜),

где 7Л*՜— J LPn (t, z) d’if (t), a 77 определяется аналогично. Используя

л —1
(4) и (8), легко показать, что 7 сходится абсолютно и равномерно на 
каждом компакте в |Im z^>0) (см. [2]).

Далее, так же, как и в [2], легко показать, что бесконечное про-
ОО

изведение [~| NPn (z, Zy.) сходится абсолютно и равномерно
л=1 л—1с |։ц|<л

на каждом компакте в (lm z >•()}, не содержащем точек Zy,. Значит,, 
функция

со

g = exp |—; Cl (t, z) d'if (/)! П П TVp (z, Zy.) — аналитиче- 
l«z J J*=l «-к|^|<л

— CO

ская в (Im z^>0}. Теперь, как в ([3], стр. 88), можно показать, что 
функция F (z)=g (z\if (z)—аналитическая и не имеет нулей в {Im z^֊0], 
причем |7',(Z)l=al (—œ<f<{oo). Следовательно, In F(z)—целая функ-

со

ция, и ln7՝(z)=/2 anzn, где ап — вещественные числа. Положим
л-=0

A (z) = — i lnF(z). Теорема доказана.
Ростовский-на-Дону

государственный университет Поступило 2.VII.1971

Ա. Ի. ԽԵՅՖԻ8. Ршд կիսանարթության մեջ անվերջ կարցի անալիտիկ ֆունկցիաների ներ­
կայացումը ( ամ փոփում )

Դիցուք A 22>0 կիսահարթության մեջ անալիտիկ և յուրաքանչյուր

(1ա«>0} ո (խ </?), 0<£<+օօ

կիսաշրջանում սահմանափակ ք(շ) ֆունկցիաների դաս է, որոնք բավարարում են

տսթ 1ո |/ (ր6ք8)|Հճ/ V (ր)
օ<։<»

պայմանին, որտեղ Շ^Օ՚-հաստատուն է, իսկ V (ր)-ք որոշված է շ>0 արժեքների հա­
մար գրական, անսահմանափակ աճող ֆունկցիա է։

Հողվածում ստացված է A էհ ղասի ֆունկցիաների կանոնական ներկայացումը։

A. I. KCHEIFITZ. Representation of analytical in an open halfplain functions 
of infinite order (summary)

Let Av be the class of functions f (։) which are analitical in {Im z>0) bounded 
in each semicircle {Im։ >0)q{, 0< R < oo, and satisfying the inequality
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sup In |/re'°)| -C Cf K (r), 
0<8<»

where C>0 is a constant and V (r) is a positive function increasing on (0, oo). 
In the article canonical representation of functions from Av is obtained.
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М. А. ВАСИЛЬЯН

ПРОЕКТИВНАЯ ТЕОРИЯ МНОГОМЕРНЫХ ГИПЕРПОЛОС

1°. В настоящей работе изучается геометрия регулярных гипер­
полос многомерного проективного пространства. При этом использован 
метод исследования погруженных многообразий, развитый Г. Ф. Лап­
тевым [1], основанный на теории групп Ли и теории внешних диф­
ференциальных форм.

Основной целью работы является построение инвариантного осна­
щения регулярной гиперполосы г п—1) пространства Рп—ос­
нащения, связанного внутренним образом с этой гиперполосой. Эта 
задача решается в п° п° 4, 5, притом строится два оснащения, полез­
ность которых выявляется при рассмотрении частных классов гипер­
полос. Этими частными классами гиперполос Нг являются плоские, 
конические (п°б) и квадратичные (п°7) гиперполосы. Для плоских и 
конических гиперполос пригодно лишь инвариантное оснащение, по­
строенное вторым способом (п°5), и наоборот, для квадратичных ги­
перполос—лишь инвариантное оснащение, построенное перным спосо­
бом (п°4). Оказывается, что геометрия квадратичных гиперполос Нг 
тесно связана с геометрией г-мерной поверхности конформного про­
странства Ся-։ [2].

В работе всюду используется принцип двойственности проектив­
ного пространства, и все полученные результаты имеют двойственное 
истолкование.

2°. В пространстве Рп рассмотрим точечный репер А- и двой­
ственный ему тангенциальный репер ат‘(?, ^=0, •••, п), элементы ко­
торых удовлетворяют соотношениям (Д:аТ|)=: 3^. Уравнения инфините­
зимальных перемещений этих реперов имеют вид

</Ле = ш? А-,), <Р.
Пусть (А, а) — г-параметрическое семейство плоских элементов 

пространства Рп. Тогда при изменении параметров точка А описывает 
г-мерную поверхность Уг, а семейство гиперплоскостей а огибает не­
которую тангенциально вырожденную гиперповерхность Ил-1, обла­
дающую (п—г—1)-мерными плоскими образующими Еп-г-1 ■

Гиперполосой называется такое г-параметрическое семейство 
плоских элементов (А, а), что гиперплоскость а касается г-мерной по­
верхности Иг, описываемой точкой А. Такое семейство будем назы­
вать г-мерной гиперполосой или гиперполосой ранга г и обозначать 
через Нг.
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Присоединим к гиперполосе Нг репер нулевого порядка, полагая 
= А, — а. Тогда получим

«>г= о. п)
Предполагая, что гиперполоса Нг регулярна [3], поместим точки 

Д/(/=1,-•г) 8 касательной плоскости Ег поверхности Уг, а точки 
А„ (и = г+1,-• п—1)—в плоскости Еп-г-}. В этом репере, который 
является репером первого порядка, имеем

«>о = 0, < = 0. (2)
Система уравнений (1),(2) представляет собой систему основных 

уравнений гиперполосы Нг. При этом (1) и первое уравнение (2) яв- 
ляются уравнениями Уг, (1) и второе уравнение (2) — уравне­
ниями Ил-ь Формы а» и <о՞ являются соответственно базисными 
формами Уг и Уп-1.

3°. Нормаль Ег-1, принадлежащая касательной плоскости Ег по­
верхности Уг, определяется точками + х/ Ао. Вторая нормаль
Еп-г, содержащая образующую Еп-г-1 гиперповерхности Уп-1, опре­
деляется как пересечение гиперплоскостей н' — а1 + ^‘ап. Кроме этих 
нормалей введем дополнительные элементы оснащения: плоскость 
Еп-г-г с: Еп-г-1, не проходящую через точку Ао, определяемую точ­
ками Мс=А„-{- х„А0, и плоскость Ег+1 эЕг, не лежащую в гиперплос­
кости а՞, определяемую гиперплоскостями н’ = + В’ аЛ- Плоскости
Ег-1 и Еп-г так же как плоскости Ег+1 и Ея-г-2 не пересекаются. 
Далее определим инвариантные точку Мя = А„ — Аю — Е1 Д/ + хА0 и 
гиперплоскость р° = а° — х/ а1 — х„ а®+ Еая, условие инцидентности ко­
торых имеет вид х + 5 + х/ + х„ Ъ* =0.

Требование инвариантности указанных выше элементов оснащения 
приводит к тому, что величины х<, хо, Е° образуют каждая в от­
дельности геометрические объекты, величина х образует геометриче­
ский объект вместе * с Е', Е®, а величина Е— вместе с х/, хо. Эти 
объекты назовем оснащающими объектами гиперполосы Нг.

4°. Мы будем строить инвариантное оснащение гиперполосы Нг, 
внутренним образом с ней связанное. Для этого нужно построить 
оснащающие объекты с помощью объектов фундаментальной последо­
вательности геометрических объектов [1] гиперполосы Нг. Эта после­
довательность получается путем продолжения основных уравнений — 
уравнений (1), (2) гиперполосы Нг.

Первое продолжение уравнений (1), (2) приводит нас к уравнениям 
о»? = ац ш/ = , ш{,= >4/ ш/՞, (3)

где ац, '<֊1 симметричны по индексам ։, у. Здесь а//—основной тен­
зор гиперполосы Нг, невырожденный в силу ее регулярности. Величи­
ны образуют геометрический объект вместе с тензором ац, а 

— вместе с обратным ему тензором а՛1. Тензор ац определяется 
окрестностью первого порядка гиперполосы Нг, объекты Х)у, —ее ок­
рестностью второго порядка. Продолжение первого из уравнений 
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(3) вводит новый объект X//*, симметричный по всем индексам, опре­
деляемый окрестностью второго порядка. Полученная часть фунда­
ментальной последовательности геометрических объектов позволяет 

построить объекты ՝1֊о = —а// Х^Х° ~ — а'1 Ху. Эти объекты опре­

деляют точки М„ = А,, — 1-оА0, которые порождают инвариантную плос­
кость Еп-г-2 и гиперплоскости р” = а’— X’ая, порождающие инвари­
антную плоскость Ег+\, внутренним образом связанные с гиперполосой 
и двойственные друг другу.

Образующая Еп-г-\ гиперповерхности Ип—1 несет фокусную по­
верхность Ег —алгебраическую поверхность порядка г. Плоскость Ег, 
касательная к поверхности Уг, является вершиной конуса Фг—алге­
браического конуса класса г. Инвариантная плоскость Еп-г—2 будет 
гармонической полярой точки Ао относительно Ег, а плоскость Ег+\— 
гармонической полярой гиперплоскости а՞ относительно Фг.

Величины бу =Ху— Х’ау, —А а1 являются тензорами и
удовлетворяют условиям аполярности

Б՞, а1 — 0, с« ац —0.

Рассмотрим тензор /$>= ЬцсЧ и предположим, что его ранг р>0.

Тогда относительный инвариант / = Ло, ./5 • • •/?’] будет отличным 
от нуля. Дифференцируя этот инвариант, определим геометрические

объекты // и = а11]}. Затем Ь = -1- Ху* 
г+2

построим объекты

V = а'1 . Тогда объекты X/ =---- —(^ 4֊]1 )։ И =---- — — /') будут 

оснащающими. Точки М1 = Л1 — Х/До и гиперплоскости ц' = а/ —Х'ая 
определяют инвариантные нормали Ег-\ и Еп-Г гиперполосы Нг, свя­
занные с ней внутренним образом. Эти нормали определяются окрест­
ностью третьего порядка элемента гиперполосы Нг.

Без особого труда строятся также оснащающие объекты Х°, Х„, 
определяющие инвариантные точку Мп = Ап + X” А„ 4֊ X* А/ 4-Х°Д0 и 
гиперплоскость |А°=а°-|-Х/<х/+Х„аг 4-ХЛап. Эти элементы определяются 
окрестностью четвертого порядка гиперполосы.

Таким образом, построенные нами инвариантные реперы гипер­
полосы Нг определяются окрестностью четвертого порядка элемента 
гиперполосы.

5°. Укажем другой метод построения инвариантного оснащения, 
который годится также для случая р=0. С этой целью построим тен­
зоры /у* =Ху*]— За<у <*>, 11>к — а,ра,я1РЯЗ, удовлетворяющие условиям 
аполярности

/у* а'* = 0, /"* а/* = 0.
Тензор /у* назовем тензором Дарбу [1] поверхности Уг, а тен­

зор — тензором Дарбу гиперповерхности
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Рассмотрим относительный инвариант / = ///»I'1* и пусть он отли­
чен от нуля. Дифференцируя этот инвариант, получим объекты 

, 1‘ = а11Ц. Объекты Л/ =--^-(6 4՜//), >՝)=■ — — — I1) будут осла-

щающими. С их помощью так же как выше определяются инвариант А А
ные нормальные плоскости Ег-1 и Еп-г, а затем и остальные элемен­
ты инвариантного оснащения. Порядок этого оснащения будет такой 
же, как и порядок оснащения, построенного выше.

6°. Гиперполоса Нг называется конической, если ее гиперпо­
верхность Ил-| является гиперконусом, вершиной которого служит 
неподвижная плоскость Еп-г—2. Гиперполоса Нг называется плоской, 
если ее поверхность Уг лежит в неподвижной плоскости ЕГ¥\.

Теорема 1. Для того чтобы гиперполоса Нг была конической, 
при п>2 необходимо и достаточно, чтобы Су =0. Для того что­
бы гиперполоса Нг была плоской при необходимо и достаточ­
но, чтобы 6// =0.

Заметим, что если гиперполоса является конической, то фокусная 
поверхность Ег вырождаясь совпадает с инвариантной плоскостью 
Еп-г-2, а если гиперполоса плоская, то конус Фг вырождается в связ­
ку гиперплоскостей, осью которой служит плоскость Ег+\. Для плос­
ких и конических гиперполос Нг возможно только второе построение 
инвариантного оснащения (п°5).

7°. Гиперполоса Нг называется квадратичной, если ее поверхность 
УТ принадлежит невырожденной гиперквадрики <2Л-1, а гиперповерх­
ность Уп-1 касается этой гиперквадрики. Если гиперполоса Нг являет­
ся квадратичной, то на ней //;* = (). Для квадратичной гиперполосы 
инвариант / обращается в нуль тогда и только тогда, когда ее тен- 
зоры Ьц и Су тождественно обращаются в нуль, то есть когда эта 
гиперполоса будет плоской и конической одновременно. В дальнейших 
рассмотрениях предполагается, что /=^0. Для квадратичной гиперпо­
лосы годится только первый способ построения инвариантного осна­
щения.

Теорема 2. Для квадратичной неплоской гиперполосы Нг 
элементы инвариантного репера будут полярно сопряженными от­
носительно СЬ-1, а именно, сопряженными будут՝, касательная 
плоскость Ег и образующая Еп-г-\ > оснащающие плоскости Еп-г—ч 
и Ет+1, нормали Ег-\ и Еп-г, точка Мп и гиперплоскость [1°.

Геометрия квадратичных гиперполос Нг пространства Рп связана 
с геометрией г-мерной поверхности конформного пространства Сп-\ 
[2]. Инвариантный репер г-мерной поверхности пространства Ся-1 
при перенесении Дарбу переходит в построенный нами инвариантный 
репер квадратичной гиперполосы Нг пространства Рп.
Ереванские государственный
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