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Խմբագրությունը խնդրոս! է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա* ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

!• Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ոուսերեն և անգլերեն) լեզուներով

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։ <

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

3, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

4» Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում , տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

5, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետ, է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե- 

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա*։ ~ ~
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Н. К. НИКОЛЬСКИЙ

СПЕКТРАЛЬНЫЙ СИНТЕЗ И ЗАДАЧА ВЕСОВОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, РАСТУЩИХ ОКОЛО 

ГРАНИЦЫ

Пусть X—банахово пространство и Т—линейный оператор в X 
с полной системой А собственных (или корневых) векторов. Говорят 
[1—4], что для оператора Т возможен спектральный, синтез, если 
любое его (замкнутое) инвариантное подпространство порождается 
корневыми векторами, содержащимися в нем*:

* Здесь и далее через Ь (Я) обозначается замкнутая линейная оболочка мно­
жества А, А С, X.

** Для сокращения письма будем говорить также, что Т допускает синтез, 
если оператор Т* уже обладает этим свойством. В терминах самого оператора Т 
(который может вообще не иметь собственных векторов) возможность синтеза озна­
чает, что инвариантные подпространства 
нее для Т = 5 см. § 1).

ТМ <= М -> М=Цх: Х^-МПК).
В этой статье рассматривается вопрос о возможности синтеза**  

для оператора сдвига 5
(5/)(г)=я/(г), Н<1 (1)

в пространствах функций, аналитических в круге О = {г: [я[<4], с за­
данным ограни гением на рост около границы. Аналогичная задача для 
функций, гладких вплоть до границы, рассматривалась в [5].

§ 1. Постановка вопроса и абстрактная форма метода 
М. В. Келдыша

Пусть X—банахово пространство функций, регулярных в круге 
0= {а: /я| 11, инвариантное относительно оператора (1) и такое, что
функционалы

<М/)=/М. /еХ (2)
непрерывны при любом а, |я|<Ц, и нормы ограничены на компакт­
ных подмножествах в И. Тогда функционалы п

^.п(/)=/я’(г), |а|<1, п>0 (3)
суть корневые векторы оператора 5*  (ЬХ*),  а возможность спектраль­
ного синтеза 5*-инвариантаых  подпространств, замкнутых в слабой 
топологии, означает, что подпространства, инвариантные для 3, опре­
деляются своими нулями:

Т „определяются ^оими нулями*  (подроб-
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М-> М=М(гп, Ка) « \ffX-. /^(гп)=0, 0< ։ < К,,}.

Общепринятое предположение состоит в том, что наличие нормы 
в пространстве X приводит к появлению у функций / из X специфи­
ческих „граничных эффектов“, к возможности выделения 5-инвариант­
ных подпространств с помощью таких особенностей граничного пове­
дения, и, следовательно, к отсутствию синтеза для оператора 5. Пер­
вые примеры такого рода дают теоремы М. В. Келдыша [9] (А = //- 
(бба/у)), А. Бёрлинга [10] (X = //'’) и Г. Е. Шилова [11] (Х= Са = 
֊ (—регулярна в О и непрерывна в В|). Для того чтобы сформу­
лировать эти результаты, а также описать один общий подход к до­
казательству невозможности синтеза, приведем, следуя Г. Шапиро 
[12], определение слабо обратимого элемента в пространстве X. Пред­
положим сначала, что множество всех полиномов Р содержится в X 
и плотно в нем. Функция /, /£ А называется слабо обратимой в X, 
если существует последовательность многочленов [рЛ|л 1, для которой

1 = Нт рп /, 
п

где 1 (г) э=1, [г <1.
Очевидно, слабая обратимость / равносильна каждому из следую­

щих утверждений:
1) . М/= X, где

M/sL (5я /: п>0), 
то есть / не содержится ни в одном (нетривиальном) .S-инвариантном 
подпространстве.

2) . Полиномы плотны в весовом пространстве X/ — [g: gf £ А) 
(относительно весовой нормы ||g/= (ig/Цу).

В работе [9] построен первый пример функции /, /(г)=^0, z-D 
(именно, / (z) = exp (z— 1)՜ ') не слабо обратимой՜'*  в H2 (dxdy). Метод 
М. В. Келдыша, использованный затем лишь в [11]***,  приводит к 
следующей общей схеме построения не обратимых элементов в про­
странстве А:

Для счетно-норыированвых пространств аналитических функций, с „мягкой" 
топологией, синтез для оператора 3 (.У*) напротив того, как правило, возможен (см., 
например, [6, 7, 8, 22] и замечания на стр. 20 и 27).

т. е. такой, что многочлены не плотны в пространстве с весом /У3
•’** Работы о слабой обратимости [10, 12. 13, 8, 22] и многие другие использо­

вали иные соображения, связанные с возможностью факторизации функций, см. [14, 23].
Назовем функцию й внешней в области 2, если (том—внешняя функция 

в круге Э; здесь ш—конформное отображение О на 2. При этом внешними в круге

Лемма 1. Пусть -{—замкнутая (гладкая) жорданова кривая, 
'! с симметричная относительно вещественной оси и выходя­
щая на границу круга лишь в точке г = 1 (т. е. \f\dD— [1)). Пусть, 
кроме того, f(^X и G — внешняя'■՛-■**  функция во внутренности 
Int 7 кривой т —таковы, что
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1) I/()!<!£()!,  -С՜.',**
2) /(х) = о (1/G(x)), х->1-0.

будем называть (несколько отклоняясь от общепринятой терминологии, см. [14]) функ- 
2к

ции б с ограниченной характеристикой (т. е. зир I ’|1оз; Р (гв11) | |Л < + оо), у кото- 
' О

рых отсутствуют внутренние сомножители в стандартной факторизации (см. [14]).
* Приемы, используемые в настоящей работе, применимы и к некоторым дру­

гим пространствам аналитических функций. Например, из результатов § 3 сразу 
следует невозможность синтеза в любом пространстве X, для которого Н' С X и 

с (1 — |ж|)-1 1°£_(2+,1 (1 —|х|)~։, |х|<.1, в>0 (в частности, для Х =

= Н2 (Л (г) гХгМ') с Л (г)>ехр[—(1—г)՜’], 0<а<1). Такого рода приложения резуль­
татов и методов втой работы будут даны в специальном сообщении.

Тогда М/=^=Х, то есть ]—не слабо обратимый элемент в про­
странстве X.

Доказательство. Если 1 = Ит рп /, рп С Р, то |рЛ (г) / (г) —
Л

—Следовательно, |рЛ (z)|^ const ՛ (z)| (так как
Ц'Ы >0), и согласно условию 1): |рЛ (z)| -С const |G (z)[, z£f. По՜ 
скольку G—внешняя функция, то |рЛ (z)| < const| G (z); в Int 7, и по­
тому |1//(х)| = lim |рл (х)[ const |G (x)J, 0<1х0^х<^1, в противоречие 

Л 
с 2). Лемма доказана.

Замечание 1. Функции f, удовлетворяющие условиям леммы, 
напоминают своими свойствами внутренние функции [14] (и в случаях 
X = Н' или X — Сд других функций, подчиненных 1)—2), фактически 
нет). В самом деле, условие 1) означает, что f хорошо „подпирает“ 
норму J?z|: эта норма должна почти достигаться на функции f для 
всех z, zÇf; оптимальный случай < const |/(z)|, z^7, приводит к 
упрощению условия 2): /(х)=о(1), х->1—0. С другой стороны, вто­
рое требование на f означает, что скорость ее убывания на радиусе 
Re z—0 экстремальна среди функций класса X, и f „гасит“ любую 
внешнюю в Int 7 функцию. Например, внутренняя функция /0, /0 (z) =

= exp (—■—), |z| <^1, удовлетворяет условиям леммы с кривой 
\z —1 /

7: z   = —, и с внешней функцией G=1 (случай Х=/7"; в слу­

чае Х=Сд следует брать /■—(z—1) /0 (z), см. [11]) или G (z) = (l — z)՜2, 
|г[<1 (случай Х—Н*  (dxdy), см. [9]).

Замечание 2. Каждый раз, когда в пространстве X находится 
не слабо обратимая и всюду отличная от нуля функция /, устанавли­
вается не только невозможность синтеза в X для оператора сдвига 
5, но и невозможность „анализа“: поляра Mj инвариантна относитель­
но S*  и не содержит собственных векторов этого оператора.

Ниже в §§ 2—5, задача о синтезе рассматривается в простран­
ствах*  Со (/•), Со (>>) = {/:/ — регулярна в D и |/ (z)l = о (X (|г|)), |г|->1],
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где X—непрерывная функция на промежутке [0, 1); X (г) г — 1. 
Устанавливается (часто при довольно специальных ограничениях на 
вес X), что никакой порядок роста функции >֊ не обеспечивает воз­
можности синтеза в соответствующем классе. Поиски экстремаль­
ных (в смысле леммы 1) функций в пространствах Со (X) оказываются 
тесно связанными с оценками минорант для |/ (г)! при (X), /(г)=7^=0, 
|г|<1 (см. [15—16] и §§ 2—4). В § 4 описывается класс весов X, для 
которых пространство Со (XI содержит не слабо обратимые функции, 
ограниченные в О. В последнем параграфе содержатся некоторые до­
статочные признаки слабой обратимости, которые являются точными 
для многих „правильных“ шкал роста. Эти признаки немедленно 
приводят, например, к тому факту, что каждый идеал в алгебре 

ПС» (ехр----—б- ), В>1, —закрепленный (подробнее см. § 5; отме-
оо V (1-г) /

тим, что для более грубой шкалы П Со (ехр —-------у ) аналогичный
в>в,>\ \ (1—г) /

факт (вместе с полным описанием идеалов) был получен в [8,22]).
Необходимая в дальнейшем полнота многочленов в пространствах 

Со (X) вытекает из элементарной леммы 2:
Лемма 2. Пусть X— банахово пространство аналитических 

функций, в котором непрерывны функционалы (2), п ^0 при лю­
бом п, п$>0 (см. (3)), и норма инвариантна и непрерывна относи­
тельно поворота-. ЦДл՛ ■= 0/«0л-, /а (г) = / (ад), [д| <П, |а[ = 1, и пусть, 
кроме того, из условий

8чрЫл <+ос> Нт у, (?) =о, |д|<1, (4)
л Л

СЛ.
вытекает, что уп ----- > 0 (слабая сходимость в пространстве X).
Тогда*  Р сХ и Р = X.

Другой вариант леммы 2 можно получить, заменив условие непрерывности 
отображения я -» /а, |я| = 1, на слабую секвенциальную полноту пространства X.

Доказательство. Из непрерывности отображения а'—»ок­
ружности сЖ в пространство X вытекает, что „свертка“ / с конечной 
мерой на окружности снова принадлежит пространству X:

У / <1р(а)£Х 

1’1-1
и (/*  |4<|/|-Уаг |р|. Выбирая с/р- = а՜ " -1 бе., л^-0, и вспоминая, что 
существует /, /£ X, с /<"> (0) =/= 0, в дим, что 1п 6 X, где 1п (г) = г”, 
|д|<1. Таким образом, Рс.Х. Слабая, а значит и сильная, полнота 
многочленов следует теперь из того замечания, что арифметические 
средние а„(/) ряда Тейлора функции / получаются сверткой /с ядром 
Фейера и, стало быть, уп — ап (/)—/ удовлетворяют условию (4).

Следствие. Полиномы плотны в пространстве Со (X).
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Действительно, в проверке нуждается лишь критерий (4) слабой 
сходимости в СоО), который немедленно вытекает из теоремы 
Ф. Рисса о функционалах в пространстве типа С:

Fk Со (>•)*  - ' F (g) = f d?F (z), g^C0 (/.).

Здесь 1— /= рв/?,

J'-(H) 
D

В заключение этого параграфа приведем еще два утверждения, 
полезные в приложениях леммы 1 (см. также замечание 1 к лемме 1).

Лемма 3. Пусть 7—кривая в круге {<: И<О1> / = " 4՜ *3» сим­
метричная относительно вещественной оси, и пусть уравнение верхней 
части кривой 7 П {/: 1ш #>>0| имеет вид

3 = з (-), з С з (-)>0, 0< т <1, Нт з (т) =0.
Т-.1-0

Если* 4- оо и I®' + рр"| dp < + то для любой

функции G, внешней в области Int 7, справедлива оценка

log |G (t)| = о
(1 - и2) arctg

du
2?(u)

1֊(«’ + ’։ («)) 
при "—»1—0.

Лемма 4. Пусть кривая 7 удовлетворяет условиям леммы 3, и 
р, р^О,—функция на 7. Если

(1 — и2—a*) dt
4-СО,

то существует внешняя в Int 7 функция F такая, что |F] = р на 7; и 
обратно.

Доказательства этих лемм носят стандартный для такого рода 
утверждений характер (см., например, [17 — 18]) и сводятся к не­
скольким заменам переменных в известных теоремах единственности
для функций в круге В [4] с использованием асимптотических оценок 
С. Варшавского [18] для конформных отображений. Поэтому мы при­
ведем лишь набросок доказательства леммы 3, совсем опустив сход­
ные вычисления для леммы 4.

Пусть <о — конформное отображение Int 7 на D, 7։ (C)=log 1 + С
1-С

[С]<3, —отображение круга В на полосу a IF-»
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—отображение области «s (Int т) на ту же полосу. Пусть далее у у х) 
— сс<^х<^со, —уравнение границы д [? (Int Имеет место

fÿZ(x)' J <' I- 
х "

j У \хI
1

•О

J !ÿ"| dx < оо, то

1Г(х + гу)=С+ * | ֊^—ч + о (1)-
2J y(t) 2у<х) 

и
Обозначим через g внешнюю функцию в D,

g(/)^ G (<•>֊' (/)), И<1,
и заметим (см., например, в [14] интегральное представление для не 
ванлинновского класса), что для таких функций

(1—г) log \g (г)| —о (1), г —1—0, 
и потому

(1— ш (т)) log [G (")| = О (1), Т—1—0.
Пользуясь теоремой Варшавского и равенством ш = ®-1 W <р, находим

ion Lil
2 I к r *"՝'  dt

I"V^+ïi ~con։‘ ։։p H Hô

= const exp <?' (u) du_____
2a (u)

1 —uJ—о (u)։

= const exp

Остается показать, что условия Варшавского переходят в усло­
вия леммы 3:

...
J У и

со
И dx= fhF'-rpAcZ?, 

о ".
* Урапяевие ■( переходит в у —у (х), где у(х)~ Im ç (t-T is) при X = Re (-+1з), 

2s
т. е. у (х) = arctg------------------ ; s = с (-.).

1֊(а’ + =’)
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так как у (х) = — ® при х — log —, 

=ф[ф'(Р)4-??"(?)], dx=-±-dy.

и у' (х) = — рф' (р), у՛՛ (х) =

§ 2. Невозможность синтеза в классах эквивалентности 
для log ՝!.

Для применения леммы 1 к пространствам Со ().) нужно уметь 
строить функции /, }£С0 (/■), максимум модуля которых М/ (г) = 
-- max |/ (z)|, г<П, близок к естественной границе. 3 случае произ­

вольной скорости роста*  мажоранты >■ построения и оценки, содержа­
щиеся в этом параграфе, являются точными лишь на классе про­
странств с эквивалентными log л (или даже log log л). При этом усло­
вия на правильность роста функции '>■ оказываются весьма жесткими. 
Прежде чем формулировать эти условия, отметим, что некоторого 
сглаживания мажоранты можно всегда добиться за счет полиномиаль­
ной регуляризации. Именно, нес

* Простравства функций конечного порядка роста рассматриваются в § 3.
** п= №՛ —функция, обратная к функции N,

/.*  (г) = sup Ip (г)|, 0<г<1, 
tPlcu(՛) 1

порождает тот же класс функций, что и /., но для него log /.*  — вы­
пуклая и монотонная непрерывная функция.

Будем говорить, что функция N на промежутке [0, со) принад­
лежит классу Е, если

1) TV£ С(2), N t 4- со и N—выпукла (вверх или вниз),
2) 7V'/№=O(1), 3) 7V'7(/V')3/2 = о (1).

Нетрудно видеть, что все эти требования относятся к „правиль­
ности“ роста и не налагают ограничений на скорость возрастания 
функции N. Легко также убедиться в том, что выпуклость (вверх или 
вниз) функции 1/7V обеспечивает выполнение условия 2), а выпуклость 
(вверх или вниз) функции (N1)-'12 в случае конечности Jim TV' (х), или 

.г—
функции**  (п')~1/2 в случае liin N' (х) = + оэ, обеспечивает выполне- 

X -» во
ние 3).

Теорема 1. 1). Пусть >.о—функция на [0,1), '•о£С,(3), \>/’+ °°» 
Ф (—-—= log log (г) и Ф'££՞. Тогда существует /.«, / 4֊ °0։

\1— г/
такая что в пространстве Сй (>.$) невозможен спектральный син­
тез и log log /-Ц (г) — log log (г) при г — 1 —0.
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2) . Если X удовлетворяет условиям п. 1)> гпо заключение 
пункта справедливо и для функции JH |l(r)=X(l 1/log ( г) ), 
0 Сг<^1, (т. е. для Фц (/) = Ф>. (log О^/'С00)-

3) Пусть N£E и
1-г)՜1

log X(r) = V^{N' ((1 —г)֊1))'72 exp ( j N (*)  0< г<1.

Тогда существует функция X такая, что log X# ~ log и в про 
странстве Со (Х#) невозможен спектральный синтез.

Замечание. Теорема 1 содержательна для быстро растущих 
весов Х,'у которых log X растет быстрее любой степени (1 г) . Для 
степенных порядков роста log X ниже будут получены утверждения 
более точные, чем теорема 1.

Доказательство теоремы 1. Сначала мы установим ут­
верждение 3) теоремы, а затем выведем из него 1) и 2). Положим

и
Н (и)= j п (/) dt, 

о
где п = N՜1 — функция, обратная к функции N, и

Г (г) = би. (5)

е
Функция Е регулярна во всей комплексной плоскости, ограничена в 
каждой полуплоскости Ие г < С и вещественна на оси 1ш г = 0. Поль­
зуясь методом Лапласа, покажем, что

шах Ие ~г՜) X (г)> г—»1 — 0, (6)

и
ойп КеР^——~ —1о^ X (г), г->1—0. (7)

Для этого достаточно проверить, что выполнены условия следующей 
теоремы М. А. Евграфова [17]:

Теорема М. А. Евграфова, |17]. Пусть С[о,’«.), и 
а) Нт х*Н"  (х) = Нт Н' (х) = + оо. ДГ -*  «с
б) При любом А, Л>0, Н" (и)~Н" (х), если х —► 4֊ оо и 

|и֊х|<Д (Н" (х))֊>/2.
Тогда функция х -*  х1 — Н (х) имеет при достаточно больших 

чс
* единственный максимум х = с (/), и интеграл Г (?) = С е‘~НМбх 

асимптотически равен вкладу этой тоцкц՝
о
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Ус 0) = V 2- рс (1)-ехр (— Н (с (/)) 4 £с (0)
(здесь рС(о = [Н"(с (/))]-1;2 — радиус влияния точки максимума с (<)).

В нашем случае Н'\и)=п(и) и Н" (и) = 1//У' (п (и)), так что пер­
вое условие теоремы Евграфова сводится к условиям 1)—2) длч функ­
ции М из определения класса Е. Так как Н" (и)=Л!№ (п(и))=п (и)— 
монотонная функция, то для проверки условия б) нужно убедиться в 
том, что

Н" (х) нт ------------ -= 1

для любого А, А ^>0. Обозначив %(х)= Н" (х), получим

8 М
3' (<) Ар*

8 (х) 8 (х)3'2.
|^С;)| Л |ЛР(п(Е))|
8^ Ы'(п(^

8 (*)  
З(х+Арх)

если Н" убывает (то есть /V выпукла вниз). Аналогичные оценки для 

при противоположном знаке выпуклости функции Ы, 

вместе с условием 3) из определения класса Е приводят к требуемому 

результату. Точно так же рассматривается и отношение .
8 М

Применяя теорему Евграфова (с с (/) = /V (/) и (Н" (с (£)))-1/2 = 
= (№ (0)1/2> получим асимптотическое равенство, близкое к (6):

шах Ее Г (*+  г‘у) = е“г <1и~
о

~/2^՜ (/V' (х))1'2 ехр (- Я(7У(х))4֊ хМ (х))*  =

= V 2к (х))’/2 еср Ц 

и

Так как при отображении С —» —- — окружность

реходит в окружность дКг с диаметром 1 , то соотноше-

ние (6) доказано.

лг (ж)

* Действительно, Н »ЛГ (») Л = в (в) 

о

rf» = x^ (х)- 1 

о

# (*)  а»,

б 0

9
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Для того чтобы проверить утверждение (7), получим сначалг 
асимптотическое выражение для min Re F (х 4՜ w)> а затем пеРе д 
на окружность дКг. По определению вклада точки максимума (см. [1.], 

стр. 20) в интеграл (5) имеем

где функция 
значим нижний 
Ь (х). Тогда

Г (х) ~ Ус (х) = (’ е"՜"(в) du,

'(х)-\с (х)-(х)

~ (х) ■> 4՜ еп, возрастает сколь угодно медленно. Обо- 
предел интегрирования через а (х), а верхний —через

а (х) _ Л4(х) - * (х)/V'(х)1* _ . -----------=
6(х) /У(х) + -(х) /V' (х)1'а Л (х)-И(х) (*) ’՜’

= 1—о (1), если выбрать т так, что *։  (х)^/*՝  - (О (см- условие 2) 
7У (х)

из определения класса Е). Следовательно

1:>«1к1=1_0(1)։
Ь (х)

и если положить
*(1-0 1-е

а (х) ’ 14֊ *
(8)

то получим
а (х) -С и b (х) —> ~ (1 — s) < уи < к (14՜®).

и значит
—Л (х) min Re F (х 4֊ iy) <Re F (x-\-iy (x)) = 

у
4(.r)

eux~HW cos uy (x)du= J eux-H(ll) CO3 uy (x) du+o (Ус (x)) < 

n(-v)
* (X}

< cos « (1 — s) J e"r ’H (n> du -|- о ( Rc (x)) = 

n(x)
= cos ~ (1— s)- Ис(х) -j- о (Ус (x); ~ — Ус(х),

так как lim г (х) = 0 (см. (8)). Таким обрачо «

min Re F (х 4֊ iy)~ (— Уг (х))~(— F (х)). 
у

Чтобы вывести отсюда соотношение (7), заметим сначала, что для всех 
z, z^Kr, имеем Re F (?) — F(Re (z))> — F (—-—— Ус(—-—

\1— г / \1 — г
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Поэтому достаточно указать точку гг, гт£_Кг такую, что

Ке Г (г,;)------ Ус (гГ֊)'

Лемма 5. Л' (и) ~ № (У) при и — + ос и 0<^и — И< АЩи)~1, 
где А, А^>0, произвольно.

1 / 1 \~1Лемма б. Если хг—---------- A^ -------- ) , уг = В1У(х)-1, то
1— г \1— г/

гт = хг + ։уг С ПРИ г достаточно близких к 1. Здесь А и В—произ­
вольные положительные числа.

Доказательство леммы 5 получается из определения класса Е на 
том же пути, что и вывод условия б) к теореме Евграфова, и пото­
му может быть опущено.

Доказательство леммы б. Нужно доказать, что —--------
1—г3

I2 гг— гг \ ֊‘С----------  при больших г. ИмеемI (1—г։)։

I 1 2 / 1 \2 . 2 / г А \*  ,
------ - — гг = ( ХГ— ֊— ) + Уг = ( ---------------- 7~Г"Т ) +

— г~ \ 1—г/ \1—г ДГ / 1 \ /
\1-г/

при г-♦1—0, а для этого достаточно

Из леммы 5 вытекает равенство
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= <1))> 
\1— г /

в силу условия 2) из определения класса Е. Лемма доказана. 
На основании леммы 6 выберем А (г) так, чтобы точка

г'~ + (х»-)՜1» хг— ——------Аг Ы (—-—, принадлежала К, при
1—г \1—г/

г \ 1 и 11т 4,— 0. Тогда*

* Нетрудно видеть, что если вместо формул (8) положить у (х) =-• ՜^(x) *, то 

“ (х) м = г- (1 + о (1)) и Ъ (х) = п (1+° (П).. К потому Ие Г (*+«у (х))~-

- (֊^ (*)).

I՝՜ ЛГМ)
ИеГ(г,) = ֊ Ус (д>)(1+о(1)) = -/2^ № (хг)''* еЬ (1 +о(1)) =

(1-г)-’

так как ТУ' (хг) I —- в силу леммы 5, и

О-')՜’
Г М (։) С ехр

— ехр Аг-*  1
Итак, асимптотические равенства

при г —♦ 1 — и.
(6) и (7) доказаны. Положим теперь

(г) = тах ехр пип Йе Г

/(С)=(1֊;) ехр 
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и применим к этой паре*  лемму 1. Из-за вещественности функции Е 
на (—сг։ ос) кривая у: ' = £ (г), 0^г<^1, на которой достигается

* / $ ().*), так как тах I/ (С)| может достигаться при г, близких к 1, лишь в
К1—г

достаточно малой окрестности точки С=1.

верхняя грань модуля
1-:

, удовлетворяет условиям леммы 1,

'*  (1'1) =|1_ И-։
1/(01 ’ ’

и в силу этой леммы Со ('•*),  то есть /—не слабо обратимый 
элемент в Со(>*)  и спектральный синтез невозможен. Утверждение 3) 
теоремы 1 полностью доказано.

Утверждение 1) вытекает из уже доказанного, если заметить 
(см., например, условие 2) из определения класса Е), что для функции 
/■ из третьей части теоремы (с ТУ—Ф') имеем

log log >0 (г) ~ log log л (г), г —■ 1—0.

Утверждение 2) получается из 1) и 3) с помощью подстановки 
z log z, Re z>0, в конструкции, использованной при доказательстве 
утверждения 3). Теорема доказана.

§ 3. Слабый рост: log л (г) =' А (1— г)~в

Теорема 2. Если

Л (г) = ехр----—0 г <1, А 0,' (1—г)в

и либо 1) 0-С-5<1, либо 2) В =2, 3,•••, то в пространстве Со (X) 
спектральный синтез невозможен.

Замечание 1. Как и в § 1 справедливость теоремы 2 вытекает 
из существования в С0(а) не слабо обратимой функции /, всюду от՜ 
личной от нуля. При этом, случай 1) получается как следствие к 
теореме 3 (с / = /0, см. § 3 ниже; близкие утверждения имеются в 
[20] и [22]), а в случае 2) используется лемма 1 с 6г1.

Доказательство теоремы 2 начнем со следующего вспо­
могательного утверждения.

Лемма 7. Пусть

Р(г)= 2 а*  ■֊-.֊5, М<1, (9)
*-о (г~г)

а/.— вещественные числа, п 1>2. Тогда:
1) Функция т,

тп (г) = тах Ее р (г), (10)
1*1 -Г

представляется в виде
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п 1
'пМ=,?/*(Г-^ +7(г)>

* В элементарном случае В =п= 2 все постоянные могут быть найдены явно, 
и мы получим: аг = — 4Д; а1=6Л.

** которое, как легко видеть является полиномом по целым степеням сов

(11)

где 6*  вещественны, Ьп^>0, если ап*0,  и д — ограниченная на [0, 1) 
Функция. При этом максимум в (10) достигается на кривой 7, 
удовлетворяющей условиям леммы 1.

2) Для любых Ьо,‘--։ Ь,1 с Ьп>0 существуют а0,- • •, ап с ал<СО, 
такие, что выполнены равенства (9)—(И).

Прежде чем доказывать лемму 7 отметим, что теорема 2, слу­
чай 2), сразу следует из леммы 1, если положить /(г) = ехр р (г), где 
полином р выбран в соответствии с леммой 7 так, что՛՝ Ьп— Д> 6«=0,
0<.£-^п 1։ и аЛ<\0. Итак, остается привести

Доказательство леммы 7. Сделаем
положив w=(l—z)՜1, и заметим, что 
при этом в окружность Cr = |w: ՝то 

окружность

1

замену переменной, 
[г: |z| = r) перейдет 

— I, 0<г<1. По- 
— г։1

этому

т (Г) = wfac Re р (W ~ )= max Re Pi ( ? P-+ (P ~П e'? (12)

1 nгде p=------; pt (w) = V akw*.  Проверим сначала, что правая часть
Йо

равенства (12) с точностью до ограниченного при о֊»ос слагаемого 
представляет собой полином (степени п, если ал=#0) от р. Для этого 
достаточно установить, что существует функция t,, t+=t+ (р), регу­
лярно зависящая от р в окрестности бесконечности, 0< lim t+ (р)<^֊Ьсг-’> 

и такая, что cos = t+ (р) доставляет максимум выражению**  из фор­
мулы (12). Имеем

/1 о Л / Р 4֊ (? - 1) е'г т (r)= max Re У а» ( р ------ :-----------
* Йо V Р + (Р֊1) -

рЛ Ее (1 + е/?---- — ее-)я
— тах ( а„ р"----------- ------------- Р_____+••■•)>

? X (2р-1)" /
причем остальные слагаемые этой суммы есть о (рЛ), р—* оо,

т. е. т (г) = р" — тах ап ^(э),
2Л ?

(13)

л / 1 \ k
F (?) = У С*  (1-------) cos Л? + о( — ) ’

Йо \ ₽ / х р / 
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и остаток о (— ) регулярно зависит от — в окрестности точки р=оо.

Уравнением экстремальных точек будет

°1֊ = ус'п(1—-) •Н֊5։п£?)4-о(—)=0.
Г-0 V Р / к- ? '

При р= со это уравнение переходит в

У к- Скп (—sin къ) — — Re = О,
<??

т. е. cos ^2 C0S ~ 0’ ТепеРь нетрудно подсчитать, что 

наибольшее значение нужная нам функция, (при р — ос) принимает в
2-точках*  о — : ------- (которые, кстати, будут простыми нулями про-. п +1

изводной ֊—Re (1 + eZf)"). По теореме о неявной -функции отсюда 

следует существование требуемой ветви f+, cos (p) = f+ (р), регу- 
2՜лярной в окрестности р— 4֊ °° и такой, что <р+(-») —------- . Ясно, что

п +1
тот же экстремум достигается и на симметричной кривой <р_ =■ (р)

2т. ' 
с ®_ (со)—----------- . Утверждение 1) доказано.

п+1 ՛ >
1 (роверку второго утверждения леммы начнем с того (очевидно­

го после проделанных выкладок) замечания, что старший коэффициент 
Ьп в (11) пробегает всю полуось [0, со), когда а, пробегает ( — со, 0|. 
Так как при изменении ат меняются только коэффициенты 6» с но­
мерами к <■ m и так как Ь1։-", Ьп непрерывно зависят от а։, •••,ая, 
то достаточно проверить, что Ь-п принимает сколь угодно большие и 
сколь угодно малые значения при соответствующем выборе ат. Ясно 
однако, что при**  ? = ? (р) тп-ое слагаемое в сумме из формулы (13) 
имеет вид

dm Pm^ const + О ’

. '.I. ֊.•*
т. е. его вклад в соответствующий максимум асимптотически линейно 
зависит от ая։. Лемма 7 доказана.

Замечание 2. Отметим, что задачи о слабой обратимости ста­
новятся тем проще, чем „мягче“ метрика (топология) рассматриваемо­
го пространства (см. также об этом начало § 1). Например (и это 
уже было отмечено в § 1 при А —0) из результатов § 5 следует, что

* Рассматривается только случай ия<0; ая>0 исследуется аналогично.
* * Асимптотика <р+(р) не зависит от am, т <Z п.
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А + вв пространстве Л Со( ехр 
«>о \ ֊г)в

2?>1, А >0, каждая функция, не

обращающаяся в нуль, слабо обратима- Многие классические простран­
ства аналитических функций, выделяемые ограничениями на их рост 
около границы (учитывающие, например, порядок и тип функции, или 
уточненные порядок и тип и т. д.), имеют вид Со (X] X]), П о ('ч 'ч) 

или I) Со (Х?ХЦ), где Хх и две заданные мажоранты- Было бы ин- 

тересно выяснить сколь быстро должна расти функция (в сравне­
нии с Х^, чтобы в пространствах двух последних типов каждая не 
обращающаяся и нуль функция была слабо обратима (т. е. был возмо­
жен спектральный анализ).

§ 4. Слабая обратимость ограниченных функций

Все первые՛ теооемы об отсутствии спектрального синтеза (см. [9], 
[11], [12], [20]) основывались на неявном применении леммы 1 в раз­

личных конкретных ситуациях к функции /0, /0 (2) = ехР ।

убывание которой на вещественном радиусе является экстремальным 
среди ограниченных функций. Эта универсальность функции /0 нуж­
дается в испытании, и следующая теорема дает (может быть точную?) 
нижнюю грань мажорант, которые допускают слабое обращение /0.

/ 1 — г \|/г
Теорема 3. Пусть '/■£€!№ [0, 1), X/*  4֊ со, и ® (г) = (;------ ;— )

\1о£ X(г)/
Пусть далее

а) <р"<0, г0О<Ч; б) sup (1—г) log X (г)< + °°'> 
Г

в) sup (1— г) (log log X (г))' < 4֊ ос.
0<г<1

(14)

Если.

(15)

то Со (X). Если ке lim (1—г) log X (г)>0, то Mf,= Со (/■). 
г-»0

Замечание. Вместе с /0 условия (14) и (15) дают необрати­
мость в Со (X) произвольной ограниченной функции /, /=т=0, для кото 
рой существует С, |С|=1 такое, что lim (1 — г) log |/(гС)| "С 0. Как и

Г-1-0
при обсуждении теоремы 1, можно заметить, что условия (14) явля­
ются ограничениями „правильности“*,  но не скорости роста мажоран-

* Выполненными, например, для всех мажорант X с log к, зависящим от степе­

ней ------ , Jog ------, log log —— и т. д.
I—г 1—г 1—г
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ты В самом деле, например, при (1—г) (log log /- (r))'^-l, r>-r0, по-
1

лучим 1֊ (r)^ exp —-—, то есть слабую обратимость /0 в Со (л). От- 
1— г

метим, наконец, что в степенной шкале Со (’/.,), О < а, /я(г) — 

= ехр —, 1^г<^1, условие необратимости (15) является точным. 
(1 —г)’

Доказательство теоремы 3. Покажем, что в условиях 
теоремы существует гладкая кривая 7 требуемого леммой 1 типа, ко­
торая касается окружности dD и для которой

flog'-^|dz[ = Г log À (|z|) |dz|+ flogj—֊-|dz|<4- 00.
J l/0(z)l J J I/o (*)l
T T t

Так как |/0|<1 в D, то интегралы обязаны сходиться по отдельности 
Если у — у (х), 0^х<1, —уравнение верхней половины 7+ = 7 Л {z 
Imz>0} кривой 7 и z = х + ։у, то*

поскольку 7+ касается дО ( 11т -—— =о\ Записывая уравнение 7 + 
\х-1-017 (х) /

в полярных координатах: г=г (9), 0\9^—, приходим к задаче оты- 
2

скания достаточно гладкой функции г (?), для которой

СУг2 (?) -1֊ (г' (т)р ^ < + ОО, 
J Г2 81П“ ?
О 

j log À (г) у г2 (9) + (г' (<?))2d?<+ ос.
Ô

v 1—rs 1— (x2 + y2) r sin ? (1 -x)(l+x) 1Учитывая, что -------= ---------------------------------=------------------------ у X
9 r sin 99 у

Xr sir>— стремится к нулю при 9 -» 0 (т. е. у -*0),  получим lim г՛ (?) =0,
© ? -*0

V г’+г' (9)s~l при 9֊»0. Итак, должны быть конечными интегралы

log ՝/• (г (9)) d?

Звак х означает равносходимость интегралов.

353-2
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И
f1~rcos9 Г1֊г (l֊2sin8?/2) , x CklL
J r* sin8 ? J rs sin8 ? J ?*

* я теоремы Лебега о предельном переходе (следует учесть, что Ит р (Д, г)=0, 
г-1-0

если замкнутая дуга Д не содержит точки 1).

о о °

Положим ---- ------- log À (r (<?)) = —. Тогда
1— r (?) ?’

?1(r)=r^—j. 
log >■ (r)

,( .= 1 / 1— r \֊1/2 X (r) log >• (r) + >■' (r)(l- r) ,
* r 2 \log X (r)/ /. (r) log8/, (r)

и потому
I

(* .r d*=  ( log X (r (?)) d? — 1 ?' (r) log /• (r) dr —
J F J J
U 0

='г!оеш dr, rrмд-,-)* ,dr<+
J (1-r)1» J>.(r)lo։WX(r)

так как первый из этих интегралов сходится по условию (15), а вто­
рой сводится к нему с помощью оценки (14) в):

>/ (г)(1 - г)-/8 )/ (г) (1—г) log1*)- (г) ^con5t log1'2>•(/■)
X (г) log1'2 X (r) X(r) logX(r) (1—r)1/2 (1—r)ip

Пусть G—внешняя функция в области Int 7 с IG (z)| = X (|z|)/|/(z)|, 
z£7. Пользуясь касанием кривых 7 и dD, и условиями а)֊ б) нетруд­
но показать, что для пары /0, G выполняются все условия леммы 1 
Действительно, в проверке нуждается лишь условие 2) этой леммы, 
которое мы выведем из представления

log G (х) - j G (0 (t, z),

7
где fi (e, z)—гармоническая мера множества e, e c 7, в точке z отно­
сительно области Int 7. Требуемая оценка ^log G (r) = o по­

лучается из следующих двух элементарных лемм*.
Лемма 8. Если ?"*\0,  г0^г<^1, то •; — выпуклая кривая.
Лемма 9. Если 7—гладкая ( Ç С(1)) и выпуклая кривая, то 

при всех г и à

Р(Д1 г)< — а (Д, г)<const- ——|Д|, (16)
тс 1— г
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где а (А, г)—угол., под которым дуга А, Да*,  видна из точки г, |Д|— 
длина А.

Опуская доказательства леммы 8 (сводится к дифференцирова­
нию параметрически заданной функции у = у (х)) и леммы 9 (сводится 
к неравенствам между сторонами некоторых треугольников на плозко- 
сти), отметим только, что первая из оценок (16) составляет со­
держание известной теоремы Линделефа (см., например, [24], стр. 346). 
Основное утверждение теоремы доказано.

Что касается слабой обратимости /0 в пространстве Са (X) со 
степенным ростом log X, то мы установим ее сейчас лишь при допол­
нительном условии (1—г) IogX(r)>l, roCr^l. Общий случай будет

вытекать из теоремы 4 (§ 5). Если же X (г) ^>ехр —-—, г ^-г0, то зя /0-»1, 
1— г

пв смысле слабой сходимости в пространстве Со (X), где зя— 
средние арифметические ряда Тейлора для функции 1//0. Действительно

Й3« /oh (М = max
«<’ ехр ((!->])-’)

поскольку max |зя (z)| < max |1//0 (z)| = exp ((1 —г)՜1). Кроме того, 

liin Зд (z) /0 (z) — 1 для любого z, (z|<^l, а отсюда, как уже отмечалось 
Л-**
в следствии к лемме 2, вытекает слабая сходимость зя -»1. Теорема 3 
доказана.

Замечание. Ках уже отмечалось в примечании на странице 347 
теорема 3 гарантирует необратимость функции /0 в любом простран­
стве X, к которому приложима лемма 1 и для которого

3 (1 - г)'» 
О

Неясно, однако, будет ли условие (15) необходимым для необратимо­
сти /о в Со (X), хотя бы при дополнительных условиях гладкости 
типа (14).

§ 5. Схема Смирнова-Лебедева-Шапиро

В этом параграфе устанавливаются некоторые утверждения о 
слабой обратимости в положительном направлении. Они основаны на 
следующем рассуждении, использованном для пространств с интеграль­
ными метриками в работах В. И. Смирнова—Н. А. Лебедева [21], 
стр. 240, и Шапиро [20]. Пусть/£X, /(г)^0, и пространство X 
удовлетворяет условиям из § 1. Положим для 0<г<Ч

Mf{r) = max |/ (z)|, тп/(г) = min |/ (z)|. 
1*1  <г '

z?՜.. -■
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Если функция 1/т/ „не слишком велика“, например, так, что при не 
котором в, е > 0, Mf (г)1т, (г) мажорируется то в некоторых про 
странствах X оказывается возможным деление ftf' без выхода из рОА 
пространства Mf, так что отображение t—f1, стягивает j в
в подпространстве М/. Вот пример простейшей теоремы такого типа-

Теорема 4. Пусть X (г) t 4- г-1-О, и существует в, е>0,
такое, что М/ (r)jm'j (г) < const X (г), Тогда функция f
слабо обратима в Со (՛/.).

Доказательство. Обозначим через ’л, п^-1, арифметичес 
кие средние ряда Тейлора для функции У՜', огда
max |аЛ (z)| < max |/~z(z)| = т/ (г)~‘ и 
i։|<r k|<r

(ЙГ
Mt(r) max |зл— f-‘\
-----------------------------< max &Mn (r)lm' (r)] >• (r)֊։

S const max X (г)-։-Л//(г) т/(г)՜*  < const,

при всех n, n^-1. Следовательно оЛ f ► /*  z, 0-^ f-Cs, и потому 
/1-z ^Mf. Повторяя этот процесс I — I + 1 раз добьемся, чтобы

I 8 I 
If М/. Все доказано.

Следствие 1. Функция f слабо обратима в Со (X), если 
11m (1—г) log X (г)^>0, так как в этом случае Mf, (г) =1 и 1//JC Со 0) 

при достаточно малых 8, е^>0. Отсюда вытекает, что существует вес 
X, X (г) 1 со и lim (1— г) log X (г)=0, для которого все же Mf, = Со (X).

Г-.1-С

Это несколько сближает необходимые и достаточные условия для об“ 
ратимости /0, данные в теореме 3.

Следствие 2. Обозначим через ту. миноранту класса Со (X), 
то есть такую функцию, для которой.
/С Со (X), f (z)#=0, z£D±;.> |/ (z)fe֊my. (|z|)'1 при некотором А, Д^>0.

Если inf sup ™ < + ос , то f£ Со (X), f (2) 0 > / слабо
։>о г (г)

обратима в Со (\).
Замечание 1. Грубую оценку миноранты для класса Со (X) 

можно указать, используя интеграл Пуассона
2г.

log f log+ If (pe'6)!^ + |log|/(O)il),
P- И \J
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log I/ (z)| > ֊ inf log л (p) 4֊ |
1*1 —₽<-i Ip—!z| p— |z|j

то есть функция m,. — не хуже, чем

m*  (г) = exp (— inf —-log л (j>) ------'l
\ r<f<l \p— r p — r /

Например, для л=1, наилучшая миноранта есть 

тг (г) = ехр —-—, 0-<г<^1, 
I— 1 

а для
/ 1 / 1 \՜՜2 " / 1 \“* \ 

z(r)=expf П( Iog< —) П 1ог*гг;)  )’ г Л-1 • 1 г ' Ь-т 1 ' ' '

и эта миноранта является наилучшей (см. [16]; здесь log*  f=log log*_j  t, 
Iog։ t— log f).

Замечание 2. Необязательно стягивать f в постоянную функ­
цию 1 с помощью степеней: t /', Например, нетрудно до­
казывается

Теорема 5. Предположим, что для любой гармонической в 
круге D функции и, такой что и (0) = 1 и u (я)log(1я|), справед­
ливо неравенство

|U(z)K/f„ log/.(|z|), Ки>0,

Л) (r)(log ла (г))Л ֊ п /Ся\] Л^-а числа сп = sup —--------2—in^-i, таковы что sup —) < оо.
г I (г) "» \ п! /

Тогда каждая функция f, f£ Со (>п) f(z)=f=Q, слабо обратима в Со ('-)
Замечание 3. М. Картрайт [15] показала, что для (г) =

= ехр ---- ------ можно взять л. = ехр —------, если 0 < я <Г 1, ՛/ 2 (г) =Н (1— г)’ (1—г)а+1
= ехр ( ————Y если а = 1 (см. также [16]), и '/•„ (г) = ՝Ч (г),если

\ 1 — г /
я >1.

Из последнего замечания и теорем 4 и 5 вытекает 
Следствие 3. Функция f, /(я)=^0, |ж|<^1, 
а) слабо обратима в Со ^ехр^—если / € ^ехР 

0<а<1;
/ log2 (1— \б) слабо обратима в Со ( ехр----------------- ), если
\ 1 — г / 

f^C0 fexp ——V
\ 1— г /
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в) слабо обратима в Со 

а^>1 (г, s>0, произвольно).
ЛОМИ пм. В. Л. Стеклова 

АН СССР Поступило 5.V.1971

Ն. Կ. ՆԻԿՈԼՍԿԻ. Սպեկտրա1 սին։>եղ և կշոային ապրոկսիմատիայի JuGij|irp եզրի մոտ անող 
անալիտիկ ֆունկցիաների որոշ տարածություններում (ամփոփում)

Գ (X) = (/: ք-ը անառիկ է երր |Տ| < 1 և ք («) = օ (). (|շ|). I * I ֊« 11 —V-*«-  
թյոլններում, որտեղ /. — տված մամորանտան է, դիտարկվում է կամայական քՀ, % Շ0(>.)

ֆունկցիայի մոտարկման հնարավորության հարցը թոք,Ո > 1 (թո -ը — ըադմանգամնե ր են, 
ք-ը — տված ֆունկցիա ք 1?| •< 1) տիպի հաջորդականություններով*  Օցտվելով ք
ֆունկցիայի էթույլ հ ակաղա րձե լիութ յան*  մաոին մի ընդհանուր պնդումից [լեմմա 1) 
ս տա ցվո ւմ կ, որ

"') պարդ էլ աճի \-ֆոլնկցիան, դոյոլթյուն ունեն ոչ թո՚֊յէ •"կադարձևլի
ք. ք (մ) վ*  0 ֆունկցիաներ։

ր) ւ՚ճր ՚ — ֆունկցիան ոչ թույլ հակադարձելի է Հ (յ եթե

1
[(1 — ր)՜՚/»/օ//։ >֊(ր)ք/ր<00. Ատացվաձ են նաև{§ 5) սահմանափակումներ ^1Ո )ք(շ)\, 

0
/■-.1—0 նվադելոլ արադոլթյան վրա, որոնք ապահովում են ք ի թույլ հակադարձելու- 

թյունը Շօ ().)-ում։

N. K. NIKOLSKY. Spectral syntesis and weighted approximation in tome 
spaces of analytic functions (summary)

Define the space Co (X) ~ \f՛. f is analytic for |։|<1 and \f (z)| = O(X)i«l)), 
'z| ֊*  1]. Under consideration is the possibility of approximation g = Ca— lim pnf for 

n
all g Co (X), where pn are polinomials and / is prescribed / (i)^0, |։|<1. On the ba­
sis some general proposition on such .weak invertability“ of / (see § 1) the following 
is proved: a) for any rate of growth of the weigth X there exists the function / (/(։)=>=

¥■0, non-weakly invariable in Co (X); b) the function / — exp ---- - is non-weakly

1
invertable in Co (X) if f (1—r)~J/2 Iogl/2X (r) dr< oo. Some sufficient conditions for 

o
weak invertability of the function /, /£C0(X) are found in § 5.
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К. А. АБГАРЯН

ОДНО АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

1 . Статья посвящена преобразованию к расщепленному виду ли 
нейной системы

А (т, е) — = В е) х + /(/,?, е) Г = е<), 0-1)
Л

где х и f—столбцовые матрицы типа пХ1, а А и В—квадратные мат­
рицы порядка п, допускающие на сегменте разложения (схо­
дящиеся или, по крайней мере, асимптотические) по степеням пара­
метра е

А е)= 2 8*  Ак (г), В (Т, 8) = 2 3*  Вк (г). (1.2)

Вопрос о расщеплении систем линейных дифференциальных урав­
нений первого порядка на независимые подсистемы рассматривался 
многими авторами (см., например, [1—7]). В отличие от цитированных 
и других работ, посвященных расщеплению линейных дифференциаль­
ных систем, в данной работе решается задача о расщеплении системы 
(1.1) на независимые подсистемы уравнений первого порядка при до­
полнительном условии, что матрицы коэффициентов подсистем имеют 
каноническую форму.

Как известно [8], если п-мерное векторное пространство R рас­
щепляется на подпространства К1։ Кр, инвариантные и цикличес­
кие относительно линейного оператора А в R, то в R имеется базис, 
в котором этому линейному оператору отвечает квазидиагональная 
матрица /=сПад (/1, • • •, /р) с диагональными блоками, имеющими 
естественную нормальную форму:

Матрица А, отвечающая оператору А в произвольном базисе, 
связана с матрицей / соотношением подобия

А = К]К֊' .
В соответствии с этим линейная стационарная система
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с/х А— = Ах
Л

(А = сопз1)

при замене переменных
х= Ку

распадается на р независимых подсистем

֊ = (’=!.•••> Р)аг

(уи ’ ‘' > Ур — субматрицы столбцовой матрицы у с размерами соот­
ветственно &1Х1,--։,

Ниже показывается, что, подобно стационарной системе, и систе­
ма (1.1) при некоторых условиях может быть расщеплена на подсисте­
мы, матрицы коэффициентов которых имеют структуру матриц 
Указывается также преобразование, приводящее к расщеплению исход­
ной системы на подсистемы, матрицы которых имеют структуру ана­
логичных /, матриц

®1з —®2з * * ’ а<?а-1з аЛ3з

1 о • • • о о

о о . . • ■ 1

•> р)-

о
2’. Теорема 2.1. Пусть на сегментз [О, Л] а) матрицы Л*(т),  

В/, (т) (1с =0, 1, 2, •••) имеют производные по т всех порядков, а 
Ао ("■), кроме того, является невырожденной матрицей; б) соб­
ственные значения матрицы II (~) =Л^1 (') Во (-) разбиты на р

/ р \групп ՝1-\} , ■ ■ • , (а ~ , • ■ •, р; 2 кв—п } так, что
' з — 1 '

|лР)(֊)-А/,М >с>0 (а^5; /=1,--, к,; / = 1,---, Л,); (2.1) 
в) соответствующие этим группам подпространства • • • , 
являются инвариантными и циклическими подпространствами 
п-мерного пространства R относительно линейного оператора V, 
которому в некотором базисе отвечает матрица и. Тогда фор­
мальное решение системы (1.1) может быть представлено равен­
ствами

х=^Кя(г, е)У„ (2.2)

^-= А. в) у. + М.(х, в) R (Ь в) /(/, ֊. «), (2-3)

где Кя, Л,, Мя, R — матрицы типа соответственно пХкя, кя'Ж.кя 
кяХп, пХп, представленные формальными рядами
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К, Ь, в) = 2 6‘ Л), Л= (֊, в)= 2 8* А1*Ц-=), 
*-о *-о

М, 8)=2 8* м*1 (֊), R (֊, 8)= 2 8* Я* (֊), (2.4)
*=« «--0

причем 

(0 0..................О 0 1

О О............... 0-0 I
-а#-4%----- ай1

Доказательство. Подставляя равенства (2.2) и (2.3), опре­
деляющие вектор х, в систему (1.1) и отделяя в полученном соотно­
шении коэффициенты при у, (а = 1,-• •, р) и свободный член, будем 
иметь

А (-։ 8) 8 ё). + К,(', з) Л։(--, е) I = В (', з)Л» ('« ') (2։6)
[ 4՜ *

(о =!,•••, Р),
А (-, 8) 2 £(-, з) М, (֊, «) R (ь 8) ֊ & 1 / (<> 8)= °- (2,7)

ае=1
Для того чтобы равенства (2.6), в которых по предположению 

А, и Ла представлены рядами (2.4), выполнялись тождественно отно­
сительно е, необходимо и достаточно, чтобы члены разложений мат­
риц К-, и Л։ были решениями матричных уравнений

ик1п]=К\0} Л՛01, (2.8) .

л^'н-^01 л1* 14-01‘՜11 (2-9)
(а=1,..., р- к =1, 2, •••), 

где
*-1

■ ±Л • Л 'г^՞՝՛՝’ -'‘Г
В силу условия б) теоремы могут быть построены 

квадратные матрицы (см. ’[9|)

(Л^*  • -Кр), Л = сИад (Л։,- • м=
.Мр
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с субматрицами К,, Л,, Л/а (з = !,-••, р) типа соответственно п X 
к,/ к,, к,У п, дифференцируемые на [0, £] по ~ столько же раз, 
сколько раз дифференцируема матрица и и такие, что

и = КАМ = Л, М,, (2.10)
а—I

МК = КМ= Е„, М3 К, = (5* ’ (® =։ з) (2.11)
Ю (з=^з)

(£} - единичная матрица порядка /). Заметим, что при условии а) 
теоремы матрица и имеет производные всех порядков.

Далее, поскольку Лз-мерное подпространство /?<,, отвечающее 
группе з собственных значений матрицы и, циклическое, то ми­
нимальный аннулирующий многочлен этого подпространства есть мно­
гочлен степени к,, коэффициенты которого определяются формулами 
Вьета:

'?» 0') ~ 4՜ ' + ■ ■ ■ 4՜ 4՜

Я2в = кР #’+ )<’> 4- • • • 4- >£’,

= (—1) '•։ • • -'к, ,

а матрица Ав либо совпадает, либо подобна матрице /».
Используя произвол, имеющийся в выборе матриц К? и М,, всег­

да можно сделать так, чтобы А, совпадала с Учитывая это, далее 
будем считать, что в разложении (2.10)

А,в/, (з

С помощью соотношений (2.10) и (2.11), легко проверить, что 
при подстановке вместо А.101 и Лсоответственно Л\> и Л,,, равенство 
(2.8) обращается в тождество. Поэтому положим

Л՛01 (т) ав К, (х), Л‘°> (т) =Л. (т) = /,(:). (2.12)

Остальные члены разложений матриц К, (х, а) и Л։ (х, а) после­
довательно могут быть определены следующим путем.

Допустим, что К'3 \ Л|01, К»*՜ 1*,  А^՜'՝ уже найдены, и, сле­
довательно, в к-ом. равенстве (2.9) РР՜11—известная матрица.

Через •••, обозначим столбцы матрицы А?,1*1, а через
<4*7՛՝ —столбцы матрицы /ЗН՜11, так что

4*1 = (?1*1  . .И), д(*-1]  = (£/{:֊1) ...
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В том случае, когда Л|Л1 (& = 1, 2, •••) имеет структуру (2-5), 
к-ое равенство (2.9) эквивалентно системе уравнений

0= £/։[•.'+ 43 43 + 43 43—4!՜".
43= «13+-13-..43+43-..43.-4!-". <2-13’

43֊..== «13+ 41" 43 +43 4",'.֊4*.՜"  ■
Умножим равенства (2.13) слева соответственно на Еп, и,-• •, 

ик° 2, £/* “ 1 и сложим. Получим, учитывая еще, что ’)« =®/» (/—!»•• • 

ф,(^;1|!=֊(а^ £/* ’-1+аЙ1 £Л“2+ ?^+

+ <Й*- ։|, (2-14)

где 
^_11=^в_, ^(л-и +. , + Ш1*֊Ч  +^-»1.

Пользуясь соотношениями (2.10) и (2.11), равенство (2.14) можно 
преобразовать к виду 

ф, (Л) С՛* 1 = -МК,Ь, (2.15)
здесь

Равенство (2.15) распадается на р независимых матричных соот­
ношений

Ф» (AJ QL* 1 = - М K,L. d\k-՝} (s =1,- • •, p), (2.16)

где Q\k}=Ms si*} —субматрица матрицы Q?1 с размерами ksXl.
При s = з ф, (A,) =0, a M, K-, = Е* я. Поэтому из (2.16) по­

лучаем

Как нетрудно проверить, —невырожденная матрица (det Л3 = 1), 
так что последнее равенство разрешимо относительно sd*l :

а^ = £,՜' (2.17)
При s =/= з MsKa=0, а фв (А3) в силу условия б) теоремы—невы­

рожденная матрица. Учитывая это, из (2.16) находим
О«--=ф7։ (Л,) м։ </!*-՛։,  (2.18)
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Формула (2.18) определяет все субматрицы блочной матрицы 
’ О՛* 1, кроме одной — Q^,. Из вышеизложенного ясно, что в качестве 

О«1 может быть принята произвольная матрица типа Л»Х1, имеющая 
производные по ~ всех порядков. В частности, можно принять

Таким образом, матрица ф!*!  определяется полностью. Через 
эту матрицу последний столбец матрицы ХГ]* 1 выражается так:

Остальные столбцы матрицы Л՜1,* 1 ?{£') определяются соот­
ношениями (2.13).

Остается указать способ построения членов разложений матриц 

7И,(֊, г) и R (", г), обращающих равенство (2.7) в тождество.
Как показано в [5], равенство (2.7) выполняется тождественно

относительно s, если квадратную матрицу

М = 2 (֊), Л/'* ’ =
к -о

՝Лф1

и члены разложения матрицы R (", s) определить формулами
к

MW = М, 71/1*1  =
1—1

к
Ro = Ао , R/։ — — Ао1 2 Ai Rk-i> 

1-1
здесь Æ1'1 = (Æl'1 • • • Kpl).

Полученные соотношения позволяют последовательно определить 
члены разложений (2.4), посредством которых представляется фор­
мальное решение системы (1.1) в форме (2.2)—(2.3). Тем самым тео­
рема доказана.

З3. Аналогичным путем доказывается
Теорема 3.1. Пусть на сегменте [О, L] а)’ матрицы А/, (т), 

Д»(') (к= 0, 1, 2, • ■ •) имеют производные по ~ всех порядков, а Ао ("), 
кроме того, является невырожденной матрицей; б) собственные 
значения матрицы U (у) = Ло՜1 (t) Во (-) разбиты на р групп Ма), • • - , 
(р \

а = !,•••, р; 2^,= п при условии (2.1); в) соответствующие 
а-1 ‘

этим группам подпространства Rlt • • •, Rp являются инвариант­
ными и циклическими подпространствами n-мерного пространства 
R относительно линейного оператора U, которому в некотором 
базисе отвечает матрица U. Тогда формальное решение системы 
(1.1) может быть представлено равенствами
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х=2^ (', (3.1)

= А, 8) у,+М, (Т, з) R {֊>, 3) / (/, х, г),

где Ка, Л։> М°, R—матрицы типа соответственно п/.кя,
каХ п, пХп, представленные формальными рядами

М,{՛, а)= £8‘л/։*] (-=), R (?, з) = 2 '֊* R* (■). 
л=о *-=«

причем
А™==1„

о • • • о о
о • • • о о _

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Члены рядов (3.3) в данном случае определяются следующими 
рекуррентными соотношениями.

Как и в п. 2
я)»1 = а/, (/=!>• • - I к, )>

где
£«=(Ла’ а. А,’ а»”-а»),

4*֊и  = и^-1 ^֊Ч +... 4- ^114. ^-И.,

только теперь Ло =/,( а» =

*«(*,-։)
(Заметим попутно, что при этом с!е1£։=(—1) )..

Столбцы матрицы определяются так. 
Первый столбец

= 2 о',* 1, 

4-1
где

(5^3),

а 0™'—произвольная матрица типа 1, имеющая производные по 
х всех порядков.
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Остальные столбцы матрицы АН1 определяются формулами
#>= а)*.՛.,  доч- «гл, ?։:՛

0=2, з, •••, к,\
Что касается членов разложений матриц М-, и R, то для них 

остаются в силе соотношения, приведенные в конце п. 2, имея в виду, 
что А՜1'1 построены по формулам настоящего параграфа.

4\ Вектор (столбцовую матрицу) хт (£, г), определенный равен­
ствами (2.2) и (2.3) (или (3.1) и (3.2)) в предположении, что в разложениях 
(2.4) (соответственно (3.3)) оставлены лишь члены порядка не выше т 
относительно $, назовем „приближенным решением“ системы (1.1). 
Итак, приближенное решение представляется равенствами

х.а, е) =2А1п<)(т,г) у^, 
а—1

* (т)
^֊֊֊ = А<т) (т, е) (т, г) Я("'։ (т,8)/и,

а*

Где
т

А?У",(-, 8) =2 а*  А** 1 (Т), Л<-> (Т, 
»=0

ж

*-о

М[т> (֊, г)= 8*  М™ (т), /?<'") (֊, е)= 2е*  R, (т).
**=0 *-0

Замечание. Для построения приближенного решения условия 
дифференцируемости матриц А-., В,, сформулированные в теоремах 2.1 
и 3.1, могут быть ослаблены: для формального построения приближен­
ного решения хт достаточно существования лишь первых т — ч про­
изводных матриц А, и В, (V т).

При условии, что матрицы А, и В-, (ч < т) имеют на [О, А] про­
изводные по ~ до т—у-|-1 порядка включительно, а / (£, т, г)— непре­
рывная вектор-функция, регулярная относительно е в окрестности точ­
ки 8=0, имеют место следующие оценки для приближенного реше­
ния Хт-

Если
х|/-/, = Х/пЬ-Г, , 

то существуют такое е0 0 и постоянная ст ^>0, что для всех 
^[<1, <з]«= [о, ֊֊]

Цх—Хт|| <Сш8"'+։.
Если, помимо сделанных выше предположений, все собственные

1^
2значения эрмитовой матрицы (Л-|-Д*)  неположительны, то
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/ - [ Ь \
к— Лт|<Ст г'՞֊1 Н^(0, Е0), — )'

В случае однородной системы (/—0) имеет место оценка

Цх — х„,Ц < с,„ г'" (*е(о, з0),
Приведенные оценки свидетельствуют об асимптотическом харак 

тере приближенного решения хт*-

* Эти оценки получены с использованием метода построения асимптотической 
оценки, приведенного в [11].

5°. В случае однородной системы расщепленные системы ( . ) и 
(3.2) принимают вид

^=Л,(т, а)уя (з=1,-<51)

Пусть ։/»,я—элементы столбцовой матрицы у,.
Если исходить из теоремы 2.1, то, полагая ։/!»== <7*  > равенства

(2.2) и (2.3) можно представить в виде

*=2 Ьз (х, а) д3-|- ;2։(<с։ а) — 4---------1- «*„»(х,  £)
</*,-։  <7’ I 
л*«-: 1 | (5.2)

п, —
33-------р «1» (", а)----- *~Т1  Ь • • ■ + я*в» ("> е) <7’ =0 (5.3)

(з = 1,---, р), 
где

Мх, з)=2 е*  #՛ (х), а/. (х, а) = £ а*  <#՛ (г). 

к-0
Если же исходить из теоремы 3.1, то, полагая уь,*=  4°, вместо 

(3.1) и (3.2) будем иметь
р Г֊ /У*»՜1 - - I*=2 ։■•(’,>)Л^֊ + Мь •) +■ • •+։.,. (՝, •)?. , (5.4)

0-1 °Г яг I

֊X7֊ + (’, • ■ • + •)?.=» (5.5)
ас ас

(з=1,...։ р).
Таким образом, однородная система (1.1) (/=0) путем замены 

переменных (5.2) (или (5.4)) преобразуется формально к расщепленной 
системе (5.3) (или соответственно (5.5)), состоящей из отдельных ли­
нейных дифференциальных уравнений. Мы пришли несколько иным 
путем к результату, установленному в статье [10].

Приближенные решения однородной системы согласно (5^—(5.3) 
и (5.4) —(5.5) могут быть представлены равенствами
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р Jts —i 1
xm~- >, ;k (*,  <7? T ( -, s) —------ i---------I- 4вЯх» £) ----- Z-Zl-----Ի

,T1L dt dt*'  I

(m) -I „<m>
4^+’"’<-։)֊յժր֊ + " + •?• հ֊)Հ”=օ (=-i,•••,,) 

at ' at

или соответственно равенствами

г--'Հ’' ..I-
Л'«՜1 1 ։" di1’-’

(m) (mf

.ks tm) ,k„-\ (m)
d Ч՝1 I _<«') d q- 

Ь 1*1 ’ fr— 1rff* ’ dt ’
I I „(m) (m)

H----------Ւ «* օ։ Ça

где

з)= 2 ** #՛ (Վ «}?’ ('. «) = 2s*  ДО (A 
t-=(J k-0

В силу оценки, приведенной для однородной системы в п. 4, эти 
приближенные решения имеют асимптотический характер.
Московский авиационный институт 

им. С. Орджоникидзе Поступило 12.Х.1970

Կ. Ա. ԱՐԴԱՐՅԱՆ. Գծային դիֆերենցիալ սիստեմի մեկ ասիմպտոտիկ ձևափոխություն 
( ամփոփում )

Հողվածում մատնանշված են այն ձևափոխությունները, որոնք բերում են առաջին կարգի գը- 
օային դիֆերենցիալ հավասարումների անհամ ասես սիստեմի ավելի ցածր կարգի հավասարում­
ների ենթասիստեմների ասիմպտոտիկ ճեղքմանը) Ի տարբերություն գծային դիֆերենցիալ սիս­
տեմների ճեղքմանը նվիրված հայտնի աշխատանքների, այս հողվածում ճեղքման խնդիրը լուծ­
ված Լ այն լրացուցիչ պայմանի համար, երբ ենթասիստեմների գործակիցների մատրիցաները 
ունեն կանոն ի կ տեսքւ

K. A. ABGARIAN. One asymptotic transformation of linear differential system 
(summary)

Transformations leading to asymptotic splitting of nonhomogeneous systems of 
first order linear differential equations into lower order subsystems are pointed out. 
In contrast with known works on splitting here the problem is solved under additional 
condition, that matrices of subsystems' coefficients have canonical form.
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В. А. АРАКЕЛОВ, Р. Р. ВАРШАМОВ

К ИССЛЕДОВАНИЮ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕКУРРЕНТНЫХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Широкое распространение в последнее время получили цикличе­
ские корректирующие коды. Это объясняется тем, что они имеют 
простые правила кодирования, допускающие относительно несложную 
реализацию, и тем, что свойство цикличности приводит к определен­
ной алгебраической структуре кодов, которая может быть использована 
не только для предсказания их корректирующих свойств, но и для 
нахождения относительно простых алгоритмов декодирования.

Циклическим кодам посвящено довольно большое число исследо­
ваний. Хорошо изученными являются циклические коды максимальной 
длины |1]. Найден новый класс циклических кодов, проверочный по­
лином которых представим в виде произведения примитивных полино­
мов с попарно взаимно простыми степенями [2]. Есс ественным обобще­
нием этих кодов, очевидно, является случай, когда проверочный поли­
ном задается произведением неприводимых полиномов. Задача иссле­
дования таких кодов фактически сводится к анализу распределения 
весов кодовых векторов и определению конечной формулы кодового 
расстояния, которая, в свою очередь, может быть получена в резуль­
тате более глубокого анализа алгебраической структуры циклических 
последовательностей. Кроме того, более детальное изучение цикли­
ческих возвратных последовательностей несомненно найдет приложе­
ние как в вопросах порогового декодирования 13], так и в конструк­
тивной теории приводимости полиномов над конечными полями.Поэто­
му данная работа посвящена исследованию математической структуры 
и характерных особенностей рекуррентных периодических последова­
тельностей.

Известно [4], что периодические последовательности получаются 
с помощью генератора на регистре сдвига, обратная связь которого 

‘ к
соответствует некоторому нормированному полиному А (х) = л*'  А/ х1, 

/-о 
Ао=^О степени А, с коэффициентами из поля Галуа б/г(д).

Если в первоначальный момент работы генератора накопитель 
его заполнен комбинацией а (0), а(1),---, а (А—1), то выходная по­
следовательность, снимаемая с первого разряда регистра сдвига, бу­
дет иметь вид

а (0), а (!),•••, а (к— 1),
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Полином А (х) определяет рекуррентное соотношение

а (/4-А) = — У, А/а (/+/) (։ =0, !,•••)» (1)
у-о

в силу которого любой элемент а (/V) (Л/>0) выходной последователь­
ности можно представить в виде некоторой линейной комбинации 
первоначального заполнения с коэффициентами ф из поля СЕ (д')՛.

а (х) = <р0 (х) а (0) 4֊ (х) а (1)4— • 4՜ ф*-։  (•*)  а (к

* Исключая старший коэффициент.

В настоящей статье предлагается метод определения коэффи­
циентов разложения (2) для всякого (случай тривиален).
Попытаемся вначале вычислить первый коэффициент <р0 (х) выражения 
(2). Если к=1У, то, согласно (1), будем иметь соотношение

а (к) = - Ао а (0) - А։ а (1)---------- А*  а (к-1),
позволяющее непосредственно определить Фо (^)-- —^0‘ Если к> 
то, рассматривая диофантово уравнение

Лл — к = тогп 4՜ 4— • 4- т<*1»  (3)
где пц = к — к/, к/ — номера всех*  отличных от нуля коэффициентов 

I
полинома А (х) = х*  4֊ А*,  х*',  можно показать, что оно имеет непо-

1-0
средственяое значение при вычислении коэффициентов разложения (2). 
Так, например, выяснилось, что для всех значений IV, для которых 
уравнение (3) не разрешимо в целых неотрицательных значениях , 
коэффициент ?о(Л/) = О. А поэтому ясно, что выражение ®0 (х) может 
быть отлично от нуля лишь в случае, когда (3) имеет хотя бы одно 
целочисленное решение. Именно этот случай в дальнейшем и будет 
нами рассмотрен.

Условимся преобразование, в результате которого а (х) перехо­
дит в а (х4-1), т. е. а (х) —♦ а (х4~1), называть шагом функции а (х), 
а преобразование из, соответственно, т/ — к — Е (/ = 0, /) последова­
тельных шагов — /-переходом. Тогда преобразование а (А)-♦ а (Л/), 
состоящее из М— к последовательных шагов, в зависимости от (3), 
можно будет осуществлять различными /-переходами, содержащими, 
соответственно, по тп< шагов каждый. В самом деле, пусть {го՝, 

(/=1,$) означает множество всевозможных различных 
решений (3), а «и \ ■ • -, г(/° — некоторый его произвольный элемент.
Тогда, применяя к функции а (к) вначале, соответственно, го*  раз 
0-переход, затем г“1) раз 1-переход и т. д., г«"’ раз /-переход, полу­

чим некоторое выражение а(и) (А), которое, в свою очередь, может 
быть записано в виде

?“>(Л/) = (ЛО а (0)+?!°՝ (^ а (1) + ... + (Л/) а (к-1),
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где
, («)+... = И«>+1 И“) . . III) (1П

?^(7У) = (-1) " ' Ао" А? ••• А^' .

Причем, если указанные преобразования осуществлять без учета по­
рядка переходов, то общее число различных вариантов Р(г(“\ хт“', • • • 
• • •, определится формулой

Р(£\ г\и\ <«)._ аи,+ хН+... + ?,“’)!

а поэтому в выражении

а<“ЦЛ0 = 2 (^) а (0) + • • • + <р!“Л(К) а (А-1) (4)

коэффициент

_(и)/лт) ։(И)ГЛЛ (г«0)+Х։Н)Н------- Ь ггИ))!

Сопоставляя между собой (2) и (4) и принимая во внимание также, 

что а (№) = 2 окончательно получим
и- ։

Фо(^) = 2^"’(М-2(-1) Ао •••А* / X
и-1 и-’1

х р ии։,..., х{и)).

Таким образом, нами установлен следующий факт. 
ь

Теорема. Пусть целое А, А (х) = 2 А/ х1—произвольный 
х—0 

нормированный полином над полем СР (у), порождающий периоди­
ческую последовательность, у которого только коэффициенты 
Ао, А*,, —, А* /։ А» отличны от нуля, и пусть {г^, х^։, • • (։'=1,5)—
непустая система всевозможных неотрицательных решений дио- 

г
фантова уравнения №— к = 2 (к — к։) г[. Тогда 

1=0

<ро(ЛО = 2 (-1) Ао ...А», Л (тпос/р),
т-1 го I • ■ • г\ '1

где р — характеристика основного поля.
Опираясь далее на очевидное соотношение <р*-1  (И) А^ — ®0 (П), 

нетрудно получить соотношение

?/(^) = --2 То (^-/ + П А/ ь (5)
Ао /=о

справедливое для любых натуральных И и
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Это соотношение позволяет по найденным значениям то ( оп 
ределять остальные коэффициенты ?։ (ЛО» ф«(ЛО»'՜'» V ' Рнэло 
жения (2).

Примеры:
1. Пусть <7 = 3, А(х)=х’ + х+1 и М =13. Подставляя эти дан­

ные в (3), получим
1О=Зго+2г1. (6)

У равнение (6) имеет два решения:
4” «О, яР’=5и х!»2)=2, ^’=2,

и поэтому, согласно теореме, будем иметь 

2-2։. 21 —23-2։ — =1 (тос! 3), 
5! 2121

т. е. ®п (13) = 1.
Диалогичным образом определим коэффициенты ?о (12) = 2, 

Фо(11) = 1, которые, согласно (5), позволят получить Ф1 (13) = ?2 (13) =0, 
а, следовательно, и а(13)=а(0). Таким образом, выяснилось, что 13 
является кратным периоду полинома А (х). А это означает, так как 13 
является простым числом, что период полинома х։+х+1 равен 13, и 
поскольку 13|33—1, то полином х3-|-х4-1 неприводим в поле СЛ’(З).

2. Пусть <7 =24, А (х) = х4+ах+1, где а—примитивный элемент 
поля СГ(24'), являющийся корнем полинома х' | х 1. В данном слу­
чае Ао = —1 = 1, А։ = — а— а, /и, — Аа = 0 и следовательно, уравнение (3) 
примет вид

^-4=4х0 + Зя1.
Пусть М =15, тогда уравнение 11=4г0-ЬЗг1 будет иметь един- 

„ 3!
ственное решение ги =2, х։ =1 и, согласно теореме, получим ^=я

(шос! 2), т. е. % (15) = ։. Аналогичным образом определим ?о(14) = ։՜, 
Фо (13) •-= а3 и ф0(12) = 1. Используя (5), получим ф։ (15) = <р2 (15) =0, 
<Рз(15)=а, т. е. а (15) = о-а (0) 4֊ ։-а(3).

Как видно из теоремы определение коэффициентов упирается в 
вычисление выражения Р (?„, х,,--, г<). Нетрудно показать, что

Р (?0> “>*>)=  Р1 R (шос! р),
где

р= У. I *д~1------- I I Ла___________*
’-։ I р‘ 1 I р' р' ’

a R — некоторая числовая функция от г0> х1։ • • •, zt, удовлетворяющая 
условию 7? = 0 (mod р). Поэтому, если F^>0, то Р (х0, • • •, zt) 0
(mod р); если F = 0, то Р (zn, • • •, х<) = /?==0 (mod р).

Пусть

[z]—наибольшее целое число, не превосходящее z.



О структуре последовательностей 383

‘л-/ р

*» = 2: Рд -I рп 1 (г =0, *)  
Н

являются представлением чисел г -■ 

(7)

в р-ичной

системе счисления. Тогда справедлива

Лемма. Для тою чтобы функция Р=

была равна нулю, необходимо и достаточно, чтобы =

п

/---о
Доказательство. Необходимость. Действительно, используя 

(7), функцию Г можно представить в следующем виде:

/г= Ло-^-Л,֊г • ■ • + Лп_1, -
ГАС

А = (Рл ֊ рГ-----------Р(Л

А-1 = (?л ֊ Рй”------------ Р(л°) РЛ֊։ +

+ (рл-I - р^1------------Р{л%) Рп֊г +•••+(?։ -Р(10)-------------

причем А/ >0. 
։

Поэтому, если Г=0, тоА1=0 и Р/=УР.^, что и требовалось 
/=0 

показать. Достаточность очевидна.
Можно также показать, что в случае, если Р=0, будет иметь 

Место сравнение 

где

<тпос1 р),

— = я—р —
Р Ь Р
х

позволяющее в значительной степени упростить вычисление Р(г0,••• 
•••, я/), а следовательно, согласно теореме, и коэффициентов ®0(Л^).

В заключение следует отметить, что рассмотренный метод, уста­
навливающий тесную связь между структурой периодических последо­
вательностей и соответствующими диофантовыми уравнениями, оказы­
вается .редыи полезным и при решении ряда актуальных задач теории
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приводимости полиномов над конечными полями. Так, например, при 
исследовании арифметической функции Т (А (х))*,'определении  вычетов 
функции высоких степеней по модулю заданного полинома А (х) и др. 
В самом деле, умножая выражение (3) на произвольное натуральное 
число X и исследуя его затем, можно получить одно из важнейших 
свойств функции Т (А (х)), а именно

* T (h (х)) есть показатель, которому принадлежит полином Л (х), т. е. на­
именьшее натуральное число, удовлетворяющее условию хГ=1 (mod h (х)).

Т (А (х‘))=ХГ(Л(х)).
Или же, используя добавочно некоторые вспомогательные средства, 
можно также для Т (Ь (х)) получить ряд интересных соотношений, 
справедливых в поле СГ(2). Приведем без доказательства некоторые 
из них

1- 7’(х«*+х+1)  = 2։*-1,

где тп и А —любые целые положительные числа.
Вычислительный центр АН АрмССР 

и Ереванского государственного 
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Վ. Ա. ԱՌԱՔԵԼՈՎ, Ռ. Ռ. ՎԱՌՇԱՄՈՎ. Ռհկուրենտ պարթերական հաղորդականությունների 
հանրահաշվական կաոուցվածքի ուսումնասիրության շուրշը (ամփոփում)

Երկու մասից բաղկացած աշխատանքը նվիրված Լ Գա/աայի Ծթ.(թ), (<]=թո) դաշտից վերցված 
գործակիցներով]^ աստիճանի նորմավորված // (>.') րաղմանղամ ին Համ ապա տասխանո ղ հետա­
դարձ կապով տեղաշարժի ոեղիստրով ղեներատորի օղնությսւմր ստացվող ոեկուրենտ պարբե­
րական Տաջորդականությունների մաթեմատիկական կաոուցվածքի և րնորոշ հատկությունների 
ուսումնասիրմանը է

Եթե ոեղիստրի սկզբնական պարունակությունն է (լ (0),•••,<! աս[ա ելքի
հաջորդականության ցանկացած ճ (7\ք), (/Հ>0) անդամ կտրելի է ներկայացնել հետևյալ 
տեսքով,

խ (^) = Փօ (/V) ճ (0) + Փ1 (^) օ (1)4-. • • (#) օ (£—1),
որտեղ (իք) դործակիցները GF (գ) դաշտից ենէ 

Առաջին մասի հիմնական արդյունքը հետևյալն էւ 
k

Թեորեմ, Գիցուք իք > к, ամբողջ թիվ է Л (х) = ЛуХ^, hj Է GF (գ) տեղաշարժ ի nJf-

դիստրով ղեներատորի հետադարձ կապի բազմանդամն կէ որիԼւէիայն /jQ, , • * •,
է

ղործակիցներն են զերոյից տարբեր և Z^) (ք = J, s), իք-- k — (k — ել) Zt
/ -1

հավասարման բոլոր հն արավոր ամրոդջաթիվ ոչ բացասական յուծումների բազմու­
թյունն էէ Ս,յդ դեպքում'
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* 4°
2(֊1)

4^
■ «О

/О
•Л**  -.-Л4° iJ‘> ՛ ՛ „fZ)H1 'z'։ -г ՛ • • — Zt

/°1...z<> 1՛ • • z։ !
"0(/V)(mod p),

(J

jAqntWt [tn/ = 0:
/-Î

шип*-^  ^butufqnini[nutf I; Mtuik'Ljuij [J i[w j [i'h фп^Ыщ[,ltlrb'

P (-?o. - • •> «/ )
(Zp-l-Z!-!----- +zt)l

ZfliZj! ■•■ Zt I
V. A. ARAKELOV, R- R. VARSHAMOV. On the research of algebraic structure 

of periodical recurrent sequencies (summary)

The paper is devoted to investigation of mathematical structure and of chara­
cteristic peculiarities of recurrent periodic sequencies, received by means of the gene­
rator on shift register with feedback, corresponding to a monic polinomial h (x), of 
degree k, with factors from the Galua field GF (q) (q pn).

If a (0), «(!)•••, a (k—1) is the initral filling of generator storage on the shift 
register, any element a (N) (N 0), of output generator's sequence can be represented 
by:

a(N) = <p0(N) a (0)+?1(/V) a (!) + ••• + ?*- ։ (TV)a(fc-l)
where factors (N) are elements of field GF (q).

k
Theorem (§1). Let integer N >k, h (x) = h/X1’ h/ (_ GF (q) be the poli-

/-0
norm’al of generator feedback on shift register, with nonsero factors Ao, ^••■•,A^, 

A/z 1, and let (z^’, z^՝,՛--. z^| (l = 1,«) be a system of all integer non-negative 

solutions of equation N — k~ 2 (k—kt) zt.
i֊0 

Then

4%-+4Z)+i z^i 4° 
2(—1) ֊Ao • h/,,

0 
assuming =0. 

/-!

4° I JO,____Lj'hi
•• Л*,  •  -----——=?0(N)(modp),

г}, I • • -z t !

In § 2 numerical function P (z0, •
(*o  d-------1՜ zi )!

•,z<) = ------ ---------- ,-----is considered,
zo' ' • • zt I
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А. Г. МАРКОСЯН
ЧИСЛО ВНУТРЕННЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ В ДЕКАРТОВОМ 

ПРОИЗВЕДЕНИИ ПРОСТЫХ ЦИКЛОВ

Как известно, проблема нахождения пропускной способности дис­
кретного канала при нулевой ошибке приводит к проблеме нахождения 
числа внутренней устойчивости в п-ом декартовом произведении . 
Шеннон [2], исследуя проблему нахождения пропускной способности 
.канала, привел пример графа (простой цикл из пяти вершин), для ко­
торого число внутренней устойчивости в 2-декартовом произведении 
на единицу больше, чем квадрат числа внутренней устойчивости в ис­
ходном графе. В работе [3] автором этой статьи было доказано, что 
если хотя бы один из графов С и Н не содержит простых циклов не­
четной длины >5, то число внутренней устойчивости в декартовом 
произведении этих графов равно произведению чисел внутренней ус­
тойчивости графов С и Н: а (СуН) = ։ (б)-а (^0-

Из примера Шеннона и из последней теоремы видно, что циклы 
нечетной длины играют особую роль при определении числа внутрен­
ней устойчивости в декартовом произведении графов. Исходя из этих 
соображений О. Оре [4] поставил проблему исследования числа внут­
ренней устойчивости в декартовом произведении простых циклов. Из 
вышеприведенной теоремы следует, что если граф С=(Х, II) пред­
ставляет собой цикл четной длины, то

а (6Хб) = 1(б2)=а2(б).
Однако, если б представляет собой цикл нечетной длины, то задача 
нахождения а (б2) намного усложняется. Вышеуказанный пример Шен­
нона—это пятивершинный цикл, для которого 1 (б‘) = а։ (6)4-1.

Шеннон определил такой класс графов, для которых а (бл)=ал(б). 
Это—класс графов, имеющих такое отображение з, переводящее X в 
X и сохраняющее несмежность, что а (X) представляет собой внутрен­
не устойчивое множество (в работе [3] такое отображение называется 
полным сжато-сохранным). Ясно, что циклы четной длины 11ринадле- 
жат этому классу. Циклы же нечетной длины, как будет указано в 
этой статье, не принадлежат вышеуказанном/ классу. Докажем сле­
дующую теорему.

Теорема 1. Если граф С = (X, 
нечетной длины, то

* (б=)<а2 (б) +

Ս) представлягт

И б)
2

собой цикл

Мы следуем терминологии и обозначениям Бержа [1].
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Доказательство. Пусть X— множество вершин графа G: Х= 
= !х0, »։,•••, Х2*).Так как G- простой цикл, то U—\(xi, xi+i)lxzk^\~x0, 
i О, 1,---,2Л}. Ясно, что a (G) =к. Предположим, что Sc ХХ ^-не­
которое внутренне устойчивое множество в декартовом произведении 

2к
G*. Обозначим через Si = {(х/x/)/(xzх/) £5}, ясно, что 5= U S/.Лег-

ко видеть, что |5/1 < к, |5/| 4֊ ]Sz ։| ^.к для каждого г=0, 1, 2, • • •, 2к 
2*-1

(5м+։ = 50). Отсюда^ |5Z| = (|50|4֊| -5J) 4֊ (|52| 4-15։') 4- • •-4֊ (15^-J 4- 
I -о

4"|5и.֊։1) •՝>- к ,•к-\- • • • -\-к=к2.
а) Пусть |50| -l-ISjt-i| = к — р, где р >0. Покажем, что тогда 

2*-1
15/KF-p.

Предположим, что ։։—первый наименьший четный индекс, для кото- 
рого.|5/,К к |50|. Из выбора гг следует, что j5/,-2|<- к— |50| и |5/,֊i 1-<|50], 
в силу того, что |5/,-2 14՜ |5/,_i;|< к. Пусть |5/, |= к— |50| — qlt где ф>0, 
тогда

|5/,-i |4- |5/, | С |50| 4֊ к — |50|— qx = к — qx.
Если /2—второй по величине четный индекс, для которого 

|А։|<*-|50|-ф, 

|5/,|= к — |50|— (ф4*ф). (ф>>0), 
то

|5/,-2 | >■ к |5П| qx, |5/,_j | |50| 4՜ qi 
|5/,_i |4-|5/,|< |50|-гдг4-&—150|—qx- q.,= k~q2

и т. д.
Пусть 7г—последний по величине четный индекс, для которого

|5/J<Z: —|50|— Зф,
I »1

|5,J = к — |50|- (ф^-0),
Z-1 

тогда

|5/,-2|>Л-|50|֊2ф,
Z-1

|5/г-1| < |50| 4- 2 ф, 
f=sl

I*?։#-4+1*5։<l^ol+ 2 Ф 4- к — |S0| — 2 qi = k—qe.
/=1 /=1
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Заметим, что 2 7/ > р, 
1-1

г*-1 г <•
2 |51|<£(Л-е)+ 2 (к-д,) = кг-ек+ек-^ д,<к2֊р. 
/֊֊о /=1 /=։

Отсюда 
2* 2*֊1
21511=2 !5/| + |52*|<Л9->з+|52*|. 
/-0 1=0

Но |52*|-С к — тах (|501, |52«..1|). Из того, что |50|+|52*֊1|՜^ р следует

. ”/Х I Д*-таХ (1^01, |*$»-1|)] =
|«\>! НО2Д__| |-Л—р

к--—— , если к—р четно;
2

, к—р+1 /к------- если к—р нечетно.
2

Тогда

|52*|<

к+р
2

к+р—1 
2

если к— р четно,

если к—р нечетно.

։* к՞—р 4- = к* + -—— , если к—р четно,
£ |5,|< 2 2
1 " к։ п-1 ^+р— 1Л । —Р — 1 ։л ~Р ,------ - -----= Аг-|-------- - ---- , если к—р нечетно.

к- + ^-Р 
2

если к—р четно,
|3|<

к? + — если к — р нечетно.

Из последних неравенств (*) получим

15«

шах (к2 + —2-\= кг+ —
р>о \ 2 / 2 ’

мах (кг + = кг +
р>о \ 2 / 2 ’

если к четно

если к нечетно.

б) Пусть |50| + |52*_1|= к 4- р (р>0), тогда 152*| тах (|50Ь
|52*-1|), и '

151 + 15 [*Г*тахтах
к-

2
, если к+р четно,

г. ,к--------—, если к+р нечетно,
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т. е.

'|5«| <

к— р— - , если
2

к—р—1 —----- , если
2

к-\-р четно,

к-\-р нечетно.

В случае б)

|5|<

215/КР, а 
/—О

Л2 4֊ —> если &+р четно,

,2 . к—р—1 , .
Аг Н------- - -----, если к+ р нечетно.

Получилась такая же оценка, что и в случае а) (*). Но а ((7։)= гпах |5|. 
ХОХхХ

Так как ч{С) = к, то легко видеть, что полученные неравенства (**) 
эквивалентны неравенству

« «7») < а2 (в) + |

Теорема доказана.
Эта теорема дает верхнюю оценку для числа внутренней устой­

чивости в декартовом произведении простых циклов нечетной длины. 
Возникает вопрос: достижима ли эта оценка? Положительный ответ 
на этот вопрос дает следующая

Теорема 2. Если граф С = (X, П)— простой цикл нечетной 
длины, то

а(С2)=а2(С) + *_( 6) 1 .
2 1

Для доказательства этой теоремы достаточно показать существование 
одного внутренне устойчивого множества 5 с: X >< X в графе С2, для 
которого

|5|= а’(<7) + | “֊^ |.

Здесь обозначения те же, что и в предыдущей теореме, 
а) Предположим, что к = а ((?) — четное число.

(2* \
5 = и 5; ) следующие множества: /—О /

50=((х0х0), (хоха), (х0х4),---, (хох*֊։)};

5Х= ((хрс*), (хх х*+2), (хх х»+4),• • •. (хгХ2*-а)};
52= ((х։ Х2*), (х2 хх), (хг(ха), • • •, (х3 х*-з) |;
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5։- К*։ хк-1), (х,х* ■ ), (х3 х*+з), • • • . (х։Х2*-з)|;

5г*_։ = ((х2* 1 хх), (хи -I х։), (х2»-1 ха),- • (Х2*֊1 х*-։)!;

«$М=((Х2*Х» 1), (х2*Х**з), (Х2» Х*^).* ' •> (ХЛ Х2*-1)|.
Множества 5/ и $/ ц не имеют смежных элементов в графе 6 

для любого 1=0, !,•••, 2/с (52*11 = 50). Это следует из структуры 
множеств 5/ и 5/и

5( — ((х/Х«(/)), (х/ Х( (7) 4.2), (х7Х«(/)<.г),-• (х/X, (/)>*-2) I.
5/41 = ((х/4 I Хе (1)гк), (х/+| Хеи) I к _>), (х/11 л\. (/) *+I ). • • •> (х/ 1 Хе (О 2*-;);.

Здесь индексы х суммируются по модулю 2&4-1. Но каждое множе- 
с к а (С)ство 5/ содержит — =■ —-— элементов.

Следовательно

а (С8)= |5| = (2а (С) М)- — =»2 (Ф +

Теорема для четного £=а (С) доказана.
а) Пусть а (С) — нечетное число.
Тогда возьмем за 5/ следующие множества:

*5о='(хохо), (х0х2), (х0х4),-• •, (хох*_1)|;
51 = ((ххх*ц), (х1х*4з), (х։х*+5),-• •, (ххх։*_2));
•$։={(х2х2*), (х2хх), (х։Хз), - -, (х2 х*-г)|;

5з=!(х3хл)։ (х։х*+2), (х։х*44), (х։Х2Л֊з)};

а(С
2

52*֊1=|(Х2*֊1 х2), (х2*-1 х4), (Х2*_ 1 х։),- • •, (х2*-1 х*-1)|;

5о* = { (хгл Х*+1), (х2*х*4з), (х2* Х*4з), ։ ՛ ', (Х2к Х24-2)),
т. е. для г=0, !,•••, Л—1

52/=|(х2/ х,(2/))։ (хи х,(2/)42),- ■ •, (хг/ х»(2/)4-*-1)};

52/+1=[(х2/ 41 Хе (27)4*41 ), (х2/ + 1 Хе (27) ; *43 ),’ ՛ (х2/+1 Хе (27)424 -з) ! •

Число элементов множества 52 равно—-—, 5з/+1----- - —(г^О,!,--^

•••, Л-1), а 52*- к- 1
2

Ясно, что множества 5/ и 5/ + 1 (/=0, 2к; 5г*41 + 50) не имеют
24

смежных элементов, и множество 5 = и 5/ является внутренне 
7=0
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9 устойчивым. Легко видеть, что |5| = к՜֊г
к-1

или, что то же самое

а(0) = а’ (0 |-
7- ( 0

2

2

Теорема полностью доказана.
Следствие 1. Если С= (X, 0 —простой цикл нечетной дли­

ны, то

а (0)1> а՞ (0 + я"՜2 (б')։ я(0
2

Последнее неравенство вытекает из теоремы 2 и из того, что 
։ (С 7. Н) я (0я (Н} для любых С и Н.

Из этого следствия получается нижняя оценка для 0-прэпускной 
способности канала при нулевой ошибке. По Шеннону

Си= вир -1- 1о£2 я (0). 
л п

Для простых циклов нечетной длины

Со зир 
п
—(а" (04 я" 2 (0՛ 
п \

7(0
2

однако легко видеть, что

зир —1о£./ яп (С) 4֊ а"՜2 (С) 
п п \ |1Тк|)=Т|'’г’(’։('1)+ я(0 

2

Получается
Следствие 2. Для простых циклов нечетной длины

Со> -у 1ога (я’(0+ 7(0
2

Если я (С) =2, т. е. С—простой цикл из пяти вершин (пример Шеннона), то

получаем Со > 1о^։ 5 т. е. известную оценку, полученную Шен­

ноном.
В заключение заметим, что нахождение числа внутренней устой­

чивости простого цикла длины е эквивалентно следующей задаче: 
найти максимальное число не бьющих друг друга королей, которых 
можно поставить на торе, образованном из квадратной доски, имеющей 
, а / е \2е՜ клеток, ото число при четном е равно ( — \ , а при нечетном е:

/е— 1 \2 , е— 1
+ 4

Ереванский политехнический институт 
НМ- К. Маркса Поступило 25X11.1970



392 А. Г. Маркосян

Ա. Դ. ՄԱՐԿՈՍՑԱՆ. Պարզ 9ՒԿ1^րՒ զեկարտյան արտադրյալի ներքին կայունության թ։[ի մասին 
( ամ փոփոլմ)

դվածում .ետազոտված ( 0. Օրեի կողմից |՜Հյ աօաշարկած պարդ ցիկլերի դեկարտյան ար֊ 
ՂՐե 1Ւ Ներքին կայունության թիվրւ Հատկապես շատ կարևոր կ այդ հարցը հետաղոտել կենտ 

Ր ր ի յ ւն ունեցող ցիկլերի դեպքում, քանի որ այդ դասը չի մտնում Շենոնի կողմից նկա֊

րադրված ղրաֆնևրի դասի մեշ։ Նշված դասի համար ստացված է 1 (G3) — Z3 (G) 4“ »(G) 
2

կապըւ Այստեղից ստացվում կ ներքին ղնահատական անցուղու թողունակության համար 
ղրո սխալի դեպքում'

A. G. MARKOSIAN. On number of internal stability of simple cycles of Cartesian 
factors (summary)

The paper invcstigats the number of internal stability of simple cycles of Car­
tesian factors suggested by 0. Ore [4].

Especially important is the problem for cycles of odd length since that class 
does not evter in the class of graphs descrided by Shcnnon.

For this class it is 

internal evaluation for the

shown, that a (G3) |x3(G) + ձճՋ
2

. This leads to the

zero error capacity of a noisy channel.
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Г. С. МИКАЕЛЯН

О СИЛОВСКИХ А(2-БАЗАХ БЕСКОНЕЧНЫХ ГРУПП

В статье вводится понятие силовской АО-базы (обобщение поня­
тия силовской 2-базы, см. [7]), доказываются некоторые теоремы о 
сопряженности таких баз. Часть из этих теорем является обобщением 
известных результатов о сопряженности силовских П и 6-баз, по­
лученных ранее другими авторами.

Автор приносит глубокую благодарность профессору А. Г. Ку- 
рошу за руководство работой.

1 . Пусть 0 = <^2,|а^ЛО>—расщепляемая система силовских 
классов (см. [2]). Легко показать (см. [7]), что в этом случае, если 
мощность 1Л4| множества М больше единицы, то силовский класс 
{2,/а^Л/}, порожденный всеми классами 2», т. е. минимальный 
силовский класс, содержащий все классы 2«, Я; М, будет некоторым 
классом периодических групп. Следовательно, если |Л/|>1, то ставя в 
соответствие силовскому классу, порожденному расщепляемой систе­
мой силовских классов О — ’• С Л/^>, множество тех простых чи­
сел. которые входят в порядок хотя бы одного |2»| я£ЛГ] —элемен 
та*,  мы получаем однозначное соответствие между указанными систе­
мами силовских классов и множествами простых чисел. Такое соот­
ветствие не является взаимно однозначным. Если множество простых 
чисел, соответствующих классу {2х|д £ М} указанным выше образом 
есть П, то обозначим через (2я|я£Л/] класс всех П-групп. Ясно, что 
всегда [2я|я£М\ с. |2а|я £ М\. Теперь для всякого |Л^|^>1 бе­

* Для произвольного классаХ элемент а называется Х-элементом, если (а | < X .

рем такой силовский класс Ал', что
М€^|САл-С|2?|?еА}. (1)

Обозначим А = <^А.у|АА С Му |7У|^>1^>. Пусть задана некоторая группа 
С. Систему подгрупп <\4Я|® С группы С назовем ее силовской 
АО-базой, если

1) . Аа является силовской 2я-подгруппой группы С для всех а£М-, 
2). для всякого М, |-Л/]>1, £ 1У\ £ Ьх.
Если кроме указанных двух свойств имеет место еще
3). С = (А/а£М),

то заданную силовскую АО-базу будем называть полной силовской 
АО-базой группы О.

Если для всякого ^.М, |Л(|^>1, А.у = (2 (А,у= (Е(։|РСА/)}»
то силовскую АО-базу будем называть верхней (нижней) си­
ловской (2-6 а з о й.

353-4
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Понятие --базы из работы [7] совпадает с понятием верхней 
силовской б-базы.

Как уже отмечалось, силовские классы £л’ из (I) можно взять не 
однозначным образом. Следовательно, для заданной расщепляемой 
системы силовских классов б соответствующая ей система к также 
определяется неоднозначно. Упорядочим множество ЭХ у всех таких к 
следующим образом: если к', к" то положим к тогда и 
только тогда, когда для всех П£= М к.\՛^ к։\՛, где к.\ (ку) силов- 
ский класс из к' (к"), соответствующий множеству кк Очевидно, что 
при к'^к" каждая силовская £'б'база будет силовской к б'базой дан­
ной группы. Приведем пример, показывающий, что обратное утверж­
дение не всегда верно.

Сначала сформулируем одну лемму.
Лемма 1.1. Если {{-произвольное множество простых чисел, то 
1) класс всех локально конечных {{-групп будет силовским.
2) класс всех локально конечных и локально разрешимых 

{{-групп будет силовским.
Доказательство просто. Оно проводится проверкой свойств си- 

ловского класса.
Берем теперь знакопеременную группу А3 порядка 60, в которой 

содержатся подгруппы А и В порядков 5 и 12 соответственно. Обо­
значим через £<2,3,5,- и £<2, з, 5> соответственно классы локально 
конечных и локально разрешимых <2, 3, 5>-групп. По лемме 1.1 эти 
классы силовские и для них выполняется условие (1). Обозначим да­
лее £ = <С £< 2, з, б> £'=<£<2, з, 5>>. Система <Д, будет 
силовской £ <^5, <^2, 3^>>-базой и не будет £'<^5, <^2, 3?>^>- базой 
группы А5, так как А5 — {А, В} и Д5 неразрешима.

2°. Лемма 2.1. Пусть -—некоторый силовский класс, С—перио­
дическая группа, А—ее силовская ^-подгруппа, В—нормальная в 
С подгруппа, содержащаяся в нормализаторе подгруппы А. Тог­
да, если в группе С=С/В каждая ^-подгруппа является П-группой 
(см. [1]), то А-АВ/В будет силовской ^-подгруппой в ней.

Доказательство. Пусть А—собственная подгруппа некото­
рой ^-подгруппы А*  группы б. Тогда по условию существует такой 
элемент а*  £ Д*,  а*  £ Л, что а*  (1Да*=Д.  Отсюда для всякого 
элемента а из А получаем

а*՜ 1 аа*  = а1Ь, (2)

где а։ £ А, Ь £ В, а* —некоторый прообраз элемента а*  при естествен­
ном гомоморфизме б—»6. Учитывая следствие 2 из [7], можно считать, 
что Из равенства (2) следует, что элемент а*  содержится в
нормализаторе подгруппы А в б и, следовательно в А. Таким образом 
а*̂Д.  Полученное противоречие доказывает лемму.
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Лемма 2.2. Пусть -—некоторый силовский класс, G—перио­
дическая группа, А—аг силовская --подгруппа, В—нормальная в 
G подгруппа, содержащейся в нормализаторе подгруппы А в G. 
Тогда, если в группе G—GIB каждая ^-подгруппа является N-груп- 
пой, то из сопряженности в группе G силовских --подгрупп сле­
дует сопряженность таких подгрупп в группе G.

Доказательство. Пусть С—любая силовская ֊-подгруппа 
группы G. Обозначим С—СВ В. Так как А — силовская --подгруппа 
группы G (по лемме 2.1), то ясно, что для некоторого g £ G, g՜1 Cg^ 
С А или g 'eg — ab, где а£А, b$B, с £ С, g—некоторой прообраз 
элемента g в G при естественном гомоморфизме G ֊*  G. Из послед­
него равенства следует, что g~x cg^A, т. е. g~x Cg = А, что и тре­
бовалось доказать.

Лемма 2.3. Если периодическая группа G обладает силовской 
LQ-базой <^А„/я£М> с таким силовским нормализатором 8 (см. 
[4J, [7]), что |Д,|я£УИ,, где Д, = А„8/8 является силовской L.u- 
подгруппой группы G — G 8, то !Д,|а ';7И)—силовская L.w-подгруп- 
па группы G.

Доказательство. Предположим, что {А„[я ~ М} <= А, где 
А некоторая Дц-подгруппа группы G. Обозначим S' = Sfl А. Имеем 
ASISa^AIS՛. Отсюда следует, что [?4„|а^ЛГ) 8'/8'—силовская Ди- 
подгруппа группы AIS’. Но A^Lm. Следовательно (Д,|а^ М\ S'=A.

Пусть теперь а^А. Тогда а = a's', где а' £ (Д։|а£ Л/}, s' £ 5'. 
Покажем, что

{s'} = {{$'} ПАК М|. (3)
Из [s'J (;L.u (Д|я £М\ следует, что группа [s') разлагается в прямое 
произведение циклических подгрупп, содержащихся в классах Е«,а^Л/. 
Но каждая А„ содержит все ֊„-элементы своего нормализатора. 
Следовательно (3) верно. Из него получаем s' £ [А|а £ М\ или 
£|А|а£М}. Лемма доказана.

3 . Теорема 3.1. Если периодическая группа G обладает сило­
вской LQ-базсй <А|з 6 с таким силовским нормализатором 8, 
что в группе G=G/S для всякого каждая ^-подгруппа яв­
ляется N-группой и имеет место сопряженность силовских 
£ „-подгрупп, то из сопряженности в G силовских LQ-баз следует 
сопряженность таких баз в группе G.

Доказательство. Пусть —произвольная силов­
ская LQ-база группы G. По лемме 2.2 подгруппы А„ и Вг сопряжены 
для всех а £ М. Следовательно S будет силовским нормализатором 
силовской LQ-базы <^2?аКЛГ>. По лемме 2.1 <\5.,|а(;Л/>, где 
B„ —B„SlS, будет силовской LQ-базой группы G. По предположению 
существует такой элемент g из G, что g~x В„ g = для всех
я^М. Отсюда легко получается, что g~i В„ g= А,, где некоторый 
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прообраз элемента § в С при естественном гомоморфизме Ф С. 
Теорема доказана.

Следствие 3.1. Пусть группа Совладает некоторой полной си- 
ловской Аф-базой с таким силовским нормализатором Ф, что для всякого 
а М в группе Ф = Ф/Ф имеет место сопряженность силовских — ,-под- 
групп, и каждая ^-подгруппа является ТУ-группой. Тогда из сопря­
женности в группе Ф полных силовских Аф-баз следует сопряженность 
таких баз в группе Ф.

Действительно, если мощность \М\ множества М равна единице, 
то все очевидно, если же |Л/|^>1, то группа Ф будет периодической, 
а ее полные силовские Аф-базы переходят в полные в 6 и здесь до­
статочно требовать сопряженности полных силовских Аф-баз группы Ф 
(см. доказательство теоремы 3.1).

Следствие 3.2 (П. А. Гольберг [4]). Если группа Ф обладает 
полной силовской базой с таким силовским нормализатором Ф, что 
группа Ф/Ф локально конечна с условием минимальности, то в Ф имеет 
место сопряженность полных силовских баз.

Действительно, в локально конечной группе с условием мини­
мальности, обладающей полной силовской базой, имеет место сопря­
женность полных силовских баз и силовских р-подгрупп (см. [4]), а 
локально конечная р-группа с условием минимальности будет р-груп- 
пой Черникова.

Пусть П;— некоторое множество простых чисел, /~1, 2,••• и 
П/ П П/ = 0 при 1=!=].

Следствие 3.3. Если периодическая группа Ф обладает силов­
ской 6 = <^П1։ П2, • • • ^>-базой с таким силовским нормализатором Ф, 
что группа Ф/Ф конечна, разрешима и каждая ее П/-подгруппа, г — 1, 
2,•••, нильпотентна, то в Ф имеет место сопряженность силовских 
0-баз.

Действительно, в группе Ф/Ф имеет место сопряженность силов­
ских II/ -подгрупп, /=1, 2, * • •, по известной теореме Ф. Холла (см. 
[8]). С другой стороны, в каждой конечной разрешимой группе имеет 
место сопряженность силовских (холловских) 0-баз. Действительно, 
пусть <Л1։•••, Дп^> и Вп>— силовские (холловские) 0-ба­
зы конечной разрешимой группы А. Ясно, что Дп| и [В1г---
• • •, В.,| будут силовскими (холловскими) (Пх 1) • • • и П„)-подгруппами 
группы А. По упомянутой теореме Холла эти подгруппы сопряжены, 
Т։ е՛ 8՜ 1 {А,֊''» А} 8 — 1^1>‘ ‘ '> Вп\ = В, где " £ А. По лемме 2.2 из 
[5] в разрешимой группе В имеет место сопряженность полных силов­
ских (холловских) 0-баз <£-1‘ А^, • • •, #-■ А,^> и <В„ -, Вп>.

Теорема 3.2. Пусть периодическая группа С обладает си­
ловской Ь(^-базой £ МУ с таким силовским нормализатором 
Ф> что в группе О = Ф/Ф имеет место:

1) сопряженность силовских Ь.ц-подгрупп и ^1-подгрупп для 
всех а^М,

2) -^-подгруппы являются /У-группами для всех а^М,
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3) подгруппы каждой ее силовской LQ-базы порождают силов- 
скую Ь.ц-подгруппу.

Тогда из сопряженности полных силовских LQ-баз группы 
где Ai — Ai SIS, следует сопряженность силовских 

LQ-баз группы G.
Доказательство. Берем произвольную силовскую LQ-базу 

<5,группы G. По лемме 2.2 ее силовский нормализатор 
совпадает с S и согласно лемме 2.1 <.&՛’№•£.№'>, где Bi=B„ S/S, 
является силовской LQ-базой группы G. Следовательно (В, |а £ тИ) — 
силовская Ли-подгруппа группы G. По предположению подгруппы 
{Д,|а£ М\ и {5,|а £ М} сопряжены в G, т. е. существует такой эле­
мент х (; G, что

х-1 {В.|а е М\ X ={Д,|а € ЛГ}.
Отсюда следует, что для всякого существуют та­

кие а^ {A-I^M], s^S, что х՜1 bx= as, где х— прообраз элемента 
х в G.

Покажем, что
$СДГ0([Д։|а£М). (4)

Действительно, пусть а^ [Д։|а£ М\. Тогда существуют такие 
а»£.<4,А, к—!,-••, nt, что a = a1---a/n. Отсюда, для всякого з (; S 
имеем

s-1as = s՜1 a։ s-• ■ s-1ams. (5)
Но для всех s^Na {Ai). Следовательно правая часть равенства 
(5) содержится в {Д,|а^Л/| и, тем самым, (4) доказано. Теперь из 
(4) следует, что as и следовательно х~^'Ьх содержатся в нормализа­
торе подгруппы в G. Но по лемме 2.3 {Д,|а £ М]—силов­
ская Л.и-подгруппа в Си ! Ь | £ L и (значит и {х՜ 1 6х| £ L.h). Отсюда 
следует, что |х_] 6х| С |Д,1а £ М\, т. е. х՜1 М\ х = М\.
Обозначим

А = {Д.НЛО^х-1 {Bi\a^M} х=(х֊] ВаХ^М).

В группе A=AS/S полные силовские LQ-базы и
<^х 1 .&х|а £ ЛР>, где x = xS, сопряжены. Отсюда, как и в теоре­
ме 3.1, нетрудно вывести сопряженность силовских LQ-баз <^Дч|а 6 ЛГ> 
и <^Ва|а(;ЛГ> в группе G. Теорема доказана.

Следствие 3.4. Если периодическая группа G обладает силов­
ской П-базой с таким силовским нормализатором S, что группа G/S 
конечна и в ней имеет место сопряженность силовских П-подгрупп, то 
в G имеет место сопряженность силовских П-баз-

Действительно, во всякой конечной труппе имеет место сопря­
женность силовских р-подгрупп и полных силовских баз, а подгруппы 
силовской П-базы порождают силдвскук} Л-подгруппу.
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4°. Пусть С — расщепляемая система силовских
классов. В работе Б. Й. Плоткина [2] группа названа (^-разложимой, 
если она разлагается в прямое произведение своих ֊■>-подгрупп, ■■ (; М. 
В этой же работе (для более широких классов групп), показано, что 
подгруппа и фактор-группа (^-разложимой группы также (2-разложимы. 
С другой стороны, произведение двух (^-разложимых инвариантных 
подгрупп произвольной группы опять (^-разложима, (^-разложимо и 
объединение возрастающей последовательности (^-разложимых под­
групп. Следовательно, в любой группе С существует единственная 
максимальная (^-разложимая нормальная подгруппа, которую назовем 
ф-ра ди калом данной группы и обозначим через Лд(С).

Как известно (см. [9|, [2]), максимальная нормальная ' -подгруппа 
(Е-радикал) произвольной группы, где 2 — некоторый силовский 
класс, совпадает с пересечением всех силовских Е-подгрупп этой груп­
пы. Отсюда следует, что ф-радикал Ед (6) группы С совпадает с 
подгруппой, порожденной всеми подгруппами 7?,, где А’, -■.-радикал 
группы (7. Но <2—расщепляемая система силовских классов. Следова­
тельно Кд (6) совпадает с прямым произведением подгрупп Е,, т. е.

/?0(б) = П Е,.

Для дальнейшего полезно заметить, что если группа С обладает 
силовской £(2-базой , то

/?о(С) = {А|а<7И).
Лемма 4.1. Если группа С обладает С?-разложимой подгруп­

пой конечного индекса, то она обладает и (^-раз ложи:•ой инвари­
антной подгруппой конечного индекса.

Доказательство. Пусть А ф-разложимая подгруппа конеч­
ного индекса группы 6’. Обозначим

5=Пх 1 [М7 (Д)] х.

Ясно, что подгруппа 5 нормальна в (7 и имеет конечный индекс в 
ней. Подгруппа С — А П 5’ (^-разложима и нормальна в 5. Следова­
тельно С Ед (5). Но С обладает конечным индексом в (7, такой бу­
дет и 7?о(5). С другой стороны, 7?с(5) нормальна в (7 и, тем самым, 
будет искомой инвариантной подгруппой.

Лемма 4.2. Пусть <^Д,|а£ М^> и <7?5|а£ЛГ> — силовские 
Ь(2֊базы группы в, а в'=\Ал, Вл\а£М} и С'=С'/Кд(.С)— соответ­
ственно локально конечная и конечная группы. Тогда из сопря­
женности силовских 1.(2֊ баз во всех конечных подгруппах группы С 
следует сопряженность в ней заданных силовских Ь(^-баз.

Доказательство. Из конечности группы С следует, что су­
ществует только конечное число а (скажем «!,•••, а„), для которых 
Аа и Ва не являются нормальными в (7. Группы
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А,,Кд (С)/Кд(С) =։ А^/А^ ПКд(С), В,, Кд (С)'՛ Кд (6)~В։,/В1г пЛ<?(6) 

конечны и Ац П Кд((1) = Вц Л /?<-Дб). Обозначим Л,( Л Кд (С) =■ Н1. 
Ясно, что существуют такие конечные подгруппы А(1) и В1п, что

А,, = А(1> Н/, В^В^Н,, ։=!,•••, п. (6)

Берем в конечной группе О = {Аа), Ви)\ ։=1,-• •, п} некоторую силов- 
скую -»^подгруппу Д(/), содержащую А<'). Пусть а£Л(,). Тогда [а|£ 
V5-’/ и

{а, А,, \!Н1 = {а, АО] Н, /'Н, ~ {а, А^}/{а, А<0) П Н/. (7)

Следовательно {а, 4։/)^Е,р г. е. а£Ау. Аналогично получаем, что 
В(՝^_ В-,,, где В(/) — силовская Е։/-подгруппа группы -О, содержащая 
В(,). Далее, если А, £>։—две силовские 2«-подгруппы группы £>, а £ 

Л/, а=/=а1։- • •, оп> то £),, й, СС։, где С, — силовская Е„-подгруппа 
в С. Мы получаем, что для указанных а силовские Е.-подгруппы груп­
пы 2) единственны. Обозначим для а £ М такую подгруппу через Д, 
(для некоторых а возможно и £Х=1). Из сказанного следует, что 
системы подгрупп

<Д<'>, п>, <В(/), Да|г = 1,-• п>
будут силовскими ЛДбазами конечной группы О. Следовательно су­
ществует такой элемент что

= К1\ /=1,- ■ •, п.
Покажем, что элемент с/ трансформирует базу < Л4^> в

базу <^В,|а£ЛД>. Действительно, пусть ау £ Аа/. Тогда из (6) сле­
дует, что а/ = а. А/, где а'։ ~ А2/, А, . Имеем 1 а/ <1 = (</-1 а( <1) X 
Х(</՜’ А)<1). Ясно, что </՜*  а/ <1~х кк^Н). Но В'Х^В%1, Н1^_В<ц. 
Следовательно, </-1 а/В^, т. е. для всех г = !,•••, п с!~хА ч с1—Ва1. 
Так как для любого а^М, а =£а1(-■ а„ й, то с/՜1 С, (1 — С*.  
Лемма доказана.

Следствие 4.1. Пусть локально конечная группа С обладает 
(2-разложимой подгруппой конечного индекса. Тогда из сопряженности 
во всех конечных подгруппах группы С силовских £<2-баз следует со­
пряженность таких баз в группе С.

Действительно, по лемме 4.1 группа 6 обладает (^-разложимой 
инвариантной подгруппой конечного индекса. Остается применить лем­
му 4.2 к произвольным двум силовским £(?-базам группы О.

Пусть (2=<Е։|а^Л/^>—расщепляемая система силовских классов. 
Для всякого 1 взяв в качестве Е„ класс всех ра-групп, где р» 
простое число и =/= рз при а =/= ,3, приходим к понятию В (П)-под- 
группы (В (П)-радикала) группы, где П — множество всех а Л/ 
(см. [6]), т. е. такой подгруппы (максимальной инвариантной подгруп­
пы), которая разлагается в прямое произведение своих ра-подгрупп.
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Аналогично определяется 6-разложимая подгруппа, где О —<.П։, П,,- ■ • 
П<—некоторое множество простых чисел, ։"=!> ПРИ 1 /
ПП/ = 0.

Следствие 4.2. Если периодическая локально разрешимая 
группа С обладает 6-разложимой (5 (П)--разложимой) подгруппой ко­
нечного индекса, то в ней имеет место сопряженность силовских &-баз 
(П—баз).

Лемма 4.3. Если локально конечная группа С обладает (^-раз- 
ложимой подгруппой конечного индекса, и если в каждой ее конеч­
ной подгруппе-, а) имеет место сопряженность полных силовских 
ЬС^-баз, б) подгруппа, порожденная всеми членами любой ее силов- 
ской Ь(2֊базы является силовской Ь.ч-подгруппой, то в группе С 
имеет место сопряженность полных силовских Ь(^-баз.

Доказательство. Пусть силовские ДС^-базы А, |а ֊ М~> и 
<^Д, |а ЛД> являются полными для группы О. Тогда ясно, что С^Е.ч. 
С другой стороны, мы имеем силовские Д(?-базы <С А(1), и 
<^ДУ), конечной группы О (см. лемму 4.2). По предположению б) 
подгруппы {Д(П, Да] И (ДУ), Ра} являются силовскими Ди-подгруппа­
ми группы Д). Но С. Следовательно Д>,} = |ДУ), О*}  ~ И и 
вышеупомянутые базы будут полными для Д). По предложению а) они 
сопряжены. Далее как в-лемме 4.2.

Следствие 4.3. (31опеЬе^ег [10]). Если периодическая локаль­
но разрешимая группа О обладает локально нильпотентной инвариант­
ной подгруппой конечного индекса, то в ней имеет место сопряжен­
ность силовских баз.

Лемма 4.4. Пусть в каждой конечной подгруппе локально ко­
нечной группы С имеет мгсто а) сопряженность полных силовских 
Ь()-баз и силовских Ь.ч-подгрупп, б) подгруппы каждой ее силовской 
ТО-базы порождают силозскую Ьч-подгруппу. Тогда, если С обла­
дает (^-разложимой подгруппой конечного индекса, то в ней имеет 
место сопряженность силовских ЬС^-баз.

Доказательство. Из условия б) следует, что подгруппы 
{ДУ), £).} и {ДУ\ (см. лемму 4.2) будут силовскими Ди-подгруп­
пами конечной группы Д>. По предположению а) они сопряжены в Д), 
т. е.

х֊1 {ДУ>, Д)«} х = \х֊^ х, £>։}={4У>, А, 

где А^П, х££). Мы получаем полные силовские Д^-базы <ДУ), Д)։^> и 
<՝֊х 1 ДУ) х, Д),^> конечной группы А. По предположению они сопря­
жены. Далее как в лемме 4.2.

Следствие 4.4. Если локально конечная группа П обладает 
֊5 (П)-подгруппой конечного индекса и в каждой ее конечной подгруп­
пе имеет место сопряженность силовских П-подгрупп, то в б имеет 
место сопряженность силовских П-баз,
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5 . Пусть б -<1\|а£Л/>—расщепляемая система силовских клас­
сов и б' = <Г-а[3^/'*с:  ЛО> —ее произвольная подсистема.

Лемма 5.1. Пусть и <^В?|3 — силовские 1Х£-
базы группы С. Группа С'={А$, В-Х} ֊Г} локально конечна, а ее об­
раз б при естественном гомоморфизме С-*С!Ид(С)  конечен. Тогда 
из сопряженности в любой конечной подгруппе группы (л силов­
ских ЬО -баз следует сопряженность заданных баз в группе С.

Доказательство. В силу изоморфизма

б'/?о(б)//г(?(б)^ с/о' п /?<? (6) =6'

группа С конечна. Следовательно существует только конечное число 
для которых А$ не нормальна в С. Далее

Д? П {(л П В<) (б)) = П (6՜ П 5<?(б))
и здесь получаются равенства вида (6). Далее как в лемме 4.2.

Следствие 5.1. Если локально конечная и локально П-отде- 
лимая (см. [6]) группа обладает 5 (П)-подгруппой конечного индекса и 
П' ? П. то в ней имеет место сопряженность силовских П'-баз.

Действительно, в любой конечной П-отделимой группе имеет ме­
сто сопряженность силовских П'-баз по известной теореме Гольбер- 
га (см. [3]).

Лемма 5.2. Пусть С—некоторая группа, <СДа|а£-ЛО> и 
<7?,|а£ М~^> — ее силовские ЬО-базы и <^До|а^ЛО> обладает конеч­
ным числом сопряженных в С. Тогда если группа {А,, В^а^М] 
локально конечна, то группа {Ал, Ва\а.£М]/Вс) (С) конечна.

Доказательство. Ясно, что для каждого Аа обладает 
конечным числом сопряженных в б. Тогда по лемме 2 работы [2] 
группа {А,,В^\/к„ конечна. С другой стороны, конечна и группа 
\А,/я^М\ В/В, где 5—силовский нормализатор силопской £<2-базы 
<^Д,|а £ ЛГ>. Но А*  С 5 влечет нормальность Д, в б. Действительно, 
из5<б следует, что для всякого элемента из 6 А-,% В. Но

А, Следовательно, так как 5^УУо(Д,) и Аг содержит все
-элементы своего нормализатора, £-1Д,#=Д։. Таким образом, су­

ществует только конечное число таких а, для которых Д։ не является 
нормальной в б. Остается заметить, что {Д,, Вг\1^М\ локально ко­
нечна.

Лемма 5.3. Пусть в группе С силовская Ь(2-база <^Д,|а£Л/^> 
нлгеет конечное число сопряженных и группа б' = {Д„ 5,1а£Л/)։ где 

В-Х*  £ М>—некоторая силовская Ц^-база в С, является локально 
конечной. Тогда из сопряженности силовских ЬС^-баз в каждой ко­
нечной подгруппе группы С следует сопряженность е ней задан­
ных баз <Да|а£7И> и <^В,1а £ М^>.

Доказательство. Нужно воспользоваться леммами 5.2 и 4.2.
Следствие 5.2. Пусть локально конечная группа б обладает 

силовской £(?-базой с конечным числом сопряженных. Тогда из сопря­
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женности силовских LQ-баз и каждой конечной подгруппе группы 
следует сопряженность Таких баз в самой группе G.

С ледствиб 5.3. Если периодическая локально разрешимая 
(локально конечная и локально П-отделимая) группа G обладает си- 
.ловской <М5азой (П'-базой, П'^П) с конечным числом СОйрйженных, то 
л ней имеет место сопряженность силовских 0*баЗ  (П -баз).

6°, Теорема 6.1. Пусть периодическая группа G обладает 
сило&ской LQ-базой с таким силовским нормализатором֊ S, что 
группа G/S локально конечна с Q-разложимой подгруппой конечно­
го индекса, и каждая ее ^-подгруппа является N-группой для 
всех а £ М. Тогда из сопряженности в каждой конечной подгруппе 
группы GIS силовских LQ-баз и ^-подгрупп для всех следует 
сопряженность силовских LQ-баз группы G.

Доказательство. В силу следствия 4.1 в группе G—GS 
имеет место сопряженность силовских LQ-бвз. Покажем, что в ней имеет 
место также сопряженность силовских S»-подгрупп для всех г -М. По 
лемме 4.1 в G существует Q-разложимая инвариантная подгруппа Н 
конечного индекса. Обозначим через /7» силовскую Е„-подгруппу груп­
пы Н. Ясно, что она будет характеристической в Ни, следовательно, 
На <։ G. Пусть теперь Л, и Ва—любые две силовские 2,-подгруппы 
группы G. Мы имеем

AaHfH^ Аа/Аа П Н = А,/На, BaHfH^BalBa П Н = В^На.
Но группа G)H конечна. Конечны, следовательно, и группы А, Нл и 
Bal На. Ввиду локальной конечности группы G существуют такие ее 
конечные подгруппы А1 и Вх, что Аа=АхНа, Ва=ВхНа. Обозначим 
D={AU Пусть А'х и В\— силовские £а-подгруппы конечной 
группы D, содержащие соответственно Ах и Вх. Тогда А[ В\^ Ва. 
Действительно, пусть, например, а£Др Тогда ввиду изоморфизма

(а, Аа}/На ■= (а, Ах} На/На ~ 1а, Ах]/\а, Л։) ПН*  
получаем, [а, т. е. а^А,, так как Аа—силовская Еа-под-
группа в G. Теперь, по предположению g~' А\ g = В\ для некоторо­
го g^D. Тогда для всякого а£Аа имеем а=ах h, где а&А., h^Ha или 
g~'ag=(g՜1 axg)(g~x hg) и, так как g՜1 aL g Ç Bjç^B, и g՜1 hgÇHaÇ^Ba, 
то g՜1 Aa g=Ba. Таким образом, для группы G выполняются все ус­
ловия теоремы 3.1. По этой теореме в G имеет место сопряженность 
силовских LQ-баз.

Здесь можно привести некоторые следствия о сопряженности 
силовских 6 и П-баз. Например

След ствие 6.1. Если периодическая группа Совладает силов- 
ской П-базой с таким силовским нормализатором 5, что группа GIS 
локально разрешима с локально нильпотентной подгруппой конечного 
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индекса, и каждая ее р-подгруппа для всех р-П является УУ-группой, 
то в б имеет место сопряженность силовских П-баз.

Теорема 6.2. Пусть периодическая группа С обладает си­
ловской 1Л^-базой с таким силовским нормализатором 5, что груп­
па С С5 локально конечна с (2՜ разложимой подгруппой конечного 
индекса, и каждая ее ^-подгруппа является П-группой для всех 

Тогда, если в каждой конечной подгруппе группы С имеет 
место а) сопряженность полных силовских Ьф-баз, силовских Ьм и 
^,-подгрупп для всех я£ЛГ, б) подгруппы каждой ее силовской Ьф- 
базы порождают силовскую Ьм-подгруппу, то в С имеет место со­
пряженность силовских Ц^-баз.

Доказательство. Как и в предыдущей теореме здесь дока­
зывается, что в группе б имеет место сопряженность силовских 

-подгрупп для всех Покажем, что в ней имеет место сопря­
женность силовских Дц-подгрупп. Пусть А и В —две такие подгруппы, 
а Н (^-разложимая инвариантная подгруппа конечного индекса группы 
б (см. лемму 4.1). Ясно, что Н^. А, Н(=.В.

Так как подгруппы А/Н и В/Н конечны и А и В локально ко­
нечны, то существуют такие конечные подгруппы Дх и Ви что 
А — АгН, В^В^Н. Обозначим П = {А1, 5։). Пусть А'х и В\ — силов- 
ские Дн-подгруппы в О, содержащие Аг и Вг соответственно и а^Дх. 
Тогда в силу изоморфизма

(а, А\!Н^{а, А^а, Д։} (\Н 
получаем {а, Д)£Д.н или а £ А. Следовательно А\^ А, В'^В. Но по 
предположению А'х и В\ сопряжены в И. Отсюда как и в предыдущей 
теореме получаем сопряженность подгрупп А и В.

Покажем, что подгруппы каждой силовской Дб-базы группы б 
порождают силовскую Ди-подгруппу. Пусть <Д,|я £ М^>—силовская 
Дб-база в б и {Да|я£Л/| С Д£Ди. Как уже отмечалось, из конечности 
группы С’Н следует, что существует только конечное число таких а 
(скажем 04, •••, я„), что Да не нормально в б. Ясно, что для всех 

п группа А^Н/, где Н1 =Д7/ П Н конечна. Следовательно, су­
ществует такая конечная группа А(!\ что Да/=Д(,) Н։. Отсюда получаем 
Д7/ Н = Д(/>Н и |Д։|я£М) = (Д^|/=1,- • •, п} Н. Далее из конечности 
группы А)Н следует, что А—АгН, где Д։—конечная группа и можно 
предполагать, что |Д(,,|։=1,• • •, п|^Дх.

Пусть теперь Д(,>—силовская Еа/-подгруппа группы Д1։ содер­
жащая Д(/\ Тогда, если я£Д('\ то в силу изоморфизма (7) 
{а, Д«/)62«։ или а£Аа/. Таким образом, система подгрупп <^Д(,\ 
Д.|я£М, а^=а/, г = 1,---, п>, где Д>։—силовская Е .-подгруппа группы 
Д։, будет силовской Дб-базой в Дх. Но Дх£Ди. Следовательно, по 
предположению б) (Д(/), бв|я^ЛГ, а=^=а;, г = п)=Д1. С другой сто-
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роны, и Я,СА„ т. е. А.С |Д,|а£Л/|. Но и №{Д,/а Л/}.
Следовательно А = А^^А^а £ Л/} и {Д,|а^Л/)—силовская Ди-под­
группа в группе С.

Покажем, наконец, что в группе {Д.|։ ■< М} имеет место сопря­
женность полных силовских £<2-баз. Так как С локально конечна, то 
такова же и [Д,|а£Л/!. С другой стороны, [Д,|а {Д»|а
£ Л/}/{Д.|а Е М} П Н. Следовательно, [4«!« С М} П Н- (^-разложимая под­
группа конечного индекса группы {Д։|а-Л/}. Для группы {Да|а£Л/} 
выполняются все условия леммы 4.3, По этой лемме в ней имеет 
место сопряженность полных силовских ДО-баз. Та<им образом, для 
группы (7 справедливы все условия теоремы 3.2.

Приведем одно следствие о сопряженности силовских П и б-баз. 
Следствие 6.2. Пусть периодическая группа (7 обладает си- 

ловской П-базой с таким силовским нормализатором 5, что С 3 ло­
кально конечна с локально нильпотентной подгруппой конечного ин­
декса, и каждая ее р-подгруппа является /У-группой для всех р £ П. 
Тогда, если в каждой конечной подгруппе группы (7/5 имеет место 
сопряженность силовских П-подгрупп, то в (7 имеет место сопряжен­
ность силовских П-баз.
Ереванский армянский педагогический 

институт им. X. Абовяна Поступило 15.XII.1970

Լ, U. ՄԻՔԱՅԵԼՅԱՆ. Սի]ովյան LQ -թազաների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում մտցվում է սիլովյան LQ -բազայի գաղափարը (սիլովյան Տ- բազայի ընդ­
հանրացում t տես [7]^» Ապացուցվում են թեորեմներ խմբերի ԼՀ^-բազաների հ ամ ալուծութ յան 

վերաբերյալ, որոնցից մի քանիսը սիլովյան П ե. 0- բազաների համ ալուծության վերաբեր յա/ 
Բերի, Գոլրերդի Ա Ատոնեհեվերի որոշ հայտնի արդյունքների ընդհանրացումներ ենւ

H. Տ. MIKAELIAN. On Sllov LQ-baeee of group  (summary)*

The concept of Silov £Q-base is introduced, which generalises the notion of 
Silov S-base, and some theorems on conjugation of such bases are proved. Some corol- 
larys on conjugation of Silov П-bases follow. In part these thaoren are generalisations 
of known results on conjugation of Silov П and 0-bases.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕ МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մաթեմատիկա \ՀԼ յՎօ 5, 1971 Л1ЯТСЫ8ТИКЭ

К. И. ОСКОЛКОВ, С. А. ТЕЛЯКОВСКИЙ

К ОЦЕНКАМ П. Л. УЛЬЯНОВА ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
МОДУЛЕЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ

1°. Если функция /(0€^'(0> 1)> Кр<э’. то ее интегральным 
модулем непрерывности в метрике Ьр называют функцию

1-Л 
г Г 1,1р

шр(3, /)=зир 1/(*)-/«+Л)1'<« , 0<3<1.
0<Л<6[J I

(I

При исследовании вложений классов функций П. Л. Ульянов 
опирался на следующие установленные им оценки для интегральных 
модулей непрерывности (|1], лемма 6; [2], леммы 4 и 4')

(1»1 4՜ й)
\ п / у

и при р^>1

тР ( п ’ 2 + -^л
1+2՜ ”

где

Сп(/)7Ж^ 1/(0 ™

Л„(/)т=5ир |С 1/(01 (11 — зир С 1/(01 л) (4)
яс|о, ]] (,] £,а|о, ։].՛£ 3 ]

РП-Л в ,Й։1_Е л.

и п=2, 3,•• •. Заметим, что константа в оценке (2) удовлетворяет 
неравенствам

1 . 1 / 19 < 2+1_ < 5 ‘
1+2 р

Мы показываем здесь*, что в оценках (1) и (2) константа может быть 
1увеличена до —. С другой стороны, в качестве константы в этих

Результаты п. 2 получены первым автором, п. 3—вторым.
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неравенствах нельзя взять 1, точнее, нельзя взять величину, большую

Указанное увеличение константы усиливает некоторые результа­
ты П. Л. Ульянова. Например, случай 1) теоремы 1 из работы [2] 
приобретает такой вид: если ? (/)— четная неотрицательная и неубы­
вающая на [0, о.) функция и / (/) £ (0, 1), то

В |2] в 
жителя

В

?(/Ю)Л < V 2~лф(3-2лш1 (2-л,/)+2|Л4(о,1)).
и л=!

этой оценке вместо множителя 3 стояло 9. Эта замена 
оказывается существенной для быстро растущих ?.
самом деле, для <р (^) = е'Л П. Л. Ульянов ([2], стр. 114)

мно-

дока-
зал, что если для достаточ! о малых о справедлива оценка

01j (s, /ХСо log -7 , О

ОО, (5)
о

а при С=1 этот вывод сделать уже нельзя.
Теперь мы можем утверждать, что (5) имеет место и при

С Остается неизвестным, для каких С, удовлетворяющих усло­

виям—С <1, сохраняется это свойство.
3

2 . Теорема. Имеют место оценки (п=2, 3,••■)

ш. (6)

и при р^>1

и Fn(f). (7)

Поскольку для модулей непрерывности 
(см. [1], лемма 5)

справедлива оценка

шр (s, /) > wp (3, |/|),
a Gn (/) и Fn (/) зависят только от модуля /, то достаточь о 
читься рассмотрением неотрицательных функций /.

ограни-

При доказательстве теоремы мы будем опираться на следующие 
предложения.

9
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Лемма 1 (П. Л. Ульянов [4], лемма 3). Пусть (0> 1)> 
1֊^р<^оо։ а функции фл (/) определены равенствами

“f"' fc+l\
Фл(0=Л /(«) dx при

kin
(А=0,1,---, л—1; n=2, З,-’-)- (8)

Тогда

Лемма 2 (П. Л. Ульянов [1], оценки (2.9) и (2.10)). Если 
ф„ (0 ֊ ступенчатая функция, принимающая постоянные значения 
на интервалах ~\ ^=0։ 1>'֊’> л—1» 7710

\ п п /
ш։ /±։ фЛ>Сл (фл) (10)

\ Л /
и при р^>1

">р (—, фл՝)> л Еп (фл). (И)
\ л /

Лемма 3. Если1/(0, 1), “ функция фл (/) опре­
делена равенствами (8), то

Доказательство леммы. Пусть 0 СЛ<—՛. Тогда 
л

Отсюда при р = 1 видим, что



К оценкам П. Л. Ульянова 409

А для р^>1 из (13) с помощью неравенства Гельдера получаем
*+_1

Л

Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Пусть / (#) ~ Ер (0, 1) и функ­

ция % (#) определена по формулам (8).
Рассмотрим сначала р =1. Пусть Е и Еу—произвольные непере- 

сскающиеся подмножества отрезка 10,1], мера каждого из которых 

равна —. Тогда 
п

| /(0

1
< | фя (0 <н- у фя (0 Л+ у |/ (0 ֊ фя (01 л. (14)

е Е, о
С помощью неравенств (10) и (12) находим, что

Подставим эту оценку в (14) и воспользовавшись оценкой (9), получаем

/(0 <11 — /(0 Л < За»! • 
Е Е,

Отсюда в силу произвольности множеств Е и Ег вытекает оцен­
ка (6).

Пусть теперь р^>1. Из определения величин Гп следует, что

Еп (/) = Г* (’?») + 5иР I I/ (0 — (01 Л. ' (15)
ЛС|0, 1] ) 

А

Для первого слагаемого правой части формулы (15) в силу (11) и 
(12) имеем

353-5 
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а второе слагаемое огеним с помощью неравенств Гельдера и (9).

sup С|/ (/)— фя (f)| У (0 О
Ая(0.1| J \п/
՝д|-г А

Таким образом, из (15) следует оценка (7). Теорема доказана.
3°. Получим оценки сверху для наилучших констант в неравен­

ствах вида (1) и (2).
Для каждого л>2 определим на [0,1] функцию ?я (/) следующим 

образом: фя (/) = 1, если fÇlo, — I U I —— , — |>ифя(0.= 0—для ос-
I 4л ! I п 4л ] 

тальных значений t.
Так как функция фЛ (0 отлична от нуля только на множестве ме-

1ры —, на котором она равна 1, то 
п

Gn (фя) = Гп (фл) — • п
(16)

Найдем теперь (—г фл\ Для этого заметим, что в силу оп-
\ п /

ределения функции фя, интеграл
1-л

/(А) = С 1фл(0֊?л (*+Л)Р’<И

является линейной функцией от А, когда h принадлежит отрезкам

—----, у- , г=1, 2, 3, 4, Поэтому верхняя грань sup / (А) равна на-L 4п 4л J о<л<4

ибольшему из выражений J (—), г=1, 2, 3, 4. Но как легко подсчи- 
\4л/

тать, = A, = 2, а j(±\ = з есАИ п>2,
\4л / \4л / 4л \2п / 2л \ л / 4л

и J (—~ при л=2. Таким образом 
\ л / 2л

/ i \ /3 \։*
’V = ■ (1”

Отсюда и из (16) заключаем, что наилучшая константа в нера-

(3 \ lfp
—/
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Несколько лучшую оценку для этой константы, а именно 5 
7/

дает функция, равная 1 на отрезках 

и равная 0 в остальных точках. В

[о Ճ1 9 JLLI и Г J_ 21,
[ '7п 14п ’ 14nJ I n ’ In.
этом нетрудно убедиться e по­

мощью аналогичных подсчетов.
Математический институт 
им. В. А. Стеклова АН СССР Поступило 20.1.1971

Կ. Ի. ՕՍԿՈԼԿՈՎ, Ս. Ա. ՏԵԼՑԱԿՈՎՍԿԻ. Պ. Լ. Ոէլյանովին պատկանող անընդհատության 
իհտեդրալ մոդայի դնահասւականների մասին (ամփոփում)

ճյգրտվամ է Ուլյանովին պատկանող անընդհատության ինտեգրալ մոդուլի համար հաստա֊ 
տուն արմն քների գնահատականները ներքևից։

K. 1. OSKOLKOV, s. A. TELIAKOVSKL On the P. L. Ul'janov'e eetlmate, 
of the Integral moduli of continuity (summary)

The values of constants are sharpened from below in the P. L. Ul'janov’s esti­
mates of the integral moduli of continuity.
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В. В. ВОСКАНЯН

ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ В ТЕОРИИ 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ АНАЛИТИЧЕСКИХ

В КОЛЬЦЕ ФУНКЦИЙ

Пусть К есть открытое кольцо в комплексной плоскости, огра, 
ниченное окружностями T\={z: |z| = l} и P, = {z: |z|=f>), 0<р<^1. Обо­
значим через Нр(К), 1<рО, банахово “пространство функций / (z), 
аналитических (и однозначных) в К, таких, что

2к
P/iH' — sup f |/ (re'7 )!'' dt < co, 

p ' 1 J 
о

с нормой !/||. Функции из Н'' (К) имеют почти всюду на I = I ։ U I ? 
граничные значения /(е") и /(ре"), суммируемые с р-й степенью (см., 
например, [1]). Впредь нам будет удобнее пользоваться другой нормой 
f/jp, эквивалентной основной норме

2к 2*
Г С ii/p Г Г С. ,,р

РЛ = 1/(*)|₽ = I/ (<*" )|" dt+ I/ (ре" )Р ?dt •
г 0 о

Аналогично, /7” (ÀT) будет обозначать банахово пространство аналити­
ческих и ограниченных в К функций с нормой

VJ- = sup I/ (z) j = 16-ai max 1/ (x)j.
-f 6 r

Пусть на Г задана функция w (x)ÇL4 (Г), где l/ç+1/p =1. Тогда 
она по формуле ш (/) = J / (х)ш (х) dx порождает на Нр (К) функцио- 

г
нал ш. Обозначим через Sp единичный шар в пространстве № (К) 
1-С Р < оо. В нашей заметке мы хотим построить экстремальную функ­
цию f*ÇHp (К), дающую норму, функционала ш, т. е. такую, что

=1 и M = SUP 1<П(/)1=1Ш (/*)!»
/6Sp

в случае, когда ш (х) есть граничное значение мероморфной в К с по­
люсами в К функции ш (z).

В работе [5] решалась та же задача для круга. Систематическое 
изучение экстремальных задач такого типа для круга и многосвязных 
областей было проведено в работах С. Я. Хавинсона (см., например, 
[2]» [3], [4] и другие) на основе принципа двойственности. Из этого 
принципа, в частности, следует, что
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к

(и (х) / (х) Фх\

Sun 
/е<

— ։п£
Г^НЦК)

тах| и (х)— с (х)1=Ига!
-.е«' <*»

(1)

(см. [3], гл. II, § 1, пп 2, 3, 4).
Результаты, применяемые в нашем (мероморфном) случае, утверж­

дают (там же, гл. II, 2—1, 3—1, 4 — 1, 2, 3):
а) При 1<р<ос существуют экстремальные функции /* (г) и 

ь* (г), для которых равенство (1) достигается.
б) Функция <р* (г) единственна, когда /* (г) не постоянна. При 

функция /* (г) единственна с точностью до постоянного 
множителя е'’, а при р=1 может и не быть единственной в этом смысле 

в) Для того чтобы /* (г) и (г) были экстремальными, необхо­
димо и достаточно, чтобы почти всюду на Г выполнялись равенства 
/* (х)[<о (х) — (х)] Их = е'’ и> (х)—(х)|? при 1<^ р <со (2)
и

/* (х) [о» (х) — в* (х)] е/х = е'’>. I/* (х)| с/в при р=1. (3)
Впредь мы будем рассматривать ту экстремальную функцию (г), 
для которой еь=։ в равенствах (2) и (3).

Теорема. Пусть и пусть функция '» (г) аналитич­
на в К за исключением п полюсов , лежащих в К, причем каждый 
полюс засчитывается столько раз, какова его кратность. Тогда 
для функций (х) и (г), дающих решение экстремальной зада­
чи (1), справедливы следующие утверждениях существует п чисел 
а/ £ К таких, что

I. Функция R (х)=<о (г) — <р* (г) имеет единственное представ՜
ленче

п'А. (г)
«И-» п

’Д_!_ (г) '
____

Д, (х)

։/<?

(4)

где знак произведения П' распространяется на все индексы г та­
кие, что а/ £Г, и на некоторую часть оставшихся индексов;

Л«(х) = (х—а) П ~ р2т ՛ 7՜)’ к~^елое‘

II. Функция /* (х) экстремальна тогда и только 
Ц/*Ь=1 и имеет вид

(г) =Иг к 1 П
(г)

Л ] (х) 1

Л1 (г)

А±{г)
Ъ

'г/р

тогда, когда

(5)
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Здесь П" есть дополнение к П' по всем п индексам /. В формулах 
(4) и (5) с нецелыми степенями 2/<? и 2/р взято то значение сте­
пенной функции г', которое равно 1 при г=1.

Ш. а) г£-<0 « 6) п -’’п" Ы =
1 Р/ 1 «/

Замечание. Из соотношения (4) видно, что при р~ 1 возможен 
случай, когда не все я/ будут участвовать в представлении R (z). Эти 
оставшиеся параметры в формуле (5) могут быть выбраны произволь­
но, и функция /* (z) окажется неединственной.

Лемма. Если f* (z) и ?* (z)—экстремальные функции, то су­
ществует п чисел а.1 Q К таких, что имеет место представление

|-|А; (г)-Л2- (z)
L (z)=zf* (z)R (z) = С±------------------------> (6)

ГП>4₽/ (z) Aj_ (г)
։ Ъ

где С—константа.
Доказательство. Так как <р* (z) £ H'f (К), то для 1 < q < со 

|]/? (х)-/г (гх)Ц£?(Г1) - 0 при г - 1-, х£ Гх 
И

|]Я (х) — Я(гх)С4?(Гр)֊» о при Г—14-, Х^Гр.

В случае q = оо

lim sup |J?(rx)K со при х£Г1 
г-* 1 - х6Г|

И

lim sup (гх)К оо при х£Гр. 
r-»։+ .rt=,p

Точно такие же соотношения с показателем р вместо q Тдля 1<р<^ 
<оо и р=со) имеют место для функции f* (z) ввиду того, что 
/* {z)-Hp (К). Отсюда следует, что

|£ (х)—L (гх)||£1(Г1)-> 0 при г—1—, х£Г։, 1

14 (х)-4 (гхХд. (Гр) — 0 при г—* 14-, х£ГР

С другой стороны, равенства (2) и (3) показывают, что

L (х)>0 п. в. на Г1։1 
£(х)-С0 п. в на Гр J 

Соотношения (7) и (8) позволяют сохранить классическое доказатель­
ство принципа симметрии Шварца. Функцию L (z) можно продолжить 
до функции, мероморфной в кольце К (р*, 1 р) с радиусами р2 и 1/р. 
Далее, продолжая L (г) по симметрии с одного кольца на другое сле­
дующим образом;
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К (Д 1) 1/р»), К(?, Ц?)֊+К^, р), К(р‘, 1)-А(1, 1/р«)...,
мы получим в итоге функцию, мероморфную на всей плоскости, за 
исключением точек 0 и ос накопления полюсов.

Если а есть нуль функции £ (г) в К, то она будет иметь нулями 
и точки

1 1 р2 „ а—, —-=■, ра, — 
а р* а а рг

1 Р2“ 2/п ’
---- =■> !=՜, Р2 “,   р։՞1 а а р2՞1

Поэтому функция L (z) должна содержать множитель

= Л, (г)-Л4(я).

Полюсы Р/ функции £ (г) порождают такие же множители в знамена­
теле. По принципу аргумента число нулей в К должно быть равно п. 
(Заметим, что кратность нуля а, лежащего на Г, есть четное число 
2з, но в ряду нулей функции £ (г) в К л участвует 5 раз).

Таким образом, функция

ПЛ։/ (г)-А^ (г) п

1М=-.----- 2—п|
Р|Л?( (з) (г) 1
։ й

имеет те же нули и полюсы в К, что и £ (г). Заметив, что

Ai (х) = — ах Л i (х) на Г։

и (9)
Л, (х) = а։Л1_ (х) на Гр

легко показать, что

и
I (х)>0 при х£Г\

arg Z (х) = arg П = 0 при х£Гр. 
1 Р'

Поэтому функция h (z) = £ (z)// (z) не имеет ни особенностей, ни ну­
лей в К и

g(x)>0, х£Г։ и arg g (х) = к — 0, х£ГР. (10)

Для однозначности аналитической в К функции g (z) необходимо вы­
полнение равенства
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2к 2*

j Im [# (e/j)| </s = j Im [g (pe6)] ds. 

о о
(11)

Действительно, величина

У Я (ге'3) ^5 = ~ у dz, 

о
где интеграл справа берется по окружности радиуса г (р*\Г<С1) с 
центром в точке г=0, очевидно, не зависит от г. Тем же свойством 
обладает и мнимая часть написанного интеграла. Отсюда, приближая 
вначале г к 1, а затем к р, и замечая, что в интеграле

2к

J Im [g (re'5)] ds 

о
можно сделать требуемые предельные переходы, получим (11).

Из (10) и (11) следует, что
2х 2к 2и

0 = у Im [g (е'л)] = У Im (Ре'5)1 ds = j I? (₽eM)l sin (к—0) ds- 

0 0«

Поэтому sin (к — 0)=О, и из соотношений (10) вытекает, что 
Img(x)=0 на Г„ Im g (х) = |g (x)|-sin (-— 0) = О на Гр~> 

_> Im g (z)^0 на К~ g (z) = const, откуда и следует (б).
Лемма доказана, и попутно установлено утверждение III а) теоремы. 

Доказательство теоремы. Из соотношений (2) и (3) лег­
ко вывести равенство

|/? (х)|’ ₽ = |/* (х)р«
и отсюда

|/г (х)| = (x)/x|IW,
I/* (х)|= I-^\L (х)/х|’/я

при 1 С р (12)

Точки а/ £К. в (6) подразделяются на нули /* (z) и R (z) в К.
Рассмотрим функцию

ф(«)=֊՛ П”
Z

Чр

(13)

где знак произведения П" распространяется на те индексы г, для ко­
торых а/ являются нулями функции /* (г) в К. Приняв во внимание 
формулы (б) и (9) и выбирая надлежащим образом число М
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легко показать, что
|ф (Х)| = ).-VP \L (Х)/Х|1/Р = I/* (х)| на Г։ 

и (14)|ф«|-п V 

յ I
•Р~։/ ■ П 7 Iя'1-1/* (х)|=В|/* (х)| на Гр

В работе [4] (см. доказательство теоремы 10 из § 5) было показано, 
что 1п |/* (г)1 представляется по формуле Грина в кольцеобразных об­
ластях, примыкающих к Г и не содержащих нулей /* (г). Так как 
Ф (г) имеет в К те же нули, что и Р (г), то отсюда вытекает, что 
функция 1п 1/* (г)/Ф (г)| представляется по формуле Грина во всем К. 
По этой формуле представится тогда и функция 1п |г'°грЯ/* (г)/Ф (г)|. 
Но она равна нулю на Г, ввиду равенств (14), поэтому

|г'о1։₽Я/* (г)/Ф (z)|=l на К.

Так как функция /* (г)/Ф (z) однозначна, то logp В = к есть целое 
число. Из вида В следует утверждение III б). Таким образом, /* (г) = 
= const -Ф (z)-z~k и доказано II. Функция R (z) в I определяется те­
перь из II и формулы (6).

Теорема доказана.
Замечание. Если рассматривать банахово пространство А (К) 

функций, аналитических в К и непрерывных вплоть до границы, с 
sup— нормой, и функционал ш на нем, то принцип двойственности при­
водит к равенству

sup I «о (х) / (х) dx = inf lw (х)— ? (х)1 ds — sup I w (x) f (x) dx • 
/GSfajJ J

г г г

Так как экстремальная функция f* (z) для пространства Н~ (К) в 
условиях теоремы оказалась непрерывной вплоть до границы, то она 
будет решением экстремальной задачи и для пространства А (К), Та­
ким образом, все рассуждения теоремы для Н' (К) переносятся на 
пространство А (К).
Московский государственный университет 

им. М. В. Ломоносова
Ереванский государственный университет Поступило 25.1.71

մի
Վ.Վ.ՈՍԿԱՆ9ԱՆ. Օղակում անալիտիկ ֆունկցիաների թանաիւի տարածությունների տեսության 
էքստրԼմալ իւնղրի մասին (ամփոփում)

Դիցուք քլ—կոմպլեքս հարթության (րա եղրաղիծ ունեցող մի օղակ էւ 
ի{թ(^, 1<ր<օ։, ե րանաթի տա րածութ յուններում սահմանված է =

= [«։(։)/(։)։/։) ֆոլնկցիոնա/ը, որտեղ <ւ> (։)—ը մի ֆունկցիա է, որն անալիտիկ է 
ր

]Հ-ում բացառությամբ վերջավոր թվով բևեռներից ]Հ-ում։

ներկա աշխատանքում գտնվում է այէ1 ֆունկցիոնալի նորմը տվող ք* Հ-

էքստրեմալ ֆունկցիայի տեսքը և էթ (է) էըստրեմալ ֆունկցիայի ներկայացումը երկակի 
թնղրոլմֆ
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V. V. VOSKANIAN. On an extremal problem tn the Banach г pace of 
analytical In an annului functione (summary)

Let К be an annulus in a complex plane with boundary Г. In Banach spaces 
tF’l.K), 1 < p < oo, and A (K) the functional ы (ш ш (։) f (։) </-)• *։ defined whe- 

r
re ։■>(։) is an analytical function in К except for a finite number of poles in K.

In the present paper the extremal function f* \ Н? (K), A (ЛГ) which gives the 
norm of this functional, is found along with the representation of the extremal function 
?* (z) in the dual problem.
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