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խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա »Մաթեմատիկա» ամ- 
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հողվածները պետք է ներկայացվեն ղրամ եքեն աղբված, երկու օրինակով Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անղէերեն 
(ոուսերեն և անգլերեն) լեզուներով

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա֊ 
մ ապա տաս խան լեզվով

2. Մեծատառ լատինական տալները, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին , պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևումւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

3. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մ ասում ւ

4, Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվըւ

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում , տեքստի համապա
տասխան տեղում ւ

5, Սրբագրության ժամանակ ֊հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փուիոխոլ- 
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվումւ

6, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրըւ

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

8. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց֊հոդված ի 25 առանձնատիպեր!
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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И 3 В ЕСТ ИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСК О И ССР
Մաթեմաաիկա VI, № 4( 1971 Математика

В. П. ХАВИН

ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ПРИВАЛОВА-ЗИГМУНДА 
О МОДУЛЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ СОПРЯЖЕННОЙ

У ФУНКЦИИ*

§ 3. Начало доказательства теоремы 1

Будем считать, что |/(С)|<1 при всех C^t/оГ. Пусть / и т—две 
точки единичной окружности Г. Предположим, что т = t e!h, где h £
£ (о, — \ w (/А) <—.
Հ Լ ’ 100/ 2

Нам предстоит оценить разность |/ (7)_/('')!•

Для этого представим функцию / в виде
/ = ВА (17)

где В—произведение Бляшке, построенное по нулям функции/:

в (*)=** П-^Հ-^-
k 1—zzk |z*|

(см. (4)), а § принадлежит А (см. [3], гл. VI) и не имеет нулей в 
и. Применим к функции § лемму 3 с

а = 2ш(|/|,₽(А),/А՜), (18)

где Р (А)—число, выбор которого мы уточним позже. Пока предполо
жим только, что 3)ЛА՜ <^₽(А)-<1.

Условимся в дальнейшем вместо и (|/|, 8) писать просто о> (3). 
Ясно, что

/=ФЛа, (19)

где = В <?о (мы используем обозначения леммы 3; индекс а мы в 
дальнейшем будем опускать, имея в виду, что а определено равенством 
(18)). Из (19) следует, что

I/ (О ֊ / СО! < |Ф (О— ф (01+1® (01 И (0 ֊ / (01. (20)

Начнем с оценки числа |Ф (")—Ф (<)|. Условимся вместо |Ф| писать Н. 
Имеем

Ф (£) = Н (<) ехр ( 5/ 1о? Н <7з,

Ф (հ)= Н (у) ехр 1 5-log Н da,

Продолжение, начало см. в №№ 2—3, 1971 г.
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где интегралы следует понимать в смысле главного значения. Подын
тегральные функции в последних выражениях чисто мнимые. Ясно, что

|ф (^)֊Ф(01=Н(0 1

<// (0 |1- exp | J(S. - St) log Н da | |+ I H(t)-H(t)|<

(0 I [(5. ֊ St) log Hda | + \H (t) - H (x)| < (21)

•CTf(f) I (<£։ — St)\ogHda 4֊ш(А).

Мы воспользовались тем, что ю (Н, ։)՝^®։(|/|, 6) = о» (3) при всех 8^>0 
(см. (8)).,

Обозначим через Г/ дугу окружности Г длины 6А с центром в 
точке #:

и пусть
П =(*«*: |?|<ЗА},

A/ = r\rz.
Следуя классическому доказательству теоремы И. И. Привалова, за
пишем тождество

J(S| — St) log Hda = J (log H— log H (f)) St da —

-J (log //—log H (%)) S-.da + J (St—Sx)(\og H—\og H (')) da—

=Л+Л+Л (22)
(при доказательстве этого тождества следует учесть, что

JStda = J Stda— J $, da =0).

AZ г( г

Оценим интеграл /х. Имеем (см. (7)): |//(7)|> 2ю (? (A) J/ А )>
> 2<и (ЗА) при всех ч£Г. Поэтому для любой точки 7 дуги Г/

H^)>H(t)-\H(t)-H(t)\=H(t) (1- |Я(<)~^(т)| 
\ /7 (0 /

>// (0 (1----2L(3A)_\ > ШИ , (23)
’ \ 2ш (ЗА) ) 2 ’
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|log Н (Т) - log Н (/)| < 21/7 (7) < 2 ,

если 7 = /е'т. Поэтому
зл 

_2_ Г |Я(7)-Н(0| _с^_ Г <Ч„)
11 7/0) J 1т֊/| ЖОЛ и

Г/ О

. С Г du-<------- |
H(f)J 

о

^du, 
и

где сь с — абсолютные постоянные- 
Точно так же можно проверить, что

л

(24')

(24")

Возвращаясь к (21), получаем 
л

|Ф 0)-ф(’)1<с [ 
и “о

+ «(Л)+Я(е) |;,|։

тде с — абсолютная постоянная.
(25)

§ 4. Оценка интеграла /։

Именно на этом этапе доказательства мы в первый раз получим 
члены с ■ ш (Р (А) ) А .

Отметим, что

5;(7)-5.(Т)=О֊т)—------- (7^Г,т¥=Л Т¥=х).
(1—0(1 - 0

Поэтому

1/3| < 2А у —(Т)1 (Т)= 2А (У +У)’

(26)

(27)

где

Дг Д?՜ Д<\Д/ ■

*

Если 7^Д<, то

где — положительная абсолютная постоянная. В то же время при
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I ТН('О ։
>//(■։) ^1- H(t)J - 2 н

Поэтому
Г|logH(7)-logH(T)| 2 Г d3 (7)<
J lT-f||T—=1 дНЬ) J |т-г|»
‘I *}

Гш М . (28)
//(0J

так как Я(т)>֊-щ<) (см. (23)).

Оценке интеграла J предпошлем простую лемму.

Лемма 4.

/(t,.)l'rHW<T)<4A(/,c/T)+ 
«гХ, |’-с|՛ • .

+ — filo« 1/1 И». <29>
е J

каковы бы ни были число е£ (0, 1) и точка С£Г (с—абсолютная 
постоянная, величина А (/, В) была определена в (15)).

Доказательство.

/(с, в)= • J + J <

<՜^՜ J Rog 1/1 + — J llogr |/| I daT.

<т€Г;|т֊:|<КТ! г
Доказательство закончено.

Положим

a(e)=sup{7j* J ..nogl/Cl)!^3 (1) ; 0<7}<е, (30)

1т֊=1>’1
Из леммы 4 следует, что а (е) = о (1) (s ->■ 0), так как

а(е)<А(/, с]/Т)4-е [|log|/||rf=. (31)
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Продолжим теперь оценку интеграла . Имеем

(тКД/ л (1)+
3 1т-<|1т-'=1 я Ч И—"I

д? д?

+ ±(5։ + ։։Ь (32)
\ 1т-1 ) я

где д— абсолютная постоянная.
Оценим интеграл 5Х. Рассмотрим две возможности:

а) Яа(т)<2о>Л/----- Л .-V
Хк Ч₽(А)Ка)/ .

б) /7я(-)>2ш6/Л------- - --_ Л.
\И ш(р(Л)/Т)/

В случае а) рассмотрим число и и >0: ш (u)> —/Ze(՜)L Если мно- 
2 Z

жество, стоящее под знаком 1пВтит’а, пусто, то Д’ = Д։, я Д* = Л։ 
так что %=(). Если же Л, то, очевидно, ш (и*)= — Нп (г)^- ~^'а= 

= «>(р (А) А ) (см. (18)). Поэтому 

так как .в противном случае из определения числа а* и из монотон
ности функции и> следовало бы, что

Ш (Р (A) V~h ) > -֊- На (т)> ш (Р (А) /А).

Кроме того

“(«*)>-77 min |/(f)|, 
2 тег

так как На > |/|.
Положим

7 (h)= inf и>Р (Л) V А, ш(и) > — min \f (~)|] • (33)
I 2 Т6Г J

Тогда
и*>Х(А).

Заметим еще, что при j = те'? £ Д^ (ф£[—п]) справедливо неравен

ство ш (|?|)> -у //("■), и потому |<р|^-п*։ |f—1| > сп*. Значит

Г |logH(f)| , . . . а (и*)/ $1 < <а I da (f)<c2 ——-<
J li-Мг (и*)2It—։|>си*
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֊<С2а (и*)-
1

Х(Л)
w (»*) 

и*
«» (/. (А))

lz (*)!’ • ֊֊ад

(с, с1։ с2,-------абсолютные постоянные; см. п. 1 в конце § 1).
Из условия а) следует, что

о» (и*)<Г и (л Г_____ —----=-^ ’
<»(Р(А)/А)/

1 /А \1₽так как о> (и*) = — Н(~). Поэтому и* -С ( —— /-гё՜ ) ' Итак, в
2 \0) (? (А) V А) /

случае а)

Л / а > (7. (А)) 1 _. (34)
51 с’ “ \|/ Ш (Р (А) к А) / 17. (А)]’ н (1)

Если функция / обращается в нуль на Г, то /. (А) = Р (А)) А .
В случае б) при любом у = те/|? £ А; имеем

"м >4 "(’)=•’(/ч^ПтТ))'
Поэтому

■ у/ А ~ . л А
I ы(Р(А)Ка)’^ •:>С4 р ю (р (А) у а)

и по определению функции а

. Л Г А \ <о(Р(А) у А)
51 <о(р(А)]ЛА)/ c\h

Оценим теперь интеграл ss. Полагая у = ~е'т, получим

s2<|log//(T)| Г JihL<Cs|log^(T)|A.= 
. Д . Ь ֊ -Is и*

Ilog Я(т)| ш(ц*) |log/f(-)| 9 о> (/■ (А))
С։ ш(и*) и* ±Н(.) У-W ’ 

2
где с5 — абсолютная постоянная.

Из (25), (27), (28) и (32) получаем теперь, что 
А к

|Ф (/) — Ф(т)[ с| С0>-(ц).- du + <в (А) + А Г-° du-\-
IJ и J U*

О А

(35)

(36)

+ hH(t) s1 + hH(t)s2y (37)

где с — абсолютная постоянная. Учитывая (28), (34), (35) и (36), по
лучим
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(Z (А)) 1
IZ(A)]2 J

АЯ (f) s2<cA|logZ(A)| 
/.(А)

где I (h) — большее из двух чисел: 2«j (3 (А) У h) и min )/ (f)| (напом- 
тег

ним, что //(?)> Z (А) при всех 7^Г). Учитывая неравенство 2 (А) >
> со> (h) (см. § 1), получим

|ф (0 - ф (х)| < с I 2 (А) + а \ « (P (h) V~h ) +
i «>(p(A)ka)/l

+A ш (Z.ÇAJl. 1 .b h [log l (A)| ” , (38)[z (A)]2 I Z (A) f ՝

где c — абсолютная постоянная.
Оценка разности |Ф (t) — Ф (х)| закончена.

§ 5. Окончание доказательства теоремы 1

Оценим теперь |Ф (■։)[• |/(О— /(т)| (см. (20)*). Обозначим через 
ближайшую к { точку множества Г1 (см. (10), (17) и (18)). Пусть 

£* = /е/р, где |р| ". Если |р| < Р (А) \г А , то

1.

I/ (<)-/ Ю1 < I/ (01 +I/ (<)|<2 I/ (01 + 11/ (01 -I/ (01 к

< 2 (I/ (<*)| + 11/ (01 ֊ I/ (**)| I) + “ (А) < 2а +2Ш (|р|)+

+ и> (А) < 4«) (Р (А) /А՜) +2ш (р (А) УТ)+ Ш (А) < 7*0 (Р (А) /“А՜).
(39) 

Предположим теперь, что

|р| > Р (А) тЛА՜. (40)

В этом случае мы получим две различные оценки модуля разно
сти [/ (0 — /(т)] (см. ниже (48) и (51)). Обе эти оценки будут исполь
зованы при выводе окончательного неравенства.

Ясно, что |<* — <| =2 |з!п — > Поэтому при любом 7 £ Г" 
| 2 «

при условии (40) верны следующие неравенства:

* Если min |/(т)| >0, то при всех достаточно малых Л множество Га пусто, и 
76Г
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>!•(- #| (1------------А - —> !±—-1 • (41)
\ 2/кр (А) у А / \ 6/3

Точки / и * расположены на одной и той же открытой дуге £ окруж
ности Г, дополнительной к замкнутому множеству Г", так как = 
где |р|>?(А)]Д А >ЗА, а ~ = /е/А. Функция 1—1а аналитична на этой 
дуге. Поэтому >

И(0֊/(г)|<тах |/(Е)|-А, (42)

где Р— содержащаяся в £ дуга с концами £ и " (длина этой дуги 
равна А). Имеем (см. (19))

\Г (5)1 <!?' (01+1В' (5)|<2 Г 4^4 + т -ь 2 * ~ • (43)
2 11—«I * к* — 
гв

Впредь мы будем считать, что т — 0.
Лемма 5. Если мера р непрерывна (т. е. мера любого одно

точечного подмножества окружности Г равна нулю), то при 
5€г\2>

2 С А0г)_+^1^1Мг< -------- (44)
4 11-51* * к*-5|* [<1151 (5, г,)\*

где Д/= {? £ Г: / (т) = 0|, (?) —»0, если сНв± (;, Е/) — 0 (с11з± (5, Е) —
расстояние от точки ? до множества Е, р и tк обозначают то же, 
что в лемме 1).

Функцию т( можно считать монотонной.
Доказательство. Легко видеть, что

(45)
Л 1Т.֊5|- 3 и3Г а

где £«(;) = р Г: 11֊?|<и}, </ = сИз1 (5, Д/). 
Каждая из функций Ги непрерывна на Г, и

Ей (5) 1 0 при и 10 
в каждой точке Г. Из теоремы Дини следует, что 

Вт тах Ги (с)=0.
«-»О ;£Г

Поэтому интеграл в (45) не больше, чем Г —-с/и, где л—ограниченная
V՛ 
а 

непрерывная функция, причем Вт ). (ц)=0. Применяя правило Лопита- 
и-*0

ля, убеждаемся в том, что последний интеграл есть о (с?~2)(</—*т0).
Из условия, которому подчинены корни функции /, расположен

ные в круге и, следует, что
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(46)
(с не зависит от 5 и к).

Поэтому ряд 2 (1 И*|2) ~при всех ;£Г\2/ мажорирует-
* На Я

ся сходящимся рядом с2 (1-161), что обеспечивает возможность

почленного перехода к пределу при с1 (?) -> 0. Лемма доказана.
Сопоставляя (42), (43) и (44) с тем фактом, что

<1 (с) с? (А) ]/ А при всех с.£Р/, х

(с — абсолютная постоянная; см. (40) и (41)), предполагая, что 
любой точки ; £ Р/,

для

А 
ш(р (А) Р А՜)’ (47)

получим (см. (13))

|/(0-/(^)1<(С (А) + V (Г)) [р (А)Н,

А 
о)(Р(А)/р (48)

где * (Г)—сумма всех чисто точечных нагрузок, входящих в р.
Если же неравенство (47) нарушается для какой-нибудь

’0 С ~ ։ то> принимая во внимание неравенство
точки

получим, что для любой ТОЧКИ Е £ Р/,

о) (р(А) V А ) ш (р (А) /А՜) ' 5 ’

г

А 4

так как ш ()/), о)-С2 при всех 3^>0, а А<^ ■

<^'՝л (1) 1- 1б|‘
гвР/,.

А
тт [с/ ($)]*

СХРДОГА). (49)

где С։— постоянная, которую можно выразить через р (Г), последо
вательность (/*} и Ма (см. лемму 3).

Вернемся еще раз к оценкам (42) и (43). Принимая во внимание
(41), заключаем, что
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Точки < и т расположены на одной и той же открытой дуге Ь окруж
ности Г, дополнительной к замкнутому множеству Г“, так как #*=7е/|։, 
где |р| > ₽ (А) Л >ЗА, а т =/е/А. Функция / = /„ аналитична на этой 
дуге. Поэтому

И(0֊/(т)|<тах |Г(6)| А, (42)
«6₽». ■:

где Р/, — содержащаяся в £ дуга с концами < и ' (длина этой дуги 
равна Л). Имеем (см. (19))

\г (01 (01+1В' (01<2 [ 4М--+™ + 3 —֊֊ • <43>
и 1т—?г * к* — *1 г«

Впредь мы будем считать, что т — 0.
Лемма 5. Если мера р непрерывна (т. е. мера любого одно

точечного подмножества окружности Г равна нулю), то при

2 Г (т) , у 1 — Ыа л (0 /44)
] 11-5|։ * |7*-Е|2 < [сВз! (5, г,)Г-՝

где ^/= {IСГ: / (1) = 0|, т; (;) -*0, если сПз! («, Ду) — 0 (сПз! (Е, Е) — 
расстояние от точки Е до множества Е, р и (ь обозначают то же, 
что в лемме 1).

Функцию т( можно считать монотонной.
Доказательство. Легко видеть, что

(т^=2 к"(^’ (45)

Л 1т֊В|- 3 и3
г а

где Л (Е) = р [т£Г: 11֊Е|<и}, <7= сПз! (Е, Ду). 
Каждая из функций Ри непрерывна на Г, и

Еи (Е) 1 0 при и ф 0 
в каждой точке Е£Г. Из теоремы Дини следует, что 

Нт тах Еи (Е) = 0. 
и-Н) ;£Г

ОО
Поэтому интеграл в (45) не больше, чем Г —^-сСи, где >•—огра ниченная

V1 
а 

непрерывная функция, причем Нт ). (и)=0. Применяя правило Лопита- 
«-*0

ля, убеждаемся в том, что последний интеграл есть о (е/~2)(<7—»Н-0).
Из условия, которому подчинены корни функции /, расположен

ные в круге и, следует, что
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<1581(5, 27)<с|б —5| (46)

(с не зависит от 5 и к).

Поэтому ряд 2 (1 |б|2) ——-■ при всех ;£Г\2/ мажорирует-
* К* — я

ся сходящимся рядом с2 (1-161), что обеспечивает возможность 
к

почленного перехода к пределу при с/ (5) -*■ 0. Лемма доказана.
Сопоставляя (42), (43) и (44) с тем фактом, что

(1 (5) ср (Л) У А при всех 5.£Р/,Х

(с — абсолютная постоянная; см. (40) и (41)), предполагая, что для 
любой точки ; £ Рг.

А 
ш(₽(А) V А՜)’

получим (см. (13))

|/(#)-/(*)!< (С (А)-н (Г)) [р (А)].֊2,

А
<»(Р(Л)/Т)

г
где ч (Г)—сумма всех чисто точечных нагрузок, входящих в ц.

Если же неравенство (47) нарушается для какой-нибудь
*0 € Р<- - » то> принимая во внимание неравенство 

(47)

(48)

точки

получим, что для любой точки 5 £ Р/,

4о А — А> 
ш (Р(А) У к ) ш (р (А) |/А ) ' 5 ’

А

так как «» ()/|, 5)-=С2 при всех 3^>0, а А<^ •

А

<^*д (т) 1- 1б|!

ппп [</ (;)]2 
=ер<։ х

С>(Р(Л)ГА), (49)

где С։— постоянная, которую можно выразить через ц (Г), последо
вательность |б} и Ма (см. лемму 3).

Вернемся еще раз к оценкам (42) и (43). Принимая во внимание 
(41), заключаем, что
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(50) 
о

если а с£Рл-. Поэтому из (42) и (43) непосредственно (с 
учетом (44) и (50)) получим

И(0-'Ю1<֊т։ (МО 4- 2(1-к*1))-л = —(51)
■г — Г| * I* *1

где D= Df зависит лишь от последовательности {£*}, |1 (Г), sup |loga|X 
X J [log l/l| da, J |log [/|| da.

Наконец, заметим, что
|Ф н < |Ф (01 +«»(Л) < |Ф (Р)1+ ш (1р|)+
+<0 (А)=2ш (р (Л) / Л՜) + ш (|р|) + «■> (А).

Вспоминая, что |/ (у)| <1 при всех у £ Г, получим

|Ф (х)||/(0֊/(01<4ш(Р(Л)/Т)+2«ЛА)+<и(|р|)|/(0-Л-)|. (52)

Приступая к оценке последнего слагаемого, представим 1/(0 — 
—/(01 в виде |/(0՜՜/(')11/2֊|/(0—/(011/2» Для оценки первого сомно
жителя используем неравенство (51), а для второго —(48). Получим

»(|р) 1/(0- /«!«• (1р1)- КТ <*>+’ (г> <

<2vWw2)/O//T К:(А)+ЛГ) -
= 2 VDf <U ([P/(6)3f^ V С (А) ֊+֊ v (Г) (53)

(мы воспользовались оценкоб —-------^-^2 —и иеравен-

ством dist (5, Zf)^. /П / А (^€A,t); если это последнее не- 
“ (0 (А) V А )

равенство не выполнено при каком-нибудь ;£Р<,то выполнено (49)). 
Итак (см. (20), (38), (52), (53) и (49)), получаем окончательно: 

если / и т—точки окружности Г, -с = 0< А<С՜՜ ,ш(1 А)<^^֊։

I/ (0 -/(’)!< с {
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■ ——* "— " ■ - '  ----------- .--fl. -1 ֊■■ • г т —Г J=—— ' ~ ■ ■ — ՛ Т1И — I

АцШ) + А ц I (А)| 4zW)+
[Z (Л)Г Z (А)

ю (0 (Л) Г А_) у4 / /-------- А----- у'Л j* | ч
|? (Л)]а V \>(₽(A)V A)/ J J1 81/11 

г°

+ ш(₽ (А) ]''к ) |,

где с—число, зависящее лишь от [1, ]/] |г и последовательности {<*}; 
I (к) — а=2"> (0 (А) V к), у.(А) = 0 (А) У к , если функция / обращается 
в нуль на окружности Г, а в противном случае I й у отделены от ну
ля; а и ^—монотонные на (О, + со) неотрицательные функции,

Пт т) (х) = Пт а (х) =0. 
-Г-» 1-0 Л-+0

Если же |р' «С 0 (А) 1 А , то

1/(0 (А) /А՜)

(см. (39)).
Теперь можно уточнить выбор 0 (А). Если V (Г)>0, то мы по

ложим 0 (А) = 1. Если V (Г)=0, то 0 (А) нужно выбрать так, чтобы 
коэффициент при «о (0 (А) |/ А ) оставался ограниченным, и Нт 0 (А)=0 

л-+о
Для этого в том случае, когда / имеет корни на Г, положим, напри
мер (см. (15))

0 (А) = А1'4 + [а (сА1*)]’/2 + Ь (сА’/«)+2А (/, ))]>/«,

где с — положительное число, не зависящее от А. Тогда (см. п. 2 в 
конце § 1) получим

ш (0 (А) ]ЛА ) > ш (А34) > х А3՛4, [0 (А)]а > а (сА1/8),

(0(А)]։>|/ т, (сЛ*/в) Ч-2 рог(/|М”

г®

---------- я I I /------------------- )  а I *-■՛ А1/® ) 
10(A)]’ \|/ ш (0 (А)/А ) / ^ а (сА18)-------------------------- ’

IFw I ” ((.(?w^)'D+2f1108 м 1 

г“ 
если х =- с՜3 .

В то же время

Л Но, / (Л)| |,С, . (? (Л) /Л)! <

< А1'41 log хА3/4| ш (0 (А) /Т).
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Итак
ш(/, Л) = 0(ш(/Т) + 2 (Л)) (А- + 0),

о, (/, А) = О («> (о (V Л)) 4- 2 (А)) (А - 4- 0), 

если V (Г)=0.
Если же / не обращается в нуль на Г, то можно положить 

р (А) = 3 1К А . В этом случае

ш (8 (А) /А) = ш (ЗА) = 0(2 (А)) (Л- 4- 0),

«>(/, А)=0(2(А)) (А-4-0).
Теорема 1 доказана.

§ 6. Точность теоремы 1

Теорема 2. Пусть <р — функция, заданная на открытой по
луоси (0, 4՜ °°)> возрастающая и такая, что

9 (х2 4- х։Х ® (хх) 4- 9 (х3) (х1։ х. > 0), Иш © (х) = 0 (54)
х—+0

(короче, ф—какой-нибудь модуль непрерывности).
Если

4-00, (55)
3 цо 

то существует такая функция { класса А, что 
°> (1/1, о) = О (? (3)) (8г- 4֊ 0),

։՛> (/> ։)> 9 (Р^ 8 )4՜ Ф (3) при всех 8 из интервала (0, 1), 

։де

Ф(8) = [1МЛ+։ [Шл. 
и Ы и и3
0 с

Доказательство. Функция ® совпадает со своим модулем 
непрерывности. Не умаляя общности, можно считать, что <? непрерыв
но дифференцируема в интервале (0, 4՜ °°), и

9' (8)
9(8) г

(8>0) (56)

(см. § 1, п. 5). Последнее неравенство следует из

шения 9 (8) .
8

монотонности отно

d /<? (8) \ = <р' (о) _ © (8) <0 
с[ь \ 8 / 8 о»
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Пусть -ш—заданная на единичной окружности Г функция, обла
дающая следующими свойствами:

w (е'’)= © (|9|), если (57)

w (е‘ =
1, если-----^-<^9<Х);

ехр © (|6|), если —
4

(58)

(мы будем считать, что т (0) =0);
w непрерывна на Г и строго положительна на Г\{1); (59)

о> (ш, 6)=О (© (о)) (8 -» -f- 0). (60)
Из условий (57) и (59) следует, что функция log w суммируема 

на Г. Положим
g (/)=ехр | log w-Stcfr j (61)

Lr - .

Функцию g можно продолжить на замкнутый круг U\J Г с сохра
нением непрерывности. Это следует из того, что в некоторой окрест
ности каждой точки 7 множества Г\(1) функция log w непрерыв
на, и модуль непрерывности ш (log w, V1։ 0) ее сужения на Ит удовлет
воряет условию Дини

[•■■■(log«., ^)д< + ое
J з 
о

a lim |g (/)| —0 (мы считаем, что |g (7)!= w (7),если 7 £ Г — см. 
/•*1.1 /1< I

лемму 2).

Положим

f (0 -ехр | - 1±| ] .g (,) (^ (t/u Г)\(1)), (62)

/(1)=0.
Легко видеть, что f принадлежит классу А, и

ф (И» $) = w (w» $)= О (<р (о)) (8 — 0).

Если 9ё/о, — 1, то 
\ 4/

/(е«) = <р(е).ехр [/£>(9)], 
где 

я
£) (5) = _ ctg — А- С log w (e'u) ctg ֊ du.

2 2^ J 2
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Проверим, что

£)(9)=-—+/?(9) + О(1) (9 -» + 0), (63)
6

где R — функция, дифференцируемая на промежутке (0, ^/4) и удов
летворяющая условию

R' (9) = о (9 - +0). (64)

Пусть Л (9) = log w (е'*1). Если 9£ Л), — Y то (см. (57))
\ 4 /

А' (9) = ?' (9) 
?(9)

Как отмечалось в начале доказательства (см. (56))

Положим

Легко проверить, что
з9/г

^(0)=-4+/?(е)-—f ^Ч^+г(б) 

о к J ц — U
е/2

(65)

(66)

(67)

где г — функция, аналитическая на интервале Имеем

.Р h№\
- nR> (9) = ֊ .А(8/2) 4- С -Л(ц) du____ V2/ + Г h{u)- du. (68)

U 9/2 (u-e/“ 9/2 J (u-9)2
-к , 39/2

Ясно, что |А (9)| = Ilog <р (|9))|^|log С |9| (, Поэтому

og Св| Ju -|-0 (1) =
и

9/2

Ju 4՜ J - 
и
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кЦ к/48
Г Ilog ц| du _ 0/|l°g5l\^ 1 fllog vl+|logQ| dv , 
J(u-hö)* \ e / e J v + i 
о 0

Итак (см. (68)—(71))

(70)

(71)

r՛ (6)= o( llo|9|S ) (9-> + 0),

так что (64) выполнено, если функция R определяется равенством (66). 
Осталось проверить, что

з»/2
f ^рп = О(1)

J и— °
в/2

(9 - + 0).

Имеем
38/2
Г M«)
J а— 9

8/2

du
38/2
с А(и)-Л(9) , 2
I ------------ z— du <_ —J и — в 0

(мы воспользовались оценкой (65) и теоремой Лагранжа о среднем). 
Утверждения (63) и (64) доказаны.

Ясно, что Ит Л) (0) =• — оо, и что О — функция, непрерывная в 

интервале (0, — ). Пусть 9—достаточно малое положительное число, 
\ 4 /

и пусть В (Ь) — такая точка промежутка (0, 9), что

D (В (9)) = D (0) - к.

Применяя (63), (64) и теорему^ Лагранжа о среднем, получим
к = О(6)֊/)(В (0)) =

2= 4 (9 ֊ В (9)) ■ (1 + о (1)) + О (1) (9 - + 0),
с՜

■где с — некоторая точка промежутка (В (0), 9). Поэтому

0-5(9) = +О(1))-(1 + о(1))са<О(1)-92 (9-* 4֊0).

В то же время '
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I/ (е,։)— / (е'в <’>)| = I? (б) е1° ? (В (&)) е1 <д »-«) | =

= ?(0) + ?(5 (б))>?(6).
Значит, найдется такое положительное С, что

1/(е'6)-/(е'д<>))| <р(б) 1
<р(Й֊В(6)) <р(С6)' С

при всех достаточно малых положительных 6 (б<^б0). Всякое достаточ
но малое положительное число 2 совпадает с некоторым числом вида 
б — В (б), где б £ (0, б0). Поэтому

Сш (/, 8) > <р (У 8), (72)
если число о положительно и достаточно мало.

Оценим теперь снизу разность |/ (—1)— / (е'*)| при б, принадле- 
/3 \

жащих промежутку (—- те, те) и близких к ".
\ 4 /

Ясно, что

1/(-1)֊/ (е՞)1 > |л (-1) ֊* (е«)|֊г1 (6), (73)
где

- Зк/4

[1 Р Ли I / Т
— ? («+н) ----Ли , (* С (7)
2к 3 е‘н —г ]

—к

И

Г1 (б) = О (я—6) (б ֊► к—0).
Полагая б=и—8, получим

к/4
(-1) ֊* <«->( = |1 ֊^| > I- («) л ֊ 

о

— Г <р(и)с1г I—г2 (8), (74)
V 2 I 2« 1 и и и ։։ гг* ]о о и

где г2 (8) = О (8) (8-֊►4-0).
Далее

Заметим теперь, что
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1 1
, Гф(и) ''du 8 Гф(и) , - 1 . ...8 ----------< — I 2-^ <7и< — Ф (о),

J и2 и 4֊ 8 2 J и2 2

1 du < 5 (8) log 2. 
Ju-H 
о

Поэтому
1 1

>-1Ф (3)-lOg2.® (8)
J и .] u+ '• 2
« о

(эта оценка известна—см. [2]).
Возвращаясь к (73) и (74), получим

» (Л 5)> I/ (֊1) ֊/ («' (Я֊Л))|> Ф (3)- -J- Ф (8) - г3 (8), (75)՝
4к

где г, (8) = О (8) (8 - + 0).
Сопоставляя (75) с (72), при всех малых положительных 8 по

лучим
с <» (/, 8) > <? (V~)+ А Ф (8)֊ (3) _ г3 (8)>

4^ 2~

з )+2.ф(3)_Г։(3), 
\ 2к / 4-

если С — достаточно большое (не зависящее от 8) число. Заметим 

теперь, что г3 (о) =0 (8) = о(<р (]/ 8 )) (8->4-0), так как -----=
___ ?(И 8)

= -^4=- /‘3՜ = 0 (]ЛГ) (8 -* +0).
Ф (И 8)

Теорема 2 доказана.
Теорема 3. Пусть ®—функция, удовлетворяющая условиям 

(54) и (55) теоремы 2, а ?—положительная функция, заданная на 
интервале (0, 1). Если “ (+0)=0, то найдется внешняя функция % 
класса А такая, что

°։ (1^1, 8) = О (ф (8)) (8-* + ()),

ш (Я, 3) > <р (Э (8) У о )4-ф (8) 

при всех достаточно малых положительных о.
Функцию Р можно, не умаляя общности, считать возрастающей.
Доказательству этой теоремы предпошлем простую лемму.
Лемма 6. Пусть т)—положительная функция, заданная на 

промежутке (0,1], причем 1։ш т, (6) =0. Тогда существует непре- 
«-+о

рывно дифференцируемая и суммируемая на промежутке (0, 1] убы
вающая положительная функция ՛]» такая, что

•г
■ 'А

иг’։I- ' ֊■ - - •
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Доказательство. Не умаляя общности, можно предполагать,
ЧТО

г
Ч(3) = (Jg(w)cfa ) , 

О
где функция g положительна и суммируема на промежутке (0,1) (до
статочно рассмотреть возрастающую непрерывную на промежутке 
[0,1] мажоранту функции У ■»), кусочно-линейную на каждом сегменте 
вида [s, 1] (0 < е < 1). Введем в рассмотрение невозрастающую на 
интервале (0,1) функцию g*, равноизмеримую с функцией g (опреде
ление функции g* и описание ее свойств можно найти в пункте 13 пер
вой главы монографии [1]).

։
Пусть теперь '1' (х) — J X1 g* (a) da. Функция 4՜ бесконечно диф- 

и
ференцируема и возрастает в промежутке (0, 1), причем lim ։Г (х)-0.

Х--+0
Кроме того ([1], стр. 57)

(х) > J х.л g* (a) da > Xх Г g*(ct) da > 

к о

> Xх J g(a)c/a>xx]/ т) (х) . 

о
Г (х) 1

так что const ■ , __ ֊> + со при х - + 0.
l"»j(x) Н

Наконец

1
(*) = ֊ f« («֊D £*(«) da = о (*֊* +0), 

x-J \xsо
Т*(х)<о (хС(0,1)),

остается положить 4 = ЧГ'. Лемма доказана.
Для доказательства теоремы 3 рассмотрим функцию w, задан

ную на окружности Г, обладающую свойствами (58), (59), (60) и
такую, что
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?(*) О

w (ел) =
4

ехр [—•? (|б|)]
4

где — убывающая непрерывно дифференцируемая в промежутке

о, —
4,

положительная функция, выбор которой мы уточним позже.

Пока предположим только, что

■/ (х) = о ^֊^-)(х — 4-0), J'l» (х) dx < 4- СО, 6 (х)>-А= ^0, *

Рассмотрим функцию g, определенную формулой (61). Ясно, что 
g£A и что

® (|?|, 5)= О (<р (3)) (о - 4- 0)..

Отметим, что на дуге je'։:---- — < 0 ֊<0^. функция |g| непрерывно диф

ференцируема, так как

— [е֊*«՛’] =е-Ф(«).у (9)—0.
<79 ‘ ։֊.+о

В самом деле,

t (9) > -^=, а У (9) =0 ((в ֊+ + 0)..
у У \ У* /

Пусть 9^(0, — J. Тогда 
\ 4 /

я(е'в) = ?(0) exp [#*(9)к 
где 

я
£)* (9) = — С log w (e։u) ctg ----- - du—

J 2
—X

x/4
=-------  (0) 4-0(1) (9-4- 0); (76);

“J u 4՜ Уо

a R* — функция, заданная при 9 ■- (0, — ) следующим образом:
\ 4 /

е,-2 с/4
R. (в) = _±| (du+ Г !2£2±1л

к | J и — 9 J и — 9 
0 30,2

При доказательстве теоремы 2 было установлено, что
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|-[/?* (б)]|=О{^1)(0-+О).

к/4
Положим / (б) = - — Г * (ц) du. Ясно, что при малых положитель- 

я J ц -|— 0 
о 

ных 9

41/ <’>+r‘ <’))=- Г +4 *՛(9)>
аУ к J (w-f-У)3 аУ

о
>C/(0)-c1l-M>cs/(0), 

и
о

так как J’ (0) > f ֊ > — (с, си с2,------- положительные
J у и (и-Ьо)2 8згг 
о

константы, не зависящие от 0).
Функция D* непрерывна, и lim D* (0) =— ос. Пусть 0—доста- 

•-»+о
точно малое положительное число. Через В* (0) обозначим точку ин
тервала (0, 0), удовлетворяющую равенству D (В* (0)) = £>(8)—

Как и при доказательстве теоремы 2, из (76) получим

(0) - D* {В (0))> -֊- [J (0)-Ь/г* (0)]|։=с (0 ֊ 5* (б)) + 
аУ

+ O(l)>const /(c) (б-В* (6))+О (1) =
т.1Х

= const Г LH±.(0-B* (0))+О (1)>
J (и + су о
•

>const (б)) + °(1)> 
о 

б
> const Г<Ь(п) dn-(0-548)) +0(1) (0-*+О), 

03 J
I 0

■где с—некоторое число из интервала (В* (6), 0). Поэтому

е-в* (0)<о (1) 0г (J-Hu)«/«)՜՜1 (0-+О).
о

Пользуясь леммой 6, выберем теперь ? так, чтобы 
б

Р’(0) = О(Ъ(И)ЖЛ (9-+0).

8
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Тогда
, б2 б։

б - В* (б) <-----------< -------------------
[₽(8)]։ [Р(0-5*(9)]։

при всех достаточно малых положительных 6. Поэтому
1Jm lg(ert)-g(e“-O)|
в—о Т(р(б —В* (6))J/6 — В* (б))"* ‘

Тот факт, что ш (/, о) мажорирует const Ф (о) при малых о, уста
навливается точно так же, как при доказательстве теоремы 2. Дока
зательство закончено.

В заключение благодарю Г. И. Натансона и С. А. Виноградова 
за полезное обсуждение результатов этой работы.
Ленинградский государственный

университет Поступило 7.VI.1971

Վ. Պ. ԽԱՎ1'Ն. Համալուծ ֆունկցիայի անընդհատության մոդուլի մասին Պրիվալուլ֊Ջիդ- 
մունդի թեորեմի ընդհանրացումը (ամփոփում)

1! ւսումնասիրվոլմ է շրջանում ոեդուլյար և ընդհոսդ մինչև եզրը֊ անընդհատ ֆունկցիայի 
անընդհատության մոդուլի և ֆունկցիայի մոդուլի եզրային արժեքների անընդհատության մո֊ 
դուլի կապը։

V. P. HAVIN. Generalization of the Privalov-Zygmund theorem on the 
modulus of continuity of conjugate function (summary)

Let U be the open unit disc on the complex plane, T its boundary;

® (՛?> 8) = sup {l<|» (e'°) — <|< (e<։’)|: 9, 6' £ [0, 2k], |0—&'[ <£},
4 2a

a (.j, ։> = J Ju+Sj

U 4

Ct is a function defined on P); let A be the set of all functions continuous on U U T 
and analytic on U.

Each function f from A admits canonical factorization (see [3], p. 100):

f-BjQjSj, (*)
where Qy is outer function, Bf is Blaschke product,

5/(z) = exp I — fli-f dv-f (1) I (z^U)
L J t — * .1

and p.y is a positive Borel measure on T.
Theorem 1. Let the function f belong to A. Suppose that

1ST ^r!<-։-oo(i€r). N,= {z^u,f{z) = Q\.
»*7. reXy 1—|z|
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Then

«)(/, 8) = O («(1/1, /T)+ 2 0/1, 3)) (3-+O). (1)

If f satisfies the supplementary condition:

Py has no point masses 
then

« (/, S) = o (co (1/1, ?z(8) /T) + 2 (1/1, 8)) (8 -4-0) (2)

where [ly(5) = o (1) (i-► + 0).
The proof of the theorem 1 yields an explicit expression of the function ?y(o) in 

terms of the parameters involved in (*). This expression shows that for the nonvani— 
shing in f/Ur function f{A

?/(8)=O(/“T) (3-> + 0).

That is why the theorem 1 implies the following assertion:

f^A, min l/| >0=> co (/, 3) z= O (2 (|/|, 3)) '(8— 4՜ 0)

which is equivalent to the Privalov-Zygmund theorem:

/1A ֊> o> (/, 5) = O (Q(Ref, 3)) (3-4- 0).
The preciseness of (1) is shown by

Theorem 2. Let ? be a modulus of continuity (i. e. - is an increasing function 
defined on [0, -J- oo) and such that <pf+O) = 0,

? (S14֊ 3») < ? (3X) 4֊ <p (8,) (3j, 3, > 0)).
1

If J <s(n) w՜1 du < oo, then there exists a function f^A with
0

« 1
“(/,3)>?(V~)4- (0<3<l) (3)

J u J u2
0 6

‘»(l/|8)=O(?(8)) (8-»4-0). (4)

The condition (4) and the divergence of the integral j* y(u) u~ 1 du are compatible 
0

with the arbitrarily slow decreasing of u> (/, o) (even for f ‘-A without zeros in 67LT).
The estimate (2) is also exact: the function 3y (o) in general tends to zero ar

bitrarily slowly for outer functions f' A (theorem 3). The condition imposed on the 
set / 1 (0) fl U in theorem 1 cannot be deleted.

The estimation (1) and its preciseness were established for f'^A with (0) fl 
fl tf = A and l/| £ Lip (։, T) (0<a<l) in a slightly weaker form in [4]. After paper 
[4] was published L. Carleson communicated to the author that for outer /'s 
with |/| £ Lip(a, T) (1) and its preciseness were proved earlier by him and his student 
Jacobs. .This result of Carleson and Jacobs has not been published.

For outer functions / with |/| £ Lip (a, I՝) (2) implies even <o (/, s) = o 
(® - 4- 0). '
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н АУК армянской ССР 

Մաթեմատիկա VI, № 4, 1971 Математик»

P. С. ДАВТЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ 
ИНТЕГРАЛАМИ ФУРЬЕ

§1. Введение

В 1939 году Д. Е. Меньшовым была доказана следующая теоре
ма о представлении измеримых функций тригонометрическими рядами 
(см. [1]).

Теорема I (Д. Е. Меньшов). Для любой почти везде конечной 
измеримой функции f (х), определенной на [—к, к], существует три
гонометрический ряд

“ + 2 a*  cos кх + bi, sin кх, (1-1)
2 *=i

который сходится к f (х) почти всюду на |—к, к].
В дальнейшем А. А. Талаляном была доказана теорема (см. [2], 

теорему 1), являющаяся усилением теоремы 1. Она формулируется 
следующим образом.

Теорема II (А. А. Талалян). Существует тригонометрический 
ряд (1.1), обладающий тем свойством, что для любой измеримой функ
ции /(х), конечной почти всюду на сегменте [-֊и] или равной -f-œ 
или —со на множестве положительной меры, из ряда (1.1) можно вы
делить подряд 

•с
2 аПк cos п*  х + bnk sin n*  х, 0 пг < п2 < • • •, 

который сходится к j (х) почти всюду на том множестве, где f (х) 
конечна и сходится к f (х) по мере на том множестве, где / (х) равна 
+ СО или — со.

Заметим, что в доказательстве теоремы II существенно исполь
зована одна лемма Д. Е. Меньшова о свойствах интеграла Дирихле 
(см. [3], лемму 2), которая играет важную роль при доказательстве 
теоремы I. Однако теорема II, в отличие от теоремы I, доказывается 
без использования принципа локализации Римана для общих тригоно
метрических рядов и конструкции Д. Е. Меньшова построения нуль- 
рядов. Это обстоятельство позволяет, используя метод доказательства 
теоремы II, доказать следующую теорему о представлении измеримых 
функций интегралами Фурье.

Т е о рема 1. Для любой почти везде конечной измеримой 
функции F(х), определенной на [0, со), существует непрерывная на 
[О, со) функция g (t) такая, что



О представлении функций 289

___  Л
lim р/՜— g(t) cos xt dt — F (x) (1.2)

для почти всех x, x~ [0, ос), причем
lim g (0 =0 (1.3)

I -*•  "° 

tu

Vg<P (p€ [0, co))- (1.4)

Заметим, что аналогичная теорема при более слабой сходимости 
(сходимость по мере) интегралов (1.2) и без требования выполнения 
(1.4) была доказана в [4], где вместо ядра cos xt рассмотрены более 
общие ядра.

Согласно теореме 1, оказывается, что при помощи сравнительно 
узкого класса функций g (t), удовлетворяющих условиям (1.3) и (1.4), 
косинус-интегралами Фурье представляются все конечные измеримые 
функции, определенные на [о, °о). В связи с этим представляет ин
терес следующая задача.

Пусть е (р)—неубывающая функция, заданная на [0, °о)։ и через 
обозначен класс непрерывных функций g (/), удовлетворяющих ус

ловиям

lim g (/) = 0 и V g = О (® (р)) при р —* со. / -♦ «• о

Для каких функций ® (р) можно утверждать, что В? является классом 
представления конечных функций в смысле (1.2)?

Теорема 1 означает, что можно взять <р (р) = р.
Из доказательства теоремы 1 будет видно, что существует функ

ция ф (р)=о (р), для которой класс В- все же является классом пред
ставления (в указанном выше смысле) для всех конечных измеримых 
функций.

Кроме того, легко показать, что нельзя взять <р(р) = 0(1). Одна
ко нам не удалось найти окончательных оценок для ? (р).

§ 2. Вспомогательные леммы

Лемма 1 (Д. Е. Меньшов) (см. [3], лемму 1). Пусть [с, dj —лю
бой отрезок, г и v ^>8 — произвольные натуральные числа и

S IS 5о=-------, с3 = с + svo, ал = Cs—o
vr

(s= 0, 1, 2,---, г). (2.1)
Тогда
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' , Г , с . <1 — с*€ с4------- , -------- (2.2)
\ | V V | /

где Ь—абсолютная константа*.
Замечание 1. Пусть [с, е/]сз[0, оо) и сохранены все обозначе

ния леммы 1. Положим

Ег = [с, б/] — и [ах, с։], (2.3)

Тогда

о, ։£ЕГ
I, к -Ег.

(2.4)

Ег с [с, <7], р£г = (2.5)

р °°0’

где С — абсолютная константа, СГ>1. 
Действительно, выполнение (2.5) очевидно (см. (2.3) и

(2.6)

ратившись к (2.6), заметим, что если х <1

(2.1)). Об-
—с I

зт р (х—0 Л С
С

и

— с
------ , и следовательно 

у

(*+<)  л
(е, Ч\-Ег

<1 —с
Ик Л֊£И

(1 — с 2с+^

—с _ б/ — с

С другой стороны (см. 2.2))

Ст,(։)г!!!2Д=Йй_

р не обязано быть целым.

с
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Из последних двух неравенств следует (2.6) при С = £ +1.
Лемма 2. Пусть А и М—некоторые положительные числа. 

Тогда для любой измеримой и почти везде конечной на [О, Л] 
функции / (х), равной нулю вне некоторого множества £с:[0,Л], 
для произвольных положительных з, В, а. и натурального ■*  > 8 
существуют отрезок \ц, з|, функция 8 (х) и измеримые множества 
R и О, которые удовлетворяют условиям'.

&') 4>аг 8 (х) непрерывна на отрезке [д, з] и 

Я(<7)=$(з)=О, |«(х)|<^- (х£[д, з]);

с') Сс [о, А\—Е, —6 +ц£. 
\ V /

с!') § (7) соз х7 (И —{(х) (х£/?);

е') § ({) соз х7 <7/
я

— (х€(7, р€ 1ч, «]); V

Г)В + $8<ар (р£[д, з]). 
Я

Кроме этого, при наличии дополнительного условия

|/(х)К^ (2.7)
имеет место также неравенство 

соз х1сИ <5 СМ. (х^Л, рС к, з]),

где С^>1—абсолютная константа, фигурирующая в формулиров
ке замечания 1.

Доказательство. Легко видеть, что в силу С-свойства 
Лузина, множество Е можно предположить замкнутым, а функцию 
/ (х)—непрерывной на Е. Так как для любого л>0 можно определить 
конечное число непересекающихся замкнутых интервалов: [с1։ <4], 
[с2, [ср, бр\, лежащих внутри [О, А], и числа 11г 12,-• •, 1Р так,
чтобы выполнялись условия:



292 Р. С. Давтян

(Ли [с/, ск ] — ЕI < р |£— и [с/, л ] I <
[(==1 ] ( <"■։ >

|/(х)-6|<л (х€£п[с/, <7/1, 7=1,2,' -. р)>

а при наличии (2.7) также [7/1 М (7 = 1, 2,֊,‘> р)> то> не нарушая 
общности, можно считать

Е = и [с/, ск ], 
1-1

(2.8)

/(х) =
к, < [с/, Л] (7=1, 2,---, р} 

р
0, х£ и [а, ф].

(2.9)

Обозначая
Мх = тах 7/, 

։<։- р
(2.10)

при дополнительном условии (2.7) будем иметь

Му<М. (2.11)

Для удобства будем считать, что

•»1 < СМу ч (2.12)
И

,<3^. (2.13)

Выберем натуральное число т настолько большим, чтобы вы 
полнялись неравенства

1 ЗМурч 4 „
----------- — < — ?-Е, (2.14)
я т. Зч

4МуАрЕ<^ та., (2.15)

^.<А.
771 М

(2.16)

Пусть я/, {1=1, 2,•••, п) удовлетворяют условиям

«/<?/<»/+։ (7=1, 2,- -, п—1), (2.17)

(2.18) 
т

и [Я/, РН = Е. (2.19)1
Очевидно для каждого 7 (1 г < п) существует единственное к (1 
^к^.р) такое, что

[“/, М с [с*>  <7*].
Положим

/,(х) = И(։>՛ (,=1, (2.20).
1°, *€  R, Р/]
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Тогда ясно, что // (х) постоянна на [а/, ?/] (1<։Хл) и

/(х) = 2л(х). (2.21)
։

Пусть ։ (1-^А^п)— любое целое число, а о/— произвольное поло
жительное число. Возьмем А^>0 так, чтобы

2А (2.22)
V Зп 

и выберем з<(1) настолько большим, чтобы

2. 8нЕ £)д (2 23
> 2

аР’> з, + А. (2.24)

Пусть теперь

г0=1, г*  = г*֊1  V (А>1). (2.25)
Для каждого А=0, 1, 2,••• положим в замечании 1 [с, <7] =[«/, ?/], 
г = г*  и возьмем V, удовлетворяющее условию настоящей леммы. Тем 
самым мы можем определить последовательности функций {?<*  (*)1  
(к—О, !,•••) и множеств {Егк} (к—О, !,-••) так, чтобы выполнялись 
условия, получающиеся из (2.5) и (2.6) заменой с, «У, г соответственно 
на я/։ рь г*  (А=0, !,•••). Рассмотрим функции

Ф*(х)  = /(1-?<рГ4(х)) (А = 0, !>•••), (2.26)
где

/ = Л(ж), ₽,] (2.27)

(вспомним, что /I (х) постоянна на [а«, Р/]).
Нетрудно убедиться, что если 0 кх к2, то интеграл от ф*,  по 

каждому интервалу постоянства функции ф*,  равен нулю (надо учесть 
(2.25), (2.26) и конструкцию функций ®гл (х) (к = 0, 1, •••)). Отсюда 
следует, что функции ф*  (А =0, !,•••) образуют ортогональную систе
му в [а/, р(]. А так как в силу (2.26) и (2.4) £2-нормы функций 
ф*  (&=0, !,-••) ограничены в совокупности, то можно взять к0 на
столько большим, чтобы

7) 1
где х] (у =1, 2,■ • •, и)—некоторые числа, образующие---- тут- — ----

бпз/
сеть отрезка [0, <41,]։ т. е. для любого х£ [0, существует /0, 1
< /о ■С V такое, что
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Iх — хл1 < •>! 1
бпа^ 2Мг А3

(2.29)

Обозначим

Мх) = ( 'Х(х), х^[а,, Р, ] (2.30)
( 0, х 6 [а/, ?/]>

(2.31)

А •
/ 1- 1'9,0) 

и0

соз х^ Л=р/ _2_ 9,(<) соз х<Л. 

ч

(2.32)

Поскольку и Ег^ определены аналогично (2.3) и (2.4), то, учиты
вая замечание 1, (2.26) и (2.27), будем иметь

6/ (х) = Л (х) (х < Е‘ и {|0, А] - [а,, р/]}), (2-33)

Е1 с[а,, р,]. = Л _ 1Л (р, _ а/), (2.34)
\ V /

А 3/
У |0<(х)| с/х = у|'Ь* ։(х)| с/х = |/| с/х+

0 ч в։
+ у |/| 0-1) </х = |Л|»£»+|/| (7-1) (1 {(а,, ₽,]-£»} = 

I»/. ?/)-£/

= 1Л (1--- ֊) (Р/ - а, ) + |Л (у -1) Л(р/-а,) =

= 2 1Л (Р; - а,) < 2Мг (Р, - а,), (2.35)

Ц/4/ О б( (и) СОЗ хи с!и
р 3/

у У 0{ ({) соэ и/ сое иХ <И с!и

О сц

— Г 8111 р (х ~ ^) _|_ 31Д Р (х + о 1 л
«л I х—# х-н ]

ч
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5Ш р (х — I)

5Ш р (х — ?)

»1

(О зш Р (х — 0 з!п р(х 4- о

<4|/|+С|/р<2СМ1?

(*£  к+ р'~я< , в- в՜*  .1 р>о? , (2.36)

* Первый из последних двух интегралов оценивается с помощью

< 2п, справедливого для любых а, Ь, р и х.

\ Ь V ■*  ] /
так как С^>1, ՝>'^>8 и |/|<Л<1.

Для произвольного х£[0, о<։)] выберем /о (1 "С/о-С и) так, чтобы 
выполнялось (2.29), тогда в силу (2.28), (2.30) и (2.35)

< ֊ш +|х,. ֊ *1  А ■ 21И, (₽, - а,) <

Таким образом, справедливо неравенство

1й«1< ,֊Л> (*€10.»!' ’]),
ЭП

(2.37)

неравенства

I
I ।
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из которого непосредственно следует

со5х/|Л-^ ֊■ (х£[0, оо)). 
Зп

(2.38)

Так как 8/(х)££։[0, со), то в силу теоремы Планшереля (см. [5|, 
теорему 50)

сое х/Л (х £ [О

множество /?/Следовательно, существуют а((2), а/2)>а/и и измеримое 
такие, что

Я/с[0, А], ^>4- А.
6л 

Положим

Зур

Сг= [0, 4] — *11,  [с*  —-с,

К = [0, А]— Га/ ֊ , р, + ,
I у у

тогда будем иметь

х + />|х-<|>^~а< (хсг<։ М).

(2.39)

(2.40)

(2-41)

(2.42)

(2.43)

(2-44)

х + ։>\х—#|>Х (2.45)
/<<=[0, Д]-[а1։ ₽,]. (2.46)

рГ<>И[0, 4]-[<Ч, М1-2 р'~а‘ • (2.47)

Учитывая (2.32), (2.45), (2.35), (2.18), (2.41) и (2.14), получим
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1 2 1 4МД (3, - т, )

.3^ = А2Л^<4^(хСО1> ?С[0>оо)). (2.48)
1с т 4(1£ г. т 3>

Аналогично при х£Р) (см. (2.44)) и любом р^>0 будем иметь

|/ ~^՜ (и) СО5 хис1и -С — М1ч<^2М1 ч

о 
(2.49)

(х€^> Р С [0, <»)).
Отметим также, что в силу (2.35), (2.18) и (2.16) справедливо 

неравенство

< С |б/ (01 л < 2МХ (₽.■ -а, )< 2Л/, А (х£ [0, со)). (2.50)
и т ч

Пусть теперь (см. (2.22))

ф = а'1>_Л, *==4 ”+Л (2.51)

б/(х), а?>]

а И1') хб [ф, <44 Л
_СгЦ2))^=£։ хда)։ 511 

л

0 ■> ХС1<7'> 5'1> *>0.

(2.52)

Тогда, учитывая (2.22) и (2.50), получим

(0 сое х1 |Л

^■(хС[0, оэ)). 
Зи

(2.53)

Если р [о։՝), о<2>], а х0, х1։ • • •, хо — произвольные числа, 
причем

°/։) = *0  < х1< • • ■ < XV = Р, (2.54)
£
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то

’ / "2՜2 |'#(х*)  — й/(х*-1)  =1/ ---
*=։ * "

91

о ,. X*  + Х*_]  , . X» — ХА-1 , ։. 6/ (0 зш 1 f ■ з!п -------- ------ t “Г

]/4(Р|9,(0|<Я))2(х.

•/

9։

«/

Отсюда с помощью неравенств (2.35), (2.18) и (2.15) легко 
. /“о . .

получим

-2-Л (р —а|։)) 2 л/— (2.55)

С другой стороны, используя (2.52) и (2.50), будем иметь

Г’
«I

•I

(2.56)

,(2)
(2.57)

К т

V

8

Предположим, что все вышеуказанные рассуждения и построения 
сделаны для всех целых г, где п. При этом, ввиду произволь
ности чисел а/(1^1^п), можно было их последовательно определить 
следующим образом:

а1 = 0» а1 = 5/-1

Введем обозначения:
(2.58}

Я=Я1,

/? = а/ +

5 = 5п, 
& — <Ч

(2.59)

[_ *

:с=б1П п /?*,

> (2.60)

(2.61)

£/(х), х£ [д/, з<] (։=1, 2,.--, п) 
0 — в остальных точках х£ [0, со).

(2.62)
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Последнее определение допустимо в силу очевидных неравенств 
$1-1 <С Ч‘ (2 1 ՝<С;П)> являющихся следствием (2.58), (2.24) и первого 
равенства (2.51).

Покажем теперь, что функция (2.62) и множества (2.60) и (2.61) 
удовлетворяют требованиям леммы 2. Действительно, условие а') не
посредственно следует из соотношений (2.62), (2-51), (2.52), (2.32), 
(2.50) и (2.59); Ь') получается из (2.60), (2.46), (2.47), (2.40), (2.13) и 
(2.34), а с')֊из (2.41), (2.42), (2.40), (2.13) и (2.61).

Пусть теперь Согласно (2.62) и (2.20) имеем

Первая сумма последнего выражения не превосходит — (см. (2.53)) 
О

Учитывая, что из следует х^/?1 и х££'и([0, Д]—[сч, ]) 
(։"=1, 2։,֊֊> и) (см. (2.60) и (2.34)), преобразуем вторую сумму со
гласно (2.52), (2.33) и оценим ее с помощью (2.38) и (2.39). Тогда
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Таким образом, условие d') выполнено. Обратившись к е ), заме
тим, что если [7, з], то, как легко видеть из (2-62), существуют 
i' (l^z'4 л) и f>'£[qr, si՛ ] такие, что

УGi (t) cos xtdt
t’

l Gi- (t) cos xtdt
6

(2.63)

Пусть х£С. Применяя к (2.63) неравенства (2.53), (2.38), (2.48), (2.39) 
(в силу (2.30) 9։ (х) = 0 при х£С) и учитывая (2.13), получим

Это значит, что условие е') выполняется.
Пусть теперь р£ [д, з]. Тогда существуют ?' и /' (1< ։'^Сп) та

кие, что
р' <Р» р' С [?г, ] (2.64)

и

Суммы вида 2 при 1' = 1 считаем равными иулю.
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г 4» ,• г-1 .® ,•
<2у։.+2у։<+ 2 у/'+Ч,»*-  

/—1 41 1-1 »} ' 1-1 о) ' I

2 при 1' = 1, и \/ при р'< считаются равными нулю.

Имея в виду (2.64), неравенства (2.55)—(2.57), (2.23) и первое 
равенство (2.51), получим

V 8 <2 2 — ^+֊2 и2>- ^)+

+ ֊^֊ (р'— чг Х2։7— 2 (Ч1+1— яд +
2 ’ 21-1

а ор’֊ Л а
+ ֊2 (р-д/')<—2— а-В+ ֊2 (р- 9т) =

= ՜^՜ V'—В-(- у (р —9)<ар — В.

Итак, условие /Э также выполняется.
Остается проверить последнее утверждение леммы 2. Сопостав

ляя неравенства (2.36) и (2.49), будем иметь

^х £ | а/ 4֊ —֊—рг —

<2СЛ/г*

Р<~<ЧиГ<,Р>0
* 1 /

(2.65)

Пусть р£[д, з], тогда существуют ։'(1<г,-Сп) и р'£ [<?г, зг], 
для которых может выполняться (2.63). Если теперь х £ R, то для не
которого 10(1<л0-<п) будет х^Е1՝. Но тогда 0/ (х)=0 (1<7-<п, ։#=г0) 
(см. (2.30) и (2.34)), так что из (2.63) получим

С/ (0 соз х1<11

1'-1 42>
4֊ 5 | С/ (0 соз х1с№— 0/ ( .’• 

/■/■/о (I

(7/„ (£) соз х(<11
£
у бг (/) соз х/Л 

и
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Применяя к слагаемым правой части этого неравенства соответствен
но (2.53), (2.38), (2.39), (2.65), (2.65) и учитывая (2.12), имеем

1у 4 <4+4+4+
Я

+ 2СМг У + 2СМг V < 5СМг V (х £ R). (2.66)
Но при выполнении (2.7) имеет место (2.11), так что в этом случае 
из (2.66) вытекает д'). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любых положительных чисел А и в<1 можно 
определить о^>0 такое, что какова бы ни была измеримая функ
ция {(х),

/ (х) =0 при х^Е, Ес [0, А], (2.67)
и

|/(х)|<г, х£Е, (2.68)
и каковы бы ни были а > 0, э^>0, т)">0 и 5^>0, существуют изме
римое множество R и функция §(х), для которых выполняются 
следующие условия:

а) 8 (х) — непрерывная функция, определенная на [9, з], где 
з д^> а, причем

8 (?) = 8 (։) =°. 1#(*)|< е (*£  [<7, а]),
Ь) R с Е, рЕ^иЕ — е,

с) 8 (/) соэ х#Л—/(х) (*€*),

р » 
#(/)с08х/Л <*е  (х£/?, ?<Р<з),

е)В-\-\/8<а^ (?<?<։)• 
я

я

Доказательство. Возьмем натуральное число \>8 настолько 
большим, чтобы

8А , 
---- \ е

и выберем 8>0 настолько малым, чтобы

(2.69)

5С8?<б, (2.70)
где С — абсолютная постоянная, фигурирующая в формулировке лем
мы 2. Покажем, что выбранное так число о удовлетворяет требова
нию леммы 3. Действительно, пусть /(х)—измеримая функция, а Е— 
измеримое множество такие, что

/(х)=0при х^Е, Е с [0, А],
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1/(х)|<8 (х£Е),

и пусть ։, з, ъ и В — произвольные положительные числа. Применим 
лемму 2 к функции /(х). полагая в формулировке леммы УИ^о. Тогда 
мы можем найти функцию у (х) и множество R, которые удовлетво
ряют условиям а'), Ь՛), б'), /') и условию г') при М=8. Отсюда, в 
силу (2.69) и (2.70), получим утверждения а)—е) леммы 3. Лемма 
доказана-

Лемма 4. Пусть -4^>1—некоторое число, а { (х)—почти вез
де конечная на [0, А] измеримая функция, равная нулю вне неко
торого множества Ес [0, А]. Тогда для любых положительных 
чисел 1, о, В и 8<1 существуют функция § (х) и измеримые мно
жества Р и Q, удовлетворяющие условиям:

V 8 (х)—непрерывная функция, определенная на [д, «], где 
з 4~^>а, причем

8 (ч)=8 («) = 0, 1яСх)|<5 (*€[<7,  з]),

2) РсЕ, > у-Е — о,

3) § (О соз х/Л — / (х)
ч

(х£Р),

4) <2<=[0, А] — Е, ([0, А]-Е}-1,

§ (0 соз х7Л 3 (*  € С, р € [<ь з]),

6)5+\/£<ар (РС[<7, з]). 
ч

Эта лемма получается из леммы 2 при = 3 и некотором *,  ^>8Ао-։.

§ 3. Доказательство теоремы 1

Возьмем две последовательности положительных чисел {г/) и 
{Аг], где

ОО

1>Е1>В։> - - •> £/> •••, 2 6|<4-ОО, (3.1)
г-г

1<А<А<-.-<Л<---, Л-оо. (3.2)

Для каждой пары е = е/ и А = Л/(։=1, 2, • • •) определим число 8=8/ 
согласно лемме 3, т. е. так, чтобы при наличии условий вида (2.67), 
(2.68), для произвольных о, т), В и а выполнялись все утверждения 
а)—е) леммы 3, в которых вместо е, А и о взяты, соответственно, в/, 
Аг и 8/. При этом из формулировки леммы 3 ясно, что можно счи
тать (։=1, 2,•••). В силу (3.1) будем иметь
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2 8, <4-00. (3.3)
/-1

Пусть Г (х)—функция, фигурирующая в формулировке теоремы. 
Применим лемму 4, полагая в ее формулировке А = А1։ / (х) = Е(х) 
(х£[0, Л։]), Е = [О, Л^, а =0, В—О, я=1 и 8=82. Тогда мы можем оп
ределить измеримое множество Р=Рг и непрерывную функцию § (х)֊՜ 
=51 (*)  (х € [д> 5։1), где з։>д>0, для которых выполняются условия:

£1 (<?) = £։ («1^0, |§г (х)|<8։ (х£[<Л «։])» (3.4)
Ас[0, Л^ рР։>Л։-8։, (3.5)

֊ У«* <0 СО3 х/Л-Г (х) |<82 (х е Р1), (3.6)

Я

^*(х)<Р (рС(9. 51]). (3.7)
Я

Предположим, что для некоторого г>2 определены измеримое мно
жество Pi—1 и непрерывная функция gt—i (х) (х£ [g, si—i], где si-Og 
некоторое число), которые, удовлетворяют условиям:

V#-i<p (р€(<7, sz-iD, (3-8)
Я

Pi-i с[0, Л,_։], (xPz_։> Л1Ч - 8,, (3.9)
__ ’<-։

1/ — I gi~i (t) cos xtdt — P(x) <3, (x^Pi-1), (3.10)
я

gi-i (д) = gi-1 (sz-i)=O. (3.11)
Положим

____ Д/-1
/г-1(х)=Р (х)-|/ 2. | ^-1 «) СОЗ х/л (х^[0, СО)), (3.12)

я

В(-1= \/ gl-l (#). 
я

В силу (3.10) и (3.11) имеем

1Л-1(х)|<8/ (хСЛ-1). (3.13)

Применим лемму 3 к функции /(х) = /1-1 (х), полагая в формулировке 
леммы Л = Л/֊1, 8 = ։/, 6 = 61, Е=Р(-\, я = 5/-1, В = В1-\, =
= ~^> а=1. Тогда мы можем определить измеримое множество R, 

отрезок [</', з'] (5'">д' >з/-1) и непрерывную на [д', з՜] функцию 
(х), для которых выполняются условия:

(д') = g*  (s')-0, |я*  (х)|<81 (х е [д', з']), (3.14)
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Р с Р,_։, \iR > jxPz_ j — ez,

•Г

(*€*),

Е/ (xCR, p<[g', s']),

(3.15)

(3.16)

(3.17)

В1-Х +\/г* (0<Р (₽€[?', «'])• (3.18)
7'

Положим

В'=в^ + V я*  (0= V ?/֊1 (0 + V«*  (0 (3.19)
Ч Я 4՛

и применим лемму 4 к функции
_ л1

/ (х) =//֊։ (л)— |/ — у §*  (<) сое х#Л, (3.20)

я'
полагая в формулировке леммы

А=А։, £=[0, А.]\Я, з=5', В=В', а =1, 5 = ^1.

Тогда можно определить измеримые множества Р и Q, отрезок [gz, 5/] 
(si^>qi >■ s') и непрерывную на [gz, sz ] функцию g**  (х), для кото
рых выполняются следующие условия:

g**fo)=g**(M=0,  |g**(x)|<^  (x£foz, Sz]), (3.21)

Pc [о, А]\Я, НР>? l[0, A]\7?) - (3.22)
2

QcP, (3.23)

___«՛ __  *z
p / ֊?- Jg*  (0 cos xtdt-r — J#**  W cos xt^—f1֊1 (x) < ~-(3.24)

4՛ 41 '

cos xtdt ^(x€Q, P^[?/, Sz]), (3.25)

(3.26)

Введем обозначения



306 Р. С. Давтян

Л = Ри Qn/? = PU Q, 

Qt=QnR=Q, 
gi-i (x), x£[q, Sz-1]

81(х)= £*(*).  хС[д', И
«**(«),  х£[ф, 3/]
0 — в остальных точках [д, з/ ]•

(3.27)
(3.28)

(3.29)

В силу равенств (3.11), (3.14), (3.21) и непрерывности функций 
gl-l (х), g*  (х), g**  (х) функция gl(x) непрерывна на [д, $/]• Из опре
деления функции £;(х) (см. (3.29)) и из неравенств (3.14), (3.21) сле
дует, что

l^(x)K8/ + 3«H (*€[ s'֊։> Sl D> 

gi(q) — gi (si)=0.

(3.30)
(3.31)

Используя соотношения (3.12), (3.16), (3.24) и (3.25), получим

\ gi(t) cos xtdt—F (х) <5/: i (*С  
г к J<г

а из (3.17), (3.25), (3.28) и (3.29) имеем
р

У gi (0 cos xtdt Sj 4֊ 'и +1

*1-1
(*€<?/,  Р £[«<-։» S'D-

Учитывая (3.9), (3.15), (3.22) и (2.23), убедимся, что
Р/с[0, А,], o/+i,

Заметим также, что в силу (3.26), (3.18), (3.19) и (3.8) 
соотношение

V gi (0 < Р (Р £ [q, Si ]). 
v

(3.32)

(3.33)

(3.34)
(3.35) 

справедливо

(3.36)

Имея в виду (3.36), (3.34), (3.32) и (3.31), заключаем, что к полученной 
функции (х) применимы те же рассуждения, которые были применены 
к gl—l (х), только в этих рассуждениях нужно заменить г на г'4-1.

С другой стороны, на первом шагу уже определена функция gl (х), 
удовлетворяющая условиям (3.4)—(3.7), которые аналогичны соотно
шениям (3.31), (3.34), (3.32), (3.36).

Таким образом, мы можем определить последовательности чисел 
Я = 5о < ' ’» функций &(х)} (х£[д, 5/], ։=1, 2,•••) и множеств
{7’/), Для которых выполняются условия (3.31), (3.34), (3.32), 
(3.36) при ։>1, условия (3.30), (3.33), (3.35) при г^>2 и, кроме того 

gl+l(x) = gl(x) (х£[д, $,], ։>1). (3.37).
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Положим

/ \ (0 , х£[0, 7]g (х) = ( ’ -֊ I »
U/(*),  Х'ЛЯ< «/], ։>1,

Е = U П Qi.
л —1/—л

(3.38)

(3.39)

Ясно, что равенство (3.38) определяет непрерывную функцию на [0, со), 
которая согласно (3.36) и (3.30) удовлетворяет условиям

lim g (х) = 0, £<р.
Х-*«е  О

Докажем, что
х

limiX-?֊ g (f) cos xtdt = F (x) (x^E). (3.40)

' 0

Пусть x0 £ E. Выберем z0 так, чтоб ы

(3.41)
и рассмотрим интегралы

j g (t) cos x0 t dt при Х^>$/,. 
о

Очевидно 
х
. g (Z) cos xQtdt — g (t) cos xot 
0 * 0

х
\ g (0 cos х0 tdt, (3.42)

где z‘>zoh sz<X<sz+i.
В силу (3.32), (3.38), (3.41) и того, что Qi с Pt 

(3.28)), получаем
(см՛.

g(t) cosx0tdt—F(x0) SZ+I-

(3.27),

(3.43)

С другой стороны, согласно (3.33) и (3.41), где вместо ։ взято г'+1, 
будем иметь

(3.44)

Из (3.42), (3.43) и (3.44) находим
х
g (f) cos Xutdt—F (x0)

0

6ru4-4+i+5z+։, (3.45)

где s/ s/ +1, / z’o.
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Так как /-»со при X—>оо, то из (3.45), (3.1) и (3.3) и из того, что 
х0— произвольная точка множества Е, следует справедливость (3.40). 
Учитывая это, заметим, что согласно (3.35), (3.39) и (3.2) имеет ме
сто равенство

|1 {[0, оо) — £] =0, 
чем и завершается доказательство теоремы.

Замечание 2. Пусть 1 0 при /-У+°°. Используя конструк
цию построения универсального тригонометрического ряда относитель
но подрядов (см. |2]), можно построить непрерывную на [0, со) функ
цию ф (/) и последовательность чисел {«Л}, где 0=з0 • • и -»«>,
такие, что

1°. 15т ф (0=0, ф(зя)=О (У=О, 1, 2,- •),

2°. уф<<р(р) (р€[0, оо)),
/

где<р(р) = «яр при рС[зл-1, 5л] л=1, 2,•••.
3°. Для произвольной измеримой функции Р (х), конечной почти 

всюду на [0, со), существует возрастающая последовательность на
туральных чисел (п/)” такая, что 

lim
К-*«» cos xtdt ■— F (х)

о

для почти всех х£ (0, со), где
8 (() = / ՛՛ (<)։ '^5я" 5я/+։ Нг = 1, 2. ■ • •)

I 0—в остальных точках [0, ос).

Замечание 2 означает, что в теореме 1 условие (1.4) можно за
менить более сильным требованием

уг<ф(р) (р€[о, оо)).

где <р (р)—некоторая возрастающая функция, не зависящая от пред
ставляемой функции F (х) и удовлетворяющая условию

® (р) =о (р) при р —♦ со.
С другой стороны, если g (/) непрерывна на [0, со) и удовлетворяет

р
условиям: lim g (/) =0, V g К (АГ—постоянная) и 

<-»«• о
X

lim у / — ( g (/) cos xtdt = F (x)
A-**o  у К J

0 V
для почти всех x£[0, оо), где F (x)—почти всюду конечная измеримая 
функция, то
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так что

— g (0 sin xt

cos xtdt

2К

|Г(х)|< — (почти всюду).

Отсюда следует, что в теореме 1 условие (1.4) нельзя заменить усло-
р

нием V £ — О(? (р))> при р֊>со ни для какого <р (р), удовлетворяюще- о
го условию Ф (р) =0(1), при Р-» со.

В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну за 
постановку задачи и оказанную помощь при ее решении.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступило 20.У.1971

Ո՛. Ս. ԴԱՎՄԱՆ.
•ւքասին (ամփոփում)

Տափելի ֆունկցիաները Ֆուըեյի ինաեցըայներով ներկայացնելու

Ներկա աշխատանքում ապացուցվում է հետևյալ թեորեմը»
Թեորեմ։ [0, Oo)-ctli/ որոշված ցանկացած համարյա ամենուրեք վերջավոր չա-

■ՒԿՒ Ո*)  այի համար գոյություն ունի [0, oo)-nts/ որոշված g(t) անընդհատ

lim 
k-*+"O g (է) cos xtdt = F (x)

[0, oo)-/ib պատկանող համարյա բոլոր x-երի համար, ընդ որում՝

lim g (0 =0 և V g < p (p Հ [0, co)): 
/-֊» о

R. S. DAVT1AN. Representation of measurable functions by Fourie integrals 
(summary)

The following theorem is proved:
Theorem. For an arbitrary almost every where finite measurable on [0, oo) 

function F (x) there exsts a function g (f), continous on [0, oo), such that

X

lim I / — I g (/) cos xtdt — F (x)
A-*+»  \f J

u 
for almost all x>^[0, oo), and

g (t) =0 and V g < P (P e [0, co)).
0
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մաթեմատիկա VI, № 4։ Х971 Математика

Н. А. ЛЕБЕДЕВ и Н. А. ШИРОКОВ

О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ
НА ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВАХ, ИМЕЮЩИХ КОНЕЧНОЕ 
ЧИСЛО УГЛОВЫХ ТОЧЕК С НЕНУЛЕВЫМИ ВНЕШНИМИ

УГЛАМИ

Пусть С—замкнутое множество точек комплексной плоскости Е, 
содержащее не менее двух точек, дополнение С1 которого есть одно
связная область, содержащая точку со; (7—множество внутренних то
чек множества С; г = ф (<, С) — ф (£) = 7# + у0 + 71*՜1 4- ••• , 7^>0, 
функция регулярная в области 1<Ц/|<со, однолистно отображающая 
эту область на б; # = <р (г, б) = <р (г) — функция, обратная для г = 
(I, С); Г = Гх = Гх (б)— граница О; Гд> = Г/? (б)= ф (|/| =Я, б), 1,
ф = линия уровня бх; б? =ф (к|>7?, б), /?^-1;О/?=Сб/г—дополнение б? 
р (Е1։ Ег)—расстояние между множествами точек Ег и Е։; р/? (г) = р (г, Г/?)- 
расстояние от точки г до линии уровня Г#. Далее рассматриваем мно
жества б такие, что ф (/, б непрерывна при 1֊С|/| < со.

Пусть //=е,0/, — т. < 0/ < я, /, 1=0, 1,--—различные
точки окружности |<|=1; а/, 0<^а/-^2, ։/=г=1, /=!,•••, I —фиксиро

ванные числа;- А, 0 < А <Հ Ао == /;

аггуи/ = Н; }
1

; ц — дополнение Ս սյ до области 
/-։ И 1.

Будем говорить, что б имеет I (и только I) угловых точек г/ = ф (//, 
б, I, с внешними (не нулевыми) углами <։/■*, если суще
ствуют две постоянные сх и с2, 0 < сх < с։ со такие, что

где А/ (<) — функции, регулярные в 1<^|<С°°, непрерывные в точке I], 
/ \в/■^/(0)^0։ и выбрана та ветвь функции (1----- — I , которая обращает-
\ t /

ся в единицу при / = со.
Угловую точку г/=ф(0) будем называть простой, если ф (2)=^ 

=£ф((/) при 1=^=1} |#| =1, и 5-кратной, если существуют точки /у,,,
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'»=!»•••, 5, |*/,, 1=1, */, ,=/=*, '<=/='»', такие, что <|» (*/) = ф (*/, »)>'*=!>•••
•••, 5, и 'НО^Ф(О) при ,, у=1,•••,«, |*|=1. Среди точек 
*/,, могут быть точки (на самом деле не более одной), не совпадаю
щие ни с одной из точек , ]= !,•••, /. Такой точке //,» сопостав
ляем «/,, = ! и дополнительно к условия / (1) требуем, чтобы для нее 
выполнялось третье условие из (1) (с заменой */ на */,» и а/ на.

Класс множеств, удовлетворяющих поставленным выше условиям 
обозначаем через ЧГ или через ’Р (с1։ с2, *։, <4, •••, 6, ’։) и при */=0 
через 4՜ (с1։ с2). Если 1—0, то при всех (, |*|>1, выполняется второе 
из условий (1) и мы говорим, что множество С не имеет угловых то
чек. Класс множеств (с1։ с2, *1, •••,*<)։ являющихся замыканием 
области С, будем обозначать через Чг* (с։, с2, *!,•••> )• Ясно, что

ЧТ* (с1։ с։, *!,•••, ) не имеет кратных угловых точек. Класс мн о-
жеств (с1։ с2, *!,•••, «։), не имеющих кратных угловых точек
будем обозначать через Чг+ (с։, с2, «/)-

В работе доказана следующая
Теорема. Пусть С £ ЧТ* (с1։ с։, *и • • •, а/), I ^>0; / (я)—функция, 

регулярная в С, имеющая в С г (г=0, !,•••) непрерывных произ
водных,

ш (8) = ш (8, /'■)) = эир [/И (я') — /г) (я)1, з >0,

— модуль непрерывности (г) в С. Тогда для каждого п=0, 1, • • • 
существует полином Ра (я) степени не выше п такой, что

1/<” (я) - Р;) (я)|< Д,р (я)-’ . (р։+ ։ (я)), я е Г„ V =0,. •г, 
1+4 ֊

где А, — постоянные, зависящие лишь от И,
Эта теорема справедлива и для С7£ЧГ+ (си с։, *!,-••, *,), но Д°՜ 

казательство при этом становится несколько более сложным и менее 
прозрачным, и мы его здесь неприводим. Для (с։, с2, *1։-• ■, */)
формулировка теоремы изменяется, а доказательство еще более слож
ное. Эта теорема для (7£ Чг (с։, с։) (С не имеет угловых точек) дока
зана Н. А. Широковым, причем дано явное выражение А, через сг и 
с2. Общий случай доказан авторами совместно.

Приведенные нами результаты обобщают некоторые результаты 
В. К. Дзядыка из работ [1], [2], [3], [4] и Н. Н. Воробьева [6], [7] 
(см. также [5]), в которых накладываются более жесткие условия на. 
границу Г множества С. В случае, если (7—множество без угловых 
точек, В. К. Дзядык требует, чтобы граница Г была гладкой, и в 
случае множеств с угловыми точками—чтобы Г была кусочно гладкой, 
с непрерывной кривизной на каждом куске (и некоторые дополнитель
ные условия в угловых точках).
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В пункте 1а работы мы введем некоторые необходимые для даль
нейшего обозначения. В п. 2“ совершим важные преобразования мно
жества G. В п. 3' даны леммы, используемые при доказательстве 
теоремы, которое проведено в п. 4Э.

1՞. Некоторые обозначения. Пусть: ^>1, 9—веществен
ное число,

е = :₽. о С) = t (/?e֊rt ? (Q), : e , :₽ =
С|в| = Ci, •; К (z, 8) = |Z: |С - z\ < 8), 8>0; К (z, 8, А) = С: < |С- z|< А}

О < з < Д; К [z, 8] = К (z, 8, со); Г/г (г, 8) = Г/? Л К (г, 8), Г/? [г, 8] =
= Г/г П К [z, 8], Г/г (z, 3, А) = Г/г П К (z, 8, А).

Длину произвольной спрямляемой кривой L обозначаем через |£|.
При доказательствах мы не будем следить за зависимостью од

них постоянных от других, введенных ранее, и потому будем исполь
зовать сплошь и рядом одни и те же буквы для обозначения различ
ных постоянных. В частности, буквы А и с, иногда с индексами, всег
да будут обозначать постоянные. Кроме того, будем пользоваться 
следующим определением. Если на множестве Е заданы две неотри
цательные функции а и? такие, что 0<Д'<^\-^- < А<^ ос на Е, то пи-

Р
шем а X £ на Е и говорим, что а эквивалентно ? на Е. Две однознач
ные аналитические в области В функции а и ? будем называть экви
валентными на В, если они непрерывны в Ви их модули эквивалентны. 
Для двух функций а и неотрицательных на Е, будем писать

если а-<Д£.
Далее мы неоднократно будем пользоваться следующей легко 

доказываемой эквивалентностью. Пусть а>0 фиксировано, а^>0 и 6>0. 
Тогда

(а + + Ь'.
2՜1. Класс Ч'* (сп с2, tlt аь tt, ч) замкнутых мно

жеств. Пусть (cn са, t1։ а/). Границу Г множества G бу
дем рассматривать как образ окружности t = е‘в, — к 9 и, при 
отображении z = 6 (f, G). Используя (1), легко убедимся, что Г—спрям
ляемая кривая.

1 / t
Пусть z (0 — П (1------- ) » гДе выбрана та непрерывная

/=1 \ /

ветвь этой функции в |f| ^>1, которая обращается в единицу при £ = оэ.
.у (t)

Заметим, что модуль функции 1------ , регулярной в |<Г>1, ограничен
7. (О

сверху и снизу постоянными, отличными от нуля и оо (что следует из 
(1)), и потому

Ф'(0=Л(/)П (i-֊)'7 И>1. (2>
/-1 \ /
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где А (/)—регулярная в (/| > 1 функция такая, что 0 <с։<|Л 
<^С2<^со при Ясно, что из (2) снова следует первое и второе 
из условий (1).

Рассмотрим векторы
ф (е'9) _ф (е'9/) , ф(ел)-*(« ')к֊^֊^4 к*<"М” |Я.“)֊^-

(3)

Используя третье из условий (1) легко покажем, что

—— (3,)
И/(0)1 И/(0)1

Эти векторы очевидно являются касательными в точке «/=’? (0) с0՜ 
ответственно к дугам я = <|> (е'в), 9/ —А <9^9/, и з = ՛? (е/9), 9/ <9 
֊^9,-4՜ А. Вектор к- (//) нужно повернуть против часовой стрелки на 
угол гл! (при я/=2 векторы к- (</) и к+ (0) совпадают), чтобы он 
совпал с к, (//). В этом смысле кривая Г в точке г/='т* (0) имеет 
внешний угол равный «а/. Отсюда же следует, что для любого е>0 
существует А', 0<^А'<А, такое, что дуги г = 6 (е19), — А'^9^9/ и
г=,?(е/9)> 9/<С 9 9у -|- А՜ лежат в углах раствора г с вершинами в г/ 
и биссектрисами, параллельными соответственно векторам к- (1/) и 
к+ (/у), и если г/ — простая угловая точка и то сектор

Ч* ~ -^-<агг(г — г/Хф/ +-^-, \г — г։\<К', 
" л

принадлежит С?.
Преобразуем теперь О£У* (с1։ с2, <!,•••»«/), / > 0. Исходя из 

6=0 (1), построим некоторую последовательность множества С (к), 
к. = 1,••■,/+!, следующим образом. Если 6 (А) построено, то строим 
некоторое замкнутое множество X* с О (А), дополнение к которому есть 
некоторая односвязная область О (к). Отобразим £) (А) с помощью не
которой однолистной функции 5 = ф* (г), (оо)= со, <р* (°°)^>0. Эта

функция отображает С1 (к) = СО (А) на некоторую область 61 (А-{-1), 
дополнение которой обозначим через С (А-[-1). Полагаем я/ = яр, 
*/‘+1) = <?* » ?*-> = • • • о ?1 (^>), ;=1,А=1,),й> ак £ 
ак=ь 2*։),

;=Ф.(г) = а,+ (4)

\ г —ак /

*0 а ---здесь выорана та ветвь функции I------- --- 1 г которая обращается
\ г — ак /

в единицу в точке г= оо. Заметим, что = г<*>.
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Опишем теперь выбор точек а* и построение /.* и по индукции 
покажем, что б (к) £ Ч՞* (с]Л), Сгк\ {к, ։*,■••, Ь, ^[),к=1, •••,/, и С (/-|-1)£ 
С'У* (сГч1), с?+1)).

1) Если а* = 2, то в (4) в качестве а« возьмем какую-нибудь 
точку из С (к) и в качестве л* возьмем какую-либо спрямляемую про
стую кривую, соединяющую точки а* и (лежащую в С (к)). Ясно, 
что если С (А:)—замкнутая область, то С (к 4֊ 1) также замкнутая 
область и конформность в С  (к) при преобразовании (4) имеет место 
во всех точках за исключением точки В частности, сохраняются 
углы между односторонними касательными в точках гФ, /~1,՛՛-, I 
у -/-= к. Исследуем точку «<*>, для чего найдем производную функции 
? = ф«, ё(л+1)) = ?*(фа, ё(*)))(ф(оо, с(л+1))=то,.у(аЭ։ с\к + 
4֊1))>0), однолистно отображающей к|^>1 на (7 (^ + 1). Имеем 
՛/ а, ё (к +1)) = (ф а, в (к))) ф' а, о щ),

1

1

_1 / 4*’ - а* 2֊1
• * } (г а*) ’

՝ \ г —ак ) )

В силу предположения индукции С(к)£хУ* (с1*\ сг0, 1к, Ч, •, (/, а։), 
и для ф'(£, б (Л)) имеют место аналоги неравенств (1). Используя их, 
легко убедимся, что

о<<4*+1’<|ф' а, ё(л-|-1))|<с?+։,<«>=,

и легко убедимся, что С (&+1) С V* (с]*+1’, с^+1), 6+1, а*т1, •• • , 6, а/).
2) Если ®*<<2, а* =^=1, то проведем через точку биссектрису 

угла, образованного векторами к+ и к- (см. (3) и (3')) для точки 

множества б (£) и на части биссектрисы, лежащей в О (к), возьмем 
некоторую точку а* такую, что отрезок (г^, а*] £ б (£) (б (к)—множе
ство внутренних точек С (к)). Если 1<^а**\2, то полагаем Х*= 
а*]. Если 0<а*<1, то с обеих сторон отрезка а*] проведем ду
ги окружностей с_концами в и а*, образующие с отрезком углы

(1 — а*) — . Легко видеть, что всегда можно выбрать а* так, чтобы 
2

замкнутая луночка, образованная указанными дугами, принадлежала 
О (к) за исключением точки ^(*). Эту замкнутую луночку обозначим 
через X*. Как и в (1) убедимся, что если С (к) £ И * (с?1, С2*\ 6, 
•••, ։/), то б (£4-1) С 1®Г* (с?+П, с^+1), б+1, ։*;!,•••, Ь, и) (отметим,
что при а*-\1 образом О (к}— дополнение луночки '/-к при отображе
нии (4)—является дополнение отрезка а«])»

Из изложенного ясно, что б (/4՜!) 6'^г \
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Обозначим через г = ф* (?), ?^б1(^4_1) функцию, обратную для 
? = <р (г):

(*)
г _ ф, (О =«.+ , 5 ? б1 «н-1). *=։.■•■. '• К ’

1 _/ ’ г* ։
X ? — ак )

Введем функцию

г = ф։ (с) =е ф։ о ф, о . . . о ф, (։), 

которая однолистно и конформно отображает 61 (/+1) на 61, и пусть 
? = ф. (г)—обратная для г = ф, (;) функция. Отметим, что функция

г = ф (#, С (к)) = ?*֊1° ф4-2 о • • -о ?1 (ф Ц, С)), К1>1, 4: =1,-• /4֊1>
отображает область |/|^>1 однолистно на С1(к) и

Ф(о=Фа, с)=ф* (ф а, с (1+1».

Ради краткости записи введем еще обозначение

г = Ф|*1(£) = Ф* ° Ф*п° ••• = 'Ь(«),^61Н/֊г1), к=1, •••,=/,

и пусть с = ф[*] (г)—функция, обратная для «='}[*](?)• Кроме того, 
положим = ф (/>, С (/֊г1))= 2;/т1).

По множеству С (к), к=1,---, /4*1, как в начале работы, введем 
линии уровня Ер (С (к)) и области Ср (к) и Ср (к) для /?>1.

3". Леммы, используемые при доказательстве тео
ремы.

Лемма 1. Пусть а£6(/-|-1). Тогда 
1 л_____________ _

Ф. («) = А (<) ,;£(?(/+!),

где Ак (?) — регулярная в С1 (/4-1) и непрерывная в С1 (/4-1) 
функция такая, что 0< а <|Д .(?)| <сг<со, ?£ (/4-1).

Доказательство. Заметим, что

< (?)=•?; ('ЬР1 (?)) *2 (*181 (?)) • • • •!>;֊! (*ш(?)) •?; (?). (5)

Рассмотрим сомножитель ф* (ф[*+ц (?)), к=1,- ., I. Имеем (см. (4'))

. • ,ь. I 1 — ю I2/? — ։_ _<*) _ф*(В)=-аи------- — Ц ---- *_) , , Еес?(4:4-1). (6)
I 1— и » 1 \ 5 — ак / ? — а*

Функция, стоящая в квадратных скобках в (6), как функция от ? не

прерывна в С1 (4:4-1) (функция (—---- *—обращается в единицу
\ ? — а* /

лишь при ? = со) и не обращается в нуль в И1 (4:4-1), а потому она 
эквивалентна единице в (7։(4:4-1). Мы хотим показать, что
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5 <G‘ (1+1),

и это будет доказано, если покажем, что

'?[* I|(5)~ ■Z**) ;___ '_k
'?1*+։)Ю—а* аь’ с С G1 (Z+1),

для чего достаточно показать, что функция

Или, записывая эту функцию в виде
'•Ч* Ч (>) —'Ь*-Ч (^*) (0 — '?[»+2| (;*) '>/(?) — ’И«)

’?։*+։| («) — '?!*+։։ (<*) Ф[*+з1 (?) — Ф(*+3) (=*) ՝ — «*
видим, что достаточно показать эквивалентность

֊֊-----"(?) * X1, ? € С1 (*+1), * = Аг+1,•••,/.
« — г*

После преобразований получаем 

и легко видеть, что эта эквивалентность имеет место. Учитывая изло
женное выше, получаем заключение леммы.

Следствие 1. Пусть Л^>0 такое, что окрестности 
u/=(«:5<ü1 (Z—Н1), |;— if |<Л'| точек tj, j= !,•••, I, попарно не имеют 

i , ֊
общих точек, и и —дополнение U и/ до G1 (Z+1). Тогда существуют

/-։
постоянные cj и cj, 0 cj<C cj < °о, такие, что

с;<!<(?)!<« ls-e/Г/-1,
с։ -С l'K G)I<C2, ££и'.

Лемма 2. Пусть: z', z" £ G., (к) П G1 (k), k = l,---, l, E'=։*(z'), 
V = <p* (z"). Если 0<a*<2, то

\z" - z'\ xir - 5'1 [j<- *П1/в* +1 ?"-5'll°*՜1 • (7)

Соответствующая оценка сверху имеет место и при а>=2. Со
ответствующая оценка снизу для а*=2 имеет место, если модуль 
приращения arg (z — при движении точки z от z до z" по не
которой кривой, соединяющей z и z" и лежащей в G1 (^), не превос
ходит 2г. — о, где о >0 фиксировано. Ясно, что в (7) можно заме
нить в правой части z" на z .
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Доказательство. Рассмотрим преобразование (4): z ?*(’)>

? £ G1 (&4-1). Ради краткости записи полагаем
5 - ?' - 4*> _ ^-4”

W = T^T’ W’ = T^7’ (8)

Имеем (см. (4'))

= Ul« - z- «. = М*’—*) 7—F
1— wi" 1 1

1 w-’ ~W1_ •
(1—W2*) (1 — wr)

Покажем сначала, что
1Ш2* — w‘* | х lw* T«il (l^il + lw» — “’ll)’* '

(9)

(10)

Полагая x=w։— w1։ при |х| , имеем

|w? ~(w1+ x)‘*l , y՝> + (1+ e ,
Mdwil + M)**՜1 " (l+jz)’*՜1 ՛ Х1+0/

Правая часть возрастает с возрастанием у и потому

При |х| <С — )uij|, у = — имеем 
2 ш։

L» + М«»— 1) , , 1)(я»—2) »। ... 1
„= |1֊(1+»)■*! " 2 3 31 у
и-------------------------------------- -------Г— =ж ---- ---------- --------- ■ —-------------- ;--------------------------------------------------1 ■

1у|(1+М)* |у1(1+1»)Г*
■>+- >^2Ь2<61”2 

Итак
|w2*-wj*| <6 lws~ WjKIwJ 4- |w։- wj| )**"'. ОО* <2.

Получим теперь оценку снизу для и. Положим to = ----- -А_,
5 — а* 

^^(i+l). При этом отображении О1 (£-{-1) при а* =^=2 отобразится 
в некоторую область G’ (£+1), не содержащую области |arg to|^>®0^>

т- е. ■֊-<; <р0 ’С—. Чтобы в этом убедиться в G (к) z 2 <։*
проведем дуги окружностей одинаковых радиусов с концами в точках 
z* и а* такие, чтобы область, ограниченная ими, содержала л*. Этим 
дугам в G’ (к -|֊1) соответствуют лучи, исходящие из точки w =0, 
образующие с вещественной осью углы ф0 и — ф0. Легко видеть, что 
так определенное <р0—искомое.

Далее полагаем для определенности |w2l |w։| и обозначаем

= х, 0<х<;1, arg — =2<р. При 0<^аА<^2։ я* =^=1, имеем |»J <ф։.
W-.

W1 

ид-
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Легко видеть, что при выполнении условий леммы при я* =2 для 

arg— =2? имеем |?|-< -----?оя* =2?о = "------------------Заме-
Wo 2 \ 2 / 2

тим еще, что 
max jwa|) -С IwJ + |wa — w ։| 'С 2 max (Iw/, |ws|). 

Теперь имеем
» / |w2** —w’*՝ V. 1. (xe27’)**—1 2_

\|wa—w-jI • |2w2|°*_J/ 4 xe2,?— 1

1 1—2x’* cos 2?я*+х2’* _ 1 (1—x’4)2 -4- 4x’* sin2 я* ?
4 1 — 2x cos 2? -r x* 4 (1 —x)2+4x sin2 ?

Пусть !</«* -<2. Так как sin-эя*—sin?=2 sin ” —— cos” ՛ ^^>0

при 0 </ ? -^-------, то при таких ? получаем
«*+1

s _L (1—x’*)s-f-4xq* sin2 ? _2_/ 14՜ x*k Y 1
U 4 (1—x)2+4x sin2 ? 4\ 1 + x -/ lb

Если —-— <Z <p < ?0, to 
«*+1

“S > 4՜(1 > 4֊ Id ֊ * *)’ + 4 x'h «и’
Находя минимум по x’4, видим, что он достигается при х’4 =0, если 

sin2 ф0 я* >—■ и при х’4—1—2 sin2 ?0 a«i если sin2 ?0 я* < —, и мы имеем

1
16

1 о.֊ 1 . о о . <з — 1— и и •«*— sm։?0«*cos։?ba* при sm2 ?ояк <.— .
2 4 2

Рассмотрим случай 0<^яж<^1. Выясним при каких ? функция 
v (?) = sin ®я* — a* sin ? неотрицательна. Имеем: v (0) = 0, v' (?) = 
= a* [cos ®я*—cos ?] — 2я* sin ---- — sin ' Я*\ Таким образом,

2 2

v (?) >0 при 0<?< —— и, следовательно

и (1—х,А)2 + 4xa<; я* sin2? 2(1—x,fc)2+4x°*sin2? 
(1 — х)3 + 4х sin2 ? к (1—х)2+4х sin2 ®

п —х’* 1—акх'‘к 1 — (1 •Производная функции ■ . _----  равна ------------ т-------IX (1 X) и она

отрицательна при0<^х<^1, ибо производная числителя положительна, и 
1—х’* о числитель обращается в нуль при х =1, потому и>я* Пт ■=--------=։*•



320 Н А. Лебедев. Н. А. Широков

Итак эквивалентность (10) доказана.
Опираясь на формулы (9) и (10), получаем

. » _ |wg—Wil ||w,| -j-^w2֊Wiir*~2
|1—wi*||l—»2*1

l«>3—«>il
1 —w?*

I 1 
'1— W2k

|w8—toj

Заметим, что в силу формул (9) первое слагаемое, стоящее в 
квадратных скобках, равно \z' — z**’)' '“*\z"— x|z՜—

В доказательстве леммы 1 было показано, что |1—wi*| X |1 — 
— к I. Опираясь на это, легко показать, что множитель,
стоящий перед квадратной скобкой, эквивалентен |;"—1'|, и требуемая 
эквивалентность (7) доказана.

Замечание 1. Если не обе точки Z, z" лежат в некоторой 
фиксированной окрестности точки z(*\ то в (7) правую часть можно 
заменить на |Е"—Е'|.

Для дальнейшего нам потребуются некоторые обозначения. Вы
берем е^>0 столь малым, чтобы к (z/, 4s) П к (zj՛, 4s) =Ф, j=^=j', j, j'= 
=!,•••, Z, и таким, чтобы прообраз к (zj, 4s) f] (4s) при ото
бражении г=ф (t, G) лежал в достаточно малой окрестности точки 
0:|Z — 0|<А'<А, у = 1,-• Z; u/(s) = цу (4s) Л А (г/, s). Положим 

- 1 ( 1 1u (s) = (РХДиДв), R, = sup I/?: sup ?/? (z) < -y si, P = Г П U) (»), Г'= 

= r\ url, r^ = r/?nu/(4s).

Следствие 2. Пусть: z', z" £ G2 f] G1; = ?. (z')t c" = (z").
Если одна из точек z', z" принадлежит u/(£), то

\*"-*\<-Г֊И llz'-z, Г' + |Г- ИГ'՜’.
Если z , z" и (s), to |z" —z'|<-g" —Г/.

Доказательство получим,] применяя последовательно лем
му 2 для к =1,..., I и замечание 1.

Следствие 3. Пусть՛. ; £ Г; 1< R < R,, — л < 9 < г., , (Q £
6 и/ (®). Тогда

|С₽. »(С) - :| <• (|9| +(/? -1))[U, G)-z/11'«/ 4- (|6| _|_(/?-i))]v-։. (ц)
Если то fo,. (С)-С|<-|9| + (Л-1).

Доказательство. Положим ?0 =?» (С), ;/?,в = <р, (^,t (С)), =
=?.(’/? (Q). Тогда при С/?, в (С) ֊- щ (е) имеем

IC/г, • (Q— С|<- |с/г. ։ - «։1 [|С/г, ։ (С) - z} |։/։/ 4- в -?,]] */՜։. (12)
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Учитывая, что С (с։> с»), и обозначая ։с = 0 (еЛ’, О (I -4- 1)),
имеем ?/?, о = у (/?ен5 '' С (/4-1)). Далее последовательно получаем 

|;я, о — ;0! +I«/? — ?о!>

fa,»֊fa|< | |’/(/?е'\ G(Z+D)l/?|c/'||</?c;|6|, 

S.
R

fa ֊ ?o! < [ I'?' (- • е‘\ G (Z+l))| d- <^(R- 1),

fa. e -Sol< C2 (|6|+ (/? - 1)). (13)

Отсюда и из (12) получаем (11). Если С/?, ։С)£ы (s), то fa,։ (С)—С|<- 
<C֊fa. в — ^о1» и учитывая (13) получаем требуемую оценку. Следствие 
доказано.

Покажем, что существует г^>0, удовлетворяющее поставленным 
выше условиям, такое, что справедлива

Лемма 3. Пустъ 1<^Л-^/?,. Тогда

К (z) X (R ֊ 1) [|z ֊ z,|։'“Z + (Я-!)]“'՜՜ \ z Г/, 

p₽ (zJXtf-l, г^Г'.
Доказательство. Так же как при доказательстве следствия 

3 получим нужные оценки сверху для р/? (z) при z £ П и z £ Г'. Эти 
оценки справедливы для любого С>0, которое удовлетворяет постав
ленным выше условиям. Получим необходимые оценки снизу.

Пусть г£Г, z* £Г/?, |z—z*| = р/? (z), z' — ближайшая к z точка 
отрезка [z, г*] такая, что [zz, z*]c G1. Ясно, что если |z — z/l>e для 
всех /=!,•••, Z, то |z*—z/|>-^-s, Ц ибо /?</?,. Если lz —

3— z/l'O, то |z*—z/|-C —s- Обозначим прообраз отрезка \z , z*] при

отображении г = •!? (/, 6) через %/? (г). Ясно, что при Г' существует 
такое, что |У (/, С){>сь <^7/?(г), г^Г', и потому при г^Г'

имеем

Р/г («)> \z'—z^\ = J ՛/ (f, G) dt

j (•/(*, G)|-|A|> J с; -|Л|>С; (/?-l). 

7^) 1KW

Пусть теперь г^Г1. Если [z', z*], то и/ е j. Положим

X* (г)= ?* ° ф*-։ «•••»?! (z), X* (z') = z՛ <*+1>, Z* («*) = z՝ (*+։>, и напом-
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ним, что у.* (г/) = Ясно, что при е>0 достаточно малом про- 
/ ч / 3 \

изводная функции 7у_։ (г) достаточно мало изменяется в и, I — г I и ее

модуль ограничен снизу положительным числом, а потому соответ
ствующие углы треугольников (х/, х', г*) и г'։/), У(/)) мало от
личаются. Отсюда заключаем, что, во-первых, \г—х/| Ж 1г и
г'——У(/)| и, во-вторых, применима лемма 2 (с заменой в 
ней к на у), и мы получаем

|У —х*|->|УШ -г’(/)).>
-> Iг (,+1> — г (/+։) I [г <«- гу,|1/’/+1г’ (/+1> ֊ * и+" 1^՜՝-

Далее, рассуждая как и выше, покажем, что \г' —г՝'1 п |ж /У (,+1; —

У՛ ((х + у)1/։/-|-1)1"’/ ֊> (х1։/-И)1՜’' 

которое равносильно следующему очевидному неравенству

Так как £Г(С(Я֊1)), х*П+» Гл (ё(/+1)) и <7(/+1)
€ ’1 чсь с։)« то как и выше при оценке снизу р^ (г), г£Г', покажем, 
что’՜ \г (/|1) г —1, и учитывая, что |У — г^^Ж \г ~ X/1>
имеем

Но
ру? (х) = |г—х*| = |х—х/|+|х/—г'| + (Л—1)||г/— г,I’/«/_]_(/? _1)р-։, 

и нам достаточно доказать неравенство
|г—г'1+(/г—1)[|г/-г/|1'։Ч(/г֊1)р_։1>(/?_1)[|д—г/|։/</4- (/г-1)]3/՜1.

п ֊ 1 |х՜ — х< I |г — г'\При ։/>1, полагая х= —------- у =----------V видим,(/г-1)*/’ у (/г-1)а/’
доказать неравенство

что достаточно

у + (х։/*/ + 1)’/-1 • >[(х + уУ'Ч +1 ]’/ ֊

Заменяя левую и правую части этого неравенства эквивалентными, полу- 
л7> ։-«7*

чаем очевидное неравенство у Ц- х + 1 ■ > У +х + 1.

При «/<^1, полагая |2 — X/1 \г — г'\ 
приходим к необходи

мости доказать неравенство У

Итак, случай также доказан. Лемма доказана.
Следствие 4. Пусть г', х՜'|х/ —— г>1, 

[«'. х"]^ (71, 7 (г', г") — ?. ([У, г"]). Тогда
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|Z-z'|->|T « Z)| [У-г/Г'+fr (г', г")\Г՛՜1-

Доказательство. Пусть z-, = z'-\------(z" — z'), v = 0 , • • • , n,
n

«»=?» («»). Тогда в силу доказательства леммы 3

Но справедливо неравенство

—----- +------- *-------> —2_±*------- а b с>0 0<а<1
(с+а)1՜® (с + 6)1- (с+а+6)1֊® ’ ’M«

и потому

Отсюда, устремляя п к оо получаем заключение следствия.
Замечание 2. Повторяя частично доказательство леммы 3, 

легко получим следующее утверждение. Если z £ П С* £ Г^, 1 R, ։ 
«о = ?$= (г). «* — ф« G*)> то при <х/.<2 имеем

К*֊ *1 ->q ? * - ?о| [|С* - zi |1/։/+|S*- Sol?-1 • (14)

Здесь в квадратных скобках С* можно заменить на z. Если а/ =2, то 
такая оценка, вообще говоря, не имеет места, и мы ее заменим не
сколько другой оценкой. Пусть ау=2, Г^. и Г£ — образы дуг £ = е1в, 

0/-С Ö -С 6/ + А', и t — е10, 0/ — А'-С^-С®/, при отображении z=? (t, G), 
где h' — достаточно малое, но такое, что П с Г^_ U Г£. Допустим, не 
умаляя общности, что z£ ГЧ, и обозначим через z' какую-либо точку, 
принадлежащую П_ такую, что ]z' — z/\ = [z — zj\ и положим Сц = 
=?$(z/). Мы считаем, что z=f=Z) (ибо при z = z/ неравенство (14) 

имеет место). Проведем вектор к = — (z + z')— z/ из точки zj и 
2

разделим плоскость Z прямой, проходящей через z/ параллельно к, 
на две полуплоскости—правую, которая лежит правее к, если смот
реть по направлению к, и левую. Если С* лежит в правой (в левой) 
полуплоскости, то обозначим через С ближайшую к z(kz') точку от
резка [С*, z] (отрезка [С*, z՜]), отрезок [С*, С] £ G'. Ясно, что 
С'£ (соответственно С^ГС). Точки z и С* (z' и С*) можно соеди

нить кривой, состоящей из дуги z, С (дуги z', С') кривой Г, соединяю
щей точки z и С (zz и С') и не содержащей точки z/ и отрезка [С', 
С*]. Изменение arg С, когда С пробегает эту кривую, не превосходит 
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и рассуждая как при доказательстве леммы 3 (используя лемму 2), 
получим, что при 5^>0 достаточно малом имеет место оценка (14), 
если ’* лежит в правой полуплоскости, и оценка

|С*- г\ > |С* - Л •> |;* ֊'о1 [ |'* - г/ \''> +|?*~ '4

если С* лежит в левой полуплоскости. Ясно, что если , лежит на 
границе указанных полуплоскостей, то справедлива любая из оце
нок (14) и (14'). Отметим еще, что р/? (г)^ ?/? (г), и^° \2~г1\~\г г/1-

Лемма 4. Пусть г, г" £ С. Тогда существует спрямляемая 
простая кривая /■=).(«', г") с:С с концами в точках г и г' такая, 
что

I). « г")|< У \г'-х"\, 
где У—некоторая постоянная, зависящая лишь от (л.

Лемма 5. Пусть и 3^>0. Тогда

1Г/? (г, 3)| < ИЗ, (15)

где V -некоторая постоянная, зависящая лишь от О.
Доказательства лемм 4 и 5 аналогичны. Сведем сначала 

доказательства этих лемм к доказательству некоторого неравенства.
Сведение в лемме 4. Отрезок [я՜, 2"] = (иЛ,)и (ОА*), гДе А, и V V

А’ — непересекающиеся отрезки соответственно принадлежащие б1 и 
б. Пусть д,— концы Л,, = р(г,, б), £,= <р (г», б), А,=ф(А,, б),
X'—та из дуг окружности |<|=1 с концами в точках и#', которая 
вместе с Л' является границей ограниченной области, не содержащей 

круга |/|<1, X, (/,„ б). Точки г,, г,, £,= е/9’, е/0», обозначаем
так, чтобы \ = (е/8: В качестве Х(г', я") возьмем кривую
(11Х,)и(иЛ‘). Если мы покажем, что

М<б|л,| (16)
при всех V, где то лемма 4 будет доказана. Действительно

Р-« *")1 <214 + 2\л;|< 62 |А,| + 2|л;к

< 6(2|Л,| + 2|Л¥-|)= и\г'֊г"\. 
V V

Итак доказательство леммы 4 сведено к доказательству неравенства

Сведение в лемме 5. Пусть ։>? — диаметр Г/?. Если И^-2 , то

неравенство (15) справедливо при '1՝^> и потому далее пола

гаем, что И^-2 —— и о < —- Заметим, что б/? с к (г, 3) при 8<^

1
< у а* и при таких о либо |Г/? (г, о)| =0, если Гксск (г, 8) и нера
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венство (15) справедливо, либо Гу? (]£(*, 5)^Ф, что и предполагаем 
в дальнейшем.

Пусть Л = и Л.,, где Л,—непересекающиеся дуги границы круга 

к (г, 5), принадлежащие Сл?» г., г,—концы Л,, ^=ф(я,, 6), £, = 
=?Х, б), Л, = ф(Л,, б), — та из дуг окружности |/|=/? с концами в 
точках и /,« которая вместе с А' является границей ограниченной 
области, не содержащей круга |/|<^R, — Ф (л,, б). Точки г֊., я,, 

» 1Л > »Л / - в
(■,= Не ՛՛, 1, — Ке '' выбираем так, чтобы 9-, •< 0 •< 0,). Яс
но, что Гу? (я, 3) с: 11^,и если мы докажем, что

1Ч<Л|Л,| (16')

для всех V, где Л—постоянная, зависящая лишь от б, то

|Гу? (*, 5)1 < 2 |М < Л V |Д,| < 2кЛЗ,

и в качестве V мы можем взять шах •! зир 2^-^-, 2кл!. Итак доказа- 
I _ j

тельство леммы 5 сведено к доказательству неравенства (16').
Докажем неравенство (16') ((16) доказывается аналогично). При 

каждом О, О,<0<6,, положим х (0) = пйп |/|, ( = хе,,£А-1. Тогда

։,՛
|Л,|> уI/ (х (0) е«)| X (0) </о =/(0;, 0;) = /„

։‘
уг/(/?е«)|^0 = /<(о;, г)=/„.

Неравенство (16՜) будет доказано, если покажем, что отношение 
и, = и (?,, /Г1 ограничено сверху при любых 0' и 0'. Для это
го достаточно оценить и, в следующих случаях.

1) Всякая точка отстоит от точек г/ больше чем на а.
3) Точки г;, <О/(е).
Если ни 1) ни 2) не выполнены, то )֊, разобьем на части, для 

каждой из которых выполнено одно из этих условий. Соответствую
щим образом разобьем Л,.

В первом случае мы можем считать, что (см. (1) и (2)) для^Л' 
выполняется второе из неравенств (1) и мы имеем

А (е; е;х с8 (0; - 0;), յ о;» С1 (0;- 93, V, < . 
‘ СХ

Во втором случае, при »/^>1 имеем



С1
Во втором случае, при “/<^1 рассмотрим сначала подслучай, ког. 

да одна из точек я' и г' лежит на границе к (г/, е), например, точ
ка г'. Тогда существует Л1^>0 такое, что |0' —Пусть, для 
определенности, 9'<^6'-<9/ (случай 9'<9/ <<Х рассматривается 
аналогично). Имеем

о՞
Л < Сп у(Л.)1 |0/ _ еГ/ч> [(б/ _ _ (0/ _е;Г/ ] ։

о'

| (х (9)—1)։4-4х (6) зт8-Ц^— | 2

Подынтегральная функция, как функция от х (б) достигает максималь
ного значения в 1^х(9)^оо при х (9) = со, и мы имеем

/.>^((9;-Г)-(0, -Г)),

2 с2 (0/_9у/_(0/_0;)ъ- 2 с, 1 2 с2 1
'֊'С. ՝ ----  -———;—т-----  -- ՛■   - " •

а/ С1 —(6?—0») сх (9/—а/ сх Л1
Из изложенного следует, что при любом расположении точек г,

14и г, относительно точек я/ отношение — ограничено, если только 
|Л>1
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точки в.’ и г\ одновременно не лежат в иу(£) и */*<1. Случай, когда 
в', г"£иу(е) и ։/<С1 теперь и рассмотрим. При этом б’ и 6՞ лежат в 
промежутке [бу— Аъ бу 4֊ А1]. Пусть сначала б' и б’ лежат по разные 
стороны от бу. Как и выше имеем

2
М + (6/ - 6,)*/].

а/

Полагая $•< = ф« (г.), (г,), ■*, = 9» ([г», г,]), в силу леммы 3 и
следствия 4, имеем

I*» — ву[ < • |?,— ?/ ГЛ |в՛, - ■ >|-(,|[Л — В/| •+֊|<ь|]‘1/՜1 •

(Мы считаем, что |г, — в>|.<|в, — гу|). Далее имеем

%
|г;-М<-с;(б/-е;)։ |Ь| =рЛ1>У 

т, »;

Таким образом, |г, — в,| • > (0,— б*)[$/ —9,4՜ 9,— 9,]’>՜1 и

14 (^-бур+сбу-е;//___
|л,р ՛ (в:֊ бС)(бу -в;+ в; - ву/-1 ‘

п 0'-0’11олагая х= —-г, имеем 
б,— б.

— < • —---- £)_/+л-7 <2 [(1 _хр ] ,^4.
|Л,Р (1 + хр՜1 11 ’

Пусть теперь 9' и 6՛ лежат по одну сторону от 9у, например, 
9’ <ЧГ < бу. Имеем

Ы (бу-б;)а/-(бу-б;р
|а,| < ’ (в;֊ б:)(б;. -в;+ в;֊ б;р-։ ’

б,—в;
Полагая х= д , имеем

М < 1—ха/ 21-х°/
|А»Р’(1—х)[2-хГ-1 1-х <2.

Леммы 4 и 5 доказаны.
Следствие 5. Пусть функция Л (в) непрерывна в С, ш (3) — 

модуль непрерывности Г (г) в О, Х>1. Тогда

ш (>֊8)^ акш (о), о>0, а <^2£/.

Доказательство. Пусть г', в" £ С, |в'—г"\ <7.3, 3^>0. Сое ди 
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ним г' и г" кривой л (г'։ г") £ й, как указано в лемме 4, и отложим 
на ней [/.£/|+1 точки г,, расстояние между которыми равно о, 
х—г, \г.у — г"|<7', Тогда

|Г (г')-Г (г")| < 2*|Г(г,)֊ Г(г,т։)|+|Г (гл-) ֊ Г {г") <

(3)<().£/4֊1) « (8)<2£Лл» (3).
Отсюда и из определения модуля непрерывности следует заключение 
следствия.

Лемма 6. Имеют место оценки <^.к)

_L_ из4+։, -Ks<0, _ ______
S+1 Гу?(г, 3)= Г/г Л k (z, 3) ,
ИЗ1*1, з > О,

5<Ч
з 4-1

3 |С ֊ г|4 |Л|< ֊4? -1<5<0 Г/г(г, з, А) = Г/? П к (г, 3, А).
(г,», л) 5 "Н

ИА4+։, з>0

Доказательство. Для Г/? (г,. 3) = Г/г П к (г, 3), в силу лем
мы 5, при любом е^>0 имеем

|Г//(г, 3)|<Г/? (z, 34-е)<; V (ô-f-s), з>о,-

в силу произвольности е^>0 получаем |Гд> (z, 3)|<$И8. Ради краткости 
записи положим <$ (х) = |Г/г (г, х)|, х^>0. Тогда при—1<։<Т имеем

. ։ ։
I*—*1’ |Л| — У х5 dS (х) = 5 (х) х4|* —sjx’՜1 S (х) dx -С

Г/? ։> о о
6

< S (3) о - s V С X4 dx < ИЗ4*։------- £_ j/^+i = _1_ 1.
J s4֊l s 4-1
о

При з^>0 получаем
J |С- zl1 |Л| < S (х) Х*|’< ИЗ4*։.

Т/г<». ‘)
Аналогично при s<^0 

л
Л= I |» — z|4 j<£| =5 (х) х4|л— зИ Г х4 dx.

T/у и. s, л) ՛՛•
Отсюда при 3=4= —1 имеем

ИА4՜11----- — ИЛ4*1-|----- — H34+։=—1—ГА4*։4—— ИЗ4-1
s +1 $4-1 з 4-1 $4-1
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Если з^>—1, то А-С------  ИА։+1, и если з<—1, то к -С—-— Ио4*1.

1 _ = ____________________1_______________________________ __
(’«■ ’ ~ гр Кр ф С)р е-^( 1 + е'° Н------11— е2'0 4-------¥

\ 7Яф(С) 7Я։?(С)2 )

5-258

■' $+1 '' ^+1
При 5<?>0 очевидно, что /։-С ИЛ4*1. Лемма доказана.

Далее нам потребуется ядро типа Джексона

где /п>0 —четное число и п натуральное. Отметим некоторые свой
ства этого ядра.

1) Ядро есть четный тригонометрический полином поряд
ка не выше п,

4) (’ ]п. т (б) 6 ' Ж —, 0 < 5 < т,
J и5— т.

5) ( /я» т (б) б4 е/б <--------А---------- О <5 < тп.
и՞’՜1 ат՜1—’

|«!>в о

Пусть <7£ЧГ*. Положим #>1,

Рп{г,^ [/и.шСб) V е/б, ^О1,
Л=1 (<•/?.« — г)р

Покажем, что рп (г, С) есть полином от г степени не выше п—1. Раз
лагая в ряд по степеням е,е, последовательно получаем

Сле - С)"՜1 = (’? (Ле֊« ф (С))— С)*֊1 = (ТЯф (С) е֊«.՛ + (70-С)+ 
+ 71Я-’ ?-(:)-1 е'6 + •• • У՜1 = 7"-1 Я'”1 <р (СХ՜1 е֊‘ ’ X

Х(1+Е ТЛ»С)е'” \ 
\ «=1 /

где 7р, д (») — функции, регулярные в С1 и непрерывные в (?,
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Здесь рР։ ч(г, С) и рР, ч (г, С) —полиномы от г степени д, коэффициен
ты которых есть функции от С, регулярные в С1 и непрерывные в 

Теперь ясно, что рп (г, ») есть полином от г степени не выше п.
4°. Доказательство теоремы. Пусть рп (г, ՝) полином, 

1 4введенный в конце пункта՜ 3°, R = 1 + —— (г4֊1), а = 
п । а

=ппп (а/, 1), т=4 (&-|-1), у, О^у^г, —целое число

рп (г) = А С/(С) р„ (г> С) Л, г$_ в. 
2к։ 1

Имеем
ТЕ

I"' Ы-рмы- р„.. (6) А-Г/ (Г) | -4-^ -

_ Л .(» + -֊ 1)1 к,..-сг- 1^ (17)
(р-1)1 (С#, е — х)'։+’]

Заметим, что

/(*) - 2 ֊/(и)(2)(с-*)и =
Р; I11 И֊ 1)4

(18) 
где интегрирование производится |по некоторой спрямляемой кривой 
к (я, С), соединяющей точки я и С и лежащей в (7. В силу леммы 5 
мы можем считать, что |£(х, С)|<И|,—г\ и к (г, С)с(?П R (г, И]' — г|) 
и потому для р^>0 имеем

1/г(С)|< 1
(г ֊1)1

И'|С-г|'и>(Р|С֊г|)<. р
«>(р)|С—г|г,

|С —2|> р, 

|С— «|-<р.

(19>
Не умаляя общности мы можем считать, что / (г) обращатся в нуль 
вместе с г первыми производными в некоторой точки г0 -- Г, и потому

2 ±/(н) (г)(с-г).= 2 <£. *)!Х С(г_т)г֊.-1 [л> ы
|1-о “* н и н 1)' и

+ ֊ [/М и)֊ (ъ)К-гУ =рг(г, С).
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Здесь интегрирование производится по кривой А(г0, г), построенной 
так же как А (в, £). Обозначая через dշ диаметр С3, имеем

(*, - + ֊Нш(<4) < —> р<4 С£Г։. (20)
\(г—1)! г! / р

Учитывая, что /(9=/г (') 4֊ рг (г, С), представим в (17) интеграл по 
1' в виде суммы двух интегралов. Интеграл

\< (Г) 71 уН-У-РЦСм-У֊՛ ] „

У [(с֊гг-н £ (р-1)! с/?.։-х)/’- ]

разобьем на два интеграла по Г [г, о] и Г (г, р) и заменим интегриро
вание по Г (г, р) для слагаемого

интегрированием по 7р= С Л (>■' |С—г\ =р}. В интеграле

֊Т Рг 
V

_ у (р+у-1)! К
(С֊^)’+1 Д (р —1)1 (Ср,.-г?+’ ] '

пользуясь аналитичностью рг(г, ») в й1 по С, заменим интегриро
вание по 1' на интегрирование по Г2. Далее, учитывая, что

у! _ у (р-^-у-1)! (С/?. 0֊ О'֊1 = дЦ,_1____г
(С֊*)’41 Д (р-1)1 С/г.о-г)^ ■ Д(<*,.֊г)р 1

= ____ = Ч у *-1 , (^.»֊9*
(Слв-^(С֊г) ’

получим формулу, в которой произведем оценку модуля левой части, 
пользуясь (19) и (20): .

Далее полагаем, что г £ Г и р = р/? (г), и нам нужно показать, что 
правая часть в (21)<-рг-’ш (р).

Оценим сначала интегралы по Г2. Полагая 5 =?((.’, Г։) и учиты- 
/ IV ՛ । ,,вая, что (Сд,С|<Д 1®1+ —)> имеем



332 Н. Л. Лебедев, Н. А. Широков

Оценим интегралы по Г (г, р)
/;«(ги,р))= Пом-ЧМ*!.

Ч М. ’ — г\р + Л
Г(։,р) Г (г, 0

и задача свелась к оценке интегралов ]'Р. Пусть г/ — ближайшая угло
вая точка от С, С £ Г (г, р), и пусть сначала г лежит в окрестности 
радиуса е угловой точки г/. В этом случае имеем

/;<• у к-1(|с-г/|1/*/+б,)(р-1):(։/-1)|Л|.

1 /, |1/։ • 1 \’/—1 \ 1
а учитывая, что рх—( |г— г/|' 'Ч----- ) >—получаем

Л \ Л / Л 1

» 2_
Г Л, Л. (6) Л (Г {г, Р)) </0<- 1 «/ +

лр-1

рГ-^-р+1 _ /։/ _рг-—Р+1

„р-1 у| ' ‘ •

Если а/<1, то при |г — г/|>2р имеем

Г (*. р)

Здесь и везде далее б* = |6(4- —. Если а/>1, то 
л

֊\ylzl. (р֊\)
(|С-4Г/։/+в*)0’_1’<։/_։)<-|С֊г| + |г —г/| ։/ +б?-։)(։/-։\

и мы имеем

. , О»֊։)5֊֊֊*։ ,
л<-^ Р 1 ' р + Э^'/р,



Полагая здесь р — ———х, имеем А х1'*1 х, где Л>0—постоян- 
п 1

ная, откуда заключаем, что х ограничен снизу и, следовательно, 
. 1 „ с _ 1

р->—-. 1аким образом, РХ-ГГ> и мы имеем 
п ՛ п 1

ь<- I 0^_])а/|Л|<-9?’-1)'/р, 

г (Л)
К
рЛ.,п(0) Л (Г (*, ?))^<-рг-’-р^ЬгР<-рг-’> 

—к
Пусть теперь г лежит вне окрестности радиуса в угловых точек. В

этом случае РХ — и |С/?, о — С|<-0», и мы имеем 
п.

];<■ I еГ’^к-бГ’р, [/п.т(б)/иг(*,Р)Н0<- 

г (г. р) О

Итак, интегралы по Г (г, р) в (21) рассмотрены и получены нужные 
оценки. Осталось рассмотреть интегралы по Г [г, р]. Учитывая, что 
К—^1г—,+р < • К/?, е — С)'՜՜’ 8 — г|г-’+р, видим, что нам достаточно
оценить интегралы

/,= I тН15—^77 И ?=*֊ '•+(’. Ч-к — 1+р, р=0, -, ’• 
г,Л,1С'- • - *1'+

Если мы покажем, что
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.М)/։Л<Г+։.

то теорема будет доказана.
е ’Пусть сначала |0| > Тогда |С/?. о — С| < • &’> А <_• ■֊■——и

6 У п '
К

՝ Г л.ж(8)/?л<-------- 1------- Ге(?+г)«֊«^8<.
Л п"֊1 р’+՝ 3 •

""б/л • •• 61'~

1 /1 \Г(’ + ,)։ +г<т_։)՜2’՜2’
< ֊-«Г + П«+5-(т-П ^Чп/

п р’+’

/ 1 \тг«+а<*+։)-5"2*-։’ , -< 4^«+ .т- ~2’
2 / 1 \ 2 2 < /-’+1 •

\«/ ~\п) ,

Далее рассматриваем случай |0[<^ и в скобках после !ч указываем 
6 |- п

по какой части Г [г, р] производится интегрирование. Разобьем Г [г, р] 
в зависимости от положения точки г. Пусть я/, у = !,•••, I, —все уг
ловые точки. Определим множества ГФ, Г (/), Г., с Г [г, р] следующим 
образом:

с
а) Пусть для всеху = 1,---, I выполнено |я—я/|^> ——. Тогда

4

Г*= [я, р]; 1^,8 — я|> ~Л—. !С/?.в—г/|> Ч-. У = 1>֊ • 4’
I 6У п 6 )

Г (/) = &: ССГ[я,р]; 1^,0-я/К -Ц, у=1,-I, 
I б ]

г« = Ь с € Г [г, р]; |Сл. в ֊ г\ < ֊5=1 • 
( 6]/п)

в) Пусть для некоторого у0 выполняется условие \г — я/0|<^ — 
4

(ясно, что такая точка я/, единственна). Тогда Гй определим, как в 
а). Р (?) определим, как в а) для у#=уо> и не определяем для у=у0, и

= R: С С Г [я, р]; |и в - я|< ֊^=) и 
• I 6 У п|

□ {С: С^Г[я; р]; |С/?,в—я/„I < •

(р \
и Г (у) ) • 
7=1 /
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Оценим сначала 7, (Г*). Заметим, что при С£Г* имеем

К*.»— С1<-0Ф, К—г| < К/?, ։— С|4-|Ся, <— г|<- |’Л.»“ *\-
Используя лемму 6, получим

|ч»+’-Ь

6 к Л
1«1<

д
Отметим, что на Г (у) имеем |С/?, е—— гу|—)£/?, а —*/£> —» и потому 

12
7, (Г(0). < е?+ г)в/|Л| < • С >

ч
р /1 \*’у / 1 \» (<•+։)/я.т(0)7,(г(;))<■ (-) '<( —)
J \ п / \ п /

Оценим 7, (Г*^). Для этого перейдем на вспомогательную плос
кость В и обозначим прообразы точек С, Су?, е, г, г; (г/—ближайшая 
угловая точка г) и при отображении я=ф* (5) через 6, Ву?, е, Во, В/ 

8 ( £ 1
и Тс*. Если |г —, то Г., ,= .(С: С £ Г; |Су?, о—г|<—-т=?> и пото- 

4 I 6) п1

му |Су?, в — г/|> |г-г/|—|Су?. О — г]> -----Т՜՜ = Л՜ и |С — г/|>[г —г/|—
4 о 12

8 8
— |С—Су?, в|—|Су?, 8 — -------0.;,--------- — и при п достаточно больших

4 б]/ п
С — г|> Теперь имеем |Су?, в — СК՛0* (1^уг, е — |1/в/+ О*)^՜е$» 

О

Ку?, о — г] • >|Ву?, в — Во| [ \z-Zjа/ + |Ву?, е — <о1]а/՜1 X |5/?, о —^о|>

Сех1> Р/?(г)Х—• и имеем 
п

г Ку? е - С|’+г г е?+'՜ Л(Г^)= ] |г/г>։_։|,+» 1л1<- ] |^։_1 е0|?+’ !<*։<•

р С?+Г

7».

П«+’՜1
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|8|<֊5=.

Пусть теперь \z — г/1 < — г.
4

,.т(б)4 (Г^е/бС-

Тогда /г — z/) X По — ՝/ ՛ ' ՛ К*?.’ zl' '~՝

X Ня. • — Ч Г' и ПРИ а/ <2 имеем

(Г^Х- J 
т»»

(IE*,»- г/1+ Е-уГ'-1
Ik. е - ?0Г” (jk, о - 5/1 + Ik • ֊ 50|)(’+',(։/-1) (22)

Если же 0-1=2, то как в замечании 2 введем точку z и Ео=?* (г՜). Не
нарушая общности, мы можем считать, что г£Г+. Разобьем I на 
две части: Г*—множество тех для которых г-ц,ч лежит в пра-

вой полуплоскости по отношению к вектору к=՜^՜ (z+z') — zi (см.

замечание 2) и Г„ — множество тех для которых С?, о лежит в
левой полуплоскости по отношению к тому же вектору. Соответствен
но этому разобьемна 7Д и 7՜. Тогда/(Г**) можно разбить на два 
интеграла по Г* и по Г՜. Первый интеграл после замены переменной 
и оценки числителя и знаменателя даст интеграл (22), взятый по 7*, 
который можно заменить интегралом по 7**. Во втором интеграле (по 
Г՜) заменим сначала z на z', что увеличит интеграл, а затем произве
дем замену переменной и оценки числителя и знаменателя. Это при
ведет к интегралу (22) по 7՜, в котором с0 заменено на ?о. В этом 
интеграле интегрирование по 7՜ можно заменить интегрированием по 
7#ф. Таким образом, I (Г**)<^- суммы интегралов вида (22), в одном 
из которых £0 заменено на зд. Эти интегралы оцениваются одинако
вым способом и дают одинаковый результат, поскольку рт? (z') X P/Xz). 
Потому далее мы можем считать, что и при а,- =2 имеет место нера
венство (22). Займемся оценкой интеграла (22).

Рассмотрим сначала случай а,>1. Если |5л?. о—О/1 С 9«, то 
|? — »/Г^- ։—«|в/ *4՜ Ik, а— с/|։/՜1 *\՜ и числитель в подын
тегральном выражении в (22) можно заменить на б<?+r, а зна
менатель—на 1с/?, е — :0|('/+ 7) “/. Если |k, о — ?дС>9*, то

Ik е —«/1 + Ik в — 501 + 1^0—5/1, |; —«/|<|k, е — ?/ |+lk ?ol+
+ По I < • И/?, 8 — ?о| + По  '/I 

и потому

(Ike- ч| + 6е)‘г֊’««/֊։>|5_ ?/!’/֊’< о 

+в֊Ц('-’+и(вг։), 

и подынтегральное выражение в (22) можно заменить на



О приближении функций 337

й.«-50|’+’
Таким образом

Л /г V- (V б1’* 4, + ։”/-։ , ЬЧ+Г

ег (Ео - Е/1ч- R/?, О - д>|)(?+ ,)(1 !Д|
\Ь. о - У’+' (1^, е-5/1+е*)(,+ 0(1 I?-

АРассмотрим несколько подслучаев. 1) |с0—£/|<С—> где А >0 — 
п

некоторая постоянная. При этом из геометрических соображений ясно, 
ЧТО |?я, е —«0|Хв?,в —?/|->|60— ?/1, И потому

р а(«+г)’/ '
4(Р#*)<С՜ ]~т * ((«+’) »д’ 7 л-«, 1^1"

Представим в виде объединения 7' и 7", на которых соответствен

но |Е—К— и |5—5/|>—, ? (;7*$- При этом получаем 
п п

Используя лемму 5, получаем 

/<(Гф»)<-6^+г+։,</-։п(*+,,*/_։ + б;+г п-7+’֊(г֊»-г1)(«у-1)-։ + 
֊К*' п,+»-1|?о_г/|(,-,+։)(։/_։)>

(՛ /1 Мг~ ՛’+։)’//П,т(6)/7(Г^^<֊(~) +
и \ п. /

/ 1 \в/ 1Последнее неравенство следует из того, что р։^>(—) , р-^> — 
\ п. / п

1, ибо РХ —^0~«/1+—
п п

Рассмотрим случай а/<^1. Имеем, в силу (11) и (14) 
(22))

4

(см. также

(23)
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л1"’/ о!

т'
И спользуя лемму 5, имеем

.► , .(<! ’) «/ |;/г. й -- «о1

- ’ +1) а/ <,р1

п Л(<г+’) «/-։+։—«/

'"'֊.-я
Последнее следует из того, что рх

2) |5о~ 5/С>—. Представим 7** = 0 у' = (5: 5С 1**1 1’Л 
п

-М> А 1«о—5/1}, 7" = {5: ?€'(**; |5л,в —м< А |?о—’/I), где А—неко

торая постоянная 0 Тогда |Ъ?.. — 5/1 >|50—5/| —|5д, . — 50| >

^>(1— Л։) |;0 —5/|, 5 £7", и из (23) имеем

, ,г Г И.
9

Г__________еГ'1<3|______________
3 15«,. - 5О1’+’ 150— 5/ \(г -,) (1”/) |5 -- 5/1։-в/ ՛

Положим 7' =7։ и 72, 71 = {5: 5 € 7'; 15—5/1 > А |50—5/1, 72 = (5: 5 С У'> 
15—5/1 <А 150—5/П» и аналогичным образом 7"=71 II 72- Тогда

б(?+Г) "/
■)|5о֊5/|1-/

Т1

4(г^)<- 1^/?, .(5)1
|5/?.о(5)֊50|(9+՝)։/

, Г 1^1
~՛՜ 4 |5о-5//(’+” ’/ 15-5/1*^ 

та

Г «Г'__________ |Д/?, е(5)| , С пч+՝ |^| _
1 |50֊5/1(г-’+1)(։-’/) |?лв(5)-50|*+’ Ъо-5/1('-’,(։-в') 15-5/1*՜^
Т1 т2

Заметим, что для ; 72 имеем е*->|«л,о—5|>|50 — Е/| — |В/?,е — 50| — 
~|5 —5/|>(1֊2Л1) |50—։/!, т. е. 0в > А21;0—?/1, где Аа >0— некоторая 
постоянная. Следовательно при 0«֊СЛ։|«о—?/| интеграл по 72 отсут
ствует. Далее, применяя лемму 5, и учитывая в интеграле по 7^ что 
|5/г, о — 50|^>Д11$0—5/1, получаем оценку
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4"Հ /Г’՜1 ал
|5о- е/!(’+’-°'! ■ 150-5, г֊’+։> հԱ’

4(Г«Х
Mq(4) + Nq (б),

0$ Հ 1’0 ’/ I։

0* > А21;0 — ;,|.

(24)

Теперь имеем
У /л, т (б) 1Ч (Гее) Л<ри, « (0) Мч (б) Ժ6+рл, т (б) А, (б) Ժ0 = 8Л + 3„. 

/»/<-£=. М< -?= '։|>л* |Տ։՜Տ/|
6 Кл 6>л

(25)

Обозначая х = |%—5/1, легко получаем, пользуясь (24) и (25)

д ։ пч+1-т 41 х»+/'-1П—(г-»)(1-в,)+«,-!

1 / 1 \*/“* «у—1
и ея+ 8„ <РГ֊’+1 » поскольку РХ —( *+ — ) X —------> пх>А, т-=

п\ п / п
=4 (&+1), к— гСд^к, !£>(— —1^г. 

\ а /
Теорема доказана для п достаточно больших. Ясно, что она 

справедлива и для всех п=0, !,-•• (с некоторыми другими постоян
ными /4,).

— т _ _ _
Замечание 3. Пусть С = и С<*')=0, к=£ к', к, к'=

= 1,-• •, т, О'к) ЧТ*. Применяя метод работ П. Я. Киселева [8], [9], 
мы получим теоремы приближения полиномами функций, регулярных 
во внутренних точках множества С и имеющих г (г=0, 1, ••■) непре
рывных производных на С (см. также работу В. К. Дзядыка [3], стр. 
1163). Имеются и другие обобщения.
Ленинградский государственный

университет Поступило 10.У.1971

Ն. Ա. ԼԵՐԵԴԵՎ. Ն. Ա. ՇԻՐՈԿՈՎ. Ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկման մասին այնպիսի 
փակ բազմությունների վրա, որոնք ունեն վերչավոր թվով անկյունային կետեր ոչ զրոյական 
արտաքին անկյուններով (ամփոփում)

Գէցռ-ք G -Ь է> Г = ԺՕ, փ(0 = flj f + flo-j-a-j,՜1-)-. . .; e։ >0, կոն-

ֆօրմ արտապատկերում է |ք| > 1 տիրույթը CG-Է վք"է Гд — փ({|<| = R})> Л>1, 

Plf(z) — diet (г, Гр), / > 0 ամբողջ թիվ էէ
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10 1=1. 7 = 1»՜ ,1, 0 0/<2.

a, y=]։ /=!,•• I, 0<A< ֊֊ min (|0 — 0'1. D. C1 '՝ Cs< °°՞ 

i,^,. nP gS ’I֊* (C։. c„ tv «.....t, . ), W H «!< ~
ni.J

I tj ll..,iu.,jn. a,[<ui 4 /JhnpLJ, fpp p‘։„l^ul‘>։p<-lt‘l<ni.֊f k ՛/.- 'I- lu-ll'klt

h ti* *b- */.»» p n ^il^"[Uiintiiu[ui։>rli (JbriphtfhL pp [1—"7| .
t-bw'-r f(z) A(r}H‘"M, z G. r.՝0, •"•Tp^i t G£՝F* (c։, c2, 0.

ti, a'): ,
Ikjq qb^U^J n—\t 2, ... fiuafuip qnjntPjat^ nt֊^i[l Pn (Z) p in q J uSb q Ui J ՝ np[t utu- 

tnft^iu^p n-[>g uifiugbu, up ՝i =-. 0,...» F qhutf»ni-if uibq[i

|(/(-> (z)-p;’(z)|O1., p ։ (z)'-’«> ([>>>)). ^T, 
1 +r ՛«

nputhq j\՝i ~p % iu u ut ui *n n t-'lfiib p b*h, l[ut [ui[utb iffiuipt G-faff* *^1*1u*^ nPn2
%uAipiiignL.tftihp։

N. A. LEBEDEV, N. A. SHIROKOV. On uniform approximation of functions 
on closed sets with finite number of angular points with nonzero exterior angles 

(summary)

Let G be a closed domain, T — OG, '■!> (<) a։f + °o + J “t > 0, the 

conformal map of |f|>l onto CG;

n? = Hfk| =/?}), ze>l, p/e(z) = dist (z, T/e), Z>0 
an integer, |f/|=l, j l,---,/, tf ^tp, j±j'-, 0<’f 2,

a/¥=l> 7 =1>-• • > Z; o< min, (10 —0'1. 1), 0<c։<c2<co.
_ ' 2 / /'

By definition G ’I ՛* (c։, c3, t։, ։t, •••, tt, ) if ՛!> (f) is continuous in 1 |/|-<oo,

ci I1 _ ^|v՜J< 1 • ՛(o1 < c211 ” 7՜ r-1’ H t՜! < h՝
C1<I'/ (O|<CS, jarg-^-|>A, I, '? (f)

is continuous at the point t> . A theorem is proved which generalises the cor
responding theorems of V. K. Dzjadik, N. N. Vorobjev [1—7]. Let the function 
/ (z) ^A^r} H"՝, z^G, r>0 be an integer, G<’1'* (c։, c։, fi,-՛՛, ։։). Then for n = 

—1,2,--- there exists a polynomial pn (z) of degree n such that for v (),•••, r the 
condition

l/(,) (zl-pn’’ (z)|<Ap +L(z)'-’«> (P LU)), z^r, 
n fl

is satisfied, where A^ are constants depending only on ~G. Some generalisations are 
indicated.
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