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1օմբադրո,թյ„լնր խնդրոս! է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա- 

կեյ Հայկական ՍՍՀ ղիտություններ/, ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա 'Մաթեմատիկա, ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1- Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամ ե քեն ադրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անդլերեն 
(ոուսերեն և անդլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղփնակների հոդվածները, իրենց ցանկությամր, կարող են հրապարակվել հա- 
մ ապա տաս խան լեզվով,

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
կ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում , իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում, 

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­

տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով,

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում,

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը.

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­

տասխան տեղում,
Տ. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­

թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին - վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը,

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով,

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը,

9. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը,
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր,
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկադիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»,
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В. М. АДАМЯН, Д. 3. АРОВ, М. Г. КРЕЙН

БЕСКОНЕЧНЫЕ БЛОЧНО-ГАНКЕЛЕВЫ МАТРИЦЫ
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ПРОБЛЕМЫ ПРОДОЛЖЕНИЯ

В этой статье мы продолжаем наши исследования [1а г] по бес­
конечным ганкелевым матрицам и их приложениям. Здесь мы обобщаем 
полученные ранее результаты на случай, когда элементами бесконеч­
ной ганкелевой матрицы являются не числа, а блоки-операторы, дей­
ствующие из одного гильбертова пространства в другое Л...

Все рассматриваемые гильбертовы пространства предполагаются 
сепарабельными. Для двух гильбертовых пространств НЛ и Н.. через 
[Н1Л Н2] обозначается пространство всех линейных ограниченных опе­
раторов., действующих из Нг в Н2.

Если №—фиксированное гильбертово пространство, то через (/V) 
обозначается гильбертово пространство односторонних последователь­
ностей ;= {£*] ” векторов Для которых

Й2 = 21№<^.
6=1

Естественно N рассматривать как подпространство в Z.7 (Л) векторов 
;, у которых все „координаты“ при &^>1.

Оператор |12 (/V^), 1., (Ж)] называется ганкелевым, если он 
определяется блочно-ганкелевой матрицей (~(j+i{_\ )[“’, где блоки 
€[М, М] 2,.--):

гОг={-ф1г, ^/=2 (0.1)
*=1

Множество всех ганкелевых операторов из [12+ (М), 19 (М)] в 
дальнейшем обозначается через Н (Аъ М).

Пусть Loc (Л^, 7V2) пространство слабо измеримых" на единичной 
окружности С ֊ {С К՜!} оператор-функций Л (Q со значениями из 
JWb 7V2] с нормой

= ess sup ||F (С)||<С °°-
Класс операторов Н (TVj, АС,) играет особую роль в гармониче­

ском анализе функций из L» (Л^, N2).

В силу сепарабельности рассматриваемых гильбертовых пространств все сла­
бо измеримые абстрактные функции, встречающиеся в работе, являются одновремен­
но сильно измеримыми. .. . ,



88 В. М. Адамян, Д. 3. Аров, М. Г. Крейн

Теорема 0.1. Пусть заданы последовательность\‘[к\\ опера­
торов из ]/V։, 7VS] и число р^>0. Для того чтобы существовала 
оператор-функция (Nlt N2) такая, что

def I р
c_k (F) =-±- С*  F {<.) |,Л| = (к =1, 2, • • •}, (0.2)

2к Jс

|F|. < Р, (0.3)
необходимо и достаточно, чтобы матрицей (-(/+к—1 )' определялся 
по формуле (0.1) оператор Г.£ /7+ (7V։, N2) и чтобы р > 1П !]-

В скалярном случае (dim = dim N2=l)՛ это предложение впер­
вые было установлено Нехари [2] как обобщение классического ре­
зультата И. Шура [3].

Функция F (С) (^L- (Nlt АЛ)), удовлетворяющая при фиксирован­
ных Т*(&=1,  2, ՛ • ■) и р (>0) условиям (0.2) и (0.3), называется 
(Г; р)-функцией. При р = !|Г| она также называется Г-минифункцие.й.

Даже для скалярного случая после работы [2] оставался откры­
тым вопрос об описании всех (Г; р)-функций и, в частности, вопрос о 
единственности Г-минифункции.

Решение этих вопросов авторы получили в [16] на основе теории 
расширения изометрических операторов. Попутно было получено новое 
доказательство теоремы Нехари, которое непосредственно переносит­
ся на общий случай (1 -С dim /V*  •< оо, к=1, 2).

Для случая dim TVj = dim 7У2 (<°°) доказательство теоремы 0.1, 
являющееся прямым обобщением скалярного варианта доказательства 
теоремы, приведенного в [2] и [1а], фактически содержится в статье 
[4]. В статье [5] для того же случая (dim = dim N2 «) показано, 
что теорема 0.1 является простым следствием одного сравнительно 
недавнего результата Б. С. Надя и Ч. Фояша (см. [16], теорема II. 
2.3). В настоящей работе попутно получается еще одно доказатель­
ство теоремы 0.1 в самом общем случае.

В § 1 мы показываем, что при фиксированных Г (£/7+ (ЛГ։, М)) и 
Р (>ВП) „нулевые“ коэффициенты Фурье с0 (F) всевозможных (Г;р)- 
Функций F (С) заполняют операторный квази-шар К (Г; р) в [Л^, АУ, 
центр (Г; р) и полурадиусы Ял (Г; р) и Rn (Г; р) (левый и правый) 
которого находятся по оператору Г и числу р с помощью следующих 
процедур.

Положим

R? = (р։ А - г’ Г)->, лР. = (рЧ - гг*)  -•,
где /*  — единичный оператор в пространстве If (Nk) (к =1, 2), и да­
лее

Интеграл а правой части равенства (0.2) понимается в слабом смысле.
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_ £ 1 
2 • «О

6' (Г; р) = [Л К₽.| ՛( »€), в (Г; р) = [Р։ Я>| М] * (»0),

где Р* —ортопроекторы в 1՜ (Д'*)  на Ык (к=1, 2).
Через Тк>(к~ 1, 2) обозначим операторы правого сдвига в Ц

7*  {’։> ?2»''' I = I®» ’И (;7 гГ £ /'2 (А4) (к=1, 2).

Подчеркнем, что для оператора Г £ /+ (ЛА։), /2+ (ТУ,)] равенство

Г Тг = Т2 Г

является характеристическим для вринадлежности Г классу Н+ (Л^, 142).
При р>1|П „параметрическое“ уравнение квази-шара К"(Г; р) за­

писывается в виде

Со = (Г; Р)+ ЯДГ; р) ЕИп (Г; р), Е £ В (Л։, М),
где

2 * “* о
М;Р)“® <7 (Г;?), Нп(Г;р) = р .6(Г;р), 

(Г;р) = |֊АГ77/гР.а«(г;р)
1֊ б7’(Г;р)РЛГ2Г|М,

а В (7У։, ]42)—множество всех сжимающих операторов Е £ [Л^, 7У2](||Е1КЛ).
При р = [Г|| соответствующий квази-шар К (Г)( = АГ(Г; ЦГЦ)) полу­

чается как предельный для семейства последовательно вложенных 
друг в друга квази-шаров К (Г; /) при р' | ||Г||.

Для определенности мы всюду предполагаем, что сПт Л^сИт Nг. 
Через £*  (к=1, 2) обозначается единичный оператор в ]4к.

В §§ 2, 3 показывается, что при р 0Г(] коэффициенту с0 (Г), ле­
жащему на „остове“ квази-шара К (Г; р) (Е*Е  = Еу), отвечает одна и 
только одна (Г; р)-функция Г (С) (со = Со (Е)); последняя называется 
ханонической (Г; р)-функцией.

При изучении (Г; р)-функций с р^>ЦГ{] фундаментальную роль 
играют операторы

Р = С .(П р)(< [М, 12+ (М)])> 0= Т2Г^ в (Г; р)( с [AG, /2+ (Л4։)]), 

Р=рЛ₽.^<Г;р)( С [ЛГ։, и 3= ТуГ*Ъ  д'(Г; р) (С(М, й (М)]) - 

„Положительные“ коэффициенты Фурье С) 2,-՛-) любой
канонической (Г; р)-функции Е (С) могут быть найдены с помощью рек- 
курентных соотношений

сЛЛ^Р՜1 

тде ^ЛТ^-ЧР + ОЕ) (к=1, 2, --).

•*+!  +2 7*А г/4-* +1 ■ б(Г;р), 
4-1
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В § 6 в предположении, что dim 7V*<^  °° (&=1, 2), дано описание 
всех (Г; ?)-функций для рВГЦ, аналогичное тому, которое в скаляр­
ном случае было сформулировано авторами в [16) (теорема 4.2) и до­
казано в [1г]. При этом же предположении показано (§ 5), что 

det (7 (Г; р) = det (7(Г; р), и тем самым установлено, что если один из 
предельных полурадиусов Кд(Г) (= lim Яд (Г; р)՜) и Rn (Г)(=)։тЯп 

(Г; р)) не вырождается, то это же имеет место и для другого. Последний 
результат допускает обобщение на тот случай, когда выполняется все­
го лишь условие: Р2 Г (или, что равносильно Р2 Г*) —оператор Гиль­
берта-Шмидта, т. е.

3 %*)<«>.  (0.4)

Это условие, в частности, выполняется, если хотя бы одно из чисел 
dim Nk (к = 1, 2) конечно.

Важный класс ганкелевых операторов Г со свойством (0.4) будет 
исследован в другом месте. Для операторов этого класса (а значит, 
и, подавно, для операторов Г£/7+(Л^, N2) с dimjV*<^cc ։ к =1, 2) 
удается дать прозрачное описание не только множества всех (Г;р)- 
функций при любом р>||Г||, но и множества всех Г-минифункций зо 
вполне неопределенном случае (т. е., когда предельные полурадиусы 
Rn, п(Г) не вырождаются).

В другом месте будут также рассмотрены приложения получен­
ных результатов в вопросах экстраполяции матриц и оператор-функ- 
ций различных классов. В частности, с новых позиций будет получен 
ряд известных результатов по матричной проблеме Неванлинны-Пика 
([6], [7], [8]), по более общей матричной проблеме Д. Сарасона [4], 
которая, как будет показано, включает в себя проблему продолжения 
эрмитово-положительных матриц с отрезка (см. [9], [10]„ [11]), а 
также ряд дополнений к ним.

Интересные детали возникают в том случае, когда оператор Г 
оказывается вполне непрерывным. Следует отметить, что для одного 
специального важного класса таких операторов (с dim N2 = dim .V:<^oo} 
описание (Г; р)-функций при р>|]Г| получено в работе [12], в которой 
одновременно выяснилась связь рассматриваемого круга вопросов с 
теорией S-матриц канонических дифференциальных операторов.

Считаем своим долгом указать, что стимулом к установлению 
теоремы о совпадении детерминантов левого и правого полурадиусов 
Нл.п(Г) послужил соответствующий результат В. П. Потапова и И. В. 
Ковалишиной [13], [14] по матричной проблеме Неванлинна—Пика 
(личное сообщение весной 1970 г.).

§ 1. Одноступенчатые (Г; ^продолжения

1. Пусть Г£Н (Л։, N2) определяется блсчно-ганкелевой матри­
цей (7/+4-1 ); тогда всякий оператор Г(1) (£HJ՜ (N1։ N.,)) с блочно-ган- 
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келевой матрицей (т^*_ ։ ), где 7(1')=7о—произвольный оператор из
ЛА։|, а 7*  1 = 7*-։  ПРИ • ՛> будет называться одноступенчатым
V-продолжением. Для такого оператора Г(1) имеем: 'П С5Г(1)|] и

П” = То Л + ТУ + Р2Г Ги (1.1)

Если наряду с (1.1) для фиксированного числа р (>ВП) имеем ЦГ(1)|[< р, 
то оператор Гп> называется одноступенчатым (Г;'^-продолжением, 
если же = ЦГ||, то — одноступенчатым минипродолжением.

Оказывается, множество всех одноступенчатых (Г; р)-продолжений 
при р>|Г| допускает простое описание:

Теорема 1.1. Для Г £/Р (М» М) и Р^>||П одноступенчатые 
(Г; '^-продолжения (1.1) определяются теми и только теми То€ 

Л/з], которые принадлежат операторному квази-шару

, 7о = ֊-Р։ГТ;/г?.(7’(Г;р) + ?-։С(Г;р)ЕС(Г;р), ЛГ2). (1.2)

Доказательство. Условие 1|Г(1ЧСр означает, что р*  /2—Г11)Г(1)* = 
= р2/2— ГГ* —(7о4՜ ТгЕ) Ру (То РггТ*  Т'^) >0 или, что одно и то же, /2 — 
—А*А  > 0, где

1_ _1
А = Рг (То Рг+ Г*  Га)/??.. Д? = (р^-ГГ* ) 2 (»0).

Так как условие 13—А*А>0  равносильно условию Д—ДД*>0,  то при­
ходим к неравенству

Р1 ֊ Ру (ТиЛ + Г*  7$) Д. (7о + г2 Г) л > 0. . (1.3)

Заметим теперь, что произвольное 7о€[^1> однозначно пред­
ставимо в виде (1.2) при некотором Е ~ [Л/։, М>]. Подставим это вы­
ражение в (1-3). Так как при этом

(ТоР, + Ру г*  Г2) Д.7о= -ргг*  Т'Л. &Р2 7о +

+ Р֊։ СЕ’СРЛ.То+ЛГ*  г’о= - Ру Г*  7$Д'6։ 6-а7о+

+ р-֊16Е* СС^То + Рг Г*  ֊-= Р՜1 С Е‘ С֊’ 7о = •

= - р֊1 СЕ’ЙР2Р?. Т3ГРг+ р^СЕ’ё-16ЕС =

= - р-16Е*  ЙР2/?р. Т.1ГРг+ р-гбЕ*Е  б,

где С—С (Г; р), б = б(Г; р) и

7; Р2Рр. Т2ГРг = - Рг Г*  Т՝^ вг Р9 Д. 7’2ГР1-|-р֊1ОЕ*бР 2/?р. Т2ГР„

то неравенство (1.3) равносильно следующему условию на Е (£[М» ^Ч։1):

Рз-Р֊2бЕ’ЕбРг + Р'Г*Т^&Р^г  Т,уРг — ЛГ*  ГгРр՛ Т^Ру > °֊ (1 -4) 
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Убедимся теперь в том, что справедливо тождество

Рг + 7\ГРг-Р՝Г*  Т^^Т^Р^-^-Ри (1.5)

в силу которого неравенство (1.4) равносильно 
С(£^-Е*Е)  ОО.

Тем самым доказательство теоремы будет завершено. Для Г £ 
£Н~ IV.,) легко убедиться в справедливости равенства

г т; = т,г+ р8г т;- т^гл, 

которое с учетом основного соотношения Г7’1= 77 Г дает 

(р*/ ։-гг*)  г,= т2 (рЧ-гг*)+ г2гр։г*- р2г7;г*,  
или

Т3 +А’ Т^Р^Р^-Р^Т'хГ*̂,  (1.6)

откуда

Яр. = 7£Яр. Г8+ 7^Яр.7’2ГР1Г*Яр.-  7$Яр.Р2Г77г*Яр..  

Поэтому

РХГ*  7;Рр. ТгГРг = Р1Г*Д.ГР 1-Р1Г*  7^Рр. Т2ГР։Г»Рр.ГР1+

+Р1Г*7^Рр.Р 8Г 71Г*Л р.ГР1=-Р1+р։С֊2Р1+Р1Г*  У^Рр.Т^ГЛ-

-р’РхГ*  71Рр.Г8ГС-2Р1+р։Р1Г*71Рр.Р ։Г 72#,^.

Получаем, что

Р»Р։Г*  7г Рр. 7’2ГР։ =-■ - СЧ\ + р*Р г +

+ р5РхГ*  т\яР. р2г т7Яр. С2Р1; 
т. е.

Р1-Р1Г*  ТгЯр. Т,ГР1+Р1Г*  7^ЯР.Р2 Г 7\ Р^Р^^-^Р,.

Для доказательства (1.5) остается проверить, что

Р2Г Г!՛ ЯР. С’Рх = С2Р2 Яр. ТУ'Рх. (1.7)

На основании (1.6) имеем

Р2Г*  Г2‘^р.Р2=Р:1Г*Яр.  Т^Рг-РхГ*  Яр. ГРхГ» 7^Яр.Р2 +

+ Р1Г*Яр.Г7;г*Р 2Яр. Р,=Р1Г*7^Яр.Р 2 -р^Яр-РхГ*Т;Яр.Р 24-

+ р։Р1Я₽.7’1Г*Р 2Яр=Р2, 
откуда вытекает, что

РхЯр-РхГ*  г2‘яР. р2 = рхяР. т;г*я*р.  Р2,
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или
бН^Г*  7^Р2 = Рг R,. 7\Г*  С-- Р2,

что дает (1.7).
Теорема доказана,
2. Как видно из (1.2), операторы

_ 1 _ 1_
2 • 2

Яд (Г; ?) =? С(Г; р), Яп (Г; р) = р С (Г; р)

являются левым и правым лолурадиусами операторного квази-ша­
ра (1.2)-. Для центра этого квази-шара получили два выражения, 
а именно

1Г(Г;р)=
֊рггг;/?Р.с« (г; р),

—О’(Г; р)РЛ.Т։Г|^.

Из проведенных выкладок видно, что ||Г(1>|] = р в том и только 
том случае, когда для Е £ В (Л/1։ 7У2) в (1.2) имеем (|Е|| (=!Е*||)=1,  при­
чем в этом случае нормы операторов П։) и Е, если достигаются, то 
одновременно.

3. Множество Л"(Г; р) операторов 70 £ [Л^, 7У2], представимых в 
виде (1.2), мы назвали операторным квази-шаром, так как по опреде­
лению множество ЛГс [ЛГ։, Л/,] называется квази-шаром с центром 
7(и)£ [7У1։ Л/«], если оно состоит из всех операторов 7 вида

7 = 7<н) + ЯлЕЯп (ЕСВ(М, ^2)),
где Яп(£1^1։ 7\4։]) и Яд (£ [М, А^]) суть некоторые фиксированные 
неотрицательные операторы, называемые соответственно правым и 
левым полурадиусом квази-шара К.

Центр 7(ц), будучи центром симметрии квази-шара К, определяет­
ся по К единственным образом.

Квази-шар К вырождается в точку в том и только том случае, 
когда хотя бы один из полурадиусов Яд и Яц равен нулю; в этом 
случае шар состоит только из своего центра и называется тривиаль­
ным.

Если квази-шар К нетривиален, то его полурадиусы Яд и Яц 
определяются с точностью до умножения и деления на положитель­
ное число г>0: Яц-^гЯп, Яд->г-1Ял.

Если А<2)=) • • ■ з։ ЛГ<п>:э • • ■ есть последовательность вложен­
ных друг в друга квази-шаров, то их пересечение есть снова некото­
рый квази-шар, причем его центр есть слабый предел центров квази- 
шаров К^. Кроме того, правые и левые полурадиусы Я^ и Я^Л) ква­
зи-шаров К^п'> могут быть так выбраны, чтобы они составляли невоз­
растающие последовательности Я(Л)> Я(Л+1) (п=1, 2,•••). Тогда их 
сильные пределы Яп = з-Иш Я^ и Яд = з-Пш Я(;Л) будут соответ-

Л-*ес  л-*-»
ственно правым и левым полурадиусом пересечения К.
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Все сформулированные выше утверждения об операторных квази­
шарах установлены в [15]* *.

 • (1-9)
* В работе [15J квази-шар именуется просто шаром, а полурадиусы—радиусами.

Введенные в теореме 1.1 квази-шары К (Г; р) (р^>!1ГЛ), очевидно, 
образуют гнездящееся однопараметрическое семейство квази-шаров: 
К՜ (Г; р)=>А՜ (Г; р') при р>р' (>1ГП), с невозрастающими полурадиусами. 
Следовательно, согласно сказанному выше, существует непустое пе­
ресечение

АГ(Г)=П /С(Г; р), 
р: «гв

и оно является квази-шаром с центром

-ф>(Г) = w-lim 4՛» (Г; р) 
о I «Г» 

и полурадиусами
I _1

“ Т 2
К, (Г) = s-lirn 1П [Л (р2 /-Г*Г)֊Чдл]  , 

рМГЦ
I _£

— 9՜ 2
Нл(Г)=5-1։ш nrj [Ps (ps /3 —гг*)՜ 1 |/vs] .

Рi tin

Таким образом, на основании теоремы 1.1 получается
Теорема 1.2. Одноступенчатые Г-минипродолжения опреде­

ляются теми и только теми ^։L которые принадлежат
квази-шару

К (Г): 7о = (0+ Ял(Г) Е КП(Г) (Е £ В (Nlt Na)).

В качестве непосредственного следствия теоремы 1.2 получается пер­
вое утверждение следующего предложения:

Теорема 1.3. Для Г £ (ATt, М2) существует единственное 
одноступенчатое Г-минипродолжение в том и только том случае, 
когда выполняется хотя бы одно из двух условий

_£
a) s-lim [Ра (р։/։-ГГ)- ։|^ ’ =0, 

fl’ni 
' _ £

*

a*)s-lim  [Р, (р։/։-ГГ*)- ։|М] 2 =0. (1.8)
РI »ИГ

Условия в) и а*)  эквивалентны соответственно условиям б) и б*):  
£ £_

б) м Л (|ПР Д - ГГ) 2 12+(А1)={0], б)  N, Л (ИГЛ» I.- ГГ) 2 12+(М)=[0].* * *

Докажем, например, эквивалентность условий а) и б). Пусть вы-
£
2

полняется условие а) и Л (Rl'p 1г— Г*Г)  1? (ЛД). Тогда

Иш ((Р։А֊Г*Г)-  1g, g) = lim (G-։ (Г; p) g, g)= lira |G֊> (Г; p) gf<oo. 
рип рцп pum
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Поскольку s-iim С’(Г; ъ)=0 и семейство векторов = G՜1 (Г; р) g 

(р > М՝:) ограничено, то g—G(T;p) A-.= w-lim G ff; р) hf= 0. Таким РРГ»
образом, из а) следует б). Пусть теперь условие а) не выполняется 
и при некотором h£Nx имеем g = (П р) Л=£0. Тогда для вектора

L 
g выполняется (1.9) и потому g £7Vj П (fiPC8 /։ — Г*Г)  1Г (Л/։).

В дальнейшем нам понадобится следующий достаточный признак 
единственности Г-минипродолжения.

Следствие 1.1. Если р2 является собственным числом опера­
тора Г*Г  (ГГ*),  а отвечающее ему собственное подпространство 

£, cz Ij՜ (/V,) (Z сIj՜ (7V2)) таково, что РгЬ = (P2L = N2), то одно­
ступенчатое V-минипродолжение единственно.

В самом деле, если, например, P^L = Nlt то для g = (p2/։—Г*Г) 1/։ / 
(/£ (М)) будем иметь: gS.L. Поэтому, если, кроме того, g£Nu то
g= PAg_L Р^Е = NJt откуда g=0. Таким образом, выполняется условие 
б) теоремы 1.3.

§ 2. Одноступенчатые каноническне (Г; ^-продолжения

Без ограничения общности будем предполагать, что (nx=) dim 7VX֊C 
dim Na( = n3). В противном случае вместо Г (Nlt Л/,)) можно 

было бы рассматривать Г*(£Н  (7V2, NJ). В этом параграфе мы оста­
новимся подробнее на тех одноступенчатых (Г; р)-продолжениях 
(р>|1П), которым отвечают в (1.2) изометрические отображения Е про­
странства в N2, т. е. Е*Е=£ Х. Такие (Г; р)-продолжения назовем 
каноническими. В дальнейшем фундаментальную роль играет

Теорема 2.1. Для канонического одноступенчатого (Г; ^-про­
должения Г(1), определяемого оператором Е (£ В (7V1։ Л;2)), имеют 
место равенства

Г(1) (Р+QE) = р (Q + Р Е); rw(Q+PE)=p(P-r-QE), (2.1) 

и линеалы
£? = (P+QE)M, Zp=(Q + PE)7V։ 

являются собственными подпространствами соответственно опе­
раторов Г|1։’Г(,) и П1’ отвечающими собственному числу р2.

Все точки интервала (jlTF, P2) являются регулярными точка­
ми оператора или, что эквивалентно, оператора

Замечание 2.1. Из формул (2.1) следует

P1£p=/V1, PaLf = Na.
Действительно
P,L,= PJN. --= pG-ЧГ; р) М= Ni; P^^P/EN^-ЧГ; р) Nt^Nt.
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Доказательство теоремы. В справедливости равенств (2.1) 
можно убедиться, если учесть, что при любом Е^[М> /У2}

Г(Р+ОЕ)=р71(О+^Е), Г*  (О+РЕ)= р72(Р+а՝Е).

и использовать формулы (1.1), (1-2)» (1-7), а также условие- Е*Е  = Е1. 

Из (2.1) видно, что линеалы Ц и £Р, определяемые формулами (2.2), 
являются собственными для операторов Г(1)‘Г(П и I (1) I (|) соответст­
венно. Их максимальность вытекает из замечания 2.1. Действительно, 
из (2.3) следует, что если бы существовал собственный вектор опера­
тора Г(1)* Г{1), отвечающий собственному значению р2 и не принадлежа­
щий Др, то существовал бы собственный вектор 5 ■ £< с т. е.
вида £=7’։Ь (М)- Но тогда имели бы

вГ<1) ?|=||га^| = р1|ЛВ.
С другой стороны, на основании (1.1)

50 = ед=о г2 п։> ы=гы,
так что р ЦЬц, а это противоречит условию ЯГЙ < р. Аналогично

проверяется максимальность
Осталось доказать последнее утверждение теоремы. Из рас- 

суждений, аналогичных проведенным в начале доказательства теоремы 
1.1, следует, что точка X^>||Г||2 регулярна для оператора Г(1) Г(1)’ точ­
но тогда, когда обратим в оператор

ф(X) = (Т;р2+г* ?:)R. (70+ Т։Г)Л1М, R.(>/2-֊гг*)-\

С другой стороны, Ф (р2) совпадает с сужением на Л\ левой части

неравенства (1.3), которое, как было показано, равно р-’б —Е*Е)  0=0. 
При Х}>||Г||։ оператор-функция Ф (X) с ростом X возрастает, в частности, 
равномерно положителен оператор—Ф (Х)=Ф (р։)—Ф(Х) при р2^>Х^>[|П2. 
В самом деле, так как из спектрального разложения резольвенты R, сле­
дует ((Л— /?₽•) 8, 8)>с (X) ||#||2 (^£ 1^՜ (ЛГ։)), где с (X) = (р2 — Х)/Хр2, то

֊ (ф (>•) /, /) > С (X) (р2 > Х>||ГО2).
где

-. 1_ 1_ 1_

И = 11(10 + V) /II = 11Я ₽■/?₽• (ю+ Г2Г) Я > р-1 в₽р. (ю+ г8Г)/1=

= р-ЧЛ
В последнем равенстве мы еще раз учли, что Ф(р։)=0. Таким обра­
зом

֊(ф (>•) /, /)> ((рг - Х)[(р2 - Х)/Х/] 11/й2 (/ е ^),

а, следовательно, оператор Ф (X) ограниченно обратим при ||П|2< X <^р2. 
Теорема доказана.

Из этой теоремы следует, что р2 является изолированным соб­
ственным числом оператора П։>‘Г(1> с максимальным собственным под­
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пространством £р{=(Р -рОЕ) причем Рг1^— Так как 
то одноступенчатое ^-продолжение будет Г(1)-минипродплжением. 
К этому минипродолжению применимо следствие 1.1, откуда полу­
чается

Теорема 2.2. Если Г(։) — произвольное каноническое односту­
пенчатое (Г, ^-продолжение (р>’(Г]|),'то для него одноступенчатое

'-минипродолжение Г(2) единственно.

§ 3. Полные (Г; ^-продолжения

1. Если /V — произвольное гильбертово пространство, то 
можно рассматривать как подпространство в 12 (IV) двухсторонних по­
следовательностей А = {А|2^  векторов А £11 (к=0, ±1, ±2,•••), для 
которых

* *

8АЦ։ = 2М<оО.

Ортопроектор 12 (IV) на 1^՜ (Л/) будем обозначать через Р+. Для опе­
ратора Т правого сдвига в 12 (/V) минимальным унитарным расши­
рением является оператор /7правого сдвига в Ц (Н)-. II (А*)2 в^(А^}2։с 
где Ак=А*_1  (к=0, +1, ±2,•••). Пусть и —два произвольных 
гильбертовых пространства, а и £/3—операторы правого сдвига со­

ответственно в 12 (Л^) и 12(7У3). Оператор Г из [12(М)1 12 (М)] назовем 
полным ганкелевым, если он определяется некоторой блочно-ганкеле- 

вой матрицей

Г{А*|1~=  1 У 7/4*-1А*

А=֊0, ± 1, ±2,--.

Для такого оператора (и только такого) справедливо соотношение

Г £/х = £/2Г.

Подпространство всех полных ганкелевых операторов из [12 (Л4), 1։(М)] 
обозначим через Н №). Пусть Г—фиксированный оператор из 

Н+(7У։, Л^). Оператор Г (£Н (/У1։ И։)) назовем полным Г-продолже- 
нием, если

Г = р+Г|12+(М). .

Если оператор Г (£Н+ (IVи IV*))  определяется блочно-ганкелевой мат­

рицей (Т/+*-։)Г,  то оператор Г (£Н(Щ, М)) является полным Г-про- 
должением в том и только том случае, когда он определяется блочно- 

гаикелевой матрицей у которой 7*  = 1» при Л = 1, 2,---.

I”, (А*г«с1 2то, тГ*амл а], 
1—00
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Очевидно, для любого полного Г-продолжения Г: |ГЦ > Г՛! !!• Если 
для фиксированного числа р(>ЦГ|]) полное Г-продолжение таково, что 

||Г|1<р, то будем его называть полным (Г; ^-продолжением, а если 
при этом р = ||Г[|, то полным V-минипродолжением и обозначать через 

Гц. Справедлива
Теорема 3.1. Для любого Г£Н+ (7У։, А,) существует полное

Г-минипродолжение Гц. Оно единственно в том и только тол։ слу­
чае, когда одноступенчатое Г-минипродолжение единственно, т. е. 
когда выполняется хотя бы одно из условии (1.8).

Доказательство. По теореме 1.2 для Г существует хотя бы 
одно одноступенчатое Г-минипродолжение. Пусть {Г^рсз(А1։ А,), 
причем П*)  является одноступенчатым ֊минипродолжением
(р = 1, 2,-՛-; П°> = Г). Тогда |Г^= ЦП и, если оператору Г отвечает 
блочно-ганкелева матрица (7/ * то продолжениям Г(^> отвечают 
блочно-ганкелевы матрицы (7/+*_«_  Д“, Где блоки 70, 1-։ > •”> 
(р=1, 2,---)—некоторые операторы из [А։, А2]. Рассмотрим состав­
ленную из полученной таким образом двухсторонней последовательно­
сти блоков (7*  £ АУ) матрицу (7/ *-1)՝~-

Очевидно,*что  этой матрицей определяется полное I-минипро­
должение, т. е. формулой

Г (Л*]2«  = I 2 7Л. *_ ։Ла ~
' *- —- /՜՜

определяется оператор Г£Н(ЛЪ и ||Г|| - ЦГ|.
Таким образом, первое утверждение теоремы доказано. В силу 

него, если для оператора Г (£/7*՜  (А1։ №)) полное Г-минипродолже­

ние Гц единственно, то и одноступенчатое Г-минипродрлжение Г(11 
единственно. Чтобы убедиться в обратном утверждении, достаточно 
проверить, что если Г{1> определяется единственным образом, то это 
же имеет место для Г(2).

Так как Г = Т'2 Г(1), то

Г*Г  = Г«1’* Т2 7*2  В1’ = Г<։>*  Пп —П1’* Р.. Г(1> >П։>^Г(1),

а поэтому (р’Д—Г*Г) ֊1С(р։/1—Г(1> Стало быть

С֊։(Г;р)=Р1(р8А- Г*Г)- ’|М<А (р2/!—ПЧ-П1’)-1! А1=С֊2(П|>; р)։
так что: С (Г<1); р) -<С С(Г; р). Аналогично получается:

^(П»; р)<6’(Г;р).

Из этих неравенств и теоремы 2.2 уже непосредственно следует, что 
вместе с П1) единственным образом определяется и его Г(1>-минипро- 
должение Г(2>.
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Теорема доказана.
Следствие 3.1. Если у оператора Г (£//~ Л/^)) число

о։= ЦГ[։ является собственным для Г*Г  (ГГ*)  и соответствующее 

ему собственное подпространство Ь (£) таково,что РгЬ =М (Р.£= 

=М), то полное Г-минипродолжение Г.л единственно.
2. Остановимся подробнее на важном для дальнейшего случае, 

когда выполняются условия следствия 3.1, притом в усиленной форме. 
Пусть, например, вместо условия РгЬ—Хг выполняется условие: опе­
ратор Рг проектирует Ь однооднозначно на все М-

По теореме Банаха оператор, обратный к сужению Рх |А (С [Ь, ЛАдЗ), 
ограничен. Обозначим его через X. Тогда, если У=р-1ГМ то, посколь­
ку /.— собственное подпространство оператора НГ, отвечающее соб­
ственному числу р։=Г*Г,  будем иметь

Г^=рУ, У*У  = ?Х. (3.1)

Для (единственного) полного Г-минипродолжения Г получаем

\\Р. ГЛГАЦ = ЦГАЛЦ = РНАГЛИ = ||Г||-ЦА7ЛЙ (АСМ), 

откуда видно, что ГХ—Р+ ГХ=ГХ. Аналогично получается, что Г*У=  

— Р- 1'*У=Г*У.  Таким образом, имеем

ГХ=?У, Г*У  = рЛ. (3.2)
Положим

Хк = Р. 7’^-1 X (е [М, М])> у* = р. У (С [М, М1) (*=1,  2, ■ • •) 

так что

ЛЛ= 2 7?՜1 X, А = {Хк А}“ (С 1։ (М))>
*=։

УА = 2 71՜1 Ук А= { У*  А)Г (С 1г+ (М)) (АСМ)- 
к-1

Если {"(/+ к-1)-^—матрица, отвечающая оператору Г, то соот­
ношения (3.1) эквивалентны системе равенств (сходимость понимается 
в сильном смысле):

2 1/+4-1-^*=  рУ/» 2 т*+*-1  У*  —рА/ (;=1.2,---)> 
*=1

а соотношения (3.2) дополнительно дают систему равенств

2 т/+*-1^Ч=0,  2 7/’+*֊։  У*=0  (/=0,-1,-2,---). (3.3)
Аг=1 Л=1
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Из определений оператора X и последовательности {А*}^  сле­
дует, что Х^Ег. Система равенств (3.3) дает возможность по матри­
це (т/+*-1  )։“, отвечающей оператору Г, и по последовательности 
|А*] ։" найти все} неизвестные блоки 7*  (А=0, —1, —2,•••) матрицы 
(7/+*-1  Действительно, из (3.3) последовательно получаем: при 
/=0

7о = ~ 2 7*֊1 Х„ = — 2 7* А*+1, 
*~2 *-=1

при у= — 1 
со 0®

7֊։ = — 2 7*-։ А*= 27* Ак+2, 
*=2 *֊֊о

и т. д.
Для операторов՜ Х(£ [М. V (М)1) и У (£ [Л^, (М2)]), удов­

летворяющих при р=/=0 соотношениям (3.1), справедливы равенства
А*7?А = Г* Т? У (£=0,1, 2,~). (3.4)

Действительно, при £>0
У*  Г/ Г= р֊։ У*  7~*ГА=  р֊1 Г*Г  7*  А=А*  7» X.

Полученные в этом пункте соотношения принимают особенно прозрач­
ный вид в теоретико-функциональной интерпретации.

Рассмотрим следующие изоморфизмы пространст.: 1։ (Л\) и 12 (1Уг) 
на пространства Ь2 (Л^) и Ц (7У2) соответственно:

«+ (С) = 2 С*֊։,  если
— «ж 

и

^-(0 = 2 %с֊*,  если 
—со

Равенства здесь понимаются в смысле сходимости в среднем. При 
этих изоморфизмах подпространства 12н (7^) и 1^՜ (Л^а) перейдут со­
ответственно в подпространства Харди и Н՜ = Ьа (М2) ©
© На (7У2). Ортопроекторы на эти подпространства обозначим через 

л+ и я_. Если Г (£ /7(^,7\^))—произвольный полный, ганкелев опера­
тор и ему отвечает матрица (7/+*֊1  )”„, то при рассматриваемых изо­
морфизмах он перейдет в оператор „умножения*  на оператор-функцию 
Р (С) со значениями из [ЛГ1։ 7\^]:

г(Ол = 2 7/:֊/а,
ДЛЯ

Е(9 = 2 г*с*-^ь ։(лг։>
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будем иметь

ЛОС<5)=2 ^-'€Ц(ла,
——чс

где

Ч/= 2 7л-*-։  ;*  (у=0, ±1, ±2,---), 
*=-»

причем

ИП =8^~=esssu^ II/7 (QI.

Для определенных ранее операторов X и У определим соответ­
ствующие им оператор-функции Х+ (С) и У- (С):

Х+ (Q h= IXAJ+ (С) = 2 XkV֊' А, У_ С) А- [УА]_ (Q = 2 Г*С֊*А,  h^N,.

Тогда соотношения (3.1) и (3.2) можно переписать в виде
(к-FX+)(Q=Pr_(Q, (к+ F*  r_)(Q= PZ+ (С), . (3.5)
F(Q Х+ (Q = рУ_ (С), F* (С) У_ (C)=’pZ+ (С). (3.6)

Система равенств (3.4) означает, что равны все коэффициенты 
Фурье у функций (Л+ (С) А', Х+ (С) А") и '(Г_ (С) А', У- (С) А") (А', А^ 
С т. е. эти функции почти всюду совпадают. В этом (слабом) 
смысле имеет место равенство

Х^)Х+(1)=Г (С)Г^(С). (3.7)

Функциональные рассмотрения упрощаются и приводят к инте­
ресным результатам, если предположить конечномерность пространств 
М и А'а, т. е. что и*  = с1։т ./V*  < оо (к~1, 2). Тогда из сходимости 
рядов Фурье в среднем квадратичном для оператор-функций со зна­
чениями из [/V/, ТУ*]  (у, А=1, 2) в сильном смысле следует их равно­
мерная сходимость в среднем квадратичном. Так, например, для вве­
денных в предыдущем параграфе оператор-функций Х+ (С) и У- (') 
будем иметь

lim
п -* "О

2|Л| = 0,

2

|Л|=0,

И+О։ |Л| < аэ;

J И-(011s 1Л|<оо.

Для оператор-функции Х+ (С) ее детерминант det Х+ (С) есть функция 
класса Харди На/«,. Так как det (=1)=/=0, то det ЛГ+(С)=/=О почти всю­
ду на единичной окружности. Поэтому равенство (3.6) можно перепи­
сать в виде
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£(С) = рУ_(С)^(С). (3.8)
Соотношения (3.8) и (3.7) показывают, что оператор-функция Г (С) 
почти при всех С изометрически отображает все в /V». Можно по­
казать, что оператор-функция Х± (9 является внешней, т. е.

(0=) 1п <1е1 Хх = 1п бе! Х+ (0) = 11п ЩеЬ Х+ (С)| |Л|.

с
Внешней также является оператор-функция С՜1 У- (С՜1) в смысле обще­
го определения, которое, например, имеется в [16].

3. Пусть теперь Г£Н+ (7У1։ /У։), р > ЦГ|| и ГП)—произвольное ка­
ноническое одноступенчатое (Г; р)-продолжение, определяемое изомет­
рическим параметром Е (ЕЕ  = Ег) по формулам (1.1), (1.2). На осно­
вании теоремы 2.1 для Г<։> (^Н+(М, Мл)) применимы построения 
п. 2 и роль операторов X и У будут играть соответственно операто­
ры Р+Фе и О4-РЕ (нормировка Хх = Ех в этих рассмотрениях не­
существенна, важно лишь, чтобы оператор Хх был ограниченно обра­

тим). Таким образом, если Г(։’— (единственное) полное Д'П’-минипро- 
должение, то оно определяется из соотношения

*

П») (Р +ОЕ)=р (О+Р Е), Г’)’ (0+ РЕ)= р (Р 4- ОЕ).

Так как ГП’ Тг = ИгП) = Г, то Г= ГП) £/։= б^ГП) —полное (Г; р)-про- 

должение. Для него имеем

Г(Р+ОЕ)=р£/։(СН-РЕ), Г+^(О4-РЕ)=р(Р+ОЕ). (3.9)
Определим оператор-функции Р (») и О и (9 по фдрмулам

Р+ (9Л=[РА]+ (С), (9 А =[ОА]+ (9 (АСМ) ,

р- (9й = [Р я1+ (9, О- (9 8 = [Ой] + (9 (й€М).

Тогда, если полному (Г; р)-продолжению Г отвечает матрица (у/+ к 
то для оператор-функции /"(9, определенной по формуле (3.8), соот­
ношения (3.9) перепишутся в виде

^(9 [Р+ (9 + О+ (9 Е] = Р [О- (9 + Р- (9 Е],
/*(9  Ю- (9 + Р- (9 Е] = р [Р+ (9+ О+ (9 Е]. (3.10)

Таким образом, блоки (А=0, ±1, ±2,---) матрицы (7/+*-1)2.։, от­

вечающей полному (Г; р)-продолжению Г—суть коэффициенты Фурье 
оператор-функции Г (9, и неизвестные блоки '[л (к = 0г —1, — 2,---), 
однозначно определяются по известным блокам и оператор-функциям 
[Р+ (9 + О+ (9 Е] и [О- (9 + Р- (9 Е] из функциональных соотноше­
ний (3.10). В этом смысле

Г(9 = р [О- (9 + Р- (9 Е][Р+ (9+Ц֊> (9 Е]֊». (3.11)
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Получаемое таким образом полное (Г; ^-продолжение будем называть 
каноническим.

В случае, когда п*(=сВп1  ТУ*,  к=1, 2)<'-о, формула (3.11) пони­
мается в обычном смысле, т. е. как равенство, имеющее место почти 
всюду при Г| = 1.

§ 4. Основные тождества

Установим ряд тождеств для четверки операторов Р, Р, С), (^, 
играющих в дальнейшем фундаментальную роль. Напомним, что по 
указанной четверке операторов определяется четверка оператор-функ- 
ций Р+ (С), Р- (С), 0+ (С), (С) по формулам

Р+(С) А= [РА]+ (С), О- (С) А= [ОЛ]+Г) (АСМ),

P֊(C)g= [PgJ+(C), Q+(Q я =4Qgl+(՝) (g (4.1)

,где для вектора ; = {E*]f  0^ (N) через ;+ (С) обозначена вектор-функ-

ция ?+ (Q = ;*  С*  1 класса Харди Н3 (7V). Произведение Р’+(С) Р_ (С), 

которое будет встречаться ниже, можно понимать в слабом смысле
(1сГ

(Рч о Р+ (С) а; А") = (Р+ О а; р+ о а") (а; а"СМ).

Правая часть определена почти при всех С, так как под знаком ска­
лярного произведения стоят вектор-функции из класса Харди Н2 (М)- 
Аналогично понимаются такого рода произведения для любой пары 
оператор-функций из рассматриваемой четверки.

Теорема 4.1. Для операторов Ру Р, О, О, построенных по 
Г (С 77' (М> М) и числу р С>||Г||), справедливы тождества

Р1 (С) Р_ (С) -О; (С) О+ С) = Е2 (почти всюду), (4.2)

Р’-С) О- (С)֊<Г+(С)Р+(С)=О.

Доказательство. Покажем, что имеют место следующие со­
отношения:

P*  7*  P - Q*  Г*  Q = 30* £,,.

Р*  7г Р—Q*  7՜? Q = So*  Е2,

P*7aQ=Q*  7?Р, Р*  71*Q=Q?  ТГР, 

где А=0, 1, 2,---, а Soo=l, г\>*  = 0 при А^>0..
Заметим для этого, что

Г2ГР = pQ, Г*  Г. Q= рР - G..

(4.3)

-чд’՛ ■
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Из второго равенства получаем, что Р*=р  1 (G+Q 7։Г). 
Поэтому _.

1. В этом и следующем параграфах мы будем предполагать, что 
числа лх = dim «2 = dim /V2<^ co.

При этом введенные ранее оператор-функции Р+ (С) и Р- (С) мож­
но рассматривать как квадратные матрицы-функции порядков пг и п2, 
a Q-г (С) и Q_ (Z) — соответственно как прямоугольные (пг X п2) и 
(п2Х Л։)—матрицы-функции.

Обозначим через U.Q квадратную матрицу-функцию порядка 
Л! 4- л,, имеющую вид

uo = /pHQQ+(Q\ ՛ 
\Q_ (С) Р_ (С)7 ’

Р*  7*Р  = p-J (GPj+Q*  Т, Г) 7*  Р = р՜1 Q*  Т? 7,ГР = О*  7^ Q

при А>0 и
pop _ Q*Q =p«p _ с,-2 р»г*ГР=р՜ 2 Р*  (р։Д—г*Г)  Р =GPj/?f’G=£1.

Таким образом, доказана первая система равенств в (4.3). Ана­
логично из соотношений

7։Г*Р  =pQ, r7։ Q = pP--G
выводится вторая система равенств в (4.3).

Имеем, далее, при к>0

P*7?Q=p- ։(d'Ps + Q*  7, Г*)  7^Q = p-։Q*  7? Г*Г/?,.С=

=pQ*  7? Rf, G-Q*  7? Р

и при А>0

Q*  7?Р= р՜1 Р*  Г rlT^p֊1 Р*  7>2*7 2ГР = Р*  7VQ.

Тем самым доказана последняя система равенств в (4.3).
Из первой системы равенств в (4.3) получаем для A', h." £ Nx 

(Т*  PA', PA")֊(QA', 7*  QA") = Йо*  (А', А"), 
т. е.

֊-Г;*(Рг  (0 А', Р+(Г)Л")|Л|֊А
2т: J 2т.

с
=4*  (А', А")

при А>0. В силу произвольности A', A" (£NJ последняя система 
равенств имеет место при всех целых к. Тем самым дока­
зано первое тождество в (4.2). Аналогично из (4.3) получаются ос­
тальные два тождества в (4.2). Теорема дсказана.

е (Q_ (С) A', Q (С) А") |Л|=

§ 5. Аналитические свойства функций Р- (С) и Q± (Q в 
конечномерном случае (dim М °°> к — 1, 2) 
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а через 5 — матрицу
1= Г£1 ° ) 

\0 -Е2}.

Легко видеть, что тождества (4.2) выражают тот факт,, что матрица- 
функция 11 (') удовлетворяет соотношению

11*  (С) 14 (С) = 1 (почти всюду),,
т. е. является 1-унитарной (п. в.). Так как п1-гп2<^ оо,, то 1;—унитар­
ной будет и матрица-функция Ч*  (^), т. е. Ч (') 14*  0 = 1, а поэтому 
наряду с (4.2) имеют место тождества:

Рг о р;о-о+ (9<г+(9=д,

Р- (’) Р- (՝) О- (’) О- (’) = (почти всюду);. (5.1)

Р+(С) СГ_(С)-С1+ О Р-_ (С) = О.

2. Из тождеств (4.2) (или (5.1)) вытекает, что матрицы Р+ (С) 
обратимы и что ||Р“'О1К1 (п. в.). Введем в рассмотрение функцию 
X (С), полагая

7.(9 = Р;1 (9 о. (9 (= 01 (9 р*_- ] (9). (5.2)

На основании (5.1) имеем

к (9Г- к (9 /.*  (911 = ||ЕХ - р-+-՛ (9 р;-’(С)||=1-)|р+(91г2<1 (п. в.)

Так как все элементы матриц Р+ (9 являются функциями из прост­
ранства Ь2, то

[ ЦР± (СГ |Л[< Г БР (Р’ (9 Р± О) |Л| <
2՜и 2-յ

с с
Поэтому

֊ [ (1 - к ОН)՜1 1<КI < — С(1 - к (С)0г |Л| =-

= ֊-[||Р+(:м։|Л|<оэ,

так что
(1-кОЮ-1 ей. (5.3).

Как было показано в конце § 3, для каждой изометрической мат֊ 
рицы Е (Е*Е  =£\) элементы матрицы-функции Ее (ч),

Ге(С)!= р [О- (СИ Р_ (Г.) Е}[Р+ (С) + си (Г) Е]-’- [(5.4) 

суть ограниченные функции, а ее коэффициенты Фурье {7/ (Е)}2« яв­
ляются блоками некоторого полного канонического (Г; р)՝-продолжения

Г, так что ту; (Е) = 7/ при />0.
В силу тождеств (4.2) определение (5.4) эквивалентно, следую­

щему:
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ГЕ(') = Р [Р'_ С) + Е СГ_ (С)]՜1 [О’+ (С) + Е р; (’)]• (5.5)

Из этих же тождеств следует, что для любых сжимающих Ех и Е., 
ГЕ,С)-ГЕ1(:)=р [Р1О +Е։(Г_ С)]֊1 (Е2—Ех) [Ц+ (ОЕгЬРД:)]-1 , (5.6) 

при этом для Ак, используется формула (5.5), а для ЛЕ, — формула (5.4). 
Будем говорить, что матрица-функция принадхежит классу Харди 

Н/։, (0<р< оо), если все ее элементы являются функциями из этого 
класса. Согласно сказанному выше, „отрицательные“ коэффициенты 
Фурье у матриц-функций ^Е1 и Л’ё, для изометрических Е։, Е2 совпа­
дают, и поэтому разность этих матриц-функций принадлежит Н«. По 
построению матрицы-функции [Р+ С)+О+ С) Ех] и |Р-_ (С) + Е2(Г_ С)| 
принадлежат классу Но. На основании (5.6) отсюда следует, что 
(Е2-Ех) [Р+О+<Э+ (С) Е,]֊1 и |Р’_ С)+ЕгО1 С)]֊’ (Е2֊ЕХ) также 
входят в Н2.

Заметим теперь, что при фиксированной изометрической матрице 
Ех изометрическую матрицу Е2 можно подобрать так, чтобы произве­
дение (Е2 — Е,) (Е.. — Е։) было невырожденной матрицей (например, 
положить Е2 = —Ех),а при фиксированном значении Е2 надлежащим вы­
бором матрицы Е։ можно добиться того, чтобы наперед заданный век­
тор входил в область значений отображения Е2 — Ех. В силу 
этих соображений классу Н2 будут принадлежать матрицы-функции 
[Р+ (С)+ О+ (С) Еа֊’ и [Р‘_ С) + Е2 СГ_ (С)]՜1 .

3. Образуем с помощью произвольной сжимающей (п2Хпх)-матри­
цы Е функцию класса Нх

ФЕ(г) = [Р (г) 4-(г) Е]՜1 [Рч. (г) Е] (|д|<1).

Для ее граничных значений согласно (5.2) имеем
ФЁС)=|£’1 + 7. С) Е|-> [Е։-/.(С)Е],

и так как Ц/ (^)||<^1 (п. в.), то
Ф’е(С) + феС)>0 (п. в.).

Используя представление матрицы-функции ФЕ(г) в точках круга 
|в|<1 в виде интеграла Пуассона от ее граничных значений, непосред­
ственно убеждаемся в том, что выполняется неравенство Ф^ (х) + 
+ ФЕ(г)^>0. Поэтому в круге |я|<^1 матрица-функция ФЕ(г) предста­
вима в виде

■֊ Фе(х) = [£х + хМ]-’ Й֊Х«],

где / (г) — голоморфная матрица-функция такая, что |)/_ Сг)||<1. Гра- 

ничные значения / (С) матрицы-функции /. (д) почти в каждой точке С 
должны совпадать с / (’) Е. Следовательно, / С) Е — матрица-функция 
класса Н,.

Так как это утверждение справедливо при произвольном выборе 
изометрического отображения Е, то ՛/_ (С) также принадлежит классу Нх.
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Наконец, умножив [Р+(Q+Q+(Z) Е]՜1 слева на [2^ + X. (՝) Е], 
приходим к заключению, что матрица-функция Pz։(Z) входит в класс 
Н2, а значит, в силу ее ограниченности, и в класс Н,. Точно так же 
можно показать, что матрица-функция (PL)՜1 (С) входит в класс Н«.

4. Так как det Р_ [det Р+ G)]-1£ Н«, то

1°. det Р+ (Z) — внешняя функция, а значит, Р (Q—внешняя мат­
рица-функция, т. е.

det Р+ (z)=exp С7—— In [det Р+ (С)| |Л| | (5.7)
12՜ J ■. — z ‘

(здесь учтено, что det Р (0)>0). Точно так же

det (Р“_) (z)= exp (—С In |det P*_ (QI |Л| ) • (5.8)
[2к J C — z J

c
В силу второго тождества в (4.2) и первого тождества в (5.1)

|det Р , (Q|2=det (£, - Q (Q Q* +(Q)=det (£։֊Q* + (QQ+ (Q) = |det P- (Q|։. 
Из равенств (5.7) и (5.8) поэтому следует

2°. det Р+ (z) = det (P-_)(z) (|z|<l). (5.9)

Условие (5.3), как известно (см., например, [17]) является достаточ­
ным для разрешимости левой факторизационной задачи в классе Н. 
для матрицы-функции £^~Х (Q 7*  (Q. В классе внешних матриц-функ­
ций, принимающих положительные значения в точке z = 0 решение 
этой задачи единственно. Так как

Ег - 7. Ы 7*  (О = Р;1 (Q Р;։ ’ (Q, (5.10)

то Р^։ (С), а следовательно, Р (С) и Q+ (Q (= Р+ (С) х (Q) опреде­
ляются однозначно по X (О. Аналогично, (Р*_) -1 (Q является един­
ственным решением правой факторизационной задачи

Е3-у (Q /. С) = Pz*  (9 (Р*_)- ։ (9 (5.11)

в классе внешних матриц-функций, принимающих положительные зна­
чения в точке z=0 и, следовательно, Р_ (Z) и Q_ (Q (= Р- (С) у*  (9) 
однозначно определяются по х (9-

Таким образом, справедлива
Теорема 5.1. Пусть Г£ Н+ (Nlt 7V։), ри л*  (= dim 7V*,  

Jt=l, 2)<^оо. Тогда матрица-функция X (2), определяемая по фор­
муле (5.2), является голоморфной в круге |z| <^1 и обладает свой՜ 
ствами:
, 1)х(0)=0, 2) Цх (г)й<1 (|z|<l), 3) (l֊||x(QID-’€k. (512)

По матрице-функции z(Q однозначно восстанавливаются матрицы- 
функции Р± (С) и Q.;. (С).

5. Поскольку левый и правый полурадиусы Ед (Г; р) и Rn (Г; р) 
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операторного квази-шара (1.2) выражаются через Р+ (0) и (Р_) (0) 
Кл(Г;р)= р'/։Р+ (0), Rn (Г;Р)=р'/։ (Р1)(0), то из равенства (5.9) вытекает

3°. det R.i (Г; р) = det R,i (Г; р>. (5.13)

Устремляя р I ||ГЦ, получаем предложение:
Теорема 5.2. Пусть dim7V*<oo  (Л=1, 2); тогда для любого 

Г£Я (Я։, Я2):
det Rn (Г) = det R„ (Г)

и, стало быть, если один из полурадиусов Ra (Г), Rn (Г) не вырс к֊ 
дается, то это же имеет место для второго.

§ 6. Описание полных (Г; р)-продолжений в конечномерном 
случае

Пусть Г = (7/+t-i )֊«. — некоторое полное (Г; р)-продолжение 

блочно-ганкелевой матрицы Г = (”(/+*-։  )f, и пусть F (С; Г) (n2 X nj- 
матрица-функция, задаваемая с помощью ряда Фурье:.

Я(С;Г)=27/С֊/. (6.1)
—~ос՛

Выше уже указывалось, что для любого полного (Г;. р)-продолжения 

Г матрица-функция F (С; Г) измерима и ограничена в том смысле, что

ess sup !1/ (Z; Г)|-Ср (р > НИ). (6.2)
:ес

Матрицы-функции F (С; Г), связанные с (Г,- р)-продолжениями

Г по формуле (6.1), будем называть (Г; р)-функциями. (Г; ?)՛—функции, 
которые соответствуют каноническим (Г; р)-продолжениям, естествен­
но называть каноническими. Подчеркнем, что согласно теоретико- 
функциональной интерпретации, проведенной в § 3, любая (п2 X nj- 
матрица-функция F (Q, удовлетворяющая условию (6.2)՛ и такая, что

—J^(Q^ |Л| = т/ (/=1,2,—), (б.з>

является (Г; р)-функцией. Поэтому задача об описании всех (Г; р)-про- 

должений Г сводится к задаче об описании всех (Г;. р)-функций, т. е. 
всех (п2Хп1)-матриц-функций, подчиненных условиям (6.3} и (6Z2).

Обозначим через В (n2 X nJ множество (т^Хл1)-матриад-функций 
Е (С) класса Н, таких, что

ess sup |IE (Z)|| <1. (6.4)
:ес

Теорема 6.1. Формулой.

Fe (С) = р [Q_ (С) + Р_ (С) Е (СДР , (С)֊Н Q+ (С) Е (С)р (65) 
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устанавливается взаимно-однозначное соответствие между мно­
жеством всех матриц-функций Е (’) из В (л։ X nJ и множеством 
всех (Г; ^-функций.

Доказательство. Так как матрица-функция

U(:)=/ph:) Q+C)\ 
\Q- С) Р_ G)/

J — унитарна при почти всех то преобразование (6.5) отображает 
множество всех ПаХя^матриц-функций, удовлетворяющих условию (6.4), 
на множество всех ( п։Хп J-матриц-функций, удовлетворяющих условию 
(6.2)«.

Остается выяснить, какими дополнительными свойствами должны 
обладать матрицы-функции Е (С), чтобы для соответствующих матриц- 
функций имели место равенства (6.3).

Пусть Ej (') и Е, (С)—произвольные матрицы-функции из 5(п3Хпг). 
Для разности матриц-функций Fe, (С) и Fe, (J, так же как и в § 5, по­
лучаем

def
(G-я,, e„(Q=)FE։(C)֊Fe,(:) =

=Р [P*.  (С) + Е3 (С) <Г_ (С)]՜*  te(Q’֊ Е, (С)][Р+ (C)+Q+ (С) Е, С)]֊>.

* Мы используем здесь тот факт, что если матрица А — (А;-А)р где блоки А 
размерности пуХ «։*, является .(-унитарной, то преобразование Е—(/431 4- Ам Е) 
(Лц + ЛцЕ)՜1 отображает шар՛ Е*Е.</ всех сжимающих (л1Хп1)-матриц взаимно 
однозначно на себя.

(6-6)

Предположим сначала, что ess sup ||E*(Q||<^1  (k=l, 2). Тогда из 
теоремы 5.1 и предложения 1°. § 5 будет следовать, что

|Р+ (С) 4֊ Q+ (С) Е։ (С)]՜1 = te + ■/. (О Е։ С)]֊1 P՜1 (QC Н-.

Аналогично: '[(PLjG)+E2 (С) (Qf_)(Q]-1 С H«. Таким образом, при сде­
ланных предположениях относительно Е*  (С) (£ = 1, 2) матрица-функция 
Ge„ Б» (О будет принадлежать классу Харди H«, т. е- будут совпа­
дать „отрицательные“ коэффициенты у функций Fe, (С) и Fe,(Z).

Положил;, далее, E*(Q  = гЕ*(С)  (Л = 1, 2), где 0<г<Т, а Е*  (Q — 
уже произвольные матрицы-функции из В(л։Хл-). Так как

ess sup ||G_ _ (ч)Л<2р 
сес гЕ,. ГЕ,

и для почти всех С
lira G- ~(<)ь= GL _ (С), 
rtl rE՜,. rE„ Ei. Е, 
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то
Пт -А-Сс'С. -О1й4(90; -С)|Л| = о
г11 2-3 гЕ,.ге. 2՜.) е,, Е,

Поэтому при любых Е։ (-.) и Е2 (.) из В (л։ X „отрицательные 
коэффициенты Фурье у матриц-функций РЕ. (",) и ГЕ< С) совпадают.

Предположим теперь, что для некоторой (п2 X л^-матрицы-функ- 
ции Ео (С), удовлетворяющей условию (6.4), 'матрица-функция ^е. (-) 
имеет те же отрицательные коэффициенты Фурье, что и все матрицы- 
функции /* е(С) при Е (С)£2?(пг X л։).

Рассмотрим соотношение (6.6) при Е։ (,) = Ео (,) и Е2 (',) 0.
Так как матрица-функция 6е„о(^) по предположению принадлежит 
классу Н», то матрица-функция

(Р*_.)  (9 Се.. «С) Р ь С) (= ֊ Ео С) [£г 4- /. С) Е„ С)|֊> ) (6.7)
принадлежит классу Н։. Поэтому классу Н. будет принадлежать и 
матрица-функция

Фе. С) - ֊ 7. (С) Ео (С)1 [^ + /. (’) Ео С)]֊1 =

=Е^2 /. (С) (Р1) С) С^оС) Р О-

Используя в точности те же рассуждения, что и я п. 3 § 5, вы­
водим отсюда, что произведение /. (С) Ео (г.) входит в Н , а значит, 
ввиду (6.7), в Н, входит и матрица-функция Ео (').

Для' завершения доказательства теоремы остается вспомнить, 
что еще в § 3 было показано, что формула (6.5) с постоянными изо­
метрическими Е дает описание всех канонических (Г; р)-функций. Тео­
рема доказана.

Замечание 6.1. Формулой (6.5) устанавливается взаимно-одно­
значное соответствие между множеством всех матриц-функций Е (') из 
В (пг՝)<п1), удовлетворяющих условию

Е*  С)Е С)= £։
и множеством всех (Г; р)-функций /"е (^), удовлетворяющих условию

Г-С) ГЕ (С) = Р’£։.

2. Из доказательства теоремы 6.1 вытекает следующее предло­
жение.

Пусть / (г)—произвольная голоморфная в круге |г[<^1 (лх X п^֊ 
матрица-функци;., удовлетворяющая условиям (5.12). Определим по 
ней четверку матриц-функций Р± (С) и О (С) следующим образом: 
Р 1 (՝) 1(Р1)՜’ (»))—-внешняя матрица-функция, принимающая при г=0 
положительное значение и являющаяся решением левой (правой) фак- 
торизационной задачи (5.10) (задачи (5.11)), а О+ (^) = Р+ (С) /. (С), 
О- (’)= Р- (С) 7.*  (£)• Если с помощью построенной четверки матриц- 
функций образовать по формуле (6.5) с произвольным р^>0 семейство 
матриц-функций ЛЕ (Е £ 5 (л2Хл։)), то все они будут йметь одинако-
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вые „отрицательные“ коэффициенты Фурье 7*=с_«  (/’е) (£ = 1, -2,- • •). 
Более того, для блочно-ганкелевой матрицы Г = Г (/; р)= )'
формулой (6.5) будут описываться все (Г; р)-функции. При этом, одна­
ко, может оказаться, что 1Г = р.

Формулу (6.5) можно переписать в виде

Ъ С) = С) [/*  С) +Е (С)|[Дт /. С) Е С)| ֊' 'Г+ (И, (6.8)

где ’I՛ (') = Р 1 (С), так что (п։Х«1)» а (п.Хп2).
Для скалярного случая (ո։ = ռշ=]) эта формула получена автора­

ми еще в [16] при более общих предположениях относительно функции 
/. Для этого случая указано было также, когда ||Г|| <Հ р.

Վ. II. ԱԴԱ118(էե, Ղ. 9,. ԱՕՕՎ, II. Я». МРЬВЬ. հանկե լյան րլոկ մատրիցներ
Л նրանց հետ կապւքաէ շա րո լնակե լիոլթ յան պրոբլեմներ (ամփոփում)

Գիտարկվում կ-սահմանափակ, անվերջ հանկեյյտն րլոկ ք = (7/+յէ_1 Հ մատրիցա, որի 
“(! {յ ',֊ 1) ր1"հները հանդիսանում են դծային ոտհմանափակ օպերատորներ և արտա­

պատկերում են իք 1 հիլրերտյան տարածությունը ^շ-/» մեջ,

ր = (Հ/:*- 1 մատրիցան կոչվում է լրիվ (Ս,ք)-շարունակոլթյուն, եթե

Ն=Ն. */ ’/’ />1 և 1Ո<բ:

(էույց կ տրվում, որ եթե Դ ^> (| * ապա այդպիսի շարունակություններ գոյու­
թյուն ունեն, ընդ որում, երր \\ք շարունակությունները անվերջ շատ են, և նրանդ 
կարելի է ստանալ աշթատանրում կառուցված ալգորիթմի միջոցով.

Ստացված կ լրիվ —շարունակության միակության հայտանիշ թ = Սք,|) գեպրոլմ»
Գիաարկվոդ խնդիրը համ արմեր է |£| = 1 միավոր շրջանագծի վր^ս տրված կապես 

սահմանափակ ք*  ԼԼ) օպերատոր- ֆունկցիայի գտնելուն, որի բացասական*  Շ ■ ֆու քյ^է

գործակիցները համընկնում են, ■{. (/ > 1) հետ և || -Հ թ/

ք/րր ե ^շ տարածությունները վերջավոր չափանի են, ք >• |) ք յ դեպքում, ոտաց- 
վտէ է րոլոր ,.յդպիսի իք (՜) ֆունկցիաները նկարադրող բանաձև-.

V. M. ADAMIAN, D. Z. AROV, M. G. KREIN. Infinite Hankel block-matrices 
and related continuation problems (summary)

A bounded, infinite Hankel block- matrix T= (yy । t—J) j", blocks being 
bounded linear operators from a Hilbert space Nx to a Hilbert space N, ('(j f [Nt, 

AA։], 7=1. 2. •••)■։ considered. A matrix T = (7/+é_i)Z„ >s called a full (T, p)-conti- 

nuation if fj =• -jy for j = 1, 2,--- and ||P J f.
.The set of these continuations is not empty iff p> (|r|| and becomes infinite if 

p > |irj. A special „one step (I՝, p)—continuation" algorithm permits to construct each 
continuation of the set. For the case p = jlfll uniqueness theorem is established.

The work was motivated by the related problem of finding an essentially bounded 
operator-valued function F (i) (F (Z) Ç [(Vj, Afj]) on the circle |C|=1 with given nega­
tive Fourier coefficients c_y (F) = 7y(j>-1) and with < p. The explicit formula 
are given for description of all such functions F when ?>l|r[[ and dim A^<oo (k =1, 2).
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А. Г. АСЛАНЯН, В. Б. ЛИДСКИЙ

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЧАСТОТ НИЖНЕЙ 
СЕРИИ В ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений, описываю­
щая собственные колебания оболочки вращения с т волнами по парал­
лели (см. [1, 2]):

а —1-е „ (1+о)тп , 1—о В' , (3—з)тВ'-----------V 4- :-----------и----------------- V Н-------------------
2 2В 2 В 2 вг

. 1 / <1 г, с! т2\ 1 / (1 о <1ш т։ \
В в}в\(15 в /

(1 . о \ Л / о 1 \ В՛ т/а ; 1\ .
Я։ V?! R«) В В\Вг R.}

,՜ /1 , 2о , 1\ 
+ I —о Н------------ -----9 ) Ш = 1-Ш.

Здесь и, V, хи — проекции смещения точки срединной поверхности, 
5 — длина дуги меридиана, а <^5^6, В (5)—расстояние от меридиана 
до оси »ращения, функция В (з) предполагается положительной и до­
статочно гладкой; (я) и R., (з)—главные радиусы кривизны оболочки:

, в*(,)  , П֊в-(5) .
*' (։)- - /1—Л ------- <0-2)

X — параметр, константой отличающийся от частоты колебаний,

Р — малый параметр: р4 —— Л’, где Л — толщина оболочки,

о — коэффициент Пуассона, ог<^ —. Система (0.1) в настоящей статье

рассматривается при граничных условиях
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и (а) = и (6) = V (а) = V (6) = и> (а) = ш (6) = «>' (а) = »' (&> =0, (0-3) 
что соответствует жесткому закреплению. Задача (0.1, 3) является 
самосопряженной* .

* Здесь и в дальнейшем под этим понимается, что соответствующий оператор 
на многообразии гладких функций, удовлетворяющих граничным условиям, является 
существенно самосопряженным.

Положив в системе (0.1) р=0, мы придем к безмоментной (вы­
рожденной) системе уравнений, которую запишем сокращенно в виде 

4>/ = ՛ (0.4)
где / — вектор-функция (и, V, ш). Как показано в [3, 4] система (0.4) 
при граничных условиях

и (а) = и (6) = V (а) — и (6) =0 (0.5)
также является самосопряженной. Скалярное произведение (/։, /2) вво­
дится по формуле 

ь

(/։> А) = В +-я>։а>2) ск. (0.6)
а

В противоположность моментной задаче (0.1, 3) безмо.ментная задача 
(0.4, 5) имеет не чисто дискретный спектр. Как было нами показано 
в статьях [3, 4], отрезок [а, значений функции

1 __ -2

?։ =

состоит из точек непрерывного спектра. Вне отрезка [з, ,3] спектр 
дискретен. Концы этого отрезка могут быть точками сгущения соб­
ственных значений. Особый интерес представляет нижняя серия дис­
кретного спектра:

>л<а. (0.8)
Интерес к э!гой части спектра усиливается тем обстоятельством, 
что при условии (0.8) имеет место регулярное вырождение в смысле 
[5] задачи (0.1, 3) при н~*0  в задачу (0.4, 5). Поэтому для собствен­
ных значений моментной задачи Х*(р)<С я справедлива асимптотичес­
кая формула

Мн) = '*  + н4։> —о (։«•). (0.9)

В настоящей статье мы находим условия, при которых нижняя 
серия частот безмоментной задачи бесконечна и находим асимптотику 
>֊» прч> к — оо.

Развиваемая в статье техника мажорантных и минорантных опе­
раторов может быть использована при отыскании асимптотики функ­
ции распределения у общих самосопряженных систем дифференциаль­
ных уравнений при наличии вырождения в старших членах и малого 
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параметра. Например, к исследованию асимптотики функции распреде­
ления моментной задачи (0.1, 3) при А -»0.

Авторы признательны А. Л. Гольденвейзеру и П. Е. Товстику 
за неоднократные обсуждения.

§ 1. Вспомогательные леммы

В этом параграфе мы приведем ряд вспомогательных предложе­
ний, которыми воспользуемся ниже при получении асимптотики.

1°. Положим в последнем уравнении (0.1) р.=0 и выразим и> че­
рез и, V, и'. Подставив и> в первые два уравнения (0.1) и умножив 
каждое из них на В (з), мы придем к системе двух уравнений второго 
порядка относительно и и и. Эту систему запишем сразу в матричной 
форме:

1г = —(Ло г')' Агг' -}- — Дит 4- /12 г — 0, (1-1}

где г — (и, о)—искомый вектор-столбец, Ао, Дъ А2—матрицы:

Элементы матриц Ао, А2 и А2 — функции л и з.
Для дальнейшего существенно, что

С1(з,Х)=В(з) (1.3>
>֊ — ®2 (з)

где »! (з) определено по формуле (0.7), а (5) = 7?Г2+2а/?Г1/?2՜1-)- К2 2 
Легко проверить, что

?2 (з) - ?1 (з) = (^г1 + =Я2՜ 1 ')’ > 0. (1.4

Отметим еще, что

<4(«) = ֊В(8)>0. (1.5)

Выражения для элементов матриц Я։ и А2 мы пока не приводим. Важ­
но отметить, что задача

1г = г (а) = г (Ь)=0, (1.6)

где I определено формулой (1.1), является самосопряженной, если ска­
лярное произведение определено по формуле

ь
(*։» *з) — I (“: ск. (1.7) 
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^Самосопряженность оператора I можно проверить непосредственно .
2=. Пусть Х<^а, где

а = inf (s), s£ [«, 6]. [1.8)

Обозначим через п (X) число собственных значений задачи (0.4, 5), 
меньших X (л ։(>’.) ^называется функцией распределения собственных зна­
чений задачи).

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. п■('/•) при каждом Х<я равно числу отрицательных 

собственных значений задачи (1.6).
Доказательство следует из установленной нами в [3, 4] осцил- 

ляционной теоремы, согласно которой л (X) при X а равно числу ну­
лей определителя

Л(։,л)=
Vj (s, X) v2 (s, X)

при а <6. Здесь (и/,(з, X), vi(s, Х))(։=1, 2)—два решения задачи 
Коши для системы (1.1) с начальными условиями:

«г(о, )•)— 0, v^a, X) = 0, и\ (а, X) = 1, (а, Х)= 0, (1.10)

п»։(а, Х)=0, vs (а, X) =0, и’2 (а, Х)=0, v2 (а, X)—0. (1.11)

Известно, однако* **,  что число нулей определителя (1.9) на интервале 
(а, 6) равно числу отрицательных собственных значений задачи (1.6). 
Отсюда следует справедливость леммы 1.

* Этот факт следует также из вещественности квадратичной формы У (/) = 
— (До /, /)—X (/, /) при вещественном фиксированном X и всех /=(и, V, таких, 
что выполнено для и и V (0.5), а о—произвольно. В самом деле, подставив то из 
третьего уравнения (0.1) с р.=0 в интеграл У (/), мы обнаружим, что интеграл (/х, х) 
вещественен при всех х, удовлетворяющих условию (0.5). Отсюда следует самосо­
пряженность /.

** Этот факт также следует из [3, 4]. См., кроме того, [6, 7]. Всюду нули и 
собственные значения берутся с учетом кратности.

*** Подчеркнем, что п (X) = V (0).

Лемма 1 позволяет свести вопрос об асимптотике 'функции рас­
пределения л (Х') при Х-»а — 0 к исследованию отрицательного спектра 
задачи >(1.6). Последняя представляет собой классическую самосопря­
женную задачу и для исследования ее спектра может быть привлече­
на развитая техника.

3 . Пусть N (|А) —функция распределения [собственных значений 
.задачи (1.6)***.  Пусть с £ (а, Ь). Рассмотрим на отрезках [а, с]3и [с, 6] 
две краевые задачи для уравнения Zz=pz с нулевыми граничными ус­
ловиями на концах этих отрезков. Пусть (р) и N2(v)—соответ­
ствующие функции распределения. Ниже мы используем следующий 
факт.
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Лемма 2. При всех р
N, (10 + >4 (н)< N (:9 < М (а) 4- N2 (н)+2. (1.12)

По поводу левого неравенства см. [8], стр. 345, теорема 2. Пра­
вое неравенство легко следует из теоремы 13, [9], стр. 31.

4'. Число отрицательных собственных значении задачи (1.6) мо­
жет неограниченно возрастать при л—»а—0, поскольку в силу (1.3) 
задача (1.6) является сингулярной при À = а. Действительно, в точке 
s = $о, где функция ®։ (s) (см. (0.7)) достигает инфимума а, коэффи­
циент ctj (s, а) при старшей производной обращается в нуль. Можно 
показать однако, что нижняя серия бесконечна лишь при условии 

— (s0, а) =0, то есть
ds

»J (so)=O*.  (1.13)

* Нетрудно проверить, что е2 (։0)>а и, следовательно, все коэффициенты сис­
темы (1.1)—гладкие функции «£[<։, 6] при

•* Здесь 7 — размерная единица.
*** Если —внутренняя точка, то разбиению, аналогичному (1.16), подвергается 

и отрезок [а, в0].

Из наших дальнейших рассуждений будет следовать, что асимп­
тотика п (À) при л ֊> а — 0 обусловлена поведением функции (s) в 
малой окрестности точки $0. Функция п (>■) растет тем быстрее, чем 
сильнее уплощение графика <pt (s) в окрестности S=s0..

Пусть при р>2

(s)=?i (s0) + 4 (So)(s-So)^ + О ((s֊s0)'+I).. (1.14)
pi

Предположим для определенности, что функция ®х (s) достигает инфи­
мума в единственной точке s0<^6. Введем безразмерный параметр 
г > 0 по формуле**

е = [^(а—À)]^. (1.15), t
Разобьем отрезок [s0, 6] на три***:

Д1 = [s0. Si], ₽ [si, s2], А3 = [s2, 6]. (1.16)
Функции распределения՛ трех задач для системы lz = pz с нулевыми 
граничными условиями на концах отрезков Л*(&=1,.  2, 3) обозначим 
соответственно через 7V*  (р).

Из наших дальнейших рассмотрений будет следовать, что основ­
ной вклад в асимптотику п (À) при определенном выборе точек Sj (е) и 
s։ (s) -» s0 вносится функцией N2 (0).

Для функций N3 (0) и N3 (0) мы сейчас укажем грубые оценки 
сверху, достаточные для дальнейшего.

Лемма 3. Справедливо неравенство
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Л. (0)<^ (117)

где (г) = 3։ (г) — з0, а константа С не зависит от в.
Для доказательства оценим снизу квадратичную форму*

* !Во избежание путаницы, отметим, что круглыми скобками под знаком интег- 
рала обозначено „обычное" скалярное произведение для двумерных векторов. Напри-

2

мер, (Л։г, х)= а^у Ху ху, где х։ — и, х։ = г. Для наших целей здесь достаточно
/, /-1

брать лишь вещественные вектор-функции х = (и, о).
Явные выражения для констант см. на стр. 22. 23.

('г, х) = у (До *'»  *')  4 И1 г’> * 2) + у О4! г> + (А г» 2) (1>18)

А>
Разложив функции <р։ (з) я <р։ (з) в (1.3) по степеням / = з — з6, полу­
чим с учетом (1.14)

а։ (з, М = («л о 1" + <7о ИН + О(р)), (1-19)

где
ало>О, <?о>О, (1.20)

• _р=(,*  + т«в»)՛/,. (1.21)

Аналогично**՜՜,
<Д |(-з) = «/1, о (1 + О (р)), <6, о >0. (1.22)

Очевидно, при достаточно малых С>0 и всех з > з2 будет

<Г1 (з, л) > — ар,о^, (з) о • 
£• £

(1.23)

Интегрируя в (1.18) по частям то слагаемое из (Аг г', г), которое 
содержит и', легко приходим с учетом (1.23) к заключению, что

,(1г, г) >■ П -у ар, о и'3 +'-^- о «'։
1_ £• £

А,

— С։ |г/-и՝,—С\ (и։Н֊т>։) </$

! при достаточно 'большом Сг. Поскольку, далее С1|«'-п|-С— С13»/։ +

1 с „ ’1
+ ——7- и՜ при любом г>0, то, выбирая 3 из условия — </1,0 —

---- С23> — </1,0, получим при всех достаточно малых <4: (1г,г)> 
2 4

Л
1 2 Л

— аР, о (и , + V ) — С (и3 + V3)
Ас

(1з. Отсюда следует, что

(1г, г)> (/։г, г), (1.24)
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, 1
где г =---- — аГ. о я" — Ся. Система /։г = рг при нулевых гранич­

ных условиях на концах отрезка легко интегрируется, и в силу 
{1.24) мы получаем оценку (1.17). Лемма 3 доказана.

Аналогично устанавливается
Лемма 4.

(1.25)

где (з)= «1 ($)—5о» а константа С не зависит от з.
5 . Оценка функции Л2 (0) много тоньше и мы займемся ею в

2 и 3. Заметим здесь, что система 1я = рз на отрезке [з։, з«| может 
быть упрощена. В дополнение к (1.19) и (1.22) разложим по формуле 
Тейлора в «окрестности (з0, а) элементы матриц (1.2):

Ъг (з, '•) = + —-
08

О (Р=), 
о

(1.26)

։//(з, ՝л) = «V, «4֊О (р։).
Л։

(1-27)

Заметил, что для любой функции о (з), обращающейся в нуль на кон­
цах отрезка Д2, справедливо неравенство

и'՜ (з) бв >----------- Го*  (я) бз >— С о*  (в) бв, (1.28)
Л (։,-51)^ ро 3
Да Да Д,

где*  
Т*0=(^4֊№,  #2 = 5։-5о. (1.29)

Рассмотрим после этого наряду с задачей 1я = рг, я (з^ = г (з2) =0, 
две задачи:

— (Д, з') + Д я՛ + А% я = рг, 

. д(з1)=х(з։)=0, (1.30)

тде 2X2 матрицы А*,  А՝ , А2 имеют вид:

Д =.с11ая о 4֊ 9о еР)(1 ± Фо). Л. о (1 ± Ср։)1>

А, =(( ՝° -А1'0 \ А^ = а։аг {а։1, о ± Ср0, 0). (1.31)
\61,о 0 /

Системы .в ((иЗО) -сокращенно будем записывать в виде I а = рз. Спра­
ведливо следующее утверждение.

Ле мм а.5. 'Существует столь большое С и такое 8^>0, что 
при всех -р0 8 будет .

(1.32֊Х

По .поводу у см. своску ва стр. 117.

3 - 2Ы
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Соотношение (1.32) понимается в смысле неравенства квадратич­
ных форм операторов.

Для доказательства оценим интегралы
/։ = С/|и'-и/Л, /։=С|и-и|Л, /,= у (1.33)

А, А, А,

которые входят в оценку формы оператора I с некоторыми постоянны­
ми (мы пользуемся разложениями коэффициентов в окрестности (з0, а)). 
Очевидно

LA1 < ~~ Ро f «'2 Л+у Ро Jы2 Л>

и, наконец, в силу (1.28),

1Л1 < ” [ «,։ <*•
Л,

Эти неравенства позволяют легко указать столь большое С в (1.31),- 
при котором выполнено (1.32) при всех достаточно малых р0. Лемма 5 
доказана.

6°. Мы воспользуемся ниже также следующим предложением.
Лемма 6. Пусть г' (/)^>0 при -С < -С Пусть функция <|» (I) 

удовлетворяет неравенствам

|ф (AI < КА Oil КА и

при всех Тогда число нулей v (#1։ f3) уравнения

sin г (0 + ф (0 = 0 (1.35)

на отрезке [f1։ /2] удовлетворяет неравенству

[-4 &) -г -2 <v ֊■ (г w - г «։)) | +2.
(1.36)

Квадратными скобками здесь обозначена целая часть числа.
Подстановкой т = г (б) лемма сводится к элементарному рассуж­

дению, которое мы опускаем.
Дальнейшие рассмотрения мы разобьем на два случая, в зависи­

мости от значения р в формуле (1.14). Мы начнем с технически более 
сложного случая.

§ 2. Случай р > 2 

Справедливо следующее утверждение.
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1— ,։
Теорема 1. Пусть функция (з) = -у ■ достигает своего 

кг (з)
инфимума 1 в единственной точке з=з0, лежащей внутри отрезка 
[а, 6]. Пусть оГ>0 и пусть

П (*о)  = ?! (*о)  = • • • = (*о)=О,  (Зо)¥=0 (р>2). (2.1)

* Выражения для констант ар 0; д0; 0; </։> 0; а։։>и; й см. в § 4, п. 2°.

Тогда для функции распределения собственных значений п (/.) за­
дачи (0.4, 5) имеет место формула

Для доказательства разобьем отрезок [з0, 6] на три, как в (1.16), по­
ложив

«1 = + ։‘» 5а = 5о + те1, ■ (2.4)

где * и <4 подчинены условиям

0< х < Р-^, 0< >4 < - (2.5)
Р 2

После этого рассмотрим систему дифференциальных уравнений
1+г = У* (2.6)

(см. § 1, п. 5 ) и оценим число И*  (0) отрицательных собственных 
значений задачи (2.6) при нулевых граничных условиях на концах от­
резка [з1։ з։]. С этой целью введем определитель А (з, г), аналогичный 
определителю (1.9), с той лишь разницей, что начальные условия вида 
(1.10), (1.11) для решений системы (2.6) задаются при з = з0. Система 
1+ г =0 имеет вид

— ((а/>.с4р4 Чо е/,)(14՜ Сро) и/)< — Ьг.ою։ + (ац,о+ Ср0) и=0,

— <Л',о (1 4 Ср0) и'^ 4- 61. = 0, (2.7)

£ = 8 Зд.

Второе уравнение интегрируется, и задача сводится к одному уравне­
нию второго порядка относительно и (/). Последнее интегрируется 
асимптотически при <-»4֊0и в-»- 4-0 ([10]). Для элементов с//р, е) 
определителя А р, з) находим формулы:

сп Р, е) = [£ Р, в)]֊1'« {йп Г р, е) 4 у р, е)}, (2.8)
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ся в) = Л2֊ [ Си & •) (2-9)
а1,о Л

и

с„ «,•) = ֊ + -^Г- -Чгт Г ' <'• •>+ '■ '>'■ <21 °>
“ ՝ О* О* ё (Л 8) I

I
с2я и, ®)= *+  ֊Л֊ ( С13 (?, ’֊) Л. (2.11),

«1.о J
о

Здесь 
§(/,г) = аР.„('’ + Чо^, (2.12)

Г 1/ 3-4- [(/Т )Т ЬО (РО)
г«,е) = ]  ---------  ./=-------------------(2-13)

о V ё
Через (Г} 0 и о*  обозначены функции 8, которые стремятся к «/] ,а и о 
соответственно при е -♦ О,

■ Г Ро = (*։  + Л’Л = 5» ֊ *0.  (2.14)

Через /. (1, в) обозначены функции, удовлетворяющие условиям:

ч—1

■/. а, ю = о(Г ),

д ~Г 2՜
֊ /.(։,*)=  \ё И, з)1 0(1 )
01

(2.15)

(2.16)

с константами в О-членах, не зависящими от г.
Оценка остатков / (Л е) в (2.8) и (2.10) проводится стандартным 

приемом. Уравнение (# (I, е) и’)’ 4֊ о*  и = 0 подстановкой и = уи 

I ё и< = У3 сводится к системе двух уравнений, которая после диаго­
нализации приводится к интегральному уравнению (см. по этому по­
воду [10], гл. 1).

Оценим число нулей V (<1։ /։) определителя Д (^, е) на отрезке 
[^11 ^1. гДе 4 = % — 5о> ^։ = «г — s0, а (е) и 5։ (г) определены форму­
лой (2.4)*.

Оценим предварительно элементы с//(/, г) при

(2.17).
В силу (2.3) из (2.10) следует, что

С22 («, е) =

а*
ё (0> £) I4 /► \—--- -----  1 сое Г (?, 8) б/;
ё (’> з)

* Заметим, что согласно леммам 1 и 2 ч
(0).

01, /։) с точностью до ±2 совпадает
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р_
+ ,О(р0) + О(/2). (2.18)

Интеграл в (2.18) обозначим через J. Взяв его по частям, легко найдем 
° £_

L/l<C?fe(f, s)f

и, следовательно f

' г а'/2\j\^tC-—.-g—. (2.19)
g' t

Заметим, что при условии (2.17), в силу (2.5) при s-»0

£1 = /ар.»У+ д0-р =о (1) (2.20)

Предполагая временно, что 
au.(i=7^0, (2-21)

получаем
с„(/, s) = -^f(l+o(D). (2.22)

о
Интегрируя по частям интеграл с sin г (f, s) в (2-9), получаем: 

|Ca(f, e)|<Cte(f, s)]W.

Имеем теперь, используя (2.8), (2.22),

Д (^» ~) = ацСдз С]2 • ся =

= (sin г (t, е) +■/_ (t, s)+ Xi (f, «)], 

где 
1

7.1 (A E)= g ci2cti c-i "

Для этой функции в соответствии с (2.22) и (2.23) имеем

17л (t 3)|<C^.gJ/*  f֊։=o (1). (2.26)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Мы воспользовались формулой (2.20). Аналогично доказывается, что 
при условии (2.17)

^ = [г(М1-։/г-о(1). (2-27)
01

Используя оценки для /. (/, е) и /֊1 (/, е), мы заключаем ’ на основании 
леммы 6, что число нулей V (/1։ определителя Д (#, е) на отрезке 
(2,17) с точностью до ±2 равно

[ г К/Т)']*  ьо(рп) .

՛ ТЛ гт ՛
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Замечая, что
___ г / м>—։ \2 | [(1/|)Т=О ( —=) =О(/'֊2) 

I \ г Я / I

с константами в О-членах, не зависящими от г, получаем

'*(#։»#«)=- —— [ ,/֊т—; (1 + о (1)) = 
«Л к «)

։1+»|

2—р  4- «>
= ’2 — Г т֊===0+о(1))- (2-28)

к и V аг‘.« + 9о
(I

Таким образом, для (0) справедлива асимптотическая формула 
{2.28) (см. сноску на стр. 122). Поскольку в главный член (2.28) не 
входит константа С, то эта же формула, очевидно, справедлива и для 
14- (0). В силу леммы 5 имеем 14՜ (0)>-/\/., (0) > Л/2 (0). Следователь­
но, формула (2.28) справедлива и для /У2 (0). Заметим теперь, что со­
гласно лемме 4

, Р 
2 

Ь11аа)^о{^"^-р'г) = о^ ),

֊<֊
а в силу леммы 3 7Уа(0) = О (е ), что вследствие (2.5) также есть 

1-Р-
о (г 2 ).

Повторив все рассуждения для отрезка [а, з0] и воспользовав­
шись леммами 2 и 1, мы приходим к формуле (2.2).

Освободимся теперь от условия (2.21). Возмутим коэффициент 
при и в первом уравнении системы (0.1) функцией (з)՜, где ш (з) по­
ложительна в малой окрестности точки з0 и продолжена нулем на весь 
отрезок [а, 6], ?—малый параметр. Меняя знак у ;, находим для п (X) 
оценки сверху и снизу; устремив 5 к нулю, получаем формулу (2.2) 
без предположения (2.21).

Если з0 совпадает с концом отрезка [а, 6], то правую часть (2.2) 
следует разделить на 2. В этом случае р может быть любым действи­
тельным числом, большим двух.

В заключение отметим, что обращение формулы (2.2) дает при 
к -> со

2р ,2р
= а-Со71՜2-* 2''(1 + о(1)).

I
Через Со обозначена правая часть (2.2).

(2.29)
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§ 3. Случай р = 2

Докажем следующее предложение.
Теорема 2. Пусть функция sx (s) достигает положительного 

инфимума а в единственной точке s = s0Ç(a, b). Пусть (so)=O и

?î (So) ¥= о, (3.1)
тогда

lira ”(V — = ֊— Re 1/8--- y a2. о • (322)

?(а-л)

Константы me же, что и в теореме 1. По поводу 7 см. сноску на 
стр. 777.

Для доказательства разобьем отрезок [s0, 6] на три, как в (1.16),. 
положив

si = so ֊г ls Ь ln —, s2 = s0 + 7 fin ln —• (3.3)
e \ e /

Для функции Л'։ (0) согласно лемме 4 справедлива оценка

Л7Х (0)=О fin ln — V (3.4)
\ e /

Для Nt (0) согласно лемме 3 имеем

N3 (0)= О (ln ln — Y (3.5)
\ 8 /

Для оценки N2 (0) обратимся к системам Z4՜ z = 0 и 1՜ z =0. Последние 
при р=2 имеют вид (ср. (2.7))

— ((О2,>о72 + №) (1 ± Qo) “<)<~ 6i.o^ + («п,о +' Ср0) “= °, (3.6)

— <4, q (1 ± Ср0) + 6i, u ut = 0,

где
= 721п 1п —, = 7 ^1п 1п — • (3.7)

Асимптотика решений системы (3.6) при I —> 0 и г -»0 отличается от 
асимптотики, приведенной нами в § 2 при р^>2. Мы упростим иссле­
дование, введя в рассмотрение на отрезке ^2] две вспомогательные 
задачи:

— ffaշ,o+ ■ У2 (1 + Ср0) иг ) — 61,о^ + (ац.о+Ср0) и = Н“,
՝\ Ь1 (£)/ /1

— <21.0 (1 + Ср0) и^-|-61,0 а'= ни (3.8)
и

— (а2,0(1— Ср0) 1г и'/)/ — 61,ог>, Ч- («п.о — Ср0) а = ра,
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— (71, о (1 — Ср0) V» + 61. о и' = |ч» (3,9)

при нулевых граничных условиях на концах отрезка [7։, 72]. Систему 
(3.8) условимся сокращенно записывать в виде I г=|‘г, а систему 
(3.9) — в виде I—а = рх. В первом уравнении системы (3.8) мы через 

С, (а) обозначили т(1п1п—; учитывая неравенство —-—а при ус- 
е С։(е)

ловии 7>7։, легко придти к заключению, что 7+ >7>7—, и следо­
вательно, М (0)> ТУ8 (0) > +(0). Системы (3.8) и (3.9) интегри­
руются в элементарных функциях. Для элементов с// (/, з) характери­
стического определителя Д (7, з) получаем*

* Мы ограничиваемся рассмотрением системы (3.8). Условия Коши (ср. (1.10) и 
(1.11)) ставятся при t=tx.

_ / 7 V' ( I \’«_ „ 61.с С , . ,С11 — ( "~՜ ) ( , ) > С31 ~ 1 сп (•» 8) «ъ

\ Ч / \‘1 / «1 . <и

/
61,0 / 7 V' 61,0 _ _ 61.0 Г , . , . . .

С1«— , ( ) ’ с22 ,• I с12 (’։ ь) <7т т(7 7։). (3.10)
о*  \ 7։ / о’ <71, о .)

Здесь через и обозначены корни квадратного уравнения з2 -4- з •-*-  
3*----- — — 0, возникающего при решении уравнения Эйлера, к которо- 
02. о

му сводится интегрирование системы (3.9):

/
77 1 ~

4 ахо
°1՛2 2хг /-^7

Через а*  0, (Г10, о*  обозначены функции а, которые стремятся соответ­
ственно к аг, 0э <71,о, 3 при е —• 0. Для. облегчения оценки нулей Д (/, з) 
при 7удобно сделать подстановку 7 = зт. В результате мы 
сведем вопрос к оценке числа нулей функции Д, (■:) = Д (е-:, з) на от­
резке

Т1п 1п—-------- (3.11)
в 1п 1п—

Легко проверить, что при условии

3---- — аг, о О
4

для Д«(") справедлива формула

1 1_
Д.(х)=27з? С, С] (а) (3.12)
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Здесь ?0 и С0>0— постоянные. Следовательно, для числа нулей 
? (/,, /») детерминанта А (I, г) на отрезке |/։, /2] справедлива оценка

II/ 4 х,и 1 / 1 \V «1, ^)=4-------==------- 1п — -гО( 1п 1п 1п —). (3.13)
՛՛ ։ ого 6 \ е /

Такая же оценка справедлива, очевидно, и в случае системы I г=0. 
Учитывая (3.4), (3.5) и формулу е= |у2 (а—л)]1'2, мы ДАЯ случая внут­
ренней точки 50 получаем соотношение (3.2).

Если о-----— аг.оСО, то определитель Д(#, г) имеет лишь конеч­

ное число нулей на отрезке [(1։ /։| и формула (3.2) справедлива всегда.

§ 4. Некоторые замечания

1 . В случае, если функция (з) достигает своего инфимума а в 
нескольких точках с одним и тем же р, то главный член асимптотиче­
ской формулы для п (՝!•) представляет собой при р^>2 сумму правых 
частей (2.2), а при р=2 сумму правых частей (3.2).

В связи с формулой (2.2) отметим, что если (з) принимает 
свое наименьшее значение <*  на некотором отрезке [з0—<1, з0-|-с/] (это 
соответствует р= 4՜ со), то для функции распределения справедлива 
формула 

а ____
Нт , ' (4.1)

о (я >•) п и Ч ($)
—(I

где '4 (5) = _л ‘ “и (в) (СР։ (2-$))> а 9 (5)3'ТГ ~тт՜ ($> е)|«~о (ср. 

(1.19)).
Нетрудно показать, что в этом случае участок меридиана обо­

лочки, соответствующий з4[з0 — <1, -(-</], представляет собой либо
вертикальный отрезок (случай цилиндра), либо дугу окружности с 
центром на оси вращения (случай сферического пояса).

Интеграл в правой части (4.1) берется явно и в случае цилиндра 
равен 

гу А _______________
—-г К1-з2)(з2+2/п2), (4.2)
~К2

а в случае сферы равен 
ол _________________
֊ 1<(1_32)(1+,)(2+з). (4.3)

Обратив формулу (4.1), найдем при + 00

>•*=*֊-§-(1֊Н>(1)), (4.4)

где через С։ обозначена правая часть (4.1).
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2°. Приведем выражения для констант, входящих в формулы пре­
дыдущих параграфов.

Пусть в окрестности точки 5 = з0, где (з) достигает инфимума

Я (։) = Ро+Р?4~Р8'։+•••,*=֊-«-«о, Н.5>

И

?1 (з) = ~^Г՜ [“։о+о>1 * + ~ -I------ 1 ’ (4-6>
Ро I 2։ )

тогда

", - ֊ у‘ (1 ֊ ?! + ₽<£»>,

«., = 2|-Й֊ |֊(1-5РЯ+ 3(1~Р'-^-У.]- (4.7)

1 Ро Ро 1
Условие <р։' (з0) =0 (см. (1.13)) выполняется согласно (4.7) в двух 

случаях:
А. р։ — В6 (зо)=О,
Б. 1 ֊ Р? + ₽о₽, = 0.

В случае А. меридиан имеет в точке з,—з0 вертикальную касательную, 
и мы назовем этот случай цилиндрическим. В случае Б точка я = з0 
является омбилической: 7?] (з0) = 7?2 (з0), и мы назовем этот случай 
сферическим. Выражения для констант через функцию В (з) и ее про­
изводные в случаях А и Б оказываются различными.

Случай А. р=2.

Имеем: ю^О. Отсюда, в силу (4.7),----- — < ?8 0. Далее,
Ро

I <?г . .1
“2.0 ~ о| , . “1(з, 8) - 

21 05“ |0

(1- -аг) Р3(1+РоР,) (4.8
(°—РоР2)г ’

1 д- , . 3”
о (°֊РоРг)2>’ (4-9)

1— °Л.» ֊ 2 - Ро>О, (4.Ю)

ь1։ о = -т(1 а) (2+з-Ь рор2), 
2 (»-РоРг) (4.И)

а _ (1-°) т*
“п,о -----77----------

2Ро
м _ ог\ а___ 2_РоР2

Ро(а֊РоРг)
(4.12)

Для о (см. (2.3)) получаем формулу

,_2>пЧ1-*>(1+МЫ
Ро(«֊РоР2)2 М (4.13)
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1—— аг, о =
4

—- [8т*(1+ЙЛ)+  
4/о (=- ?о?г)։

+ 9(Ш։-(12’֊1)?о?։+4’։].
Случай А. р>2.
Имеем:

О

(4.14)

и ‘>>0. Далее

1Ч։ = (4.15)
'о

ар.» =
1 ОР . .— — а! (з, а) = 

р! -Шг
•^>0. 
?!

(4.10
о

Остальные константы те же, что и в случае р=2. Следует лишь 
учесть условие (4.15).

Случай Б. р=2.
Поскольку то /хТ^О, иначе последняя формула (4.7) приве­

дет к противоречию. Имеем

аг, о =

<7о =

(1—°) 0
2(Ц-з)‘О0

св
___ ______>0, 
(!+’)’%

(4.17)

(4.18)

</1.0 = —— ₽о >0. (4.19

, 1—о
01, о = —-— т, 

2
(4.20)

_(1-а)т2
«11,0 - ——-----------

2?0

5= (1—

И, наконец

(2 + -) Ц)р Ро^г
?о • 2(1+а)ш0.

(4.21)

(4-22)

. 1о-------ач, о
4

(2-Н) <о0 , Зр0а>, 
?о ' 8(1+а)ш0

(4.23)

Подчеркнем, что в этом случае правая часть (3.2) всегда положитель­
на и не зависит от т.

Случай Б. р^>2.
Имеем

а . - 1-3 Ео 
ар, о — —

1+ а р! «>0
(4.24)

и

(4.25)
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Остальные константы те же, что и в случае Б, р—2, следует 
лишь учесть, что ш2=0.

Ա. Գ. ԱՍԼԱՆՅԱՆ, Վ. Ր. ԷԽԳՍԿԻ. Պտտման լ>աղան|>ննրի օ>հսու|>յան ստորին խմյփ 
հանախականությունների համար ասիմպտոտական բանաձևեր (ամփոփում )

Դիտարկվում ( բարակ, ճկուն պտտման թաղանթների սեփական տատանումներր նկարալյրող 
չվերածված» ղիֆերենցիայ հավասարումների սիստեմ։ Գտնված են պայմաններ, որոնց ղեպրամ 
սեփական թվերի ցածրաղոպն խոլմբր անվերյ է։ Գտնված կ սեփական թվերի ասիմպտոտիկտն։

A. G. ASLANIAN, V. B. LIDSKlI. Asymptotic formula for frequence! of lower 
eeria in theory of shells (summary)

The paper concernes a „degenerate“ system of differential equations describing 
the natural oscillations of a thin elastic shell of revolution. The conditions are found 
under which the lower séria of eigenvalues is infinite. The asymptotics of the eigen­
values is obtained.
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Посвящается 60-летию академика М. В. Келдыша

И. Г. ГАСЫМОВ

О КРАТНОЙ ПОЛНОТЕ ЧАСТИ СОБСТВЕННЫХ
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ВЕКТОРОВ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ 

ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ

Известная работа М. В. Келдыша [1] об п-кратной полноте сис­
темы К(П) собственных и присоединенных векторов полиномиального 
операторного пучка вида

л-1
£ (/.) = I+2 V Т/ Н‘ + ՝1.пНп,

1-о

где Н^Р, Н=Н*,  Т^, у = О, п—1, и Н— полный оператор в гиль­
бертовом пространстве Ь, повлекла за собой большой цикл работ по 
теории несамосопряженных операторов с дискретным спектром в гиль­
бертовых и банаховых пространствах. Обзоры этих работ имеются 

12].
В данной работе устанавливается связь между кратной полнотой 

системы ХГ(П_) собственных и присоединенных векторов, отвечаю­
щей собственным числам из левой полуплоскости полиномиального 
пучка, и существованием регулярного решения задачи (2)—(3) в гиль­
бертовом пространстве. Далее, указываются различные достаточные 
условия, при которых система К (П_) является ^-кратно полной в Ь. 
Попутно мы получаем (см. п. 4 § 3) доказательство теоремы М. В. 
Келдыша о кратной полноте, не сводя полиномиальный пучок к линей­
ному пучку.

Заметим, что приведенная в тексте формулировка теоремы М. В. 
Келдыша отличается от различных ее обобщений (см., напр., [3], [4]) 
тем, что здесь в некотором смысле промежуточные члены не подчине­
ны главной части пучка.

§ 1. Основные определения и результаты

Определение 1. Пусть Ао=1, А/, у = 1, п, и А являются ли­
нейными операторами в гильбертовом пространстве Ь. Пусть выпол­
няются следующие условия:

а) А является замкнутым оператором в Е со всюду плотной об­
ластью определения £)(Д)с:Е;

в) Д/Д՜" £ а,», у—0, п;
с) 1-\-АпА՜" имеет ограниченный обратный.
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Тогда скажем, что операторный пучок

Р(Х)=2 (АУ Л/ + Л» (1)
/-о 

порядка п принадлежит классу К.
Замечание 1. Если оператор Л самосопряженный, Л_։£зр и 

операторы 7} = Л/Л՜^ £ з-։ у = 1, п, то полагая Л՜1՜ Н и £ (К) = 
=Р(Х)//Л, мы получаем операторный пучок, который изучался М. В. 
Келдышем [1].

Очевидно, что спектр пучка из класса К дискретный и имеет един­
ственную предельную точку в бесконечности. Действительно, полагая

£(Х) = (/+ЛлЛ֊л)֊։Р(Х) Л֊л,
получаем, что I—£ (X) является вполне непрерывным, а при Х=0 опе­
ратор £(0)=/имеет ограниченный обратный. Теперь остается приме­
нить теорему 5.1 из [2].

Систему собственных и присоединенных векторов пучка Р(л), 
которые отвечают точкам спектра из левой полуплоскости П_ = 
= |Х|КеХ<^0) обозначим через К (П_).

Определение 2. Система К (П_) называется А-кратно полной 
в Ь, если для любого набора к векторов // £ Ь, у = 0, к — 1, из го­
ломорфности вектор-функции

у-о

в полуплоскости П_ вытекает, что /у=0, у =0, к—1.
Определение 2-кратной полноты внешне отличается от определе­

ния кратной полноты М. В. Келдыша.
Можно показать, что определение М. В. Келдыша и определение 

2-кратной полноты эквивалентны, если к = п, а вместо П_ берется вся 
комплексная плоскость. Однако, определение 2 допускает более про­
стое обобщение на пучки с более сложной "природой спектра в гиль­
бертовом и в банаховом пространствах.

В данной статье исследуется следующая основная задача: когда 
система К (П-) будет А-кратно полной в Ь? Оказывается, что реше­
ние этой задачи тесно связано с существованием решения дифферен­
циального уравнения

Р(<//Л)и(0=/(0, 0«<со (2)
с начальными условиями

4л (0) = <ру, у = 0, А-1 (3)
и некоторыми аналитическими свойствами резольвенты Р-1(Х). Предва­
рительно приведем еще два определения.

О пределение 3. Пусть /(/) £Ь, (0, оо; Ь)*.  Задача (2) —(3)

■ * Определение пространства Ь2 (0, оо; Е) имеется, например, в [5]. 
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называется ^-регулярной задачей, если для любого набора к. векторов 
(Ап ~х), )=0, к—1, существует (вообще говоря, не единствен­

ная) вектор-функция и (/) такая, что
а) и(/)££2(0, ос; Ь);
в) и (/) имеет (п—1) сильно непрерывную производную на (0, оо);
с) А"՜1 иР (0 £А2 (0, ос, Ь), у =‘0Гщ
с!) и{Р (0) = <₽/(=£> (Ап~ /-•>), /=0, п -1;
е) Р(«7/Л)и(*Й/(0.

* Факты из теории целых функций, которые цитируются в этой статье, можно 
найти в книге [6].

Вектор-функция и (I) называется регулярным решением задачи (2)— 
(3). В условиях (3) заданы только векторы ?/, / = 0, к—1, а векторы 
ф/, у= к, п—1, заранее нам не1} известны. Они каким-то образом 
выражаются через */>/'=  0, к—1.

Определение 4. Пусть операторный пучок Р (>-) из класса 
К удовлетворяет следующим условиям*:

а) Резольвента Р՜1 (1) представляется в виде отношения двух це­
лых функций порядка не выше р и конечного типа я при порядке р;

в) При некотором О, —) и для больших X из секторов 
X Г /

5 6 = <Х\Х = гехр (± г՜®), — -С ? — 4՜ 0<՜ г <С °°2 2
имеет место оценка

ЦР՜1 (Х)Ц< С |Х|֊«, п -1 < а < и; (4)
с) Существует множество (2| лучей в левой полуплоскости, ку­

да входят также лучи Г±в” гехр Р>0 }, такое,

что угол между соседними лучами из этого множества меньше, чем 
« /— ( если я = 0, то угол между соседними лучами может равняться 
Р X

— ) и на этих лучах ((Р՜1 (Х)| растет не быстрее, чем |Хр, где ₽—фик- 
Р / .

сированное число.
Тогда будем говорить, что пучок Р (1) принадлежит классу К9,
Теорема 1. Пусть при / (б)=0 задача (2)—(3) является 

к-регулярной, и пучок Тогда К (П_) образует к-кратно
полную систему в Ь.

Эта теорема показывает, что для решения основной задачи надо 
найти различные условия на пучок Р (X) из класса К, при которых за­
дача (2)—(3) является ^-регулярной и Р(Х)^/С?>О. Некоторые такие 
условия даются в §§ 3, 4, 5.
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§ 2. Доказательство теоремы 1

Теорему докажем от противного. Пусть существует ненулевая 
система векторов //£Ь, у = 0, к— 1, для которой вектор-функция

Л(>.) = (Р-'(Х))*2  У/, 
/֊=0 

является голоморфной в левой полуплоскости П_.
Обозначим через и (/) одно из решений А-регулярной задачи (2)— 

(3) с правой частью / (/)=0 для любого набора (Д'1՜^՜1),
у=0, к—1. (В определении 3 не предполагается существование един­
ственного решения). Тогда, если полагать, что

“(0 = ֊
-I- 

то

н ().)=Р֊> ().) 2 (?/(>.)?/, 
/-0 

где ч>;=и^(0),

<2/(4= ֊ 2 &У - А" )
՝ 1-0

и, следовательно
л—1

- (О = ֊ С Р-Р) 2 <2/ р) «е։‘Л.
2,1 -Л >-»

Из условия в) определения 4 вытекает, что в последней формуле кон- 
ТУР (~։ 00> ։ °°) можно заменить другим контуром Г, который для 
больших X совпадает с лучами Г+в и Г-« (см. [7]). В результате по­
лучаем, что при /^>0

и (0 = ~ Г и (>•) еи </Х. 
2"г и 

Г

При / 0 этот интеграл можно дифференцировать сколько угодно раз.
Поэтому

2 («Р (0. Л )=— (*2  (¥« (4, //) сГк 
2яг ? 1=0

Положим

о (Х) = 2(Х/ и (X), //)= (9 (К), 
/-0
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Л—1 7
где ?('•) = 2 0/0 ) ¥/• Тогда и (/.) является целой функцией порядка 

/-о
р и типа о; при этом в правой полуплоскости V (л) растет не быстрее, 
чем |л|'1՜1, а на лучах из системы (2} в левой полуплоскости—не быстрее» 
чем |Х|՞ А Следовательно, и (/.) является многочленом:

V ('•) = 2
/=о

При />0
| Не" Л. =0, /=0, 1, 

Г
Следовательно, при Г>0

У («/’ (О, //)= ^֊ Г V ('•) е" Л = 0.
7^0 2яг՜?

Отсюда, учитывая начальные условия (3), получим, что для любого 
Ф; (Ап~!՜1 )

2 (ф/, Л)=0.
/-о

Поскольку плотно в Ь, то из последнего тождества сле­
дует, что /7 = 0, /=0, к — 1. Получили противоречие. Теорема 1 до­
казана.

§ 3. Аналитические свойства резольвенты

Т е о р е м а 2*.  Пусть

• Эта теорема принадлежит М. В. Келдышу [1] (см. также [2]). Однако, дан­
ная формулировка теоремы является более общей, чем в [1], [2].

1-201

Ь ('•) = /+ 2 В/ « 1+ М ().), (5)
/=0

где /=1, п и оператор /+ 5С имеет ограниченный обратный.
Тогда резольвента £-1(л) является операторнозначной меро­

морфной функцией и представляется в виде отношения двух це­
лых функций порядка не выше

р = тах(/р/) (6)
1</'Л

и минимального типа при порядке р.
Доказательство. Не уменьшая общности, можно предпола­

гать, что Во=О. Рассмотрим случай, когда р;-С1. В этом случае
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Не! £ (>.)|<П (1+3« (М (к))), '• (7)
а==1

где через 2>« (•) обозначено 5-число оператора (•) с номером а. Здесь 
используются некоторые свойства 5-чисел, которые приведены, напри­
мер, в [2].

Из хорошо известных свойств 5-чисел вытекает, что если 
г—пт +₽ и т =0, !,-••, ? =1, л, то

1+ 5« (М (>.)) < 1 +5тя (М (/■)) <

<1 + 2 |/+5т_, (#/)< П(1+Р«КЗ„_1 (5У)).
/=1 /«1

Пусть

<?/(>֊)= п П+М

Тогда, поскольку ряд 2 Sm (В^) сходится, имеем

~1й^1п 7/() )
1М-» « In Г/1

•' lim 
IM-«

In 9/ ('-) = 0

Поэтому из неравенства (7) вытекает, что det L (>•) есть целая функ­
ция порядка не выше р и минимального типа при порядке р. В этом 
случае утверждение теоремы следует из неравенства В. Б. Лидского

IIZ.-՛ (/.) det L (Х)|< П (1+ 3« \м (}.))).
а—1

Пусть число р такое, что р/р-1<1, у=1,л. Тогда
р—։

(7+ М(/.))֊»=(/+ Л#/> (/.))֊> 2 (—1)'Л#/ (л), 
'. /-о

причем коэффициенты пучка М'1 (/.) являются ядерными операторами, 
-так как, если

В£ач„ то АВ£аЦ1. где дз ՛= дГ’+дГ1.

Теперь, снова используя свойства определителей и s-чисел ядерных 
операторов, нетрудно завершить доказательство теоремы.

Замечание 1. В этой теореме при определении числа р ре­
шающим может оказаться промежуточный член пучка L ().). В этом 
случае член л" В„ носит „подчиненный характер". Это отличает пучок 
(5) от пучков, изученных в [1], [2], [3], [4] и т. д.
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2. Главная часть резольвенты в окрестности полю­
са. Пусть операторы В/С’ч и при некотором фиксированном Хо опе­
ратор Ь (/-о) не имеет обратного. Тогда число >0 является полюсом 
резольвенты £-։(Х) конечного порядка т. Определим формулу для 
главной части резольвенты в окрестности \ и попутно дадим краткое 
ее доказательство. Пусть

։п
ь՜' ('■) /= 2 /+А (А), (8)

_______ 7-1

где А-1, }=1,т, —неизвестные нам операторы, а Ао (а)—регулярная 
в точке /0 операторная функция. Из последней формулы мы имеем 
следующее тождество:

/= 2 Ь (') Ач / + £ (X) Ло (X) /.
/-։

Поэтому

А֊т+'/=0>“0 з! ХДХ*

Предположим, что существует единственный элемент ср0 из Ь (конечно, 
с точностью до постоянного множителя) такой, что £ (Хо) ®о = О. Пусть 
<р/, / = 1, т—1 есть присоединенные к ?0 векторы пучка £ (а), отве­
чающие характеристическому числу Хо (см. [1]). Тогда

/ _______
Л_т+//= 2 С>(<) ®а, у=0, т — 1« 

$=о
Легко видеть, что СД/),. з=0, т—1 являются линейными функционала­
ми в Ь. Поэтому существуют векторы з = 0, т—1 из Ь такие, что
С, (/) = (У, фД з=0, т—1.

Подставляя в (8) вместо / выражение £ (X) /, можно доказать, 
что векторы з=0, т—1 образуют систему собственных и присое­
диненных векторов сопряженного пучка.

Используя разложения (8) резольвенты в окрестности характе­
ристического числа, можно доказать следующее утверждение.

Теорема 3. Кратная полнота в смысле определения Келды­
ша и кратная полнота в смысле определения 2 эквивалентны.

3. Достаточные условия для тога, чтобы пучок

Теорема 4. Пусть А — нормальный оператор, А՜1 и- 
О^агд а’-/<Г2пя/, а числа 4]<^п. Определим оператор А^ и рас­
смотрим пучок 

л —1

Л Д) = 2 (А)/ ая_/ Д’՞֊/ + (/X)-1+ ап А". (9) -
/=1
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Предположим, что если р*  принадлежит спектру оператора А, 
лл корни уравнения

Ро (5, р-*) = 5" + а։ з"՜1 |£Ч------ 1- ал-1 «р*"՜’ + а„ р*=0 (10)
не вещественные и при к, — сс. асимптотически приближаются к 
конечному числу лучей I;, }—!■,&, отличных от лучей веществен­
ной оси. Пусть В) А л— 1, ВПА~П^^^ и

Л (М = 2 (АУ 5л-/. (И)
/֊-О

Тогда пучок
/’(/.)=Л(>֊) + Л0) <12>

принадлежит классу К,,о. Здесь

р = шах (р, ——, ■ ■ ■,---- - ----) • (13)
\ п — п — ая-1/

Доказательство. Очевидно, что
Р (>֊) = {Ро СО Л-՞ ч- Рх (>.) А֊”) А"

и, поскольку А~}£ар, то
АУ-\. р , В^-^с р . 

П-1) п֊ч
Тогда из теоремы 2 вытекает, что Р՜1 (X) представляется в виде от­
ношения двух целых функций порядка не выше р (число р определяет­
ся как в (13)) и минимального типа при порядке р.

Пусть (?*( —система ортогональных собственных векторов опера­
тора А и До*  = р*  о*,  а числа >•,(£), / = 1, п — корни уравнения (10).

Положим
•*։

Н)=^ '■/(*)(•»  «*)  ?*.

Тогда

р0(Х)=П (А/-Я/).

Очевидно, «то
Р(>.)= {1+ Р։ ().) Р-1 ().)} Ро (а). (1.4)

Пусть =^>0. Тогда вне секторов с раствором г, биссектрисами кото­
рых служат I), останется лишь конечное число характерис­
тических чисел пучка Ро (л). Оценим норму оператора Рг (>,) Р~1 (}.) 
вне секторов 5/(е), у = 1, а, каждый с раствором 2г и биссектрисами 
Ь> В этих .областях при больших л

К>-/-Я/)-Ч<(|).։ зта/2)-1.
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Оценим норму оператора /.’ Вч Ро (>•) при 5, 5= I) 5/(е). Оче- 
/-։

видно, что

Вч Р-' (к) /= /5 (Вч А֊'я) 2 -----(15)
п^֊М*))

Поскольку при к ->• ос последовательность /./ (4) -+ оо и 

а?# = (-1)’2 >֊„, (к) ■ • • (4), 

то существует некоторый набор индексов, например, п։=1,---, пч — <?, 
такой, что

|н?1<С0П1М*)|, (16)

где 0<^С0<^°°. Зададим произвольное положительное число 8^>0. 
Представим вполне непрерывный оператор Вч А֊’'1 в виде Тч + Рц, 
где ,т

7« =2 (■» Ня) Ф?./ 1)
/-։

—конечномерный оператор и

Тогда, учитывая (15) и (16), получим

||/?« А’* р^х ().)|| < р.|»-« г с0 (з։п з/2)-«. (17)

Теперь, рассмотрим оператор

Л А՝< рй1 ().) /= Тч 3 =
£1 Ро И*)

= (18> 
*-։/=! Ро Н»)

По числу 8 найдем такой номер Л', чтобы 
ос2 |(<Р*.  т'Л?)|2<А / = I, т, 7=1, п —1 • (19)

*=^+։
Пусть теперь г0 настолько большое число, что для всех В и 
|М > г0 имеет место

_А' и?? ).п~ч 1«
2 —---------- 1Ь, Фло)!3<3- (20)
*-1 и*) I

Тогда из формулы (17), (18), (19), (20) очевидным образом вытекает, 
что (,

Ит ЙЛ(к)Р-1(к)|1 = 0 А -*  •?
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равномерно вне секторов 5/(г), у—1, а.
Поэтому при больших г>• £ 5, оператор /-)- Рг (X) Ри ' (') имеет 

ограниченный обратный. Тогда для всех X из множества }Х|г'Х^5, [>£>Го՝ 
имеет место

|Р֊’(Х)'<с,|Х|֊я.
Теорема 5. Пусть Д^>0, А~1^яр, р^к, п=2к. Предположим, 

что \\В1А՜^^, Рп ('•) = О՜'֊)2* + А2* и число

+ *.<!■  (2»
/=1 п \n-jj

Тогда пучок Р (>•), определенный формулой (12), принадлежит 
классу Кр.о.

Доказательство. Поскольку операторы С/ = (В/А 1)А~п+1£ 
£ а , то из формулы

/Г7

{л—1 .
/+(гХ)Л А~я + (։>.)"֊/ С/ АЛ

/-։ ‘

вытекает, что Р՜1 (X) представляется в виде отношения двух целых 
функций порядка р и минимального типа. С другой стороны, если по­
лагать

С/()•) = (^Д֊0 Д"]֊։,
то Р (X) = <2 (>•) Ро (>■),

(2().) = /+2 (/>.)"֊> С/(X). 
/-։

Найдем оценку для нормы оператора С/ (X). Очевидно, что
|С/(Х)0<а/ Бир И7 ЦгХ)" + ЦЛ|՜'-

(Д)

Пусть 11= б = гехр (։<р). Тогда
||Су (Х){ <1 а,- зир (г2" + 2г" (Iя соб л р + 'г12л)-1/2.

։^(Л)

Пусть о^>0 и 1— о собп ?<С1- Тогда

Подберем число 3 настолько малым, чтобы ։(1—о)-1<^1. Имеем

1|/-0МК:Аг<1 
1—о

при больших X вне секторов (их количество равно 2к):

(Х| р. = гехр (гр), 1—соб 2£р<1, г>0).
Тогда из того факта, что Р՜1 (X) = Р^՜1 (X) ф-1 (X) очевидным обра­
зом вытекает утверждение теоремы.
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Аналогично доказывается следующая
Теорема 6. Пусть Л^>0, Д~։^о* +։ при любом г^>0, п =2к. 

Предположим, что [В] А-Ц-з^а/, Ро р.) = (։>•)"/+А" и число а. из 
теоремы 5 меньше единицы. Тогда для достаточно малых значе­
ний $ пучок Р ().), определенный формулой (12), принадлежит клас­
су Кк+1, 0.

4. Доказательство теоремы М. В. Келдыша о крат­
ной полноте. Приведенная ниже теорема содержит в себе теорему 
М. В. Келдыша о кратной полноте, поскольку пучок, рассмотренный 
М. В. Келдышем принадлежит классу о. Однако, эта теорема, если 
принять во внимание приведенные выше достаточные условия принад­
лежности пучка Р (л) к классу К?. а, дает 'также новые достаточные 
условия кратной полноты, отличные от различных обобщений теоремы 
М. В. Келдыша (см. [2]).

Теорема 7. Если пучок Р (>.) удовлетворяет условиям одной 
из теорем 4, 5,՛ или 6, то система К(П) всех его собственных и при­
соединенных векторов будет п-кратно полной в Ь.

Доказательство. Пусть К (П) не является л-кратно полной 
системой в Ь. Тогда существует ненулевая система векторов //£Ь, 
у —0, л — 1, для которой

7?(/ХР֊։(^))*2> у// (22)
/-=

является целой функцией порядка р и конечного или минимального ти­
па (в зависимости от условия теоремы). Поэтому для произвольного 
<р из И (Ап') функция

(/?().), Р(М ?)=«(>•) (23)
будет целой функцией порядка р и конечного или минимального типа, 
причем |л|՜п 11 (Х)| стремится к нулю в направлении лучей мнимой 
оси и ограничена на таком количестве лучей, что к V (/.) можно при­
менять теорему Фрагмена-Линделёфа. В результате имеем

я—2
»(>•) = 2

/=о
я—1

а из (23) вытекает, что V (X) = 2 (//, ®) )Л Следовательно, 
/-о

(/л-1, <р)=0. Тогда /л-1 =0. В этом случае в направлении мнимой оси 
функция р.|~ Л +2|г> ().)| должна стремиться к нулю. Поэтому ип-2 = 0 и 
(/л-2, ?)=0. Следовательно, /я-։=0. Продолжая этот процесс, полу­
чаем, что /}=0, /=0, л — 1. Это противоречит нашему предположению. 
Теорема доказана.

§ 4. Условия ^-регулярности задачи (2) —(3)

В этом параграфе предполагаем, что п~2к, а оператор А подо 
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жительный. Здесь указываются различные условия, при которых задача 
(2)—(3) является ^-регулярной.

Многие результаты допускают очевидные обобщения (некоторые 
из них приводятся в виде замечания к теоремам).

1. Случай пучка Ри (&, А). Предположим, что
» *1

Р, (Д, Л) = (։>•)" /4- 2 (Д)-/ Р, (А) (24)֊
/—1 

и
а) Р}(А) А՜1—ограниченные операторы в к,

в) Рп (Л) = У а)А>, а„ л=0.

Рассмотрим задачу
Ро («//Л, А) и (/)=/ (0. «И’ (0) =0, 4-1 - (25)

Теорема 8. Пусть А—положительный самосопряженный опе­
ратор с дискретным спектром з (Л), 1п( з (А) = 50>0, и корни'»{(з) 
уравнения Рп (й-, з)=0 разбиваются на две группы так, что при 
зС’И)

а) |аг£ )-/(з) — "| < — 5։, '\>0, у = 1, к;

в) Ре /•>($) > 32>О. у =к -I- 1, п.
Тогда для любой вектор-функции / (/) - (0, ; к) задача (25)
имеет единственное к-регулярное решение и (I), которое представ­
ляется в виде 

■«

и (О = у Ро (#,?)/ (5) = Р0Д (26)

о
где ядро Ро (/, ;) явным образом вычисляется с помощью операто­
ра и корней А/($), у = 1, п, з£з (Л).

Доказательство. Предположим, что задача. (25) имеет ре- 
*гулярное решение и (Л. Обозначим через и ('/.) его преобразование Лап­

ласа. Тогда, если ввести обозначения (заметим, что и» (0), у= к, п—1,. 
нам заранее не известны),

Ь/ = Р, (Д) « -О (0), Ро (Д)=/,.
7-0

то очевидные вычисления показывают, что вектор-функция
и (>•) = (Ро (/>, Л))՜1 [ / (>.)+" £1 и -Ь ! (27>

не должна иметь особенностей в правой полуплоскости^
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Это замечание позволяет определить векторы / =0, п—к—1 , 
единственным образом. При этом можно показать, что Оу - О (Д'1՜/՜1). 
Следовательно, и1՞՜1’ (0) £ £> (Д'՛՜-'՜1). Пусть, теперь

П (0 =—Г [(Л (А, Л))֊։ / (X) е"сГ/- + " £ Ь/(0 Оу, (28)

где

(Р°(л’ е"
Г

причем при больших X контур Г совпадает с лучами
|Х| X = гехр [±("/2 + ^)1, 0<+<^оо).

Используя формулу (28), непосредственно можно показать, что век­
тор-функция и (/) является единственным регулярным решением зада­
чи (25). После этих замечаний нетрудно получить представления (26) 
для и (().

Замечание 1. Предположим, что корни Х;(5),у=1, п, уравне­
ния Л (г’Х, з) = 0 различны при з^а(Д). Определим операторы

Н/ = 2 Ху(|ч)(-, 7«) ®«, 
а —1

где [<р«1—полная ортонормированная система собственных векторов 
оператора А и Д<р»= 14?«. Тогда при ( -С՝

л (М) = 2 2 £+)4՜’ (Яг-Я«)-Че""₽('-Е,֊е"₽‘е-"-Ь (29) 
«~*г1  3=1

-а при I ;

Л. (М)= 2 2 £+) ^(-) (Яз - Я«)֊1 Л' е՜], (29')
а— к .1

где
£■<”= П (^֊Нз)֊1, ^-^^(Нр-Я,)-!. (30)

3=Л+1 а=1
»+₽ «т?

Аналогичные формулы можно вывести также в общем случае. Однако, 
из-за. громоздкости записи мы их не приводим.

Замечание 2. Обозначим через £>0 (/?0) область значений 
оператора 7?0> определенного формулой (26) в пространстве А2 (0, оо; Ь). 
Тогда оператор

Ьи = (Л (Й/Л, Д) н| и (/) е А, (^о)}
является замкнутым оператором в Ьг (0, со; Ь).

Замечание 3. Предположим, что условия теоремы 8 выполне­
ны и при всех вещественных /X = ц и при 5>з0 имеет место Ро (р-, ։)> 
>с0^0 ,(для этого необходимо, чтобы п=2/;).
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Тогда оператор Ь из замечания 2 будет самосопряженным и по­
ложительным в (0, оо; Ь), ограниченным снизу числом с0.

2. Достаточные условия ^-регулярности задачи 
(2)—(3). Пусть Д-самосопряженный, положительный оператор с дис­
кретным спектром, Ро (0՝, А) удовлетворяет условиям теоремы 8. Пред­
положим, что

Л (А) = £ (А)՞֊/ В).
/=1

Положим Р(>) = Ри (&-, А) + Л (А) и рассмотрим задачу
Р(<//Л) и (0 = / (<), “Р (0) = 0, у=0; к-1. (31)

Теорема 9. Пусть для любой вектор-фу нкции и (<) £ £)0 (Л) 
(здесь £>0 (Во)~из замечания теоремы 8) удовлетворяется нера­
венство

|Л (гУ/Л) « (Ок ро Щб։, А) и (Ок (32)
где а<П. Тогда задача (31) имеет единственное регулярное реше­
ние, принадлежащее Ио (Ро).

Теорема 10. Пусть удовлетворяются условия замечания 
3 п. 1 и для любой вектор-функции и (0 ££>0 (Ри) имеют место 
оценки 

ее •»
Г (Р(б/б{) и (0, и (0к<«>։ У (и (0, и (Ок Л, (33) 

6 о
||Л (/уду) и (0Ш. < «I ро А) и (011. + ?В и (081.. (34)

где г^>0, а<”1, ? >0. Тогда задача (31) имеет единственное регу­
лярное решение из (Ро).

При выполнении условий теоремы 9 оператор Рг Пб)б1) Ро огра­
ниченный в £2 (0, оо; Ь) и норма его не больше, чем а <4. В условиях 
теоремы 10, по теореме Като [8], дифференциальное выражение 
Р (б 6Т) порождает самосопряженный оператор в Л3 (0, оо; Е,), область 
определения которого совпадает с Ио (Л)- Из этих замечаний следует 
утверждение теоремы.

Замечание. В условиях теорем 9 или 10 задача (2)—(3) яв­
ляется ^-регулярной.

Это утверждение очевидно, так как в условиях (3) векторы 
<р/ И (Ап~։~х ), и поэтому с помощью простых замен можно неодно­
родную задачу (2)-(3) свести к задаче вида (31).

Более подробному исследованию ^-регулярных задач будет посвя­
щена отдельная работа автора.

§ 5. Условия ^-кратной полноты системы А”(П-)

Теперь, комбинируя результаты § 3, § 4, и с помощью основной 
теоремы 1 мы можем получить различные теоремы о ^-кратной полно­
те системы К (П_) в пространстве Ь.



О краткой полноте 145

Сформулируем некоторые из них, доказательства которых факти­
чески приведены выше.

Теорема 11. Пусть А —положительный оператор в Ь с дис­
кретным спектром, а пучок Ро (0-, А) определяется формулой (24) 
и

Р^ = Р0(Ц., Л)+ 2 (А)«֊/ В).
/=1

Предположим, что выполняется одно из условий а) или в):
а) пучок Ро (й-, А) удовлетворяет условиям теоремы 8; 

А ^А֊1 $ у = 1, п и для любой функции и (?)£ £)0 (7?0) име­
ет место неравенство (32) при а<Э)

в) пучок Ро (г>֊, А) удовлетворяет условиям теоремы 8 и заме­
чания 3 к ней; В) /=1, п, и для любой функции
и (/) £П0 (Ра) имеют место неравенства (33) и (34). Тогда система 
/Г(П_) для пучка будет к-кратно полной в Ь.

Теорема 12. Пусть А—положительный оператор в Ь с дис­
кретным спектром и Р0(й-, Л)=(։>.)2*/+Л 2*,

2*
/>().)= Ро(Д, Л)+2 (А)2*-^/.

/=։

Тогда, если выполнены условия:

а) теоремы 2 (или теоремы 3) и теоремы 9 
или

в) теоремы 2 (или 3) и теоремы 10,

то система К (П_) для пучка Р (/.) будет к-кратно полной в Ь.
Замечание. В теоремах 11 и 12 при выполнении условия а) 

операторы В/, у=1,п могут быть даже не симметричными в И (ЛЛ).
2. Приложениек квадратичным пучкам. Пусть

Р (X) = (&)*  1+ I!. Л։ + Л։ + А2, Л>0, А֊^ар.

Тогда применение теорем 11 и 12 к данному пучку показывает, что 
система К (П-) для него будет полной в Ь, если

2-И1Л֊>1+И2 Д-2»<1, 
£

и при любом е>0 оператор Л՜1 £оц. или Л-։£ ар и операторы ЛХЛ _ 1 
и Л։ Л֊2 вполне непрерывны (сравните с результатами работ [9], 
[10], см. также [2]).

Можно также привести приложения абстрактных результатов к 
исследованию дифференциальных операторных пучков, в частности, 
пучков, изученных М. Г. Джавадсвым [11].
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1Г. Դ. ԳԱՍւ՚ւրՈՎ. Րացմանղամային օպհրատււրային փՏքհւփ սեփական և հարակից վեկ- 
ասրների մի մասի թացմապատիկ |։՚իւ|սւբյան մասին (ամփոփում)

Կապ է նշված
Ո

p (A) = (А)" /4-շ (A)«-/ А/+ Ая
/—I

րազմ անդամային օպերատորային փնջի' ձախ կիսահարթ ութ յան մեջ զտնվող սեփական թվերիս 
համապատասխանող սեփական ե հարակից վեկտորների К, (II ) էէի^աեմթ^ Լ հիլրերսւյան 
տարածության մեջ բազմապատիկ լրիվության և հետևյալ խնդրի սեդուէյար լուծման զոյության 
միջև (այդպիսի խնդրի սահմանումը տրվում է հոդվածում )

P (d/dt) и (t) = uP (0) = ?/, J=O, :
/Արված են տարրեր րավարար պայմաններ, որոնց կատարվելու րլեպրում К (II )֊Ո կազմում կ 
Լ. ֊ում բազմապատիկ լրիվ սիստեմ։

M. G. GASJMOV. On the multiple completenee*  of the part of eigen and agjolnt 
vector! of the polynomial operator bundles (summary!

We indicate the connection between multiple completeness of the system/Г(П_) of 
eigen and adjoint vectors in Gilbert space, which corresponds the eigen, numbers from 
the left semiplane of the polynomial operator bundle

P (a) = (A)» Z+2 (А)՞՜' Л/ + A"
7=t

and the existence of regular solution of the problem (the definition of such- a. problem 
is given in the paper)

P (d/dt) u (t) = f(t), uV' (0)=?z, y=0, 4-1.
Different sufficient conditions under which К (П_) is multiply complbte system, 

in L are given.
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Посвящается 60-летию академика М. В. Келдыша

А. А. ГОНЧАРКВАЗИАНАЛИТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ ФУНКЦИЙ, СВЯЗАННЫЕ С НАИЛУЧШИМИ ПРИБЛИЖЕНИЯМИ РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ§1. ВведениеПусть /— функция, определенная и непрерывная на отрезке А = [а, 6] действительной прямой R, Rn (/)—наилучшее приближение функции / на отрезке А посредством рациональных функций порядка не выше п
Rn (/) = inf max \f (-л ) — rn (x)|, ря | *€*где нижняя грань берется в классе всех рациональных функций вида
г (Л __ а0Х" + glX՞՜1 4--------- Н gn

’ Vя + ^Х՞֊1 +---+6Ябез каких-либо ограничений на расположение полюсов*. Как обычно, через Еп (/) будем обозначать наилучшее приближение f на Л посред­ством (алгебраических) полиномов степени <п. Очевидно, Rn{f)^En(f) при любом п = 0, 1, 2, • • •.Хорошо известно, что функции, аналитические на отрезке, харак­теризуются условием
"lhn р<ёй7)<1П -♦ »(теорема С. Н. Бернштейна). В то же время простые примеры пока­зывают, что любая скорость стремления к нулю последовательности 

Rn (/) совместима с неаналитичностью функции f в каждой точке от­резка А. Ниже будет доказано, что тем не менее класс функций /, для которых последовательность Rn (/) стремится к нулю со ско­ростью геометрической прогрессии, обладает одним из важнейших свойств класса функций, аналитических на отрезке—свойством един­ственности. При более сильных ограничениях на скорость убывания 
Rn (/) соответствующие теоремы единственности были получены ранее в работе [1].Обозначим через R (А) класс всех функций f (х), х £ △, для ко- торых выполнено условие

* Функция/, вообще говоря, комплекснозначна; а(, bt, 1=0, 1,• • -,п—комплекс- 
иые числа.



Квазианалитическне классы функций 149lim И Rn (/)<1֊ д «Справедлива следующаяТеорема 1. Если функции fug принадлежат, классу R (Д) и 
f (х) = g (х) на множестве е cz Д положительной емкости (в част­
ности, на отрезке о с= Д), mo/(x)=g(x), х£Д.Здесь и всюду в дальнейшем под емкостью множества пони­мается его логарифмическая (гармоническая) емкость. Заметим, что если множество е с R имеет положительную лебегову меру, то емкость его также положительна. Более того, если положительна A-мера Хаус­дорфа множества е относительно функции А, удовлетворяющей условию

<1то положительна и емкость множества е (см., например, [2]).Класс R (Д) является естественным расширением класса функций, аналитических на отрезке А, в котором сохраняется свойство един­ственности. Нетрудно проверить, что если / и g принадлежат R (Д), 
TOCif+ctg (cj, cs—произвольные комплексные числа) и f g также принадлежат R (Д). Тем самым, R (Д) — квазианалитическая алгебра функций, содержащая — в качестве собственной подалгебры — сово­купность всех функций, аналитических на Д.Теорема 1 допускает следующее усиление.Теорема 2. Если Л-т-оои f на множестве есД положительной емкости, то /(х)=0» х£Д.Отсюда следует, что каждый из классов R injk; (Л), определяемых условием
где [п*| — возрастающая последовательность натуральных чисел, также обладает свойством единственности (в форме теоремы 1) и является, тем самым, квазианалитическим классом функций. Переход от R (А) к (д) совершенно аналогичен переходу от алгебры всех аналити­ческих функций к квазианалитическим классам С. Н. Бернштейна 

--------пк /----------В;Л4) (А) (класс В(лА) (Д) определяется условием Кт £.*(/) <1)։Каждый из классов (Д) является расширением соответствующего класса В(ЯА) (Д).В основе доказательства приведенных теорем лежит оценка ми­нимума модуля рациональных функций, формулируемая в терминах 



150 А. Л. Гончаремкости-конденсатора; эта оценка содержится в работе [3]. Необходи­мые для дальнейшего определения и формулировку соответствующей леммы мы приведем в следующем параграфе (подробнее см. [3]).
§ 2. Емкость конденсатора. ЛеммыПусть S—расширенная комплексная плоскость, Е и Е— непересе- ■ кающиеся замкнутые подмножества S, каждое из которых имеет связ­ное дополнение, £>—дополнение к ЕиЕ. Пару (Е, F) (или тройку (£, 

■ Е, D)) будем называть конденсатором.Предположим- что каждое из множеств Е, Е имеет положитель­ную емкость. Пусть Н (z) — гармоническая мера множества Соотноси­тельно области D в точке z(^D. Другими словами, Н—обобщенное решение задачи Дирихле в области D, построенное по граничным дан­ным, равным 0 на дЕ и 1 на дЕ. Конденсатор (£, Е, D) будем назы­вать регулярным, если все точки границы области D регулярны в смысле задачи Дирихле в области D-, в этом случае функция Н гар­монична, в D, непрерывна в D и равна 0 и 1 на дЕ и дЕ, соответ- •ственно.Обозначим через Г произвольный контур (состоящий из конечно­го числа попарно непересекающихся аналитических жордановых кри­вых), принадлежащий областной разделяющий множества ЕиГ(5\Г ; представляет собой объединение двух открытых множеств D (Е) zs Е и 
D (Е) о Е таких, что dD (Е) = dD (Е) = Г). Пусть ------ производная по

дп■ нормали к контуру Г, внешней по отношению к множеству D (Е), 
ds—элемент длины дуги. Величина

с = с (Е, Е) = — f— ds ' 2rJ дп
Гназывается емкостью конденсатора (Е, F). При тех ограничениях, ко- тррые уже наложены на множества Е, Е, имеем 0<^с (Е, <х>.-Лемма 1 (см. [3]). Пусть (Е, Е) —конденсатор, гп (я)—произ­

вольная рациональная функция от z порядка не выше п. .Еслиmax |гл (я)| < М, 
кЕ

гто
пmin |rn(z)l<C^e » «л

.где с = с (Е, Е)—емкость конденсатора (Е, Е).Пусть теперь Е и F—произвольные непересекающиеся подмноже. • ства S, каждое из которых имеет связное дополнение и положитель­ную емкость. По определению положим: с (Е, F) = sup с (Е, Е), где ^верхняя грань берется по всем конденсаторам (Е, Е) таким, что 
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EaF, F C.F. Для доказательства сформулированных выше теорем кро­ме леммы 1 нам понадобитсяЛе м м а 2. Если замкнутое множество Е <=. Д имеет положи­
тельную ел1кость и E=f=b, то с (Е, \\Е)= -г со.Следующие два параграфа посвящены доказательству этой леммы§ 3. Вспомогательные предложения 

/Предложения, приведенные в этом параграфе, формулируются и доказываются в той степени общности, которая необходима для даль­нейшего. Возможно, некоторые из них представляют самостоятельный интерес.1°. Пусть (Е, F, D)—конденсатор; А, В—действительные числа, 
А <^В; U(z), z£D—функция, гармоническая в D и такая, чтоInn £/(д)>Л, у1£дЕ,

г-',. ZQDIlin U(z)^B,y^dF. 
z — i, геиТогда -Тд1 ,, (1)

2՜ (В—A) J On 
ггде Г — произвольный контур, разделяющий множества Е и F, —----

дппроизводная по нормали к Г, внешней по отношению к множест ву, ограниченному Г и содержащему Е.Это предложение по существу содержится в монографии [4] (ср. п. 2.12, (в)).Пусть К— ограниченное замкнутое множество положительной емкости, имеющее связное дополнение G. Через g (К, z) будем обозна­чать функцию Грина области G с особенностью в бесконечно удален­ной точке. Множество К называется регулярным, если все его гранич­ные точки являются регулярными точками в смысле задачи Дирихле в области G. Регулярные точки С £ дК характеризуются условием: lim g (К, z)=0 (критерий Булигана). Заметим, что конденсатор 
z — С, г£О
(Е, F) регулярен в том и только том случае, когда регулярны множе­ства Е и F.2'. Пусть (Е, F, D)—конденсатор; множества Е, F— ограничены и имеют положительную емкость; рх и ps— положительные постоянные. Если dF с. {z-. g (Е, z)֊Cpi), дЕ <= |z: g (F, z) ֊Ср»}, тоc(£jF)>_L_. (2)

Pi+hПоложим U (z) = g(E, z)—g (F, z), z£D. Эта функция гармонич­на в D, причем 
5-201



152 А. А. ГончарНт ^/(г)>֊Рг, У'^дЕ,•*60Нт■*ео уг, £ дГ.Пусть Г—контур, разделяющий множества Е и Е՝, выберем его так, чтобы оо^О(Г) (определение О (Г) см. в § 2). По 1° имеем
С (£,/=)>При этом

_____ 1-------2" (Р14-Ра) .) дп Г (3)
Г(£, г) и дп

</з = 2՜,
Следовательно, I Лз = 2к; учитывая это равенство, из (3) полу- 3 дп 

Гчаем (2).3°. Пусть Е—замкнутое множество положительной лебеговой меры, принадлежащее отрезку [а, ЭД, тезЕ^~(^ —«), 0<"<^1. Тогда 5иР £ (£> *)<£([°, 1)֊ (2 * 4)

2, • п, £(х) = П (*—<).*—1Легко видеть, что справедливы следующие неравенства:и:(Р)|>м₽)1, (7)тах (г)| < тах |#я (г)|. *6^* *6ЕПо лемме Бернштейна-Уолша (см. [3])И’ (ЭД|< тах (х)| • ея* <я*> ₽).

*6Докажем сначала, что если какая-либо концевая точка отрезка [а, ЭД—например, точка ?—не принадлежит множеству Е, то£(2и)<И[0,-•], 1). (5)Воспользуемся для этого следующим соотношением (см., напри­мер, [5]): 1
Нт (----М\ = ех (£.*), г?Е, (6)я - “ \ тах |б, (г) | /*б£где 1п (г)—полином Чебышева для множества Ес нулями на этом мно­жестве (степень 1п (г) равна п, старший коэффициент равен 1). Фик­сируем натуральное п; пусть а1։ а2,•••, ап (а* С а* :-։)—нули полинома <л (г). Положим £♦ = [а, а -|- тез £], а* = а + тез (ЕП [а, а*]), к = 1,

(8)
(9)
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g (Е*, ?) <g (la, a + '■ (Ml ?) = g ([0, т], 1). (10)Из соотношений (7)—(10) следует

j_ 1_

\шах |6, (z)|/ \ тах |Г (z)|/
zqe xQE*Переходя здесь к пределу при п —> со и используя равенство (6), получаем неравенство (5).Докажем теперь неравенство (4). Без ограничения общности мож­но предположить, что Е—регулярное множество (так что для любой точки С Ç Е g (Е, z)—*0 при z £ Е). В этом случае sup g (Е, z) = 26 [«, 3]\£

=g (Е, *о)> х0 £ [a, Р] \ Е. Положим [а, х0], Д։ = [х0, 8], /A*|=mes Д*, 
Ел= Е П А*. По крайней мере для одного из отрезков Д* имеем mes £*>t|A*J. По доказанному, для соответствующего к g (Еь, х0) -Cÿ ([0, т], 1). Остается заметить, что g(E, x0)^.g (Е/,, х0); неравенство (4) доказано.4й. Пусть замкнутое множество нулевой лебеговой меры, при­надлежащее отрезку [а, р]. Для любого г^>0 найдется замкнутое мно­жество Fez [a, PJ^Æ такое, что g (F, z) в для z £ [a, p] \F.По г^>0 подберем т։, 0<^т, < 1, так, чтобы было выполнено не­равенство £00, '«], 1)<^е. В качестве F можно взять любое замкну­тое множество, принадлежащее [a, Р]\Р и такое, что mes /'^>%(Р—а). Из предложения 3° вытекает: g (F, z) g ([0, г,], l)<^s для любого *6 [a, ₽|X-f-5°. Пусть Е и F—произвольные замкнутые подмножества отрезка В — ex Bcz|a, Р] такие, что Ef]F=0, mes E^> ------- , mes F> —----- . Тогда4 4
с (E, F) Cn, где Co ^>0—абсолютная постоянная.Согласно 3° имеем g (È, z)-^g /То, —1, 1\ z£F, g(F, z)-C\l 4 J /-Cg ffo, — I, 1 \ z^£. Применяя 2°, получаемXL 4 | /

c(Æ,/)>[ 2я/[о, 4|, ^Г^Со. 
I \l 4 J / JПусть Рг и P։ —ограниченные замкнутые множества на действи­тельной прямой, PjgPj. Через Н(Рг, Р2, z) будем обозначать гармо­ническую меру множества Рг относительно 5\Р2 в точке z^S\P։.6е. Для любого замкнутого множеств՝. e<zAj = [ —1, 1], 0«^^^ nies е 2՝ и любого х^>1 справедливы неравенстваН([-1, -1+ъ], Д1, х)<Н(е, л1։ х)<Я([1-т։, 1], Д1։ х).В справедливости этого утверждения можно убедиться непосред­ственным вычислением (достаточно выразить соответствующие гармо­



154 A. A. Гончарнические меры через функцию Грина для дополнения к [ 1, 1] с осо­бенностью в точке х).7°. Пусть Е и F—непересекающиеся замкнутые подмножества отрезка ■\=[—1, !]• Для любого s^>0 найдутся и о, ^>0 (А, ио, зависят только от в) такие, что каковы бы ни были Е, mes Е~^> > 1 — 8,, и F, mes/r’>l—8,, при любом действительном х, )х|^>Д, имеет место неравенство
|Я(£, EUE, х)-± (И)Пусть х > 1; Е и Г—непересекающиеся замкнутые множества, принадлежащие Д։; предположим, что мера каждого из них > 1 — 5, о >0. Используя 6°, получаемЯ([-1, -8], д1։ х)<Я(Г, л,, х)<Я([-8, 1], А։, х). (12)Следующие неравенства очевидны:

Н(Р, Д1։ х)<Я(Г, ЕиГ, х)<Н(\^Е, Д1։ х) =
= Н (Г, Д։, х) + Н (^\(Е и Г), х). (13)Снова используя 6°, оцениваем последнее слагаемоеЯ(Д,\(£иП Ч х) СИ(11-28, 1], Д1։ X). (14)Объединяя (12), (13) и (14), получаемИ([-1,0], Д1։ х)- Н ([-8, 0], Д1։ x)<H(F, EU F, х)<<//([0, 1], Д1,х)+Я([-8, 0], Д։, х) 4֊ Я ([1—28, 1], Д1։ х). (15)Имеем Я([-1, 0], Д1։ со) = Я([0, 1], Д1։ со) =-4 но, можно найти такое чтобы для х>Д, имеливенства

Следователь-место нера-
Я([-1,0], Д1։х)-А <4 

Д л»
Я([о,1],А, x)--l|<JL. (16)Число 8, >0 найдем из условия

Я([1—28,, 1], Д„ х)<4-, х>А.;4 тогда, очевидно, и
я ([֊8., 0], д1։ х)<4, Х>А. 

4Для 8 = 8, из (15), (16), (17) и (18) получаем
e<//(F, EUF, х)<4+е, х> А.

(17)
(18)



Квазиаиалятлческие классы функций 155Тем самым, неравенство (11) при х^>Л, установлено для любых замкнутых множеств Е, F, принадлежащих Д1( при условии, что ме­ра каждого из них Js-1 — 4. Из соображений симметрии следует, что оно имеет место для таких множеств и при х < — А,. Предложе­ние 7' доказано.8 . Пусть Е и F— непересекающиеся замкнутые подмножества отрезка [х0 — v(, x0 + tj], H (z)=H (F, E\)F, z). Для любого s>0 най­дутся А = Л,, ,.> т) и 3 = 4, ,։>0 такие, что каковы бы ни были Е, mes — о, и F, mes F — о, при любом действительном х, |х— — имеет место неравенство
г/(х)— -У <®-

IПри этом А,,,, — ',Д. -> о при /;֊*о (г—фиксировано).Это утверждение сводится к предыдущему очевидным линейным преобразованием. § 4. Доказательство леммы 2Докажем сначала утверждение леммы 2 при следующем дополни­тельном предположении: существует отрезок Д1СД такой, что емкость множества Ег = Е П положительна, в то время как лебегова мера Ег равна нулю. Пусть /Г,—замкнутое подмножество Ег, все точки которо­го регулярны (емкость Е^>$, мера £"։=0). Положим g (Е2, х)=0 для 
х£Е։ и рассмотрим множество 2 — |х£Д։: % (Ег, х)<а), е^>0. 2 — открытое (относительно Д։) множество, покрывающее Ег\ пусть ш1։ ••• ■ • •, 0)т — непересекающиеся интервалы, принадлежащие 2 и в сово­купности покрывающие Е2, ют— соответствующие отрезки»со = д «>*. По 4° при любом к, 1 -^.к ^т, существует замкнутое мно- 

*=։жество ЕиС2и)к'хЕ1 такое, что £ (Ек, х)<^ для х^ш*Х/'*. Пусть
Е = и /■*; очевидно

л-1 Гс2 = |х:£(Е։,г)<а}. (19)Рассмотрим теперь произвольную точку *€а>\Р. При некото­ром к, 1 к <т, имеем х£ы*\/'* и £ (Е, х)^.£(Рк, х)<^е. Тем са­мым, а (Е, х)<^е для х^ш\Е; следовательно
Е։ с {г: £ (Г, х)<а}. (20)Из (19) и (20) вытекает оценка с (£",, Г) > — (см. предложе- 2ение 2°). Устремляя а к нулю и учитывая, что Ег с Е^ /гсД1\£1, по­лучаем с (Еъ Д1Х£’]) = + со; тем более, с (Е, Ь\Е) = 4֊ ос.



156 А. А. ГончарТеперь мы будем предполагать, что для любого отрезка А, с Л емкость и I лебегова мера множества ÆnAj одновременно положи­тельны или равны нулю. Пусть -—объединение всех интервалов ос R таких, что mes (£По) = 0 (по предположению, тогда и емкость мно­жества £Г)ш равна нулю); положим Ег = Д\2. Очевидно, Е^Ен если 
х^Еъ то для любого интервала u^x mes (Е Пи)>0. Далее, емкость множества Е'\Е1 = Е(\^2 равна нулю; учитывая этот факт, получаемс (Е1։ Д\£։)=с (£1։ Д\£)<с (Е, А\£).Поэтому нам достаточно показать, что с (Е> А\£։) = + Отдельно рассмотрим два случая.а) Множество Д\£^ состоит из конечного числа интервалов (тог­да Е—объединение конечного числа отрезков). Пусть ;—общая кон­цевая точка какого-нибудь интервала, принадлежащего Дх£1։ и отрез­ка, принадлежащего Е- При некотором [<>0 и любом 3, 0<Г8<^>, один из отрезков [5—Р, 6 — 3], [6 + 3, 6 + р] принадлежит множеству Е> другой—множеству Д\£1։ Емкость конденсатора, соответствующегоэтой паре отрезков, нетрудно вычислить. Полагая к= —, имеемРс([В-Р, 6-3], [6+8, 6+р]) = с([-1,-£], [Л, 1]) = _1_ЛГ2֊ К

1 г 1ZT Io? V к3 к
Æ-0;здесь К—полный эллиптический интеграл первого рода для модуля 

к, К' — соответствующий интеграл для дополнительного модуля 
к' = V1—Л* . Тем самым, с ([6 — р, $ — 8], [6-4-8, 6 + р]) —«• + со при 3-»0 (и фиксированном р). Следовательно, с (Е, А\£) = + °°.б) Множество А\£^ есть объединение бесконечного числа непере- секающихся интервалов. Фиксируем произвольное натуральное число 
N. Пусть 6j, 62, •••, «д'—различные точки множества Е1г концевые длядополнительных к Е интервалов. Положим а= — min 16/— 6/1, 2 1 l-i<Ns= —• Выберем число tq 0<՜ т)<Г—, столь малым, что А,, т, <С а (А,, г,— 7V 2число, фигурирующее в предложении 8°). Обозначим ш = (6/ — Ъ, ^4-т/)> № Поскольку 6/ £Е1։ имеем тез (£х Г) ш )>0; пусть
XI—какая-либо точка плотности множества Е1։ принадлежащая ш.Рассмотрим отрезок Д, с центром в точке х/, столь малый, что А^сщи mes (£^ПД,’)>֊^-|Ajl. Будем расширять этот отрезок в сторону ин-тервала, дополнительного к Е с концом в точке 6/ ; в результате такого расширения можно построить отрезок Д< с щ такой, что mes (Е П А<) = —- |Д/|. Пусть 7)( = ֊^-|д/|, 3; = 3«, — число, фигу-рирующее в предложении 8°, N. Построим замкнутые регу-



Квазианал.чтические классы функций 157лярные множества и Рпринадлежащие соответственно Ех П А/ и Ду так, чтобы лебегова мера каждого из них была больше, чем шах ’ ~2՜) Рассмотрим регулярный конденсатор (Е\, Е}); че­

рез Н{(г) обозначим гармоническую меру множества Е\ в точке г от­носительно дополнения к Е\ II Ег Учитывая построение отрезков Д/ и множеств £"„ Р\ и применяя предложение 8°, приходим к следующему выводу: при любых /, и у, 1-Су^ЛГ, г=^=у,НЛх)-֊- < £, X £ Д/ • (21)
Пусть Е՛ = и £;,/',= и Р\, 6/ (х) = Н[ (х). Ввиду того, что /—1 /—1 /е=1конденсатор (Е\, Е\) регулярен, функция /Л (х) непрерывна во всей плоскости 5, равна 0 на Е1 и 1 на Ег Следовательно, функция и (х) непрерывна в 5, гармонична в области £)= II Г'), причем (см. (21))

и (С) > (ЛГ-1) (у— еУ уЧ С (22)
и (9 < I + (До—1) (-у+ е\ ус € Г- (23)

Пусть Г/ — контур, лежащий в достаточно малой окрестности множества Е\ и разделяющий множества Е1 и Е'{ (так, что со££) (Л՜^)). Учитывая, что Е] и Е'{ принадлежат отрезку А/ и мера каждого из них ч. |Ау | . со\— = -^֊, получаем (см. предложение 5 )
с(Е„ Е\) = ^^^>С0, (24)2к у Оп г»где С0^>0—абсолютная постоянная. Отметим также, что-- С '1֊- = 0, г + ]'• (25)2к 3 дп

Г!Контур Г — и Г/ разделяет множества Е' и Е'. Применяя соотноше- /=1ния (24) и (25), получаем
ь1 Л.л =?, > "с°՛ (26>
Наконец, используя (22), (23), (26) и применяя предложение 1°, / 1 \ получаем ( напомним, что е = — \
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c(E', F')>
NC(I______

l + (/V-l)-2s
AZC„3отсюда следует, что с (Elt ЛХ^) это означает, что с (Ех, А\Ел)=-J-0՜•Поскольку E' g Ei։ F' с Д\£^, - ^Co N—^-=-; ввиду произвольности /VЛемма 2 доказана полностью.§ 5. Доказательство теорем 1, 2Теорема 1 является следствием теоремы 2 и линейности класса 

R (Д). Будем доказывать поэтому теорему 2.В условиях этой теоремы существуют возрастающая последова­тельность натуральных чисел (и*} и число q, 0<j?<1, такие, что #<*(/) <<А * = 1> 2, ---Пусть Гпк (х)—последовательность рациональных функций (поря­док Гпк (х) не превосходит п*), для которойmax |/ (x) — rnk (х)|<?'’*, к = 1,2,--- (27)
■ГбД(в качестве гЛк (х) можно взять рациональную функцию наилучшего приближения / на Д порядка п*). Пусть f (х) = 0 на множестве есЛ положительной емкости и /(х)^0, х£Д. Положим* £=[х^А; /(х) = 0); множество Е замкнуто, имеет положительную емкость и 

E=f=&. По лемме 2 найдется замкнутое множество F <=■ ДХ£" такое, 
что

1

с{Е, F)>Q, qeQ =91<1. (28)По предположению, / не имеет нулей на множестве F; следова­тельно, и «= min |/(х)|^>0. Поскольку последовательность гПк (х) рав- jrgA՛номерно сходится к /(х) на множестве F, имеемlim min |гЯа (х)| = |а^>0. (29)
*—« х£ЕС другой стороны, из (27) следует неравенствоmax |гя* (х)К/‘, к—1, 2, - • (30)

• х£ЕПрименяя к конденсатору (Е, F) и рациональной функции г„к (х) лемму 1 и используя (30), (28), получаем
Необходимость рассматривать полное множество нулей функции / показы­

вает, что и при доказательстве теорем единственности по значениям на отрезке ?>сД 
по существу приходится применять лемму 2 а общей формулировке (во всяком случае, 
для произвольного Е положительной лебеговой меры), а не только ее очевидный част­
ный случай: с (6, Д\о) = со.



А. А. Гончар 159лmin |r,։> (x)i<^9',*e'> = 7/, й-=1, 2,•••.дел՜Следовательно lim min [г„л (х)։ =0. (31)
k -* •* jc^fПолученное противоречие (ср. (29) и (31)) доказывает теорему.

U.. U.. Э’ПЪЦи.Р. 11*шд|1пГ|Ш^ фпiGlj<j|iuiGbrn։[ ifninuii*l]nuf&br]i БЬш 1[шир|шЛ
ф|нС!{д|1шСЬг|1 ГЦшд|1шСш||«1л|)^ qtuubr ( илТ фпфпиТ)

‘l/ifjntp f [я, Ь]~пиГ £

Rn (Г) — inf max 
ak‘bk ko ■>! /(x)  a0 x" + Qi x'1՜՜1 H------- 1- Дл

60 хя4֊61 Xя՜1 4- ■ • • + bn

Idling hit, l)flh

Rn(f) <1
/1 -♦ X>

/< / (л) 0, 6], caP e > 0, шщш f (x)=0, x£ fa, 6].

A. A. GONCAR. Quasyanalytlc classes of functions, connected with 
beet approximations by rational functions (summary)

Let f be continious function on [a, 6],

Rn (/) = inf max ад. bt ,rg («. Z>) gu Xя + a3 x'1՜1-]------- an

boxn 4- br Xя՜1 +--------H/i

Theorem. If

_Яе_^Х(/) <1
and / (x) 0, r^Cl՞! 6]. a >0, then /(x)s0,x( [a, 6].
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Посвящается 60-ястчю академики М. В. Келдыше

И. Ц. ГОХБЕРГ

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
КОНЕЧНОМЕРОМОРФНЫХ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ

Фундаментальная статья М. В. Келдыша [1] посвящена теоремам 
о кратной полноте собственных и присоединенных векторов оператор­
ных полиномов с вполне непрерывными коэффициентами в гильберто­
вом пространстве.

В доказательствах основных теорем статьи [1] существенную 
роль играют некоторые новые понятия и общие предложения об опе­
раторных полиномах. Здесь имеются в виду понятия цепочки собствен­
ного и присоединенных векторов и кратности характеристического 
числа, формула для кратности характеристического числа и формула, 
выражающая главную часть резольвенты операторного полинома через 
его собственные и присоединенные векторы.

В последнее время эти понятия и результаты были существенно 
развиты (см. [2—7]). В настоящей статье содержится обзор результа­
тов, полученных в этом направлении. Они, в основном, установлены с 
помощью нового метода факторизации оператор-функций. Ряд резуль­
татов публикуется впервые.

§ 1. Эквивалентность оператор-функций. Факторизация 
оператор-функции в точке

1. Пусть Д и В2—два банаховых пространства и . 7. (В։ —  В,)— 
пространство всех линейных ограниченных операторов, действующих 
из Вг в В2. Через М [л0] = М [у^; Д-2у,  где —некоторое комплекс­
ное число, обозначим совокупность всех оператор-функций А (у.) со 
значениями из Ь (В1—»В2), голоморфных в точке или имеющих в этой 
точке полюс. Условимся еще через Мо рЧ1]=Л(0 [>֊о; В։-»Д] [обозначать 
множество оператор-функций из Мр^], голоморфных и обратимых в 
точке

*

*

Две оператор-функции Аг ().) и .4, (у.) будем называть эквивалент­
ными в точке Ад, если существуют оператор-функция Г(1.) £ 
СМ> Рх>5 и Е (а) £ Мо р-о; В2— В21 такие, что имеет место равенство 
■^1 (а)=£’(Х) А2 (>.) Г (>.) для всех Ц=/=)֊о) из некоторой окрестности 
точки >-0.

Отношение эквивалентности естественным образом разбивает 
М р֊о] на классы эквивалентных между собой оператор-функций. В этом 
параграфе рассматривается задача о нахождении в каждом классе 
простейших представителей.
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Пусть Р] (/'= 0, 1,- п) — некоторая система ортогональных 
между собой проекторов из £(2?։—А), а —оператор из £ (Вг—• В2), 
отображающий изоморфно подпространство 1га 2 Р/ (с В1) на какое- 
либо подпространство из В2, имеющее прямое дополнение.

Оператор-функцию £) (а) £ М р0) вида

£>(>•)= 2 (>•- \>Л ал. ' -ал) 
/-0

где к)— целые числа, назовем степенной диагональной оператор-функ- 
цией (в точке ^). Числа к/ (/=1, 2,•••, л) будем считать расположен­
ными в порядке невозрастания.

Приведенное определение степенной диагональной оператор-функ- 
ции эквивалентно следующему: £> (л) имеет вид

£>()-) = 2 ().-/.)*>  А А,
/-0

где <2/(у=0, !>•••, п)—система ортогональных между, собой проекто­
ров из Ь(В2->В2), О2£ Ь (В1-՛ В2), причем подпространство Кег А 
имеет прямое дополнение в В1 и 1т 2 А с 1т М.

Очевидно, диагональные степенные оператор-функции и только 
они допускают также симметричное представление вида

п
ад) = 2 (1.2)

где £)££ (В^В.,) — оператор, отображающий изоморфно 1т Р/ на 
1т А (/~ I»՛՛՛» п)> а !Л)о и — введенные выше системы
проекторов.

Если оператор-функция А эквивалентна в точке не­
которой диагональной степенной оператор-функции £> (а), то равенство 
А (а) = Е (а) £> (л) Г (л), устанавливающее эту эквивалентность, назо­
вем факторизацией А (а) в точке \>.

2. Пусть оператор-функция А (л) из М [)ч] имеет вид

Л(>.)= 2 0-М' А]. (1.3)
։=—

Если в этом разложении операторы А_/ (/=1, 2,•••, у) конечномерны, 
то оператор-функция А (а) называется конечномероморфной в точке \).

Оператор А^ЦВу — В2) называется Ф-оператором (см. [8])։ 
если он нормально разрешим (то есть 1т А замкнуто), его ядро 
Кег А = {х: Ах =0| конечномерно -и (1нп (В^Ъп А) < оо. Число

1пс1 А — сйт Кег А — сПт (В^кп А) 
называется индексом Ф-оператора А.
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Оператор-функция А (л) 7Ир0| называется фредгольмовой в 
точке /-о, если в разложении (1.3) оператор Аи является Ф-оператором.

Степенная диагональная оператор-функция D ().), представленная 
в виде (1.2), является конечномероморфной и фредгольмовой в том и 
только том случае, когда выполняются следующие условия:

1. dim Im Р j = 1, 2,—, и; dim Im (/— P0)<^ °c;

2. dim Im Q/<Z , J = l> 2>"'n< dim ~ 0») < oc’
3. k0 = 0.

Если эти условия выполнены, то без ограничения общности мож­
но предполагать, что все числа dim Im Pj (/=1, 2»""> Л)> а следова­
тельно, и числа dim Im Q/ (/=-1, 2,֊֊՜, Л) равны единице. Этого пред­
положения всюду в дальнейшем будем придерживаться.

Совокупность всех диагональных степенных конечномероморфных 
и фредгольмовых в точке >0 оператор-функций обозначим через S[/^] = 
= 5 Д-Д].

Если для оператор-функции D (>.) £ S р0], представленной в виде 
(1.2), dim Im (/ —Ро)= dim Im (/—Qo). то оператор D можно считать 
обратимым. Если оператор-функция Лр.)£Л/р-о] эквивалентна такой 
степенной диагональной оператор-функции D (/.) и В.,=ВХ, то, очевид­
но, факторизацию А (л) в точке л0 можно записать в виде

А ().) = £ ().) (£ (>.-/„)*>  Л+ Р0) Г(л). ' (1.4)

3. Имеет место
Теорема 1.1. Для того чтобы оператор-функция A (t.) ~ М\՝!^\ 

была эквивалентна некоторой диагональной оператор-функции из 
S рч], необходимо и достаточно, чтобы А (/.) была конечномеро­
морфной и фредгольмовой в точке iv.

При дополнительном требовании Ind Ао =0, где Ао—оператор из 
разложения (1.3), эта теорема доказана в [4]. В общем случае она до­
казана в [5]. Ее доказательство из [5] можно значительно упростить, 
воспользовавшись схемой доказательства подобной теоремы 3 из [6J.

Факторизацию (1.4) в точке назовем нормальной, если Ро 4֊ 
+ Р1+... + Ря=/.

Из теоремы 1.1 непосредственно вытекает, что конечномероморф­
ная и фредгольмова оператор-функция А ().) £ М p-J допускает нормаль­
ную факторизацию в точке в том и только том случае, когда все 
значения А ().) в некотором проколотом круге 0 р. — * являются
обратимыми операторами.

Отметим, что в факторизации (1.4) множители, вообще говоря, 
не зависят непрерывно от оператор-функции. В этом легко убедиться 
на примере факторизации матрицы-функции
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Л(/.)=Л՜^ °)
V 5 Л։/

при г —' 0.
Каждой оператор-функции О (X) г 5 [Хо], представленной в виде 

(1.2), сопоставим набор чисел г. (£) (л)) = (&1։ к2,՛՛-, кп, о։+, о»՜}, где
/ Л \

= и (£) (>.)) = с!1т 1т (/— У] Р] \
\ 1-0 /

и / п \<и՜ = 1ч՜ (£) (Х))=с1пп 1т (1—\ •
х 7=4>' /

Этот набор назовем показателем О (X).
Отметим, что если 2)(Х)£ 5 [Хр], то и £>*  (X) £ £ р 0; ^2՜*  ЭД. 

Если при этом к (£>(>))= {ку, к..,---, кп, ч>+, о>_|, то п (Д*  (X)) = 
= 1*։,  *»•••,  *«»  ®՜» ®+Ь

Для того чтобы две оператор-функции из 5 [Хо] были эквивалент­
ны, необходимо и достаточно, чтобы их показатели совпадали. Доста­
точность условия этого утверждения очевидна. Его необходимость вы­
текает из результатов § 3 и § 6, в которых будет выяснена спектраль­
ная роль чисел ку, к2,—, кп, ш+ и о)~.

Таким образом, каждый класс эквивалентных между собой конеч­
номероморфных фредгольмовых оператор-функций определяется набо­
ром {ки к3,-- -,кП; “+, о։՜}, являющимся показателем оператор-функ­
ции из 5 [Хо], входящей в этот класс.

§ 2. Корневые функции, полюсные функции н набор 
кратностей в точке

1. Пусть А (X)£Мр0]. Голоморфная в точке вектор-функция 
® (X) со значениями из В2 и с ® (>-о)=/=О называется корневой, функцией 
оператор-функции А (X) в точке /х>, если вектор-функция А (X) <р (X) 
голоморфна в точке и обращается в этой точке в нуль. Это опре­
деление развивает определение корневой (производящей) функции, 
введенное для аналитических оператор-функций независимо С. Г. Крей­
ном и В. П. Трофимовым [9] и В. И. Мацаевым и Ю. А. Палан- 
том [Ю].

Если у оператор-функции А (X) существует в точке Хо хотя бы 
одна корневая функция ® (X), то число Хр называется характеристи­
ческим числом А (X).

Кратность нуля вектор-функции А (X) ср (X) в точке называется 
кратностью корневой функции <р (X), а вектор <р0=<р Оо) — собствен­
ным вектором А (X), соответствующим характеристическому числу ՝1-0-

Все собственные векторы оператор-функции А (X) в точке 
вместе с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замы՜ 
кание называется ядром А (X) в точке /֊о и обозначается через 
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Кег А Рангом собственного вектора <рв называется максимальная 
из кратностей всех корневых функций <?(>֊) таких, что <р ()ч) ՛ = ?0, если 
кратности этих функций ограничены. Если эти кратности неограниче- 
ны, то ранг ?0 считается равным бесконечности. Через rang о0 обо­
значается ранг собственного вектора <р0.

Пусть a=dim Ker А (\>Х 00 и ранги всех векторов <р0£ Ker A (XJ 
конечны. Канонической, системой собственных векторов А (X). в точке 
Хр называется базис <Pi, <р2, • • ■, подпространства Кег А обладаю­
щий следующим свойством:

rang — max rang <p (/' = 1, 2, • • •, «),

где через Lj обозначена линейная оболочка векторов ср/, ?/+!,•••, ?«.
Пусть л/—rang?/ (у =1, 2,• • •,а). Легко видеть, что ранг любого 

собственного вектора <р£Кег А ()ч) равен одному из чисел nj. Следо­
вательно, числа п/(у =1, 2,• • •, а) определяются оператор-функцией 
А (X) однозначно (хотя сама каноническая система собственных векто­
ров определяется, вообще говоря, неоднозначно). Числа л/ называются 
частными нулевыми кратностями, а набор л (А (Х0)) = {л1։ л։, • • ^Л։) — 
набором частных нулевых кратностей А (X) в точке Хо.

Если точка Хв не является характеристическим числом А (X) (то 
есть Кег А ()^) = {0}), то набор л (А ()^)) считается пустым.

Если оператор-функции А2 (X) и А3 (X) f М [XJ эквив алентны, то

есть А, (X) = Е (X) Д2 (X) F (X), где Е (Х).£ Мо [X,; В2 - В2] и 
/Г(Х)£)ИО [)֊(,; В2 ֊> BJ, то общий вид корневых функций ®2 (X) для А2 (X) 
в точке Хо дается равенством

?s (>֊) = /■(>•) Ъ ('֊)>
где Та (X)—произвольная корневая функция А2 (X) в точке Хо.

С помощью этого замечания легко доказывается
Теорема 2.1. Пусть A Q-) p-Jконечномероморфная и 

фредгольмова в точке \ оператор-функция и. равенство

AM = EV)D(ftF(M, (2.1).

D (X) = 2 (X -)„)*/  DP] + DP0, (2.2).
/=1

является ее факторизацией, в точке Хд, Пусть, кроме того, Pq+P^ 
4------ h Pm— I, т. е. ш+ = 0. Тогда

Кег А Im Л»

система векторов {Р՜1^) где е/—'ненулевой вектор из од­
номерного подпространства Im Р,-, образует каноническую систему 
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собственных векторов, набор частных нулевых кратностей, п (А (>д)) 
состоит ив расположенных в порядке невозрастания чисел

Пусть A (Xg) £ М[>0] и л (А (/-о)) = (л1։ ги,-• •, л»}. Число 
ЛГ(Д(Х0)) = л1Н-л2+ •••4-л» называется нулевой кратностью харак­
теристического числа >0 оператор-функции А (Хд).

Если хотя бы один из рангов собственных векторов А (X), соот­
ветствующих числу Хд, бесконечен или dim Ker А (Xg) = co, то полагаем 
N (А (л0)) = °°. Если в точке Хо оператор-функция А ('/.)( £Л/р-д]) не 
имеет корневых функций, то будем считать N (А (Хд))=О.

Легко видеть, что если для оператор-функции A (X)^Af[Xg] имеет 
место равенство (2.1) и D (X) имеет вид (2.2), то

Л(Л(л0))= 2лЛ.
Лу>0

Изложенные в этом пункте результаты установлены в [4]. При­
веденные определения также заимствованы из [4]. Эти определения 
являются естественным развитием аналогичных определений для слу­
чая голоморфных оператор-функций или операторных полиномов.

2. Голоморфную в точке Хд вектор-функцию у (X) со значениями 
из В., и с у. (>֊о)¥=О назовем полюсной функцией оператор-функции 
А (X) £ М [>о] в точке Хд, если /. (X) допускает представление /. (X) = 
=Л (X) ф (X), где ф (X)— голоморфная в точке Хо вектор-функция со зна­
чениями из Ви причем ф (Хо) = 0. Легко видеть, что для оператор- 
функции А (X) £ М [Хд] существует полюсная функция в точке Хо в том 
и только том случае, когда Хо является полюсом А (X). Порядок Хо как 
нуля функции ф (X) называется порядком полюсной функции /. (X), а 
вектор Z (Хо) назовем полюсным вектором А (X), соответствующим по­
люсу Xg. Очевидно, порядок любой полюсной функции А (X) в точке Хд 
не превосходит порядка полюса А (X) в точке Хд.

Все полюсные векторы оператор-функции А (X) в точке Хд вместе 
с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замыкание на­
зовем полюсным ядром А (X) в точке Хд и обозначим через Pol Л (Хд).

Ратом полюсного вектора /о € Pol 71 (\») назовем максимальный 
из порядков всех полюсных функций Z 0-) таких, что Z Go) — Хо- Ранг 
Zg обозначим через rang Zo-

Пусть ß=dim Pol А Канонической системой полюсных век­
торов А (X) в точке Хд называется базис уЛ, 7л, • 7.9 подпространства
Pol А (Хд), обладающий следующим свойством:

rang Z/ = max rang z (j = 1, 2, • • ՛, ß),

где через Lj обозначена линейная оболочка векторов X/, Х/+։, •■•,Хр.
Легко видеть, что ранг каждого полюсного вектора z € О-о) 

равен одному из чисел р/ = rang yj (/=1, 2>։ ■ ՛, ß)- Следовательно, эти 
числа определяются оператор-функцией А (X) однозначно. Числа р/ на­
зовем частными полюсными порядками, а набор р (Ä (Хд)) = (р1։ 
р2, рр)—набором частных полюсных порядков А (X) в точке
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Если оператор-функция А (X) голоморфна в точке Хо, то будем 
считать набор р (А (Xg)) пустым.

Набор частных полюсных порядков оператор-функции А (Х)£Л/р-д] 
в точке >֊о определяется главной частью оператор-функции А (X) в 
точке то есть набор частных полюсных порядков А (X) в точке \ 
не меняется при добавлении к А (X) голоморфной в Xg оператор-функ­
ции X (X). В самом деле, пусть /. (X)—полюсная функция порядка р 
оператор-функции А (X) в точке Хо, то есть X Р՝) — 0՝ — >՝о)р А Р՝) ՛? (**),  
где ф (X)—голоморфная в Xg вектор-функция, для которой ф Р֊д)=/=О. 
Тогда, очевидно, вектор-функция /л (X) = /. (Х)+(Х—Xg)'’ X (X) ф (X) яв­
ляется полюсной вектор-функцией А (X) -f- X (X) того же порядка р.

Пусть оператор-функция А (Х)£Л/[XJ принимает обратимые значе­
ния всюду в окрестности точки '-д за исключением, быть может, са­
мой точки Непосредственно из соответствующих определений вы­
текает, что полюсные функции А (X) в точке Хо совпадают с корневы­
ми функциями оператор-функции А՜1 (X) в той же точке.

Кроме того, легко видеть, что в этом случае п (А~} (л0)) = 
= рИ(М).

Теорема 2.2. Пусть А Р֊)£ЛГ(Хд]— конечномероморфная и 
фредгольмова оператор-функция в точке Xg и равенство

Л(Х)= Е(Х)£>(Х)Р(Х)Л (2.3)
где 

т
D(Х)= 2 (X- Хо)*>  DPf + DP0, (2.4)

;=։

является ее факторизацией в точке Хо.
Тогда

Pol A(iv)= Im 2 EQJDPj,

система векторов (E (Xo) Dej]kj<.o, где е/— ненулевой вектор из од- 
i номерного подпространства Im Р/, образует каноническую систему 

полюсных векторов, набор частных полюсных порядков p(A('iQ)) 
состоит из расположенных в порядке невозрастания чисел 

£/) */  < о.
Эта теорема доказывается с помощью следующего простого за­

мечания. Если оператор-функции Аг (X) и An (X). эквивалентны, то есть 
А (М= £(М А2 (X) р(Х), то их полюсные функции /л (X) и /л (X) связа­
ны равенствами

Z1 (>֊) = Е (X) 7л (X).
Пусть А (X) £ М [Хо] и р (А рч>))={р1, р2,-- -, р?). Число Р(А^))= 

== А + а4-----  + рр называется полюсной кратностью, полюса Хд опе­
ратор-функции А (X).

Если хотя бы один из рангов полюсных векторов А (X);. соответ֊ 
ствующих бесконечен или dim Pol А (У =00^x0 полагаем Р(А(Хд)) = 
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= Если оператор-функция А (X) голоморфна в точке Хо, то будем 
считать Р (А (/„)) = 0.

Отметим, что если для оператор-функции А (/.) £ М [/„] имеет 
место равенство (2.3) и D (X) имеет вид (2.4), то

Р(Л (>,)) = - 2 kj.
к/<0

3. Пусть для оператор-функции А (X) £ Мр.о] заданы наборы 
п (Л (Хц)) = {пъ п2,---, п,| и р (Л ('/■0))=(р1, р2,- рз,. Образуем набор 
т (А рч>)) = (к1, к2,- • ■, k+p|, где kj—iy (/=1, 2,- • •» а) и к1+/= — p^i-j 
(/=1,2,-^). Этот набор назовем полным набором частных кратно­
стей оператор-функции А (X) в точке

Из теорем 2.1 и 2.2 вытекает
Теорема 2.3. Пусть А (X) £ М [XJ — конечномероморфная и 

фредгольмова в точке Хо оператор-функция, эквивалентная диаго­
нальной оператор-функции D с показателем {k1։k2,---
•••,kr,0, w՜}. Тогда

т(АО.о)) = {к1гк2,---, kr\.

Пусть Л PO^Afp-o] и т (А 0-о))={т1, т.,, • • •, лгг). Число Л/(Лр0))= 
= т^т? +• • •+ тг называется полной кратностью числа Хо для опе­
ратор-функции Л (л). Очевидно, М (А (Хо)) = N (А (Хо)) — Р (Л р-р)).

Отметим, что если пространство Вг—В2 гильбертово и все зна­
чения оператор-функции Л (X)—I (Л (X) £ Мр.о]) в окрестности точки 
Хр (Х=£Хо) являются ядерными операторами, то Af (Л pfl)) равно порядку 
функции det Л (X) в точке )0 (см. [17, 3, 4]).

Отметим еще, что для любой конечномероморфной и фредголь­
мовой в точке Хр оператор-функции А (X) имеет место равенство 
т{А (U)=m (Л*  ()„)).

§ 3. Обобщение формулы М. В. Келдыша для главной 
части резольвенты

1. Пусть оператор-функция Л (X) б М [Хо] и ® (X) — ее корневая 
функция в точке кратности г. Если

г (’•) = з (>— м7 ?>,
/-=0

то ?«>••’• ?/•-! называются присоединенными векторами к собствен­
ному вектору ®0=? (/֊о), а система ®0, ?!,•••, ?r֊i называется цепочкой 
из собственного и присоединенных векторов А (X) в точке Хр. Это оп­
ределение естественным образом развивает первоначальное определе­
ние М. В. Келдыша для полиномиальных оператор-функций (см. [4]).

Пусть оператор Л (X) £ М [Хо] имеет вид

6—201
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Д(') = 2 ('• — '֊оУ А-
)—-

Легко видеть, что система векторов ®0, ?։,•••> ?л тогда и только тог­
да образует цепочку собственных и присоединенных векторов, когда 
существуют векторы ®л-и, ?л+2, • • ■, ?л+» такие, что выполняются соот­
ношения

Л
У Д/®л../=0 (з= — V, — п).

I- —’
Рассмотрим случай, когда для оператор-функции А (>.) - М [>^1 

число Хо является характеристическим и А (л) имеет в точке конеч­
ную нулевую кратность. Предположим, что ®^։), ®&2), • • •, <Ро’) образует 
каноническую систему собственных векторов А (՛!■), отвечающих числу 

Обозначим через где п/= гап$ цепочку при­
соединенных векторов к ?'/>. Система

<?<(л 0=1, 2,•••,«)

называется канонической системой собственных и присоединенных 
векторов оператор-функции А (/.) в точке '0.

Точка /֊о называется нормальной точкой оператор-функции А (/.)£ 
€ М [' о], если в этой точке А (>.) конечномероморфна и фредгольмова 
и во всех >>(=/= Хо) из некоторой окрестности значения А (/.) являют­
ся обратимыми операторами. Как уже отмечалось в § 1, точка /0 яв­
ляется нормальной для оператор-функции А (л) в том и только том 
случае, когда А (/.) допускает нормальную факторизацию в этой точке. 
Отсюда непосредственно вытекает, что если точка /0 является нор­
мальной для А (/.), то она является также нормальной для А~г (/.).

Условимся через 2 (А ('/.)) обозначать главную часть оператор- 
функции А (X) £ М [>0] в точке /х.

Теорема 3.1. Пусть Хц является нормальной точкой опера­
тор-функции А (X) £ М [/(,]. Тогда существуют канонические си­
стемы

УР, (;=1, 2,•••,«)

собственных и присоединенных векторов в точке \ соответствен­
но оператор-функций А (X) и А*  (X), такие, что

Е(Л-Ч)))х=2 2(Х֊).О)-*  2 (3.1)
/-։ *—։ г-о ।

Для случая операторных полиномов в гильбертовом пространстве 
эта теорема установлена М. В. Келдышем [1]. В приведенном виде 
она доказана в [4]. Ее доказательство проводится сперва для диаго­
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нальных оператор-функций из 5 р0], а затем с помощью факторизации 
распространяется на общий случай.

2. Формула (3.1) позволяет выразить главную часть оператор- 
функции Аг (/.) = А~} (л) в точке Хо через некоторые коэффициенты 
Тейлора определенной системы полюсных функций оператор-функций 
А1 (X) и А\ (X) в точке /ц. Эта интерпретация формулы (3.1) позволяет 
ее обобщить для любых конечномероморфных и фредгольмовых в точ­
ке >֊о оператор-функций. Для формулировки соответствующего обоб­
щения понадобится определение присоединенных векторов к полюсно­
му вектору.

Пусть /. (X)—полюсная функция оператор-функции А (X) £ Л?р0] в 
точке /-о и

/. С') = 2 /.Xх-М'- 
/~о

Если порядок X (х) равен р, то векторы /л, 7Л,-• ■, /.р-л назовем при­
соединенными к полюсному вектору /_о> а систему векторов /о> 7л>,։՜ 
■••,/р(р^г—1) будем называть цепочкой из полюсного и присоеди­
ненных к нему векторов.

Пусть А (X) £ М р 0] и в точке \ оператор-функция А (՝/.) имеет 
конечную полюсную кратность. Обозначим через Хо \ •••» (? =
=с!1п1 Ро1 А (Хо)) каноническую систему полюсных векторов А (X) в 
точке Хо и через р/— числа гап^Хо^ (/ = 1, 2,• • •, ?). Если для каждого 
у=1, 2,•••, Р система 7^\ ^֊1 образует цепочку из полюс­
ного и присоединенного к нему векторов А (X) в точке Хо, то систему 

7&, ֊ ֊ •, ху;_։ (/ =1, 2, • • •, ?) (3.2)

назовем канонической системой полюсных и присоединенных векторов 
А (X) в точке Хо.

Если оператор-функция является конечномероморфной и фредголь­
мовой в точке /-о, то таковой является и А*  (X), причем р (А (Хо)) = 
= р (А*  р^)). Последнее непосредственно следует из возможности 
факторизации оператор-функции А (X) в точке Х^

Теорема 3.2. Пусть А (Х)£Л/[Х0]— конечномероморфная и 
фредгольмова в точке оператор-функция. Тогда существуют 
канонические системы

/Р, /.?),-֊-, /.^_1 (у=1,2,---,?)

4Л £(/),. .., ^ (у- = 1,2,..., ₽)

полюсных и присоединенных векторов в точке /0 соответственно 
оператор-функций А (X) и А*  (X) такие, что для главной части 
а (А (X)) оператор-функции А (X) в точке Хо имеет место представ­
ление
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3 (А (/.)) х= 2 2 (Х-^֊» 2 {хП1Ч-к-г. (3.3)
г=0

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3.1. 
Учитывая, что корневые функции А (л) в нормальной точке л0 совпа­
дают с полюсными функциями А՜1 ('/•) в этой точке, можно из теоре­
мы 3.2 вывести теорему 3.1.

3. Формула (3.3) позволяет получить главную часть конечноме­
роморфной и фредгольмовой в точке >֊□ оператор-функции А (/•) по ка­
ноническим системам полюсных и присоединенных к ним векторов 
А (>.) и А  (л). В этом пункте решается обратная задача. Указывается 
правило построения канонической системы полюсных и присоединенных 
к ним векторов А (>.) в точке л0 по 3 (А ('/.)).

*

Пусть А ('/-)—конечномероморфная в точке Хо оператор-функция и

3 (А (/.)) = (л-).о)֊՛ к. + (л-/.а)-’-и /;+•••+ (>• - >-о)-։ К-

Обозначим через U/ (j =1, 2, •••, ч) пересечение ядер операторов 
К1г К.., -• •, К/ и через И/ какое-либо дополнение к Uj в Uj—\ (U0=B1). 
Положим И։ = /\, а подпространства И/ (/=2, 3,-••,/—!) разложим 
в прямую сумму И/ = Н/ + Н,- так, чтобы выполнялись следующие 
соотношения

X/ Ht сКуН^-УК.Н.,-\-К)-1 Hj-\ (j=2, 3. • • •, v) 
и

KfHj П (КгНг\-К2Н„ 4- • ■ • Hj-!)= {0| (/=2, 3,- • v).
При этих обозначениях имеет место

Теорема 3.3. Для конечномероморфной в точке оператор- 
функции А (/.) имеет место равенство

Pol А (/„) = К.Н. +К,Н. + • • • 4- К, Н..
Для любого ненулевого вектора ф Hj (j—1, 2, •••,’) векторы

7.т = К*,  7.,}> = К,, 1 ф, • • ■, = К, ф (3.4)
образуют цепочку из полюсного и присоединенных векторов для 
А ().) в точке

Пусть [']’/)/’ 1 ■- объединение базисов всех подпространств 
Н) 2,՜ • v) и {#,| (Z = 1, 2-• ■ ■ , р) — система, построенная 
для вектора ф = ф/ по правилу (ЗА). Тогда системы (/|֊)}(Z=1, 2, • • • 
• • •, к) образуют каноническую систему полюсных и присоединен­
ных векторов для А (л) в точке >.о.

В случае, когда /0 является нормальной точкой оператор-функции 
Д (л), теорема 3.3 дает правило построения канонической системы соб­
ственных и присоединенных векторов для А (/.) в точке по коэффи­
циентам главной части оператора А~} (л).
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§ 4. Основные теоремы об оператор-функциях, 
нормальных в области

1. Пусть С—некоторая область в комплексной плоскости. Опе­
ратор-функция А (а) со значениями из Л (В1 —» В.,) называется нормаль­
ной в О, если она голоморфна и обратима всюду в С за исключением, 
быть может, конечного числа точек, которые являются ее нормальны­
ми точками. Эти исключительные точки назовем особыми точками 
А (>-).

Положим

М (А (>-)•, 0 = 2 М (А (>-/)),
/=։

где а/ (/=1, 2,•••, к)— все особые точки А (а) в С.
Через /У[й|‘=7У[6; Вг — Д] обозначим множество всех нормаль­

ных оператор-функций в области С, а через Мп [6] = ?И0 [О Вг — Д] 
обозначим множество всех голоморфных в С оператор-функций, все 
значения которых обратимы.

Теорема 4.1. Пусть оператор-функция Я (а)£А[(7]. Тогда

М (А (а); О= *Р  ( Д' (а) А֊1 (а) сГ/., (4.1)

Г

где Г — простой замкнутый контур, содержащийся в С и огра­
ничивающий область, в которую попадают все особые точки А (а) 
из О.

Оператор, стоящий под знаком следа в правой части равенства 
(4.1), конечномерен. След этого оператора равен сумме всех его соб­
ственных чисел (с учетом их кратностей).

Теорема 4.1 установлена в [4]. Она выводится из следующей 
теоремы. ՛.

Т е о р е м а 4.2. Пусть а0—нормальная точка оператор-фу нк- 
ции А (а), тогда

м (Д (>.о)) = (). - >.о) 5Р Е (Д' (л) Д-1 ().)).
Именно в такой формулировке для случая полиномиальных опе­

раторных пучков "та теорема установлена М. В. Келдышем [1]. Для 
голоморфных оператор-функций она доказана А. С. Маркусом и Е. И. 
Сигалом [3].

В [4] теорема 4.2 доказана с помощью теоремы 1.1 о фактори­
зации.

Как и в классической теории функций, теорема 4.1 допускает 
следующее обобщение, полученное в [4].

Теорема 4.3. Пусть А (՝а)£ И [О] и /(а)—аналитическая в О 
скалярная функция, тогда

зр Л [ / <'•)А' А՜՝ л = 2 м и 1 (М,
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где I1—такой же контур, как в теореме 4.1, а Х։, • • • > кк систе­
ма всех особых точек А (X) из С.

Из теоремы 4.2 легко выводится
Т еорема 4.4. Если точка Хц является нормальной для опе­

ратор-функций Ал (X) и А2 (X) £ Мр0], то она является нормальной 
и для их произведения А (X) = А։ ()■) А2 (X), причем

М (А (),)) = М (Л, (>„)) + М (А2 (Х„)).
Эта теорема для голоморфных оператор-функций установлена з 

[3, 11]. В общем случае она получена в [4].
С помощью теоремы 4.4 доказывается следующая теорема о вы­

делении особенностей.
Теорема 4.5. Пусть А (X) £ ТУ [6] и Ч, X*  • • •, Х„—система всех 

особых точек А (X) в С. Тогда А (X) допускает следующие пред­
ставления

* Оператор-функция А (X) называется конечномероморфной в области С, еслж 
она конечномероморфна во всех точках этой области.

А (X) = £(Х) (/+ Л-(Х)), А (Х)= (/+ R(X)) Г(Х), 
где Е(/ ) и Г (X) £ Мо [С], а К ().) и R (X)—рациональные в С опера- 
тор-функции вида 

п ’/ « «/
(Х-Х/)’ Кч, R (X) =2 2 (Х-Х;)’/?,/

с конечномерными коэффициентами /Су и R-,/.
2. Оператор-функцию Л(Х)£7У[С] назовем вполне нормальной, 

если А (X) допускает расширение по непрерывности на замыкание И 
и во всех граничных точках О оператор-функция Л։ (X) принимает об­
ратимые значения.

Теорема 4.6. Пусть оператор-функция Аг (X) вполне нормаль­
на в области С с границей Г. Если конечно меро морфная*  в С и 
непрерывная вплоть до Г оператор-функция А2 (X) удовлетворяет 
условию

Р (ЛГЧХ) л2 (X)) < 1 (Х£Г),

где р (С)—спектральный радиус оператора С, то оператор-функ­
ция А (X) = А1 (X) 4՜ Л2 (X) вполне нормальна в О и

М (Л (X); б) = М(Л1(Х); С).
При дополнительных ограничениях эта теорема установлена в 

|2, 3]. Во всей общности она содержится в [4].

§ 5. Факторизация оператор-функций 
относительно контура

1. Пусть Г—линия в комплексной плоскости, состоящая из конеч­
ного числа непересекающихся замкнутых спрямляемых жордановых 



О спектральной теории оператор-функций 173

кривых. Предполагается, что контур Г разбивает расширенную плос­
кость на два открытых множества G+ и О՜, причем каждая точка Г 
является граничной как для G+, так и для G՜. Кроме того, предпо­
лагается, что бесконечно удаленная точка принадлежит G՜ и 0 £ G+.

В этом параграфе рассматривается случай Вг = В2—В.
В статье [12] было введено следующее определение факторизации 

оператор-функций. Пусть А (X) (Х£ Г) — непрерывная на Г оператор- 
функция в L—L (В-»В). Представление оператор-функции А (X) в виде

А (Х)=Л_ (л) D (X) А+ (X) (/.(Г) (5.1)
называется факторизацией, оператор-функций А (X) относительно кон­
тура Г, если множители обладают следующими свойствами:

1) оператор-функция D (X) имеет вид
п

DQ-) «2 >.։/Р/ + Л, 
/-։

где операторы Р/(/=1, 2,-• •, п) являются взаимно ортогональными 
п

одномерными проекторами из L, Рп = 1—2 Р/ и — не-
>֊-։

которые целые числа, отличные от нуля;
2) оператор-функции Л_ (X), А+ (X) допускают продолжения, го­

ломорфные внутри и непрерывные в множествах G~ur, G; U Г, при­
чем все значения оператор-функций Л. (а) и их продолжения обратимы.

Если оператор-функция А (Х)(Х£Г) допускает факторизацию, то, 
как показано в [12], числа *i  > хЛ однозначно определяются
самой оператор-функцией А (X). Число Ind А ().), определяемое ра­
венством

Л

Ind Л (X) = 2 X/( = Ind (Л (/-); Г))
/“1

назовем суммарным индексом оператор-функции Л (X).
Теорема 5.1. Пусть А (Х)(Х £ Г) — непрерывная оператор- 

функция со значениями из L, допускающая продолжение в Г U G+, 
являющееся вполне нормальной в G+ оператор-функцией.

Тогда оператор-функция А (X) допускает факторизацию (5.1) 
относительно контура Г (со свойствами 1) и 2)), причем множи­
тель А- (X) может быть выбран так, чтобы он имел вид

Л_(Х) = /+2 2(Х-аг)/^у> (5.2)
г-11—пг

где ai, »2, • • •, а* (- G и операторы Krj конечномерны.
Эта теорема доказывается сведением к конечномерному случаю. 

Последнее возможно произвести в силу теоремы 4.5.
Т еорема 5.1 сохраняет силу, если в ее формулировке заменить 

G+ на G~, а формулу (5.2) заменить на соответствующую формулу 
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для А. ()). Эти две теоремы позволяют легко доказать следующее 
предложение.

Теорема 5.2. Оператор-функция А (/.)(>. £ Г ) с обратимыми зна­
чениями допускает факторизацию относительно контура 1 в том 
и только том случае, когда она представима в виде. А Q.)=X (a) Y Q), 
где X Q.)—вполне нормальная оператор-функция в G՜՜, a Y ('/■) впол­
не нормальна в G .

2. В следующем предложении указывается формула для вычисле­
ния суммарного индекса.

Теорема 5.3. Для каждой вполне норлгальной в G оператор- 
функции А (а) имеет место равенство

Ind (Л (а); Г) = Л/(Л G); G ).
Если оператор-функция dA (i-j/di- Q£G ) допускает непрерывное про­
должение на Г, то, кроме того, имеет лгесто равенство

Ind (А ().); Г) sp ( А՛ ()} А֊' (a) di֊.
2кг J г

Аналогичная теорема справедлива в случае, когда оператор-функция 
А (՛/■) вполне нормальна в G՜.

Из теоремы 5.3 легко выводится равенство

Ind (Л։ (а) А.л (>.)) = Ind (Л, (/.)) -4- Ind (Л2 (л))

для случая, когда А± (а) и А., (л) одновременно являются вполне нор­
мальными в G' или G՜, а также в случае, когда Л (/.) вполне нор­
мальна в G~, а Л2 (а) вполне нормальна в G .

Результаты этого параграфа получены совместно с Ю. Аайтере- 
ром. При более ограничительных условиях теорема 5.1 установлена в 
[121-

§ 6. Нулевые фактор-кратности оператор-функций

1. Пусть Л (а)£ М рх>] и пусть а0—характеристическое число А (а). 
Все собственные векторы бесконечного ранга Л(а) в точке '0 вместе 
с нулевым вектором образуют линейное множество. Его замыкание 
обозначим через U (А (>֊,,)). Фактор-пространство Кег Л (/ч)/6/(Л (л0)) 
называется фактор-ядром А (а) в точке >0 и обозначается через 
Кег Л (),).

Элементами фактор-ядра являются классы собственных векторов, 
ранги которых конечны и равны между собой. Эти классы называют­
ся собственными фактор-векторами оператор-функции А (а) в точке 

\). Если Ф £ Кег Л (Aq), то рангом Ф называется ранг любого собствен­
ного вектора класса Ф. Ранг Ф обозначается через Rang Ф.

Пусть а = dim Кег Л (л0) < со. Канонической системой собствен­
ных фактор-векторов Л (а), отвечающей числу называется система 
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фактор-векторов Ф1։ Ф._.,••֊. Ф,, ранги которых обладают следующим 
свойством: Rang Ф։ является максимальным из рангов всех собствен­
ные фактор-векторов, соответствующих Хо, a Rang Ф, (у = 2, 3,а) 
является максимальным из рангов всех собственных фактор-векторов 

из какого-нибудь прямого дополнения в Кег А к линейной оболоч­
ке фактор-векторов Ф։, Ф։,•••, Ф/-ь

Пусть п] = Rang Ф/(у=1, 2,*--,  я). Легко видеть, что ранг лю­
бого собственного фактор-вектора Ф, соответствующего числу всег­
да равен одному из чисел л/. Следовательно, числа л/(у=1, 2,• • •, я) 
определяются оператор-функцией А (X) однозначно (сама каноническая 
система собственных фактор-векторов определяется, вообще говоря, 
неоднозначно). Числа nj называются частными нулевыми фактор- 

кратностями оператор-функции А (X) в точке 'iv, а набор л (А (Хо)) = 
= [л1։ л2,•• •, л,] —набором частных нулевых фактор-кратностей. Чис­

ло N (А 0е)) = 2 п1 называется нулевой фактор-кратностъю опера- 
/-։

тор-функции А (Х)в точке ՝iv . Если Ker A ()■$) = U (Л (>-о)), то положим

N (А (Хо))=О и будем считать набор л (Л (Хо)) пустым.

Если dim Ker Л (>0) = оо, то положим N (Л (Хо)) = ею. Легко ви­
деть, что если ранги всех собственных векторов Л (X), соответствую­

щих конечны, то есть Кег Л (Xq) = Ker Л (Хо), то N (А (X,,)) = 

=N (Л ()„)) и л (А (Хо)) = л (Л ()„)).
Если оператор-функции А1 (X) и Л2 (X) £ М [Xj] эквивалентны в 

точке Хо, то л (Л։ 0^)) = л (Л։ (Х^) и, следовательно, N(Лт (XJ) =

Теорема 6.1. Пусть А (X) £ М [Хо]—конечномероморфная и 
фредгольмова в точке \ оператор-функция и равенство

А (X) = £(Х) D (X) F (X), 
п

где D (Х)= (X- Ху)‘/ QDP, + Q0DP0, является ее факторизацией в
/-1

точке Хо. Тогда имеют место равенства
Кег Л (/J -Im Г/ (I- Z Р/֊Л ) »

£/(Л(Х0))=1тГ-'(Х0//֊2 Р/ ), 2 Q)) >

<»+ (D (}֊о))= dim U (Л (/„)) и ш- (D(Xo)) = dim U {А^ (М).

Набор частных нулевых фактор-кратностей л (Л (Хо)) совпа­
дает с системой чисел [Л/}*у>о  и
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//(л (),))= 2 к,.
*/ о

Конечномероморфная в области G оператор-функция называется фред­
гольмовой в этой области, если она фредгольмова во всех точках 
С помощью теоремы 6.1 легко доказывается

Теорема 6.2. Пусть A (X)— конечномероморфная и фредголь­
мова оператор-функция в области G. Тогда для всех точек i-^G 
число dim U (Л (^)) принимает одно и то же значение. Всюду за 
исключением, быть может, конечного или счетного множества то­
чек с предельными на границе G, имеет место равенство Кег Л(Х) = 
= U (А ()•)); в упомянутых изолированных точках N (Л(Х))^>0 и 
Кег Л (Х)=> U (А (X)).

Теоремы 6.1 и 6.2 установлены в [4, 5]. Для голоморфных опера- 
тор-функций теорема 6.2 доказана в [13] в более общем случае.. Часть 
утверждений теоремы 6.2 установлена ранее для голоморфных опера- 
тор-функций в [14] и для некоторых классов конечномероморфных опе- 
ратор-функций в [15] и [16].

Точку Хд назовем особой точкой оператор-функции Л (X) £ М [' 0], 

если Хо является полюсом Л (X) или N (А (Х0))^>0.
Теорема 6.3. Пусть А (X) — конечномероморфная и՛ фредголь­

мова оператор-функция в области G и пусть Ц, '֊2,•••>. X* —все осо~ 
бые точки А (X) в G. Тогда А (X) можно представить в виде

А (X) = А2 (Х)(/+ К (X)), Л (X) = (74- R (>•)) As (XX
где A1 (X) и А2 (X)—голоморфные и фредгольмовы в G оператор-функ­
ции, для которых

U {А) (X)) = Кег А,- (X) (Х£ G; /=1, 2);
оператор-функции К (X) и R (X) имеют вид

К = 22 (>—>•/)*  
/-1 V- -П) 

и
з Ч)

/“1 •'—1>!
где Кj, и R/, конечномерные операторы. Кроме mow

n(I+К (X)) = „(7 4-/? (}.)) = "(Л (),)) (Х£ G)..

2. Теорему 4.4 о кратности произведения оператор-функций мож­
но дополнить следующим предложением.

Теорема 6.4. Пусть Л։ (X) и А., (X) М [Хо] — две конечномеро­
морфные и фредгольмовы в точке Хо onepamop-функции. Тогда для 
их произведения А (X) = Л։ (X) Л2 (X) имеют место соотношения
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N (A ()0))<jv (A, ()V))+N (А, Go)). Р (А ().„)) < Р (А, (Հ))+ Р (AJ,J) 

(6.1) 
и 

dim U (А Go))-С din։ U (Л։ (>-0))4- dim U (Л2 Go))-
Эта теорема по существу установлена в [7]. Из нее вытекает, 

что если ^/(Л1рч։))=£/(Л.(ко))= [0), то Ս (А (/■»)) = [0| и

Н (A Go)) < TV (Л։ Go)) 4- TV (А2 Go))- 
А,г.я формулировки одного уточнения теоремы 6.2 введем следующие 
обозначения.

ПуСть А (л) G М [>0], причем п (A Go))= («ւ> ՜ ՚ ՜» Л* I и p (A G֊o))=
= Числа л;(Л Оо)) и р/(Л ()֊0)) (у = 1, 2,-• •) определим
равенствами

П/(Л Go))= I .<5*  ; PJ(A Go)) = ( "’* .<5 S 
I 0; j _> к I 0; / > s .

T e о p e м a 6.5. При условиях теоремы 6.4 имеют место сле­
дующие соотношения'. 

п\ т т
2Л>(Л(/.О)) ^ЗМЛ^-оП + Зп/ОММ) («=1,2,...) 
/-I /-I /-։

U 

т т т
Яр^А^КЪ Р1(АЛ\>-)) + ^ р;(Л2(М) (т=1,2,..). 
/=։ j-i 1-1

Эта теорема доказывается с помощью теоремы 6.4.
3. Рассмотрим еще изменение кратности оператор-функции при 

ее малых возмущениях, если не выполнены условия теоремы 4.6 о пол­
ной нормальности невозмущенной оператор-функции.

Т е о р е м а 6.5. Пусть А1 (>•)—голоморфная и фредгольмова 
оператор-функция в замыкании области G, причем для всех X £ G, 
за исключением, быть может, конечного числа точек, dim Ker А (Х)=0. 
Пусть Г—граница области G. Тогда существует число 8>0 такое> 
что всякая оператор-функция Л2 (X), голоморфная в G, непрерыв­
ная вплоть до Г и удовлетворяющая условию

max ЦЛ։ 0֊) ֊ Л2 М|<3, /•6 г
является фредгольмовой в GUV, причем 

Л<(Л3(а); OXTVMxG); 6), 
где через N (А ()֊); G) обозначена сумма нулевых кратностей A G ) 
во всех особых точках из G.



17S И. Ц. Гохберг  __

Каким бы малым ни было число о, величина N (А2 (X); О) при 
соответствующем выборе А., (а) может принимать все значения от 
нуля до N (A (a); G).

Теорема 6.5 установлена в [17]. В |7] предложено другое дока­
зательство этой теоремы и установлено последнее замечание.

§ 7. Факторизация оператор-функций в области 
ч и ее приложения

1. Пусть G—некоторая область комплексной плоскости. Через 
М [G] = M[G, обозначим множество оператор-функций 4 (X)
(Х£ G) со значениями из Z, (5,—»5»), каждая из которых голоморфна 
всюду в G, за исключением, быть может, конечного числа точек, в ко­
торых она имеет полюсы.

Оператор-функцию D (X) £ М [6] назовем диагональной рациональ­
ной в G, если она представима в виде

D (>.)= 2 гДЦ QjDPj, (7.1)
/-о

где гДХ) — рациональные функции, все нули и полюсы которых лежат 
в G, Pi(j=l, 2,'-, Л)—система взаимно ортогональных проекторов 
в пространстве Ви Q/ (/=0, I,---, к)—система взаимно ортогональ­
ных проекторов в пространстве 52, a — В.,)—оператор, изо­
морфно отображающий подпространство Im Р/ на подпространство 
Im Qi{j—^, 1,֊֊֊> к).

Легко видеть, что диагональная рациональная в G оператор- 
функция D (X) конечномероморфна и фредгольмова в G в том и только 
том случае, когда D (X) допускает представление (7.1) со следующи­
ми дополнительными свойствами:

dim Qi = dim Р/ = 1 (/ = 1, 2, • • •, к), г0 (а)==1 (7.2)
и

dim (/— Ро) < оо, dim (/—Qo)< (7.3)

Обозначим через 5 [G] множество всех конечномероморфных и 
фредгольмовых в G диагональных и рациональных оператор-функций. 
При этом будем всегда предполагать, что они представлены в виде 
(7.1) и выполняются соотношения (7.2), (7.3).

Две оператор-функции Аг (а) и А2 (а) £ М [ G] назовем эквива­
лентными в G, если Аг (/)=Е (а) А2 (а) Ё (а), где Е (к) ֊ Мо [G;
и Е՛ (к) M0[G- Bi — 5J. Если оператор-функция 4(a)£jW[G] эквива­
лентна оператор-функции D (X) £ S[G], то равенство, устанавливающее 
эту эквивалентность, назовем факторизацией А (а) в области G.

Теорема 7.1. Для того чтобы оператор-функция 4(a)'.^A/[G] 
допускала факторизацию в области G, необходимо и достаточно, 
чтобы А (а) была конечно мера лгорф на и фредгольмова в G..



О спектральной теории оператор-функний 179 >

Если оператор-функция /4(0 допускает факторизацию в С, 
то диагональный множитель в ней

£> (X) = 2 Г) (X) (?у ЕР) 4- (МУР. (1А) •
/«I

может быть выбран так, чтобы отношения П+г (*)/г у (Х)(/= 1,2,-.- 
•••, к—1) были полиномами.

Если оператор-функция А (а) нормальна в С и В:,—Вх, то равен­
ство (7.4) может быть заменено равенством

£>('•) = 2 г։с>.) р,+рй.
/-։

Пусть оператор-функция А (X) нормальна в С и Х^Х,,• •Хя—все 
ее особые точки. Если А (а) эквивалентна в точке Ху степенной диаго­
нальной оператор-функции Д (X), то в области 6 она эквивалентна 
произведению всех £>/(>•).

Теорема 7.1 доказана в [6]. В ее доказательстве используется одно 
предложение из статьи М. А. Шубина [18], доказанное топологичес­
кими методами. В замкнутой части С теорема 7.1 может быть доказа­
на без использования этого предложения.

2. Из теоремы 7.1 (см. [6]) непосредственно следует
Теорема 7.2. Пусть оператор-функция А ().),£ М[С] конечно- 

мероморфна и фредгольмова в области С и имеет в этой области 
не более конечного числа особых точек Х2, • • •, Хя. Тогда существуют 
оператор-функции Е (X) <^М0[&, Ву—* Д] и Е(к)£М0 [С; Д—Д] та­
кие, что для всех ). б С, за исключением особых точек,
Кег А (X) = Г(Х) и 1т А (X) = £(Х) К (Х£0, Х=£Ху, /==1, 2,---,п), 
где V)—некоторое фиксированное подпространство В)(]=1, 2). В 
особых точках имеют место соотношения

Кег А (А/)э Р (Ху) иТт А (к/ )сЕ (Ху) И2 (/ = 1,. 2, ■ • •, и).
В случае отсутствия особых точек при более общих предположениях 
эта теорема установлена в [181.

3. Остановимся еще на одном приложении теоремы 7.1, изложен­
ном в [6]. Пусть А М [Хо] и у^В2. Голоморфную в точке \ век­
тор-функцию х (а) с х (>-о)=^=О назовем функциональным решением 
уравнения '

А(Х)х=г,, (7.5)

если вектор-функция А (X) х (а)—у голоморфна в точке и обращает­
ся в этой точке в нуль. Вектор х0 == х (5^) называется решением урав­
нения (7.5) в точке )ч. Порядок \ как нуля вектор-функции А ().)*('֊) —У 
называется кратностью функционального решения х (X). Рангом ре­
шения х0 уравнения (7.2) называется максимальная из кратностей всех 
функциональных решений х (X) таких, что х(Х0)=х0, если эти кратно-- 
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сти ограничены в совокупности. Если же они неограничен։։!, то будем 
полагать ранг х0 равным бесконечности.

Обозначим через R (А ('֊о))1“ множество всех векторов у £ В2, для 
которых ранг решения уравнения (/.5) в точке Aq неограничен.

Теорема 7.3. Пусть A (f)£M [G] — конечномероморфная и 
фредгольмова в области G оператор-функция, 4՜ — множество всех 
особых точек Д(а) в G и Л = Для любого вектора у£В։
имеет место альтернатива: либо уравнение (7.5) разрешимо для 
всех а£Л, либо оно разрешимо только, быть может, для некоторо­
го не более чем счетного множества точек i-^Л, предельные точки 
которого могут находиться лишь на границе G.

Множество R (А (/.)) одно и то же для всех l.£G. Первое ут­
верждение альтернативы имеет место в том и только том слу­
чае, когда y£R (А (>.)).

Отметим, что если ЧГ состоит из конечного числа точек и равен­
ство А ().) = Е F (а), где D (л) :.меет вид (7.1), является фак­
торизацией в G оператор-функции А (՛>■), то легко видеть, что R (А (а)) 
состоит из всех векторов у£Вп, для которых выполняется равенство

(П к
I֊3 (>•€*)•

J-0 '

Теорема 7.3 при некоторых дополнительных ограничениях уста­
новлена в [19, 20].

I1. 8. ԴՈԽՕԵՐԳ. Վերջավոր-մերոմորֆ օպերատոր-ֆունկցիաների մի քանի ճարցերի մա­
սին (ամփոփում)

Հոդվածը նվիրված է վերջավոր-մ երռմռրֆ օպերատոր-ֆունկցիաների սպեկսքրալ տեսության 
բնագավառում վերջերս կատարված որոշ հետազոտությունների շարադրմանը»

Որպես այդ աշխատանքների ելակետ հանդիսացան Մ, Վ, Կելդիշի հայտնի արդյունքները 
բազմանդամ ային օպերատորային խուրձերի սպեկտրալ հատկությունների մասին»

Մի շարք արդյունքներ տպագրվում են առաջին անգամ»

I. C. GOHBERG. On some topics of spectral^ theory of finite mehromorphlc 
operator-functions (summary)

This is a review of some recent developments in the spectral theory of finite 
mehromorphic operator-functions.

The research on this topic begins with the well known results of M. V. Keldysh
-on spectral properties of polinomial operator bundle.

Some of the results are being published for the first time.

В работах [19, 20] это множество называется ядром.
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М. М. ДЖРБАШЯН, В. С. ЗАХАРЯН

ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ПОДКЛАССОВ МЕРОМОРФНЫХ 
ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА

1°. Настоящая статья содержит существенные дополнения к ре­
зультатам § 3 совместного исследования авторов [1], посвященного 
граничным свойствам определенных подклассов функций М {со}, входя­
щих в класс IV функций ограниченного вида Р. Неванлинна.

В указанной работе [1] авторы опирались на теорию факториза­
ции мероморфных в круге функций, развитую в другом исследовании 
одного из авторов [2].

Напомним лишь некоторые обозначения и определения, приведен­
ные в работе [11.

Классы 2 и 20 с 2. Через 2 обозначим множество функций 
ш (х)> удовлетворяющих условиям:

1) о> (х) > О и непрерывны на [0,1),
1

2) “> (0) = 1, ш (,г) < + со,
о

3) Иш {|ю (х) —1| х՜1} < + °с.

Подмножество функций о> (х) £ 2, которые не убывают на (0,1), обо­
значим через 20.

ш-ем кость С» (Е). Пусть и (х) £20, и пусть аналитическая в 
единичном круге |я| < 1 функция С (я; ш) определяется как сумма ряда

С(я;<о)=3^, (1.1)

*~о
где

1
До=1, Д*  =к р>(х) хА-’<?х (Л=1, 2, З,-). (1.2)

о
Условимся говорить, что В—измеримое множество Е с. [0,2՜] 

имеет положительную ^-емкость, если существует такая мера р _< Е, 
I1 (Е)=1, для которой интеграл

2ж
и., (я; !*)  = у|С (яе֊"'; ш)| (») (1.3)

о
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удовлетворяет условию
sup U.., (z; [i)< 4֊ ео. (1.4)
М ։

В случае же отсутствия такой меры, т. е. в случае, когда для любой 
меры i*  -< Е, ;i (Е) = 1

sup U,„ (z-, н) = + °°> (1.5)
1*1  ։

будем считать, что «‘-емкость множества Е равна нулю. При этом 
соответственно будем писать С,., (Е) > 0 или С.и (Е) = 0.

Отметим также, что, как легко проверить, мера С,„ (Е) обладает 
свойством

С... (Et 4 Е2) =0, если С,., (Е^ = Сш (f2) = 0. (1.6)

В работе |2] для каждой мероморфной в круге \z\ <^1 функции 
F (z) и для любой функции «» (х) £ - было введено понятие «^характе­
ристики Т.. (г; F), и класс N («»} был определен таким образом:

F(z)^(oi}, если sup Т,„ (г; F) <Z + °о. (1.7)
0<г<1

При этом было установлено (см. [2], теорему 4.2 (1°)), что если 
«> (х) £ ~0, причем lim ч> (х) — Ц- со, то имеет место строгое включение 

Х-1-0
N (и) с N. (1,8)

Как известно, если F(z)£N, то предел

F(e'#) = lira F(re% »£ [0>] (1.9)
г—*1 —0

существует всюду на {0,2тт], кроме, быть может, некоторого исключи­
тельного множества Е cz [0,2՜] линейной меры нуль, причем если 
F (z) ^0, оо, то

2. J
J Ilog If (e'”)||rf»< + °c, (1.10)

и

Как было отмечено в работе [2], в связи со свойством (1.8) 
классов N {«>} при «» (х) £ 20, естественно возникают следующие во­
просы (см. [2], стр. 608).

Не „утоньшается“ ли для функций классов N {w) cz N то исклю­
чительное множество Е с [0,2п] нулевой линейной меры, где предел 
(1.9) возможно и не существует?

Нельзя ли для граничных значений F (е/:’) функции E(z) £ N{w}cN 
утверждать нечто большее, чем конечность интеграла (1.9)?

В связи с этими вопросами там же было высказано предположе­
ние. что ответ на эти вопросы должен опирать ся именно на понятие 
«»-емкости множеств, ассоциированное с интегралом (1.3) и совпадаю­
щее с понятием Ц-а (—1<^ а 0)-емкости по Фростману лишь в спе­
циальном случае, когда о» (х) = (1 —х)а. 
7—201
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В работе [1] авторам удалось получить положительное решение 
первого из поставленных в [2] вопросов, притом не для всего класса 
/V |ш} с/V, ш(х)£20, а лишь для двух важных функций, входящих в 
этот класс*:  а именно функции Бляшке В (х; г*),  нули которой подчи­
нены условию**

* Отметим, что в работе авторов [3] в специальном случае՛, когда о» (■*)=(!—х)։ 
( 1 < 0), Для соответствующих классов 1Ув, впервые введенных и исследован­
ных в работах одного из авторов [4], [5], оба эти вопроса были՛ поставлены и полу­
чили почти полное решение для каждого класса 77 „ (—1 < а <0);

Дело в том, что в работе (3] удалось найти ответы на эти вопросы не 
точно в терминах 1-|-а-емкости по Фростману, а лишь в терминах у-емкости, при ус­
ловии, что у—любое число из интервала (14-а, 1).

Согласно теореме 5.4 работы [2] это условие необходимо и. достаточно^ 
чтобы В (и; хй) £№ (ш}.

и для функции В,„ (х; х*),  играющей важную роль в теории факториза­
ции всех классов 7У{՛«),

В настоящей статье дается полный ответ как на первый, так и 
на второй из этих вопросов в терминах указанного уже выше понятия 
ш-емкости множеств.

2°. В работе [6] была установлена теорема 8 (2°), согласно кото­
рой, если « (х) £ 20, то проблема моментов Хаусдорфа

I
Д71 = у т» Л (т) (п = 0, 1, 2, ■ • ■), (2.1)

О

где Ля определяется из (1.2), имеет решение * (') в классе- неубы­
вающих и ограниченных на [0,1] функций.

Из этой теоремы непосредственно следовала лемма 1.4 работы 
[1], согласно которой при условии ю (х) £ 20 к»к функция С(х;. о»), так 
и функция

5 (х; «) = 2С (х; ю) -1 = 1+ 2 V , (2.2)

допускают интегральные представления 
г

С(х;ш)=[^ (|х|<1), (2.3).
и 1—хт о

1

5(х; ш) = (-) (|х|<1), (2.4)
и 1—хх о
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где ։ (т)—некоторая неубывающая и ограниченная функция на [0,1]. 
При этом очевидно, что

1
У</а(т) = С(0; «в)=1. (2.5)

п
Заметив далее, что в силу (2.4)

1
5' (г; <■>) = 2 [ (1г|<1), (2.6)

Л (1—лг-)2 о
докажем следующую лемму.

Лемма 1. Если 10(х)^20, то имеет место неравенство
1

£ (5; ?)^ р5' (ге'*;  ш)/ < 16 (1+2 ]5 (е'?; ш)|) (0 < |ф| < г). (2.7)

о
Доказательство. Введем в рассмотрение интеграл

У |Г^5г’ (28>
о

и заметим, что из представления (2.6) легко следует неравенство
1

£(5; <р) <2 р(г;ф)Л(т). (2.9)

о
Отметим теперь, что при 0-С" -С1, |д|-С1 имеем

> 1-— ֊(1֊^),
г

откуда следует 

т. е.

|1-тг|>1-|1-г|.

Положив здесь г = ге1* мы получим неравенство

|1֊-сп+[> —- |1— те'?| (0<г, х < 1). (2.10)

Отметив далее, что 
[1—е'«|<2 (0<т<1)

и положив
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г4=1—1д-ге'*|  (0<Ч<1), (2-11)
ж 

представим интеграл / ("; ?) в виде суммы 
ч 1

’> = ֊/•<” ’>• «•“> 

II ч

Поскольку |1—г'е,?| >1—г (О^т<С1), имеем, в силу (2.11) 
ч

(213> 

о

Далее, пользуясь неравенством (2.10), снова в силу (2.11) получим 

, , 4 _ 2 /о
. ц _-е<?|2 уГ |1--е'^ |1-хе։’| *

Из (2.12), (2.13) и (2.14) следует оценка интеграла /(?; ?)

II — те'*!  
и из (2.9) приходим к неравенству 

։
£ (5; ?) <8 (0<|?|< к). (2.15)

3 |1—"е/?|

Отметим, с другой стороны, что представление (2.4) функции 
5 (г; о)), очевидно, сохраняет силу и на дуге г — е‘* (0 |<р|<; ~) еди­
ничной окружности, и поэтому мы будем иметь

S(el,; .)= (,) = R—±- Л (֊.) + ,'.2 sin . ■
J 1— Те'՝- J 11—-е/? 2 ՝ J 1 — "е'*1 2
о о о

Отсюда, очевидно, следуют неравенства
1

°< f da (') = Re 5 (е'?; w)<|5 (е'\- w)j, (2.16)
J IЛ — Te r| 
о

I
0<2 |sin 7>| l —----- ( ) = |Im 5 (e'?; w)l-C |5 (e7’; w)|.

J — le1՛- 
о

Убедимся, наконец, что справедливы также неравенства

т

Ц-֊^1
о<1т|<у

(2-17)
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В самом деле, поскольку

Ц _ = [/ 1—2- сое ф + '2 =/(1-т)2 4-4- зт։ "֊г2 V - 31П

1—"։4-4 У 2 |з!п ?|, 0<|Ф|<^
<։_^.4^А «. 2

Ф I 7йсоз-^- 1-^+2,-<|ф1<*,

а также 

|1—-е'?|>1, ֊֊<|ф|<«,

то неравенства (2.17) непосредственно следуют из тождества 

^И-^1 .
|1—-:е'?| |1 — тв/*,1а

Из оценок (2.15) и (2.17) имеем
1

Л(5;Ф)<8 Г֊-1՜'" сМ^) + 
|1 — те,*| 8 

о

(1б/Т)2|зш?| Г֊֊Ц^֊, 0<|ф|<^ 
.) |1 — те'*! 2 2
о 

-4- .
1

16--Ж (-),
о

Наконец, требуемое неравенство (2.7) леммы непосредственно 
вытекает из (2.18), в силу оценок (2.16), если заметить, что

1 1
У ֊Л (֊) < ра (֊.) =1. 

о о
3°. Рассмотрим интегралы вида

2х
К (2) = — Г С (е֊/8 г; <») </з (»), (3.1)

2.. 
о

где а (!}) = ох (0) + /з3 (&), а з*  (0) (£ = 1։ 2)—любые функции с конеч- 
чым изменением на [0,2я].

Как непосредственно следует из определения (1.1)—(1.2) функции 
С (г; ։ч)

{С (г; и>)}ю ., = -1-
« 1— г
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Поэтому в специальном случае, когда и(х) = 1, интеграл (3.1) прини­
мает вид

... 1 ? <»*  (»> ,3,,

О

известный под названием интеграла типа Коши-С тиль тес а.
Как хорошо известно [7], интеграл *гипа  Коши-Стильтеса внутри 

круга |г|<1 изображает функцию Г (г), входящую в классы Н.. Рисса 
при любом 0<й<^1. По этой причине радиальный предел

Р (е'°) = 11ш Е (ге1Л), <? С [0,2«] 
г-»1-0

существует и конечен всюду на [0,2т:], кроме, быть может, некоторого 
исключительного множества Ес [0,2՜] с мерой тез Е =0.

Докажем следующую теорему о граничных свойствах интегралов 
типа Еш(г) в предположении, что «(х)£20.

Теорема 1. Если ш (х) £20, то функция
•к

Ет(г)=— [с (е֊'й я; ш) г/а (Ь) 
2՜ 3 

о
всюду на [0,2т] обладает конечными радиальными граничными зна­
чениями

Ги,(е(’) = Нт Г(ге'’), (3.3)
г-»1—0

кроме, быть может, некоторого исключительного множества 
Е с [0,2тх], для которого Са (Е) =0.

Доказательство. Отметим сначала же, что, ввиду свойства 
(1.6) '.^-емкости множеств, достаточно доказать теорему в предположе­
нии, что а (0)—произвольная неубывающая и ограниченная функция на 
отрезке [0,2՜].

Отметим далее, что поскольку
Г

Ет (ге1*)  = (0) + у X, (ге,<?) бг (0-С г 1, |<?|< «),

о

то очевидно, что предел (3.3) существует и конечен в каждой точке 
?€ [0,2«], где

1
£(£’<»; ?)=У 1^» (ге'’’)| с?г< + оо.

о

Обозначим через £0 множество тех точек ®£[0,2«], где 
£ (/%>; <?)= + оо, а через Е—множество тех точек [0,2՜], где пре­
дел (3.3) не существует. Тогда очевидно, что ЕсЕ0, и для доказа­
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тельства теоремы нам достаточно установить, что С..> (Ео) = 0, по­
скольку тогда очевидно, что будем иметь также Сл,(Е)=0.

Убедимся теперь, что предположение С„> (Е) >0 приведет нас к 
противоречию.

В самом деле, если С.« (£)^>0, то тогда имеем также Сш (Е0)^>0 
и, согласно определению, существует такая мера^^Е, (Е)=1, 
для которой интеграл

2s
£A>(*;Po)=  j |C(ze֊'8; <o)| ^(») 

и

удовлетворяет условию
sup U,„ (z; РоХ+со. (3.4)

1*1

Из (3.4), в частности, следует также, что

sup L/m (е/?; р0) < 4- ос. (3.4')
1Я «

С другой стороны, так как

£ (£«>; ?) = -1֊ о>, <? £ Ео,

то очевидно, что будем иметь ,
2«
J L (Е.,; ?) j L (Fa; <p) dpo = + °°. (3.5)

о E,
Далее, из (3.1) имеем

2к
Fn(z) = - f C (e֊'8 z; <o) e֊'8 (8)

2it J 
о

и, так как по (2.2) S' (z; <o) = 2C'(z; o>), to

2։

E„(z)=— | S' (e՜18 z; w) e՜'8 da (0).
4^ J 

0

Отсюда следует оценка

<o)| dr

или, ввиду леммы 1, также оценка

da (»),

2х
8 Г

L (Е„; ф) < а0+ — |S (е*  <’֊8>; <о)| da (»), |<р| <к,
и

(3.6)
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где
■ 2г

°о =
о

Отметив, что
S (z; u>) =2 С (z; «>)— 1,

из (3.6) мы приходим к неравенству
2»

L (Fm; <?)<3ао + — f|C (е' <*- ”>; «)| d= (Й), |?| <*.  (3.6')
■к J 

о
Интегрируя, наконец, неравенство (3.6) по мере JSj, мы получим

2с 2г. *2г.J L (Л.„; ф) («рХЗао+^У! Ç|C(e։ *’“•>; «)| <h (Й) рк, (?) = 
(I 0’0

2к 2г
=3а. + ^У{ У Ю(е' <»֊’> ; <о)| dHo (?)} da (Й) = 

о о
2г.= 3°о + ~У Ua(e"’ ։‘о)</з<։։)- о

Отсюда, в силу (3.4Э, вытекает неравенство
2»

A(F„,; ?) d|^< 4֊ оо, 
о

что противоречит условию (3.5). Таким образом, теорема доказана.
4°. Докажем теперь первую основную теорему данной работы.
Теорема 2. Для любой функции F(z)£N\w}, где ‘о(х)£20 

существует конечный предел.

F (e/e) = lin։ F (re'ft) (4.1)
/■—1-0

для всех [0,2՜], кроме, быть может, некоторого исключитель­
ного множества Ес [0,2тс], для которого См (£)=0.

Доказательство. Известно (см. [2], теорему 5.6), что функ­
ция F (z)Ç_N {«} при ш (х) Ç 20 допускает представление вида

2г
F(z)=e'7+X*“z>- ехр|-^- С 5 (е֊'” х; ш) d= (0) ) , (4.2)

о (z; J J
о

где ).^0 — любое целое, ? — любое вещественное число и а (0)—неко­
торая вещественная функция на ]0,2~] с конечным полным изменением, 
а В (z; а.л) и В (z; b-, ) — сходящиеся произведения Бляшке, нули кото­
рых удовлетворяют условиям
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I 1

У и (х) dx -Г ос, У I О» (х) dx 4՜ ос. (4.3)

С другой стороны, известно (см. [1], теорему 8), что при условиях 
(4.3) утверждение теоремы справедливо для функций Бляшке В (z; а.л) 
и В (z; 6,). Одновременно, согласно теореме 1, наше утверждение 
справедливо и для экспоненциального множителя, участвующего в пред­
ставлении (4.2).

Из сказанного выше непосредственно вытекает утверждение 
теоремы, если воспользоваться представлением (3.2) функции F (z) и 
свойством (1.6) ю-емкости.

Таким образом, дан полный ответ на первый из поставленных в 
пункте 1’ вопросов.

5 . Ответ на второй из поставленных там же вопросов дается в 
следующей основной теореме.

Теорема 3. Пусть F(z)^N\u}, ы(х)^20 и Е<=. [0,2~]—любое 
множество, для которого Сп (Е) ^>0.

Пусть, далее, V-֊<.E, р (£) = !—любая мера, обладающая свой­
ством*

2х
U.„ (Ji) = sup и.., (с; н)= sup ( I С (ze_/e; w)| dp (Я) < 4֊ со. (5-1) 

Ul^։ |г| -։ J
о

Тогда для граничных значений F (е,п) функции F (z) выполняется 
условие

f |log| F(e"»)| I rfp. (») = j I log| F(e'«)| | dp (ft) < + co. (5.2) 

E 0

Доказательство. Функция F (z)’£ N | w}, ш (x) £ 20 допускает 
представление вида (4.2). Обозначая

Ф (z) = exp J y֊ S (e~/& z; o>) da (ft) I» (5.3)
„ о

имеем, таким образом

F (z) = e'T+ f; ° V Ф (z). (5.4)
В (z; 6,)

Отметим теперь, что ввиду соотношения

S (z; w) =2С (z; <о)—1
для функции Ф (z) получим оценку

Поскольку (£) >0, то хотя бы одна такая мера р. существует.
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2=
|1о8г }Ф (гв'’)|| < -М (»01 +

2^ յ 
о

2ж
+ — Г |С (ге1 ; О>)| |</з (Ь)| (О < г <1, 0 < ? < 2֊). (5.5)

2к и

Проинтегрировав неравенство (5.5) по любой мере [*(£)=•  1,
подчиненной условию (5.1), мы получим

2։
Г|1ог| Ф (ге")11 (?)< {1+0, (в)) («)|<+^ (0<г<1). (5.6)

£ •'

Поскольку, очевидно, Ф (г)£^У[ю|, согласно теореме 2 предел
Ф (е/?) = Игп Ф (ге1*)  (5.7)

Г-1-0
может не существовать лишь на множестве е£[0,2՜], для которого
С.„(е)=0. При этом очевидно, что р (е) = 0.

Поэтому, переходя к пределу в неравенстве (5.6), в силу теоре­
мы Фату [8], заключаем, что

^|1о?| Ф (е/’>)|| с1\1 (?)< + ос. (5.8)

Итак, для любой функции Ф (г) вида (5.3) утверждение нашей теоре­
мы справедливо.

Установим теперь справедливость теоремы для любой функции
Бляшке

B(z-, zk)=
*=1 1—Zk z Zk

нули {**] “ которой подчинены условию
1ОО п

2 w(x)c7x<-f- СО. (5.9)
*=1 J

1г*1
С этой целью отметим, что, как известно (см. [1], теорему 8), при 
условии (5.9)

log |В (е'’; z*)|  =dim log |5 (re1*;  z*)[  =0 (5.10)

для всех ? £ [0,2к], кроме, быть может, некоторого исключительного 
множества еос[О,2к], для которого С„, (е0)=0.

Следовательно, для каждого множества £с[0,2к] и для каждой меры 
V--<E, |х(£) = 1, подчиненной условиям теоремы из (5.10), следует, что
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J|log|B(e4-z*)||rfH?)==0.  (5.11)

Наконец, полное доказательство теоремы следует из утвержде­
ний (5.81 и (5.11), если принять во внимание представление (5.4) функ­
ции F (z).

6’. Следуя статье [2], обозначим через А (о։| множество анали­
тических в круге |zj<l функций / (z), принадлежащих классу N (<в|.

Из теоремы 3 непосредственно вытекает следующая теорема 
единственности для функций класса А [ш], когда w (х) £ 20.

Теорема 4. Пусть f(z)^A (w) и Есг [0,2г]—некоторое множе­
ство, для которого Си, (Е)>0. Пусть, далее, для некоторой меры 
Р -< Е, р (£) = 1

Sup Um (z; р) < -J- оо. 
1*1  ։

а) Если для граничных значений f (elf) функции f (z)

j log|/(eZf)| rfp(®) = —со, (6.1)

E
mo f (z) 0;

б) Если
f (e'-T) = 0, ® £ E, (6.2)

mo f (z)=0.
В самом деле, если предположить, что f (z)^£0, то согласно тео­

реме 3 будем иметь

J|logl/ (е'*)|  I б/р(»)< -ь ОО,

Е
что противоречит условию (6.1). Из условия же (6.2), очевидно, вы­
текает (6.1).

1Г. ։г. Ջ1՝8Ս.Շ8ԱՆ. Վ. Ս. 9.Ս.44ԷՐ8ԱՆ Սահմանափակ տեսքի մերոմորֆ ֆունկցիա­
ների ենթադասերի եզրային հաակություններր (ամփոփում)

Հողված ը պարունակում է քհ. Նևանլիննայի սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների 
իյ դասին պատկանող որոշակի իվ ենթադասերի եզրային հատկություններին նվիրված 
հեղինակների համատեղ [1] հետազոտություն 3 սլարադրաֆի արդյունքների էական լրա- 
ցոլմեե րէ

Ներմուծելով ունակության հ ասկա ցողութ յունը, ա պա ցուցվում են 10 | դասերի 
ֆունկցիաների եղրտյին հատկություններին վերաբերվող թեորեմաներ։

Հիմնական արդյունքներից մեկը կաբելի է ձևակերպել այսպես' թող ։՚>(^) ֆունկ­
ցիան բավարարի որոշակի պայմանների, ապա ցանկացա} թ («) ի/ {0>} ֆունկցիայի 
համար հետևյալ վերԼավոր սահմանը
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F(r‘o ) = lim Fire1") 
r-t-o

Հսյոլթյսլն ունի րոլոր 1) ( |0,2"] համար, րացի, ցո. ցե , մի րացս.,.իկ £ = [ОД՜] րաց֊ 
■ւէուք/յանւ пг[' կոլթյոլնր հավասար է ցրոյի.

M. M. D2RBASIAN, V. Տ. ZAKARIAN. Boundary propertlee of eubclaeee*  
of mehromorphlc function։ of bounded type (summary)

The paper containes substaintial complements to the results of § 3 of the earlier 
oint paper of the same authors [1], which was devoted to the boundary properties of 
functions, belonging to the subclasses — M, П being the class of functions of 
bounded type of R. Nevanlinna-

The main result states, that under certain conditions on <u (x), for every 
E(z)1՜ N {o>] a finite limit

F(e'։)=lim A(re'i։)
Հ-.1-0

existes for all 11 = [0,2՜], with exeption may be of a set E = [0,2՜], whose »'-capacity 
is zero.
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А. Ф. ЛЕОНТЬЕВ

К ВОПРОСУ О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ 
НА ИНТЕРВАЛЕ

Пусть 0< /•!<it<Z'֊ 1 • По теореме Мюнтца система {1, х'“} пол­
на в метрике С на [0, а], а^>0 тогда и только тогда, когда •ю
2 )՜’ = ос, В интервале [а, а], 0<a<jz, при указанном условии будет 
։

полной и система [х՜’). Если сделать замену х=е‘, то получим, что

при условии 2 \՜’ = °° в любом интервале вещественной оси является 
1

система экспонент {e>v/). При более сильном условии: lim — = а ^>0 

система {е **} полна в полосе D: |Im z| ко. .Это означает, что если 
/ (z)—функция, аналитическая в D и F—ограниченная замкнутая об­
ласть из D, то по s>0 найдется конечная линейная комбинация P(z) 
из функций е*’*, удовлетворяющая условию

|/(z)- P(z)|<s, z^F. (1)

Возьмем в качестве F прямоугольник: |Im z| -С А ио, а Re z Ь. 
По формуле Коши из (1) следует

|/(я) (х)— Р(Л) (х)1 <Z - — (л > 0), а + А -С х Ь — А, А к а. (2) 
А"

Очевидно, что из (2) вытекает
“ /А \л|/(z)-P(z)|<S2(^-) , А1<А,

|lm z| -С А։, а + А Re z Ь — А.

Следовательно, полнота в полосе D равносильна наличию соотноше­
ний (2) в точках х из любого интервала вещественной оси.

В случае lim =0 система не полна ни в какой области 
л-**> ХЛ

и, значит, для произвольных функций, аналитических на вещественной 
оси, ни при каком А>0 не будут верны соотношения (2). Наша цель— 
доказать, что существуют такие числа Мп, зависящие только от (кя), 
что и в случае lim -7- =0 для функции / (х), аналитической на ве- 

Л-~ Ая
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щественной оси, и интервала [а, 6] по е^>0 можно подобрать конеч­
ную комбинацию Р (х) так, что будет

(х) - Р™ (х)1 < 8 М„ (л>0), а < X < Ь. (3)

Ясно при этом, что числа Мп должны расти быстрее 
л!чем —, како- 
Лл

во бы ни было Л>0. Указанный результат можно рассматривать как 
дополнение к теореме Мюнтца.

ОО
Итак, пусть 2 X, 1 = ОО, Вт — = 0. Разобьем последователь- 

։ >֊л
ность {>֊„} на две бесконечные последовательности {//) и {Х')։ причем

ОО

так, чтобы было ЗМ"1 = °°- Положим
1

М’.) = п(1-Л-)=2
1 \ \ п) / п=0

՝ (1 4֊ г) М (г)
М (г) = 2 |«2л| г2", 7л = min —~ (л >0).

л=о г>0

Теорема 1. В качестве чисел Мп в соотношениях (3) можно 
взять числа Мп = -f՜1 (л > 0) или числа Min = Min+i “ 1®2л|-1 (л > 0).

Естественно возникает вопрос об оценке величин Мп снизу. Оцен­
ка снизу вытекает из теоремы, которая сейчас будет сформулирована 
и которая имеет самостоятельный интерес.

Положим

и обозначим через тп положительные числа, удовлетворяющие условию
to

2 ₽л Л1л<С °°> 
о

(4)

где ₽2л = &л+1 = |с2л| (л>0).
Теорема 2. Пусть Р (х)— конечная линейная комбинация из 

функций е'х удовлетворяет условию

\^(0)\<АтЙ (л>0),
и пусть С—угол с вершиной в точке х0>0 раствора: <^՜, биссек­
триса которого расположена на отрицательной части веществен­
ной оси. Имеется постоянная К, зависящая от (Хя),. {ль,} и угла С, 
но не зависящая от Р (х), такая, что

\Р(х)\<АК, х^С.

Следствие. Пусть (Р*(х)|—последовательность конечных ли­
нейных комбинаций экспонент из системы {ех’ж}, которая сходится на 
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некотором интервале (а, 0) вещественной оси и удовлетворяет еще 
условию

|^Л) (0)|<ЛтЛ (л>0, А>1).

Тогда вта последовательность равномерно сходится внутри полуплос՛ 
кости Не х’СО.

Из последнего результата вытекает, что числа Мп не могут все 
быть меньше тп.

Для сравнения Мп и тп рассмотрим случай, когда [лл] имеет 
плотность т, 0<\"<^оо, при уточненном порядке р (г) таком, что

Нт р (г) = 1, Нт г? (г)“։ = 0, V—-— = оо։
»•— <■— <р (л)

где <р (/)—функция, обратная функции . При этом р.Л) имеет
плотность т при уточненном порядке р (г), если существует предел

Нт -7-77-, = ".л - « ('я)

“ _։ п
При указанных условиях 2 = °°> •. =0- В рассматривав-

Л со *‘Л

мом случае оказывается в качестве Мп можно взять числа
М„ = А? [ф (л)]« (л> 0), А1>А0 = (епт)-։,

а в качестве тп числа

тЛ = А" [? (л)]՞ (л > 0) А2< Ао.

В конкретном случае ).я = л 1п л (л > 2) получаем
Мк = Ц (л 1п л)՞, Л^Хея)՜1 ,

тл = А^ (л 1п л)л, А3 < (ен)-։ .

§ 1. Доказательство теоремы 1

Пусть Е— какой-нибудь отрезок, лежащий на части [1, со) веще­
ственной оси, в котором нет точек из р-Л]. Возьмем произвольную точ­
ку Р из Е. Положим

Ф„ (х)= Д (р) д.
0 ։ лк

■ I-----------------------------  (Л>2), — оо
ЗФ-ЮМрНлОО

— со/

со,

где

9«(Ю= Пб՜՜^՜
т=1 ՝ 'т

Имеем

Ф^(.х)= А(₽) дп г------- ------------------ (р=0,1,2,...).
](₽-!*) к (И).<7л М Р

— ос1
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Интеграл сходится, ибо 14 (н)| растет на мнимой оси быстрее любой 
степени ||‘1. Получаем

1 Р кФ' 1<41
|Фг’'«|<1^(?) I». (?Лг ---------------/ м \ 7—егг’2”_А(1+Н)14 «I (։+^-) (1+,г)

откуда
Ыя |Ф«(х)|<Л|4(В||,.(?)|т2 (1+|^'|/п-(7)| '

где А — постоянная. На мнимой оси

14 (н)|= п(1+777г) = М(Г')> Г = 1Н> М (г)=тах|£։ (г)|„
1 \ (М։/

(1+|И|) |£։(И)| = (1+г)Л/(г).
Правая часть является максимумом модуля функции

(1+ J*) 4 (l1) = 2 8Я V?, 32л = 82л+1 = а2л (л>0). 
о 

На основании этого

, . . (1+г)Л/(г) 'Jp < min —-------------— =
r>0 rp

и, значит 
|p|p 1 1 . imax----------- !---------- = ------- —------ . — = — .<-----

«^=o (i + IH)I4 (h)I min (i + r) Af(r) ֊ tip 
r>0 rp

Таким образом

1Ф0») (x)|< A\ 4 (fJ)| |g„ (?)| (p >0), -oo < x < co. (5 )

В силу условия lim = 0, функция 4 (p) растет не быстрее 
л— ).я

целой функции первого порядка минимального типа. Поэтому

lim р^-=0 

или 
р 

lim Рг _։ = 0. (6}
p~֊V 1р

Это означает, что у՜1 растет существенно быстрее чем рр или р!
ОО

Теперь заметим, что, на основании условия, f a}՜1 = °о, вели­

чина 4 (Р) Чп (р) -» 0 прр п-> оо равномерно относительно р £ Е. Из 
этого, согласно (5), вытекает, что на всей ос» последовательность 
{Фя’> (Х))Г=։ равномерно сходится к нулю.
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Определим вид функции Фл (х). Пусть Г—граница угла |аг£ «1|<

< —. Для отрицательных х имеем
4

Ф„ (х) = Д (?) qn 1 С dy-______
' 2«fJ(?-p)4 (19 чп (н) 

г
(здесь мы использовали тот очевидный факт, что |2.1(а)|>1 при

— <|arg р-1 <—). Из этого представления видно, что ФЛ (х) —аналити- 
4 2

ческая функция по крайней мере в угле |к — arg х|<-—. Учтем, что 
4

имеется система окружностей |ц| = р*, р* | °°» на которых при фикси­
рованном п и любом s^>0

|£1 (9)! \Чп Ы| > е- * Ч |р| = р», к > К (в).

В силу этого, на основании теории вычетов, получим, что в угле

1՜ — arg х| < — 
4

ФЛ (х) — еЭл— lim 2 а(т (?) е 
Ь՜* “ '■m< Р*

(7)

причем сходимость внутри угла (7) равномерная. Она равномерная бу­
дет и относительно $£Е. Здесь (?) —некоторые постоянные.

Пусть с—произвольная (но фиксированная) точка вещественной 
оси, лежащая слева от начала координат. Возьмем какой-нибудь угол 
2), который лежит целиком в угле (7) и содержит в себе бесконечный 
отрезок (— оо, с]. Пусть £Л—положительная величина, стремящаяся к 
нулю при п -+ оо. По аЛ подберем к = кп так, чтобы функция

% (х, ?) = фл (х)֊ + 2 ей’ (?) е'тХ
’■т<Р*л

удовлетворяла условию

1% (х, ?)|<еЛ, хС£»,
Из этого условия, поскольку ■•|>Л (х, ?) — аналитическая функция в £>, 
получим

1ЧР,(Х> ?)1 < 8-р Д (—°°. с| (8)

(производная взята по переменному х), где о—расстояние от отрезка 
[— х֊, с] до границы угла О.

Имеем
е?х — фЛ (х, ?) = Ф'л (х) — % (х, ?), 

где
»л(х,?)= 2 аЙ’ (?) е>тХ • 

’•т<Р*я
8-201
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Из оценок (5) и (8) получаем
11^ - <?Л (х, Р)У| < А |Д (?) Чп (3) 1т;1 + *я р\,

? £ Е, — оо < х^ с.
Правая часть, в силу (6), меньше В т՜1 шах (гЛ, |дя (?)()• Если мы за­
меним х на х—я и затем умножим левую и правую части на е“?, то 
получим, что

|{е'и’ — ®я (х — я, ?)]"| < е’? В у՜' шах (вя, |дЛ (?)()

для ? £ £, — оо хс 4-я. Выражение <ря (х—я. ?) есть линейная 
комбинация экспонент из {е,'',Л1» его мы по-прежнему будем обозначать 
через ®я (х, ?). Множитель е’? ограничен для ?£Е. Число с + я за 
счет выбора я может быть любым фиксированным числом. Таким обра­
зом, можно считать доказанным, что

|{е^ - <р„ (х, ?)}<'”! < СТГ1 шах (зя, |?Л (?))), р>0, (9)
-- х<с,

где с — любое фиксированное число, а С не зависит ни от р, ни от п.
Пусть / (х)—функция, аналитическая на отрезке [а, 6] (нет на­

добности считать ее аналитической на всей вещественной оси). Тогда 
она—аналитическая в некоторой области С, охватывающей [а, 6]. 
Возьмем в интервале Е бесконечную последовательность точек [?,). 
Известно, что система {ер,г} полна во всей плоскости. На этом ос­
новании имеем

/(х)֊2 Л^е8’х=ф,(х), (10)
№1

причем

1Мх)1<—, хбл 5>1,

где Е—замкнутая область, охватывающая [а, 6] и лежащая в С. По­
скольку '4 (х)— аналитическая функция в Е, получаем

(х)| < 5֊' ч՜'՛ Р՝- (р > 0, з >1), X е [а, Ь], (П)

где ч ~ расстояние от отрезка [а, 6] до границы области Ё. Обра­
тимся к неравенству (9). Положим

е^х — <рЛ, (х) = фя։ (х),

где через ®л, (х) мы обозначили <ря (х, ?,). Согласно (9)
1’>£’(х)| < С т՜1 шах (ея, |7„ (₽, )|), (12)

— со х -< Ь, р<2-0, п>1, у>1.
Имеем 

тх та
2 л!'>е։֊'֊2 а«4 Т.. («) = 2 Д-՛!.. (х). 
’=։ ^=1
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На оснонании этого, принимая во внимание (10), находим

/ (х) - 2 ?я, (х) = Ф, (х) + 2 Д?’ (х).
V«! Ч=а 1

Отсюда, в силу (11) и (12), получаем
( n,s ։ —р I т3

Л’ (X) - 2 А? (X) р') < -2—£L+c7;։2 д.,тах (ея, |g„ (ßj|),

х £ [а, 6], р >0, п >1.

Для каждого s (s=l, 2,•••) подберем n=n.։ так, чтобы сумма, стоя­

щая в правой части, была меньше —. Полагая для этого п=п.։ 
s

. 2 д?Чя,(х) = ‘оДх),

учитывая (6), получим

|/О’)(х)-шО’)(х)|<С։ jf.', хС[а, 6], р>0, S>1. 
о

Q
При большом s величина — будет 'меньше наперед Заданного е > 0.. 

s
Теорема 1 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2

При доказательстве теоремы 2 нет необходимости предполагать,

что 2 Хя’ = оо, мы будем использовать лишь условие: lim — = 0.
1 ’ Хя

При этом условии функция

£().)_ П(1-֊)= 2

растет не быстрее целой функции первого порядка минимального ти­
па. Из этого следует, что на любом луче arg X = ®0=/=0, " при произ­
вольном £>0 выполняется оценка

|£ (х)1 > С (е, <р0) е— |Х<, arg X — ®0 =/= 0, ". (13)

Далее, имеются окружности |Х| = г* f оо։ на которых опять-таки при 
произвольном К>0

|£ (Х)|> е-IM , |Х| = rki к > /Г(е). (14)
Имеем

L (А) = пб +44) = 2 (-1)" с^Х2" = 2 |с2я|
1 \ 'о' о о
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Можно убедиться, что 
|с2(Л+р։К|с2л| |с2Р| (п>0, р>0). (15)

Положим р2„ р2л 1 = Ы (л >0), ч = шах (1, |с։|). Справедливо соот­
ношение

(т>0, к>0). (16)
.Для четных т и к оно сразу вытекает из (15). Пусть теперь л1=2л+ 
+ 1, к —2р. Тогда, в силу (15)

Рт + * = р2л + 2р = |с2л + 2р| |с2л| |с2р' =рт ?* Ч Р*.

Осталось рассмотреть случай, когда тп = 2п4-1, к=2р 1.
В этом случае

рл/ 4* = р2л4 2р+2 = |с2л + 2р 4- 2| |с2| |С2л( 2р| -С 1с»| |с?л| |с2р| =

I = |сг| рт р*<дрл! Р*.

'Соотношение (16) установлено.
Рассмотрим функцию

ш (|‘> Р) = 2 ск [Р(% 0 +р^оГ2)+ • • ֊ + И*՜* Р (0)1 • 
*—1

Согласно условию теоремы |Р((о))|՝С Атп (п>-0), причем числа тп 
удовлетворяют неравенству (4). Оценим функцию ։» (р, Р). Имеем

I10 (н> ^)К А 2 р*(т*-14- ||л| пиь-гЧ------- Ь |н|*л70)=
*=-1

— А 2 2 Рл+р Л1л ||1 2 *|₽ 1 • 

р—1 л=-0

1Ш (I1, />)1 < АВ 2 Рр+1 11*1", (17)
р«=4)

где В—постоянная, которая не зависит от Р(х), а зависит лишь от 
Р֊л| и |л1л|. Очевидно, что при любом з>0

2 Рр41М'<С(з) е‘м- (18)

Отсюда, в частности, видно, что -о> (ц, Р) — целая функция, растущая 
не быстрее целой функции первого порядка минимального типа.

Функция ш ([I, Р) неоднократно уже использовалась в том или 
ином виде в литературе (см., например, [1]—[3]). Отметим, что

Отсюда, на основании (16), получаем

|‘ч (И, Р)\ <дА ^2 рл л։« VУ, Рр Н'’՜1} 
՝л—(I / р=1 ■

или, приняв во внимание условие (4)
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!*֊ >-■
откуда сразу вытекает следующее основное свойство этой функции: 
вычет функции

<■> (|Ч Ф) е,мг ,, _ е,,.г,

как функции переменного р равен ф в точке р- =>., и равен нулю во 
всех остальных точках.

На основании отмеченного свойства имеем

Р(х)
1 Г ю (|i, Р) е1*՜? 

“2^J 1(H)
г.

dv-,

где, если
р

Ль-Г
7*е , (19)

контур Го — замкнутый, содержащий внутри точки >1։՜ >֊.,•••, 'р- Пусть 

Г—граница угла |arg t«-| <С ?о основании условий (13), (14),

(17), (18) получаем что
1 Г10 (iS Р) е:1‘ j । I-՜- *

S7J —£ W՜ k “ arg х| < 2՜ - Т։-Р(х) =

На основании (13), (17) и (18) далее имеем

\Р (х)| < А Сг (s, Фо) J е2* w eRe ДО. (20)

Возьмем х0 0 и обозначим через G угол с вершиной в точке х0, сто­
роны которого наклонены к отрицательной части вещественной оси 
под углами ± — ®о^ • Угол G получается сдвигом угла |к—arg х|<^

—-----?о на вектор х0. Пусть х лежит в угле G. Тогда

Re (хр)< — (|xj cos ®0) |р|.

Выбрав 2г <Jx6| cos fy, из (20) получаем

|Р(х)|<ЛК, x£G,
где К—постоянная, которая не зависит от Р (х) (она зависит от 
{*•«’, [тпл) и угла G). Раствор угла G (за счет выбора ®0) может быть 
сделан ckoal угодно близким к ". Теорема доказана.

Замечание. Теорема 2 по духу близка к теореме А. Шварца

[4] (см. также [5], [6]), утверждающей, что если < °® и поли-
1

ном (19) ограничен по модулю константой А на отрезке [а, 0] (а<^0), 



204 А. Ф. Леонтьев

то тогда он ограничен по модулю в указанном выше угле G величи­
ной АК, где К не зависит от Р(х). Отметим только, что в этой тео-

•х>
реме условие 2'л 1 00 является существенным, в теореме же 2 оно

1

может и не выполняться.
Теорему 2 можно обобщить следующим образом.
Теорема 3. Пусть

Р(х) - О(х) + /? (х), 
где

Q(x) =2 апе яХ, Р(х) = 6Ле->яХ. 
л=1 л=1

Если
|Р'Л) (0)| < Ат„ (п>0),

причем т„ удовлетворяют условию (4), то в угле G2: |arg (х х0)|<С

имеет место оценка

\R(x)\<A/C, xCG1։
а в угле G2, симметричном G2 относительно начала координат, — 
оценка

|<2(х)|<Л/Г,

где К не.зависит от Р(х)(К зависит от {/֊я|, {лгд} и Gj, (7։). 
Доказательство проводится также как и выше, следует только 

учесть, что
\ * Сш(и» Р)е^ , . "

Q(x) = 2^J—ГЫ՜
Г,

О/ Ч 1 Г։ч(|А, I ։«< К 
/?(x)=2^J~ÄÜT՜ !S |ar*X1<-2-*>■ 

г,

где Г\ — граница угла |argn|<^ — , а Г։—граница угла |я — arg

-?°( х°>°, 0 < !Fo<y

Замечание. В теоремах 2 и 3 производные Р^ (х) можно бы­
ло бы рассматривать не в начале координат, а в какой-нибудь фикси­
рованной точке а, — оо а < сс . Тогда вершину угла 6։ следует 
взять правее точки а, а вершину угла С2 — левее точки а.

Следствие. Пусть

Р*(*) = <2*(х) + /?л(х) {к= 1, 2,-..), 
где

’* > г Гк
О» (х) = 2 ап, * е "■, R. (х) =2 е

л^=1
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Если

|РГ(а)|<Л/пл, |Р;п,(6)|<Лтл (а <6, п > 0),

причем выполняется условие (4), и последовательность (Р*(х)} схо­
дится на интервале (а, Ь) или на его какой-нибудь части, то последо­
вательность (<2*(х)| равномерно сходится внутри полуплоскости 
Иех<^6, а последовательность (Я*(х))—внутри полуплоскости 
Кех^>а. Последовательность {Р*(х)| при этом сходится равномерно 
внутри полосы а^Кех’СА.

§ 3. Частный случай

Рассмотрим случай, когда последовательность {>.Л| имеет плот­
ность ", 0<^т<^оо при показателе р(г), где р (г) — уточненный поря­
док.

Функция р (г) (г ^>0) называется уточненным порядком, если су­
ществует предел Птр(г) = р и Пт гр'(г) 1п г. Если существует предел

Г-* «о Г-* во

«о мы говорим, что последовательность (ХЛ) имеет плотность т при 
показателе р (г). Если для целой функции / (г)

Пт *П = а ¥= 0, оо, М(г) = тах |/ (г)|, 
г-« гг' ' \х|֊г

то р(г) называется уточненным порядком целой функции/(я), а а—ти­
пом этой функции при уточненном порядке р(г).

Известно, что функция I — г₽ (/֊) — возрастающая, поэтому она 
имеет обратную функцию г = <р(/). Эта функция обладает свойством: 
имеется предел 

1

11т — а— =а , 0<^а<^°о. (21)
?(/)

Отметим еще два необходимых нам факта (все эти сведения имеютсяОО
в книге Б. Я. Левина [7]): 1) тип а целой функции / (х) = 2аЛхп при 

о 
уточненном порядке р(г) определяется по формуле

1

Е ? Р 5 С22)
2) если 0<ХЛ Т оо и последовательность р.Л| имеет плотность т 

при уточненном порядке р(г), то существует предел

.. 1пЛ/(г) жт ... . Д /< । гт\П (1 + “Л (23)
51П ---- *=1 '

т
где т — целое р.
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Мы рассматриваем случай, когда

Пт р (г) = 1, Пт Г (,) “։=0, —֊ = со (24)

(совместность всех этих условий будет ниже проверена на примере). 
Второе из условий (24) дает нам, что функция / (г) конечного типа 
при порядке р (г) растет не быстрее функции первого порядка мини­
мального типа в обычном понимании.

Пусть 0<Ол'|'сс и р֊я| имеет плотность *, 0<^-:<оо при пока­
зателе р(г), удовлетворяющем условиям (24). Покажем, что в этом 
случае в качестве чисел Мп из теоремы 1 можно взять числа

Мп = лг [Т (п)Г (п > 0), > Ао = (тте-.)-1.

Для доказательства возьмем положительные числа т, и причем 
т։т. Положим кн= |—п|([а]— целая часть числа а). Обозна­

чим через {зя) дополнение {кп} до последовательности (п| всех нату­
ральных чисел. Так как 

Нт
Я-г*

П 
кп

то существует предел

Пт = _'а .
3„ -

Отсюда зя~ — п. Положим

= Л» “ 1 п = $л ~ ^-։я-
Так как

+ о(1), 
лл \ • Н~ О (1)/

то, следовательно

lim = "1» lim VFT = "»
Л-»~ Уп П՛ п-*- 0я

и далее

?(’Л) ֊ - + ^л-ф
уп

/ кп \
\т4-о(1)/

Значит,

-^-=т4-

существуют пределы

°(1). гм=®( Sg \

֊ + о(1)/

и,согласно свойству (21)

?w- ;;=։"=,7ГЛц”">- (25>
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Из (25), принимая во внимание третье из условий (24), выводим, что 

" 1 ■ ՛
J Ал

Оценим величины 1

. (1 + г) М(г) ... . гт / 1 । ^ \ — min----------------- - , М (г) = ] | ( 14---- -  ) •
<■>0 гп ։ \ /

На основании (23) (положив р = 1, т = 2) имеем
(14- г) МИ > 4J2 ехр _ е) г („L г >0>

каково бы ни было г 0. Положим

’■'('•) = А ехр [(к-а — а) гр (г) ]

и найдем минимум этой функции. Для этого возьмем производную, 
приравняем ее нулю, получим уравнение

rf (Г)[р (г) 4- гр'(г) In г] = —» 7 = IWj—s.
' I

Если п велико, то и г велико, р (г) близко к р = 1, гр'(г) In г близко 
к нулю. Значит

/ п \ 1 . .
Г = ф ( ———• ) =------- --- ф (л), п -+ ОО.

\74о(1)/ Т4о(1)

Отсюда, учитывая, что
гр(О = __1_։

74-о(1) 
получим

min Ф (г) = [в7 + о (1)]" [ф (л)]՜". 
г>0

Следовательно
7« > А (г) [е7 4 о (1)|Л [® (л)]՜՞, л ֊+• <х> , 

откуда
In՜1 < | \ . 1 [? («)Г. л -е оо .

I —£) + °(1) J
При tj, близком к т, малом 8^>0, квадратная скобка будет меньше А։» 
если А։^> Ао = (етгс)-1. Это и дает нам то, что нужно, ибо в качестве 
Мг. в теореме 1 можно взять числа 7՜1.

Теперь убедимся, что в теореме 2 в качестве тп можно взять 
числа

л։п = Л2[ф (л)]Л, А2<А0.
Функция

М>) = П (1- ֊ ) = 2 СлХ» (с2я+։=0) 
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на основании (23) (положив '■> — 1, т =• 2) имеет тип при уточненном 
порядке р (г). Поэтому, согласно формуле (22),

lini ф (л) / |с„1 = -е՜, 
Л-*"»

откуда при любом s^>0
’■ ">N^-

L ?(л)
Такому же неравенству будут удовлетворять числа ,3„ (£>„ = ^я+1 = 
= |с2л1). При малом г^>0 получим

2f։nmn<oo, тп = л£[? (л)]я, л2 < ло = (-ет)

что и надо было показать.
Рассматриваемый случай интересен тем, что в нем указана точ­

ная граница Ло[?(л)]п для чисел Мп снизу и для чисел тп сверху.
Осталось привести конкретный пример уточненного порядка р(г), 

удовлетворяющего одновременно всем условиям (24). Положим

Р (г) = 1 ֊ ֊^-Г • ' ’ (26)
1п г

Очевидно, 11пар(г) = 1. Так же легко убедиться, что 11т гр'(г) 1п г =0

Имеем далее
ГР(О = ։ гр(г)-։= _1__ 0> г _ ео.

1п г 1п г
Обратная функция г = ф (О имеет вид

? (£) = (1 + о (1))£1п I, I — по, 
откуда 

- 1 
V------- = ֊».

ф(и)
Следовательно, порядок (26) — искомый.

В случае порядка (26)

Мп — Н\ (л 1п л)՞, тп = Ь" (л 1п л)я, 
где

А1>А0, А2>А(), Ао (е՞՜) '.

Ա. Ֆ. ԼԵՈՆՏԵ՚Լ. Հատվածի վրա ԷՐսպոնենւոհերի սիստեմի լրիվության հարցի մասին 
( ամփոփում J

*/'»"*•* 0<Հ).ո է օօ, V 1 = lim — — 0.
1 1-ո
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Նշվուս Հ P^l'l1 այնպիսի Л/q, М^* • * կիստեմ, որ իրական առանցբի [fZ, Л] հատվածի վրա 
անէպիտիկ յարարանչյուր ք ( X) ֆունկցիայի համար, ըստ Տ >*■ 0-Д կարեքի է ընտրել այնպիսի

Р ^Х
Р (х) Ддв * րադմանդամ, որը բավարարում է հետևյալ պայմանին՝

*1

\իո^ (x) — Р(п) (х)| <Հ гМп (ո^- 0, a Հ x ~<Ç ծ).
Я ; րյ

Այնուհետև նշվում է թվերի մի ուրիշ mQ, mv- • • սիստեմ, 1 / __1 --- այնպես, որ եթե

՝ նշված լոեսրի P(X) բազմանդամ ի համար

\pw (0)1 < mn (ո>0),
տպա ձախ կիսահարթությանյուրաքանչյոլր անկյան մեջ |P(x)[ *Հ A, որտեղ A-՚ն կախված չէ 

ШЛ կախված է լոկ անկյունից, | ЛД1 և |тд I հաջորդականություններիցդ

A. F. LEONTJEV. On completeness of a systen of exponents on an interval 
(summary)

Let

0<Jn Î 00 > = 001 Hn։ — = 0.
j л~~ l-n

A set of numbers Mo, Mv- ■ ■ is pointed out such that for anyonalitique on [a, b
P

function f (x) and any given s > 0 a polynomial P (x) = 2 “ne>7|X may be found such
1

that
//<"> (x) - P'n> (x)| <lUg (л > 0, a < X < 6).

Further on, another set of numbers m0, m։,••• is pointed out such that if

Qfn> (0)| < mH(n > 0), Q(x) = 36ne4 Հ ֊> œ,

then |Q (x)| < A for all x from the domain |arg — (x — x0)]< <fo < ՜^՜ > x0<0, where

A depends on |Хл |, x0, f0 and is independent from Q (x).
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С. О. СИНАНЯН

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЫ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ НА ОДНОМ КОМПАКТЕ

БЕЗ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК
В работе уточняются результаты статьи [1].

1°. Пусть Е— компакт на комплексной плоскости. Через А (£) 
обозначим банахову алгебру аналитических на Е функций. Элементы 
этой алгебры наследуют многие свойства аналитических на Е функ­
ций — например, аналитичность во внутренних точках компакта. Если 
же Е не имеет внутренних точек, то функции из А (Е) не обязатель­
но являются аналитическими на Е функциями. Но если нигде не плот­
ный компакт Е достаточно „массивен", то многие свойства аналитиче­
ских функций переносятся на все функции алгебры А (Е). Например, 
из обращения в нуль любой функции из А (Е) на некоторой порции 
множества Е следует тождественное равенство нулю данной функции 
на всем Е (свойство единственности аналитических функций).

Идея о возможности переноса таким путем свойств аналитиче­
ских функций на функции алгебры А (£), когда Е нигде не плотный 
компакт, исходит от Келдыша М. В. и Мергеляна С. Н.

В настоящей работе на примере одного компакта Е анализирует­
ся вопрос о переносе дифференциальных свойств и более глубокого 
свойства - свойства единственности аналитических функций, на функ­
ции алгебры А (£).

Пусть 1 = «о пг • • • — последовательность нечетных чисел, 
Мт = ПдПг• • ■ пт, т = О, 1, 2,Д — единичный замкнутый квадрат. 
Разделим А прямыми, параллельными его сторонам, на п։ равных ква­
дратов. Обозначим получившийся центральный открытый квадрат че­
рез Л1”, а остальные квадраты — через о/0, 1 < п?. Каждый из
квадратов о/0, в свою очередь, разделим прямыми, параллельными 

о
его сторонам, на тй равных квадратов. Обозначим получившийся з 
'ч центральный открытый квадрат через А;2), 1 < г п2, а остальные 
квадраты второго деления—через й<г>, 1<^р<^п^-п^.

Пусть квадраты о\к ։,։ уже построены. Разделим
каждый из этих квадратов прямыми, параллельными его сторонам, 
па пк равных квадратов. Центральные в о)*՜1’ открытые квадраты 
обозначим через Д<*), 1 .< (

Остальные квадраты к-го деления обозначим через
Продолжим этот процесс бесконечно. Определим нигде не плот­

ный континуум
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Еп Д\(бил<«).
*-֊։ I

Через обозначим концентрический к открытый квадрат 
1 ̂1со стороной----  4----- , где 5* — нечетное число. Положим
М №

Ет = А\Дт, где Дт = б ид|*). 
Л--/и /

Ет,: — множество тех точек из Ет Г) Е^ расстояние которых от
границы области От= Д \ (II IIД/^) не менее, чем о > 0.

к—1 I
Заметим, что 

тез (Е^\ Ет, ։) <тез (£)т\Ет. >,) <
»։-։ г / -г \2 1 I ~ -г*։

2) Если У-±±< + а>. то Д(£0)^=С(£0) (А (Ео) <= С (£0)). 
п»

Это утверждение есть частный случай результата Мергеляна С. Н. 
(см. |2]). (Написанный ряд представляет из себя сумму длин границ 
дополнительных к Е^ ограниченных областей).

Здесь и в дальнейшем будем требовать монотонность последо-
I вательности ■? для каждого натурального числа з. Отметим, что 

условие

2 /^1 < 4-00 (2)
*=1 Пк

( 1 +25) _±. +тез ( и ид'/'х (1)
к~, I \М / »•«<

<48«-М_։ + У лгё_։ ( (— + - А | < 43‘-М_։ + 4- (^У.

(При рассмотрении множеств Ет,« заранее предполагается схо- 
- /ЕЛ2 

димость ряда У I — ] ).
*-1 ՝ п* /

Из последней оценки видно, что выбирая сначала т достаточно 
большим, а затем 8 0 достаточно маленьким, множество Ет,.՝, по ме­
ре можно сделать сколь угодно близким к множеству Ей.

Через С՝’ (Ео) обозначим подмножество функций из множества 
С(Е0), которые з раз непрерывно дифференцируемы на всех множествах 
Ет, ь (т и 8 0 произвольны, производная берется по указанному мно­
жеству). Через С (Ео) обозначим множество всех функций из указан­
ных, которые на всех множествах Ет, ՛՝• бесконечно дифференцируемы.

дл 1
Утверждение 1. 1) Если Ит------ = 4՜ то, то А (£’„) = С (Еп).к- ~ Пк
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выполняется для п*~е<֊ при я > 1<^ (з + 1), а при а-^1о£(з+1) 
нарушается.

Любопытно отметить, что при выполнении условия (2) последо-

{дул 1 а
—будет убывать быстрее, чем е (я>0— любое),

а при нарушении условия (2) — возрастать быстрее, чем е* . Здесь 
сказывается влияние неустойчивости аналитической емкости (о не­
устойчивости аналитической емкости см., например, [3]).

В утверждении 2 обобщается утверждение 1 и уточняется 2-ая 
часть этого утверждения.

Утверждение 2. Если выполняется условие (2), то

А (£0) с С5 (£0)> (£о) ¥= С" (£0).
Заметим, что это и последующие утверждения можно без заметных 

изменений сформулировать и доказать для нигде не плотных компак­
тов, которые пслучаются удалением из замкнутых областей последо 
вательности открытых областей со спрямляемыми границами. (Форму­
лировки будут в терминах длин указанных границ).

Утверждение 3. Если

£1 log М
то А (£0) сС" (£0).

Утверждение 4. Если

У logff*zL-< + oo> (4)
£ log log TV*

то алгебра А (Ео) обладает свойством, единственности аналити­
ческих функций — из обращения в нуль какой-нибудь функции этой 
алгебры на некоторой порции множества Ео следует тождествен­
ное равенство нулю функции на всем множестве.

Замечание. В связи с утверждениями 2 и 3 отметим следую­
щее. Если А (£0) не содержит все непрерывные на £п функции, то 
А (£0) не может содержать также все бесконечно дифференцируемые 
функции (ибо ими можно всегда аппроксимировать любую непрерывную 
функцию).

Доказательство утверждений
2°. Пусть R (х) — рациональная функция, полюсы которой лежат 

вне множества £п и
Ц£|' = шах |£ (х)| < В.

будем называть квадратами к-го ранга. Через М обозначим номер 
наивысшего ранга квадрата который содержит полюсы функции 
£ (х). Через £*. / (х) обозначим ту часть разложения R (х) в сумму 
простейших дробей, полюсы которой лежат в
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.и
' /?(z) = P(z)4֊2 У/?*. ,(z),

*■=1 I

где Р (г)—многочлен (целая часть 7?(z)).
Лемма 1. Имеет место оценка

(5)

2 |/?м./(֊)|<6
‘ пм /

Доказательство. Основной в доказательстве служит фор­
мула

/?*, / (*) = — [ dt, zT Aj57 -
2«i- J t _ z (6)

Пусть г0^б*о/,И ։>. Рассмотрим квадратные рамочки т։ = 5}՜,'1 ՝\ о2, • ••,
„ 1’Л'„_։ которые концентричны к -и имеют ширину - -----„ каждая по-

ЛГ.и-1
следующая окружает предыдущую, и образуются из квадратов 3/”՜”.
я* содержит не более, чек 8-Х: из квадратов ЗУ”՜1’. а* содержит не- 
более, чем 8 А из квадратов Зуи֊1\

Согласно формуле (6) при 5*И ])с:о* имеем
4В

дд<и>

Nm = 2В
2к£- _L_ " Л л.и

Nm - j

Откуда
Дж0)| < 8 • к • - 2/ - <_ — • 

i к ' п.и пм

Суммируя последнее неравенство по всем рамочкам, получим 
2|/г.и./(г6)|<б^’^и՜1- (7}

* пм
.и

Лемма 2. Обозначим Фт (г) =Р(г) — 2 У /?*, / (г). Имеет 
к-=т I

место оценка |Фт (г)| А -В, где

А=[](\+~\.г^п. (8)
ь֊Л Пк / < К=>1 ՝ '

Доказательство. Из леммы 1 следует, что 

|ф.и(г)|<< 1+ бМи-1Л.Д, гСи^Г՜1’. 
\ п.и / 1

Так как Ф.н (г) аналитична на любом квадрате 3/И-1), то
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— —Т-. —    _ _____________ - —---------- ■ —— - я ■■ — ֊--- ■■-■՛.- -------

|Ф.и (г) | < ( 1 + 64,1 ■ В при г£и 3^՜” •
X л.и / 1

Но уз/" - ։)= д \ ' уд}*’) = Ди.

Ф.и (г) находится относительно области Ди-1 в такой же ситуации, 
что и R (г) относительно Ди. Поэтому последовательно можно при­
менять оценку (8):

|Ф.^։|<( 1+ ^^-\в, гЦ>М-Ь
\ Л.И / X Л.И-1 /

67У*-1
Л*|Фт Ы|<

м / 
в-П (։ + 

кт 4 
Откуда

|Ф„, (г)1 <А В, ^Д,; \Р (г)| < А • В, (9)
Лемма 3. Справедлива оценка

м
2 2|/?*./(г)|<7 ДД£ж, где г£Е„, 

к^т /

(10)
*=т

Доказательство. Из (6) имеем
|Ди./(г)|<Л^-’ ^СД|Ж).

Ли
Для остальных индексов, как при доказательстве леммы 1, имеем

2 \Вм. / (г)| < №՜'-• В, г&\М - ”.
Ь1 пм

Объединяя эти два неравенства, будем иметь
2 Ки., Ы| < 6 /Ди +1) ■ в, »1" -11 <йч-
) X Лл ■-‘.и/

Так как 1 — произвольный индекс, то

2|Л».,(г)|<б/Ды- + ։ \ ,в, 2? и й"-’>хдрт)_
/ \ п.и Д.и / I

= сидГИ)- (И)
I

Из оценки (8) леммы (2) следует, что Ф.и (г) находится в такой же 
ситуации, что и R (я) в наших последних рассуждениях. Поэтому со­
гласно оценке (11) имеем
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2|/?.и—1, / (я)| < 6АВ - + ֊^—У г^С и 3 " “ ” •
/ \n.W-l Э.И-1/ 1

Написав подобную оценку для всех Фг(я), г — М, М—!,•••» т, 
и затем объединяя их, будем иметь

2У|/?*.,(я)|<6ЛВ Ат> г^С и иЗ*’.
. * , к=/п1

3 . Доказательство утверждений 2 и 3. Пусть выпол­
няется условие (2) и /(я)—произвольная функция алгебры А(Е0). 
Рассмотрим последовательность аналитических на Ео рациональных 
функций [7?, (я)}, которая сходится к /(я) (в пространстве А(Е0)). 
Для рациональной функции 7? (я) = R, (я) будем сохранять все пре­
дыдущие обозначения.

Пусть я£СД^'П; я. Из формулы (6) следует

& р 51 г — Км,/(я)=—■ 
аг* 2~г J

Аналогично доказательству леммы 1 имеем

сГ'
4 В • з1 —

Ми
2п 2и\+։

Мм)

2Вз1 Ми 
2« ’ 55+։ •

Для остальных индексов /, 8| н 1} с: а* можно записать оценку

сР
^7/?.и./(г)

45—-з! 
Ми 2В-з! Ми-1 

^։-и„ ■

Суммируя последнее неравенство по всем рамочкам а* и прибав­
ляя к предпоследней оценке, получим

У. о / \ 22?-ж! 0 о Ми । 8Ми-1 ~'л(И)
7 агг г. Ем к*-пм

Совершенно аналогично оценкам лемм 2, 3 можно получить не­
равенство

л
2 2
к-т I нг՝'

<^(>ВА\ <1т я^Си ид/*1, 
к—т I

(12)

во ОО
где А = р (1 + ₽*), ат = 2 р*.

Л=1 к=т
9-201
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Последовательность [5*} выбирается так, чтобы сходился ряд д
*.֊1 5*

Заметим, что

тез

Оценка (12) справедлива вне множества * Ц, и д}**. Тогда имеем

|Ф„, (г)|<В-(14-б4։■«.,), г^От\ ( и иД/*’)- (I3)
\А->ш I /

Так как Фт (г) аналитична на области Ет, то из последней оценки 

следует, что внутри области От последовательности I —— Ф„, (г)
I аг1 )

при любых т, I равномерно сходятся при е —► + 0. Далее, применяя 
оценку (12) к разности 7?ц (г) — /?., (г), получим, что последователь­
ности

|/?.(г)}, |^-/?.(4

на каждом множестве Ет, а при а —» ֊г 0 равномерно сходятся. Следо­
вательно, предельная функция /(г) последовательности !Л,(д)) при­
надлежит С3 (Ео).

Доказательство утверждения 3 содержится в доказательстве ут­
верждения 2, ибо при выполнении условия (3) условие (2) выполняет­
ся при любом натуральном 5.

Перейдем к доказательству утверждения 4.
4°. Рассмотрим произвольную функцию / (г) алгебры А (£^). ко­

торая обращается в нуль на некоторой порции множества Еп. Пусть 
—наибольший квадрат среди (с наименьшим верхним индексом), 

который принадлежит указанной порции. (г)) — последовательность 
аналитических на Ео функций, пределом которой при г у» +0 на Еп 
является функция / (г). Обозначим

я (е) = тах (г)|, где 30= £0 П (14)
^11 0

По условию Вт а (з)=0.
։-► + 0

Применяя оценку (10) относительно квадрата будем иметь
и ♦* -
2 Е |/г*.<(г)|<б а(е).В.^+1, и и**Д?, (15)

*-*«+։ I **-*»+! /

где (**) означает, что суммы распространяются по тем индексатд г, к,
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•ц» »-• тг — , . —- _1_. - ——- " - ■ — . -ж- п ՛՛■ ж _1 ь-ж,г =дс=—и

для которых Д}*) принадлежат квадрату Тогда на множестве

'*■ ( II Ь ** Л1*։ ) имеем (согласно принципу максимума)
/ /

£ 2^2?*,/М
*=-*,.+։ /

О (в)4-6В-а (в) £*о+1. (16)

Следовательно, оценка (16) имеет место на множестве ,3)*»). Еще 
раз обращаясь к (14) (сопоставляя с оценкой (15)), получим

2 У**|Л*./ (г)Г<2а(в)4-65-а(в) Дк։;1, г£С I) и ** Л<*>.

Так что с самого начала можно предположить, что рациональные 
функции 7?« (г) аналитичны на квадрате 3|*»).

Обозначим через О՝т область

(т՜1 \ и и * ’ ) >
*=1 I /

где знак (*) означает, что сумма распространяется по тем индексам 
{, к, для которых квадраты Д{*’ находятся во внешности квадрата 3|*>).

50 — концентрический к о(*»> круг с радиусом г0 =---- ----- , Гт =4М„-1

= дОт. От=От\ 50. Основную роль в дальнейшем доказательстве 

будут играть оценки гармонической в области От функции о»т (л):

“>т (г) =
1 при г £ <?50 
О при г£Гт

Из оценки (10) и из аналитичности функции Ф^(г) на множестве

и О Д<к) имеем 
т I

|Ф<Д> (я)| < В + 1АВ-Ьт < С, г £)'т.

Кроме этого (опять используя оценку (10))

|ФЙ>М|<С-

В силу принципа максимума для субгармонических функций имеем 

1Фт>(2)1 < I С ( а (в) + - С1՜ Шт1г) =

I
. . —1 1

а (1) + ~— | 
= V -е , г

Мы можем рассмотреть настолько маленькие значения е>0, для 
которых т~х. Тогда

-Л/Д
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log I a (s) -J- -1 1< log 2+log Nm-i — log nm.
I nm J

Можно записать центральное для доказательства неравенство

|Фт (г)|<Се , г г (17)'

Займемся оценкой гармонической функции (д). Область От
1 1 ысостоит из коридоров ширины не менее, чем—  ——. Через г т 

Мт 2 Мт-1

обозначим подмножество всех тех точек Dm, расстояние которых до 

границы Dm не менее, чем т~ . (Нетрудно проверить, что 
Мп-1

mes (E0\Fm) -» 0 при zn —► 4՜ <х>).
Пусть С — произвольная точка множества 7*м, r0, z0 — радиус и 

центр круга Sa. Выберем такие круги 5X,JJS«,՛ • - , SP с центрами zu z,,- • ■ 
1• • •, zр и радиусами г = г։= г3 = — = гр = ——-----, соответственно,

2 Nт-2
что |z* — z*+j| = к>1, |z0— Zj| = — г0. Точка 'ÇSp удалена от dSp

2 ’
Зт- 1 на расстояние не менее, чем ------ -
Мп-1 

Нетрудно видеть, что количество этих кругов — (р 4՜ 1)! можно
взять не более, чем 8Л'т_2 4

Далее рассмотрим гармонические функции 14) (z), Hi(«),֊ ■ •, Ня (*)•

H>(z)--=log֊^-^-/log^-. 
/•Г о / Z

Но (z) = 1 при |z — zj| = г0 и 14) (z) = 0 при \z —z0| = 2г0. Обозначим
\ = \z——I, 2«'"> P- На круге Sj имеем, оценку

На круге S"2 будем иметь оценку

Hi (^)>X1-log 2-------« Ilog -L = V bg ^log4

г { о о / 8
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Определим

M*)-^4og-^֊^l|log-l. 
г I о

На круге S'3 имеем оценку

И вообще

Н* («)='֊! >4՜’ log rz*'/log у •

На круге Sk ։ имеем оценку

В силу принципа максимума гармонических функций имеем 
(г)>Нр(г), г^Зр.

Кроме этого
•Ь/д —1

1Ъ> (С) > л^՜1 • -—М1ог ֊1֊ > 1ог-----^±|1ог
г | о г I о

֊֊> ) П>-1. .Х> /Ч-՝2
Лда—1

Сопоставляя последнюю оценку с оценкой (17), получим 
1 ™т-2 5Ш_։ ,--•'■а • , J0K«m

|ф£(С)|<С-е ' т ,^Fm. (18)

Из условия (4) имеем
Sm-l •.4Л’„,_2 1 Sm֊\ J°K 1°К «m+ 4Am_210|j X, __ _____ ______
--------/-2 т Mog пт • -------  е т т 1 ос при т-* оо.
Tim—1 Tim—1

Поэтому

lim Фт’(г)=0 (8 = s(m)), r^F0 -- II П Fi,; mes (E0\F0)=Q. 
m -* «» m==l k^m

Также учитывая оценку (10), приходим к окончательному выводу: 
за исключением подмножества Ео, мера которого стремится к нулю 
при т — оо, в остальных точках множества Ео равномерно /?, (z՝) — о (1) 
при е-> 4-0. Откуда следует, что /(z)^0, z£E0. Утверждение 4 до­
казано.
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и. Z. ՍԻՆԱՆՅԱՆ. Առանց սերГ|։Ь կետերի մի կոմպակտի վրա տրված ա£ա|իտիկ ֆունկցիա­
ների թանախյաէ ալցեթրայի ցիֆերենցիալ հատկություններր (ամփոփում)

Ամենուրեք նոսր փակ բազմության օրինակի վրա ցույց է արվում, որ այղ րադմ ութ յան վրա 
անայիտիկ ֆունկցիաների դիֆերենցիալ հատկություննևրր կարոդ են փոխանցվե լ սահմանային 
(հավասարաչափ) ֆունկցիաների վրա։ Սահմանային ֆունկցիաները կարող են նաև ժաոանզեյ 
անայիտիկ ֆունկցիաների միակության հատկությունը (այն բանից, որ ֆունկցիան, ընդունում / 
զրոյական արժեքներ փակ բազմության որևէ սյորցիայի վրա հետևում է, որ ֆունկցիան նոլյնա- 
րար հավասար է զրոյի ամբոզշ բազմության վրա)։

Տրվում են քանակական դնահատականներ։

S. O. SYNANIAN. Differential propertie։ of Banach algebra of analytic 
function։ on a compact witbout Inner points (summary)

Using an example of nowhere dence compact it is shown, that differentia) pro­
perties of analytical on a compact functions expand to the limiting functions (uniform). 
The limiting functions may as well inherit the property of uniqueness of analytic 
functions.
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С. Я. ХАВИНСОН

О ПОНЯТИИ ПОЛНОТЫ, УЧИТЫВАЮЩЕМ ВЕЛИЧИНЫ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ АППРОКСИМИРУЮЩИХ полиномов

Введение

Хорошо известно, что возможность сколь угодно близкой аппрок­
симации элемента ю в нормированном пространстве X элементами 
подпространства Е^-Х эквивалентна тому, чтобы всякий линейный функ­
ционал 1£Х*, обращающийся в нуль на Е, был бы равен нулю на эле­
менте ю. На этом основывается связь между проблемами аппроксимации и 
теоремами единственности теории аналитических функций. С рассмат­
риваемым линейным функционалом часто удается связать аналити­
ческую функцию и равенство функционала на некоторых элементах 
нулю означает обращение в нуль данной аналитической функции в 
определенных точках. В теории аналитических функций имеются, 
однако, более сильные теоремы единственности, когда заключение 
/(я) = 0 вытекает из того, что /(я) лишь достаточно мала на опреде­
ленном множестве. Каким фактам полноты систем отвечают подобные 
теоремы единственности? Оказалось, что связь с этими теоремами 
единственности имеют такие аппроксимационные процессы, в которых 
в расчет принимаются не только отклонения приближающих полино­
мов от приближаемой функции, но и величины коэффициентов прибли­
жающих полиномов. Основы теории полноты, учитывающей величины 
коэффициентов аппроксимирующих агрегатов, были даны в работах 
Дейвиса и Фань—Цзи [1] и автора [2]. Конкретные результаты 
были этим методом получены в [1]—[7]. В заметке [8] было дано 
дальнейшее развитие теории и сформулированы новые конкретные 
результаты. В настоящей статье дается подробное изложение доказа­
тельств теорем из [8].

§ 1. Общие теоремы

Пусть X— нормированное пространство. Рассмотрим, наряду с X, 
последовательность п-мерных пространств Еп, состоящих из точек 

кп), п — 1, 2,*՛՛. В Еп считаем заданной норму (или полунор­
му) М, причем предполагаем выполненным следующее усло­
вие согласования:

Р С7!» ‘ > Ал) = Р Оч, • ■ • ։ /-Л, 0, • ••, 0) (1)
т-п

для ут^>п и любых ՝лЛ. Сопряженное к Еп пространство обо­
значим £*, а норму в £' обозначим через р*. Выделим в X систему 
элементов I?/), _/=!,•••. Для произвольного положим
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р (ш) = inf ton р (л*,---, Л* ), (2)
Дг—*

где inf взята по всем системам (>֊*,•••, >£ ) таким, что

|“-2х*?/|-о. (3)

Если для данного вообще не имеется последовательности линейных 

комбинаций элементов (®/|, сходящейся к ю, то полагаем р («>) = оо.
Определение. Мы скажем, что система (?/}, j — 1,- • •, О(р) 

полна в X, если р(и>)<^оо для \fi՝>£X. Если же для ую^А' будет 

р («>) = 0, то скажем, что {?/} будет о (р) полной в X.

Лемма 1. Если X — пространство Банаха и р(ш)<^оо для 
элементов образующих множество второй категории в X, то су­
ществует константа С>0 такая, что

р (ш)<СН, У'<X (4)

Доказательство леммы основывается на принципах теории Банаха — 
Штейнхауса и приводится для полноты изложения. Обозначим через Хм

множество элементов «», для которых р (ш) -С М, М^>0. Множество Хм — 
замкнутое. Действительно, пусть [шп| с Хи и — w. Взяв s^>0, най­
дем о»я такое, чтобы ||о> — шя| е. Для шя подбираем линейную комби-

N N
нацию 2 такую, что |<»л — 2 >•/?/j<s, р 0>։,-• W < Af-f-s. От- 

1 1

сюда сейчас же следует, что р и ш^Хм- Пусть- Y— множество

всех элементов, для которых р (w) < со. Функция р (ш) есть полунорма 

на У (т. е. р («»j+wjXp (wj + р («,) и р (vcu) = |v|р («»)). Далее, Y= 

= (j Хм и У—множество второй категории. Поэтому некоторое Хм
Л=1

не будет нигде не плотным и, будучи замкнутым, содержит некоторую 
сферу 5 (о։, г) (»—центр, г—радиус). Тогда сфера S' (0, г) с Хгм„ и 

для любого w £ X имеет место неравенство p(w) -С ՛ Ц-

Теорема 2. Пусть X—банахово пространство. Следующие 
условия эквивалентны:

1. Система {<?>/},/=1,-• •, О (р) полна в X.

2. Р (W)<C 00 для элементов, образовывающих множество вто­
рой категории в X.

3. Существует константа С>0 такая, что для произволь­
ного линейного функционала 1^Х* из неравенств
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Р* (/(?։),•••, '(?«))< 1, л = 1, 2,--- . (4)
вытекает неравенство

У\<С. (5)
Доказательство. То, что 1—2— очевидно. Покажем, что

2—3. Согласно лемме 1, зС>0 такое, что р («)-С С, если
Если бы утверждение 3 было неверно, то при любом АГ^>0, ^Ц^Х* 
такой, что имеет место (4), но И= Т^>К. Поэтому И=1> Л^я

которого |/0 (°')1 ^>՜՜՜ Т. Воспользуемся теперь соотношениями двой- 
2 \

ственности работ [6], [12], из которых следует, что

зир |/ (<ч)| = 1п£ 
т п

/»'(/(?.)....... ։<?я» ։ (т/;
я-։, 2,—

(6)

Но так как очевидно, что

֊֊ Г<|/0 (<■>)!< зир |/(<о)1, (7)

где зир взята по тем же /, что и в (6), то

1п1 
я 

!*/!

1_
2 * (8)

Отсюда немедленно следует, что для любой последовательности 

2 /./ ”* 10 имеет место неравенство

—- 1։т р (/.}, ) ]> —
1 ”к 2

и, следовательно, Р (ш) — Т. Так как Т сколь угодно велико, то

получилось противоречие с тем, что р (ш)-С С. Итак, 2—»3. Для того, 
чтобы показать, что 3—»1 опять воспользуемся соотношениями двой­
ственности из [6] и [12]. Тогда по соотношению двойственности для 
V ®£Х имеем при любом К^>С

зир / (ш)1 = Ы XI 4-р (Ч,-
я-I ։

р'(1 (т.).—, / (ФЛ))^։( 
ли],

ч (9)
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С другой стороны, так как из (4) следует (5), то левая часть (9) не 
зависит от К. Это может быть лишь тогда, когда

sup |/ («)|= Р (w), (Ю)
где sup взята по всем I, удовлетворяющим (4). В силу (5) получаем 

Р (10)<С °° и теорема доказана.
При значении С = 0 из (4) получаем критерий о (р) полноты.
Теорема 3. Для того чтобы система |®у|, j =!,•••, была 

о (р) полна в X необходимо и достаточно, чтобы для любого ли­
нейного функционала I £ X* из неравенств (4) следовало бы, что

1 = 0- (11)
Достаточность следует из рассмотрения соотношения (9) со сколь 
угодно малым Необходимость — из рассмотрения (9) с К = 1.

Так как теперь правая часть, совпадающая с р (и։), равна нулю, то 
из условий (4) и ։/|j<l вытекает (11). Очевидно тогда, что из условий 
(4) всегда вытекает (11). Несколько иное доказательство теоремы 3 
дано ранее в [2].

§ 2. О полноте простых дробей

Пусть G—единичный круг |z| < 1. Г = 6G—единичная окружность. 
Рассмотрим пространство С л (Г) функций, аналитических в G и непре­
рывных в G, с обычной нормой

11/11 = шах I/ (z)|= max |/G)I.' 
izi i .’er (iz)

Зададимся последовательностью [fn), л=1,---, положительных чисел 
и поставим следующий вопрос. При каких условиях на {/„} можно по­
добрать систему простых дробей —j, |аЛ|>1, чтобы для любой 

/(г)^Сд(Г) нашлась константа С(/)>0 такая, что возможно была 
бы аппроксимация

п* 
/(С)-2х* 

I
1 

С—а/

при выполнении условия

|\*1 < с к = 1,..., /=1,-. •?

—►0, к — со (13)

(14)

Иными словами, при каких условиях на (/„} можно найти систему дро­

бей ------1, которая будет О (р) полна в пространстве Сд (Г) при
ап )

Р От,- л = 1, 2, - ? (15)
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Теорема 4. Пусть задана последовательность [7Я}։ 7я^>0, 
л՜и р (>а,- • •, 1-п) задается формулой (15). Для того чтобы 

существовала система дробей).----- — к |а„£>1, л=1, которая
I* ]

была бы О (р) полна в пространстве Сд (Г) необходимо и доста­
точно, чтобы

2 7/ = оо. (16)
. 1

Если выполнено (16), то существует система дробей, которая 
о (р) полна в Сд (Г).

Чтобы доказать теорему нам потребуются две простые леммы.
Лемма 5. Существуют точки |г„), |г„|^>1 и числа ол ^>0, 

л = 1, 2,••• такие, что для любой аналитической при |г|>1 функ­
ции Е (я), Е(со) =0, из условия

2 Зп|/Г(гя)|<со (17)
1

вытекает, что Е (я)=0-
Доказательство. Возьмем точку г0, |г0|>1, и пусть гп — г0, 

дя — различные точки. Подберем Зя столь большими, чтобы из сходи­
мости ряда (17) следовало бы, что |/՜ (дя)|-С С (Е) ехр (-------------- .

\ |хя — г0[/ 
Ясно теперь, что (17) влечет Е (д)=0.

Лемма 6. Пусть ряд (16) расходится. Всегда существует 
последовательность различных точек |хя], [х„| 1, л=1, 2,-..
такая, что для любой аналитической при 1г|^>1 функции Е (г) 
ограниченного вида, Е(ос)—01 из условия

ЭР
2 1п |/г(ая)|<оо (18)

1

следует, что Р (г)=0.
Можно ограничиться случаем \Е (г)|<;1, так как любая функция 

ограниченного вида есть частное двух функций, ограниченных по мо­
дулю единицей. Запасемся положительными числами £/, 7=1,՛ • такими, 

чтобы ряд2 2/ tj сходился. Берем точку из предыдущей леммы, со- 
1 

ответствующее ей число о։ и фиксируем индекс кг так, чтобы

#14—*4՜ 7*. >31- (19)
Берем теперь различные точки х։, • • •, а», столь близкими к гг, чтобы 
для любой Е{г), |Г(г)|<1 было бы

1Г(а/)-Г(з1)|<Е/,/ = 1,-.., кг. (20)

Берем далее точку г, и фиксируем индекс к^>кг так, чтобы
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/*,+!+•••+#*,><• (21)
Выбираем различные точки «*,+։.- я*, столь близкими к г.,, чтобы

|Л' (а, )- Г (г2)| < е,, / = Ъ+1, • • •, Л8 (22)
для всех Е(г), |/г(г)К1. Продолжаем это построение для всех г*. 
Получившаяся последовательность {я/} — нужная. В самом деле. Если

2 Ь\Е(«/)!О, 
то /-1

2 2„ |Г (г„)]< 20 |Г (я/)| + 2 о 0 • (23)
Л“1 1 I

Таким образом, из (18) вытекает (17) и поэтому А (г)=0.
Доказательство теоремы 4. Пусть ряд (16) расходится и 

(а/ ] — точки, построенные в предыдущей лемме. Покажем, что система 
1—-—I, п=1,--- будет О (р) полна. Для нормы р (>֊։,-• •, >֊Л) вида (15) 
К—Я„ ] 
норма р* в сопряженном к Еп пространстве Е‘п задается равенством

/’’(съ---, сЛ)= 2о1с/1- (24)
1 

Пусть
/(П=р(С)^

какой-нибудь линейный функционал над Сд (Г). Здесь |*—представляю­
щая, согласно теореме Рисса, функционал I—борелевская мера. Обра­
зуем аналитическую функцию ограниченного вида в области |г|^>1:

• (25)
г

Если положить ©։ = —-—, /=1 то I (<Р1) = Е(ч]).
С-я,

Допустим, что удовлетворяются неравенства

Р* (/(?!),- ••»/(?»))<!, (26)
Тогда ряд

2 0 \Е (<Ч )
1

сходится и поэтому, по лемме 6. Е (г)=0. Но тогда <Ур.= ® (С) </», где 
® (С)—граничные значения на Г аналитической в С функции ® (г) клас­
са Нг (см. [11]). Но тогда для любой / (г)^Сд (Г) будем иметь

/(/) = У / (0 ? (С) Л =0,

г
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з силу теоремы Коши. Следовательно, /^0 и осталось воспользовать­
ся теоремами 2 и 3, чтобы убедиться в том, что система взятых нами 
простых дробей О (р) и даже о (р) полна в Сд (Г). Допустим теперь, 
что

2 *7 О- (27)
1

Пусть = —-—I—произвольная система простых дробей. Для того 
I С—««)

чтобы показать, что эта система не может быть О (р) полной в Сд (Г), 
чадо, согласно теореме 2, убедиться в том, что существуют линейные 
функционалы I, для которых

Р* (/ (Ь), • • •, I (?-))= 2 01/ («Р;)1 < 1, (28)
1

я=1, 2,- •,
1 ЛА—сколь угодно велика. Возьмем произвольное натуральное число 
К и пусть т таково, что

2 о< 7 • (29)
т-Ь1

Построим аналитическую при |С£>1 функцию

Очевидно, что ՛!» (со)=0 и |'Ь (С)| = К на единичной окружности. Рас­
смотрим линейный функционал I над Сд (Г):

/(/) = ֊т[/(СШС) Л. 
и

Имеем

,, ч 1 Г -НО л , / ч , I (®;)=— : =Ф(*/), 7=1,-•••
2кг J С—Я/

г
Поэтому

Цф/)=0,л»; |/(ф/)|<Л՜,/ = (30)
Лз (29) и (30) вытекает, что

2 ^\1 (?/)1<1. 
1

։ поэтому (28) удовлетворено. С другой стороны для функции 
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входящей в С а (Г) и имеющей |/Ц—1, будет выполняться соотношение 
на Г:

/(С)Ф(С)Л = ЗД C=ert.

Поэтому 1(f) = АГ/2՜ и, следовательно, Ц/| > К 12՜. (На самом деле 
Ц^ = А72К)- Доказательство завершено..

Заключение теоремы 4 остается верным и при замене простран­
ства Са (Г) пространствами Нр, р>0. Можно также рассматривать 
аппроксимацию в обычных пространствах С (Г) и Lp (Г), добавляя к 
дробям с полюсами во внешности круга дроби с полюсами внутри 
круга.

Интересно дополнительно отметить, что для функций, аналити­
ческих в замкнутом круге, возможна аппроксимация дробями с весьма 
малыми коэффициентами, для которых условие (16) наверняка не вы­
полняется. Это не противоречит нашей теории, ^так как функции, ана­
литические в замкнутом круге, образуют в С а (Г) множество первой 
категории.

§ 3. К теореме Мюнца

Теорема 7. Пусть кг,--, 1сп,-------точки в правой полуплоско­
сти, удовлетворяющие условиям

2֊- = °°> l*/+։|֊l*/l>rf>0, У=1,---, (31)
1 М

а последовательность положительных чисел [>;} такова, что
lira vj = <х>. (32)

j — ~
Положим для У/п

п
Р (\>» 'ъ"'' > '•«) = Р ('-1, • ■ ■, ^֊л) = е • (33)

1

Тогда система степеней 1, z*‘, • • •, z*rt> - • ■ будет о (р) полна в про­
странстве С [0, 1]. Если все ki ^>0 и А > 0— произвольное число и 
мы положим

'•«)= 2 e~Akj՛, л = 1,2,.--, (34)
1

то система 1, z*11, •••, zkn не будет о (рг) полна в простран­
стве с [о, 1].

Доказательство. Поскольку в устройство норм р не входит 
рассмотрим подпространство Со [0, 1] пространства С [0, 1], со֊ 

стоящее из функций, обращающихся в нуль при Jz=O. Если мы дока­
жем, что система z*1, z*1,՛՛- о(р) полна в Сп [0, 1], то очевидно, что 
система 1, z*1,--- будет о (р) полна в С [0, 1].
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Для (33) полунорма в сопряженном пространстве определяется 
как

р* (с1։* • ся)=тах {е'/|А/| |с/||, «=!,•••. (35)
I /<я

Если I (/) какой-то линейный функционал над Со [0, 1]:

/(/) = Г =(0, 1],
г

«—бирелевская мера, то образуем аналитическую функцию

/ (я) = | е1 (36)

г
ограниченную при Ие г>0. Имеем

/(№*/) = /=!»•••• (37)

Если выполняется условие (<ру=я^)

Р* (/(?1),-",/(?л))<1, (38)

то в силу (35) отсюда получаем

(М<1. 7=1,- ••
И, следовательно

1п |Г(Л,)|
Нт -------------- — = — ос.

к)

Согласно теорем? единственности И. В. Ушаковой [10] отсюда выте­
кает, что Г (я)^0. В частности, при любом

Р (к) — ( шк <7[1 =0.

В силу обычной теоремы Мюнца о полноте отсюда следует, что мера 
[*=0. Мы доказали первую часть теоремы. Последний шаг в ее дока­
зательстве можно было бы провести и иначе, использовав рассуждения 
из [9], стр. 39. Чтобы убедиться в справедливости второй части тео­
ремы следует снова опираться на критерий из теоремы 3 и заметить, 
что теперь из условий (38) (где р взято по формуле (34)) не следует, 
что /=0. Действительно, если Д^>0—задано, то, взяв р0, 0<^р0<^1, 
таким, что 1п р0<^—А, увидим, что функция е*|пр" имеет вид (36) и для 
нее

11т
- -г - «О х
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§ 4. Одна теорема о моментах

Теорема 8. Пусть Г — компакт в комплексной плоскости, и 
—некоторая борелевская комплексная мера на Г. Положим

с„ = Г п=1, 2,... (39)

Г

и пусть

Пт |сл| = R. (40)

Относительно устройства Г предположим следующее. Пусть И— 
круг и Г'—часть Г, лежащая вне И. Если 2—дополнитель­
ная к Г область, содержащая <х>։ то Г'сд2. При выполнении 
всех этих условий замкнутый носитель меры р содержится в О.

Настоящая теорема не относится непосредственно к проблеме 
полноты, однако метод ее доказательства близок к тому, которым мы 
установили обобщение теоремы М. А. Лаврентьева в духе О (р) пол­
ноты [7]. В силу указанной близости рассуждений, доказывающих 
сформулированную теорему, к проделанным в [7], мы приведем дока­
зательство более конспективно, чем в предыдущих параграфах.

Рассмотрим функцию

В окрестности t= о: F (f) разлагается в ряд

F (t) = £cU֊<*+J)„ 
6

сходящийся при £> R. Сумму ряда обозначим через (£). Следует 
доказывать равенство F (t)=Ft (f) при a priori это равенство
может нарушаться в точках Г'.

Сперва допускаем, что F (t)= F1{t) почти везде (относительно 
плоской меры) вне круга D. Тогда легко устанавливается, что вне 
этого круга мера р- отсутствует, (ср. [9], стр, 39).

Допустим теперь, что равенство Fx (f) = F (t) не имеет место 
почти везде на Г'. Это означает существование точки f0 £ Г', в ко­
торой

и (^о)=У=^՝(^о)- Возьмем круг £>, радиуса #+е и пусть 2, та из до­
полнительных к А и Г областей, которая содержит При достаточ­
но малом точка . Для произвольного многочлена <2 (/) имеет՛ 
место равенство:
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р2(0<^ = ^. (0<2(0Л.

г ад.

Поэтому мера чг вводимая соотношением

'• (е) = н (е П Г) — Г։ (() а1,
«ПвР,

ортогональна к любому многочлену. Исходя из этого устанавливается 
тождество

|^=<2(М (Лг 

Л * *о Л * *о

(интегрирование по Г1 = Ги <?£>,). Если Р (Гх)—алгебра всех непрерыв­
ных на Гх функций, являющихся равномерными пределами полиномов, 
то для V# (0 £ Р (Гх) имеем

> (0 б ч
(֊4

= Я('о) |

И.

бч

<4
(41)

Сужение Р (Г։) на — алгебра Р (д2,) есть алгебра Дирихле (см. 
[9], §§ 5—7). Поэтому минимальная граница Р (<2£2։) совпадает с д&,г 
и поэтому имеется функция й £ Р (д£,), пикующая в точке #0. Да­
лее приходим к противоречию с (41) точно так же, как это сделано 
в [9] на стр. 41.

§ 5. О теореме М. А. Лаврентьева

Метод доказательства, примененный в [7] (и повторенный только 
что в § 4) позволяет установить несколько более сильное предложе­
ние, чем сформулировано в работе [7].

Теорема 9. Пусть Г — компакт в комплексной плос­
кости-, нигде не плотный и имеющий связное дополнение. Пусть 
Со (Г)—подпространство в С (Г), состоящее из функций, нормиро­
ванных условием

/ (0)=0
(если 0£Г). Пусть{шп} последовательность положительных чисел, 
для которой

Ит шп =Л-* "О

Определим нормы Р (10, •••, лл) равенствами

1Г ш/
Система степеней {«"{, п = 0, !, ••• будет о (р) полной в Со (Г)., 

, Если о— предельная точка Г
10—201
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lim у wn 
n— *

и мы положим

Р1 (>•<.,•••. М = тах р— . о / :л | -ш/

то система |х*[, л=0, !,••• не может быть О (р^ полной в си (Г).
В работе [7] был рассмотрен лишь функционал р, ч. р.

§ 6. Об областях класса 5

В настоящем параграфе мы видим применения соотношений, на 
которых основаны результаты § 1, к характеристике областей класса 
В. И. Смирнова (см. [11]). Согласно известному результату В. И. 
Смирнова [13], М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева [14] области 
класса 5 характеризуются тем, что в них система полиномов полна в 
классах Ер, Излагаемая ниже теорема тесно связана с этим фактом и 
также дает характеристику аппроксимационного характера для обла­
стей класса 5.

Пусть С—область со спрямляемой границей Г. Введем для 
ух £ С следующие величины:

п1
t— z i—Zk

1Л1, (42)

И

тЦ-ЕЛ- 1Л|+2М|. (43)
Г—X j t—Zk J J

где inf взяты по всевозможным п, всевозможным наборам точек 
Xj,---, z„ вне Ок произвольным коэффициентам >,,•••, >.д. Очевидно, 
что 2j (х)< 2s(z).

Теорема 10. Если
(44)

то G£S. Если G£S, то
sug 2S (z)<2. (45)

Д о к а з а т е ль с т в о. Допустим, что G £ S. Тогда существует 
(см. [11]) функция а0 (г)£Ег (G), для которой [а0 (f)|-Cl почти везде на 
Г и тем не менее sup |а0 (х)|=со. С другой стороны, согласно теоре­

мам двойственности .будем иметь

2i (х) = sup ja (x)|, (46)
где sup взята по всем a,(x)^ £։ (G), |s(f)Kl п. в. на Г. Ясно поэто­
му, что 2։ (х) > |։0 (х)| не является ограниченной в G. Пусть теперь 
G<- S. Из соотношений двойственности следует равенство
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2։ (z) = sup
г

я (0 dt 
է — z

(47)

где sup взята по функциям я (է) на Г, для которых |я (/)! 1 п. в. на
Г и

f g dt I < յ г с Q 
2-J է-ր, ' ’ '4

г
(48)

Положим

(49)

где я+ (z) опредегена внутри G, a (z)— вне С. Функция ։_(z) огра­
ничена и поэтому я՜ (z) £ £։ во внешности G. С помощью известных 
фактов об интегралах типа Коши установим, что я+ (я)^£’։((7) и, кро­
ме того, |а+(/)К|я (0|Ч֊Ь֊ (f)|<2. Следовательно, |я4 (z)j <L2 при 
\jz£G, так как область G£S. Из (47) следует, что

S2 (z) = sup 1я+ (z)| <2.

Доказательство завершено.
Настоящая теорема была замечена автором в сотрудничестве с 

Г. Ц. Тумаркиным.

U. Ցա. ԽԱՎԻՆՍՈՆ. Լրիվության ղաղափարի մասին, որբ հաշվի ոամների ղործակիցների մեծությունները (ամփոփում)
I; .աոնում մաոարկող թաղման-
մոտա րկոդ րա դմ անգէս մնե րի

դտնվի , պԱ»ր4

Ապացուցված են մոտարկման մի շարք թեորեմներ, 
գործակիցների մեծո։.թյունների հաշվաոումով։Թեոթեմ. Գիցուք տված են ք, > 0 թվեր։ Որպեսզի

կոտորակների հաջորդականությունը |«յ | >• 1, այնպիսին, որ յո։ րաքանչյուր

Շյ
քՀ(.%) (0 համար հնարավոր լինի հավասարսւՀսւփ մոտարկում ----------- կոաոյէակ-

I

պայմանինէ անհրամեշտ է և րավարար, որ 
^է/= Օ0.1 

աարածոլթյունը կազմված է այնպիսի ֆունկցիաներից ք որոնք անալիտիկ Լեն 1 -ում 
և անընդհատ |շ| < \-ումէ Այլ թեորեմներում դիտարկված են 1?յունցի ե Էավրենաեի թեո- 
րեՈերի որոշ լրացումները։

Տրված է *Լ. ի. Ամիո.նովի դասի տիրույթների նոր մոտարկումս։յին հայտանիշ։

ներով Ch գործակիցներով, որոնք րավաքարում են
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S. Y. HAVINSON. A notion of completness, which takes ackount of coefficients 
of approximating polynomials (summary)

Theorem. In order a sequence j;--------j, |’/|>* to exists, such that for every

( "* 1 1
f (։) CA (I) there is an approximating sequence ~ j with coefflc*ents

«•
fy>0, the condition tj oo is necessary and sufficient. 

1
Here CA (f) is the space of analytical |։| < 1 and continious for |z| 1 functions.
Other results supplement the theorem of Miinz and Lavrentjev, and a new des­

cription of the domaines of Smirnov type is proposed.
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Л. А. ШАГИНЯН

О ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
И ГРАДИЕНТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ. II

В работе [1] нами было выяснено, какими максимальными особен­
ностями в терминах криволинейных предельных множеств могут обла­
дать гармонические в шаре функции у граничной сферы.

В настоящей работе рассматривается аналогичная задача для гар­
монических отображений (каждая компонента которых гармоническая 
функция) и отображений, осуществляемых градиентами гармонических 
в шаре функций.

Пусть 5—сфера радиуса единица в трехмерном евклидовом про­
странстве R3.

Определение 1. Отображение /: int S-* Rn единичного от­
крытого шара в n-мерное евклидово пространство называется гармони­
ческим* если реализующие его функции fi(P) (f (Р) = (/, (Р),- • ■, fn (Р)) 
являются гармоническими.

Определение 2. Предельным множеством С/(/) отображения 
/: int 5-* Rn по пути I, лежащему в int S, кроме конечной точки, сов­
падающей с а( 5, называется совокупность (а| всех точек из Rn, для 
которых существует последовательность ai £ I, стремящаяся к а и та­
кая- что f (ai) стремится к а.

Полное решение задачи о том, какими максимальными особенно­
стями в терминах криволинейных предельных множеств могут обладать 
гармонические отображения шара, дается следующей теоремой.

Теорема 1. Существует гармоническое отображение 
Н: int S^Rn такое, что для любой, точки a£S и любого контину­
ума к с Rn (одноточечной компактификации R") при п >2 и kcR1 
при п =1 существует спрямляемый путь /<»,*, лежащий в int S, 
хроме конечной точки, совпадающей с а и ортогональный кЗв 
этой точке, вдоль которого Ci а k (Н) = k[} Rn.

Замечание 1. Теорему 1 нельзя усилить, беря более Широкий 
класс множеств вместо (к ПР'1).

Замечание 2. Теорема 1 содержит в себе результаты Г. Пи- 
раняна [2] и Ф. Багемила [3], а также работы [1].

Замечание 3. Аналог теоремы 1 для круга на плоскости не 
имеет места в силу результата Ф. Багемила [4].

Символ int F обозначает область, ограниченную поверхностью F.
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Теорема 1’ легко получается при помощи теоремы 2 из работы 
[5], в которой получено полное решение задачи о характеристике 
множеств, на которых возможна гармоническая аппроксимация с ка­
санием.

Полное решение аналогичной задачи для отображений шара в R3, 
осуществляемых градиентами гармонических функций, дается теоре­
мой 2°.

Теорема 2. Существует гармоническая в шаре int S функ­
ция F такая, что соответствующее градиентное отображение 
grad F: int S->/?3 обладает следующим свойством: для любой точ­
ки a^S и любого континуума k с. R3 существует спрямляемый 
путь 1„, *, лежащий в int S, кроме конечной точки, совпадающей с 
а, ортогональный кЗв этой точке, вдоль которого Ct а ■>(gradF) = 
= *п/ез.

Замечание 4. Теорему 2 нельзя усилить, беря более широ­
кий класс множеств вместо {& Г) 2?3|.

В дальнейшем'՛ мы будем пользоваться обозначениями работы [1].
В [1] были построены древообразное множество Ь и система то- 
л. <},■ 'п п п

чек а*«,..., на нем.
Построим отображение /: £ -♦ 7?я следующим образом. Положим 

л.АГ- _ п п
] : о*՛, --, л" —* р ], где рь—к-я точка с рациональными координатами при 

1 а
некоторой нумерации всех таких точек из R". Продолжим эти значе-

, А <2 г . я - ։< (л-р ‘п-г
ния / на все Л так, чтобы на ветви £, соединяющей а*..... кп-х 

л, ял
и о*1, -, , / интерполировало значения рх и рх в этих точках,

*л-1 'п
изменяясь линейно на радиальной части этой ветви, лежащей выше 

следующим
M/S)

а 1 о , из

соответствующего сферического слоя ветвления, и оставаясь постоян­
ным на нижних частях, перпендикулярных радиусу и ниже до Л՝Л-ъ

Покажем теперь, что отображение /: Ь —* R” обладает у 5 асимп­
тотическими свойствами искомого гармонического отображения Н: для 
всякой точки а£3 и континуума к с R11 при п>2 и к с R1 при п=1 
существует путь /л֊*, составленный из ветвей £ и такой, что 
С‘а.к(Л = *П/?Л.

Для выбора путей /«, * нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 1. Всякий континуум к с. R" при п~> 2 и к а R1 при 

П=1 является предельным множеством некоторого пути 2>: [О,1)—
Лемма 2. Всякий путь 1ь : [О, можно приблизить с ка­

санием ломаным путем £ : [0, 1) -» R" с рациональными вершинами-
Обозначим вершины 2* через 2*» Выбор пути 1а. к производится 

образом: проектируем точку а на 5 и выбираем точку 

, 2 з , содержащего эту проекцию, в которой / наи- *6՛ *0* *0
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более близко к /*. Чтобы получить точку а ։ 4 , проектируем а на

5« и выбираем точку из квадрата 77՛ , содержащего эту проекцию,

значение / в которой наиболее близко к /* .
Точки 1а. * Л ֊Ул получаются аналогичным образом: индексы к'о ■

к" определяют квадрат Nn 5 „ , в который попадает радиаль-
*(/ •"'*()

ная проекция а, индекс (jh) определяет точку а л п , значение / «0» ■**» Ä0
в которой наиболее близко к /*. Окончательно, путь /«, * это ветвь

/ - ГЬ, проходящая через эти точки а 1 п . Сравнение размеров квад­
ро- • *о

рата первого ранга на Sn с расстоянием от Sn до S показывает, что 
1П, а перпендикулярен к 5 в точке а. Обозначим через ft компоненты 
отображения /.

В теореме 2 работы [5] нами были получены необходимые и до­
статочные условия для возможности гармонической аппроксимации с 
касанием. Очевидно, что все условия этой теоремы для возможности 
аппроксимации с касанием непрерывных на L функций гармоническими 
в шаре int S функциями удовлетворяются.

Обозначим через Н: int S-* R" гармоническое отображение, каж­
дая компонента которого приближает с касанием соответствующую 
функцию fi на L. Отображение Н приближает с касанием отображе­
ние f и, следовательно, удовлетворяет условиям теоремы 1. Теорема 
1 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 2. Очевидно, что для до­
казательства этой теоремы достаточно аппроксимировать с касанием 
отображение f’.L—*R\ построенное выше, градиентом гармонической 
в int S функции. Существенно не изменяя L, мы будем считать в 
дальнейшем, что он состоит из прямолинейных отрезков.

Смысл дальнейшего построения заключается в том, чтобы строить 
локально гармонические функции, градиенты которых приближают ото­
бражение /, и склеить их.

Обозначим через Ц сглаженный цилиндр постоянной конечной 
высоты и переменной толщины А; Ц։,--',Ц։—равноудаленные сечения 
Ц : £ц—ось Ц; Ц1, 2,-••, Ця, к—подцилиндры Ц, ограниченные этими 
сечениями. Пусть дано гладкое отображение ga: int Ц1, oil Lull intys .о— 
-*R\ которое изменяется только на £ц П int Цз. i.

Лемма 3. При каждом А2>0 существует гармоническая функ­
ция Гц в int Ц такая, что [|gu—grad Fiji C-h* там, где определено 
gи |FU|< С в int Ц, а С не зависит от А.

Доказательство. Пусть gtl = (g?։, gj, gu), Fa построены 
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в виде F.1 (х, у) +Fu (у, г), где каждое слагаемое зависит только от 
двух параметров и является их гармонической функцией.

По теореме Мергеляна о наилучших приближениях [6] существует 
аналитическая функция Fn (С),{где r,=x-\-iy, приближающая с точностью 
С-А4 функцию g\— ign на проекции области определения gn на плос­
кость (х, у) (ось Lu лежит на оси х) и IF* (Z)| <^С на всей проек­
ции Ц.

Положим Fi = Re J F* (С) <Г,, она является гармонической функ­

цией на проекции Ц.
Имеем

/-[ F* (Q Л = F* (г), (1)
dx J

с другой стороны

—Cf* С) л=— F.J-1 / /-im Cf* О — f\-f\.
dx J dx dx J dx rjy

Из того, что F^ равномерно приближает (g\, g?) и имеет место (1), 
окончательно получаем Jgrad Flu—(g\, g^-^. С-h4. Поступая аналогич­
но с g^, построим функцию F Функция Fn = FJ + F* удовлетворяет 
условиям леммы 3.

Замечание 5» Всякая функция Fn -f- С удовлетворяет условиям 
леммы 3.

Пусть Li = L П int Si и —гладкая трубчатая поверхность 
толщины ", охватывающая Li. Пусть также g:Li -» R3— произвольное 
непрерывное отображение Li.

Лемма 4. Для всякого s>0 существует ~ (s) такое, что ре­
шение задачи Дирихле g° (Р) в int Т"՛ ' (t (г)) по граничным значе­
ниям g:: T°՛ 1 (" (е).) -> R1, определяемым ниже, удовлетворяет при 
Р£ Li условию

Вя (^) - £rad (^)ll < s- (2)
Доказательство основано на лемме 3 и оценках гармонической 

меры, проведенных в работе [1|. Существует о I — ) такое, что из 
\ 4 /

Р, 'й р'(Р, Q)<S f֊՜?՝) слеДУет В? (^)— g (Q)IK -7-. так как g 
\ 4 / 4

равномерно непрерывно на Li. Проведем разбиение Li на конечное
/ g \ 

число связанных частей £*, диаметр каждого из которых меньше SI — ) :
\ 4 /

diam La С * ՛ (3)
\ 4 /
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Обозначим через g3: £/ -» Р3 непрерывное отображение, обладаю­
щее следующими свойствами:

4.1. На тех £./, которые содержат точки ветвления £, g1 постоян­
но и равно значению § при произвольном Р£Ь.

4.2. На остальных £.*, которые представляют из себя отрезки, 
изменяется линейно на внутренних седьмых частях и постоянно 

равно значениям % в соответствующих граничных точках £,* на ос­
тальных частях.

Индексы, удовлетворяющие 4.1, обозначим через у։, а условие 
4.2-Л.

Чтобы не загромождать изложение, будем обозначать через С 
различные переменные, не зависящие от

Имеем при

(4) 
4

Проведя сечения по краям L*, получим разбиение Т"0՛' на части Т^՝1 . 
При к J2 7\'—прямолинейные цилиндрики. Разобьем при каждом 
из этих k^J2 L* на семь частей Л£*, п=1,--՛, 7 так, что —часть 
£.*, на которой изменяется g\ Соответствующие цилиндры обозначим 
через 17^'-1, • • •, 7 '.

Обозначим далее через
g] к. £* U int17^' U int ’ Г;-'U int6 Г;՛-'U int7 7^՛ 

отображение, которое получается из g1 постоянным продолжением 
соответствующих значений на цилиндры

int17\ l, int2 Т°к-1, int’T?', int 77?'.

Пусть k£J2 и g* (Р) —произвольная гармоническая в int T*k։l
„ , 81 функция, градиент которой приближает с точностью — gi, и на

4
Z* U int 171“1' U int 2 7^ ‘ U int6 Т°-' U int 7 7^' :

։gradg*(P)-g'ft(P)|<֊' (5)
4

Такая функция существует, в силу леммы 3.
Положим з°| G , = при k^J2 и 

1.4

+СЧ прилсл.

Здесь постоянные С[ выбираем следующим образом. Из построения g* 
видно, что при k^J2 и Р £ int1 Т°к-1U int2 Т°к։ 1 или Р £ int ’ 7J-1 U int7 7^՛1 
имеем
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p-Wkc -*
при соответствующем выборе •'С*, где j принимает значения 1 и 7 со­
ответственно.

Значения постоянных С* будем выбирать последовательно. Пусть 
мы выбрали произвольное значение С*'՛, соответствующее этим
самым определяются 1 Ckt- такие, что при вышеуказанных Р

\g1\P)-Cl--^P) P-JCl^C^.

Пусть 7^>z примыкает к 1Т^1. Определим С)1 так, чтобы при 
Ре int “Г;/ U int 7Г’֊/ было \gkl‘ + Ck‘-gr(P)-P-- ’QIC С-֊4. Пусть 
также 7J- ‘ примыкает к 7 Определим Ск՝ так, чтобы при Р£ int X 
X 1 ‘ U int 2 1 было

«։

|(g?։ + cl')- g\P)- P~ ’CM •< с-л

При к е Ji построение Cj аналогично.
Таким образом, можно корректно определить все Ск, так как 

по построению ветви L не сходятся.
И, окончательно, gn: int Т^1—»P1— решение задачи Дирихле по 

грани 1ным значениям g°.
Докажем, что действительно можно выбрать такое ~ (е), чтобы 

имело место неравенство (2).
Каждая из функций gk— гармонична и при PGLi

ilgrad gk (Р) — g։ (Р)3 < ~, (6)

в силу неравенства (5). 1
Можно считать, что |g°(P)|CC, где С не зависит от так как 

каждая g‘}. (/>) удовлетворяет этому условию, в силу леммы 3. Пока­
жем, что при •։-» 0 ||grad g° (Р) — grad gj (Р)||— 0 равномерно по P£Li.

Пусть к £ /2 и Р G 2Lk U 'Lk U *Lk U *Lk U ”£*. Рассмотрим цилиндр

Тк՛1 и сферу 5- 
2

Пусть Q£Sz_(P). 
Г 

Имеем 

lf°(Q)-^(Q)|=| J (ga(A)-g<(/V)l do>(Q, a (TV), int 

A-£d[lnt 7*։'J

< С-<o (Q, d {int r;- '}\ /;՛• ՛, int Г«-') < C----- —- • (7)
8 ( —)

\ 4/

(P) радиуса — с центром в точке P.
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Последнее неравенство мы получили воспользовавшись оценкой (8) 
§ 3 работы [1] для гармонической меры.

Используя оценку градиента гармонической функции в центре 
шара по ее оценке на сфере, из (7) получим

jgrad g (Р) - grad g' (PJi < С-.. (8)

Пусть теперь Р- Q-_S-. (Р) и Z.*՛ примыкает к При 
2՝

Z £ int ։Pj։/U int 27£z имеем

\gQ (Z)-T'(h-P- с,‘-|<сл

Обозначим через В поверхность, ограниченную основанием ։7J,Z, 
примыкающим к s7^>z, с одной стороны, и основаниями Т%1, не со­
прикасающимися с 17?՛', с другой стороны. Воспользовавшись оценкой 
(8) § 3 из работы [1] и леммой 3, получим

|gr (Q)-gJ(Q)l<| J {g*(Z)-g։j(Z)} d«>(Q, a(Z), intB)| + 

ДСВд Пйт£ '

+ 1 J (g°(^)֊?(2) f֊C?Hw(Q, a(Z), int5)|< 

zee n >nt rj;1
■:s

Снова оценивая градиент гармонической функции, получаем, что не 
равенство (8) имеет место и при P^yL*. Диалогично, воспользовав­
шись оценкой (8) § 3 работы [1] и леммой 3, доказываем, что нера­
венство (8) имеет место на остальных частях Li.

Воспользовавшись неравенствами (4), (6) и (8), получим, что для 
всякого г^>0 существует такое " (г)^>0, что при P^Li

lg (Р)-grad g°(P)j<e.
Лемма 4 доказана.

Функцию F: int S -*■ R1, существование которой утверждается в 
ев

теореме 2, строим в виде ряда 2 Р/ (Р) гармонических в int S 
1=1

функций.
Пусть {s/j—произвольная последовательность положительных чи­

сел с условием

2>/<со- (9)
/*=1
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Построение Ä։ (P). В силу леммы 4 существует гармоничес­
кая в int Т0’8 0* функция g!J (Р) такая, что при Р L3

]|gradg"(P)-/(PM<^- (10) •

Воспользовавшись техникой вывода полюсов, как это было проведено 
в работе [1], получим существование гармонической в int 5 функции 
Р։ (Р), удовлетворяющей на L3 условию

Jgrad F3 (Р) - grad g« (P)j < • (11)

Из неравенств (10) и (11) окончательно получаем, что при P~L3 
jgrad/։(P)-/(P)|<e։. (12)

Построение Р։ (Р). Обозначим через Т՞1՛4 (") — труб­

ку <2 (int Sj U int Р’4(")1, где 5; —сфера радиуса -----
Ал

■ —|—— -. Положим g—f—grad Р,: Li—'Ri. Воспользовавшись
2'

леммой 4, построим g° : 7U՛4 (') ֊> Р1. Определим функцию g“-2: 7Л'4(,:)-> 
—>Р1, полагая

'KV*’ ֊ . <13>՛

и считая g0,2 = 0 на
7*-4 (т) Л S]. (14)

Совершенно такие же оценки, как и при доказательстве леммы 4, 
дают существование такого что удовлетворяются следующие
условия:

2.1. При Р £ int Sj U | А Л int |

|]grad g0՛2 (Р)Ц < Sj + s2;
2.2. При P£Z,4\int Sf*

К/ (P) ֊ grad P։ (P) - grad (P)0 < s2.
Проводя стандартный вывод полюсов, получим существование 

гармонической в int 5 функции Р2 (Р), удовлетворяющей следующему 
условию:

При Р£ int S։ U int 71՛4

Ugrad F2 (Р) - grad g1’-2 (P)(< s2. (15)
Подставляя (15) в 2.1 и 2.2, окончательно получаем при P^SjUlZ-^n 
Л int 5;’]

Pgrad F2 (P)J < 4- 2 sj, (16)
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\f (Р)~ grad Л (р) — grad F2 (Р) | < 2 • г։ (17)
при Р£ L4 \ int

Построение Fn (Р) вполне аналогично построению F2 (Р).
Обозначим через Тя՜1- Л+2(") трубку

О (int 5;_։Uint Ги-п+а(-).
Положим g = f — grad Fx —-----grad Fn-i: Ln з -* R3. Воспользо­

вавшись леммой 4, построим функцию g : Г0'Л+2 (•:)-;-Р1. Определим 
функцию Тп՜1՛Л+2 (") -*/?’, полагая

<18>

и считая g"-Л = 0 на
Гл֊։-л + 2е)П5;_1. (19)

Совершенно так же, как и при построении F2 (Р), получаем су­
ществование такого "л^>0, что удовлетворяются следующие условия:

п.1. При P£int 5л֊1 U {L П int 5^_։|

jgrad g0՛Л (P)| < 2s„_i -j- ел;

п.2. При P^L„ а\ int Snn_J

К/ (Р) — grad F2 (Р)--------- grad Fn-i (P)—grad g°-л (P)|< e„.
Проведя вывод полюсов, получим существование гармонической 

в int 5 функции Fn (Р) такой, что «
при P£int 5n-j U int Тп՜1-я+2

ferad Л„ (P)-grad л (РЖ sn. (20)
Подставляя (20) в п.1 и п.2, окончательно получаем:

при P£int SB-i U (Ln+aDint Snn_ J

||grad P„ (P)K 2% (21)
и при P££n+2\int S^2

И (P) - grad FAP)--------- grad Fn (P)J < 2 • s„. (22)

Сходимость ряда F/(P) при P£intS сразу же следует из (21) 
/те]

и (9). Обозначим эту сумму через F (Р). Р (Р), очевидно, гармонична 
в int S. Покажем, что

DgradP(P)֊/(P)K0 
при стремлении Р к S по L.

Действительно, пусть Р^£гц\£/.
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В силу неравенств (21) и (22) имеем
|/ (Р) - grad F (РЖИ (Р) - grad [F, (P) 4-.. ■+ F„+։ (P)U +

+ |grad F,, г (P)B +• • • Հ2>3ո+ւ + 2-2 s/.
i=-n

Последняя сумма стремится к нулю, в силу (9).
Теорема 2 доказана.
В заключение выражаю искреннюю благодарность С. Н. Мерге- 

ляну за полезные обсуждения.

Ա. Ա. ՇԱՀհՆՕԱՆ Հարմոնիկ և (^ւաւյիհնէոային uiptnuiu]uiml|bpnւմնհյփ սահմանային 
բազմությունների մասին II (ամփոփում)

Այս հողվածում կառուցված են ղնղի հարմոն ի էլ և ղրաղիենտային արտապատկեր 
րումնե ր, որոնք ունեն մաքսիմալ եղակիուփյուններ եղրի վրա, կորաղիծ սահմանային 
րաղմուիէ յուննե րի տերմիններով! Նշանակենք Տ֊ով RZ-ում ղտնվող միավոր սֆերանէ 
Ապացուցված են հետևյալ ի1 եորեttithրը>

թ՛եորեմ 1. Գոյություն ունի [fit Տ ղնղի այնպիսի հարմոնիկ արտապատկերում 
.H: Int S Rnxt որ ամեն միօՀ-Տ կետի ե ամեն մի կոնտինուումի /(c: Rn (կոմպակտիֆի֊ 
կացվաե տարաեոլթյոլն) երբ Ո > 2 A K C R', եբր Ո 1 համար գոյություն ունի 
In,к կոքւ որր գտնվում է Տ-ի ներսոլմ բացի վերջակետից, որը համընկնում է
a (Լ Տ կետի հետ, տյնպիոին, որ Cltl.k (H) = К Ո Rn I

Թեորեմ Տ, Գոյություն ունի tflt Տ~ոլմ այնպիսի հարմոնիկ ֆունկցիա /■'. որ ամեն 
II Է Տ կետի ե R e= /Հյ կոնտինուումի համար գոյություն ունի ուղղելի կոր la,к ւ "ՐԸ 
ցանվում է ղնղի նե ըսում րորցի վերջակետից, որը համընկնում է a-ի հետ այնսյիսին, որ 
C'a.k ^rOd = КПК3-

.A. A. SHAG1NIAN. On clutter sets of harm onic and gradient mappings Ц 
(summary)

The article gives construction of harmonie and gradient mappings of the ball in 
Rn with maximal singularities on boundary in terms of curvilinear cluster sets.

Let S be a sphere in R3.

Theorem 1. There exists a harmonic mapping H-. int Ճ —» Rn such, that for 
• every point a( S and every continuum К ^Rn (one-point compactification of Rn) n^l, 
and К c. R1, n=l, there exists a rectifiable path Zn> k lying in int S except its endpoint 
.a and orthogonal to Ճ in a such tbat'the curvilinear cluster set C/n * (H)— K(\Rn.

Theorem 2. There exists a function F, harmonic inside a sphere such, that 
for every a'S and a continuum K = R3 there exists a rectifiable path lg k lying in 
int S except its end-point a such, that the curvillinear cluster set Clg k (grad F) = Kn R3.
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Добавление при корректуре

Методы, применяемые в этой работе, позволяют решить в частном 
случае задачу об описании совокупностей из R3, любое непрерывное 
отображение которых в R3 может быть равномерно приближено гра­
диентами гармонических в пространстве функций.

Пусть К = {£]—класс компактов из R3, состоящих из конечного 
числа гладких клеток. Обозначим через С3 (£) совокупность непре­
рывных отображений /: Е ֊-■ R3-, и через ОН (Е)—совокупность отобра­
жений, допускающих равномерное приближение посредством градиен­
тов гармонических в пространстве функций : Е-+Р3 принадлежит 
СН (Е)^с.м1 для всякого е 0 существует гармоническая в простран­
стве функция / (Р) такая, что ||# (Р)— £гас{ / (Р)|| < г при Р£Е).

Теорема. Для равенства С^Е) = СН (Е) на произвольном Е^К 
необходимо и достаточно, чтобы дополнения к произвольным компакт­
ным частям Е были односвязны.

Общая задача об описании произвольных совокупностей Е из R3, 
для которых С3 (Е) = СН (Е) остается открытой.
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ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ 
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

В настоящей заметке изучается функция спектрального сдвига 
(ф.с.с.) двух самосопряженных операторов Штурма-Лиувилля с различ­
ными условиями на одном конце. Получены формулы, связывающие 
ф.с.с. со спектральной функцией. Эти формулы позволяют решить 
обратную задачу: восстановить потенциал по ф.с.с.

Пусть 9 (х) (0 < х < Ь) вещественная функция, суммируемая 
на каждом интервале (0, с) при с<^ А< <», а А—произвольное веще­
ственное число. Рассмотрим в пространстве £->(О, Ь ) самосопряженный 
оператор Ни, задаваемый равенством

Ниу = —у" + ч(х')у 
и граничным условием

у' (0) - Ну (0) = 0.
Точнее, оператор Ни является замыканием оператора, действующего 
на финитных функциях. Если при этом оператор Ни не оказывается 
самосопряженным, то мы накладываем для всех А одно и то же усло­
вие самосопряженности в точке А.

Таким образом, операторы Ни при различных А будут отли­
чаться только условием в нуле. Отсюда следует, что разность ре­
зольвент соответствующих операторов будет одномерным оператором.

В работах М. Г. Крейна ([1], [2]) установлено, что если резоль­
венты самосопряженных операторов А и В отличаются на ядерный 
оператор, то существует вещественная функция £(>., А, В) (—<х> <^л 

со) такая, что
ОО

8р {(В—г!)՜1 — (А— г!)՜1] = — Г()? (1)

для всех г, не принадлежащих спектрам А и В.
Из (1) функция « (л, А, В) определяется с точностью до постоян­

ного слагаемого. Следуя [2], эту функцию 5 ()., А, В) назовем функ­
цией спектрального сдвига (ф.с.с.) для операторов А и В.

Таким образом, для операторов Ни, и Ни, имеет смысл ф.с.с.
А1,А2), которую мы нормируем условием

Г1НХ, Ап Л5)|
3 1 + 1М
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Напомним теперь определение спектральной функции оператора /7*.
Пусть функции фл(х, к) и ф(х, к) удовлетворяют дифферен­

циальному уравнению
—д" + ч Му~/д = 0

1И условиям
. фл (0, к) = 1, ф; (0, к) = Л; ф (0, к)=0, ?' (О, к)=1.

Хорошо известна теорема о том, что существует неубывающая функ­
ция о* (к) такая, что

У|Г(к)|«лА ().)= р/(х)р ах, 

— во О

где ^(к) = у / (х) фА (х, к) <7х. 

о
Эта функция а* (к) (нормированная условием а/( ( — со) = 0 ) назы­
вается спектральной функцией оператора Нл.

Справедлива следующая
Теорема 1. Имеют место формулы

Г * Л1’ А = 1п Л + (А, — Ах) Г , (2)
,) £ — к \ ,) £ к /

X л,

У(Л А1։[А2) Л = у<։л (к) 7 А. (3)
— ас Л։

При Лх = О формулу (2) сообщил автору М. Г. Крейн.
Доказательство. Составим функцию

X (*, к)= <р (х, к) + тл, (к) фл, (х, к), 
где тл, (к) выбрана так, что / (х, к)удовлетворяет требуемому гранич­
ному условию в Ь в случае круга Вейля или X (х, к) £ Ьг (О, Ь )— 
в случае точки Вейля (т. е. когда операторы Нл самобопряженны). 
Тогда ядро резольвенты оператора Нл для невещественных к будет 
задаваться формулой

R. (х, 5, ЯА) =

— ГТ77—Т7----- ГТ М Х)<? Х)+тл. (х) К (*> х)) ПРИ х_ 1+ (А — тл, (к)

~ ГТ77---- ТТ------ТГч (х> х)+тл. (х) Фл. (х- х)) ПРИ х>5-1 + (А — Л1) тл, (к)

Отсюда без труда получаем

11—201
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■ Бр {/?х(Ял,)- /Ь (Ял,)) = \ -тг- Г X* (*, X) •' (4)
/Ц) /ПЛ, \'4/ I

Вычислим последний интеграл. Легко видеть, что 
со '

(X — |1) (х, X) X (х, р) dx = тп^ (>•)— /пл, (р),

откуда

У Х։ (*. X) </х = — /пл, (X). 

О
Подставляя это значение в (4 ), получаем

5р (/?>. (Ял.) - /?> (ЯА,)) = ֊ 4՜ 1” (^(Аг-Лх) тл, (X)). (5)

Сопоставляя (1) с ( 5 ) и используя то, что /пА (п/)-*0 при у —» + оо [3), 
окончательно получаем

ОО
[ ՛ (-^А л = 1п (1- (А,-А,) /ПЛ, (X)). 

— ео

Для доказательства формулы (2) остается заметить [3], что

лч Г ^л,(<)/Пл, (X) — — 1 .—
——

Перейдем к доказательству формулы ( 3 ).
Для этого разделим интервал [Ах, А։] на п равных частей и обо­

значим ДА =——— ,Рк=1ч+ —----(А = 0, 1, 2,- •, п—1). Со-
• п п

гласно (2) имеем

Г ИС А=| /1+дд (4=0, 1,2,-1).
* *՝ \ — л /

-•в —ос

Теперь заметим, что для любых А1։ Аа, А3 ф.с.с. обладает свойством 
$ (/, А1։ А։) = ? (/, А1։ А3) 4֊ ? (/, А3, Аа).

Имея это в виду и складывая предыдущие равенства, получаем

Р /1 + дд Г ^(0 \
2 \ 2 <֊Х )

С другой стороны, легко видеть, что при п-*оо
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Итак, получена формула

Г е (г, л,) г^л Г (О
V* '• V՝ Л * — >•

Отсюда, пользуясь теоремами Хелли и формулой обращения Стиль- 
тьеса, заключаем, что ял (>.) при любом к интегрируема по Риману и 
что во втором интеграле можно менять порядок интегрирования, т. е.

Г Е И, А^Аа) Л = у -1֊ (1 яА (О </А ) • 
«л — ЯО //1

Применяя еще раз формулу обращения, получаем (3).
Отметим, что в том случае, когда оператор Нп регулярен или 

имеет дискретный спектр, формула (2) совпадает с формулами (2.1.14) 
и (3.2.17) из работы [4] Б. М. Левитана и М. Г. Гасымова.

В случае, когда оператор Ни рассматривается на полупрямой 
(т. е. Ь= со), пользуясь известной асимптотикой ([5], [6]) для спект­
ральной функции (эта асимптотика равномерна относительно А из ко­
нечного интервала) и (3), приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Имеет место формула

р (/, А1։ Аа) Л+ (Л Ар А։) - —-Ц֊(А։-Аг)) Л,= ֊^֊. (6)

Для любого а > О
о

У 6^1$ (>, А1։ А¥)|л< + оо.

Теоремы 1 и 2 приведены без доказательства в работе автора 
[7]. Отметим, что (6) есть обобщение формулы Б. М. Левитана и 
М. Г. Гасымова [4] о сумме разностей собственных значений операто­
ров Н/,, и Н/1,.

Из того, что резольвенты операторов Нн, и Нь, отличаются на 
одномерный оператор, следует, что 0֊С«(Л А1։ А2)<Л при А։<^А2. Это 
видно также из (2).

Пусть известно, что функция Е (О-^Е(£)-С1) есть ф.с.с. для 
некоторых операторов Нл, и Нц,. Тогда из формулы (6) находим числа 
А։ и А2, после чего из (2) определяем спектральную функцию аД1 (к).

Таким образом, задача восстановления потенциала д (х) по функ­
ции спектрального сдвига сводится к задаче восстановления потенциа­
ла по спектральной функции. Эта последняя задача, как хорошо из­
вестно, решена в работе И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана [8].
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Теорема 3. Если ; (/, А1։ А2) есть функция спектральною 
сдвига для операторов Нн, и Нл„ то функция

х
—֊ Г5(ЛЛ1։ А2)Л

—Л1 J 
— ••

будет спектральной функцией некоторою оператора Штурма֊ 
Лиувилля с локально суммируемым потенциалом.

л,
Согласно (3) нужно проверить, что —----- — I зл (А) М есть спект-

. А2 А։ J _
л։

ральная функция. Как известно, в работах [8] и [9] установлен крите­
рий того, чтобы наперед заданная возрастающая функция была спект­
ральной функцией для некоторого оператора Штурма-Лиувилля. Для 
этого необходимо и достаточно, чтобы функция

. , . Г 1—соз у >֊х , ... пФл (х) == I ------- --------- </ал (А), 0< х оо

имела две абсолютно непрерывные производные и Ф'։ (0)=1, ФДО) =А.
Пользуясь тем, что Ф'„ (0) = Нп (х, 0), где Н/, (х, I) есть ядро 

оператора преобразования (см., напр., [4]), легко видеть, что выше­
указанным свойством обладает функция

—(՛■>.(«)֊-1֊
Л 2 V Л,

л» л»
Рассмотрим теперь частный случай, 

полуограниченный дискретный спектр
когда оператор Н/, имеет

А1 (А) <СЧ (А)<? ՛ "С Ал (А) < • • •» ՝1-п (А)-»оо прип—»оо.
Тогда (Ах< А2)

£ (А, А1։ А2) = 11։
10, АЛ(А2)«АЛ+1(А1).

В этом случае задание ? (А, А1։ А2) равносильно заданию ' спектров 
операторов Нл, и Нн,.

Применив теорему 3, получаем, что функция.
х

—Ц- Сцл^.А^е/^ 
^2 “1 и

ео

- 2 (}.* (А2)-А* (АО)^ -~-/я (У при ХЛ (Ах)<-А<*Л (А2)
_ А2—Ах х*(л։)<х Л*—лг

■ 1 , 2 0֊* (А2) — а* (А։)) При Ал (А4)<А<Ал+։.(А1)
А2 — Ах >•*(*.)<>•
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будет спектральной функцией некоторого оператора Штурма-Лиу- 
вилля.

Отметим, что предположение, близкое к последнему утвержде­
нию, содержится в работе [4].

Վ. 11. ՅԱՎՐՅԱՆ. Շտուրմ-1.իոս|իլի օպերատորների վերաթերյալ մի նակաւյարո խնդրի 
մաււին (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում կ տարբեր եզրային պայմաններով տված երկու ՇտՈլրմ- 
էփուվիյի օպերատորների սպեկտրայ տեղաշարժի ֆունկցիան։ Ստացված են բանաձևեր, որոնց 
կապում են այդ ֆունկցիան սպեկտրայ ֆունկցիայի հետ։ Այդ բանաձևերը հնարավորություն են 
տայիս տված սպեկտրալ տեդաշարմի ֆունկցիայի միջոցով վերականդնել օպերատորըւ

V. A. JAVRIAN. On an Inverse problem for Sturm-Liuville operators (summary)

The function of spectral shift (f.s.s) of two selfadjoined Sturm-Liuville operators 
with differring conditions on one end are investigated. Formulas, connecting f.s.s. with 
spectral function are obtained, wich give the solution of inverse problem, i. e. the 
problem of reconstrution of potential in terms of f.s.s.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ПРИВАЛОВА-ЗИГМУНДА 
О МОДУЛЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ СОПРЯЖЕННОЙ 

ФУНКЦИИ

§ 1. Формулировки результатов

Пусть U—открытый единичный круг на комплексной плоскости, 
Г—его граница. Обозначим через А множество всех функций /, не­
прерывных в 6/иГ и регулярных в U. Символом о» (Ф, о) мы будем 

обозначать модуль непрерывности функции Ф на единичной окружно­
сти Г: w (Ф, о) = sup [|Ф (f) — Ф (■'е11'): т£Г, |Л| <о, А вещественно). По­
ложим еще

a(t,։) = Г(0<։<2'>.
J и J иг
U й

Хорошо известно, что если /—функция из А, то

«> (/,S) = O(fi(Re/, 3)) (3-0) (1)

(см. [1], стр. 199).
Если w (/, о) ֊ О (3*), то оценка (1) превращается в известную 

теорему И. И. Привалова о сопряженных функциях. Точность оценки 
(1) доказана в работе [2].

Оценку (1) можно записать в следующей равносильной форме: 
если f£A и / не имеет нулей в замкнутом круге £/Е1Г, то

“(/, 3)= О (2 (1/1,0)) (з-0). • (2)

В самом деле, множество всех функций из А, не имеющих нулей 
в £/иГ, совпадают с множеством всех функций вида ехр где <?£А, 
причем модули непрерывности (на Г) функций с и ехр ? (соотв. 
|ехр и Ren) очень просто связаны друг с другом.

В этой статье будет доказана теорема, обобщающая оценку (2).
Напомним, что всякая функция / класса А представима в виде 

произведения:
/= B/S/Q/,
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где В/—функция Бляшке, S/— внутренняя функция, не имеющая нулей 
в U, Q/— внешняя функция* (см. [3], стр. 100). Функция S/ имеет 
следующий вид:

Г 7 — t
где !*/ неотрицательная борелевская мера на окружности Г.

Теорема 1. Пусть f—функция, непрерывная в замкнутом 
единичном круге t/UT и регулярная в U (короче, функция класса 
Д). Предположим, что расположенные в U корни функции f не мо­
гут сгущаться к единичной окружности Г по касательному пути 
(т. е.

֊֊֊< + “№ \z£U-. /(z) = 0|).
z-т. Z-Л’у 1 —

Тогда
<•’ (/, «) = О (щ (1/1. 1/Т) + 2 (|/|, 3)) (8 - 0). (3)

Если мера р/ не содержит точечных нагрузок (т. e. Р/(1т}) = 0, 
какова бы ни была точка ч £ Г), то

«>(/,5)=О(ш(|/|,₽/(8)/Т’) + 2(|Д 8)) (8-0), (3')

где Р/(3) =о (1) (о — 0).
Мы не будем приводить явного выражения функции Р/, хотя до­

казательство теоремы 1 в принципе позволяет это сделать. Грубо го­
воря, Р/(8) стремится к нулю тем быстрее, чем меньше нулей имеет 
функция / в замкнутом круге (/UT. Если / вообще не имеет нулей в 
(/UP, то в качестве Р/(о) можно взять J/ 3 , и тогда утверждение 
теоремы 1 совпадает с (2) и, в конечном счете, с (1). В общем слу­
чае малости р/(8) благоприятствует малость следующих величин:

а—мера Лебега на Г

sup |iog- J/I | ds-, Bczv, а (В) -<з | 

в

(модуль „абсолютной непрерывности“ интеграла j |log |/| | d~);

sup {p՛/ (В): Вс Г, diam В < 3},

• Внешней называют регулярную в U функцию Q, логарифм модуля кото­
рой представим в U интегралом Пуассона:

log 10(01 = (2к)-’ Г’Нв) (f^)’
J Iе1 — d2

где ([—к, г.]).
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И

ггнп л: п — натуральное, 2 (1 — Н*|) < 3 > 
к п

где — последовательность корней функции /, расположенных в 
11 и занумерованных так, что |<*+11 > |**|, Л = 1, 2,---.

Оценка (3) точна в следующем смысле: если ш—какой-нибудь 
модуль непрерывности, для которого соответствующая функция 
2 конечна*, то существует функция {^А, не имеющая корней в и 
и такая, что

Пт ю (/, 3)[и» (I 3 ) + С — с!и + 3 С ° <1и
»-♦<• I Л и и՜

(I >.

>0,

ю (|/|, 8) = О («» (8)) (8 — 0) (см. ниже теорему 2).
Отметим еще, что если /—внешняя функция из А, то ?/(*) стре­

мится к нулю, вообще говоря, сколь угодно медленно (теорема 3).
Условие, которому в теореме 1 подчинены корни функции /, рас­

положенные в и, не может быть отброшено. Действительно, нетруд­
но построить внешнюю функцию с бесконечнодифференцируемым 
вдоль Г модулем и произведение Бляшке В, нули которого сгущаются 
к Г по должным образом выбранному касательному пути так, что 
функция (?В будет принадлежать классу А, но ее модуль непрерыв­
ности в (/иГ стремится к нулю сколь угодно медленно (этого можно 
добиться, достаточно тесно придвигая корни функции В к окружности 
Г). Из результатов работ [7], [8] следует, что и модуль непрерыв­
ности о> (С?В, 8) также можно сделать сколь угодно медленно убываю­
щим (хотя |(?В|^|(2| на Г и потому |(2В|^С"° (Г)).

Из теоремы 1 легко вывести такое
Следствие. Если функция /удовлетворяет условиям теоре­

мы!, а |/| удовлетворяет условию Липшица порядка (0,1] на Г, то / 

удовлетворяет условию Липшица порядка в £/иГ. Показатель 

а
— в этом утверждении нельзя увеличить.

В несколько менее общем виде утверждение следствия было 
сформулировано в заметке [4]. В [5] изложено доказательство этого 
результата, основанное на теореме Харди-Литтльвуда ([6], стр. 397). 
Это доказательство можно обобщить на модули непрерывности, удов­
летворяющие условиям (В) и (В։) статьи [2], если воспользоваться 
результатами работ [7] и [8]. В общем случае приходится непосред­
ственно оценивать значения функции / на Г и работать с соответ-

* Если О (й) = +со, то можно легко построить функции /<^А, не имеющие ну­
лей в 8ШГ и такие, что ш (|/|, й) = О («> (й)) (й—► 4-0), а ш (/, й) стремится к нулю 
сколь угодно медленно (см. [2]).
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ствующими сингулярными интегралами, как это и сделано ниже при 
доказательстве теоремы 1.

После того, как заметка [4] была опубликована, Л. Карлесон со­
общи՝ мне, что утверждение следствия было доказано четырьмя года­
ми ранее им и его учеником Джекобсом (Jacobs) для внешних 
функций / (отметим, что на самом деле, как видно из теоремы 1, 
01 (Л '•) = о (8’2) (8 — 0), если /—внешняя и |/1 £ Lip (а, Г)). Этот ре­
зультат не публиковался. Кроме того, Карлесон сообщил, что утверж­
дение, аналогичное следствию, справедливо и при

а>1 (/CLipa, ЛЧ/1*>€иР(а-[а]), ]«]<а).

Результаты настоящей работы были анонсированы в заметке [9].
Перечислим в заключение этого параграфа свойства модулей не­

прерывности, которыми мы будем пользоваться.
1. Если f—функция, непрерывная на Г, то

О<3։<8։=> —(^-^-<2ЦЮ], стр. 111).
8» 8j

2. Если f отлична от постоянной, то

Ihn ■—->0 ([Ю], стр. 111).
։Z+o 8

3. ю (/, С 8) <2Сш (/, 8), каковы бы ни были числа С^>0 и 8>0-
4. «о (/, 8)-<с2 (/, 8), где с—абсолютная постоянная, а 8—лю­

бое положительное число, меньшее 2^.
В самом деле

з
2 (/, 8) > Г‘֊ММ֊ du > ш (/, 8/2).log 2 > ш (/, 8). 

Ju 2
г/2

5. Для любой функции f, непрерывной на Г, существует не­
прерывно дифференцируемая на открытой полуоси (0, + оо) воз­
растающая функция ® такая, что

— ш (/, 8)-С ® (8) w (/, 3) при любом положительном 8, 
4

убывает с возрастанием 8.

Доказательство. Сначала построим непрерывную и возра­
стающую на полуоси (0, 4֊оо) функцию ®! такую, что

-֊- w (/, 8)< ?1 (8Х • (/, 8) (8>0),

<Р1 (8)
8

убывает с возрастанием 8



256 В. П. Хавин

(ф,(3) =.3 inf]”1 0<и<Я; [Ю], стр. 112). Затем положим 
I и J

6

» (о) = 4՜ ( ?i (t) dt (s>0).
о J 

о
Имеем

f (йХф1 (*)> ф (3) = “Г dt>GJ t
Л

1 (5) . d Г? (5) I _ ?'(8) _ ?' (*)
S3 2 2 ’ do [ 3 I 3 8*

0

=֊2 4( * dt=^^ <3)-2? <5>] <°- 
Oa O3 J <i։

0

§ 2. Вспомогательные сведения о функциях 
класса А

Меру Лебега на единичной окружности Г мы будем обозначать 
буквой о. Мы будем считать меру а нормированной: я (Г)=1. Вместо 
У / с/з мы будем часто писать J / rfa. Нам потребуется ядро Шварца

5: 5<(7) = (-Г+0(т֊«)-։ (1€Г, t£U).

Из следующих трех лемм две первые хорошо известны (см., напр., 
[3], гл. V, VI).

Лемма 1. Пусть f—функция класса А, не все значения ко­
торой равны нулю. Тогда существуют вещественное число с, не­
отрицательное целое число т, неотрицательная борелевская мера 
Н на Г и (конечная или бесконечная) последовательность то­
чек круга U такие, что при всех U справедливо равенство

/ (t)=tm П * J*- ֊֊֊exp 1 ( log l/1-S/cfa — | 5trfp4-zc |> (4)
д. „ 1* Mt * I J v ]

|6j < k*+i|- при всех k,

S(l֊Kd)<+co, 
*

носитель меры ц содержится в множестве нулей функции f и со­
держит все предельные точки последовательности |/*|.

Отметим еще, что в условиях леммы 1 J log /у| da > — со.

Лемма 2. Пусть w—неотрицательная функция, заданная 
и непрерывная на Г. Если
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w d: — эс,

то функция f, заданная в U равенством

f (7)=ехр I log w • St d~, (5)

обладает следующими свойствами: / ограничена и регулярна в 11’, 
функция |/1 равномерно непрерывна в 1}-, ее непрерывное продолже- 
ние на окружность Г совпадает с ш.

Доказательство немедленно следует из известных свойств ядра 
Пуассона Ке

Лемма 3. Пусть д—функция класса А, не имеющая нулей в 
О. Предположим, что

Тогда существует положительное число Мк, обладающее следую­
щим свойством:

при любом положительном а, меньшем единицы, функция g 
представима в 11 в виде

г = ^а Фа, (6>
где Фп — функция, регулярная в П и такая, что функция |Фл| не­
прерывно продолжима на весь замкнутый круг £/11Г;

а<|Ф«(01<1 (*€ ^Г), (7)

|1Фа Ст')! —|Ф«(7")11<11£ (т')Ня (7")|1 С/, тЧП, (8)

(<)= ехр | — j Std>-a + ic (9)

где i-a — неотрицательная борелевская мера на Г с носителем в 
множестве

Г«»(^Г: |g(7)|<a); (10)

при всех f из этого множества |ФД (“[)| = а,
л„(Г)<^, (11).

а с—вещественное число.
Подчеркнем, что константа Mg не зависит от а.
Из доказательства будет видно, что функция Фд представима по 

формуле (5) с w = log |ФЯ| (т. е. Фя—внешняя) и что

sup Фв| |rfa: 0</г '1

Полезно отметить также, что при всех а£ (0, 1)
|®а (OKI (12)

Доказательство леммы 3. Положим На — min (|g|, а), 
Aa = |g|֊#՜1, так что |g| = На ha. В качестве Фо возьмем теперь функ­
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цию, определяемую равенством (5) с w = На. Из (4) следует (6). 
Значение меры Хо на любом борелевском подмножестве В окружности 
Г равно

— Clog — da + I* (В), где В" = {-[£5: |g (v)|<a).
J а 
ви

Утверждения (7) и (8) следуют теперь из леммы 2, в силу которой 
|Ф« (7)1 = //« (7) (7€Г).

Осталось оценить (Г). Ясно, что

Л+н (Г)< j flog-1 g| |cfc 4- |log a| a (Гв)+|* (Г), 

г"
(13)

Интеграл j |log |g| | rfo конечен. Поэтому

sup Л-a [-^Г: |log |g||> Л| <4-оэ.
Д XI

Но при
a£ (0,1) Г“=(т€Г: Ilog |g| | > |log a|}.

Поэтому произведение |log ape (Гв) при всех a£ (0, 1) не превосходит 
числа, зависящего лишь от f. Лемма доказана.

Замечание. Предположим, что функция /, о которой говорит­
ся в лемме 3 — внешняя (т. е., что = 0). Тогда можно утверждать, 
что

lim л0 (Г)=0.
. а-»0 *
Для доказательства свяжем с функцией g 

непрерывности“ функции log |g|:

(14)

„модуль абсолютной

(15)

Тогда
f log [g| t/o— log a-а (Га) < 

г°

<2А (g, а (Г0)),
так что

л0 (Г)<2А (g, а (Г®)) + |* (Г), (16)

откуда и следует (14) для внешней функции g.

(Продолжение в следующем номере журнала)
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АКАДЕМИК МСТИСЛАВ ВСЕВОЛОДОВИЧ КЕЛДЫШ



Редакция журнала .Математика*, посвящая специаль­
ный выпуск одному из наиболее выдающихся ученых на­
шего времени, академику Мстиславу Всеволодовичу Кел­
дышу в связи с его шестидесятилетием, искренне желает 
ему крепкого здоровья, дальнейших выдающихся успехов 
во славу отечественной науки.

Наряду с громадной ролью, которую он играет в деле 
организации Советской науки в целом, академик М. В. Кел­
дыш внес неоценимый личный вклад во многие важнейшие 
области современной науки, а его фундаментальные ис­
следования в области теории функций вещественного и 
комплексного переменного, теории потенциала и спект­
ральной теории несамосопряженных операторов вошли в 
сокровищницу мировой науки, прославляя отечественную 
математику.

Нам особенно приятно, пользуясь случаем, отметить 
исключительно большую роль Мстислава Всеволодовича в 
создании и развитии математической школы в Армении.
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