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Խմրարյրաթյունր խնդրում Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկան ամ- 
սա գրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

!• Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով!

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա­
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տասորը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերինէ պետք 
է ընգգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հոմւական տառերը պետք է ընգգծվեն կարմիր մատիտով, ինգեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղըէ հրատարակչությունը, հրատպրակման տարե­
թիվը և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում , որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքսսփ ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում" է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կա տարվա ծ 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեՄ, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամ ութ յան 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա էՄաթեմաէրիկա»։
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2ԱՅ ԺՈՂՈՎՐԴԻ ՓԱ1ՒԱՊԱՆԾ շՈՐՕԼՅԱՆՍ
Այս տարի նոյեմ բերի 29-ին հայ ժողովուրդր տոնում է Ս ովետական կար­

գերի հաստատման 50֊րդ տարեդարձը։
երկար ոլ ձիգ դարերի ընթացբոլմ հայ ժողովրդի մաբառումների ու պայ֊ 

բարի անհատում ադդակն է եղել ին բնուրույն պետականության ստեղծումը։ 
Հագարամ յակն եր շարունակ ժողովուրդր կենաց ո։ մահու կոիվ է մղել պահ­
պանելու իր գոյությունր, իր հնամյա մշակույթր, իր ճարտարապետական կո­
թողներն ո։ մ ։ս գագաթն երր, իր լեգուն ու երդր։ ՛հրա հանճարով, համառ աշ­
խատանքով ու. անվեհերությամբ ստեղծածն ու կառոլցածր միշտ վտանգի է 
ենթարկվել ներխուժող, ավերող ու թրատող բռնակալների կողմից։

Հոկտեմբերյան Սոցիալիստական հեղափոխության շնորհիվ հայ ժողո­
վուրդը արդեն կես դար է ինչ նվաճել է իր իսկական վերածնության ռեալ հնա­
րավորությունը։ իրս։կանաց ան նրա դարավոր երազները— այսօր նա ունի 
իր ։ղե։ոականո։թ յունը։ Ս ովետական միոլթյան հանրապետությունների հա­
մակարգում, ռուս ժողովրդի օգնութ յամբ Սովետական Հայաստանը մեկընդ­
միշտ անառիկ դարձավ ոսոխների վայբսւդոլթյլլլնների առաջ։

Ընդամենը 50-տարոլմ արմատական վերափոխումներ կատարվեցին հայ 
ժողովրդի պատմական ճակատագրում։ Վերակերտվեցին, նոր ծնունդ ու կյանբ 
առան Հայաստանի բազմաթիվ բաղաբնեբ, երբեմնի տնայնագործ արհեստա­
գործությանը փոխարինեց զորեղ արդյունաբերութ յունը, աճեց, ձևավորվեց և 
ամրացավ բանվոր դասակարգը ու տեխնիկական մս։ավորականությաՅւը, կուէ 
ո։, բեգյարից հհծող հայ գյուղացիոլթ յուն ը սկսեց վարել առաջավոր տնտեսոլ- 
թյուններ, հիմնովին փոխվեց հայ բանվորի ու գյուղացու կենցաղը։

Այս վիթխարի տեղաշարժերի շարքում աննախընթաց վերելքի է հասել 
նաև գիտությունը։ Միայն սովետական կարգերի օրոք հայ ժողովուրդը ունե­
ցավ իր համալսարանն ոլ Ս,կագեմ ի ան։

Մեր երիտասարդությունը այժմ իր հայրենի հողում կարող է ձեռք բերել 
հարյուրավոր մս։ սնտ գի տ ո լթ յո լնն ե ր ։ Հան բա պև սւո։ թ յուն ը խիտ պատած է 
դպրոցն ե րի, բուհերի և տեխնիկումների ցանցով։

Անցած 50 տարիների ստեղծագործ աշխատանքի պայմաններում հայ 
ժողովուրդը դիտոլթյան, տեխնիկայի և մշակույթի շատ բնագավառներում 
զուրս եկավ լայն, միջազգային ասպարեզ։

Բնական գիտությունների շարքում մեզ մոտ ծաղկում ապրեցին նաև մա- 
տեմատիկական գիտությունները էՀայկական մաթեմատիկական դպրոցը, 
կոմպլեքս և իրական փոփոխականի ֆունկցիաների տեսության, դիֆերենցիալ 
հավասարումների և ֆունկցիոնալ անալիզի բնագավառներում արժանի ճանա­
չում է գտել ինչպես Սովետական միությոլնոլմ, այնպես էլ նրա սահմաններից 
դուրս։

Մշակույթային, գիտական ավանդություններով հարուստ մեր հինավուրց 
ժողովուրդը լիցքավորված նոր եռանդով ընթանում է մարդկության առաջըն­
թացի ուղիով։

Հայ ժողովյրդի ամբողջ պատմության տրամաբանությունից ու փիլիսո­
փայությունից է բխում այն երջանիկ գիտակցությունը, որ Սովետական Հա­
յաստանի !)0-ամյակը դա մեր ժողովրդի մեծ ու նվիրական տոնն է։



славный юбилеи армянского народа

29 ноября этого года армянский народ празднует 50-ую годовщину 
со дня установления Советской власти в Армении.

Армянский народ в своей многовековой борьбе всегда стремился 
обрести собственную государственность. Тысячелетия народ вел борьбу 
за свою независимость, за сохранение своей древней культуры, архитек­
турных памятников и свитков, языка и музыки.

Всему, что было создано гением и трудом народа, грозила постоян­
ная опасность со стороны чужеземных насильников, вторгавшихся в 
страну и предававших все огню и мечу.

Благодаря Октябрьской социалистической революции, армянский 
народ вот уже полвека как приобрел реальную возможность подлинного 
возрождения.

Осуществилась его вековая мечта—сегодня он имеет государствен­
ность .С помощью русского народа, Советская Армения—в семье брат­
ских республик—стала неприступна для самых лютых ее врагов.

В исторической судьбе армянского народа—всего лишь за пятьде­
сят лет—произошли коренные перемены. Возродились, обрели новую 
жизнь многочисленные города, выросла могучая промышленность, окреп 
рабочий класс, сформировалась техническая интеллигенция. В корне 
преобразился быт армянского рабочего и крестьянина..

Одним из могущественных сдвигов в жизни армянского народа яв­
ляется невиданный подъем в науке. Только при советской власти ар­
мянский народ основал университет и Академию наук.

Ныне наша молодежь может получить любую специальность в род­
ной республике, пронизанной сетью школ, техникумов и вузов.

Прошедшее пятидесятилетие дало армянскому народу возможность 
проявить себя на широкой международной арене,—во многих областях 
науки, техники и культуры.

В Армении наряду с другими естественными науками переживает 
расцвет и математика.

Армянская математическая школа в области теории функции 
комплексного и действительного переменного, а также дифференциаль­
ных уравнений и функционального анализа, получила достойное при­
знание как в Советском Союзе, так и за его пределами.

Обогащенный традициями в науке и культуре наш народ движется 
по пути прогресса.

Анализ исторических судеб армян приводит к сознанию того, что 
50-летие Советской Армении—это большой и священный праздник для 
армянского народа.
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Ф. А ТАЛАЛЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО НЕКОТОРЫМ 
ОРТОГОНАЛЬНЫМ СИСТЕМАМ

§1. Введение

В теории тригонометрических рядов существует гипотеза, сфор­
мулированная впервые П. Л. Ульяновым (см. [1], стр. 24), заключаю­
щаяся в следующем:

А) Пусть |ая| М и |6Я|<^Л/, п. = 1, 2, ••• (или ап-* 0 и Ьп —>0 
при л-» ). Если для некоторой возрастающей последовательности
[ЛМ

Нт 5л\ (х) = 0 для всех х£[0, 1], 
* - ».

где
N

5.\- (х) = 2 ал сое пх 4֊ Ьп 5։п лх,
л—1

то ая = Ьп = 0, л=1, 2, • • •.

До сих пор не доказано и не опровергнуто следующее более 
слабое утверждение:

В) Существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел {Л/*! такая, что для любой ограниченной (или сходящейся к ну­
лю) последовательности {ап, Ьп} из

Нт 5дл (х) = 0 для всех х£[0, 1], т ~ т

где {кт} — некоторая возрастающая последовательность натуральных 
чисел, следует ая = 6я = 0, п=1, 2,---.

Как показали Ф. Г. Арутюнян и А. А. Талалян (см. [2], стр. 
1404), для системы Уолша утверждение В) справедливо при условии 
что коэффициенты рассматриваемого ряда стремятся к нулю, при этом 
в качестве последовательности [№/<} можно взять [2*}.

Для общих ортонормированных систем утверждения А) и В), во­
обще говоря, неверны. Более того, Г. М. Мушегяном и Р. И. Овсе- 
пяном ([3]) доказана следующая

Теорема I. На отрезке [0,1] существует ортонормированная, 
полная в £ [0,1] система {’1гл (х)) непрерывных, ограниченных в сово՜ 
купности функций, такая, что существует ряд

2 6л^Л(х), 
л=]
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удовлетворяющий условиям

а) 2 Ьп Ч'л (х) = 0 всюду на [0,1],
п— ’

Что касается вопроса для каких подсистем
(cos nit х, sin n*x)

тригонометрической системы справедливы утверждения А) илн В), то 
в этом направлении имеются положительные результаты, относящиеся 
лишь к лакунарным и близким к ним системам, причем они получают­
ся как следствия из более сильных теорем.

Из известной теоремы Зигмунда (см. |4], стр. 684) следует, что 
если последовательность |п*] удовлетворяет условию В.*, то из схо­
димости почти всюду к нулю некоторой подпоследовательности част­
ных сумм ряда 

со
2 ak cos nit х 4֊ Ьк sin n/tx 
л^։

следует а* = 6* = 0, к = 1, 2, • • •.
В настоящей работе доказывается следующая
Теорема'1. Пусть (х)|—ортонормированная система не­

прерывных функций, определенных на [0,1], [|**}— произвольная по- 
J

следовательность натуральных чисел и Лг/ = \ vt, /=1> 2»*՜** ^ог՜ 
к=1

да существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел [v*[ такая, что

1) + Н*О*11, &=1, 2,• • •;
2) подсистема [<рл> (х)} = (х), к = 1, 2, • • •; г = 1, 2, • • •, |ч]

системы \ъп (х)} обладает тем свойством, что если (а/,] — ограни­
ченная последовательность действительных чисел и некоторая по­
следовательность частных сумм

NJm
SNlm W= 2 Ок

ряда

V **?-*(*) (12)

° Последовательность [л^} удовлетворяет условию В2, если любое натуральное 
число п можно лишь ограниченным числом способов представить в виде л = Лд4"Лу 
ИЛИ Л = Л^ — Лу.
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сходится к нулю всюду на [0,1] за исключением не более чем счет­
ного множества, то аь = 0, Л=1, 2, —. Более того, если по­
следовательность (1.1) сходится к суммируемой функции f (х) всю­
ду на [0,1] за исключениелг не более чем счетного множества, то 
ряд (1.2) является рядом Фурье функции / (х) по системе |?л*(х)}.

Заметим, что в том частном случае, когда система |?Л(х)| сов­
падает с тригонометрической системой, наша теорема позволяет ука­
зать подсистемы тригонометрической системы, для которых справед­
ливо утверждение В) и которые не лакунарны и, более того, не удо­
влетворяют условию В2. Отметим еще, что метод доказательства дает 
(в случае тригонометрической системы) эффективный способ нахожде­
ния последовательности {■**} по заданной последовательности {щ}.

Доказательству теоремы 1 посвящен § 2.
В § 3 доказывается следующая
Теорема 2. Пусть f (х)— ограниченная измеримая функция 

на [0,1], и ряд по системе Хаара

^а/<7.л(х) (1.3)
л-0

удовлетворяет следующим условиям:
а) для любого х£ [0,1] имеет место

*imy“nfe)=0- <1Л)
k-* аэ /.л* \Х/

где [zu]—возрастающая последовательность всех номеров п, для 
которых fji (х)у^О.

Ь) для каждого х£[0,1], за исключением не более чем счетно­
го множества, существует (зависягцая от х) возрастающая после­
довательность натуральных чисел пь (х) такая, что

lira S„k (Х) (х) = f (х), (1.5)
А -* ос

где
т

Бт (х) = ОлХл (х). (1.6)
л—0

Тогда ряд (1.3) является рядом Фурье—Хаара функции f (х), т. е.
1

ал = f (х) /л (х) dx; п = 0, 1,- •
о

Эта теорема является усилением теоремы Арутюняна—Талаляна 
(см. ниже, теорема II, § 2), в том частном случае, когда функция /(х) 
ограничена.

Далее в § 3 сформулированы два следствия из теоремы 2, 
являющиеся усилениями частных случаев нашей теоремы 1 и теоремы 
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Арутюняна—Талаляна ([2], теорема 4) о единственности рядов по си­
стеме Уолша.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Мы будем пользоваться следующей теоремой, доказанной Ф. Г. 
Арутюняном и А. А. Талаляном (см. [2], стр. 1395).

Теорема II. Пусть ряд

У a« Z« (х), 
л—0

(*)

где {’/л (х)} — система Хаара, обладает свойствами:
1) Некоторая последовательность {Злу (х)| частных сумм Ряда (*) 

сходится к суммируемой функции / (х) всюду на отрезке [0>1], кроме, 
быть может, счетного множества точек;

2) Для любой точки х £ [0,1] lim —
*— 7.лДх)

= 0, где л^л^ •••<«*<

суть все те номера п, для которых уп (х)=#0. Тогда ряд (*) яв­
ляется рядом Фурье функции / (х) по системе Хаара.

Далее, чтобы не усложнять записи, мы рассмотрим тот случай, 
когда совпадает с {/V/}. Если в приводимых ниже рассуждениях 
все у снабдить индексом т, то мы получим доказательство общего 
случая.

Обозначим

(^т — J ?Л (х) Zm (х) dx. т =0, л = 1, 2,- • •.

о
Имеем 

lim сЙ>=0, п=1, 2,.-. (2.1)/Л-*«
И 

lim =0, тп=1, 2,•••. (2.2)Л — ■<
Кроме того, в силу нормированности функций <ря (х), имеем

1, т = 0, 1, 2,- • •; п =1, 2,- • (2.3)

Возьмем две последовательности положительных чисел (ая } и (т)*|, 
удовлетворяющие условиям

п
8Л 2 р* -«о при л —* со (2.4)

*=-1
и

2 Н* rit < оо. (2.5)

Перейдем к построению последовательности {v*)֊
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Пусть I— натуральное число, удовлетворяющее неравенству

Возьмем ՝>! настолько большим, чтобы выполнялись условия 
|сЙ*+Л|<%, /=1, 2,-И. т<2'-1.

Выбор числа возможен, в силу (2.2).
После того, как выбрано, выберем строго возрастающую по­

следовательность натуральных чисел {/>£')), удовлетворяющую следую­
щим условиям:

= I,

г = 2, З, - -; ։■= 1, 2,--, х£[0, 1].

Выбор последовательности возможен в силу (2.1) и в силу того, 
что ряд Фурье—Хаара непрерывной функции сходится к ней равно­
мерно.

Далее возьмем ?2 настолько большим, чтобы выполнялись не­
равенства

’1 + 1՝1<^ 
и

„(О
/ О) 2* ”1

1/ 2Р2 2’1<£*г0|<ъ,/=1,2,-*-, р,.
/п=*0

Зафиксировав выберем подпоследовательность последователь­
ности {р^) так, чтобы выполнялись условия

р<2> = ^,

Л2>
|<£И')|О։, /=1, 2, --, IX*, т>2 ,
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„(2)
•/' -1

2 Ст ° 7.Ш (х) 
яг—о

г = 2, 3, • • •; 1=1, 2, • • •, На» х^[0, 1].
Допустим построены число **_։ и последовательности [р£'_1)}> 5 ~ 
3, • • •, к, причем

!Ч- 1
к

Возьмем V* настолько большим, чтобы выполнялись неравенства 
'**֊1 + |‘л-1 < V*

И

/ 2 ~։
]/ 2* 2 |с2* + 01< 7(*, 5 = 2, З, --, Л; ։=1,2,-• •»!**.

* /п —О

После того, как V* выбрано, выберем подпоследовательность (р(/*! по­
следовательности так, чтобы выполнялись следующие условия:

Р\к} = Р?՜",

Н*н 1

//՛֊' 4+1 ’
(*)

1с(т* /=1, Ил, /п>2 ‘ .

2' ֊>
?’* I (х)- С^к 9 7.т(х)'<^г, 

т^О

Г =2, 3,-.-; 1=1, 2,-.., н*, х£[0, 1].

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последователь­
ности {.■**) и где при любом 4^>1 {р^} является подпоследо­
вательностью последовательности {р£*՜1)) и при этом выполняются сле­
дующие условия:

^-1 + н*_։ < V*, к = 2, 3, ■ • •, (2.6)

р») = р^-1), А:=2, 3, --, (2.7)

Ьг <Т (2-8>
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1 /г в(*-1։ 1
Г 2՛ 1 2 |с(? 1)\<ъ, (2.9)

гп—>0

к=2, 3, ■ • •; $ = 2, 3, ■ • •, к; / = 1, 2, • • •, [Ч,

|Ст*+/,1 Л=1, 2, - • •; г ■= 1, 2, - • н*, т >2#\ (2.10)

(2.П)

А: = 1,2,- -; Г = 2, З,...; г =1, 2, •••, щ; х£[0, 1[.

Замечание. Из (2.7), (2.9) и (2.10) следует, что при фиксиро­
ванном к неравенства

1=1, 2,- • •» и*

могут не выполняться только при тех значениях
(2.12)

т, которые удовлет­
воряют условию

(2.13)

С другой стороны, из (2.7) следует, что любое т удовлетворяет не­
равенству (2.13) только при одном значении к. Таким образом, при 
любом фиксированном т неравенства (2.12) могут не выполняться 
только при одном значении к.

Докажем, что система {։р,й+/(х), к — 1, 2,• • •; 1=1, 2,- • •, цл) удов­
летворяет утверждению теоремы.

Пусть
|а,и/|<М, *=1, 2,- •; : = 1, 2, -., ։ц (2.14)

и
Пт 5лгу(х) = /(х) (2.15)У во

для всех х £ [0,1] за исключением не более чем счетного множества, 
где

/ 
5лг.(х) =22 а՝ч,+‘ <Р’*+‘(Х) 

*=1 Ь=1
и / (х) — суммируемая функция.

Нам нужно доказать, что из (2.14) и (2.15) следует
1

а՝*+/ = I? л+/^Х> 2՛՜ ’ ***• (2.16)

о

Рассмотрим следующий ряд по системе Хаара:
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ш-=О т=Н1 '*•=։ Ь=1 * '

Оценим коэффициенты Ь,„ ряда (2.17).
В силу приведенного выше замечания для любого фиксированного 

т неравенства (2.12) выполняются для всех значений к за исключе­
нием не более чем одного. Если обозначить это исключительное зна­
чение через к (тп), то в силу (2.13) будем иметь

(*(/»)) (Ч»>))

2 ^2 -1. (2-18)

Отсюда, с учетом (2.3) и (2.14), получим

՝■ 'л* , , ,, . I1* (т)
14-1= 2 2 «■,««-* <м( 2 +

р* \ / - \

+ 22 <м(Рчт) + 2 И* гЛ (2.19)
*¥•*(»>)/=.։ ' ՝ к-1 '

Из этой оценки следует, что ряд (2.17) удовлетворяет условию 2) 
теоремы 2.

Действительно, пусть х0 —произвольная точка отрезка [0,1] и 
7.т (хо)=^О. Из определения функций Хаара и в силу (2.18) имеем

Р- («Л > ֊-]//*'■”-՛ ". <2-2°>

Из (2.19) и (2.20) получим 
(оо .

Н*(т) + 2 Н* )
—— <;----------- *-» 7 . (2.21)
1'"т (*оЛ , / (Л (<п)>_։

|/ 21

Очевидно к (т) -» со при т ֊* °о, поэтому из (2.21) и (2.8) следует, что

-»0 при т -» со, 7.т (хо)=^=О,

что и требовалось.
Для завершения доказательства теоремы нам нужно показать 

еще, что 

2Р^ -1

1։ш 5л1; (х) — (2.22)
лп—0

равномерно на [0,1].
Применяя последовательно (2.14), (2.11), (2.9), (2.4) и (2.5), по­

лучим
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) и-* ’ и*
3 г^+М 2 т,4 =

= М ( е/ : 14 4֊ 2 ВД> \ ֊+ 0 при у — со.
X *=1 *-/+1 '

Из (2.15) и (2.22) следует, что

а / ■ *_1

11т 2 Ьт /т (х) = / (х)
/ — 00

Г1> --- Л

(2.23)

для всех х £ [0,1], за исключением не более чем счетного множества.
Из (2.23), в силу теоремы 2, получаем, что ряд (2.17) является 

рядом Фурье функции [ (х) по системе Хаара, откуда, в свою очередь, 
следует

т—0
</х=0. (2.24)

Из (2.22) и (2.24) получим
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lim [|S,v, (x)֊/(x)|rf* =0. (2.25)
/--J 

о

В силу непрерывности функций ?я (х) из (2.25) получим

(*)/(*) <1*, 
о

что и требовалось.

§ 3. Доказательство теоремы 2

Сначала введем некоторые обозначения.
Для любого натурального числа п >2 обозначим через I (п) на­

туральное число, определяемое из соотношений
и =2' <я) -|- т, 0 т<^2' (Л\ (3-1)

Тогда будем иметь

шах /.„ (х) =У 2'<л> . (3-2)

Далее обозначим

* + _ ({х: ая 7-л (х) = |ал| V 2'(л)), если ап =£0 
। ____
՛ {х : 7„ (х) = Т 2/(л) ), если а„ = 0

д- _ ((х : а„ /-„ (х) = — |ая|]/2' (л>}, если ал =г= 0
1[х:/.л(х) =— ]/2։<">), если ая= 0.

Наконец, пусть Д+ и А՜ будут замыканиями множеств А+ и А՜ со­
ответственно.

Лемма. Пусть при некотором л0

(х) > С >0 при х£А„го. (3.3)
Тогда какова бы ни была точка {£ [0,1] можно найти натуральное 
число р^>п0 такое, что

а) #€Др, Д+=д+,
Ь) 5Л (х) > С при хД,Т и Ло <
Доказательство. Рассмотрим последовательность интерва- 

лов ДЛА, определенных следующими условиями

С|^я*—1> т ^я* = "Т т^я*-1> ^ = 1, 2,•••• 
ЛИ

Очевидно последовательность п* возрастающая.
Докажем, что найдется сколь угодно большое натуральное гп>2 

такое, что
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|аЛя1 / 2' < 2 ' |а»4| /2' • (3.4)

*—1

Сначала докажем существование хотя бы одного тп>2, для которого 
выполняется (3.4). Действительно, если бы такого т не существова­
ло то, во-первых, нашлось бы наименьшее натуральное 4н>1, для ко­
торого

(3.5) 
и, кроме того, при произвольном лп>г04-1 выполнялись бы неравенства

|аЛ/| р 2П^>2>Я*1 /2՜'«^ = 
»-1

1-1 _______
= 2 |аЛ,1 /2' (л*) >• <■= 4+1, • • •, т. (3.6)

к-!„

Тогда из неравенств (3.6) мы получим

|а„т| )/2'(п'я>>2"’ -/"-1 |аЯ( | 1^2'<"/.) при всех т > г04֊1. (3.7)

С другой стороны, из построения интервалов А+ видно, что

I (пт) = I ) 4- т — ։0. (3.8)
Из (3.7) и (3.8) получаем

|ад I ֊.֊'(% )+'»-■
>2 !<։«/„՝ при т>/0+1. (3.9)

V 2'1՞'")

В силу (3.5) из (3.9) следует, что в точке х0, являющейся пересече­
нием всех отрезков &„к, нарушается условие (1.4). Если՜ х0— двоично՜ 
иррациональная точка—это очевидно. Если же х0 - двоично-рациональ­
ная, то, начиная с некоторого номера К, х0 будет общим концом от­
резков , к~>К и по определению функций Хаара будем иметь

Г4*(хо)| = 4у 2П;:*7 ПРИ*>*>

откуда, в силу (3.5) и (3.9), видно, что в точке х0 нарушается условие 
(1.4). Полученное противоречие доказывает существование натураль­
ного числа /п^-2, для которого имеет место (3.4).

Теперь докажем, что число т может быть выбрано сколь угодно 
большим. Действительно, пусть Л/>1—произвольное натуральное чи­
сло. Заменив в предыдущих рассуждениях пг на найдем число 
т Ы4-1, для которого

т— 1

!аЛт| <2 1^1]/^-.
*=,7

Следовательно для этого т имеет место и (3.4).
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Теперь очевидно, что число т > 2 можно выбрать 
вместе с (3.4) выполнялось и

ДдтЛ Ддт-

Определим натуральное число р из условий

так, чтобы

(3.10)

1)

2) Др лежит на том из отрезков &„т и АЛв։, который 
жит

Очевидно при таком выборе р утверждение а) леммы 
полниться.

Далее имеем

Ял7.л(х)>0 при и л0<п<р, п^=пт,

не содер-

будет вы-

(З.П)

\ап„, 7.п„, Ял* 7ла(х) при А+. (3.12)

Из (3.3), (3.11) и (3.12) следует

Таким образом, для выбранного р выполняются оба утверждения лем­
мы. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Функция /(х) предполага­
лась ограниченной. Можно считать, что

Пусть
(3.13)

п =0, 1,... (3.14)

т =о, 1 (3.15)

Тогда как известно

Нт 5Я (х) = / (х) почти всюду, Л-* ас (3.16)

и в силу (3.13)
|5„(х)|<1, хе[0,1]; п=0,1

Рассмотрим ряд
(3.17)

(3.18)

где
Сл = а„ — Ь'п; п=0, !,'• • •. (3.19)

и
о

т

л—0
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Обозначим через 5' (х) частные суммы ряда (3.18).
Рассмотрим два возможных случая.
1) Частные суммы 5Л (х) ограничены в совокупности на [0,1].
В этом случае ряд (3.18) является рядом Фурье некоторой функ­

ции А (х) из и

Пт 5'(х)=/7(х) почти всюду. (3.20)
/!-*•* •

С другой стороны, в силу (3.19), имеем 
5; (х) = (х) — 5; (х). (3.21)

Отсюда, в силу условия Ь) теоремы 2 и (3.16), получаем

Нт 5՜ (х) (х) = 0 почти всюду. (3.22)к—*’
Из (3.20) и (3.22) следует

/г(х)=0 почти всюду. (3.23)

Так как ряд (3.18) есть ряд Фурье функции /’(х), то из (3.23) следует 
сп — 0; л — 0, 1,•• •, 

откуда
1

ап = Ьп — /(х) Хд (х) с/х; л=0, 1, • • •.
о

2) Частные суммы 5, (х) не ограничены в совокупности.
Тогда найдутся двоично-иррациональная точка х£[0,1] и нату­

ральное число л0 такие, что
1^(х)1>з.

Отсюда, в силу (3.17) и (3.21), получим

|5я„(х)|>2. (3.24)

Из (3.24) следует, что в рассматриваемой точке х выполняется одно 
из неравенств

5Л։(х) >2 или ■$»«(*) < — 2-
Случай, когда выполняется второе из этих неравенств, сводится 

к случаю, когда выполняется первое. Для этого нужно вместо ряда 
(1.3) рассматривать ряд 

НС 
V — ап /л (х). 
л==0

Итак пусть выполняется первое неравенство 

5„0(х)>2. (3.25)
Так как х—двоично-иррациональная точка, то из (3.25) следует 

-$\/.(*)>2 при х£Д+. (3.26) 
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Занумеруем в последовательность |хЛ|~ все двоично-рациональные 
точки и все точки, в которых не выполняется условие (1.5).

Из (3.26) с применением леммы при £=х։ следует существование 
натурального числа р1^>л0 такого, что

1) лХ > Да <= *Х;

2) Зл (х) >2 при х £ Д < и «о < п < р։.

Далее, применяя лемму при г^ — р1։ С =2 и I = х2, мы найдем число 
р2 > Р1 такое, что

1) Др„ Д.Х С Д/,; ,
2) 5,(х)>2 при х^Др։ и р։< Л

Продолжая этот процесс неограниченно, мы построим последователь­
ность натуральных чисел (рЛ), удовлетворяющую условиям

по<Р1<р2<- • •, (3-27)

х*€ Др*» с —1, 2,-• (ро — Ло) (3.28)
и

5„(х)>2 при х^Ар^, п0<л<р*, Л = 1, 2,---. (3.29)

Так как в последовательности {хЛ} участвуют все двоично-рациональ­
ные точки, то из (3.28) следует, что пересечение всех отрезков ДрА 
состоит из двоично-иррациональной точки х0, отличной от всех хЛ, 
л=1. Будучи двоично-иррациональной точка х0 принадлежит и 
всем интервалам ДрА . Тогда, в силу (3.27) и (3.29), будем иметь

(х0) 2 при всех л л0,
которое противоречит условию Ь) теоремы 2 и (3.13).

Таким образом, второй случай, т. е. случай,когда частные суммы 
5л (х) не ограничены в совокупности, не может выполняться. Теоре­
ма 2 доказана.

Заметим, что для тригонометрической системы предложение типа 
теоремы 2 не справедливо.

Именно, К. Тандори [5] построил ряд 
со

+ 2 (а* с°5 + 6* 31п кх), (3.30)

удовлетворяющий условиям
1) ак -* 0, Ьк —*■ 0 при к -> оо;
2) для любого х

И па £Л (х) = — со, Ипа Зл (х) = + оо, 

где 5Л (х)—частные суммы ряда (3.30).
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Из условий 1) и 2) следует, что в любой точке х некоторая по­
следовательность частных сумм ряда (3.30) сходится к нулю.

Следующие две теоремы являются непосредственными следствия­
ми теоремы 2.

Т еорема 3. Пусть (х)]—ортонор мированная система не­
прерывных функций, определенных на [0,1], {р*}—произвольная по-

J
следовательность натуральных чисел и Nj = V [i*, у=1, 2,■••• Тог- 

k--l
да существует возрастающая последовательность натуральных 
чисел (՝/*] такая, что

1) '>k + !l*O*+G & = 1, 2,-• •;
2) Подсистема (<pnft (х)}=\<рч +i (х); к — 1, 2, • ■ i =1, 2,- • - , р* 

системы {®Л (х)| обладает тем свойством, что если ]сц} —ограни­
ченная последовательность действительных чисел, и для каждого 
х£ [0,1] за исключением не более чем счетного множества, суще­
ствует возрастающая последовательность натуральных чисел jm (х) 
такая, что

lira Sn, (j) (х) = / (х),

где Sm (х) — частные суммы ряда

V ак<?п„(х) (3.31)
А=*

и / (х) — ограниченная измеримая функция, то ряд (3.31) является 
рядом Фурье функции f (х) по системе {?лА (х)].

Эта теорема получается из теоремы 2 с помощью тех же рас- 
суждений, которые применялись при выводе теоремы 1 из теоремы II.

Теорема 4. Пусть f (х)—ограниченная измеримая функция 
на [0,1], и ряд по системе Уолша

b„ wn (х) (3.32)
п=0

удовлетворяет, условиям

a) lira bn =0, (3.33)
Л-* со

Ь) для любого х £ [0,1], за исключением не более чем счетного 
множества, существует возрастающая последовательность нату­
ральных чисел mk (х) такая, что

Vim a2mt(x) (х) = / (х), (3.34)

где
т-1

ят (х) = bn Wn (х). (3.35)
п -0

370—2
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Тогда ряд (3.32) является рядом Фурье— Уолша функции ( (х).
Доказательство. Как известно (см. [6], стр. 155) всюду на 

[0,1], за исключением двоично-рациональных точек, выполняются ра­
венства

«>0 (х) ֊ ул (х), и»! (х) = уЛ (х),
2/ (л)+1 ь_1 *

Шп = 1/ 57^Г՜ 2 аНуДх), п>2, (3-36)
* 1 1^2> (")

где
1(4Л)[=1; п=2, з,- . .; 2,(я)<։<2'(я>+1-1.

Рассмотрим ряд 
~ 2я + 1—1 '

Ьогио (х) + Ь1и>1 (х)+ У V 6,„шт (х) . 
я“^ т֊2я

(3.37)

(3.38)

В силу равенств (3.36) при любом N'^■ 1 имеем во всех двоично-ирра­
циональных точках

Л' . 2я + 1,-1
60Ш0 (х) Ь (х)+ У I 2 Ьт Шт (х) = 

П-1 т -2я
л՛ 2я+։_ 1 1 2я ՛■ 1-]

= 60Х0(х) + 41Уд(х)+2 2 6т 1 V аГуДх) =

я՝“1 т-=2п ' 1~2П
л՛ 2я+։֊1 , 1 2"+1-1 ч

= Ао/о (*) + ь17.1 М + У У, (77=- У Ь,п а[т} ) /а(х) = 
«-11 ^2" ,„-±2я 7

л' 2"+։ -1
= ^оХо (х) + V.։ (х) + У У аг 7.1 (х), (3.39)

Л »1 1к=.2п
где

а‘= 2 6я-а'т) ПРИ 2я </<2л 1֊1. (3-40)
у 2я т -2я

Докажем, что ряд по системе Хаара
«, 2я+։_։

^о/.о (*) + ^1/1 (*) + 2 2 а/ 7.1 (х) (3-41)
п—1

удовлетворяет всем условиям теоремы 2.
Действительно, из условия Ь) теоремы 4 следует, что в любой 

точке х£ [0,1], за исключением не более чем счетного множества, не­
которая последовательность частных сумм ряда (3.38) сходится к 
/ (х). Тогда, так как в силу (8) ряды (3.38) и (3.41) имеют одинаковые 
частные суммы, то то же самое имеет место для ряда (3.41). Таким 
образом, для ряда (3,41) выполняется условие Ь) теоремы 2. Прове­
рим выполнение условия а).
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Из (3.40) и (3.37) имеем при 2п ^i-^2'! 1 —1

---- <max{|6m|:2« <т<2" '֊!]. 
max /j (х) у 2"

Отсюда, в силу (3.33), получим

Ilm ------iS-1—=.0,
i- - max /j (x)

которое является более сильным, чем условие а) теоремы 2.
Согласно теореме 2 ряд (3.41) является рядом Фурье—Хаара 

функции /(х), поэтому (см. [6], стр. 143) ряд (3.41) сходится к f (х) 
в метрике £[0,1]. Тогда из (3.39) следует, что ряд (3.38) тоже схо­
дится к / (х) в метрике L (0,1], т. е. (см. обозначение (3.35)

1
lim f [я .. (х) — / (х)| с/х =0. (3.42)

/V-* оо J

о
Так как |шя(х)’<1, п =0, 1, 2,--, то при 2л'^>п имеем

I 1
|azl— J /(х) wn (х) с/х| = | о2д (х) wn (х) с/х — 

О о
I 1

— J/ W «М (х) <7х| < j [о։Л. (х) — / (х)| dx,

II О
откуда, в силу (3.42)

1
ал = j* / (х) w„ (х) dx, 

и
что и требовалось. Теорема 4 доказана.
Ереванский государственный 
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Ֆ. Ա. ՒԱԼԱԼՑԱՆ. 11րոշ օւ՚թւ^սեսէլ սիսսւեմնեւ՝Ու[ (յրւէած շարքերի միակէււթւան մասին 
(ամփոփում) ք

Ապացուցված է թեորեմ, որի համաձայն անընդհատ ֆունկցիաներից բաղկացած յուրա­
քանչյուր օրթոնորմալ սիստեմից կարելի կ անջատել ենթասիստեմ, որով ՜գրված շարքերը 
օժտված են միակության որոշակի հատկությամբ։ եռանկյունաչափական սիստեմի դեպքում այդ 
թեորեմը հնարավորություն է տալիս նշել լականար սիստեմներից տարբեր ենթասիստեմներ, 
որոնք օժտված են միակության նշված հատկությամմ։ Ապացուցված են նաև, որոշ մ ի ակութ յան 
թեորեմներ Հա արի և Ուոլշի շարքերի վերաբեր յար
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F. A. TALALIAN. On uniqueness of the series by certain orthogonal 
systems (summary)

A theorem is proved, according to which from any orthonormal system of conti­
nuous functions a subsystem may bo chosen, tho scries by which possess certain unique­
ness properties. In the case of trigonometric ssystcm the theorem permits to point out 
nonlacunar subsystems, possessing the uniqueness property. Some uniqueness theorems 
jor the series by the Haor and Walsh systems are proved.
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Ф. А. ШАМОЯН

ОПИСАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ИДЕАЛОВ И НЕКОТОРЫЕ 
ВОПРОСЫ ФАКТОРИЗАЦИИ В АЛГЕБРАХ РАСТУЩИХ 

ФУНКЦИЙ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ

Введем следующие обозначения:
1. Ur — открытый круг с центром в нуле и радиуса R.
2. U = Ui — открытый единичный круг.'
3. Н (U)—множество всех функций, аналитических в U.
4. Пусть р и с—положительные числа. Символом X  обозначим 

множество
*

f: |I/J’ = sup |/ (z)| exp (— ° ) < + col.
₽ «№ \ (1- |z|)p / J

5..

6.

X; = и x°.
P o>0 P

*P+0 = Ո X'
•>o r

В этой статье мы установим, что факторизация М. М. Джрбашя- 
на, предложенная им в [1], хорошо приспособлена к изучению алгебры 
Х„о (р>1). Мы дадим полное описание замкнутых идеалов алгебры 
Хс, и, снабженной естественной топологией. Кроме того, мы покажем, 
что свойства нулей функции класса Х~ (р > 1) существенно отличаются 
от свойств нулей целых функций порядка р.

§ 1. Вспомогательные сведения

В этом параграфе формулируются применяемые ниже теоремы 
Линдена и Картрайт-

Теорема А. (Линден, [4]). Пусть / регулярна в и^, /(0)=1, и, 
кроме того, пусть Тогда существует число г0 — г0 (°) та­
кое, что

Я
п(С, А,/)<*(₽, ^M(t, logJ Л+М(г0,1ог|/|)

>и

где

|С| = r<R, հ ֊ 5 {R — г), 0 < 8 < —.
՛ б

К (Հ ß)—положительное число, п (С, հ, ք) — число нулей функции ք в 
круге |C-z|<Ä,
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ст... , .-к֊-.— . ■ ■ - ՛՛ ■ j_> 1« . ՛,г՛-֊.-'- । . ——■ ■ -՛ ~~

М (t, log՜4՜ l/l) --= sup log+1/ (*)|.
1*1- /

Теорема Б. (Линден, [3]). Пусть для заданного значения 
0£ [0, 2к) 5л. к обозначает область

|1-2֊*  < М < 1 -2-*-> : 2֊» < 9 - argz< 2֊ (Л +1) 2՜*},

где Л и к — целые числа такие, что Лг>0,

— 2*-«4:л<2*֊- |-1.
Предположим, что к0 и р—положительные числа, [ая|Д։ — после­

довательность точек круга U такая, что при всех достаточно больших 
п выполняется неравенство |ал|>1 2՜*՛,  и для любого 0£ [0,2*0  су­
ществует не более с2* р точек а„, в каждой из областей 5д, л при 
к'>к0. Пусть 5—любое целое число, большее р—1 при р^>1 и равное 
нулю при р-СЬ Тогда функция Р, заданная равенством

аналитична в и и принадлежит X“,
Теорема В. Пусть Р—произведение, построенное в теореме Б. 

Тогда при любом з>0 и достаточно большом п существует число

с 1 1 . 1
Гп^~ 2п ’ 2« + 1

такое, что

log |Р (г„ е'°)| > - ........1 , е € [0, 2«). .
(1 - гя)?+*

Теорема В следует из результатов работ [3], [5].
Теорема Г. (Картрайт, [6]).
Пусть функция ® аналитична в U и и - Reep, пусть далее ?(0) 0. 

Если

M(z)<------ -------- (z6U),(1 -Н)’ k

то при всех z£U выполняются неравенства

(а) 1? (z)l <
_MaL
(1-М’

при 0<я<Т,

(б) М (*)|< К
(1-И)

log2 (। п₽и а = !>
\1—|г|/

(в) 1? (г)1 <
(1-1*1) ’’ при т тс,

где К (а)—положительные постоянные, зависящие только от я.
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§ 2. О факторизации М. М. Джрбашяна

Пусть /£ Н(&) и

7',(г) = 1огН/(ге'°)| </*  (0<г<1).

(2)
»=1

где

Множество функций Н(1)), для которых

о 4
—КС®^՜!՜00 обозначим через Д’.

М. М. Джрбашян в работе [1] нашел каноническое представление 
этих классов при — 1 а <С 4՜ 00 •

Пусть к — неотрицательная целочисленная функция, заданная в 
и такая, что множество {а£ и: к (а) >0} не имеет точки сгущения в 
и. Такую функцию к мы будем называть дивизором. Символом мы 
будем обозначать произведение М. М. Джрбашяна (см. [1]) такое, что

М(^)= и-.к(г)>0},

причем кратность нуля в точке а равна к (а), где №(/) есть множество нулей 
функции /. Каждой функции /£Н(Ц) соответствует дивизор к/, опре­
деляемый так: к/ (а) равняется кратности нуля а£ О для функции /.

М. М. Джрбашян доказал (см. [1]), что каждую функцию А*  
можно представить в следующем виде:

О.
(а)ехр₽'(а) (а ££/), (1)

где

2 (а,+ 1) (1֊р2)а 1ог 1/(ре,0)| рао ± 

О —х
(1—ре՜'0 а)®՜1՜2

ка — ехр
О

С). — коэффициент при г1 в разложении / в ряд Маклорена. Про­
изведение тт*у  определяется так

£/« (г, С)
(1—р8)“ 1о£

(3)

О -к
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a {z*) —расположенное в последовательность множество N (/), каждый 
элемент z множества N (f) встречается в этой последовательности 
*/(z) раз.

При исследовании замкнутых идеалов в алгебре X. о (см. ниже) 
возникает следующий вопрос:

Пусть и пусть я таково, что (например, я^>р — 1),
тогда в силу (1)

I2՜ 'л/։хр •

Принадлежит ли функции exp g', exp [—g(] множеству Лр+0? Кро­
ме того, сам по себе интересен и такой вопрос, возникающий в связи 
с тем, что при любых я', я таких, что я.'<^я выполняется включение 
Д‘, с: А*  и, тем самым, каждая функция, принадлежащая Л'., имеет 
новое представление вида (1) в А''. Каков рост сомножителей 

8а> 8*՛  > участвующих в разных представлениях одной и той же функ­
ции? Ответ на этот вопрос дает следующая

Теорема 1. Пусть f £ (р >1) и я^>р—1. Тогда

\~kr (z)| -l֊|exp(g'(z))i <exp ---------- log2 -J—
(1-֊H)? !_|2|

№). (4)

Если же fcX^o, то K*/։ exp exp [—g'j также принадлежат X? о, 

где c —некоторое положительное число, независимое от z£ U.
Сначала докажем лемму.
Лемма. Пусть к—дивизор такой, что множество |z£U: 

Ar(z)^>0) удовлетворяет условию теоремы Б. Если Р—произведе­
ние, фигурирующее в теореме Б

N(P) = {z^U-.k(z)^>0}, 
то

(5)

для любого я^>р—1 (г., к = 0, 1, 2,-՛—абсолютные постоянные).
Доказательство. Пусть Р— произведение, о котором гово­

рится в теореме Б. Так как Р^А՝Ч при я}>р — 1, то по теореме М. М. 
Джрбашяна (см. [1]) для Р имеем представление

Р=*>  exp gP.

Нужно оценить последний сомножитель

(6)

в₽м_ 2 (’+1) f f log (Р**) ’

* Возможность почленного интегрирования вытекает из следующих ниже оценок.
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*„1 " и и I 1 — л ж I
О — т:

£։ / \l-ztfe«/ ] (1-гре֊'6)^։

(7)

Равенства понимаются с точностью до 2"пг, где п— целое число. 
Мы воспользовались теоремой ХШ։ работы [1]. Оценим

1-Сг

(1-г)’1ог |11
ре;в

о
Из [1] имеем

6/, (г, С)

р е/О</р

(1 - гре_/։)®+։
(8)

(1—р2)“^ 1----- — рс/Ос/р1 к

С

О -X

3 г

о

Легко видеть, что

Л—
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Пусть

<-
1—С Z 8

(Ю)

Тогда очевидно и при t £ [0, 1]

~=£1.

Действительно, если |z|<JC|, т0 ~ ПРИ [0,1 !■

Если же ]z| > |С|, то из равенства tz^= r-, следовало бы, что 
arg z — arg С и

I - ICI2 = Iz-jçr > !
1-U 1—|C||z| "

что противоречит (10).
Поэтому

существует.
Следовательно при условии (10) можно записать следующее ра­

венство:

Но при |z| |С| непосредственное

ла в. степенной ряд показывает, что

разложение последнего интегра- 
он совпадает с log ----7֊^ .

Предыдущие рассуждения показывают, что при
2

условии (10) — не

может принимать вещественных значений, больших единицы. В силу
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аналитичности интеграла относительно —, получаем, что он равен

1о$г -7-^ (при условии (Ю)).

Итак, при условии (10)

< 1-К1* Г8 у _А_

1 । 2 = (1-кг)а-И8) <2 А = А
|1-и П֊^|։ "8 4՛

" 1֊Ь| *" +2*-8*  

при условии (10).
Остается оценить интеграл 

(' (1 — «)’+։ Л 

1։,։ \ 'г )

Сделаем замену переменной, полагая 

1—# =т (1—|С|։).

Тогда оцениваемый интеграл по модулю превратится в

(1 — 1С|8),+а Г________ т«+1 С“4՜2 Ж____________________

I1 - ’-’1а+2 3 (1-т (1-|д»)Л=£- 4- 1^гу 2 
\1— С г 1 — С г /I

Оценим снизу знаменатель подынтегральной дроби.
Имеем
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то есть
с"«_ >/3 .
1-Cz 2

Но так как

то знаменатель не меньше положительного числа, не зависящего от 

Сиг при условии (10) и |С| > •— •

Следовательно при условии (10) имеем
ls;W|<c/l^L»= + lbK”։). (12)

\1—Cz |1—Сг /

Переходим к тому случаю, когда

1-Г18 1 - (13)

1—2 |z| P cos 9 — <F֊Hz|2 p3

|1-Сг| 8

Мы будем пользоваться формулой (8).
Очевидно можно написать

11 _ |г|» *+2/ 1|g: (г)| < 4-^֊ ( (s+2) 8'+3 + 8’+*  log —- +
I 1— С z \ 1—|г|

8«+։. (я '1)

о

1 ое/0
1 г (1 - р։) log 1 - •—

•• Г । С
I J (1 - гре~/0)։+2 

то есть
1__ .Г|2 *+2( 1|g: (z)j< с2 -—— Ь + log -—- +
1 —С z I 1 —jz|

1 к

0 — к

pe'° II_________ P <®d[>__________
C |1 —2 |z| p cos 9 — <p + |z!։ ps

где <p = arg z.

А при |C| > 0<р*\1  справедливо неравенство

|log|l — 4֊ 2 log 3.

Поэтому

Пог |1-г-֊|р^р
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Легко видеть, что

1

1—|zj

log 1
,ert I

1 — 2 |z| р cos & — ։p + 'z|3 p3

I

1— 2 |z| p cos 6 —p + |z|3 p3

В этом можно убедиться, разлагая подынтегральное выражение 
в ряд. Следовательно имеем

ig. wi<c։( log3-A-VJ- R
\ 1—|z|/| 1— ՛, z

при условии (13).
Из (12) и (14) следует

/ 1 \ 1— Е1։ т+2 1 \|g.-(2)Kc( log3 _L_).2-^L (z,ceê/,ICI>АЛ,
\ 1—lz|/ 1—Cz 2/

где 7 = min (a, s).
Поэтому получаем

If«(z)Kc4(log3 —A_ y \Z^U).
\ 1 —l«l / *"\1֊  Zi z !

(14)

(15)

Но из оценок работы [3] следует, что последняя сумма не больше 

-----—----- . Лемма доказана.
(1 ֊ И)?

Доказательство теоремы. Непосредственно из леммы и 
из (6) (где k = к/) следует оценка (4) для -“/։ (см. теорему Б). Да­
лее заметим, что

1^= Рехр (—gf).
По предыдущей лемме

|ехр (— gf )|>ехр |--------֊— log2 ----- ------ •
I (l-lzir l-|z|

В силу известных оценок снизу для Р, полученных в [5], (см.
также [3]), имеем оценку (4) для exp gl.

Пусть о, тогда при любом £^>0 существует с/(в) такое, что

I/ (z)j < exp с/(е) . 
(1- lz|)₽+*  ՛
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Из теоремы В 
Х, I֊֊L-I 
2я 2я1

мы заключаем, что при любом п в интервале

содержится число гп такое, что

const

при всех г, равных 
Поэтому

по модулю Гп-

1ехр 8Цг)\=\/ И (^z(Z))-։K

<еч,(1-иг"
Рассуждая теперь так же, как в [3], § 4 получаем, что

|expgi(z)|<exp(-y֊֊

Г следует теперь, что и
। ! / м с (Р» е)
|ехр֊8.(х)|<ехр-——

при всех и.
Из теоремы 

при всех и

Теорема доказана.
Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что представление 

М. М. Джрбашяна А*  можно рассматривать как некоторый аналог 
представления Адамара (см. [10]) для целых функций конечного по­
рядка.

В монографии М. М. Джрбашяна [2] исследован другой способ 
факторизации растущих функций, который приводит к параметрическо­
му представлению важных функциональных классов.

Этот способ факторизации не обладает свойством, описанным в 
теореме 1: произведение типа Бляшке (см. [2]), участвующее в факто­
ризации функции класса Л^+о, может не принадлежать этому классу.

§ 3. О замкнутых идеалах в алгебре Х+о

Введем в Х?+» топологию проективного предела банаховых про­
странств Х}+։, г>0. Тогда Х^о превращается в топологическую ал­
гебру относительно поточечного умножения и сложения. Опишем все 
замкнутые идеалы в этой алгебре.

Сначала докажем следующую лемму:
Лемма. Если множество и: к (г) > 0) удовлетворяет усло­

вию теоремы Б с р —* р -|֊ а при любом а >0, начиная с некоторою 
то при подходящем выборе а (например, а^>р— 1)

х¥р+о— Нт —=1, (16)



Описание замкнутых идеалов 429

где

k (г\= I к (*)•  если
I О, если z^U/Ur

(имеется в виду топология пространства AfP+o).
Доказательство. Заметим, чтэ из теоремы 1 следует

-4^+., 0<г<1

и ограничено в Л’ . при любом е>0. И кроме того, имеем

lim ֊4 (4=1 (*€  &), (17)
Г-.1-0 Т.кг

так как сходится в U.
Но ввиду вполне непрерывности оператора вложения из X^t -> 

-» X} 2։ (см. [9]), заключаем, что (17) имеет место в X\+Ot. Так как 
s — любое положительное число, то лемма доказана.

Пусть /—идеал в ХР+п, через kj обозначим дивизор, определенный 
следующим образом:

kj = inf kj. (18)
/ел

Если к — дивизор, то через /*  будем обозначать множество 

[f^Xf+0-.k/>kJ}.

Теорема 2. Пусть J—замкнутый идеал в алгебре Xf+o (р>1) 
Тогда

I- J={feXt+0:k/>kJ}-,

2. Пусть к—дивизор (к^О) такой, что множество {z£ U:k(z)^>0] 
удовлетворяет условию теоремы Б с р —» р + г при любом положи­
тельном $^>0, начиная с некоторого к0. Тогда множество

{f € *Р+о, f :kf~> к}

есть нетривиальный (отличный от {0)) замкнутый идеал в Xf+o;
3. Всякий замкнутый идеал в Xf+o — главный, точнее, если 

J — замкнутый идеал в Xt+o, то существует а>0 такое, что

Доказательство. Легко видеть, что /* у является замкнутым 
идеалом в Xf Ро, где kj определяется по (18). Чтобы доказать равен­
ство J — Jkj достаточно установить включение Jnj с: J, так как обрат­

ное включение очевидно. Если f^J, то

Действительно f = s^expg*  (см. теорему 1), где 

expg£, exp (— g'i) CA’p+o.
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Значит
"* 7 =/ ехр(— 

Согласно лемме

* Случай простого нуля функции Л. Аналогичным образом рассматривается и 
случай кратного нуля.

Zp+0-lim -А-Ф=Ф 
г-1-0 1Г*/.,  

для любого
ФС^+о.

Докажем, что если 

ф«֊л. то ֊^֊фс/ 
“*/.  Г

Для этого достаточно установить, что если z0 такая точка, в 
которой kj (z0) — Ъ (ze) > 0, то

4'^ 

“«о
где

= fl---- exp [—£/« (z, z0)]
\ *o  /

(см. формулу (3)).
Пусть h£J, h (z0) 7^0*  и

Фх U) = -{-^7֊h: .

(z£t>) 
a

Фа(*)  = ^Ы-

Функции Фь Ф8 £ Ap+o, поэтому Ф1+ ЛФ։ £ J- 

Так как

^Zo ’Ч

то мы получаем утверждение 1. Утверждение 2 очевидно, а утвержде­
ние 3 следует из утверждения 1 и теоремы 1. Доказательство завер­
шено.

Замечание 1. Пусть / ֊замкнутый идеал в Лр+о (р>1), тогда 
следующие утверждения равносильны:

I./¥=(0}.
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2. Множество {г - и, г: ку (г)^>0) удовлетворяет условию теоре­
мы Б при '• -*р  -г 8 для любого положительного з, начиная с некоторого 
К-

I0*1 г
тогда как, вообще говоря

2 |a*|-f =4-00, .

(см. [10]).
Этот факт играет важную роль при исследовании идеалов в ал­

гебрах целых функций (см. [8]).
Мы покажем, что для функций класса X” (р^>1) только что 

отмеченное явление невозможно.
Теорема 3. Если f^X^ (р^>1) и Е—любое подмножество 

множества N (/), то существует функция ® £ Х~ такая, что 
N^) — E. ■ » ֊ .

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, 
что / (0) =1.

Положим ' .
Р — min ^2, -֊- (1+ р) }, и заметим, что (0).

Существует число с такое, что

log |/])<(T-S- (re [0,1)).

з’о-з ՛ $.-7—-------------- ;

Замечание 2. Докажем, что теорема 2 не справедлива при 
0<р<1. Действительно, пусть 

5 (z) —• exp / 1 4՜ z\ 
\ 1 —z /

и О-Ср<1, тогда легко видеть, что замыкание идеала

является нетривиальным идеалом в Х( у (см. [7], § 6), и в то же вре­
мя ку (:) зк 0 (д££/).

§ 4. О нулях функций класса Л' (р^> 1)

Символом /V (/) мы будем обозначать множество всех нулей функ­
ции /. Как известно, в классе Е~ всех целых функций порядка не вы­
ше р и нормального типа возможен следующий феномен: подмножества 
множества /V (/) ни при какой % £ Е? не представимы в виде (#).

Дейстйительно, если р—целое число, а {а<1^ записано в виде 
последовательности множества /V (/) (|аж| -С|а2],• • •), то I 2

lim 2'
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Поэтому
R
J M(t, log I/O (R — է)»֊1 dt< 

u
R R „

Ր dt <____ C_____
j (1 _op J 
0 Ü

Пусть C Ç U, |C| = г. Полагая R = — (1 + г), получаем (см. тео­

рему A)
n (C, h, f) < C (P, 3) —A— ((l-r)f>-P +M (r0 log I/O) < ֊^4 • 

(1— r)p Ա Ո

Положим 3 = —. Тогда последнее неравенство приобретает вид 
8

п (Լ, Л,/)<—— - (19)
(1֊г)₽ -

Каждое множество 5л, * можно покрыть не зависящим от h и к

конечным числом кружков радиуса —-—, к которым применима оценка 
16 2*

(19). Поэтому число нулей функции / в множестве 5л, k не превосхо­
дит const 2* ₽.

Остальное следует из теоремы Б.
Автор приносит искреннюю благодарность своему научному ру­

ководителю В. П. Хавину за постановку задачи и внимание к работе 
и Н. К. Никольскому, ответом на вопрос которого служит § 4.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 3.IV.1970

3». Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. Փակ իւլեալների նկարազրումբ և ֆակտորիզացիայի մի քանի հարցեր միավոր 
շրջանում անալիտիկ անող ֆունկցիաների ալզեբրաներում (ամփոփում)

Դիցուք բոլոր այն ֆունկցիաների դասն է, որոնք անալիտիկ են միավոր Ս ՀԸ1ա~
նում և բավարարում են հետևյալ պայմանին

|/WI<C/,.exp(î֊±jF

ցանկացած գրական £-[• համար։
Ապացուցված է։ որ Մ, Մ, Հրբաշյանի ֆակտորի զա ցիան, որը բերված է [/J հողվածում ղավ 

հարմարված է X? ր q ղասի ուսումնասիրությանը! Այղ թեորեման օգտագործվում է Х^ц-плЛ 
փակ իղեա/ների նկարագրման հարցում, որտեղ X^q ղի տված է որպես տոպոլողիական ալղեր֊ 
րա։ Բացի այղ ապացուցված է, որ X^ ֊ին պատկանող ֆունկցիաների ղյրոների բնույթը խիստ 
տարբերվում ի p կարգի և նորմալ տիպի ամբողջ ֆունկցիաների զրոների բնույթից։ Այստեղ 
X™ այ^ ֆունկցիաների ղասն է, որոնք անալիտիկ են Ս-ում և բավարարում են հետևյալ 

պայմանին

<*€Ս)
C—ն որէէ թ1„1 է (0, -poo) — [ւնտևր^ալիցւ
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F. A. SHAMOYAN. The description of closed ideals and some questions of
factorisation in algebras of growing functions analytical in a disc (summary)

Let X^+IJ be the class of all functions f analytical in the unit disc U of the complex 
plane satisfying the following condition:

\f (z)|< Ct,, exp —- 1 (z C U), 
(1—|z|)fT1

for arbitrary positive s. In investigation of the class the factorisation theorem proposed 
by M. M. DirbaSian in 11 ] theorem leads to the complete description of'closed ideals in 

considered as a topological algebra. It is also shown that the properties of zeros
of functions belonging to X՞՜ differ from properties of zeros of entire functions with 

corresponding rate of growth, when Л” is the class of all functions f analytical in U 
satisfying the condition

|/ (z)j -C exp-----——
(1֊|z|)p

or some C- (0, +»).
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И. Д. ЗАСЛАВСКИЙ, Г. С. ЦЕЙТИН

КРИТЕРИЙ СПРЯМЛЯЕМОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ 
ПЛОСКИХ КРИВЫХ

Как было показано в [1], для конструктивной спрямляемости 
конструктивной кривой необходимо, чтобы обе ее компоненты были 
функциями конструктивно ограниченной вариации, однако это условие 
не достаточно для конструктивной спрямляемости кривой1”. Во время 
доклада об этих результатах на семинаре в МГУ А. А. Марков вы­
сказал следующее предположение: для спрямляемости конструктивной 
кривой необходимо и достаточно, чтобы компоненты всех конгруэнт­
ных ей кривых были функциями ограниченной вариации. В настоящей 
статье мы дадим доказательство этого предположения А. А. Маркова-

Бу дем пользоваться терминологией и обозначениями из |1]. В 
частности, если фиксирована функция / и кривые К и К1г определен­
ные на аДР, то через и 1^*  обозначаются алгорифмы, которые пе­
рерабатывают всякое дробление а0 * а։ * • • • * ал сегмента ։ДР соот­
ветственно в Л’Л-числа

* В дальнейшем прилагательное „конструктивный“ в терминах, относящихся к 
конструктивному анализу, часто будет опускаться.

л-1
2 1/(«1+1)—/ (»/)|

, 1-0
и

Л-1 _________ _________________________________________
2 /(ЛЧ«1+1) - + (а1+1)-/0>(а/ ))։ 1

1-0
через будет обозначаться алгорифм, определяемый так же, как 
1Р*,  с заменой К на Кх.

Термины, связанные с конструктивным интегрированием по Ри­
ману, понимаются так же, как в [2] и [3]. Будем говорить, что функ­
ция /, заданная на аДр, является линейной, комбинацией функций " и 
А, заданных на аДр, если потенциально осуществимы такие А’Л-числа 
и и о, что при любом х£ оД9

/(*) “н 8 (х) + и-А (х).
Теорема. Кривая К, заданная на яДр, спрямляема в том и 

только в том случае, когда любая линейная комбинация ее компо­
нент является функцией ограниченной вариации-, в этом случае дли­
на кривой К равна
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1 С‘1 ■ 1у- V (№(0 cos<p+^(0-sin?) k?. (1)

о

Для доказательства нам потребуются две леммы.
Пусть F есть конструктивная последовательность функций, опре­

деленных на аДр. Будем говорить, что эта последовательность равно­
степенно непрерывна на аДр, если

упЯт-укху (х, у£ аДр<& |х—y|<2-m =>|F*  (х) — F*  (у)|<2՜՜ ).
Лемма 1. Пусть F есть конструктивная последовательность 

функций, равностепенно непрерывная на аДр, и пусть конструктив­
ная функция /, определенная на аДр, такова, что при любом х£аДр

Fn (х) -> f (х). (2)
Л-»»

Тогда функция /равномерно непрерывна на аДр, и последовательность 
F сходится к / равномерно.

Доказательство. Докажем вначале равномерную непрерыв­
ность /. Пусть п — произвольное натуральное число. Пользуясь равно­
степенной непрерывностью F, построим натуральное число т такое, 
что

укху (х, у С “ДР& \х—у\<2~т z>\Fk (х) — Fk (у)|<2՜ п -1).
Тогда, ввиду (2), для любых х и у, принадлежащих аДр и таких, что 
|х — у\<2~т, будет

таким образом, мы показали, что

улЯлп уху (х, у£аД0& |х—у| <2՜՞’ о|/ (х)—/ (у)|<2՜" ), 
т. е. / равномерно непрерывна на аДр.

Теперь докажем равномерную сходимость F к /. Пусть п — про­
извольное натуральное число. Построим натуральное число I такое, 
что

У/kxy (х, у£аД₽& |х-у|<2֊' =>|Г*  (х)— Fk (у)|<2' Л՜'2), 

и, кроме того

Уху (х, у£аДр& |х—у|<2՜' =И(х) — f (у)|<2_я՜2).
Далее, построим натуральное число к такое, что

₽֊=^<2՜', 
к

FR-числв и0, и։, • • •, ик такие, что

и/ = а + ֊^֊ • (Р — а) (0< I < к), 
к

и, наконец, пользуясь соотношением (2), построим натуральное число 
т такое, что для всякого ։ от 0 до к и для всякого j > т
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|Гу(И/)-/(и/)|<2—2.
Пусть теперь х — произвольное /'7?-число, принадлежащее ’ДР- 

Построим натуральное число i такое, что
[х — и, |<2֊'.

Тогда при всяком j > т будем иметь
1/7(*)֊/(х)|<|ГДх)  ֊£/(«/)!-Ь
+ !Гу(ш)-/(«,)! +|/(м/)-/(х))< 
< 2֊ п -2 _|_ 2֊ п ֊2 _1_2- п -2 < 2֊« .

Таким образом
yfn^myfjx (х£аДр& j > m = |Fy(x)—/(х)| <2՜՞ К

Лемма доказана.
Лемма 2. Для любых FR чисел и и v

j |и■ cos ® + v- sin ъ\ df = 2 ■ и*  4՜ •

О

Доказательство. Если u24֊v։=0, то u = v=0, и требуемое 
утверждение устанавливается немедленно. Если н*  г «*=£0,  то можно 
построить такое /'7?-число ®0, что

и = V и*  4֊ и2 • cos <?о,

v= V и՜ 4֊ V2 sin фо, 
откуда

j |и соз с,4- v-sin qp| </ф= К и2 4՜ v*  • Г |cos (? —©0)| dtp =

■> о
X

= рг и- 4՜ v2 • J|cos <р| dtp=2 • / v2 4՜ v2 • 

О
Таким образом, требуемое равенство справедливо как в случае и2 4՜ 
4и2=0, так и в случае и։4-и։ =5^0; следовательно, имеет место двойное 
отрицание этого равенства, а значит и само равенство.

Доказательство теоремы. Необходимость. Предпо­
ложим, что кривая К спрямляема. Пусть и и v֊~ какие-либо PR-чк- 
ела, и пусть функция /, заданная на а\р, такова, что при любом 
х аДр

/ (х)= и- К- (x)4-v /fr‘ (х).
Построим кривую такую, что при любом х£аЛр

К\ (х) = и- К- (х) 4՜ v-KT(x),

^(x)=-v /Г=(х)4-и-^(х).
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Легко проверить, что для любого дробления Р сегмента аДЗ 

Ц^(Р)=уи» 4- U7*(P),

а потому, ввиду спрямляемости кривой А, кривая Ах также спрямляе­
ма; но тогда, на основании теоремы 1 из [1], функция К[, а значит и 
/, является функцией ограниченной вариации на аД?-

Достаточность. Пусть любая линейная комбинация К:- и К1՛ 
есть функция ограниченной вариации на аД£. Покажем, что в этом 
случае кривая К имеет длину, выражающуюся формулой (1).

Из нашего предположения следует, в частности, что К՝ и Ат՛ 
суть функции ограниченной вариации; обозначим их вариации через 
И- и Иг,. Пользуясь леммой {1) из [4], легко построить алгорифм J, 
перерабатывающий всякое Л’Л-число ® в запись функции, которая по 
всякому /ГА-числу выдает FA-число

cos ? • A'(f) + sin <р • А*։  (£).

В дальнейшем вместо „функция, запись которой есть J (?)“ мы будем 
говорить просто „функция J9U.

Согласно предположению, для всякого /*/?-числа  ® функция _/7 
есть функция ограниченной вариации на <։Д[3. Таким образом, потен­
циально осуществим алгорифм, который по всякому >р выдает вариа­
цию функции /?. Построим такой алгорифм и обозначим его через Л. 
Мы будем употреблять следующие сокращенные обозначения из [1]:

= ’ + •(₽—«);

Дя^ = АЧх&)-^(х|»>); 

A,A?=Ai(x)?,)֊tt(x^ 

Построим конструктивную последовательность Н функций, определен­
ных на ОД«, такую, что для любого натурального числа п и любого 
/ГА-числа <р£ОД«

2я—1
Нп (а) = 2 |cos ® • Дя А/ + sin ® • Дя А/‘|. 

1-0

Согласно лемме 4 из [1], при любом ?, принадлежащем ОД«, имеем

нп (?) -> h (?). 
Л-»ео

Далее при любых ?х и ?2, принадлежащих ОД«,-и при

(3)

любом на­
туральном п

\Нп^-Нп(ъ)\=
ал-1
V |Cos?2 -Дя А' +

1=4)
гл-1

+ sin ®։-Дя А^]— V .’cos ipx-Дл А| -|-sinДлАр| <
1-0
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-< V |(cos ф2 — cos ?։)-Ая К; (sin <р2 — sin ф։) • дл АГ5 
/=-<1

< |фэ֊?11 • 2*  (1дп + |ДЯ А>|)< •( И= + ит.).

/«41

Таким образом, последовательность Н равностепенно непрерывна на 
ОД՜, а потому, ввиду (3), получаем на основании леммы 1, что функция 
Л равномерно непрерывна, и Н равномерно сходится на ОАп к Л. Сле­
довательно функции Нп и Л интегрируемы по Риману на ОДп, и

Z к

С Нп (?) df -> Гл (?)«/?• (4)
J Л-оо J
и о

С другой стороны, пользуясь леммой 2, получаем для любого на­
турального и:

р 2"-1 р
I Hn(v)d'?= V I |cos ?-Дя К] 4- sin ?■ ДЯА}'| d<f~

о '֊"
2я—I

=2 • v v (дЛ + (Дя ^у-2 ■ W* (т (л)), 
/-о (

где Т есть алгорифм, перерабатывающий всякое натуральное 

(5)

л в
дробление xffl *х* я) *•••*  х^. Из (4) и (5) на основании леммы 5 из 

[1] следует, что кривая К спрямляема, и Л7?-число ֊֊Ja (?)</? являет-

•• " о

ся ее длиной. Теорема доказана.
Следствие 1. Для того, чтобы кривая К, заданная на аД^, 

была спрямляема, необходимо и достаточно, чтобы для любых 
FR-чисел и и v, удовлетворяющих условию u։-|-v։=l, функция f, 
заданная на аД^ и такая, что

vt (фЛ? => / (х) ֊Га.Г'(О+ V(/)), 

была функцией ограниченной вариации.
В самом деле, необходимость приведенного условия немедленно 

следует из теоремы; достаточность его фактически установлена в про­
цессе доказательства теоремы, так как там мы использовали ограни­
ченность вариации лишь таких линейных комбинаций А՜ и А\ у кото­
рых сумма квадратов коэффициентов есть 1.

Будем говорить, что кривая А?։, заданная на сегменте аД,3, кон­
груэнтна кривой К, заданной на том же сегменте, если потенциально 
осуществимы такие FR-чнсла. ?, С, D, что при любом ^аД^

А' (0 = К- («) • cos ? -•֊ Ат՛ (0 - sin ? 4֊ С;
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Xj1 (t) = — К՜- (f)sin о 4*  Ат‘ (I) -cos с + D.

Следствие 2. Для того, чтобы кривая К, заданная на оА/, 
была спрямляема, необходимо и достаточно, чтобы компоненты 
всех кривых, конгруэнтных К, были функциями ограниченной ва­
риации.

Следствие 3. Если кривая К, заданная на ։Д?, равномерно 
дифференцируема, то ее длина равна

|V(№'(OF+(A’’i'(f)js՜ dt.

7
Доказательство немедленно следует из формулы (1) и леммы 2 на 
основании равенства

7
справедливого для любой равномерно дифференцируемой функции 
(см. [2], теорема 4); возможность перемены порядка интегрирований 
легко устанавливается, исходя из равномерной непрерывности подын­
тегральной функции.

Отметим в заключение, что формула (.1), выражающая длину кри­
вой через вариации линейных комбинаций ее компонент, может быть 
доказана аналогичным способом также в рамках классического анализа. 
Авторы не встречали подобной формулы в литературе по классичес­
кому анализу.
Вычислительный центр АН Армянской ССР и
Ереванского государственного университета

Вычислительный центр Ленинградского 
государственного университета Поступило 25.VI.1970

К Դ. ԱԱՍԼԱՎՍԿԻ. Դ. U. ՑեՅՏհՆ. կոնստրուկտիվ հարթ կորերի ուղղելիության հայտանիշը 
(ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ կոնստրուկտիվ կորը կոնստրոլկտիվորեն ււլղղեգի կ այն և միայն այն 
դեպքում, երբ նրա բաղադրիչների բոլոր գծային կապակցությունները ունեն կոնստրուկտիվորեն 
ւ/աՀմանափակ վարիացիաներ։ է < է ■ ի միջակայքում որոշված X ԿորՒ երկարությունը 
արտահայտվում է նրա և իՀ՜հ բաղադրիչների գծային կապակցությունների վարիացիա­
ների միջոցով հետևյալ բանաձևի օդնությամր'

շ J
<1

(A? (f) • cos փ 4֊ Kr‘ (0 • sin ф) dtp,

սրլւ տեղի ունի նաև դասական ան ալի ղում г
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I. D. ZASLAVSKY, G. S. TSEYT1N. Rectlflability criterion for contractive 
■ planar curve*  (summary)

The following theorem is proved: the constructive curve is constructively recti­
fiable if and only if all linear combinations of its components are functions of construc­
tively bounded variation. The length of the curve K with components K՜ and K1՛ de­
fined on the segment a t 'fi can be expressed in terms of these linear combinations 
and their variations by means of the formula

К
£= -|֊J I V (0’COS ? 4- K' (t) 'sin <p) I dtp, 

II
which holds also in classical analysis.
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О ФУНКЦИОНАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ
| (х + а)֊ Ь (х) 6 (х) = я (х)

Рассматривается функциональное уравнение Ф(х + а)—6(х)֊>(х) = 
ё (х), — оо^х^со, где •!*(■*)» ё (*), 6 (х)—периодические с перио­

дом 2՜ функции, равносильное следующему уравнению на окружности

М?)(0®?«в'«)--а(0?(0=/(0,И=1- • (1)
Уравнение (1) изучается в винеровском кольце W и а(0(^, 

хотя получаемые ниже результаты легко переносятся и на другие 
естественные классы, например, гельдеровские классы Н\ классы 
дифференцируемых функций и др.

К уравнению (1) приводится дискретное уравнение типа свертки

фя — е ',п ап-ь «* =■■■ ёп, п=0, + !,••• (2)

с осциллирующим на бесконечности коэффициентом, {?«}£֊-«, » 
{ап )я=-~ С От­

важный частный случай уравнения (1), когда а (0=1, давно при 
влекал внимание многих авторов, особенно в последнее время в связи 
с проблемами „малых знаменателей“ в задачах небесной механики (см. 
[5]—[8]). В этих работах впервые А. Винтнер, а позже В. И. Арнольд 
и Ю. Мозер применили теоретико-числовые |4| методы для получения 
достаточных условий существования достаточно гладких (или даже 
аналитических) решений уравнения (1) при а (0=1.

Обширный класс функциональных уравнений со сдвигом карлема-
а 

ир­ рациональном,новского типа, содержащих в частности (1) 

рассматривался в работах [1]—|2| в классах гельдеровских функций.
(Там же приведена подробная библиография работ по уравнениям со 
сдвигом). Полученное в (1] — [2] условие нетеровости в применении к
(1) имеет вид

а (0=1—а (0 а (*е'։)- • • а (/е'а С՞1՜1)) =£ 0, |/|=1, (3)
(X

где — = — (г, пт)=1. Очевидно, условие (3) необходимо и доста- 
2՜ т

точно для обратимости оператора А (как в классах Н\ так и в коль­
це К7).

Наиболее интересными в теории уравнения (1) с нашей точки 

зрения являются случаи сдвига „бесконечного порядка“
а

—-ирра-
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циональное^ и тождественного вырождения функции о(0: °(0 --0» 

|/1= 1 при рациональном ~. Исследованию этих случаев и посвящена 

настоящая статья. Мы увидим, в частности, что оператор А в указан­
ных случаях, вообще говоря, не нетеров, причем в первом случае—за 
счет неэамкнутости образа А (М'), во втором—за счет бесконечной 
«/-характеристики (ад = со, = оо).

Отметим, что Ф. Д. Гаховым [3] было показано, что аналогич­
ное явление —бесконечная «/-характеристика в случае вырождения имеет 
место для сингулярных интегральных уравнений с ядром Коши.

В настоящей работе существенно используется идея „факториза­
ции со сдвигом“ функции винеровского кольца.

Определение. Пусть а (/) £ 1₽. „Факторизацией со сдвигом 
/е1а" функции а (/) назовем представление ее в виде

ъ(()
(4)

где V (ОС и у (0 ^0, |/|=1.
Очевидно, условия а(/)¥=0 и тс! а (0=0 являются необходимыми 

для факторизации (4).

1. Уравнение (1) в случае иррационального —

Рассмотрим однородное уравнение

9(<е'0-а (0 ?(0=0, И=1. (5)
Справедлива следующая

Лемма. Пусть |/0| = 1. Если------ иррационально, то множество
2՜

{/ое/',я плотно на единичной окружности (см. [7]).
Следствие. Нетривиальное решение уравнения (5) (если 

существует) отлично от нуля всюду на единичной окружности.
Теорема 1. Для того чтобы уравнение (5) имело при 

а

оно

ирра-

циональнолг — нетривиальное решение необходимо и достаточно,

чтобы
1)
2)

а (0¥=0, И =1, 
1пс1 а (/) — О,

3) 2՜ У—целое (положительное, отрицательное или 

|/1=1
нуль) хотя бы для одного выбора ветви Ьп а (0,
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4) (—------ (*

Ш-1

1п а (/) 
1к 1 €4-

= ։,•••

При выполнении этих условий уравнение (5) имеет одно (ли­
нейно независилюе) решение*.

Д о к а з а тельс тво. Необходимость. Пусть ф(/)—нетривиальное 
решение уравнения (5). Если а (<0) =0, то согласно (5) ф(/ое,։) —0, что 
невозможно в силу следствия из леммы. Поэтому необходимо а (0¥=0, 
|4 =1. Условие 1пс1 а (() — 0 очевидно.

Обозначим х = шс! ® (<), ф ({) = (/). Тогда (5) примет вид

ъ (/е'’) = е՜'” а (I) ф (I), что равносильно равенству

1пч> (1е1л) — 1п ? (<)= — т+2-?р 4- 1п а (г), (6)
где р — целое пока не определенное число.

Так как 1п ф (/), 1п а (I) £ 1Р, то положив

1п®(0=2 7***, 1п а (0 = У /)*/*,

7Не'’*֊1) =

получаем систему■
I —гаг. 4- 2r.pi -+ т10) к - 0 ,7
1 Ъ, к = ± 1, ±2,-.. ՝ ’

Отсюда необходимо вытекает, что

2яр։ — ։ах 4 7^=0, (8)

(Ч* (е/0*-1)֊։}*-±1. ; 2,... С 4,

что совпадает с условиями 3)—4), при этом ветвь логарифма в 3) оп­
ределяется равенством 1п а (/) = 1п а (<)—2прг. Отметим, что из (8)

а числа р и /. определяются однозначно вследствие иррациональности — • 
2՜

Достаточность. Пусть условия 1)—4) выполнены. Тогда система 
(7), а с нею и уравнения (6) и (5) разрешимы. Единственное решение 
имеет вид

ф(О=сГеТ(О 
где

* В силу иррациональности^՜ условие 3) теоремы может быть выполнено лишь

для одной ветви 1п а (/). Что касается условия 4), то оно, очевидно, не зависит от 
выбора ветви.
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_JL fb^Ldt
2™ J t I'M

при выборе ветви согласно условию (8), с—произвольная постоянная. 
Теорема доказана.

Отметим частный случай, когда а (f) = а — const. Тогда, в силу 
теоремы 1, нетривиальное решение существует лишь при а = е'։", 
п = 0, ±1, - •

Перейдем к исследованию неоднородного уравнения (1) при 
а _— иррациональном. Заметим для этого, что непосредственно из тео­

ремы 1 вытекает
1 Следствие. Для того чтобы функция а (I) допускала ,факто-

ризацию со сдвигом“ (4) при а
иррациональном — необходимо дои

статочно, чтобы выполнялись условия 1)—4) теоремы 1. При выпол­
нении этих условий функция V (0 в (4) определяется единственным 
образом (с точностью до постоянного множителя): и (/)

Следствие показывает, что при выполнении условий 1)—4) тео­
ремы неоднородное уравнение (1) может быть исследовано до конца. 
Действительно, представляя а (/) в виде (4), имеем

Обозначив

У ? (О = f(t)
v (tetn) v (t) v (tela)

9 (t) = V (<) 
v (t) ’ g(t)^

/(0
v (t e'1) ’

получим „задачу о скачке“ Ф (/е,а) — | (#) =■• а (<). , Нетрудно видеть, что 
необходимое и достаточное условие разрешимости этой задачи имеет
вид

go =0, g" )
р/’Л__  1 I , „е 1 )п- ± ։>•••

где gk ~ g (I). Второе из этих условий показывает, что образ
А — —ОО

оператора А не замкнут в Таким образом, имеет место следую­
щая

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1)—4) теоремы 7. Для 
того чтобы неоднородное уравнение (1) было разрешимо в № не­
обходимо и достаточно, чтобы

1)

2)

cft=0,

_ 1)—։ Г f dt I
Jfn+Jn(7e'«)J„_±I 

1'1-1
€4,
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։де V (/) решение задачи (4). При выполнении этих условий реше­
ние задачи (1) имеет вид

?«) = «.«) + »(/) У'—1— ( /,(,)А=- <’)
Заметим, что условие 1) теоремы 2 представляет собой условие 

ортогональности (/, ф) — 1 / (/) ф (/) Л =0 единственному нулю ф(<)
1'1 -1 

транспонированного оператора

(А՜֊ ф) (0 = е֊'« ф (#е֊'«) ֊ а (/) ф (<).
Следуя идеям, использованным в работах [5]—[8], получим для / (/) 

достаточные условия, при которых уравнение (1) имеет решение.
Известно, что почти все иррациональные числа медленно при­

ближаются рациональными. Именно, имеет место следующий факт 
([5|—[6]). Пусть е>0, почти для всех [0,2՜] существует постоян-

ная А — К (и>) такая, что ш—— > 
п

—-— для любых целых /пил. „2-, •
Класс таких ч» содержит, в частности, все алгебраические иррацио­
нальные числа (см. [9], стр. 262). Отсюда вытекает ([6], стр. 30), что 
ряды вида

V’ 
я~. е'- -1 

сходятся абсолютно для почти всех а, если только

г”=о(йЬ)-8>։>0-
Следовательно, условие 2) теоремы 2 будет выполнено, если, на- 

/(0пример, функция —-—— имеет вторую ограниченную производную. 
V ц е'а)

Мы приходим к следующему выводу.

Пусть ------ алгебраическое иррациональное число (или транс-
2՜

цендентное число, медленно приближаемое рациональными). Если 
функция —■7^-7— имеет ограниченную вторую производную и сред- 

V (/ е'“)
нее значение этой функции по окружности |£| = 1 равно нулю, то 
для а (/), удовлетворяющих условиям 1)—4) теоремы 1 уравнение 
(1) разрешимо и его общее решение имеет вид (9).

2. Случай вырождения а (/) при рациональном —
2՜

Предполагаем, что — = — рационально, (г, ;п) = 1 и а (1)^0, т. е. 
2՜ т



446 Н. К. Карапегянц, С. Г. Самко

а (/) а №)■■ • а (,е'’<'"-*>) «1, Щ=1.

Из представления (10) следует, что
а (О^О, |4 =1 и 1пН а (/) =0.

Справедлива следующая

Теорема 3. Для того чтоЬы при рациональном 

(Ю)

а
2^ функция

а (0 допускала „факторизацию со сдвигом“ (4) необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялось условие (10).

Доказательство. Необходимость очевидна. Достаточность. 
Из (10) следует, что существует точка /0 такая, что а (£0) = 1. Выбе­
рем ветвь 1п а (/) так, чтобы 1п а (4)=0. Обозначим 1п а (/) — Ь(1) —

= У 1^. Нетрудно видеть, что при указанном выборе ветви

справедливо соотношение
Ь (0 + Ь [/ е'’) 4------- г Ь (1е,՝‘ <"’-’>) =0

или
6,(1 +е'։*4----+ е1^"1 -’)*) = 0, £=0, ± 1, ±2, --.

Отсюда следует, что 6,— 0 для к, кратных т. Но тогда разрешима 
в система

«<• (еЬА — 1) = 6*. к =0, + !,•••,
а, следовательно, разрешимо в № уравнение

и (1еь) — и (/) = Ь (/), и (/) - V ик /*,
А» —

при этом и*=6*(еь*—I)՜1 для к^=1т, /=0, ±1,--- и ик выбирается 
ос.

произвольно при Л кратном т, лишь бы V ос. Введем функ-
А=—со

цию V (0 = е" ('). Очевидно, и(0С^ и V (/)=/=0, |«|=1. Функция и(/) 
и есть решение Задачи „факторизации со сдвигом“.

Замечание. В отличие от факторизации при иррациональном

—, решение которой и (?) определялось единственным образом, факто-

а
ризация при рациональном — имеет бесчисленное множество решений.

При этом функцию V (/) всегда можно найти с любым наперед задан­
ным индексом (за счет подбора и* при к — 1т, 1=0, ±1,--). Напри­
мер, положив |и0|>2 У |6У||1—е,вЛ“։и и* — 0 для к-= ± т, ±2т,--, 

1г1т
получим 1п<4 V (/) =0.

Переходим к исследованию уравнения (1). При выполнении усло­
вия (10) представим функцию а (?) в виде (4), что возможно согласно 
теореме 3.
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Имеем
? (7еь)
V (7еь)

Обозначив, как и в п 1

= * (О =
V (է)

?Ю = /(^) 

V (7) V {էԺՂ )

>հ֊=տ^ = Խ
V (' е' ) *±<

приходим к системе ՛!>* (еь*—1) = #*, к = 0, откуда '5* =
(е'’*— 1) 1 #* при к^]т, / = 0, и ’Ь* произвольно при к,

кратных т, если выполнены необходимые и достаточные условия разре­
шимости: §* = 0, к=0, ± т, • Тем самым получена следующая

Теорема 4. Оператор А нормально разрешим в кольце № и 
оба его дефектные числа бесконечны. Необходимые и достаточные 
условия разрешимости уравнения Ку - / имеют вид

Г ք{է)մէ

յ է* 1 V (7еь) 
1'1-։

= 0, к = 0, т, +2т,-

При выполнении этих условий решение уравнения имеет вид 

7* + 2 С)1т> •

где \с1]) -~^ — произвольная последовательность из I,.
Замеча ние. Аналог теоремы 4 имеет место для дискретного 

уравнения (2) в пространствах 1Р, 1<^р<^оо и сп.
Ростовский государственный

университет Поступило ll.VI.1970

Ն. Կ. ԿԱՐԱՊեՏՅԱՆՅ, II. Դ. ՍԱ.ՄԿՈ. ձ (.V + տ) -- ծ (X) Փ (յր) = (.ր) ֆունկցիոնալ հավա-
Խարման մաԽին (ամփոփում)

?) (0 = ? (^°)—& (/) (/) =/ (0, |/| = 1 ֆունկցիոնալ հավասարումր դիտարկվում

է այն դեպքերամ, երր ----  ~*ե իռացիոնալ է կամ — -ն այնպիսի ռացիոնալ թիվ է> որ
2ր. 2ր.

վերոհիշյալ • ավասարման սիմվրէլր բավարարում է հետևյալ սլայմանին'

Վէ)^ճ-օ{է)օ • • օ («6Խ («֊»)=օ, — = —, |Ժ1 =1. 
շ- ա

եույց Է տրվում, որ երկու դեպքերում էլ օպերատորը նետեր յան հԷ։ Աոաջին դեպքում A 
օսքերատռրր ունի անվերջ ՀԼ֊խարակւոերիստիկա, երկրորդ դեպքում' ոչ-փակ պատկևրւ Ո լսում -

նասիրություններր հենվում են Ա (է) = —-----------—/> տֆակտորիղացիայիո վրա. Եթե օ(է)-ն
0(է)

ֆակտոր իգացվում կ, ապա ոշ֊ինքնահ ամալուէ հավասարում ը լուծվում կ մինչև վերք։

370 -4
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N. К. KARAPETIANTS, S. G. SAMKO. On a functional equation 
ф (ж 4-а) — Ъ (х)ф(х) = g (х) (summary)

A functional equation (/!?)(<) = s (<e/’) — а (f) ¥ (0 = / (0. |0 1» ’• considered

in the case а (0=1 -a (t) a (te1*) ■■■ a (telr <m-։>)=0, lf| =1, if ֊ = ~ is rational

a
and in the case of irrational — It is shown that in the both cases the operator A is

not uotherian. In the first case the operator has an infinite Л-characteristic, in the
second case it has 

v (fe;’)
°f a (0> 7T՜-

v (0
plete solution.

an unclosed image. The investigation is based on the „faclorisation“

If a (t) my be factorised, the nonhomogcneous equation permits com-
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В. П. ГРОМОВ

К ТЕОРИИ КРАТНЫХ РЯДОВ ДИРИХЛЕ

§1. Введение

В последние десятилетия в различных областях комплексного ана­
лиза все чаще и чаще появляются кратные последовательности поли­
номов Дирихле, а также и кратные ряды Дирихле. Так, например, 
одним из основных достижений интенсивно развивающейся.общей тео­
рии дифференциальных уравнений в частных производных является 
доказательство аппроксимационных теорем для однородных линейных 
уравнений как конечного так и бесконечного порядка с постоянными 
коэффициентами. Эти теоремы показывают, что решения таких урав­
нений могут быть представлены в виде предела последовательности по­
линомов Дирихле вида

2 с1 (я) е"’
где (/) — нули характеристической функции уравнения, а с1 (г) — много­
члены (см. [1], [2]).

В работах [3], [4] изучались кратные последовательности поли­
номов Дирихле. Там, в частности, устанавливается, что если такая 
последовательность равномерно сходится в „достаточно большой“ об­
ласти, то предельной функции ставится в соответствие единственным 
образом кратный ряд Дирихле.

Наконец, в последние годы появились работы [5], [6], посвящен­
ные вопросам представления функций многих комплексных переменных, 
голоморфных в тех или иных областях, посредством кратных рядов 
Дирихле.

На фоне этих работ естественно появляется необходимость в 
построении общей теории кратных рядов Дирихле.

Настоящая работа посвящена исследованию кратных рядов Ди­
рихле в случае положительных показателей (/.</>} (7=1, 2, • • •, р), удов-
летворяющих условию

■ հա
Ո ւ+ • •••-Пр-

1п(пг4- • • • 4- Пр) = 0.

Здесь, в частности, указывается естественный геометрический 
подход к определению понятия гиперповерхности сопряженных абсцисс 
сходимости и систем сопряженных абсцисс сходимости ряда Дирихле. 
Устанавливается аналитическое соотношение, связывающее системы 
сопряженных абсцисс сходимости, коэффициентов и показателей ряда, 
и представляющее собой необходимое и достаточное условие того, 
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чтобы система вещественных чисел являлась системой сопряженных 
абсцисс сходимости. Дается полная геометрическая характеристика 
гиперповерхностей сопряженных абсцисс сходимости ряда Дирихле.

§ 2. Кратные ряды Дирихле

Пусть
, 0 < Ц'><։ф < (/ = 1, 2, • • •, р)

— последовательности положительных чисел, удовлетворяющих условию

где |л| = пх4------ И пр, |Х(„)| = ).П> 4----- + Ц, •
Рассмотрим ряд (ряд Дирихле)

(2)
(И)

Здесь <7(Л) — комплексные числа, (л) = (л1։ • • •, пр), л/= 1, 2,•••; 
(։՛=!» 2, • • •, р); (г) = (*։>  ՛ ՛ ' > гр) € с", ('՛(„), г) = хх4------ гр.

Лемма Абеля. Пусть
՛</(«) е^^К^Сл։,-.-, л, = 1, 2,...),

где И = ($,---.г"р)£ср.
Тогда ряд (2) сходится абсолютно в области

0: |Ие(г/)<Ке«՛) (/=1, 2,--,р)}.

На любом компакте <2 ряд сходится равномерно.
Доказательство. Пусть (г)С<2, тогда

У(Л) < М ехр {(>֊<„), Ие (г) - Ие (х0))} е՜’։*‘ ,
где 3 = пнп (о,, - • •, 8д), 3/ = Ие (г'1)— Ые (г/) (։=1, 2, • • •, р).

Из этого неравенства в силу (1) вытекают все утверждения 
леммы.

Определение 1. Множество О(֊СР называется областью схо­
димости ряда Дирихле (2), если ряд сходится абсолютно в окрест­
ности каждой точки

В р-мерном вещественном пространстве Яр определим множество 
В всех тех точек (х) = (х1։ •••, хр), координаты которых являются аб­
сциссами точек абсолютной сходимости ряда (2).

Исходя из определения В и леммы Абеля, получаем следующие 
свойства множества В,

1) Если имеется хотя бы одна точка (г)£сд, в которой члены ря­
да (2) по модулю ограничены, то множество В непусто.

2) Множество В—октантообразно, т. е., если (х')=(хр- • •, хр)£В, 
то В принадлежит весь гипероктант {х/<х'. (г =1, 2,--, р)}.

3) Множество В3, состоящее из всех внутренних точек множе­
ства В, также непусто.
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4) Множество В является выпуклым множеством.
Свойства 1), 2) и 3) непосредственно следуют из определения 

множества В. Докажем свойство 4).
Если А > О, В ^-0 и 0-С 8 < 1, то

А" В’՜*  < (А + В)п (А + В)1֊6 = А + В.
Пусть теперь (х‘) и (х")£В, тогда

<'֊*>>  = [Ця)|

<|«/(п)| е(>(я' Л',)+|</(„)| е^У ^.
Следовательно, вместе с двумя точками (х՛) и (х") множеству В при­
надлежит и весь отрезок, соединяющий эти точки.

Обозначим через С—множество точек (х)£Вр, координаты 
(Х1, хр) которых представляют собой абсциссы точек (я)£ср, в ко­
торых члены ряда (2) ограничены по модулю. Очевидно, что В^сО. 
Кроме этого из леммы Абеля следует, что Вп — в°, где 6° — множе­
ство внутренних точек множества С.

Итак В — выпуклая октантообразная область. Совокупность гра­
ничных точек области 5° образует некоторую выпуклую гиперповерх­
ность 0, которая делит все пространство Кр на две части. Одной 
принадлежат точки (х1,---, хр)£В°, являющиеся совокупностью абсцисс 
координат точек (я)£с₽ абсолютной сходимости ряда (2). Другой при­
надлежат точки («„•••, хр) В, координаты которых являются абсцис­
сами координат точек (г)£ сР, в которых ряд (2) не сходится (абсо­
лютно); в этих точках члены ряда (2) по модулю неограничены.

Поверхность 0 назовем гиперповерхностью сопряженных абсцисс 
сходимости ряда Дирихле (2).

Координаты (х1։։ хР) точек поверхности сопряженных абсцисс 
сходимости ряда обладают следующим свойством: если (х։,”*,Хр)  £ 0, 
то в области

(Ие (г,) <х, (1 = 1, 2,- -,р)] 
ряд (2) сходится абсолютно, и ни в одной точке области

(& ({=1, 2,- р)]
он не сходится (абсолютно).

Систему вещественных чисел (хь • • •, хр), обладающую таким 
свойством, будем называть системой сопряженных абсцисс сходимости 
ряда (2). Таким образом, координаты каждой точки (х1։ • • •, хр) гипер­
поверхности 0 представляют собой систему сопряжённых абсцисс схо­
димости ряда Дирихле.

Замечание!. Понятие гиперповерхности сопряженных абсцисс 
сходимости ряда Дирихле в менее общей форме и на основании другого 
(негеометрического) подхода, вводилось нами ранее в работах [3], [4], [7].

Введенное выше понятие гиперповерхности сопряженных абсцисс 
сходимости ряда Дирихле и ее свойства позволяют сформулировать 
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следующее предложение, характеризующее область сходимости ряда 
Дирихле.

Теорема 1. Областью сходимости ряда Дирихле (2) являет­
ся выпуклая трубчатая область Тв — В0 + 'В'1, основание которой 
представляет собой выпуклое октантообразное множество, грани­
ца 0 (гиперповерхность сопряженных абсцисс сходимости ряда) 
которого обладает свойством: если (х)= (х։,^_-•, хр)бО, то ряд (2) 
сходится абсолютно в области {Яе(г/)<х/ (/ = 1, 2,՛'՛, р)} и 
расходится в области {Ие (г/)^-х; (1=1, 2,-֊, р)}-

Замечание 2. Из определения систем сопряженных абсцисс 
сходимости ряда вытекает наличие функциональной зависимости 
■/ [х1։ •••, Х/,]=0 между ними. Полагая в этом соотношении Ке (х/)= 
= хг (7=1, 2, ■■ ■,р), мы получим уравнение/. [Ее (х/),•••, Ие (г,,)] = 0, 
определяющее границу области сходимости Те ряда (2).

Определение 2. Верхние грани значений хг — величины X) 
(7=1, 2, • • •, р), назовем максимальными абсциссами сходимости ряда (2).

Очевидно гиперпризма {Ке(г/)<^АГ/ (7= 1, 2, ՛, р)} является 
наименьшей, содержащей область сходимости ряда (2).

Заметим, что гиперповерхность сопряженных абсцисс сходимости 
ряда (2) может содержать лучи, параллельные координатным осям. В 
этом случае среди сопряженных абсцисс сходимости в системе 
(х։, •••,*>)  может быть число, например х/, обладающее свойством: 
при замене х/ на большее рассматриваемая система перестает быть 
системой сопряженных абсцисс сходимости. Число хг, обладающее та­
ким свойством, назовем крайнесопряженной абсциссой в данной систе­
ме (х1։ • • •, хр).

Определение 3. Если в системе (хъ • ■ •, хР) £ 0 каждое х/ яв­
ляется крайнесопряженной абсциссой, то такую систему назовем 
системой крайнесопряженных абсцисс сходимости ряда (2).

Замечание 3. Здесь и ниже рассматривается только абсолют­
ная сходимость рядов Дирихле. Понятие расходимости в точке экви­
валентно тому, что в этой точке ряд абсолютно не сходится.

Имеется тесная связь между коэффициентами, показателями и 
системами сопряженных абсцисс сходимости ряда Дирихле. Эта связь 
устанавливается следующим предложением, являющимся одним из ос­
новных в теории кратных рядов Дирихле.

Теорема 2. Для того чтобы система вещественных чисел 
(х1։ • •• ,хр) являлась системой сопряженных абсцисс сходимости ря­
да (2) необходимо и достаточно, чтобы

“ТйГ 1п |<7(я)| + (х, \п.)_ = 0
1»н~ Р(Л)1 _

Доказательство. Необходимость. Пусть (хг, •••, хр) — сис­
тема сопряженных абсцисс сходимости ряда (2), тогда для я/<^х/ 
О’ = 1> 2>-՝-, р) ряд
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е 
(Л)

сходится и, следовательно

|«7(Л)| < ехр (—(а, Х(Л1|, пг|------ 1-л^ > АГ։ (а).
Поэтому

|^(л;1 е '։ )(л^<ехр {(х—а, Х(я)))<е",

где (х - а, >•(«>)= (х, — а։) Х?/ ------ (хр — лр) Х^,

о = тах {'V--, М, 8/ = х/— (։՛ = 1, 2,• • • ,р)-
Отсюда

1П |«/(л)| + (х, Х(я)) 
М-<’■

Так как числа ։/(։ = 1, 2,---, р) можно выбирать как угодно близкими 
к числам XI (/=• 1, 2, •••,/>), то

А = ТьГ ММ+(*’ М<0. 
|л| — ■» Р(л)|

Покажем, что А меньше нуля быть не может. Действительно, 
пусть Л<^0, тогда для достаточно малого </>0 такого, что А <—д <Т), 
имеем

1п |</(Я)| 4֊ (х, Х(я))
--------!Ы--------- < ~ Ч' ,՜^------- ЬпР>/У (д).

Отсюда
</Гл) ел7+,’’("))<е՝‘|л<'’>1,

е=_^։ П։ + ...+л/(>^(2).

Из этого неравенства в силу (1) следует, что ряд

3 </(„) ехр !(х + е, Х(Л)) 
(л)

сходится. Но это невозможно, так как (х։, •••, хр)— система сопряжен­
ных абсцисс сходимости ряда (2). Значит наше предположение, что 
Д<Т), неверно. Необходимость доказана.

Достаточность. Покажем, что если система- чисел (х։,•••,хР)- 
удовлетворяет условию (3), то ряд (2) сходится абсолютно в области

01= {Ке(я)<« (1 = 1, 2,•••,/»)} 
и расходится в каждой точке области

(?,: |Ие(х/)>х< (г = 1,2,••■,?)).
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Пусть (z)£Qi, положим

xi — Re(z/)=2^i (i — 1> 2> • ’1 > р)> 
о = min (о1։- • •, Ор).

2 ехр (л, г)
(Л)

является трубчатая область ^е (г/) <0 (г =1, 2,- ■ -, р)|. Граница ги-
пероктанта {х/< 0 (։=1, 2,֊։։, р)} представляет собой гиперповерх­
ность сопряженных абсцисс сходимости ряда.

Формула (3) очевидна для каждой системы |х? <0 (։ = 1, 2, • • р)|, 
в которой хотя бы одно из чисел х/ равно нулю. Система (0,0,- • •, 0) — 
единственная система крайнесопряженных абсцисс сходимости ряда.

2՜ Область сходимости ряда

Согласно (3) имеем
е( '՜ ’(")’< е'’*<» ’• > ni Н------ ! N ('')•

Отсюда, принимая во внимание (1), получаем что
!</(») е^’Кехр (- ()4„),7-Re (г)֊Ь 3)| <

— |-ln Iя| <
<՜ е՜2 * * * * * 8 i'l'O1 < е —------

К+։
|л| = нН------ 1- nP>N0,

где

s= ֊4֊ Сл("). х—Re(z)+o)= [х/—Re (z2)4-о].
р + 1 Л-1

Следовательно, ряд (2) сходится абсолютно в области (&.
Пусть теперь (х)£(2։, положим

о, = Ие (г/ )— ж/ (։ = 1, 2,- - р), о = пнп (о։,- • •, о/;).
В силу условий теоремы существует подпоследовательность 

(п) = (п։, • • •, Пр) такая, что

Отсюда
(». * —) (")

|</ ֊ е [>ехр |(>֊~ , Re (г)֊х — &)} >1.
(л) (Л)

Из этого неравенства заключаем, что ряд (2) в области 0։ не 
сходится. Теорема доказана полностью.

Приведем некоторые примеры.
Iе Областью сходимости ряда
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2 2-л, - «2 -пр (Л>
/ е е • ■ ■ е е 

<я) 
определяется условием: Не (г/XI.

Уравнение хх=1 (г։ = х։+пд ) определяет гиперповерхность со­
пряженных абсцисс сходимости. Формула (3)

(*1~  1)+ п., (хг—п2)Н------ \-Пр(хр— Пр)
1л|-~ Л2֊]- • • • + Пр

очевидно, справедлива для каждой системы вида (1, х։, • • •, хр), — оэ<^ 
<‘Х1 < + со (/ = 2, 3, • • •, р).

Отметим, что рассматриваемый ряд не имеет систем крайнесопря­
женных абсцисс сходимости.

3°. Рассмотрим последовательность точек п =
= 1,2,--- 
ловиям

с положительными координатами удовлетворяющими ус-

lim -7ij——~—7м = О, lim

(/ = 1, 2

-.(О
)(*)  = г՝п
, р)-

(4)

Положим 
4։)*. *р  

ап е • • • е 
л—1

Системы сопряженных абсцисс сходимости этого ряда, согласно тео­
реме 2, определяются формулой

lim Л-*  во •՝п I ՝.(/» Г>'п
+ хР ■АРУ

= 0.
in ;</я|-г X) ՝i-n)+

Это соотношение, в силу условий (4), представляет собой гипер­
плоскость

"1 х։Н------ Н'рхр4֊с =0, с=.Пт (5)л-»_» кп
которая является гиперплоскостью сопряженных абсцисс сходимости 
нашего ряда

Каждая точка (х1։хр) гиперплоскости (5) представляет собой 
систему крайнесопряженных абсцисс сходимости ряда. Выражение 
*2 Не (г։) + ■ • • + хр Ие (гр)+с=0 определяет собой границу области 
сходимости ряда.

Теорема 2, устанавливающая связь между коэффициентами, пока­
зателями и сопряженными абсциссами сходимости, позволяет также 
найти основные характеристические свойства гиперповерхности сопря՜ 
женных абсцисс сходимости ряда Дирихле. Именно справедлива

Теорема 3. Пусть 0 — некоторая гиперповерхность в №.
Чтобы 0 была гиперповерхностью сопряженных абсцисс сходимости 
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ряда Дирихле вида (2), необходимо и достаточно чтобы она пред­
ставляла собой границу выпуклой октантообразной области.

Доказательство. Необходимость. Пусть 0 — гиперповерх­
ность сопряженных абсцисс сходимости некоторого ряда Дирихле вида 
(2), и пусть (xj,-• •, х'р) и (х՜,-••, хр)— внутренние точки той области 
В, для которой 0 является границей. Тогда

In |</w| +(*',  )) 0
■»I- " Р֊(/»)|

-j— In |</(л>|+ (х", Х(Д)) 0
!»/-►■’ Р-(л)1

Умножая первое неравенство на v, v ^1, а второе—на 1—v и 
складывая их, получим

-Jj^֊ In |<4/.)|+('-(л), кЧ (1 ֊ у) х")
1«1-“ Р-(Л)|

Это рассуждение показывает, что вместе с двумя точками мно­
жества В ему принадлежит и весь отрезок, соединяющий эти точки 
т. е. множество В представляет собой выпуклую область. Октанто- 
образность множества В следует из свойств ряда Дирихле. Необхо­
димость доказана.

Достаточность. Пусть 0 является границей некоторой выпуклой 
октантообразной области BczRp. Рассмотрим опорную функцию обла­
сти В.

Не (у) = Не (®л, •••,«₽) = sup (xj cos 04 + • • • + Хр cos Ip).
•••, хр)ев

Здесь аь—углы, образованные выбранным лучом и осями коор­
динат. Не снижая общности, предположим, что точка (0, 0, • • •, 0)£В. 
Гиперповерхность 0, как граница выпуклой октантообразной области 
В, определяется в этом случае значениями функции Не (а) при

«/£ 0, ֊ 
£

(։=1, 2,- Р)-

Построим ряд

2 dfn) я), 
01)

где
d(n) = exp {— Нв (а?՛’, • • ■, ) ]jn)j }, .

= arc cos (г = 1, 2,-՛ ՛, р), |л| « n*-f  ՛ • ՛ +л’.

Нетрудно видеть, что ряд сходится абсолютно в некоторой труб­
чатой области, содержащей точку (О, 0, -•-,()).



К теории рядов Дирихле 457

Из определения опорной функции области вытекает, что для 
каждой точки (х) £ О

In |dW|+ (х, И) — (X, п)— Нв («?'’, • • •, а^>) VЯ 
lim -------- j-j------- — ֊֊ 11 m ---------------- —:--------- ------------=

|л|- - 1Л1 1л]-> « |п;

_ '1п7՜Xi (cos cos — Нв ^"l)>"'» л("Р^ (6)
|л1—~ соза'Л’Ч------- F cos ар "J

Так как Нв (’-) — опорная функция выпуклой области, то для каж­
дой точки (х)£0 найдется такое направление (<х։,•••, ар), что

Х։ COS Otj 4- • • • 4֊Хр cos Яр — Нв ('’)■
Образуем такую последовательность векторов (пи-••, пр), что 

а;Л,)՜’’/ для всех i — 1, 2,-••,/>. Это, очевидно, всегда возможно”.
Так как опорная функция Нв (а) непрерывна, то для указанной 

последовательности векторов (пъ • • •, п,>) будем иметь
x։cos а?1’ 4------ И хр cos — Нв («1Я|)> • • •, я^А

lim ------------------------—----- -——;;---------- р .*  - =0.

* В эту схему может не укладываться только случай, когда 0 —гиперплоскость. 
Но для этого случая ряд Дирихле легко строится непосредственно, см. пример Зэ,

|Л1— “ COS “J ‘ 4՜ ■ • • 4՜ cos ЯрЛр

Отсюда и из неравенства [6] следует, что для точек (х)£0

֊П^Т՜ 1п М")! + kj4-----4֊ Хр пр =0
l«l- » Лх 4՜’'' + Пр

Теорема доказана полностью.
Москопский энергетический институт Поступило 20.Х4969

Վ. Պ. ԳՐՈէքՈՎ. 9* ի^|սլեյ|ւ կրկնակի շարքերի մասին (ամփոփում)

ներկա աշխատանքը նվիրված է գրական ցուցիչներով Սփրիխլեյի կրկնակի շարքերին։ Մաս֊ 
նավորապես տրվում 4 երկրաչափական բնական մոտերում հարակից զուգամիտության աբսցիսնե֊ 
րի հիպերմակերևույթի և հարակից զուգամիտության աբսցիսների սիստեմների սահմանմ սւն 
ժամանակ։ Ստացված է անալիտիկ կապ հարակից զուգամիտության աբսցիսների սիստեմների, 
գործակիցների և ցուցիչների միջև։ Լրիվ րնութագրված՛ է, թե երբ իրական թվերի սիստեմը 
կ՚Հանգիսանա Պփրիիղեյի շարքի հարակից զուգամիտության աբսցիսների սիստեմ։ Տրվում է 
Չ'իրիխլեյի շարքերի հարակից .զուգամիտության արսցիսների հիպերմակերևույթների երկրաչա­

փական բնութագրումը։

V. P. GROMOV. On the theory of multiple Dirichlet siries (summary)

We consider multiple Dirichlet series and derive a relation, which defines the 
surface of conjugate abscissas of convergence of the series. A complete geometrical 
characterisation of the surface of conjugate abscissas of convergence is proposed.



458 В. П. Громов

ЛИТЕРАТУРА

1. В. Malqrange. Existence et approxiination des Solutions des eguotions aux derivces 
partielles et des eguations de convolution, Апд. Inst. Fourier, Grenoble, 6, 1955— 
1956, 271.

2. A. Martinean. Equations differentielles d’ordre infini, Bull. Soc. math. France, 95, 
1967, 109-154.

3. В. П. Громов. Ряды полиномов Дирихле многих комплексных переменных, ДАН 
СССР, 173, № 5, 1967, 999-1001.

4. В. П. Громов. О последовательностях полиномов Дирихле, Докл. научно-техн, 
конференции по итогам иаучно-исслед. работ за 1968 69 г., МЭИ, секц. матем., 
1969, 18-25.

5. В. П. Громов. О представлении произвольных функций двух комплексных пере­
менных двойными функциональными рядами типа рядов Дирихле, Изв. АН 
СССР, сер. матем., 32, 1968, 621—632.

6. В. П. Громов. О представлении целых функций двух комплексных переменных 
функциональными рядами типа рядов Дирихле, Изв. АН СССР, сер. матем., 
1969.

7. В. П. Громов. Кратные ряды Дирихле, Сиб. мат. журнал, X, № 3, 1969, 522—536.



P fl Վ Ա Ն ԴԱԿՈԻԹՑՈՒՆ
X. IL. 1^ալալյան. Որոշ օրթողոնալ սիստեմներով դրված շարքերի միակության մասին 401 
3>. IL. Շամոյսւէւ. Փակ իդեալների նկարագրում ր և ֆա կաորիղա g իա յի մի քանի հարցեր 

միավոր շրջանում անալիտիկ աճող ֆունկցիաների ալղեր րաներում . . 419
I*. Դ. 9,ս։։ւ|։սվ։ւկ|։. Դ. II. 8Լյտի&. Աոնստուկտիվ հարի} կորերի ուղղելիության հայտանիշը 434
Ն. կ. >1шгши|Ьш|шГ>д, Ս. Դ. 11ամ1|ո. փ (х |-- ։)— b (x) փ (x) = g (x) ֆունկցիոնա/ 

հավասարում •• լ • ... . . ։ • , , , ,441
Վ. Պ. Դրոժով. Դիրիիւլեյի կրկնակի շարքերի տեսության մասին .... 449

СОДЕРЖАНИЕ

ф. А. Талалян. О единственности рядов по некоторым ортогональным си­
стемам ............................. • • ..... ........................................................ . • • • • 401

Ф. А. Шамояп. Описание замкнутых идеалов и некоторые вопросы фактори­
зации в алгебрах растущих функций аналитических в круге • • ' • • • 419

И. Д. Заславский, Г. С. Цейтин. Критерий спрямляемости конструктивных 
плоских кривых......................................................................  . .................. 434

Н. К- Карапетянц, С. Г. Самка. О функциональном уравнении 4(хт») — 
— *(x)i(x) =g(x) ............................................................................................ 441

В. П. Громов. К теории кратных рядов Дирихле........................................................... 449

CONTENTS

F. A. Talallan. On uniqueness of the series by certain orthogonal series • • • 401
F. A. Shamnyan. The description of closed ideals and some questions of factori­

sation in algebras of growing functions analytical in a disc • • ' • • • • 419
/. D. Zatlavsky, G. S. Tteyfln. Rectifiability cruterion for constructive planar 

curves..........................................  434
N. K. Karapetiantt, S. G. Samko. On a functional equation փ (x-f-։)—b (x)’i (x) = 

- g (x).................................................................................................................... 441
1Հ P. Gromov. On the theory of multiple Dirichlet series.......................................... 449


	file_0
	file_01
	file_02
	file_03
	file_04
	file_05
	file_06
	file_07



