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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

!• Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել հա
մապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

5, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»։
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Մաթեմատիկա V, № 4, 1970 Математика

К. А. АБГАРЯН

ОДНО ФОРМАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1°. В статье указывается метод формального преобразования 
системы дифференциальных уравнений

А (х, = е) х, (1)
0.1

где т = е< (е — параметр),

А (’, е) = е*  Ан (т), В е) = 2 е*  В*  (*),

<2е*А о(г)=#О (х6[0, £]), -
к системе, состоящей из несвязанных друг с другом линейных диф
ференциальных уравнений первого или более высокого порядка.

В принципе, такое преобразование можно было бы осуществить 
путем предварительного расщепления системы (1) на некоторое число 
независимых подсистем линейных дифференциальных уравнений перво
го порядка, используя известные методы формального расщепления 
систем вида (1)*,  с последующим приведением каждой подсистемы к 
одному линейному дифференциальному уравнению соответствующего 
порядка. Способ, который предлагается ниже, позволяет непосред
ственно преобразовать систему (1) к расщепленной системе отдельных 
линейных дифференциальных уравнений.

2°. В этом пункте приводятся некоторые результаты теории 
матриц и линейных операторов в несколько своеобразной интерпре
тации, подчиненной интересам последующих разделов. Сформулирован
ные здесь же леммы, легко следуют из общей теории, изложенной, 
например, в [3], но эти леммы содержат в себе ту информацию и в 
.такой форме, в какой это необходимо для последующих разделов 
статьи. Расщепление системы (1) связано с возможностью разложения- 
матрицы и (т) = До՜1 (т) Во (т) на составляющие и с некоторыми свой՜ 
ствами матриц, участвующих в этом разложении.

* Расщеплению системы линейных дифференциальных уравнений первого по
рядка на независимые подсистемы уравнений первого порядка посвящено большое 
количество работ. По этому вопросу см., например, монографии С. Ф. Фещенко, 
Н. И. Шкнля, Л. Д. Николенко „Асимптотические методы в теории линейных диф
ференциальных уравнений“, Киев, „Наукова думка“, 1966 г. и В. Вазова „Асимптоти
ческие разложения решений обыкновенных дифференциальных уравнений“, Москва> 
„Мир*,  1968 г., которые, кстати, содержат обширные библиографии, а также цитируе
мую ниже статью автора [2].
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Пусть собственные числа матрицы 47 (порядка п) разбиты на р 
/ р \групп к!”, • • •, >4։) ( а = 1,■ • •, р; к,= п \ так, что
X аом! /

|X?)W-k5,) (х)| > с > О

(<։=/=։; ։ = !,•••, Х։; / = !,•••, ks; ^[О, £]). -
(2)

Тогда (см. [1, 2]) могут быть построены матрицы К„ (и), Л,(х)> 
Ма(ъ) типа соответственно п X к„Х к„, к3 X п (° = 1,- • р), I диф
ференцируемые по ъ столько же раз, сколько раз дифференцируема 
матрица £7 (т), такие, что

р
£7=2 £7„ U, = KaA.M,, 

о=1
(3)

(4)M,KS = Ека (s = a), 
О («¥=»)

(Ег— единичная матрица порядка г).
Собственными числами каждой матрицы Л, служат собственные 

числа матрицы £7, включенные в соответствующую группу а.
Матрицы Ра= К? Ма (а = 1, •••, р) являются проекционными 

(Ра = Ра) и обладают свойствами

Р,Р։ = 0 (а ¥= s), 2 Ра = Еп, P,U = UP, = £7„ 
0=1

(5)

Р.£7, = £/,Р,= 0 (s¥=a).
Для удобства дальнейшего изложения введем в рассмотрение 

п-мерное векторное пространство R и действующие в нем линейные 
операторы U, Р» (о= 1, — ,р), которым в некотором базисе Uj,••• 
• • •, nn отвечают соответственно матрицы U, Р„ (а = 1,- • •, р). Эти опе
раторы и матрицы связаны соотношениями

UE = E£7, РаЕ = ЕРа (а = !,•••, р), (6)

где Е = (iij, Ug, - • •, nn).
Операторы Ро являются проекционными, и для любого g из R, 

как это следует из (5),

P»Pjg = 0 (s -b о), 2 Pog = g- 
o=l

В соответствии с последними соотношениями пространство R 
расщепляется на р подпространств:

R = Rj -|- • • • Н~ Rp, Ra = PaR (<։ = !,•••, п).
Эти подпространства инвариантны относительно оператора U. 

Действительно, пусть, например, g£Ra. Тогда, используя равенства 
(5) и (6) и учитывая, что вектор g, как и любой другой вектор из R, 
можно представить в виде g = Eg, где g — столбцевая матрица, со
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ставленная из координат вектора § в базисе п1։ п^, • ••, пЛ, последова
тельно получим

иг = иР,Ей = ЕУР,8 = ЕР,= Р,иЕ$
Следующая лемма устанавливает связь между аннулирующими 

многочленами* * подпространств R, и матриц А„ в разложении (3).

 Н= (С/’՜1 е Ц*°՜2 е-- 1/е е) (е = Р, е).
* Терминология, принятая в этом пункте, соответствует книге [3].

Лемма 1. Всякий аннулирующий многочлен подпространства 
R, является аннулирующим многочленом и для матрицы Ла; и об
ратно, всякий аннулирующий многочлен матрицы Л, является 
аннулирующим многочленом и для подпространства Ео.

Доказательство. Пусть ?»()֊) — некоторый многочлен от >֊. 
Учитывая, что 1РР, = К, Л*  М,, для любого вектора £ из R будем 
иметь

Фа (и) Ро я = (и) Ра Е£ ='Е ф,(и) Р,ё = Е К, ъ (Лв:) м, 8. (7)
Если ®а(л)— аннулирующий многочлен подпространства то 

фа(и)рог=о (8)
и, значит, согласно равенству (7)

ЕЛа <ра (Л„) М, 8 =0.

Но последнее равенство может выполняться для любого д из R тогда 
и только тогда, когда

Ф,(Лв) = 0. (9)

Поэтому фа(><) является аннулирующим многочленом матрицы Л„.
И обратно, если фв(Х)—аннулирующий многочлен матрицы Лв, то 

имеет место равенство (9) и, в силу (7), равенство (8) для любого 
вектора РаЯС^»(?€Ю-

Следствие. Минимальные аннулирующие многочлены подпро
странства R, и матрицы Л, совпадают.

Далее, если к, -мерное подпространство Ев-циклическое относи
тельно оператора и, а п - Ее—порождающий вектор этого подпро
странства, то система векторов п, 11п, •••, и* 3՜՜1 п линейно независима. 
Линейно независимой является также система столбцевых матриц 
е, 6/е, £/*°՜ ’е. Можно показать, что существует такая матрица а,
типа к^Х 1, что система а„, Ааа„, - • ■, Л* ’՜1 а, также линейно незави
сима. Более того, справедлива следующая

Лемма 2. Для того чтобы к, -мерное подпространство R», ин
вариантное относительно оператора 11, было циклическим необхо
димо и достаточно существование столбцевой матрицы а, типа 
к,Х1, которой отвечает линейно независимая система столбце
вых матриц

а,, Ааа, ,• • •, а,. (10)
Доказательство. Рассмотрим матрицу
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Используя разложение (3) и учитывая, что М3 е = М^Р, е = 0 
(з =^= о), эту матрицу можно представить в виде

Н=К,НЯ, (11)
где

Н, = (Л* ’-։МеЛ>-2 Мае---ЛаМав Мае)

—квадратная матрица порядка к, . ’
Матрицы Н и На имеют один и тот же ранг, так как матрица 

Ка состоит из линейно независимых столбцов. Используя это обстоя
тельство, лемма легко доказывается.

Необходимость. Пусть R» — циклическое подпространство, а 
п = Ее — его порождающий вектор. Тогда столбцы матрицы Н линей
но независимы. Значит линейно независимы и столбцы матрицы Н„. 
Если принять

Оа=Мае, (12)
то, очевидно, система (10) также будет линейно независимой.

Достаточность. Допустим, что система (10), где ая — некоторая 
матрица типа ка X 1, линейно независима. Тогда столбцы матрицы Н 
также будут линейно независимыми, если в качестве е принять какое" 
нибудь ненулевое решение матричного уравнения (12). Ясно, что такое 
решение всегда существует и соответствующий вектор п = Ее принад
лежит подпространству R։. Значит ка-мерное инвариантное подпро
странство R։։ является циклическим. Лемма доказана.

3°. Теорема. Пусть на сегменте [0, £] а) матрицы. Д*  ("), 
Вк(х) (к = 0, 1, 2,-..) имеют производные по ■։ всех порядков-, 
б) собственные числа матрицы и = До՜1 Во разбиты на р групп при 
условии (2) и в) соответствующие этим группам инвариантные 
подпространства R!, • • •, являются циклическими подпростран
ствами п-мерного пространства R. Тогда формальное решение 
уравнения (1) Может быть представлено в виде

р г- л*«՜1 п - 1«-Б]։-(’.•)•)?•]. оз) 

где уя (о = !,•••, р) — скалярные функции, удовлетворяющие урав
нениям

0.1 0.1 0.1

(0=1, 2,- - -,р), 
а (х, е), а/о (т, е)— соответственно столбцевые матрицы и ска
лярные функции, представляемые формальными рядами

Г/а (х, з)= 2 8* (т), (г, в) =£ е* (г). (15)
Ь=0 л=о

Доказательство. Подставим выражение (13) в (1), исключив
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?* ’ а-—с помошью (14), и приравняем коэффициенты при д3,
ЛГ ~

—■ (я = 1, • • •, р). Получим
Л* ’՜1

(16)

(у = к,-, я=.1,-- -, р; ?* в+։в=0).

Подставляя далее в (16) разложения матриц А и В по степеням 
е и формальные ряды (15), получим, приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях 8

............................................................ (17) 
ю- и^+ ф

Здесь

</)!' = л֊1 |В, $ +а, м? и:՛ - ։«,.)]֊ 4^- ’ ах ,

4'=л«՜' [в, ։}!'+в, 5)?+л, («5? гК'֊да,.)+

а,( 4? ։1? + «Я?- 4^-)1+«Л1 Ж1- 4^ ՛
\ и ՛• / J ах

и вообще

+ л,_, (41 е1?+«).•' ДО-

•••+л,( «%-1 ։(?+•••+ ։(•.-" ֊ ։йз'.' - ^-)]+

+ «Л-"5|1.'+ ••• +«й'
Для доказательства теоремы достаточно показать, что при соот

ветствующем выборе членов рядов (15), матричные соотношения (17) 
выполняются тождественно.

Первое соотношение (17) в развернутом виде представляется так: 

4? де, 

й^г/де+айШ?, (18)

де-'^’+^де,
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О = £<« -г ДО, ДО.

Равенства (18) умножим слева соответственно на (7* ’՜1, б/* 3՜2,--. 
и, Еп и сложим. Получим

((Л + 4°,’ (/’֊’ + ••• + ДО-1, £/+ ДО1, Еп) ДО =0. (19)

Заменив последнее равенство системы (18)равенством (19), далее 
вместо этой системы будем рассматривать эквивалентную ей систему

<₽,(£/) ДО=о, (20)

ДО1,= 6/ДО+ ДО ДО (/ = 1, 2, ■ ■ •, Л, - 1), 
где

?в ().)=)> + до >л-։ +... + 4®1_1։').+42.
Тем же путем преобразуем Л+1-ое соотношение (17), которое в 

развернутом виде представляется следующим образом:

ДО= :/ДО+ № ДО +4°,’ ДО+4Г”, •
ДО= г/ДО+ ДО ДО+ 4°,' ДО+ДО-1’,
................................................................ (21)

42 = </ДО-։,+ ДО_։, До+ доч до+ 4^1, 

о = £/ДО,+ ДО'. ДО+42ДО+С՜1’.

Умножим эти равенства слева соответственно на £/* ’ \ £/*°  ’,••• 
• • •, и, Еп и сложим. Будем иметь

(£А+ДО1 £/*՛- ’+ ДО1 и'°-2 + • • • + 4%. и+ ДО1, Еп) ДО1 = 

= - (ДО’ г/*»՜ 1 +ДО1 г/* ’՜2 +• • • + 4*1 ։«£/+4* в1 Еп) ДО+р'*՜ 11, 
где

/ДО-։։ = ֊2
4^1

Таким образом, вместо системы (21) можем рассматривать экви
валентную ей систему

9а(и) 515’ = - (45’ ДО1 с^”՜2 +• • • + 4?-1 и +42 ья) $1°я’+
+р’*- ։), ДО։.=^1+4^ДО+451 ДО+4*՜ 11 (22)

(/=1, 2,...,*,-1).
Покажем, как, используя полученные соотношения, построить 

члены рядов (15).
Положим

ДО=^а„ (23)
где а0 —некоторая столбцевая матрица типа ^։Х1. Тогда первое 
равенство (20) с помощью (3) и (4) можно преобразовать к виду
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^7 ?3 (*̂з)  О 7 — 0. (24)
Так как инвариантное подпространство R,, соответствующее группе з 
собственных чисел матрицы и—циклическое, то минимальный анну
лирующий многочлен этого подпространства является многочленом 
степени К,, коэффиценты которого определяются по формулам Вьета: 

?։('•) =л* ’4֊ я1։ >* ’ 1 + • • • + ь ХН-а* аа,

*ь = -(>4в,+•••+>#),

Примем
<4? = ау։.

Тогда <рв(Х) = Ф,(Х) и, значит, согласно лемме! Фа(Л0) = ']>а(Л,) =0.
В этих условиях равенство (24) выполняется тождественно.

Допустим , что уже найдены 7° > а]'1 (/'=!,• • •, к„; ։ = 0,1,---, к— 1)» 
Определим (/=!,•• ■ ,к„).

Пользуясь равенствами (3) и (23) и введя в рассмотрение блоч
ные матрицы

[ Л, 0 X (М1\
К=(К1-- Ъ),л= \ , м= : ,

\ 0 л7 \мр /

первое равенство (22) можно представить в виде

(Л) ляк* 1 = ֊ к, (4* 1 л*®՜ 1+<4;։ л* ’֊»+. •.
+ 4*11Ж  + а1* ’Е* о) а,+П‘*- 1։.

Отсюда

<ра (Л) = - МК, (а15> 4,*1 л*«֊»+... (25)

+ 4%лв+4*!,£* о) аа+лю'*- 11.
Здесь

/
, 0^ = ^. (26)

\ 0^7

Равенство (25) распадается на р независимых матричных равенств 
?о (А,) (^=-МлК, (оДОл^-’+аЙ1

+ Ая + 4*1, £Лв) ая +МД*՜11 (5 =1, • • •, р). (27)
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При MsKa = Q, а ?в(Лл), в силу условия (2),—невырожден
ная матрица. Поэтому

QIM = К>(Л,) ДГ,£Н*֊Ч  (S =£ в). (28)

При s= а МяКа= а <р։(Л„)=0. Поэтому

... +.1«,.Л.+ .£{&.) о.-М, Й*-"  
или

ЯД* 1 «Ot*՜* 1, (29)
где

/ «й։\
я,= (л^1авл* ’-։Оя...аа), 4*։=  : I

\
Так как подпространство R,— циклическое, то согласно лемме 2 

при соответствующем выборе столбцевой матрицы а„, столбцы мат
рицы Н„ будут линейно независимы. Пусть ав выбрана из этого усло
вия и столбцы матрицы Н линейно независимы. Тогда Н, как квадрат
ная матрица с линейно независимыми столбцами — невырожденная мат
рица. Учитывая это, из (29) находим

^]=Н^ MDL*՜"  {к =- 1, 2, • • •). (30)

Неопределенной осталась лишь субматрица Q-1 матрицы Q^1. Из 
вышеизложенного ясно, что в качестве может быть взята про
извольная нужное число раз дифференцируемая квадратная матрица по“ 
рядка к„. В частности, можно принять Ql* !=0.

Зная Q?1, легко получить ?՛□՝ по формуле

К Ql"'. (31)
Остальные столбцевые матрицы (/=2, З.՛՛֊, к,,) определя

ются соответствующими равенствами (22).
Итак, указанным путем можно последовательно определить члены 

рядов (15), с помощью которых представляется] формальное решение 
уравнения (1) в форме (13), (14). Теорема доказана.

Ниже рассмотрим некоторые частные случаи.
4°. Случай простых собственных чисел матрицы U. Если в про

межутке'[0, L\ все собственные числа матрицы U остаются простыми, то, 
оставляя в каждой группе по одному собственному числу, будем иметь

Р-с (т) — (т)| > с > 0 (։=£в; s, а = 1,-• п).
В соответствии с теоремой п. 3 решение системы (1) может быть 

представлено равенствами
я - dq„ -

х=251«(т, е) q„, — + яь (т, е) q, = 0 (а = 1,• • •, и). 
»=1 °“

В формуле (23) в данном случае ав—скалярная величина. Положив 
ав = 1 (° =!,•••, п), будем иметь
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К, (==!,-••, л).
Далее, так как теперь <р։(>.) = >.— К, то

<2Й’=—(5¥==; *=1,  2,-),
Аг Аз

И

ей|=2-£:7-й։-"+х;<Ж|.
Х+я — >~Я

Наконец >-ь'= — л» и, поскольку Ня = ая = 1 (о=1,..., и), а^1 = 
= М,

5°. Система уравнений с постоянными коэффициен
тами. Если коэффициенты системы (1) не зависят от т, то изложен
ный метод приводит к точному расщеплению системы (1) на незави
симые линейные дифференциальные уравнения меньшего порядка. Дей 
ствительно, рассматривая систему

А — = Вх, - (32)
Л

где А и В — постоянные матрицы порядка п (беМ =/= 0), будем иметь 
следующее.

В данном случае и = А՜1 В — постоянная матрица с постоянными 
собственными числами. Поэтому К,к,М—также постоянные матрицы. 
Следовательно постоянными будут и величины исходного приближения 

4°> и 5/а1. Учитывая это и полагая <?«'= 0 (о = 1,‘*=1,2,-  • • 
• • •), из (28) и (30) последовательно при к = 1, 2, ■ ■ • получим 

№= 0, &* ։=0,<х£’=0 (*  = 1,2,...).

Таким образом

а/»=а'?'=яуа (а = 1,-• -,р; ] - I,--•, *,),  

и поэтому решение системы (32) представляется в виде

■+------+ а*’“1в-л7 + = °*
аг ас ас

Как видим, в данном случае преобразование (33) приводит к точ
ному расщеплению системы (32) на независимые линейные дифферен
циальные уравнения с постоянными коэффициентами (34).

Московский авиационный институт
им. С. Орджоникидзе Поступило 15.11.1969
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Կ. Ա. ԱհԳԱՐՅԱՆ. Գծային դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմի մի ֆորմալ ձևափո
խություն ( ամ փոփում )

Հոդվածոս! նկարագրվում է մի ձևական պրոցես, որը առաջին կարգի գծային դիֆերենցիալ 
հավասարումների սիստեմը բերում է ճեգցված տեսքիլ

Ի տարբերություն ճեղքման հայտնի մեթոդներից այստեղ բերվում է մի մեթոդ, որը հնարա
վորություն է տալիս դիտարկվող սիստեմը բերել աոաջին կամ ավելի բարձր կարգի իրարից 
անկախ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմի, ընդ որում դրանցից յուրաքանչյուրը 
համապատասխանում է նախնական սիստեմի գործակիցների մատրիցի սեփական արժեքների 
մի որևէ մեկուսացված խմբիւ

K. A. ABGARIAN. A formal transformation of the system of linear differential 
equations (summary)

A process of transforming the system of linear differential equations at the first 
order to the splitted form is described. In contrast with the known methods of splitting 
of such systems the method proposed here permits to transform the system considered 
to a system of independent linear differential equations of the first or higher order 
corresponding to isolated groups of eigenvalues of the matrix of coefficients of the 
original system.
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Ф. Н. ГАЛСТЯН

ОБ ОДНОМ ПРЕДЕЛЬНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

п
Рассмотрим величину sn = 2 х*  2՜*,  где х*  (Л = 1,2, • • •) —незави- 

симые одинаково распределенные случайные величины, принимающие 
значения—1, 0, 1. Положим/? (х*  = — l)=pr, р (х*=0)  = д и р (x*=l)=ps,  
где р, q, г и s такие вероятности, что р + q = 1 г + s= 1. В работе 
исследовано распределение, предельное для L (зп) при п->со. Случай 
г=0 рассмотрен Феллером [4], где установлена сингулярность предель
ного распределения при pq (р— q)=f=O. Однако Феллер замечает, что 
точного представления для функции предельного распределения прак
тически не существует. Тем не менее, в данной - работе удалось най
ти очень простое представление для предельной функции распределе
ния величины Sn в общем случае. Кроме того, получен простой алго
рифм, позволяющий вычислить значение функции распределения в лю
бой двоично-рациональной точке.

Ввиду того, что |х*2 “*|  -С »
2

2 Е (х*  2~к) = Ехг 2 2՜*  < оо 
*=i *=1

и
2 £>(х*2-*)=£>х 12 2-։*<оо,

ОС
ряд 2 xt, 2~к сходится п.н. [2]. Из п.н. сходимости вытекает сходи- 

л-1
мость законов распределения L (sn) в основном.

Функцию распределения и характеристическую функцию предель
ного распределения обозначим соответственно через F (х) и / (/).

Характеристическая функция случайной величины х*2՜*  равна 
q 4֊ pre֊tn՜1' + pse“2՜՜*,  следовательно

f (0 = П (я +pre-‘”-k 4-pse"2՜*).  (1)
*=1 . .» • ■ \

При исследовании предельного распределения нам понадобятся 
следующие известные леммы [1].

Лемма 1. Пусть Ф„—последовательность чисто разрывных функ
ций распределения и последовательность сверток Fn = Фх * Ф։* • • • 
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• • • * Фл сходится к функции распределения F при л— оо. Тогда 
F— или чисто разрывное, или сингулярное, или абсолютно непрерыв
ное распределение.

В условиях 1° rft = max(g, рг, рз) <1, следовательно, ]՜] <7*=0 и

Лемма 2. В условиях леммы 1 для непрерывности F необходи-

мо и достаточно, чтобы П dk — 0, где
к-1

di = max [Ф*  (х-}֊0) — Ф*  (х — 0)].

Доказательство следующей теоремы основывается на этих леммах.
Теорема 1. 1°. Если р (р—д) [д + гз |г — з|] =/=0, то распреде

ление Е (х) сингулярно.
2°. При р = д, Е (х) является композицией следующих трех

/ 1 1\распределении: равномерного в I------- , —1, несобственного, сосре-
\ 2 2 /

1 доточенного в точке---- — и распределения с характеристической 

функцией П (г ֊Ь'зе“2 ~к).
*=1

3°. При р = 1, г = з—равномерное распределение в (—1, 1).
4°. При р =0 — несобственное распределение, сосредоточенное 

в точке 0.
5°. При р =1, г =0—несобственное распределение, сосредото

ченное в точке 1.
б°. При р =1, з —0—,несобственное распределение, сосредото

ченное в точке —1.
Доказательство. Из соотношения (1) после элементарных 

преобразований для любого целого т находим

|/ (2*2 т)|8= |/ (2«)|8= П (1—4pq sin8 *2~Ч — 4р8 rs sin8 2*2  *).  
л-i

Нетрудно установить, что в условиях 1° все множители этого произ
ведения строго положительны. Кроме того

2 (4pg sin8 *2~*  -\-4ptrs sin8 2*2՜*)  оо.
Ь=1

Поэтому, обозначив 2*  •2я’ = получим

Нт 1/0т)|>0, следовательно Нт |/(£)12>0.

Из последнего соотношения и из теоремы Римана-Лебега следует, что 
распределение Е не является абсолютно непрерывным. 
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по лемме 2 F—непрерывное распределение. Но согласно лемме 1 F не 
может быть смесью. Пункт 1° теоремы доказан.

„ 1
Если р = q — то

/(О - П֊ (1+ re-'«-*+se'«-*)  =
*-i

- П — (е՜"2 _*՜ ’ +е“2 "*"՛  ) (re՜"2՜*՜ 1 + se'« ~А-1) =
*=1 2

= П cos/2՜*՜ 1 е՜-}-se“2 *)  =
k-1

= 2 е֊«՜1' П (r + se“2-*),

откуда следует 2°.
Отложим на некоторое время исследование закона распределения 

Ф (х), соответствующего характеристической функции

? (0= П (г+зе,я՜*).
. *=1

Заметим однако, что по этому закону распределена рассмотренная

Феллером величина 2 yk2՜*,  где уь—независимые величины, прини- 
*=1

мающие значения 0 и 1 с вероятностями г и $ соответственно.
При р=1, г = s имеем

f (t) = п ֊ (в՜'" "*+е' я -*)=  fl cos Й-*=

что доказывает пункт 3°.
Пункты 4°, 5°, 6° очевидным образом следуют из выражения для 

/Ю (1).
Следствие. Распределение Ф (х) при rs (г — s) У=0 является 

сингулярным, при г =0 — несобственным, сосредоточенным в точке 1, 
при г = 1—несобственным, сосредоточенным в точке 0, при r—s—рав
номерным в (0,1).

Для доказательства первых трех утверждений достаточно заме
тить, что <р (£) получится из / (f), если в последнем заменить р на s, 
q—на г, г—на 0 и s—на 1. Последнее утверждение проверяется не
посредственно

00 1 00 It 1
® (0 = П — (1+е'я “*)  = еп2 -1 PJ cos /2՜*՜ 1 = е ՛ -•

*=i 2 *=1
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Теорема 2. Если р (q 4՜ rs) =£0, то F (х) удовлетворяет 
функциональному уравнению

F (х) = qF (2х) 4- psF (2х -1)4֊ prF (2х +1)
и может быть представлена в виде равномерно сходящегося ряда 
по функциям Уолша. Начальные моменты ап распределения F (х) 
удовлетворяют соотношениям

ап = 2 е* л=1> 2>- • ••
2 1 *֊0

Доказательство. В (I), заменив t на 2/, получим

/(2f) = П (?+pre֊'«-* +1 +рзе/"-* +1)= 
*-=1

= (q 4՜ pre՜“ + pse“) П(7+Рге՜“2 * + pse"2 “* ) =

= (q + pre-“+ pse“) f (t).
Таким образом, характеристическая функция предельного распределе
ния удовлетворяет функциональному уравнению

/ (20 = (q + pre֊“ + pse“) / (О- (2)
Случайная величина s — п.н. lim sn распределена в [ —1, 1], следователь
но /(0 бесконечно дифференцируема. Поэтому для любого целого л 
из соотношения (2) имеем 

2Л/Л)(2О = (7+ pre֊“ + pse“)fW (04֊ £ Ckn [(-i)kpre֊“ 4֊ Fpse“]/^) ■

Подставив t = 0 и учитывая соотношения /(b) = ։՛*<։*,  “0=1, получим
л

2« in an = in ап 4֊ р С*  [(—1)*  г 4՜ s] in *п-ь,

или

«Л = ֊^֊ 2 с*  [s 4-(-1)»-*г]  а*,  Л=1, 2, 
З՞-1 *-о

(3)

1 — е~Шх
Умножая обе части (2) на --------------

2vit
(— со, + оо) (интегралы понимаются в

и интегрируя в промежутке

смысле главного значения),
получим

1 Г 1-е֊2»*

2« J 2it

+~ а С 1__f(2t) d (2f) = -М:------ / (0 dt +
2« J it

nr г” e՜“ — e֊«(2^+։) DS+?- -—-—4—2« J it 2« J it
f(t)dt.
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Так как р (д + гз) =^0, то по лемме 2 Г непрерывна, поэтому имеем 
Г (х) - Г(0) = <7 [Г (2х) - Г (0)] + рг [Г(2х+ 1) - Р (1)] + 

+ рз[Г(2х-1)-Г(-1)].

Однако Р (х) =0 при —1 и /7(х)=1 при х>1. Поэтому
Г(х) = дГ (2х) + ргР (2х + 1) ֊ рзГ (2х -1) 4- РГ (0) - рг, 

при х=1 отсюда получим рР (0)—рг = 0, следовательно
Г (х) = дР (2х) + рзГ(2х -1) + ргР (2х +1). (4)

В силу замечания, сделанного при доказательстве следствия тео
ремы 1, из (2), (3) и (4) вытекает, что функция распределения Ф (х) 
удовлетворяет функциональному уравнению

Ф (х) = гФ (2х) + зФ (2х-1), (5)

« (Г)—уравнению
<р (20 = (г + зе") <р (О»

а начальные моменты ря распределения Ф (х) —соотношениям

^=2֊֊ 2^*’ (6)
л ' 1*-о

Соотношения (3) и (6) позволяют вычислить а„ и Нп для любого п.
При помощи (3) можно вычислить значение Р (х) в любой двоично

рациональной точке. Для этого достаточно подставить в (4) вместо х 
п . 1 , 1 , 3 : 1, 3 , 5 ,7 

последовательно 0, ± —± —, ± —, ± —, ± —, ± —, х —, • • • и

учесть, что /7(х) = 0 при х<7—1 и Т7 (х) = 1 при х>1.
В частности отсюда вытекает, что (4) имеет единственное непре

рывное решение, удовлетворяющее указанным условиям.
Приступим к решению функциональных уравнений (4) и (5). Из

вестно (см. [3]), что ортонормальные в [0, 1] функции Уолша удов
летворяют соотношениям

2*-1  / \?л+1 (*)

Ря*(2х),  0<х<-- 

(-1)* +Ч*(2х-1),  -у
(7)

<?п+1(х) =
Тп*(2х),  0<х<-±-

(—1)*  <Р* Л(2х֊1), ֊֊<Х<1.
2*

(п>2, 1<£<2Л֊։).

Решение уравнения (4) будем искать в виде

Г(л) = а0 + С։<р1('^±1) + 2 2^^), -1<х<1. (8)
\ ^ / л-2 х 1 /
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При — 1 х —— (4) обратится в следующее:
2

Г(х) = ргГ(2х 4-1).

Заменив Г разложением (8), получим
I ' . ՛ .

/ -4-1 \ * 2Л՜1 ' 4-1 \ Г
ао + 2 а" 9"{^2~)=рг | + °1<Рх (х+1) +

«, 2Л — 1
+2 2 ал?*(х-|-1)  •

л=2 *=1

Воспользовавшись соотношениями (7), после несложных преобразова
ний находим

а0 + а1 -|-в։4"<։2 4՜ (азт аз4а34-аз) <Рл (2*  4՜ 2) 4՜ 
оо 2»-։

4֊ 2 2 (а^+^-Ьа^+г’-Ьап+г^ал+г) <р*(2х-1-2)  = 
л-2 *=1

= рг [ а0 4՜ ах 4՜ (аг-Ьа։) Ъ (2*՜  4՜ 2) 4֊

- 2»-։ .
4՜2 2 (ал*  114֊ал+1) <р*  (2x4-2) • 

л=2 *-։  J
В рассматриваемом случае 0<^2х4֊2<^1, поэтому, приравняв коэф
фициенты при одинаковых функциях Уолша, получим

ао 4՜ ах 4֊ аг-Ь аг = рг (а04-ах)
аз4-аз4-аз4՜ аз = рг (а\+а1)

.................................................. (9)
41։-3 . 4*-2  . 4А-1 . 4*  . 2Л-1 . 24 ч

ал+2 -гал+2 4՜ ая+2 4-ал+2 = рг (ал+1 4՜ ал+1)

л>1, 1<А:<2'’-։.

При-------<^х<^0 уравнение (4) примет вид
(И 2‘ ՛

Г(х) = <7Г(2х)+рг^ (2x4-1).
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Заменив Г разложением (8) и произведя аналогичные преобразования, 
получим

а0 4՜ —02—аг — (аз4-аз—аз—аз) ?։ (2х+1) 4՜

4՜ 2 ( ал*+2  +ап+2—ал+21 —ал+2)(—1)* +։ <р*  (2x4-1) =
л-2 *-]

= д | а0 4՜ Я14-(о24-а։) ?։ (2*4-1)  4-

+ 2 2 (а"Г։1+а“м)?*(2х  + 1)| + 
л-2 *=1  л

4֊рг| а0 — аг — (а1—а|) <р։ (2х 4-1) 4՜

+ 2 2 (-1)* и(а’я*+-։։-аП1)?я*(2х4-1)  1.
л=2 Л=1 _ Л

Имея ввиду, что 0<2х4- 1 1, находим

ао4՜ Я1 —“2—аг = <7 (а0 4-ах)4-рг (а^—а։)

азт՜ аз—аз—аз = — д (аг+аг) +рг (аа—ач)

.................................................................................................................. (Ю>

ал*+2 34-ал+22 — ал+21—ал+2 = (—1)* +‘? (а“+_։։4-а^+1)4-рг (алн1—апк+1)

п>2, 1^Ь<2"֊1.
Если 0<^х<^-^-, то из (4) получим

Г (х) = 7Г(2х) 4- рзГ (2х - 1) 4֊ рг
или

Воспользовавшись (7), будем иметь

«о — а-1 — а24-а։ 4՜ (аз—аз—аз4֊аз) <рх (2х) 4՜
244—2
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+ 2 2 (о^+а—Qn+2՛—ал+а'+ол+а) ?*  (2х) = 
л-2 *=1

= рг 4՜ q ай—аг —(aj—аг) <рх (2х)4՜

«։ 2я՜ 1
+ 2 2 (-1)* +1(а^։-аГ+։)^(2х) + 

л=2 k=l J 

4֊ ps а0 + ai + (аЧаг) (2х) 4֊

+ 2 2 (а“н-1։4-а“+1)?: (2х) 
л-2 *=1

В данном случае 0<^2х<^1, следовательно

а0 — —аг+аг = рг 4-</ (a0 — aj 4֊ ps (oo-baj

аз—аз—а'з4-аз = — д (аг—аг) 4՜ ps (аг-^аг)

.........................֊.................................................. (И)
^+-а3-а«+-28֊аГ+-։։+аГ+2 = (-1)* +19 (а“+1։-а“+։)4- ps (вЯйЧа^О

Заметив, что при -^-<^х<^1 (4) обращается в

Г(х) = д + рг + рзГ(2х — 1) 
м воспользовавшись стандартным приемом, получим

«о — а! + аг—аг — (аз—аз+ аз—аз) <Р1 (2х—1) 4՜
оо 2^—1

+2 2 (- П^'Са^-г’-а^+а^а-а^г) <?$ (2х - 1) = д 4֊ рг 4֊

4-рз |^аэ— а^— (аг—аг) <р։ (2х—1)4֊

4֊2 22 (-1)* +1(аП1։-а"1)фл(2х֊1) 

л-2 Л=1
Отсюда, учитывая, что 0 <2х—1 <1, находим
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! 1 2а0— аг + аг—аг = д + рг 4֊ рз (а0 — ах)

1 2,3 4 ,1 2Ч
аз—аз + оз—аз = рз (аг—аг)

................................................... (12)
4*֊3 44-2 , 14-1 „44____ /2*՜1 '■* \

ал+2 —ал+г та»+2 —ап+2 — рз (ал+1 — ап , ։)

п > 2, 1 < к <2՞֊’.

После несложных преобразований уравнения (9), (10), (11) и (12) 
можно привести к следующему виду, удобному для последовательного 

кнахождения коэффициентов аЛ:

д + 2рг 2р (г — з) (10—д—2рг 1 2р(г—з)ах—2да^+дС1л=-------------- , а, =---------------------------------------- , 02=--------------------------- --------- г
2 2(1 + р) 4

2 2(р-<7)а1~<7 1 (р — д)а\
02 =-------- , аз=-----------------

2 Р (г—в) 02— да1 
аз-------------2-----------’

3_ дси ]-р (г—з) аг 4 _ 1 г
а3----------------- , а3 _а2

................................................................ (13>
4Л-3_ 2*-1р  + (—1)* +1<? 44—2 2*-1/>(г —5) 2*(  —1)* +1<?
л+1 —ал ------------------------- , ал+1 =ал ------- -- ------- |-ал -------------------- »

л л

оЛ^-с-2*՜ 1^՜1^7 I цр(г~5) «, Д4Р-Н-1)*?
**л + 1 ^л 9 Оп+1 — О-п >

п >3, 1< к < 2»-а. ‘

Предположим сначала, что гз=^О, тогда из (13) получим

1^*1  < 4 |«?-|, !«?«“!< + -2֊ |«?и
£• £
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Л £ £•

n>3, l<fc<2«֊2.
Отсюда следует, что

+ lÆl’l +1«:*« 1! + 1Л.1 <(|e?-'| +|«?1) 1-±Д-+',|г-А

Если га 4= 0, то |г — з| <С 1, следовательно

О я = l+ç+ p|r —s| 
2

Поэтому, суммируя полученное неравенство по к от 1 до 2я՜2, получим
2<ï 2#î —1 2«
2 1а£+1|<а 2 |а*|  или 2 |а* +1|<а"+։.с.
А=1 *—1 è=»l

Последнее неравенство с учетом того, что |®Л(х)|-С1, устанавливает 
равномерную сходимость (8). Кроме того отсюда следует, что (8) схо
дится абсолютно.

Из способа нахождения коэффициентов разложения (8) следует, 
что функция В (х), которая равна сумме этого ряда в (— 1, 1) и обра
щается в 0 и 1 соответственно при—°о<^х-С — 1 и 1-^*̂+°°»
удовлетворяет уравнению (4) при всех х, кроме, быть 

1 п 1 .— 0 и—. Докажем, что эта функция удовлетворяет
£• л* 

может, точек

уравнению (4)

и в этих точках. Положим
2/1— 1 2^1 — 1

лЛ= з а*, £>„= 2 (-i)*+4 
4—1 .*=1

л>2,

2Л—1 2/1—2
Д= 2 (-1)*+1 (□?■■+«?). С,- 2 (֊!)•“(а?՜'-«?), О>3, 

А—1 А-1
2/1—3 2 л—3

.Е„ = V (-1)* +1(аГ3+аГ2), Rn= J (-1)* +1(аГ3֊аГ2), п>4.
*=i k=l

При помощи (9), (10), (11) и (12) можно установить, что
Дл+1 = ргАп, л > 2,

Оп+г «= рзОп, л > 2,
Вп+1 = рВп 4- ргО„, л > 3,
Сл+1 = ЯСп + рзАп, л>3,

Еп+1 = — рг (Вп + Сп) + qAn, 
А л»
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7?л + 1 = ~^Р5 (В*  + Сл) + ~ цВп, п^֊ 3, 
л

причем
д _ Рг (рг — У&д -2рг) о = р5 (ра — 1)(9—2рг—2)

2 1+р ’ ։ 1+р

В3 = ргО2 — дДа, С, = рзА3 — дО2.

Решив систему разностных уравнений, получим
Ап =(рГ)п~2 Аг, Оп ={р&)п-2Оъ п>3,

Вп = чп՜3 В3 + р։гздп-*  О3 \ (— ) > п>4,
*5Д<7 !

Сп = ч"֊3 С։ + р'гз чп~*  Аг 2? * п >4.

Воспользовавшись определением функций Уолша, найдем

Г (0) = ао+С։ф/-^-)2 2 акп <р*(֊}  = а0 - аН-- 2 (В„ +С„), 
՝ 2 п-2 *=1  ' 2 / 2 Л-3

Отсюда после несложных упрощений имеем

Р (0)=г, ^ (֊ ֊) = Р^ Р (у) = РЛ 

после чего справедливость доказываемого утверждения устанавливает
ся непосредственной подстановкой в (4).

Для установления единственности найденного решения достаточ
но доказать, что В (х) непрерывна. Непрерывность В в двоично-ирра
циональных точках промежутка (— 1, 1) следует из непрерывности 
функций Уолша в этих точках и из равномерной сходимости (8).

Рассмотрим точки х = —1 и х =1. Легко заметить, что
«> 2Л “ ։ ■» . л

В (—1+О)=ао+ ах + 2 2 а£ = ао+а!֊!-2 Дп =а04-О1+-—— =0. 
л=2л=1 л=2 1—рг

Аналогично—В (1—0) = а0 — ах +
» 2Л” ։ ОО 1-)

+ 22 (-1)* +։ ап - ао-ах+2 = По'֊«: + ֊’֊ =1-
л=2 Л-1 л-2 1 Р5
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Установив, таким образом, непрерывность Е в точках —1 и 1, устремим 
113 13в (4) х последовательно к 0, ± —, + —, ± —, + —, + —, 
2 4 4 8 8

и обнаружим непрерывность Е в любой двоично-рацио

нальной точке.
Рассмотрим теперь случай гз =0. Из (1) заключаем, что законы 

распределений, соответствующие г =0 и з = 0, являются сопряженны
ми. Следовательно, можно ограничиться решением уравнения

7= (х) = цЕ (2х) + РЕ (2х —1), (14)

которое имеет такой же вид, что и (5). Заметив, что в рассматривае
мом случае Е(х)=0 при х<0 и Е (х) =1 при х>1, будем искать ре
шение (14) в виде

«, 2Л—I
Е(х)= Ьо + 61?1 (х)ф 2 2 Ькп <рк (х), 0 < х <1. (15)

л=2 *-։

• Г 00 1 1
= 9 60+Мх(2х)+2 2 6^*(2х) .

Ь л=2 *=1 и

Приравняв коэффициенты при одинаковых функциях Уолша (так как 
0<^2х<^1), получим

6о + Ь1 = 9б0

62+62 = ^бх

Определим коэффициенты этого разложения. Для этого рассмотрим 

сначала уравнение (14) при 0<^х<—. В этом случае имеем

Г(х)= ?Е(2х).

Подставив сюда вместо Е разложение (15), получим
■» 2я՜1 г ~ 2я՜1 ■

Ьо + (х) + 2 2 ьп фл (х) = <? бо+бхФх (2х)+ 2 2 Ьп<рк (2х) .
л-2 4=1 1- л-2 *-1 Л

Учитывая рекуррентные соотношения между функциями Уолша (7),. 
находим

_ 2Я֊2 <» 2я֊ ։

60+6x4- 2 2 (62Л1 + 6^)<1(2х) = д|б0+М1(2х)+2 2 бЬ*л(2х) . 
л=2 *-1 I л=2

Выделив из суммы в левой части член, соответствующий п =2, и за
менив в оставшейся сумме п на п+1, получим

•» 2^ 1
60+ 61+(б2 + б2)фх (2х)+ 2 2 (бл + ^ + бя^! )ф£ (2х) =

л-2 *-1

(16)
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А2*- ’_1_А2* — „А*Ол+1 — Ол + 1 — ЦОп

п>2, 1<к<2п՜'.

Рассмотрим теперь уравнение (14) при В этом случае

Г(х) =РГ(2х-1) + 9.

Подставив сюда вместо Г разложение (15) и произведя аналогичные 
преобразования, получим

2я
^-^-(й-б^сгх-п + з 2 (-1)* +1(б2А’1֊^+1)^(2х-1)= 

л=2 А-1

[о© 2я ։
^0 + 61<Р1 (2х—1)+2 2 6л®£ (2х—1)

л=2 4=1

Учитывая, что 0 <2х — 1<^1, находим

Ьо — Ьг -= рЬ0 + ?

Ь\— Ьг = — рЬг

.......... • • • (17) 
б“+Л’- Й+1 =(֊1)* +։р6*

п>2, 1 < ^<2П-1.

Уравнения (16) и (17) позволяют вычислить все коэффициенты Ьп), 
именно

Ьо = Я, Ьг = —рЧ,

- „ПР~ Я 12 _ РЯЬ2-РЯ-^-, Ь2-֊ — ,

(18)
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,2Л-1_>*9+( —1)* +։р ,2Л ,*?  + (— 1)*р
Ол + 1 —Оп ~ , Ол + 1 — Ьп ---------~---------

п >2, 
Из (18) имеем

1*557*1  _ И+(-1),пУ| й> ,4» ,|= 1Н(֊О 14Л.
& £•

Отсюда

1*555'1+ |Й‘,.| -ИЙ 1£±Ь1>—г!±1< + <֊»>*  _ »ц т։х (,,

Суммируя по к от 1 до 2Л՜1, получим 
2Л 2Л—1 2Л—1
3 |^+։) •■= шах (9, р) 2 |б‘|=₽ 2 |6*|, •>
*-* к-1 к—1

ИЛИ 
2я—1 

*=1

Так как г=0, то из условия теоремы вытекает, что р<] =/=0, по
этому 0<^р = шах (9, р) <1. Отсюда следует равномерная сходимость 
(15).

Единственность найденного решения устанавливается тем же 
способом, что и при гз=/=0. Теорема доказана.

Заметим, что для получения решения уравнения (5) при гз 0 
достаточно в (15) заменить р и 9 на 3 и г, соответственно.

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
Г. А. Амбарцумян за постановку задачи и обсуждение результатов.

Еревавскиб политехнический институт 
им. К Маркса Поступило 11.XI.1968

Ֆ. Ն. ԳԱԼՍՏՅԱՆ. Մի սահմանային բաշխման մասին (ամփոփում)

Հոդվածում ստացված է ֆունկցիոնալ հավասարում £^2“^ պատահական մեծության 

բաշխման ֆունկցիայի համար, որտեղ (և = 1, - 1,0 և 1 հնարավոր արժեքներով և
թյ*,  (] ու թՏ համապատասխան հավանականություններով անկախ պատահական մեծություններ 
են։ Այդ հավասարման լուծումը ներկայացված է հավասարաչափ զուդամետ Ուոլշի շարքի տես
քով։
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F. N. GALSTIAN. On a limit distribution (summary)

A functional equation is derived for the distribution function of random variable 

2,z*2-*.  where xk (k =1, 2,”։) are identically distributed, and purely discontinuous 
*=■1 
random variables, with common distribution function with jumps pr at x =---- 1, <? at
x 0 and ps at x=l. The solution of this equation is presented as uniformly conver
ging Walsh— Fourier series.
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Л. Б . ГРАЙФЕР

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ТОЧНЫХ И ПОЛУТОЧНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ НА 

ОТКРЫТЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

Пусть М—открытое ориентируемое п-мерное дифференцируемое 
многообразие с римановой метрикой [4]. Как и для римановых поверх
ностей [2] назовем (п’—1)-мерный компактный цикл 7 на М разделяю
щим, если М —7 состоит из двух непересекающихся компонент. Тогда 
назовем исчерпание многообразия М относительно компактными п-мер- 
ными подмногообразиями V с гладкой (п —1)-мерной границей д V ка
ноническим, если каждый контур границы является разделяющим 
(п —1)-мерным циклом на Ми ограничивает одну из компонент М- И.

Как и в [3] обозначим через Г гильбертово пространство дейст
вительных дифференциальных форм на М с конечной нормой ||ф||= (ф, ф) =

= <рА « ф со, через Р-плотное в Г подпространство форм класса

С°°, через Г*, Г’, Гр — подмножества Г1, состоящие соответственно из 
точных (<р = е/4),замкнутых (с?® = 0) и гармонических в смысле Ходжа 
(</ф = 0, оф = 0) форм на М, Гл» = ГлПГ2, Гх—замыкание Г} в Г, Гх— 
множество форм вида * ф, где ф(;Гх. Для форм на И обозначим через 
Го подмножество, состоящее из форм Г1, обращающихся в 0 вдоль дУ, 
тогда Г£о = Г£пГо, Гло = ГлПГ1о и‘сГГ£Г|о, если 'Г£Го. Гармониче
ской функцией на М назовем функцию и, удовлетворяющую обобщенно
му уравнению Лапласа

А и =0, 

которое с помощью операторов с/ и 8 приводится к виду 

о с/и =0.

Используемые выше операторы </, В, Д, * определены в [4]. Там же до
казана регулярность гармонических форм: Гл = Гд=Гл([4], § 29).

Отнесем к классу полуточных форм п֊1Г1гна У (п —1)-мерные 
однородные формы из Г£с нулевыми периодами вдоль контуров д V. 
Покажем, что Л-1Г««—ортогональное дополнение к 1Г£оП1Г| , где 1Гл и 
1Г£— пространства пфаффовых форм, а хГ£о Л тГ, представляет собой 
пространство дифференциалов функций ф с постоянными значениями на 
контурах д У. Пусть Ф^Л-1Г1е и »б/ф^Г«, тогда
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(ф, *</‘Г) = | фА* » г/ф = (—1)«-։^ ==

V г
= у <7*Лф= у Ф’Л ф 4֊у ФЛс/ф =о, (1)

V оо о

значит 1Гл П1Гг’±я_1Г1։е.

Пусть ф±(чГлП։Гг ), тогда ф ±1Г^, так как Г^ с ГлП Г^, от
сюда в силу (1)

У Ф Л <1 ® = О, 

и

но deg ф — п—1, поэтому J фЛ</ф = J Ф-ado, где Ф и a— функции, 
V о

а do —элемент объема V. Существование на V разбиения единицы [4] 
и произвол в выборе ф позволяют заключить, что a=0, т. е. dф. Если 
же взять ф, равную 1 на одном из контуров dV и 0 —на остальных, то 
из (1) следует, что ® имеет нулевые периоды относительно всех гра
ничных контуров, следовательно ф£я-1Г]е.

Пременим этот результат к гармоническим формам. Пусть 
я-։Глле = Гл ПЯ-։ГЬ. Тогда Я_1 Г паеявляется ортогональным дополне
нием к пространству jGro = 1Гло П1 ГАг. Пространство хГАго пред
ставляет собой пространство дифференциалов гармонических функций 
с постоянными значениями на контурах <ЭИ, являющихся линейными 
комбинациями гармонических мер на V, равных 1 на одном из конту
ров дУ и 0—на остальных.

Определим классы п-1ГА« и хГАт на АТ. Отнесем к классу Я-1ГА«(М) 
гармонические формы с нулевыми периодами вдоль всех разделяющих 
(л—1)-мерных циклов на М. Отметим, что всякий разделяющий цикл 
f ~ М гомологичен контурам границы У из исчерпания М. При таком 
определении ограничение формы ш £я-1 ГА« (М) на У принадлежит 
классу я֊1Гл« (И). К классу хГли (Af) отнесем те формы на М, кото
рые можно аппроксимировать в среднем по исчерпанию формами из 
։Глео(И). Покажем, что при таком определении классов справедлив 
следующий результат:

Теорема 1. Пространства n-iThse и xrAm (М) являются орто
гональными дополнениями в Я֊1ГА(Л/).

Пусть 8£Я_։ГЛ« (А?), ш^Гпт^М), тогда В £ Я֊1ГА« (U), следова
тельно, если <»hmv — ограничение формы «о на У, то (о, * “лтг) = 0 и 
(8, * <«)ъ = (8, * w — * wAmo), откуда (о, * ш) = 0 и 8j_io. Пусть 
wJ-n-iT/i« (М), <о£хГА. Обозначим через ч>лео проекцию ш на хГАео(К), 
тогда ш — ЫЛгО^Гл« (И) и для И<= У

“>ЛеО — шЛеО С Л-1Гhae ( V)-
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Но отсюда «>лео — “Лео_1_шл»о, следовательно
ЦшЛг<] 11)Аго11с = (։иЛг(1։> ||1,)ЛгО!.к'֊^||С)Л?о1|у' — |<иЛеой>.

Но ||о։лео|1» имеет конечный предел при V-* М и Цо'лго — ылго|0о~»0, ког
да И и И' приближаются к М независимо друг от друга. Тогда по 
теореме Рисса-Фишера [5] существует шА/п = Иш ыАго в смысле сходи- 

о - М
мости в среднем, т. е. шАт (Л4). Но тогда 

ш и՝Лт С л-1Г/мс (М), <“Лл։ Д_п—1ГА« (М)

по доказанному выше и ш_1_л—И'/и« (Л/) по предположению. Следователь
но ад = шАт, а ։ГАт—ортогональное дополнение к л-гГл«. По своему 
определению д-1ГА« замкнуто, поэтому п-1Гл« также будет ортого
нальным дополнением к 1ГАт.

Из доказанной теоремы следует, что ортогональные разложения

л—1ГЛ = п—1Р/ие *1՜ Лл! И ХГА —л—гГйде “4"1Рлт

можно было бы взять за определение класса 1ГАт(ЛГ). Из такого оп
ределения следовало бы, что 1Г/,я։(Л/) состоит из форм, допускающих 
аппроксимацию в среднем формами из ։ГА^о.

Отметим, что рассмотренные выше свойства точных и полуточ- 
ных форм аналогичны свойствам соответствующих дифференциалов на 
римановых поверхностях [1], [2].

Укажем на связь классов точных и полуточных форм с одним 
классом открытых многообразий, являющимся аналогом класса О/со 
(класса Сарио) римановых поверхностей [6]. Для дифференциальной 
формы «> на М норма Дирихле имеет вид

£) (ш) = ({/ю, с/ш) 4՜ (8ю, 8ш).

Учитывая тот факт, что оператор о понижает степень формы на еди
ницу, для функции и получим

£)(и) = («/и, г/н) = * ^и‘
м

Отнесем к классу Око такие многообразия М, на которых нет отлич
ной от постоянной гармонической функции и с конечной нормой Ди
рихле и нулевым сопряженным периодом вдоль всякого разделяющего 
(п—1)-мерного цикла 7 на М.

Теорема 2. Око тогда и только тогда, когда выполнено 
одно из следующих условий:

1. 1ГА«Пл—1 ГА։е ={0};
2- хГле = 1ГАл։.

Необходимость и достаточность условия 1 следует из того, что 
класс 1ГАг состоит из дифференциалов гармонических функций. Дей
ствительно, если ф = «/фСгГл», то 8։р=8е7ф =0. Тогда справедливость ут
верждения 2 вытекает из разложения
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11 Ле — Ле П л—1Гл$е 4՜ 1Глт,

которое является следствием теоремы 1.
Пользуюсь случаем поблагодарить Л. И. Волковыского и С. Я. 

Гусмана за внимание к настоящей работе.
Пермский государственный университет

им. Л. М. Горького Поступило 1O.VII1.1968

Լ. Р. ԴՐԱՅՖԵՐ. Ршд թագաձևություններում նշդրիտ և կիսանշգրիտ դիֆերենցիալ ձևերի 
մի քանի հատկությունների մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում են բաց բազմաձևությունների վրա ճշգրիտ և կիսաճշդրիտ դիֆերենցիալ 
ձևերի մի բանի հատկություններ, որոնբ հանդիսանում են Լարս Ալֆորսի կողմից ուսումնասիր
վող ոիմանի բաց մակերևույթների վրա վերջավոր նորմայով դիֆերենցիալների հատկություն
ների անալոգը, Այդպիսի ձևերի օգնությամբ տրվում է բազմաձևության Օբյչյ ղասին պատկա. 

նելու հայտանիշը.

L. B. GRIFER. On some properties of exact and semiexact differential forms 
on the open manifolds /summary)

Some properties of exact and semiexact differential forms on the open manifolds 
in nanlogy with differentials properties of the bounded norms on the open Riemann 
surface studied by L. V. Ahlfors are examined. These forms give the criteria for be
longing of these manifolds to Ok'D c'ass-
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В. С. КОРОЛЕВИЧ

НЕКОТОРЫЕ БАНАХОВЫ АЛГЕБРЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

Введение

В настоящей работе рассматривается банахово пространство 
Нп аналитических функций f (z) таких, что

Норма пространства Нп вводится таким образом

ИИ2 = max = max sup ( f |/Ю (re'e)|2 c/6)‘/։.
п U<k<n 0<r<l \J

0

Оказывается, что при л^>1 пространство Н'п является банаховой 
алгеброй [1] относительно обычного умножения. Попутно мы рассмат
риваем банаховы алгебры Ап <^Нп, состоящие из функций / (z), для 
которых /(Л) (z) непрерывна в круге |z|

Главным результатом работы является описание некоторых идеа
лов алгебры /7л и выяснение связи между этими идеалами и внутрен
ними функциями.

Как известно, впервые заметил подобную связь Берлинг [2, 3] 
для пространства № (так как Н։ не является алгеброй относительно 
обычного умножения, то вместо идеалов здесь рассматриваются под
пространства №, инвариантные относительно умножения на z). Имен
но Берлинг установил теорему:

Теорема. Существует взаимно однозначное соответствие 
между всеми подпространствами Н2, инвариантными относитель
но умножения на г и всеми внутренними функциями, т. е. функ
циями вида 

. 2п

G(z) = B(z)-exp
О

где В (z) — произведение Бляшке, dp (9) — положительная сингуляр
ная мера на окружности ел (0 < 9<С 2~). Точнее, всякое инвариант
ное подпространство S с Н2 состоит из функций f^H2, для кото
рых внутренняя функция G(z) является делителем.

Как известно, каждая функция f £ Н2 допускает каноническую фак
торизацию
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а=
f (г) -= G (z) -exp J А [ iog |/ (ей )| 

I eli — z
о

где б’(г)—внутренняя функция. Говорят, что внутренняя функция 
б։ (я) делит / (я), если б (^гг)/С7Х (г) является ограниченной функцией в 
круге |г[ 1.

Результат, аналогичный приведенной теореме Берлинга для ал
гебры А всех функций, регулярных в круге |г| 1 и непрерывных в
замкнутом круге |г|-С 1, также был известен Берлингу, однако он это
го результата не опубликовал. Поэтому описание всех замкнутых иде
алов алгебры А обычно связывают с именем Рудина, который опубли
ковал соответствующий результат в 1957 г. [4].

Главной трудностью при установлении структуры идеалов алгеб
ры Нп является выяснение возможности деления данной функции 
на ее внутреннюю часть О (г) так, чтобы отношение / (г)/б (г) (назы
ваемое внешней частью / (г)) также принадлежало пространству Н2 .. 
Мы опираемся на следующую теорему [5]:

Теорема. Пусть / £Н2, а внутренняя функция вида

( “ е'°*  -i-z 1 / “ \G (z) = В (z) exp | — 2 аА | а*  > О, У а*  < оо J

является делителем f (г). Тогда отношение Д (z) = f (z))G (z) 
также принадлежит пространству Н%, причем

(k=o.1, 2,..-, n).

§ 1. Пространство

Определение 1. Пространство Н2 (п>0) — класс аналити
ческих функций f(z), регулярных в единичном круге |z| — 1 и та
ких, что £ Н2, с нормой

|(/0 = max = max sup ( Г J/(A> (ге'0)|8 ■ (1.1)
tfl 0^*<л  05< k <n 0<r<l\J /

о

При и = 0 получаем классическое пространство — Н*.  Полнота Н2 
следует непосредственно из определения нормы. Норка (1-1) эквива
лентна норме

|я^=|/з (i.2>

п г 1-0

где f (z) = 2 ci z'



348 В. С. Королевич

Для пространства Н2 справедлива легко доказываемая
Теорема 1. Если / £ Л՜’ (п ?>0), то (г) (к =0, 1, 2, ■ • ■, п—1) 

непрерывно продолжимы на круг |г| -^1; при этом

тах 2. (1-3)Ш֊՜։

где константа С зависит только от п.
Определение 2. Класс функций / (г)(|г!<1), регулярных в 

круге |г|<4 и таких, что £А с нормой

И/Рл„= тах 1/(А) (*)1  (п>°) " им0<*  п
(1.4)

будем называть пространством Ап (п >0).
Очевидно До = А, Ап а Н^. Полнота Ап следует из определе

ния нормы. Кроме того, из теоремы 1 получаем
^Ап_х И 5/! (п>1). (1-5)п —4 я

Из классических теорем аппроксимации следует, что множество 
(1, г, г2, гп,•••} фундаментально в пространствах Н2 и Ап (п>0).

§2. Алгебры Н2, Ап

Теорема 2. Если (и >1), то /'8^.Е12п. При этом

(2-1) 
п п л

где С зависит только от п.
Другими словами Н2 (п > 1) — банахова алгебра с еденицей 

/(*>1.
Доказательство: Если {‘8^Н2, то

[/(^^(^ -З^)/*- 0^)-^^) (0<*<  п).

Так как по крайней мере одно из чисел г, к — i меньше п, то, в 
сйлу теоремы 1, № и

.-114,(1=0, *=0,  1,...,п),
п п

где Сг зависит от к и г. Поэтому справедливо (2.1), где С зависит 
только от п.

Еще проще доказывается
Теорема 3. Если /, #£Дя(п>-0), то /-^Ап, причем 

ВЖ<с^я-Илп.

Другими словами, пространство Ая (п > 0) является банаховой алгеб
рой. Из § 1 следует, что алгебры Ап (п >0) и /7^(п>1) 
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имеют одну образующую г.
Примечание: пространство Нг не является алгеброй относи

тельно обычного умножения.

§ 3. Идеалы алгебры Н2п (л >■ 1)

Теорема 4. Пространство максимальных идеалов алгебры 
Н2п (п^>1) гомеоморфно замкнутому кругу |д|-С1.

Доказательство. Алгебра Н2п (п >1) является алгеброй с 
одной образующей. Пусть Р(/)(/£Н%)— мультипликативный функ
ционал, причем Р (я) = г0. Легко видеть, что 1. В самом деле» 
если бы то (2т)| = |г0|т возрастало бы при т -+ со со ско
ростью геометрической прогрессии, в то время как

И„2= О(тп) (т-ао). 
п

Так как функционал Р (/) ограничен, то Г (/)|< С|/| в частности 
п

п
что приводит к противоречию. Поэтому для любого полинома Р(г) 
имеем Р (Р) = Р (г0) и, следовательно

Л/) =/(*<>)

Аналогичную теорему можно доказать и для алгебры А„.
Переходим теперь к описанию других замкнутых идеалов алгеб

ры РРп.
Определение 1. Пусть Ко э Л^з։ • • • Кп_\ — замкнутые мно

жества на окружности |г| = 1, а б (я)—внутренняя функция. Обозначим 
через I {О (г); Ко, Ки ■ • •, Лк-1] множество функций / £77*,  удовлетво
ряющих условиям

1) /(2) = /'(г) = Г(г) = ...= /«)()  =0 (г£Л), 7=0,1,»-., л-1);*
2) б (г) делит / (г).

Т|еорема 5. I {б(г); Ко, Лк֊:} — замкнутый, идеал
(быть может, тривиальный).

Доказательство. Из (1.5) следует, что
7 {б (я); К., Кя-г}

—замкнутое подпространство Н%, так как всякий предельный элемент 
в метрике Н2п является также предельным элементом в метрике Ап-1 к 
удовлетворяет условиям 1) и 2) определения 1. Кроме того г-7{б(я); 
Ло, Ки • • Лп_։)с: /{б (г); Ко, К1г Лк-1}-. Следовательно / {б (г);
Ло, Л1։-•-, Лк_։)—замкнутый идеал.

Примечание: если идеал не тривиальный, то множество Ко 
244-3
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удовлетворяет условию Берлинга-Карлесона. Как известно [6], это 
условие заключается в следующем:

J t 
о

где у (t) — мера замкнутого множества точек на окружности |z|=l, 
расстояние которых от множества Ко не превышает t (t >0).

Это условие, как показано в работе [6], эквивалентно такому 
условию: пусть {8П}—последовательность длин՛ дополнительных интер
валов множества Ко, тогда

“ , 1
2 log — < no, mes Ko=O.

Вопрос о том является ли всякий замкнутый идеал I алгебры 
идеалом 7{G(z); Ко, Ал-i} остается открытым. (Как известно,
для пространства Нг ответ на аналогичный вопрос положительный [3]; 
при этом роль идеалов играют инвариантные подпространства про
странства №).

Однако для главных идеалов, т. е. замкнутых идеалов, порожден
ных одним элементом f^TPn, в случае, когда множества Kq, Klt- • •, Kn-i 
совпадают (АГ0 =JATa-i = А) и К состоит из конечного числа точек*,  
справедлива

Теорема б. Пусть f (z)—произвольная функция из та
кая, что

f\eak)=zf(^k)= ... =fl^(el6k)=Q (jfc = l, 2,. ., m) 
и

/(e'e)¥=0 (е^Од, Л = 1, т).

Пусть каноническая факторизация f (z) имеет вид 
f (z) = В (z) 5 (z) F (г), 

где В (z)—произведение Бляшке, а

Тогда замкнутый идеал I/, порожденный функцией / (г) (т. е. мно
жество совпадает с идеалом 7„ (6 (г); АГ|, где

К={еа*}Г,  О (г) = В (я) -5 (г).

Доказательство. Для упрощения изложения рассмотрим слу
чай, когда п=1, пг=1, т. е. когда / множество К состоит из од՜ 
ной точки е‘в‘. Наметим сначала идею доказательства.

* В этом случае идеал / (б (х); Ко,'“, будем кратко обозначать
4 (с (<); К}.
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Пусть # (я)—произвольная функция из Д [б (я); АГ]. Представим 
3 (г) в виде g (я) = б(г)-^ (я).

В силу результата, установленного в работе [5] (см. введение)
и

Аналогично, f (я) = G (z) F (я), где F (z)—внешняя функция:

Г(я)=ехр{^ f-^±-log |/(eze)| 
(2к J еи—я J

о
Далее

«(я) = /(я)[Г(я)]֊>Л(я).
Если бы функция [F (я)]՜1 принадлежала пространству Н%, то из 

последнего равенства следовало бы g^Ij. Но так как в действитель
ности [У7 (г)]՜1! не принадлежит Н^, то мы строим некоторую аппрок
симацию этой функции:

2*+8,-в

• Аналогичная' идея впервые была применена Т. Карлемавом՝ ([7], стр. 107—
—109) для доказательства известной теоремы, относящейся к алгебре А.

ф։, в ~ ехр / — ( е֊~ log I/ (е'е)| сЮ — гЛ X
I zk J е* с—z )

е։+«

X Фа (яе-' ) • Фа (яе-' <’■+•)) (а>0),
где

Доказывается, что <р«, а £ Н\ (г 0, а>0), откуда следует f- фиХ 
Xg С Ь՝ Переходя к пределу в метрике сначала при е -» 0, а за
тем при я —»0 и производя попутно необходимые оценки, мы получаем

Переходим теперь к подробному изложению доказательства тео
ремы 6. Пусть С обозначает окружность [я|=1, 'ч(е^Х))—дугу этой 
окружности 0j — в arg я < 6J4- в.

Введем следующие обозначения:
2ж4-0։- к

Fci-.t {z) = exp Г e-֊- log I/ (e/e)| J0 + ryl;
( 2k J e10—z j

8i+i

6։ + e
Л. (я) = exp Ц- [• ^log|/.(e'*)|d0l;

12k J e‘—я f
8,-•

Ф«,«(я) = Ф«(яе֊' <’*֊•)) -ФИяе-'<’■+*)),  

ф.,« (я) = /c/i, (г) ■ Ф., а(я) (в, а >0).
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Докажем, что ®,.« или, что то же самое, <р։' ^Н*.
Пусть z = ре" (0<Гр<^1). Тогда 

2г. в։+« 2к4-0,-<
С |?.«(ре»)|։Л-Ь Г I?.. «(ре")|»А (3.1)

6,+«

1. Рассмотрим первый интеграл правой части (3.1). Оценим ?'e(z)

при I©! -#|<е (*  = ?«"» Р<1), т. е. .֊у^.. 
И

2֊+0,-1
. 1 С е'°

¥«.«(*)  = ----- 7-Ц----- r։logl/(e<0)|d9-<I>,,։(z) +
“ J (е' — z) 

о։+»
+ Гс^ ф; 4 W + 4 (z). (3.2)

Очевидно L2 (z)—регулярная и ограниченная функция в круге 
|z|<^l, т. е.

14(*)1<М  (|х|<1). (3.3)
Имеем 

М I, _ (•■֊ •)!« lz — е' <e-+*>  I2
14«I<-

где 
2к

М2= f 10g I/ (е'8)| </0, Р (z) = min \z - ел |.
2« J «։вес/-,о

L

Так как — £■։,, а е'в^С/т,, то, очевидно 
№

p(z)=min (|z—|z — е<(81+,)|}.
Для определенности положим, что р (z)= |z — е'(в|՜* , |. Тогда

14 MIC I^A, WI < С < со. (3.4)
а*

В самом деле, функция (z) ограничена в круге |z| 1, так

как пользуясь известными свойствами интеграла Пуассона, находим 
2x4-8,—»

{1 Р „Л I _ ։
-T-Re 

дтс J е — z

•Cmax(l, max |/(е,в)|-1).
В,+«<8<2х-(-0,-։

В силу (3.3) и (3.4) имеем 
։։+»

sup Г I? (pe")|s dt < оо. (3.5)
о<₽<1 J
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Таким образом, первый интеграл правой части (3.1) равномерно огра
ничен при 0<^р<^1.

II. Рассмотрим теперь второй интеграл правой части (3.1). Оце-

ним ф,

Тогда

(z) при՜՜՜՜ £ С/"«, предварительно представив <р., » (z) в виде

фи(г) = F-, (z)-F՜1 (г) Ф„ (z).

~ [F(z)Y ta(z)
9,+ »
Р /О

J 

в։֊»

F(z)

Так как функция F(z), будучи непрерывной, не обращается в нуль на 

замкнутом множестве <г: \г\ 1, — £С/т,}, то
I И I

min Т*՝  (z)| = 5 0.
|г|<1
А 6е/'.
1*1  *

Функции F-t (z), Ф,, а (z), Ф' e(z) регулярны и ограничены в 
Z|<1.

Отсюда

круге

!<«(*)!< |F'(*)I  Л1 , |z—е*
S’ 3 ՛ MW |я —(1 + а) е'<’֊-) 1’

\z-(1 +а) el S ’

где Pj (z) = min |z — e'e|. 
e,:6՜։

Повторяя все ранее сказанное о р (z), но применительно к рх (z), 
находим

М>+1Г< + ֊ (гт^с/чУ (3-6)° оа*  S \|ж| /
Следовательно

гк+е,-։
sup Г |?; а(ре")|’Л<оо. (3.7)

։>+«
Из (3.5) и (3.7) ясно, что

2«
sup ( ?«,« (ре")|2 Л<оо.

0<р<1 J
о

Следовательно ф.,а
Функция К (z) = f (z) • Ф,.« (z) принадлежит идеалу If. Так как 

т° функция ^(z)-gj(z) также принадлежит If.
Далее

/ (z) = G (z)-F (z), g (z) = G(z) gt (z).
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Поэтому
К (z)gl (z) = F (z)?., .(г) g (z) = F-., (zJ-Ф,, «(z)g (z). ֊

Обозначим
^.(х) = Л.(г)-Ф,, ,(z)

и докажем, что Т,։, £ Н^,
причем

FUz^*(ze֊'°-)|^->0  (3.8)

при е -» 0 и каждом фиксированном я>0.
а) Очевидно при каждом сГ>0

sup |ЧГ., «(z)|< оо, Пт ЧГ.,в (z) = Ф» (ze֊rt).
։>0, |»|<1 »—О

Отсюда следует, что

|«г., «(z) - [Ф։(ге֊'։>֊’ О (S -0).
б) Аналогичное соотношение докажем и для производной

^'<а (z) ~F'-t (г) Ф,,«(г)+Л, (г) Ф,',«(г)«

Легко проверяется, как и выше, что .
|Ft, (*)  Ф;«(г) ֊[* ’ О при г֊. 0. (3.9)

Докажем теперь, что
ОО |Ф։, «•F-J/fi֊’ 0 при s 0. (3.10)

Так как
о,+<

Ф.,։(х)Л (г)=Ф..«(г) £; (z) — (‘ 7^—^logl/(e'։)|rf6=
’* 1 KJ (е — г)6։—1

= Ф,. o(z)-[F(z).F-‘։ (z)]'= Ф։, ։(z) [F' (z)-F^ (z) ֊

1 2К+Г՜’ e«
-F(z) ’ (z) • -i- -f—- log |/(e,e)| d6] =

K J (e —z)3
։.+*

2к4й'_։ 16
=®.,e(z)[F'(z).Fc/Jz)-F„(z). -- f ;logl/(e'e)|^ ,

8j+։

2»
то, разбивая круг |z|<^l на два сектора :— £ и — £ C/t. и повторяя

Iz| |z|
рассуждения, приведенные выше (см. пункты I и II), мы легко убе
димся, что функция Ф։, ։(z)-/\ (z) принадлежит пространству №, а 
ее граничные значения на окружности z = elt удовлетворяют оценкам 
(следует при этом принять во внимание, что |F^’ (еп)| = 1, если е"^'։):

а) Если z = е“ т,, то
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|Ф,. Лг)-г:л (г)|<Д7,

где М не зависит от в.
б) Если г = е11 £ "., то почти везде

|Ф., .(я) -Г (г)1 < Г (г)| + С, (3.11)

где Мх и С не зависят от е.
Таким образом

|Ф«, »(е") Е-. ։ (е") С тах [ С, М) 4֊ Мг |/г/ (е")| (л. 6.).

Так как в каждой точке окружности Щ=1 (г[=/=е,в՝)
Пт Ф^ „(г) • Е (г)=0, 

«-о •
то, в силу известной теоремы о предельном переходе под знаком ин
теграла Лебега при наличии мажоранты, мы получаем соотношение 
(3.10). Из (3.9) и (3.10) следует (3.8). Так как то

I!?'?«. «(*) — #Ф։ (ге՜* 8՛ )5я2 -»0 при е -к 0.

Обозначим
(г)=?(г)Фг։ («֊«■).

Из доказанного следует, что g^£յf. Покажем, что

!!?»(«)— 2 («Ия2՜* 0 ПРИ “-* 0- (3.12)

а) Так как
1?« («) < I? (г)1 и Пт (г) = 8 (г), 

а-~0
ТО

5га(г) — £ (г)Ця>—0 при а ->0. (3.13)

б)

(г) = 8' (г) Ф» (ге-»‘)-48 (г) [Ф. (ге֊«=)р.------ ■ •
[я—(1-|-а) е1В‘]։

Очевидно ||/ (г) Ф*  (ге՜'8-)—/ (г)||лп —0 (а -» 0). Так как |Ф։ (г)| <1 
( г|-С1, <С>0), т° остается доказать, что

2я
Пт С|р (е")|8------ ——--------- = 0. (3.14)

|е«-(1+а) е'8֊)4 ՝ '

Произведя замену I — 9 = т, интеграл (3.14) перепишем так:

а2 [ 1г(/»>-е^)|«^
3 |е/՜—(1+а)|4

— К
Покажем, что

2
й (е'8'-ен)=о (|т| ) (т->0).
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В самом деле, согласно неравенству Коши-Буняковского

g (ell>‘-e,r)=o (|< ) (* —0).
Следовательно

<Р (*)  = ՛ < М и lim т (х) =0. (3.15)
Н --о

Далее

|еь — (1+ а)| = РГ14֊(1+ а)8-֊ 2 (1-|- a) cos ' = 1 / 4 (1 + a) sin8 — + а8 .

Использовав неравенство

d~.

В силу (3.15) последний интеграл стремится к нулю при а —»0.
Таким образом, соотношение (3.14), а вместе с ним и (3.12) вы

полняются. Из всего сказанного следует, что

8 (*)  € Л-
Для случая произвольного п > 1 доказательство совершенно ана

логично, только вместо функции Ф։ (г) надо взять функцию Ф" (г). 
Теорема 6 доказана.

Черкасский ОТФ Киевского 
ииженерно-строительного института Поступило 17.Ш.1969
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Վ. Ս. Ч fl Ո Ո 1_ԽՎ1։Չ. Անալիտիկ ֆօւնկրյիաների մի քանի Բանախի ալզհթրաներ (ամփոփում )

Ուսումնասիրվում են [ z\ <՜ 1 շրջանում անալիտիկ այնպիսի ֆունկցիաների 

քհ(.Ո > 0) Բանաիլի տարածությունները, որոնց /* Л)(г)^ /Р- /./*  տարածությունում 
նորման սահմանվում է այսպես4

11Л յ = max 
”ռ (1Հե ո

Միամտմանակ դիտարկվում են A„ բանա ի*  ի տարածությունները, որոնք կադ^

մրված են այնպիսի ք (է) ֆունկցիաներից, որոնց համար /(л)(^)-£» անընդհատ է 
I Z I < 1 —

սույց t "•pf"’*,  "ր Ւ1ղ (ո > 1) ինչպես նաև Лд (Ո > 0) տարածությունները հան
դիսանում են րանախի տարածութ յուննե ր սովորական արտադրյալով։ Լի մնա կան ար- 

դյոլնքը կայանում է н\ — ի որոշ փակ իդեալների, հատկապես միակ էլեմենտով առաջա֊ 

ցած իդեալներ (այսպես կոչված դլթավոր իդեալների) նկարագրելում. քննարկվում է 

Яд — Ւ ‘/’ա,1 իդեալների և քներքին ֆունկցիաների» միջև եդած կապը,

V. S. KOROLEVITCH. Some banach algebra*  of analytic function*  (summary)

Banach spaces H* n (n>0) consisting of analytic functions /(z)(|z| <1) such that 

/<л>(х)£Я’ are studied. The norm in the space Яя is defined as follows

• ||fl,= max
"Л ՕՀեՀՈ

ncidentally under consideration are the Banach spaces АЯС Я„ consisting of functions 
f (z) such that /^(։) is continuous in |z|<l.

The spaces Яд (n>l) as well as Лл(п>0) are shown to he banach algebras 
with usual multiplication.

The principal result is the description of some closed ideals of Ял especially 
those generated by a single element, the so-called main ideals. The connection between 
the closed ideals of Ял and „inner" functions is discussed.

ЛИТЕРАТУРА

1. Я. M. Гельфанд, Д. А. Райков, Г. Е. Шилов. Коммутативные нормированные 
кольца, Москва, Изд. Ф.—М. лит., 1960.

2. A. Beurllng. On two problems concerning linear transformations in Hilbert space, 
Acta Math., 81, № 3-4, 1949, 239-255. . „

3. К. Гофман. Банаховы пространства аналитических функций, Москва. ИИА, 1963.
4. W. Rudin. The closed ideals in an Algebra of continuous functions, Can. J. Math., 

9, № 3, 1957, 426—434.
5. Б. И. Коренблюм, В. С. Королевич. О функциях,, регулярных в круге и гладких 

на его границе, Математические заметки, 7, вып. 2, 1970, 165—172.
6. L. Carleton. Sets of uniqueness for functions regular in the unit circle, Acta Math., 

87, № 3-4, 1952, 325-345.
7. T. Carleman. Les fonctions quasi-analytiques, Paris, 1926, 107—109.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
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Г. Л. ЛУНЦ

ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ, СВЯЗАННОЙ С РОСТОМ ЦЕЛЫХ 
ФУНКЦИЙ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА

Для того чтобы целая функция / (г) целого порядка р была функ
цией вполне регулярного роста по отношению к уточненному порядку 
р (г), необходимо и достаточно, как показал Б. Я. Левин [1|, чтобы 
множество ее нулей {>.л) было правильно распределенным, то есть что
бы 1) существовала угловая плотность последовательности {>֊л} при 
показателе р(г), 2) существовал предел

где £(г) = г? М-р , а с — некоторая постоянная. Известно также [1], 
что если /7(ф) — функция распределения угловой плотности и множе
ство {>֊„} правильно распределено, то

ъ " г *
е‘” с!Г(<р) = 0. (2)

о '■

Б. Я. Левин высказал недавно предположение, что если существует 
угловая плотность последовательности {>֊я} и выполнено условие (2), 
то можно так дополнить последовательность {>>л} последователь
ностью с нулевой, плотностью, что пополненная последовательность 
окажется правильно распределённой. В настоящей статье вто пред
положение будет доказано (в несколько усиленной формулировке).

I". Пусть сначала р (г) = р. В этом случае существование предела 
(1) равносильно существованию предела

Пт 2 >.Л?- (3)
г]- - (ХдКг

Последовательность {>.„} будем всегда предполагать занумерованной в 
порядке неубывания модулей ее членов. Существование угловой плот
ности последовательности {К>} -означает, что для любых ф։, ф։, не при
надлежащих некоторому исключительному счетному множеству

Пт = Т7^) - Г(41) = Д (61։ -Ь։),

где {ХЛ*}—та подпоследовательность {>.я}, для членов которой аг£>֊Л4 £ 
€ [Ф1> Ф»]« Здесь 7Г(,|») — некоторая неубывающая функция (функция 
распределения угловой плотности).



Об одной теореме 359

Выберем разбиение интервала [0, 2«] точками 5Х, • • ■, 6г (б0 =0, 
= 2к). Как бы мало ни было г>0, если значения &0> 6Х. • ••, — не

исключительные, то существует такое к0 — £0(Е)» что ПРИ

(4)

где Ду = А (9/-1, 4j), а {/ЯуЛ} —та подпоследовательность из {>֊„}, для 
точек которой arg 'injk £ Py-j, Sy), и

(5)

где О— V Ду = Ит ——----- плотность последовательности (р.я|). Будем
уЙ «т-

считать, что £> У= 0, так как при I) = 0 доказываемое утверждение три
виально: достаточно дополнить последовательность (Хя) последователь-

Пусть теперь тц, щ (։’=1, 2) — число членов последователь
ности Р՝лул), соответственно Р֊я}, попавших в круг |х| (/?2^>ЛХ).

~ 1п — = о(1) при рх -» сю и
Р1

следует, что при любом е^>0 и /?х^> /?(е)

Из (4), (5) и того факта, что V — 
п-Р. П

mj,
2 1Чк\֊₽<(ДУ+в)1п^, 
-т,

П։
(£>- е) 1п < 2 |Х*|-₽ < (£>+е) 1п ■ 

п1 Ь-п, П1
С другой стороны

Ду-8 ту/ Ду+е 
Д + е щ О — ь

(6)

(7)

и если Ду =/=0, то (1 — В։)— ֊^- <^(1 + ех) —. Для любого е^>0
пх ту։ пх

при достаточно большом Лх. Поэтому при Ду^=О, если 
/сх

(следовательно и — ^֊^'^>1, если 7?х достаточно велико) с по- 
П1

мощью (6) и (7) получим
mh
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то есть ША
k—m jt

3 М՜*
Л=Л|

+ о(1). (8')

Это равенство справедливо и при А/= 0. Действительно, пусть А у-=0. 
Дополним последовательность {>֊я} какой-либо последовательностью с 
плотностью 'П ^>0 и расположенной в угле 6,-i arg z < В/. Тогда для по
полненной последовательности будет иметь место равенство вида (8), 

причем его правая часть будет равна----!. В то же время величина, стоя-
Z>4-Tj

щая под знаком предела в левой части (8) при таком пополнении последо
вательности {)я) может только увеличиться (к числителю и к знаменате
лю прибавляется одно и то же положительное число, причем числитель 
меньше знаменателя). Ввиду произвольности у отсюда следует, что 
для данной последовательности правая часть (8) равна нулю.

Пусть }.Л = |K„| е/?л (0 < фл <2«), тогда — Р֊л/л|֊Р е“'₽’л7* и

при 0/)

<л։ 3 М՜՛֊ <’>
где 8 — диаметр разбиения интервала [0, 2՜], а А — постоянная, за

висящая только от р. Умножая обе части равенства (8') на сум
мируя по всем / (/' = 1, •••» д) и пользуясь (9), получим при боль
ших и.

< Д^+о (1)

Их — постоянная, не зависящая от 8). Но так как 8 произвольно, то 
это означает, что

* *=п,

4-л,

и, в силу условия (2),
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Полезно заметить, что из равенства (10),

(И)

справедливого при

— >ß>l, следует равенство 
«1

(12)

Действительно, выбрав любое 0 и некоторое ?> 1, подберем та
кое N, что

2 ы-р
*=Л'

2к
при л^ N$, где А= dF(<p).

о
Тогда при л > TVß

при л —* оо, где |а (п)| s> если л > Лф. Но это и означает, что равен
ство (12) справедливо.

Переходим к построению дополнительной последовательности. 
Выбираем любые целые h > 1, а > 2 и строим вектор лГР+ X։ р-|- • • • 
• • • + >֊л р = Аое'^, после чего дополняем последовательность (Хя) чис
лами Их, • ■ •, На> выбранными так, что

Ы = • • • = Ы = М> arg Р1 = • • • = arg р.Ро =— isiu, 
Р 

д>Ы_р ** а0 (ро 4՜ 1) IM՜р-

Очевидно, что если 4֊ нГР4՜ • • • + то т}0 < [Хл|—р (воз
можно, что р0 = 0, вто соответствует случаю, когда Ао |кд|՜₽). Те
перь строим вектор е'*° + Хл+? + • • ■ + = А^е**՛ и дополняем по
следовательность (Х„) числами Рр,+ъ • • •, На такими, что |Нр.+։| = • • • = 
= IpaI =
аг2 На+1 = • • ■ =arg Рр, = — ^1^2, (Р1—Ро) |Х*л|-₽ <A^ (Р1—p0+l)|W՜’’-,

Р
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»Й р,
Очевидно, что если 2 + У |*7Р = ^е'*1, то < р^|՜₽. Вообще,

л—1 я=1
атЛ Рт-1

после того, как построен вектор 2 >֊7Р + 2 Цл”р =Ат е*т, добавляем 
п =1 Л—1

к последовательности {>«»} члены Ррт_։ +1,• • •, Ррт такие, что

= -"=IHpJ = IW> arS = • • • = arg = --'<?*- ~ ,
P

(Pm Pm-l) р֊։т л|-C-A„, < (pm— Pm-\ +1)

после чего 
imh Pm
2 № + 2 P7P =rim e^, -qm < p.։mA|-(’ . (13)
Л—1 л=1

Докажем, что если (*л) = р-Л) U (Рл| (последовательность (vrt) за-
ОО

нумерована в порядке неубывания модулей ее членов), то ряд 2 ЧТ՜ 
л—։

сходится и сумма его равна нулю.|
Из построения очевидно, что стремятся к нулю частные суммы

ряда 2 ул р с номерами пт = ат А 4֊ рт. Предположим, что существует 
л» 1

такое 7>0 и такая бесконечная последовательность индексов {9/), что
41

2 <р 
д «1

>7- (14)

Достаточно рассмотреть такие 9z, для которых

Пт[ = чт‘ h+pm[<qi^. o.mrVlh+pmi=q i,

так как, по построению, при am/ + 1 А г ՝С<։'”г+ ’Л-р рт[+1 всегда

I. Из (13) и (14) следует, что для любого е, 0<в<д,

где а"1'А9/<а"*1+1 А и, тем более, 2 1М-₽>Т~8- Так как
Л-аШ/Л +1

р֊л]՜р '■՝■'— при большом п, то последнее неравенство означает, что 
п
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1п <р— 1п (а՞1' А)

д/ то есть
1 1А

-----е, при любом г^>0 и достаточно большом I, 

т. 
о 1

е 2>1. А так как

л

£>1п а = 0(1),
Лл+1

то из (11) следует, что | 2-
я=֊։т 0։ +1

= о (1), а это противоречит (15).

Итак, доказано, что У ^яр =0.

Докажем, наконец, что плотность последовательности {ря} равна
нулю. Очевидно, что 

(ат — а՞1՜1) А «тл д'”՜1) А

а так как

я=«™-։л+։ л
ат — ат-1 а™Л 

~ а, то отношение —п---- г— : У огра-

ничено снизу и сверху положительными константами, не зависящими 
от т. По построению и из (11) следует, что

Рт Рт — \ __

Мр

а.тЬ /а՞’ —• а"1-1
= о —- --------—

но |\тА|= 1Нрт1 и, таким образом, рт — рт-з = О (лт — а՞1՜1). Взяв лю
бое е^>0, выберем такое М = М (е), что рт — рт-1 < 8 (ат — д'”՜1) при 
т > М. Тогда
Рт _ Ро+(Рх—Ро)-|-------- |-(рм— Р/И-1)+(рм+1— РЛ1)֊|-------- |-(рт—рт-1 ) <-

ат 1+ (я—1)4՜՛ • •+(я'и—д'՝1՜1) -(-(д^՜1՜1—дл1)+ • • • + (яш— а՞1-1)
См+е (ат—ал) 

<-с;+(а'՞֊«^) _*е 

при 7п-*оо(Си и С'м не зависят от т). Ввиду произвольности е это значит, 
С1т К

что рт =о (д'”), а так как |ХвЯ,А|*------то рт =о (|\тл|₽) = о (|цр„р) .

Таким образом, Нт . +֊1— = 0, а так как = • • • = Ра«+1՛» то

это и означает, что 11т - ------= 0, то есть что плотность последо-

вательности {Р-я} равна нулю. Итак, в случае когда р (г)^>р, утвержде
ние полностью доказано.

Замечание. Построенная нами последовательность {ря} со. 
стоит из групп одинаковых членов. Однако легко так изменить по-՝
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строение, чтобы все члены последовательности |ця| были различны. 
Поступим следующим образом. Если те два члена последовательности 
|Xnj, между которыми вставлена группа членов последовательности 
(Ил] не одинаковы по модулю: |Х,«/,| <Г |X»<nft+։|, то полагаем |X,m,J 
<||1р,и-1 + 1|< • • Если же |ХаЛ,л| = |ХтА+1|= ... =
= 1\'»л+г-/ !<^>։«тл+г|, то соответствующую группу членов последова
тельности {Нл} вставляем между \mA+r_։ и \m/l г . При таком построе
нии все члены последовательности (ря} различны и не совпадают так
же с членами последовательности {Хя}. Для обоснования такого по
строения не требуется никаких существенных изменений в рассуж
дениях, так как число членов последовательности {Хя} на одной и той 
же окружности большим быть не может: если п — номер первого чле
на последовательности {Хя|, попавшего на окружность \z\ = R, то чис
ло членов этой последовательности с модулем R есть о(п). Противо
положное допущение противоречило бы существованию угловой плот
ности последовательности р.я) (и даже плотности последовательности 
{№)).

2' . Пусть теперь р (г)—уточненный порядок: lim р(г) = р, ,р'(г)| =

= о (———'j и /’(՛]>) — функция распределения угловой плотности по- 
\г 1п г /

следовательности {Хя} при показателе р(г), то есть для всех <|»lf ф։, не 
принадлежащих некоторому исключительному счетному множеству,

ЛТ' = т) “ = л (к
где {Хя>) — та подпоследовательность из р-я}, для членов которой 

£
агИ^л*€[Ф։» '?։)• Плотность Z>=lim р iPr|A„ последовательности 

{|ХЯ|} будем считать отличной от нуля (при D= 0 доказываемое ут
верждение тривиально — достаточно дополнить последовательность 

я/ 
р

последовательностью {е Хя|). Пусть по-прежнему интервал [0, 2~] 
разбит точками 90> 91։ • ••, 97 (90 = 0, 97 = 2я) и {>.я^| — та подпоследо
вательность из (Хя), для членов которой arg Хя^ £ [9y_j, 9у). Повторяя 
выкладки и рассуждения из п. 1° (с заменой |АЯ|—р на |ХВ|-Р и

|ХЯуп|_|> на |ХЯуп1 p(|X“J*P), мы придем, при условии, 

равенству

2
11т izs_______________

"՝՜ 2 ՛’ D

что — > 1, к
"I

(16)
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Здесь Ду — А (0у-1, 5у), а тц, щ (/ =1, 2) имеют тот же смысл, что 
и в п. Г. Пусть Ал = р.л|е?л, )р։։х»|> = |>.я|?аХя։>(0< ?я<2"). Вы

берем внутри каждого интервала (б/—։, бу) (у=1,•■•,9) точку <?у и к 
диаметру 8 разбиения интервала [0, 2~] и произвольному г^>0 подбе
рем такое ТУ (о, в), что при и к > тц для всех у (у = !,-••, д)

|(ф/—флул) с (Р-лул|)I < рг, |р (Р֊Лул|) - р| <s (17)

(при некоторых у подпоследовательность из р-яу^}, для членов которой 
к > тп]1 может оказаться пустой). Тогда при к > тид

|ехр [—։р (|).Л/Л|) -bj] - exp [-fy (|'-Л/я|) <рЛуп]| < Ai, 

где А — постоянная, не зависящая от о и

2 [|хЛ/ЛГр('х/"|,е-,₽(^()<ру֊х/(|Ч ։ 2 ls*rp(S*l). (18) 
*-myi

Произведя в левой и правой частях (18) суммирование от у=1 до 
у = д, будем иметь при

2 2 р.пдгр(|Ч*|)е-,₽(|Ч*|)7/֊2 V(|X*;) ДЙ2 |Х*ГР<Ч (19)

С другой стороны, с учетом (17) цри получим
<яу, _ _ I Л1у2
2 |ХЛ |-р('Ч*1)(е-/р(|Ч*|,^-е-'р^) <Д. 2 |ХЛ/л ГР(МлуА1> 

‘-«у։А — т
(20)

где А не зависит от е и у. Суммируя обе части (20) от у=1 до у=д, 
будем иметь

? “Л2 2
у—1 *—Л1у1

mii -
У |ХлГ1֊'₽(|Ч*1)е-'р’>

;=1 А

Л—л,
(21)

Деля обе части неравенств (19) и (21) на "V |Х*/ Р(|Х*,) и сравнивая 

между собой полученные неравенства, будем иметь
/Лу2
2 1хЛдгр(|Ч*|)е-/?ъ- 2 х*-р(|Х*՝> 

к=ту! Л=л,

2 N֊₽<u*i)

Д8+ ՝Ае.
2 jx*|-p<>M>

244—4
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Теперь из равенства (16) следует, что при заданном разбиении

2 р.л|-Р(Р-*О
п I

)."₽ (>*■«>

+Дз + о (1).

Так как в произвольно, то это означает, что если ~ > (3 >1, то

2 р.г"'1»“ " J 

*-Л,

Отсюда следует, что если выполнено условие (2), то 
л

2 =о(2 (22)
Л=л։ Л=л։

Заметим, что равенство

2 ).-р(1х*|) Й
lira 4=1______________ = — I е֊'Р’<7Г(<р),

Л՜'“ 2М֊₽«х*о 
оЛ-1

аналогичное равенству (12), также, как нетрудно показать, имеет 
место.

Последовательность ( |ал} выберем в точности так, как в п. 1°, поль
зуясь, как и в п. 1, точным порядком ?, а не уточненным р (г)). По
ложим, далее, как и в п. 1, {ч,(} = {).„} и (Нл} и покажем, что последова-

( 1 Л 1тельность {Мп} = ---------- У ?*Ч, где £ (г) = гр (г)“р сходится (к
I (Ы) £։ |

нулю).
Если п = Пт = а"1 А + Рт (т = 1, 2, ■ • •), то очевидно, ЧТО Мп->0

। Л/Л I
при т —* оо. Действительно, по построению | 2 ** Р <СР>втл1 Р» Кт1 —

• К=Л '
= Р՝«лл1 и, следовательно, |ЛГЛт| < Р֊атл|-1> (|Л1'"л1) -♦О при т —► со. Для
того чтобы доказать, что вообще Нт Мп = 0, достаточно рассмотреть 

Л -* оо
лишь такие значения п, для которых

Н֊рт_1<п<а'п А+ рт_։ (ш =1, 2,- • •), (23)

так как по построению
(1\тл+^> т_ I) = ^(Ь*«Я1Л+РЯ1_։ +11)=֊ ’ ՛ =^(17атЛ+рт։)= Ь (Р'атл!)
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и

при 0 < I < рт — Рт-л ; следовательно при ат К + рт-л < п < аш К + рт 
имеем |М>| < |ЛГ։,л+/,я_1|.

Дальше мы будем пользоваться следующим свойством функции 
£(г) (см. [1]): если А— конечная постоянная, то на отрезке 1<А<Д 

!■ (А/*) 1/7 \ х
равномерно пт —--------= 1 (к может зависеть от г). Допустим, что

г— £ (г)
существует такое 7^>0 и такое бесконечное множество значений п из 
интервалов вида (23), для которых |-Мп£>Т. При п =гт։т_1 = ат՜1 А+ 
+ рт-1 имеем

1 а'"-։л+рт_1

2
л»—*

если т -» со, как уже было доказано. Пусть п = п' = а"1՜1 А + рт_\ ֊Н
и

мп.=
1 1А+/»т-1+։

£(Р՝ат-1л + ։|)

где 1-С/-С (ат — а՞*՜’) А. В соответствии с указанным выше свойством 
. г / ч 1. ! 1 К'"-’л+։|
функции £ (г) имеем пт -у-лг---------- гг- =1, так как 1-С—к------- ;—<С

щ-»~ Ь(р֊ат- 1Л |) I а՞1՜1*!
1_ 
р 

<^(а4-',0 (■»)—*• 0 при т—>со) и поэтому

1 --'у— ։_,=

^(Р‘а'П-։л+/1) р-1 (|\т-1 л+։1)
МЯт_։-0 (24)

при т -» оо. Имеем далее

Л=Мп— мп- =
а՞։՜1 Л+/

■ 2
Р——1д

1

1
ат-։ Л+1

(25)

Для всех р, ат-։ А р -С ®от А равномерно -1. Поэтому

каково бы ни было е >0, для всех достаточно больших т 
р£[ат-։А, ат А] имеем

и всех
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//п—------ 7Г- < (1 + е) ---- - ------ (26)
։Л+|1) £(|М)

Внося в правой части (25) под знак суммы множитель , ... --------т и
Ьи\т-1А+/|)

пользуясь (26), получим

|*1<(1+е) р.р|"р('^|) е՜1^

С другой стороны, при достаточно больших т
■хт •։ л : I

2 р.,Гр(Ме-'р^_ 

р-։т-1/, р-а'”՜։ л

ат—1 А^_/

ат-1 1։+1

<Аг 2 |Л/,ГР(|ХР|)< Д'в
р=ат~^

(А, А'—постоянные) и поэтому 
I

|/?1<(1 + И
ап ^/1 + 1

— Р (1'р1> (27)
,т-1 л

(з'>0 — любое, т достаточно велико). Так как было предположено, 
что для бесконечного множества значений т и соответствующих I имеет 
место неравенство |МЛ|>7 (п—из интервала вида (23)), то для этих 
же значений т и I при некотором о^>0 имеем, с учетом (24), 
— 3 >0. Из (27) поэтому следует, что

7'>0.

вт—1 д

Но 2 р.р|-р(1М>~£>1п
р—ат~^Н

следовательно при достаточно

малом 3'^>0 и большом т

£)1п д'"՜1 А + / 
д'”՜1 А

д^АЧ֊/ 
д'"֊1 А

Но на основании (22) отсюда следует, что
„ш-1л+։2

Теперь из (27) получим Пш R = Пт Мп՛ = 0. Мы пришли к противоре-
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чию, которое доказывает, что lim Мп = 0. Остается показать, что
Л-»-»

плотность последовательности {>лЛ} равна нулю не только при показа
теле р, но и при показателе, соответствующем любому уточненному 
порядку р(г).

В п. 1 было доказано, что рт = о (ат), следовательно

’О есть Jim = 0. Но гРт=... и по-

этому lim ——ц ՛ = 0 при рт-\ < q Рт- На этом доказательство 

заканчивается.
Доказанное нами утверждение — несколько более сильное, чем 

сформулированное в начале статьи. Во-первых, для пополненной после
довательности в случае точного порядка р не только существует пре- 

ос
дел вида (3), но имеет место сходимость ряда хЛ ₽ . Во -вторых,

Л—1
нигде не использовалось то обстоятельство, что число р — целое. В 
третьих, и это нам кажется существенным, дополнительная последо
вательность определяется только точным порядком р и не зависит от 
выбора уточненного порядка.

Заметим, наконец, что доказательство того факта, что для по
следовательности {*„} существует предел (3) (соответственно (1)), ос
новано только на свойстве последовательности {ХЛ}, выраженном ра
венствами (11), (22), которые следуют из существования угловой плот
ности и выполнения условия (2), но могут, как нетрудно видеть, 
иметь место и в случае, когда последовательность [ХЛ) не имеет угло
вой плотности.
Московский институт химического

машиностроения Поступило 22. X. 1969

Գ. Լ. ԼՈԻՆՑ. Ամթողչ կարգի ամթողչ ֆունկցիաների անի նետ կապված մի թեորեմի մասին 
(ամփոփում)

Ապացուցվում է Բ, Ցա. Հևին ի հիպոթեզը' եթե |^| հաջորդականությունը ունի անկյունային 
խտություն թ (/*) ց"լցիչի դեպքում, Սա թ(ր) = թ, թ-ե ամբողջ թիվ է և

ք —► օօ

2*

(?) =

օ

որտեղ Բ (էթ) ~ն անկյունային խտության բաշխման ֆունկցիան է, հաջորդականությունը
կարելի է այնպես լրացնել մի զրոյական խտություն ունեցող հաջորդականությամբ, որ այն 
դաոնա կանոնավոր բաշխված»
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G. L. LUNTS. On a theorem connected with the growth of entire functione 
of entire order (summary)

A hypothesis of B. Y. Levin is proved: if the sequence {).„) has an angular den
sity with an exponent p (r), lim p (r) = p, p — integer, andf-*-OO

2s

e'fr dF (<p) = 0,
о

where F (9) is the distribution function of angular density, then it is possible to sup
plement the sequence with a sequence having zero density in such a way, that 
it transforms to a regularly distributed sequence.

ЛИТЕРАТУРА

1. Б. Я. Левин. Распределение корней целых функций, М., 1956.
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Д. Г. САНИКИДЗЕ

О ПОРЯДКЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 
СИНГУЛЯРНЫХ ОПЕРАТОРОВ КВАДРАТУРНЫМИ

СУММАМИ

При решении, многих важных прикладных задач возникает необхо
димость вычисления сингулярных интегралов вида

5 (/։ '»= т I «Дуг? й <։)
-1

+1

5*(/;х)=  {-1<х<1)ч (2)
Л t — X

—I

понимаемых в смысле главного значения по Коши. Для существования 
их в этом смысле достаточно, например, требовать, чтобы функция / 
удовлетворяла на заданном отрезке условию Гельдера.

В настоящей заметке для интегралов (1 — 2) изучаются квадра
турные процессы

л ( 1)*~1/1-хуУ [яя_1(х)+7’л(х)1п— -1-Д1л)
Տ* (ք; х)^2-_Ը-------------------1------------ -------------- 1+շԱ----- /(Х(Я։)

(4) 
где

(3)

Г՛ , у. гт / \ տւո пагс соз х
п (х) = сое пагс сое х, ип-\ (х) = ----- . ----

]/ 1—х։
2£ — 1

х^л) = соз-----------я (&=1, 2, • • •, п),
2л

А(") г(2к —1) соя------------ —к п—1, л—нечетное 
п—2, п—четноеп

Формулы (3), (4) являются точными [1], когда / представляет произ
вольный многочлен степени не выше п—'1.
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Ниже получены некоторые равномерные оценки ошибки указан
ных квадратурных формул, дающие, по-видимому, основание считать, 
что формулы эти представляют достаточно эффективное средство 
приближения с точки зрения доставляемой ими точности.

Обозначим через ^я(/;х) и Кп (/; х), соответственно, остаточ
ные члены формул (3) и (4). Пусть [—В, ;] (0 < ; 1) — произвольный
отрезок, содержащийся в (—1, +1). Под КНп будем подразу
мевать, что функция / имеет на отрезке [ — 1, + 1] т-ую (т > 0) 
производную, удовлетворяющую условию Гельдера с константой К и 
показателем а.

Теорема. Если КНт^ (т>0, 0<а<1), то при п = 
= 2, 3, • • • справедливы неравенства

шах |/г„ (/; х^^А+ТЦпи)֊------ »
хе[-?.։1 (п — 1)т+։

тах । |/?„ (/; х)|<(Л1’+Ла 1п п+Аз 1п8п) ’

где Л։, Аг, А1, Аг, Аз — не зависящие от п константы, извест
ным образом определяемые через К.

Сформулированная теорема утверждает, в частности, сходимость 
квадратурных процессов (3) и (4) для функций из класса Гельдера с 
любым показателем 0<^«<1.

Доказательство теоремы в значительной степени основано на 
утверждениях, формулируемых ниже в виде лемм.

Лемма 1. Если алгебраический многочлен (?я-.1(х) степени
■։ (л) ■ /1 1 о .л— 1 удовлетворяет в точках х*  =соб——---- я \к=х, к)

2п
неравенству

10.-1 (Л =СОП31),

то в любой точке х£(—1, +-1) для этого многочлена верна оценка

Л / 2 \(х)|< (8 + — | Тп (х)| 1п л ) •
У 1—х’ \ к /

Доказательство. Ввиду того, что степень рассматриваемого 
многочлена не превосходит л—1, его можно представить посредством 
интерполяционного многочлена Лагранжа, построенного по указанным 
в лемме узлам

<2_1(х)=А-з (2я_1(х1я)).

Отсюда по условию леммы имеем
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Г„(х) 
х—х<»>

Полагая х = cos 0 (0 0 < ir), 0* л) = — заметим прежде всего,
2л

что

1 I Тп (х) I 1 cos 710 — cos пв£л)1 
п ;х— хлл> | п cos & — cos 0* л) |

I. л (»—»(«)) л(&+^л))
1 । 1п 2 sin 2
Л &—։։£*)  & + Чп)

Sin---- к----- Sin ------х-------

& -U f)<") U _ (Ил)
1 < sin о + sin а(*л) 2 Sin 2 COS ~ 2

О + ^Л) &W . « + 0(-> <sin0

sin----------- sin « sin---- g----- sin » sin---- ------

Значит

X — x(")
Л

(5)

Предположим теперь, что <C ^m+i U m 'С Л—1) и зай՜ 
мемся оценкой выражения

1y Тп{х} icosnl)ly 1
л“1։ х~ х*л) л “։ cos 0^)—cosH

, Icos л&| Л, ______ 1________
n a5.* icos & —cos «(f)

Обе суммы, стоящие в правой части, оцениваются одинаковым обра
зом, поэтому для определенности займемся оценкой суммы

|соя л))| “у2 1 |соз л&| ,|соз л&|

п СО5 ^1՞) — со։ $ СО8 $т-1 —СО8 СО8 ^л։1 — СО8

Для этого заметим, что

1 ___ < 1
cos ։><,л) — COS & cos т — cos & ’

^л) < t <
« <т1

(к = 1, 2,---, 7Л-2).

Отсюда, интегрируя обе части и суммируя, находим 

»W1
1V I <±V Г
Л COS ttj^)—cos о к л I J COST —cos &

61л)
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1 ։#’ 1т—1 т—I
1 С d- < 1 С _________ d՜ _____

к J COS Т — COS О Л J COS ~ — COS •) 
о|л) о

d-
cos t — cos I

sin~2

. — ■։ sin------
2

e<n>.m—1

= I
sin 0

. 0+0Й11 
sin----- j-----

» — ijw, 
. rn — 1sin----- 2-----

1
sin 0

1 ._____1_
sin» . » ֊

sin 2—
(7)

a — »W)
Учитывая, что sin---- —— > sin

<•(")_ 0(n)
in-

2 sln2„

ly Тп(х) 
"£1

на основании (5), (6) и (7) получим

Inn.
/1-х« */1-х ։

Аналогичная оценка имеет место и для второй суммы. Лемма дока
зана.

Пусть Рп (t)— многочлен степени п, осуществляющий наилучшее 
приближение функции в равномерной метрике

max |/ (t) — Рп (01-С ———» С = const.
/61-1, +1) nm+։

Обозначим далее

М, (/; ?) = sup

и sin " >

где р— произвольное положительное число, меньшее а, а [— т), т)] 
(0<7)<1)—некоторый отрезок, содержащийся в (—1, +1).

Лемма 2. Справедливо неравенство

М.(/-Ря; (8)п<П-г1-3

где Сг — константа, зависящая от С, а, т, у.
Доказательство*.  Положим

Дхл (/ ֊ Рп)= |/ (х + Л) ֊ Рп (х + А) ֊ I/ (х1- Рп (х)]| 
при любых х, х+А£[—•»), т)]. Без ограничения общности можно счи. 
тать, что 0<^Л -С2т).

* Приведенное здесь доказательство в определенной степени аналогично ука- 
занноыу в [2].
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Предположим сначала, что А . В этом случае 
п

к мах р 2С 2Сп~? ^2С^-?А3 ,0.ДхЛ <2 шах I/ (0 — Рп (г)| < —— =---------- <------ !—— • (9)
I Пт + пт+а-^ пт4-а-(>

Пусть теперь —• Как известно [3]
п

/ (х) — Рп (х) = 2 И*  (х), V/, (х) = Р2*я (х) — Р2*_ 1(1 (х).

Далее обозначим Л*=тах  |И*(х)|.  Тогда на основании тождества 
хб[-1. +П

Р*  (х) = [Р2*л (х) — / (х)] — [Р2*-1„  (х) — / (х)] 

можно написать

л < -£—֊ + ֊£—= п+Л—).
(2* п)т+а (2*֊։ П)т+“ (2*՜ 1 п)'п + а

К правой части равенства

Дд-л = 3[И*(х  + А)-И*(х)]
*-1

применим теорему Лагранжа о среднем значении. Тогда

Дхл<А2|Ий(х + &*А)!,  0<&*<1.  (10)
*-1

Ввиду того, что степень И*(х)  равна 2*  п, в силу (10) и неравенства
С. Н. Бернштейна [4] можно написать

д < А у 2*п7У»  20(1+2֊՞—) пА “ 1 _
^^-(х+М)2 ]/1-7)։ пт + 4 £12(л-1)(т+«-17'

Рассмотрим теперь два случая: т >1 и т =0. Предположим сна
чала, что т>1. Тогда 

и, следовательно
. . 2С(1 +2-:«-) пА

" /1— Т)8 (1— 2։-«-«) пт+л

Но, ввиду того, что пА < (пА)₽, из (И) следует
' д < 2С (1 +12֊ т ~д) АР______

Х,‘ (1_21-<п-а) пт+«-? '

Пусть теперь тп=0. Очевидно, что
Д.гА< |/(х + А)-/(х)|+|Р„ (х + А)- Рп(х)|

(И)

(12)
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<кл’+л пшх |р;,(х)|. (13)
•*С  I —7), Т|]

Для оценки |Рп (х)| на основании неравенства (4.8) из [3] можно 
получить неравенство

гпах |Р; (х)| < —- С* > (14)
’11 VI—V п*՜ 1

где константа С2 может быть известным образом выражена через С. 
Учитывая далее, что

= Л₽Л.-₽< < »
гТ*  п* п' л“-р 

в силу (13) и (14) получим

С,= Ч->*+-7£Ц. (15)
Л*՜- /1—

Объединяя (9), (12) и (15), получим (8), причем можно положить

г_ I 2^(1+2֊'՞֊« ) С, 1
1]/1-тг (1-2’-т-՞) /1—^1

Для дальнейших рассуждений важную роль играет оценка величин

Укажем сначала оценку для (х). Легко видеть, что

/■л(х) = 2 |р*, л(х)|, >.;(х) = 2 |₽;„(х)|, 
Л-1 л-1

где
(-1)*֊ ։/1-4п).£/Л_1(х)_1

Р*.п(х)-  (Л)Ч
л (х — хк')

П— /1- х<")’ Н„_1 (х) + Тп (х) 1п -А^
д. , . Л 1+х
Рл,Я(*)  (л)

X— X*

(л)
₽..Их։°)=~>у О = 1.2,-••.»). 

п(1—X, )

3 ,«._(֊։>«'И-«Г'-И-хр- 
х!”)

Так что

0=1,2, л; I ¥=*).

1

___________1_________

л /1 — х^՞։ з!п -—- к 
2л

л ]/1— х<п^ з!п —
2л

(16)
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Для оценки л (х!л)) (г =/= у) заметим, что

. 2^-1 
sin ֊^֊ -

71|.И',>—х(л>| п . i—у
* ' 1 2п sin ------- К Sin

. 2у-1 sin —----
2п

2/-1
2п

. / + у-1 у-1sin-----------■« COS-------ТС
2л 2л

2п sin —— 
2п

sin-------
2п

. i — у п sin------
2п

sin-------
2п

Аналогично

(17)

(18)

при любом i, отличном от у. Из (16), (17) и (18) следует неравенство 
2

I?*,  л (х/Л))К(/~i» 2>՛ ՛ ՛> «)].

откуда, в силу леммы 1, получаем 
4/1 \|рл<Л(х)|<-^= (4+ —|Г„(х)|1пп) (--1<х<1). (19)

у 1 — X3 \ тс /

Положив теперь х = cos 0 (0 <& тс), 8* Л) = —— к, Ш") -С 8 <
2п

< (1<т<.л— 1), можно написать

Ал (х) < |a‘? (х)| + |42) (*)|,  
где

1 т I (—I)4՜1 sin &(n> sin л& — sin U з(1)(х) = _у 2------------------֊--------------- --- <
л л sin & (cos & — cos ftj^)

z Isinn&l”2 sin&W 1 у 1 +
л sin !> cos 0<'l>—cos & л cos &2n)— cos & 

fC=l К - K=l к

՛ 1 |(—l)m՜2 sin sin n& — sin 8| 1 |(—I)'՞-1 sin 8^ sin nft—sinft|
n sin & (cos 8^L։ — cos 0) n sin 8 (sin 8^ — cos 8)

(20)
а °л2)(х) содержит сумму остальных членов, начиная с Аг=тп+1.

Согласно (19) сумма последних двух слагаемых в (20) не пре
восходит

$ ^4 ֊+֊ — Icos л0| 1пл • 
sin & \ тс /
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Кроме того, в силу известного неравенства [4]

|sin п»| sin &<,«> 2 |sin nl>fln п
n sin о cos ։>i"’ — cos о к sin ։>

Далее на основании рассуждений, применяемых в доказательстве 
леммы 1, находим

1 т՜2 1 1

4
Очевидно, что -С—(*=1,2,-

— 2-----й7՜»---------Г ------ 1п п>
п cos U<"> — cos 0 " sniO

Аналогичные неравенства мы получим и при оценке о<*>(х).  Окон
чательно будем иметь

).Л (х) < -  32 + — (81 Гл (х)| + 2 Vx-X- \ип (х)|+1) In л
11 — x4 s | it

(֊1<х<1).
Из полученного следует, что на любом отрезке вида [— ;,;] 

(0]<$<1) справедлива равномерная оценка
9 / 11 \

max >.Л (х) —------ -- I 32 Н----- In л ) • (21)
*61-5,6] ] 1— ;։\ к /

Рассмотрим теперь сумму

-Хл(х)=2 I?*.  л (х)|.

Так как [4]
—£ -֊֊|lZ'iT^F <8+^-|7’л(х)|1пл,
" ы *֊  4П) 1

то достаточно получить оценку выражения

■*л  (х)= 2 |ч л (х)/, 
*=1

где
/гтт^Ял-^х) - Д1Л)

Ч л(х)= —»----------——-----------------(^>о, *=1,2,.  •, и).
*

л
, л). Поэтому, пользуясь при-

меняемыми при доказательстве леммы 1 рассуждениями, получим

|Г1 ( I ® | Тп (х)| , . 1|НЯ_։ (х)| < -у-—- - ------'----- 1п Л (—1 < X < 1).
VI—X2 к ]/1— X2

Так что
шах |Нл֊։ (х)| < - ; (4+ — 1п л У

*61-5,5) к )
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Далее, как легко видеть
А<я> х(л) п А1"1 

2(1-х^) “ х‘л> —х* я> ’ 
я-«

(—1)V 1 —х^Г — V '1 — х^։ А\п>
(։՛¥”)•(х(л) _ х(л)) у1_х$л).

Ъ, л (х<Г>) оценивается точно так же, как и п (х}л)). В результате 
будем иметь

8
п (22)

Укажем теперь оценку для 8», Л (х^л>). Рассмотрим для этого
суммы

’-1 А<рп) л Ау> 
211*1 Л)֊ЧП)| ’ Д11^)֊ЧВ>1 ’ ■

причем, если V = 1, то отсутствует первая, а если V — л, то вторая 
сумма.

Имеем
»-1 А<ра> 4 ’-2 1 4

|х(л)_х(л)| < — Д х(л)_х(л) + „|Я(«)_Х(Л)1| ’

причем на основании (6) и (7)

4 1 1 ] 1
1х1Л)—Х(Л\ Я С*ш  (Кл> П • Ч՞’— Й(,л)1п I*» лр | к з։п 1 51П _2____ 7 -1

2

Я8тв<я) 1П

Следовательно

у < 4_ _ 1П п . 4
^я)| к/1—Х^1 П п|х<я’—х£>։|

Для оценки последнего слагаемого в правой части полученного
неравенства заметим, что

1________ 1
п|х<Л> - х("2։| п у

. 2^-1 31П • л 
2л 

|х<л)—х(д\|

„ 1
л /1 - х^

. 2^-1 , . 2* —3
БШ ---------------  К-4- 81П --------------- К

2л 2л

2 зш — з!п------- к
2п л
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Воспользовавшись формулой для суммы синусов и часто приме- 
. к . 1 .

няемым выше неравенством sin — —, получаем
2п п

____ 1 _ < 1
Л|х(л;_х(д)]| у/ ।—Х(П)>

Таким образом

А(„л) 4 / 1 \2 |^>-՜?^ < ։ (1+Т1ПЛ)՜

Такая же оценка имеет место и для второй суммы.
Заметив, наконец, что

А<л) <я) I 2 ^2

2 <։֊ -Г)1" ,to ?rzl„ " ri-»»'
’ 2п

получим
'• 2 / 4 \

(23)

Используя оценки (22) и (23), в силу леммы 1 будем иметь

|։>..Ы1<7=7
V 1—X-

20 + ± (16 + 51 Тп (х)|) In Л 4- 41WI 1п‘Л

(-1<х<1),
откуда 

4/21 4 \
max |oft, n (х)| <-------( 20 4------ In n 4------ -  In2 n ) •

Ж6 1-Е.Е)1 /1—5» V it it2 /

Поступая точно так же, как это было сделано при получении (21) 
и используя указанные выше оценки для Нп—\ (х) и о*.  „ (х), можно 
получить оценку

, ч 8 , 59 , , 12 , , \тах '»п \.х) —_____ ( 40 Н------- 1п п 4------- 1п2 п 1 •
хе)-ЕЛ] ]/1-52 \ к "2 /

Следовательно
тах ).*  (х)<С —г- ^40 4՜ — 1п п4- — 1п2 п 4՜

хе.[֊еД1 Л ]'1֊;2 \ К К2 )

4-(84- — 1пЛ)1.Ж (24)
\ к / 1—5

Рассмотрим теперь интеграл*

* Здесь учтено, 
+11

что

dt 
(f-x)l'CT

=0 (—1<х<1).
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S(/-A,-i;
1 С/(*)  - Рл-1 (0 - ['(х) -Рл-1 (х)1 dt =

2л—2
1 С

1-6
2л-2 1

' 2n-2 2^2

где Pn i (/) — указанный в лемме 2 многочлен степени
При любых х£[—5, ;] и л = 2, 3, 

й „ В 4՜превосходит по абсолютной величине ——

в первом
n—1.
интеграле t не

|5(/֊Рл֊։; х)|<— 
к 2

(/֊Р-и

. Поэтому можно написать

2л-2
Г dt

—x]1՜  ̂1— P
2л^2 -

9
4----- шах |/ (t) — Рп-1

1-6
2л-2
Г dt dt

-1 ' x+lzL՝ ,г 
2л-2

₽) — принятое в лемме 2 обозначение.

Оценим интегралы, входящие в (25). Имеем

2л-2
1-6 
2л-2

2л —2

dt 1 dt
г

1-6 
2л-2

2‘-р (1- е)р

Далее, так как sin (1 +«) — -----
4 2

писать
1-6

2л—2 in (1+5)^

1—$

----- - , то можно на- 
2п—2

dt ' dt
J tt—x|/l-f։ (f-x)/l-fs

1-6 
2rt-2

з+
COS ֊7֊

1-6 
2л-2

dt
J (f-xjyi֊/’

—sin *±S, cos -֊—«

(26)

244—5



382 Д. Г. Саникнлзе

Заменой t = cos ?, x — cos 0 первый интеграл правой части (26) 
приводится к виду

з+

</tp
cos <p—cos

1 
sin i>

In
-—« 
4

—in 
sin Я 1/3+5 — I ------ - It

2 \ 4

[ --- к-
\ 4

’-Т->

3+ 5причем, ввиду 0 0 rc, ясно, что----- — rc — Я <+ и поэтому
4

sin — 
2 4 4

Следовательно

cos <р — cos Н sin О
а<р 1

1П3-Н sint>

4

in у—;----------------------
3--5 ,------- гс —arccos (—

4
֊^— In 
sin &

It

t 1-^
arc cos 5----------

4
я

1
sin О

In 1—5
4

1
sin &

In ------
1—5

TC

,1-5
։---------------- it

4

1
sin ft

In

Что же касается второго интеграла, 
следующим образом:

2л—2

то он легко оценивается

cos

sin ----
4

2n—2

dt 1________
1 ։ 3+' «
1—cos1------- rc

4

, 3 + 5— In cos------
4

. 2п—2In----------
sin-------к

_ IzL
X 2 л-2

C dt

J ։ t — X
COS -i-K

1 . 2п-2
. з-н 1п1՜ 

sin------ гс
4

4
На основании полученных неравенств и (26) можно написать

f_2zl
2л—2

dt 1 2гс
l/i-^sin1—гс\ (1-5)« fl

4 \ 4,

+- In n
-i
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Точно таким же образом можно получить оценку

Объединяя указанные оценки и используя лемму 2, получим, что 
при п =2, 3, • • •

Аналогичным образом для 5*  (/ — Рп-г, х) получим

тах 15*  (/.֊ РЛ_։; х)| < [ — ֊^1՜^ +С (41п — +
I р \ 1-е

+ 1п •+41пп')|------ ---------- (28)
1-е /](п —1)т+։

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что 
остаточные члены формул (3) и (4) в указанных выше обозначениях 
могут быть представ пены соответственно в виде

Rn (/; X) = 5 (/-Pn-i; х)֊2₽*,  п (х)[/ (4"))-РЛ_։

п
R-„ (f; х) = 5*  (/-Рл_։; х)֊ 2 ₽; „ (х) [/ (х<"))~ Рл_։ (х<«))].

*=1

Отсюда на основании оценок (21), (24), (27), (28) следует теорема, 
причем

A = _^ + —4g—in ------- __________ ■, 2^9(1-^,
Z1—n sin -—-Я (l-5)«fl~—\ 1 /1 Л+ g V’

4 \ 4/ И \ 2 /

Л։— 22C 4C
. i֊e к sin ------- к

4

Д>4С1п-2֊4-^£,+9С1пШ+
1 1-e /1-<S 1-5 P

a;=4C+ — in 5 +2 К 1—5
472 C _ 96 C

it/1— 5 тт’УЬЧ5
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Таким образом, доказанная теорема дает как оценку порядка 
приближения, так и оценки констант*,  входящих в порядок. Тем са
мым она доставляет возможность найти фактическую оценку ошибки 
приближения заданными квадратурными формулами при любом фиксиро
ванном числе узлов.

* Напомним, что константа С известным образом выражается через постоянную 
Гельдера К.

Вычислительный центр
АН Грузинской ССР Поступило 17.VII.1969

Ջ. Я*.  ՍԱՆԻԿհԱհ. Որոշ սինգալյար օպերատորների քառակուսացման գումարներով մոտար
կելու կարգի մասին (ամփոփում)

Քառակուսացման (3) և (4) բանաձևերի համար նշվում են մոտարկման գնահատական
ներ, երր ֆունկցիան [-/, 1\-ի վրա ունի 111 կարգի ածանցյալ (էՈ> 0), որր նշվաձ հատվածի 
վրա բավարարում է Հելգերի պայմանին։

D. G. SANIKIDSE. On the order օք approximation օք готе ilngular operator։ Ьу 
quadrature sume (summary)

Estimâtes of approximation for the quadrature formulae (3) and (4) are obtai- 
ned. The function / is assumed to posess derivative or order m (m >0) on the 
segment [—1, ֊|-1] satisfying Helder condition on the mentioned segment.
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В. А. ЧЕРНЕЦКИЙ

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА КАРЛЕМАНА ДЛЯ МНОГОСВЯЗНОЙ 
ОБЛАСТИ В КЛАССЕ ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ

§1. Введение
Пусть £) — конечная (т 4- 1)-связная область, ограниченная кон

туром Ляпунова £, состоящим из кривой £0, охватывающей кривые 1^, 
Ц, -, т • Предполагаем, что начало координат принадлежит облас
ти О.

Через и («, £*), к =0, т обозначим гармонические меры гра
ничных кривых Л* относительно области £> [1], а через £>о՜, • • •, Ой— 

т
дополнение области />+/, до полной плоскости. Пусть ։(/) = 2«> а, /*) х 

л=о
Ха*(0 — гомеоморфизм контура I. на себя, причем а* (^-отображает кон
тур А* на себя, изменяя ориентацию, и удовлетворяет следующим двум 
условиям:

1) (условие Карлемана);
2) функция а* (0—//-непрерывна.
Пусть С(£)=У=0 и #(^) — заданные на Ь //-непрерывные функции. 

Задана еще функция А (г), непрерывная на всей плоскости за исклю
чением дискретного ряда точек, в которых не существует предела 
функции А (г), но А (г) ограничена, и конечного числа линий разрыва 
первого рода. В окрестности бесконечно удаленной точки А (г) до
пускает оценку

М
|А(*)|<֊֊ 7И>0, ₽>1.

И
Требуется найти регулярное-в О решение уравнения [2] (обобщен

ную аналитическую функцию — о.а.ф.)

^=Д.(г)77, (1)

удовлетворяющее на контуре 2, условию
= (2>

Интерес представляет лишь тот случай, когда выполнены усло
вия [3, 4]

С(/)6[а(/)] = 1, (0]^(0 Ч֊Я [“(0] =0. (3)
Для ограниченной односвязной области решение задачи Карле

мана в классе аналитических функций дано Д. А. Квеселава [3], а
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классе о.а.ф. эта задача рассматривалась Хоу Цзун И [5] и пол
ностью решена в работе Г. С. Литвинчука и Н. Т. Мишнякова |6|. 
Для неограниченной односвязной области краевая задача Карлемана 
как в классе аналитических, так и в классе о.а.ф. исследована в ра
ботах Г. С. Литвинчука [4, 7|.

В настоящей работе дается решение краевой задачи (2) для мно
госвязной области в классе о.а.ф. Используется метод конформного 
склеивания, впервые примененный Г. Ф. Манджавидзе и Б. В. Хведе- 
лидзе к исследованию задачи Газемана [8], при помощи которого зада
ча (2) сводится к задаче Римана на разомкнутом контуре, состоящем 
из т + 1 гладких разомкнутых кривых.

§ 2. Вывод интегрального представления
Лемма 1. Функция Ф (г), однозначная и аналитическая в О, 

Н-непрерывная з О, может быть представлена в виде
Ф (г) = Л Г — С ® (-М <? (•:) [1 + |а' (*)Ц <1 з, (4) 

„I т - г ,] л д
где плотность ® (/) удовлетворяет условию

ф (0 + ® [։(<)]= 2с*ю (#, £*), (5)

здесь с*, к = 1,- • •, т — 1 —произвольные постоянные, а ст —опре
деляется по Ф (г) единственным образом, причем плотность ® (0 

т — 1

определяется с точностью до слагаемого вида V Л*), где
*—՛։.

Н*— произвольные постоянные.
Доказательство. Считая, что функция Ф (г) задана, восполь

зуемся формулой (4) для нахождения плотности, удовлетворяющей ус
ловию (5).

Используя формулы Сохоцкого, условие Карлемана, получим

Ф- [а (0] + Ф- (0 = Ф+ [а («)] + «) -22с* Ш а, £*) (6)
к-1

— краевое условие задач Карлемана для областей ДГ, •• •,££. Для 
областей /)?,•••, Ой задачи (6) безусловно разрешимы [3], и реше
ние каждой из них единственно, если зафиксировать С*, к = 1, ■ • ■ ,т. 
Для области Ой задача (6) безусловно разрешима, если искать реше
ние, ограниченное на бесконечности; при этом Ф(^) = Ри однозначно 
определяется условиями задачи. Определив Ф“(г), по формуле Сохоц
кого найдем плотность фо(О> удовлетворяющую условию (5), причем 
плотность будет определена единственным образом, если задать систе
му постоянных с*, к — 1, •••, т. Следовательно фо(0 определяется по 
Ф(з) с точностью до произвольной постоянной на каждом внутреннем 
контуре £*, к = 1, • • •, т.
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Итак, мы показали, что для Ф(я) справедливо интегральное пред
ставление

Ф(г)=ЛГ֊ (7)
я։ 1 х —я

Чтобы из (7) получить формулу (4) возьмем новую плотность
<Р (О = %(*) + >֊т 0»(/, £т), (8)

где ՝1т — некоторая комплексная постоянная. Подставив <?(/) в правую 
часть равенства (4) и приравняв второе слагаемое р0,- получим

Г ДЛтоМЦ + И’)!] а с -Но

>т = 2дд. Ьт (9)

Таким образом,}взяв в качестве плотности функцию (8), где Хт| опреде
лена формулой (9), получим интегральное представление (4), где плот
ность <р (/) удовлетворяет условиям леммы. Лемма доказана.

§ 3. Построение склеивающей функции
Лемма 2. Общим решением задачи

ф+ [а (#)] = Ф+ (*) (10)
является произвольная постоянная.

Доказательство. Воспользовавшись представлением (4), за
дачу (10) сводим к интегральному уравнению

?(о + ЛП—֊ ? М * = о- (И)
3 ■։ —< “ (Ч՜—“ (/) 1£

.Каждому решению уравнения (11), удовлетворяющему условию (5), со
ответствует некоторое решение задачи (10). Поэтому число ^решений 
задачи (10) конечно. Если предположить, что задача (10) имеет реше
ние Ф(я), отличное от постоянной, то функции {Ф (г))л, к = 1, 2, • • • 
также будут решениями задачи (10); они линейно независимы и их 
счетное число. Поэтому Ф(я)=С, и лемма доказана.

Легко показать далее, что функции ш (/, 1^), • • •, ш (/, Ьт) явля
ются собственными функциями уравнения (11), удовлетворяющими до
полнительному условию. Функциям ш (/, £*), к =!,-••, т — 1 соответ
ствует тривиальное решение задачи (10), а функции (/, £т) — комп
лексная постоянная. Отсюда видно, что уравнение (11) имеет т реше
ний, а функции ш(£, £*), Л = 1, •••, т образуют его фундаментальную 
систему решений.

Рассмотрим уравнение

ф (ю ֊ — [I — - Д(0, Л (’) =о, (12)2~1 31՜ —/ “(")—“(<)]£ 
сопряженное к уравнению (11).
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Лемма 3. Для фундаментальной системы решений уравне
ния (12) ф։ (t), • • •, фт (£) выполняется условие

Ф*(О + Ф* [«(<)] «'(0 = 0, * = 1, ■■■, т. (13)
Доказательство. Легко убедиться, что если ф.(0 — решение 

уравнения (12), то функция ф» [«(/)] а'(0 тоже является решением этого 
уравнения. Так как уравнение (12) имеет т собственных функций, то

ф[«(0]«'(0 = Лф(О, (14)
где

Ф(0 = {Ф1(0, •••> фт(0), 
ф[«(01 = {фх [«(*)], •••» фт [«(01) 

— вектор-функции, А = ||Qy|i — невырожденная квадратная числовая 
матрица порядка т.

Из неразрешимости задачи
ф+ [a(OJ =Ф+(0 +С*, 

где С— постоянная, следует, что
^ф*(<)/<> Л = 1, •••, я։.

Проинтегрируем (14) по контуру L, получаем А = — Е, где 
Е— единичная матрица. Свойство (13) доказано.

Отсюда следует безусловная разрешимость задачи [4] 
ф+ [a(f)] = Ф+(<) + g (t) (g (0 + g [а (/)] 0). (15)

Теорема 1. В области D существует однолистная функция 
ш (z), аналитическая в D, за исключением точки z = 0, где w (z) 
имеет простой полюс, удовлетворяющая на L условию склеивания 

ш+ [а (01 — ш+ (<)• (16)
Кроме того, линия склеивания состоит из т +1 простых ра

зомкнутых контуров Ляпунова Го, •••, Гт, заданных уравнением
w = ш+ (/), t £ L.

Доказательство следует из разрешимости (15), если g(t) =

= —-------—. Положим w (z) = - —+ Ф(г), z£D. Тогда для t£L w+(f)
t a(t) z

удовлетворяет (16). Нетрудно показать, что ш (z) — однолистна и кон
турные значения ее имеют //-непрерывную производную.

§4 . Сведение задачи Карлемана к задаче Римана

Гомеоморфизм a (t) на каждом из контуров £*, к = 0, • • •, т имеет 
по две неподвижные точки а* и 6*, которые делят Lk на две ненале-

Не выполнено (3). 
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гающие дуги А* и А*. Точки А] предшествуют точке 6* при положи
тельном обходе контура А*, а точки А* следуют за ней.

В силу теоремы 1 функция ш (я) отображает область на плос
кость 2 с разрезами Г* = « (А*) — ш+ (А*) = ю4՜ (А*), к = 0, • • •, т, яв
ляющимися простыми гладкими разомкнутыми кривыми с концами 
Ак — (а*), Вк — ։»+ (Ал) (на концах гладкость предполагается односто
ронней). Положительный обход на Г* устанавливаем от Ак к Вк.

Через я(։ч) обозначим обратную к «(г) функцию. Тогда для г (ю) 
имеем

я+ (ад) — /, г՜ (ад) = <։(£), ад С Г», г£А*; I (17)
я+(ад) = а(0, я“(ад) = /, ад£Гл, <£Ая. I

Введем функцию V («։) равенством
Р(<») = £/[«(«»)]. (18)

Тогда V (и) — регулярная функция, удовлетворяющая уравнению 

Л[я(ш)]7^)}р. (19)
О & I \ а с» / 1

/ 3^ \ 
При этом в окрестности бесконечно удаленной точки А [г («)] ( )

допускает оценку
[ / .7 р. \1 ЛА)Л [г (ш)] <гт“->^0>0,
( и \ач>/I |ш|։

так как Л [г (°°)] = Л (0) — конечное число, г (»>) на бесконечности 
с1гимеет нуль первого порядка, а — имеет нуль второго порядка.аш

Определим на Г функции Н± (ад) и А± (ад), полагая
Я+(ад) = С[я4 (ад)]=С(<), А+(ад) = я (ад)] = 8 («), «€

Н-(ш) = в[г~ (ад)] = С(1\ Ь- (ад) = 8 [я՜ (ад)] = 8 (I), £ £ А®,

к = 0, • • •, т.
Очевидно, что для функций Н± (ад) и А± (ад), в силу (3) выпол

няются тождества
Н (ад) Н- (ад) =5 1, Л+ (ад) Н~ (ад) + А- (ад) гэ 0. (20)

Для функций V (ад) имеем
И+(ад) = £7+^(»)]=^Ю
V֊ (ад) = £/+[я֊(ад)] = и՝ [а(0] /

1/+ (ад) = и+ [а «)], V- (ад) = а), ад Гл, / С
Краевое условие (2) в новых обозначениях запишется в виде 

двух краевых условий
V՜ (ад) = Н+ (ад) V" (ад) 4֊ А+ (ад),
и+ (ад) = Н- (ад) V՜ (ад) + А_ (ад). Г21)
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В силу условий (20) обе задачи оказываются тождественными.
Таким образом, задача (2) сведена к равносильной ей задаче Ри

мана (21) на разомкнутом контуре Г, состоящем из т +1 простых 
гладких разомкнутых кривых. Причем решение (21) ищется ограничен
ное на бесконечности, так как V (со) = 6/(0) — конечное, вообще го
воря не равное нулю число, а также ограниченное вблизи концов, так 
как это соответствует ограниченности функции и (г) вблизи непод
вижных точек гомеоморфизма а (/).

§ 5. Анализ разрешимости краевой задачи 
Карлемана

Дополним контур 1' произвольными кривыми Го,•••, Гт так, 
чтобы получилась одна гладкая замкнутая жорданова кривая С (С = 
=Г04-Г0 + - • • 4֊ Г.,։ + Гт). Тогда задачу (21) можно рассматривать 
как задачу на замкнутом контуре

причем
И+ (to) = Н (to) V (ш) + А (to), (22)

H(w) — Н- (to), А (to) = А_ (to) на Г*, ] 
Н (w) = 1, A(to) =0 на Tj, А=0,- • -, т. j (23)

Функции Н (to) и Л (to) //-непрерывны на С, за исключением 
концов А.* и Вк, к =0,•••, т, где они, вообще говоря, имеют разры
вы 1-го рода; Н (to) /= 0 на С. Точки, предшествующие точке А/, при 
положительном обходе контура С, будем считать левой окрестностью 
этой точки, а точки, следующие за ней, —правой- Левый и правый 
пределы в точке Д* будем обозначать, как обычно, // (Д* — 0) и 
7/(Д«+0) (вообще говоря И (Д*—0)== //(Д*4-0)). То же относится и 
к точке Вк, к=0,--, т. Пусть х* = Ind 6(£)[д4, А=0,--՛, т. Тогда

Ind Н (to)|rA = — —. Через /'k во всем дальнейшем мы будем обозна- 2
х* х» —1чать —, когда х*—четное число, и------ , когда х*— нечетное число.
2 2
Рассмотрим все возможные случаи.
Случай 1. х* = 2х’— четное число. Тогда функция С (<) пусть 

принимает значение—1 в обеих неподвижных точках. Такие же значе
ния будет принимать и функция Н (то) в точках Д* и Вк. Положим

—/к—* к
Н(Ак) = —1=е_/։, Н(Вк)=—1=е * .Значение аргумента б в
начальной точке А к контура Г* (в данном случае 9 ——я) уславли
ваемся брать в пределах—2"<^0<:О, так как решение ограничено в 
точке Д*. Имеем

/7 (Д* - 0) =1, Н (Д*4֊0) = Н(Ак) = е֊\

Н(Вк — 0) — е 1 <։։*+J) Н (Вк + 0) = 1,

Н(Д*-0) ,г Н(Вк-&) 
//(Д*+0) ’ //(5*4-0)

(24)
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Положим

где V* — целое число, которое определяется как [9], [10] 
_ 2х* +1 | * 1** — Е------- ------ I = — х* — 1,

для решений, ограниченных в точке В*.
С л у ч а й 2. х» =‘2х*. в (а*) = С (6*) = +1. 

Я(Д*Ч֊0) = Я(/*)= 1, )

н(вк-о)=н(вк) 
Н(Ак-0)_, Н(Вк-0) 
ЩАк + 0) , Н(Вк+0)
Та = 0, 7* = 0, /

так как
V* = £ [—х*] = ֊ х*.

С л у ч а й 3'. х* =2х*—1, 6(а*) = 1, 6(6*)=—1.
Я(Л*+0)=ЖД*)=1,
Н(Вк- 0) = Н(Вк) = -1=
Н(Ак—0) _* Н(Вк— 0) _ -1г.
н (Д*+о) ~ ' н(вк + о)~е

1* = о,

„ 24-11 >»-£ -2-

Случай 3". х*=2хА—1, С(а*) = —1, 6(6*) = 4*1. 
/7(Д*+0)=Я(Д*) = е֊'«,

Я(Б*-0) = Н(В*) = в-г։։<, 

Н(Д*-0) _?, Я(Д*-0) =е-^' 
Н(Д*+О) е Я(В*+0)

,։ = Т՛ 1;=0-

՝1к = Е [— **] “ — ч.

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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Нетрудно заметить, что числа v* вычисляются во всех случаях 
по формуле

vt= — М±тГ, (32)
2

где кл — Ind G (/)|д4, тк՜ — число неподвижных точек сдвига я* (/), в ко
торых G (t) = — 1, к—0, • • •, тп.

Индекс соответствующей задачи Римана представляется формулой
™ ** + тТ х т

*=2**=3------- -----  ----------„ • (33)
*-о *=о £ *■

т '
где т~ — 2 т* — число неподвижных точек сдвига а (/), в которых 

*-о

G (f) = —1, х = х* = Ind G (f)lz,
Л-0

Решение задачи Римана на разомкнутом контуре в классе о.а.ф. 
дано Л. Г. Михайловым [11]. Учитывая установленную в [11] аналогию 
задачи Римана в классе аналитических и о.а.ф., из формул общего ре
шения задачи (21) ([11], стр. 64; [9], стр. 255 и 83; [10], стр. 475 и 
79) и из того, что Н- (ш) = +1 на концах, следует, что

И+ (4*4֊ 0) = V- (4*4- 0), И+ (Вк - 0) = V- (Вк -0).

Доопределяя V- (ш) в точках Ак и Вк по непрерывности, мы прида
дим смысл краевому условию (21) на концах, что соответствует вы
полнению граничного условия (2) в неподвижных точках гомеоморфизм 
ма я (t). Отсюда следует, что решение задачи Карлемана — функция 
L/(z) = V [ш (z)] //-непрерывна в D.

Опираясь на теорию задачи Римана на разомкнутом контуре в 
классе о.а.ф. [И], сформулируем результат для задачи Карлемана для 
(т 4֊ 1)-связной области.

Теорема 2. Пусть х = Ind G(£)li, — число решений, однород
ной задачи (2), т- — число неподвижных точек гомеоморфизма ? (t),. 
в которых G (t) — —1.

Тогда
1) если х^ — т֊, то однородная задача Карлемана в классе 

о.а.ф. имеет
1 = 2 — х — т— 

линейно независимых решений (линейных комбинаций с веществен
ными коэффициентами), а общее решение неоднородной задачи 
линейно зависит от 2 — х—т~ произвольных вещественных по
стоянных;

2) если х^> — т-, то 1=0, а для разрешимости неоднородной 
задачи Карлемана необходимо и достаточно выполнение
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условий.
В случае т =0 получается результат работы Г. С. Литвинчука 

и Н. Т. Мишнякова [6].
Автор признателен Э. И. Зверовичу и Г. С. Литвинчуку за по

лезное обсуждение работы.
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Վ. Ա. ՉևՐՆեՑԿԻ. Կաոլեմանի եզրային խնդիրը բազմակապ տիրույթի համար ընդհանրաց- 
։|։ий անալիտիկ ֆունկցիաների դասում (ամփոփում)

Դիտարկվում է Կաոլեմանի եզրային խնդիրը առաջին կարդի դիֆերենցիալ հավասարումների 
(լիսյտական սիստեմի համարւ Հուծումը տրվում է վերջավոր րաղմակապ տիրույթի համարւ

W. A. CHERNETZKII. Carleman boundary problem for poly-connected domains 
in the class of generalised analytic functions.(summery)

Carleman boundary problem for a system of the first order differential equations 
of elliptic type is considered. The solution is found in the case of finite, poly-connected 
domains.
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