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խմբագրությունը խնդրոս! է այն անձանց, որոն, ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ դիսւությոլններթ ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա .Մաթեմատիկա, ամ- 
սադրում, հաշվի աոնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամեքենադրված, երկու օրինակով, !եո, սերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով'

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով)

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկս լ գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում)

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրս իվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով)

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանք 
համարը և տեգը տեքստում էջի ձախ մասում)

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը)

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում)

5» Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում)

3. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը)

7» Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չգրաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով)

Տ, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տւև1սւ աշխատանքը)

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը)
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր)
ևմբա գրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա 'Մաթեմատիկա*!
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И 3 В Е С ГИЯ АКАДЕМ И И Н А У к АРМЯНСКОЙ СС Р
Մաթեմատիկա V. № 1, 1970 Математика

А. Г. ГЮЛЬМИСАРЯН

ОБ ОБЩИХ РАЗРЫВНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРОМ 

И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО
ПОРЯДКА

В цилиндрической области 6 = 2Х(0<^£<^4՜ °°), $ с:/?я+1 с бо­
ковой поверхностью дС = ГХ (0<С#<^+ °°) рассматривается параболи­
ческое уравнение второго порядка

А (х, О, и (х, {) = / (х, (1)
\ Л /

с граничным условием на дС

в(х, о,֊\ и(х, о| = 8 (х', О, (2)
\ / |ао

и начальным условием при I = 0

и (*. 0) = <р0 (х). (3)
Рассматривается случай, когда коэффициенты оператора В пре­

терпевают разрыв вдоль некоторого многообразия шт=“Х(0< 
где «о — некоторое (п — 1)-мерное многообразие на Г, делящее Г на 
две части Г+ и Г՜.

Кроме параболических задач исследуются разрывные краевые за­
дачи для эллиптических уравнений второго порядка, определенным об­
разом содержащих некоторый параметр, наиболее типичным случаем 
которых являются задачи, получаемые из (1)—(3) с помощью преобра­
зования Лапласа.

Целью работы является доказательство теорем существования и 
единственности решения в определенных пространствах функций при 
некоторых естественных ограничениях алгебраического характера на 
операторы А и В и при выполнении некоторого „условия согласован­
ности“ правых частей задачи (1)—(3).

В главе I исследуются разрывные эллиптические граничные зада­
чи, которые уже изучались нами в [4]. Следует отметить, что резуль­
таты работы [4] не всегда позволяют осуществить переход от эллип­
тических задач к параболическим*.  Кроме того, здесь рассматривают­
ся несколько иные пространства функций по сравнению с [4]. Вместе 
с тем, методы доказательств в [4] и в настоящей работе имеют много

См. замечание на стр. 29.
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общего, и поэтому ниже в некоторых случаях подробные до 
ства будут опускаться. «птопы-

В главе П сначала устанавливается изоморфизм между не 
ми функциональными пространствами, осуществляемый с помощ 
преобразования Лапласа. Это позволяет нам затем использов Р 
зультаты главы I, относящиеся к разрывным эллиптическим задачам 
параметром, для доказательства теорем о разрешимости разрывных 
параболических задач.

Приведем обозначения, которыми мы будем систематически поль 
зоваться. и . _

Обозначим через х = (х։,-• •, хя-1, хп, Хя+։) = (х'■> Хя+и ~
= (х', хя+։) точку (п+1)-мерного эвклидова пространства кл+ и через 
Е = 01," •» ?я+1) = (Г, «я, Ея+։) = (Г, ?„+։)—двойственную переменную к 
х относительно билинейной формы (х, ;) = х^ + • • • + *«+։  -"+։•

Преобразование Фурье записывается в виде

и (?) = Ей (х) = у е1 и (х) </х,

и (х) = иОМ2«)-я.-։ У е֊‘<*

О (£ц)= Л՛/и (0= У®“'՝՞ и

причем, если не указаны пределы интегрирования, то интеграл берет­
ся по всему пространству. Положим также £Г=£>х,-• ’^"+5 >

1 Л я՜*՜!

Ох, =-------- --—, с =?!••• ;я+1 , 1а1= Л •
< Ох) ~

Полупространство, определяемое неравенством хя+1 > 0 (хя+1<^0), 
обозначим через /?++1 (/?-+1), а неравенством хя+1>0 (хя+10) — че­
рез Я՞/1 (Яп_+։).

Аналогично определяются Л" и Константы, используемые 
при доказательствах, обозначаются через С, С1։ Сг, • • •, причем в каж­
дом новом доказательстве нумерация их производится заново.

Единичный оператор обозначается через I.
Условимся также обозначать символом А (х0) дифференциальный 

оператор с постоянными коэффициентами А (х0) = А (х0, О), а симво - 
лом А°—главную часть оператора А (х, О).

I. Разрывные краевые задачи для эллиптических 
уравнений второго порядка, содержащих параметр

§ 1. Пространства функций.

1°. Пространство Н3,г,1- Пусть $, г, I, «, —произвольные 
действительные числа. Через Н3 (Лл+։) обозначим пространство Со­
болева—Слободецкого функций и (х) с конечной нормой



О разрывных задачах 5

М?= j (1+|?|‘)< (1.1)

Через Hs,r,i (Rn+V) обозначим пространство функций а (х) с ко­
нечной нормой

МЬ,/ = |’(1+|5|г)։(И֊|Г1։У(1+|Г|։)'Й«<Л> (1.2)

а через Н,.$ (Rn)~пространство функций g (х') с конечной нормой 

feß₽=f(l+RT)-(l+lW <й'. (1.3)

Введем пространство Н. (/?я+г), элементами которого являются 
образы Фурье элементов пространства Hs (Rn+r) с соответствующей 
нормой (1.1).

При изучении эллиптических уравнений, содержащих некоторый 
параметр q, удобно пользоваться нормами, зависящими от q. Предпо­
ложим, что параметр q меняется в некотором угле 2: |arg g|-C 6.

Введем обозначения
Qx = Q։ (?) = (lgle+l?l։)4 = (ld։ + l?T)4

Оа=(2,(5") = (И։+ГЛ՛'*.
В пространстве Hs (Яя+1) наряду с (1.1) введем следующую 

норму:

[«]?=J(M2+i?iw & = ной- (1.4)

Аналогичным образом вводятся нормы, зависящие от параметра в 
пространствах Hs, г. i (Rn+1) и Нъ ₽(/?”):

[о]’ r.t = j(|?l2+|?|։)* (|?1։+|?ТГ(М2+1?Т)'М2<Я = IQ: Q5 (Ä (1.5)

[f (*')&  = J(l<7l2 + l?'l։)։(l<7l24-l?el?)ß&M, = IQ5 <Ä (1-6)

Очевидно, что при фиксированных q=f=0 нормы (1.4)—(1.6) экви­
валентны нормам (1.1)—(1.3).

Через Н? (7?я+1) обозначим замкнутое подпространство функций 
из Hs(Rn+l), носители которых сосредоточены в /?++1. Аналогично 

/у։-(/?я+1)=(и։ и енд/?^1), supp иб r-1}. нда+1) и нг (яп_+1) - 
пространства, элементами которых являются образы Фурье про­
странств Hs (Ä"+1) и fi, (Rl+1),

Через Hs (i?++1) обозначим пространство функций f (х), являю­
щихся сужениями на Rn+ 1 функций Из Hs(Rn+1). Таким образом, лю
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бую функцию / из 'Н3 (Л"+։) можно продолжить на все R так, что 
полученная функция (Ял+1) (продолжение функции / мы всегда
будем обозначать через £/).

Пусть
1 при

Любая функция из Но (ЛЛ+*)  допускает разложение 
и = 0 (хл+1) и+(1—0 (•*»+։))  и — и+ + «-»

где и+бА+ (/?л+։), «-€#0՜ (R՞-՝). Через 0„++1 обозначим оператор 
умножения на 0+ (хл+1)

Последнее равенство после преобразования Фурье переходит в 
следующее:

П„++1 и (?)= и+ (5), 

где через П^+1 мы обозначили образ Фурье оператора 0я+1.

Если и (£) £ 5 — пространству бесконечно дифференцируемых функ­
ций, убывающих при |;| -» со вместе с любой из своих производных 
, * 1 быстрее, чем любая степень —, то

|Е|

п;+1«($)= ֊ 
2к

(?', ^Л + 1)
—--- ---------------- бП|л + 1 —
4֊ 10 — 15л+1

— V
2к

И (^ » ^л+1) । /^/ >. \
-- ------------------------ а^л+1 +« и (с , «л+1).
*л + 1 '*)л  + 1

(1.7)

Так как оператор] 0^ц ограничен в СНО №п+1), то оператор П/к-1 

ограничен в Но (/?л+1). На любой функции и^Н0(№+г) оператор 
Пл+1 понимается как результат замыкания оператора (1.7) на функциях 

из 5. Оператор П^+1 ограничен в Н, №п+1) при причем

П«+1 Я։(ЛЛ+1)-(/?"+1) (см. [5]). Подробнее об операторах 0л+1 и 
Пл+1 (см. [2]). Аналогичным образом в R" определяются операторы 0^՜ 
И П£ .

Очевидно, если и_ (£) £ НГ (^2_+])։ то ПД-1 и—(5) = 0. Обозначим 
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Заметим, что если u-£HC(R- ’), то tLa.-^Йо (Я1՜1) и Пд+i SLh_ =0. 
Норму в пространстве Hs (RZ+') зададим по формуле

[в].+ =|ПЛ++15։-£и(В)Ь, (1.8)

где Lu — какое-либо продолжение и (х) на все ЛЛ+1, принадлежащее 
Ht (7?Л+1). Для функции и (х) £//$, г, / (/?++1) положим

[ы] + , = [Пя++։ £. 05 OUulo. (1.9)

Наконец, для функции g (х') = Н„.^ (А?+) определим норму следующим 
образом:

[?К₽ ЧПп+Т-ofilo, (1.10)

где ;_ = сЛ — iV |։"|2 4- |<?|2 . Нормы в пространствах Нз и £ls,r,i так­
же задаются по формулам (1.8), (1.9).

В перечисленных пространствах, используются также нормы, не 
зависящие от q, которые получаются из соответствующих формул при 
<7 = 1.

Кроме указанных пространств мы будем использовать при s^>l/2 
пространства которые состоят из функций u^HSl r, i (/?"+1), 
продолженных нулем при хЛ+1 < 0. Норма в Нъ,г,1 совпадает с нор­
мой в Нз,т,1 (Л++1).

Ниже приводятся некоторые свойства введенных пространств.

Лемма 1.1. Пусть u^Hs.r.i (Л"+։) и

Тогда
[ffl+l u]j + г —4„t С [u]s, г, I ,

где 7лт1 — оператор сужения на гиперплоскость хп+1 = 0.
Доказательство этой леммы проводится точно так же, как и для 

пространств Нз (см. [6], [7]).
Лемма 1.2. Пусть <р (х) £ Со (/?Л+1), и (х) £ Нг, г, I (7?л+1) Тогда

[?и]3, Г, I < тах |<р| (п]л г, / + С [и}г, г, 1-1. (1.11)
Лемма 1.2 верна также для функций из пространства Н5,г,1 

(Я՞՜1), именно
[<?«]£ '<тах |<р| [п]£ „ / + С [и]^ г, ։ - ։. (1.12)

Лемма 1.3. Пусть ф (х') £ Со (R՞)- и g (х') принадлежит про­
странству На, р (/?л) или Н£ з. Тогда в соответствующих нормах

[ФЛ,? < тах | Ф| [§]а, р + С [#]„, р_1 , (1.13)

[Ф#]? & < тах |<|» | [&£ ₽ + С ₽-։.

Приведем доказательство леммы 1.2. Неравенства (1.12) и (1.13) 
доказываются аналогично.
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Пусть ?(х)еСо“(/?'"1) и и(х^Н,.г.1 (Я՞՜1)- Обозначим
Е (5, д) = <21 Qշ Рз. Легко проверить, что

б*_  

дЬ
£(;, д) < С (2? О^Оз՜’. (1.14)

Далее
[?и]։. , = |£($, д) (ф * и)0о=|£ (;. д) ? (*-ч)  « (ч) «Мо ~

| (։•—ч) £’(«, ?)«(ч) </ч

Разложим функцию Е (5, д) по формуле Тейлора в окрестности 
точки $ = ч и

Е (5, д) = Е (ч, д) + У Е(С, </)(;/ — Ч/), 
1-1

где « = ч + 6 (5 — ч), 0 < 9<1.
Таким образом

[<Р«Ь. г.1 < | I ? («-ч) Е (ч, ч) и (ч) +
И и 1о

Л +1II рй —*
+ 2 I I ? — ч)— Е (;, ч) (’/ —Ч/) и (ч) </ч ! • 

/-1II и И
Оценим в отдельности каждое слагаемое. Сразу видно, что

|ф * £и||0 -< тах |?| [и],-, г. I.
Оценим второе слагаемое. Обозначим

6/ = Ф (։֊->}) Е (;, д)(?! — ). 
о?/

Так как ? (х) финитна, то при любом р

(1+1«֊ч1Г1?(5֊ч)|<С
и, таким образом

।. । < 01(0 ОгЮОз՜1 (^) в-Ч/1 01(0 Ог'ЮО^У)
1 (1 + К-Ч1Х (1+1* -чО'’՜1

Воспользовавшись теперь известным неравенством

<с(1 + |$-г,р/, 

(1?1։+М։)2 .

справедливым при |<у| > д0 (С зависит от д0 и не зависит от д), для 
оценок (0, Qs (;') и 03 (;"), получим
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I. r Qï (ч) W) Q3՜1 «)
1 ' Vj ц _|_ |t _ 7.|jp_։_|JI_|,1_|,_l| •

Отсюда при соответствующем выборе р получим

2Е /’TT17’/)“dr‘ |i

J (3 (Tj Q'tW) Q3-1«) и Ы I j || г,
-I(i+iwr-‘ IL™'՛'՜1 -

= Cj [“]։. Г, l - 1 . ' ՝,;
Доказательство леммы 1.2 завершено.

Пусть А (£>)—линейный дифференциальный оператор с постояв՜ 
ными коэффициентами. Символом оператора А назовем характеристи­
ческий многочлен А (5). Если оператор А имеет порядок а*  то сим­
вол допускает оценку \А (£)| •< С (l+|î|)a и, очевидно, оператор A(D) 
является ограниченным оператором порядка, а из Н3—г, r, i (7?Л+1) в 
Н,. г, i (Rn+V) (или из г, i в Ht.r.i ) при любых s, г, I, а именно

* В качестве символа дифференциального оператора с переменными коаффн- 
циентами берется функция, которая получается ив дифференциального выражения при 
замене д/дх* на —<5*.

И»!*-«,  г, I < С Ju^, Г. I, 

И “ИГ-., г. I < С |u||Z r.i ■

Очевидно, что дифференциальный Оператор с постоянными коэф- 
фициентами’порядка а, зависящий от параметра д, такой, что \А (5, д)|«>՜ 
<С (|д| + |Е|)։, является ограниченным оператором порядка а, действую­
щим в тех же пространствах. Соответствующая оценка записывается 
с помощью норм, зависящих от параметра

[Аи]з — а, г, I С [н]з, Г, !•
Пусть теперь А — дифференциальный оператор порядка а с пе­

ременными коэффициентами такой, что символ*  А (х, Е, д) оператора А 
является полиномом порядка а по степенями Е и д вида

A(x,z,q)= 2 au(x)ilqj,

и пусть коэффициенты ац (х) имеют конечный предел при |х| —► °° 
lim a/у (х) = ш,;(<х>), (115)

|х|- ~

причем предполагается, что разность а։/(х) — ад (со) принадлежит про­
странству 5.

Лемма 1.4. Оператор А (х, D, q), удовлетворяющий условию
(1.15), ограничен из Н3-л, Г։1 r. i ) в Hlt r,, (Rn+Ï)(Н^ г. /).
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А именно
[Ла],-«, г, I -С С [и],, г. I, 
[Au]^r.t<C[uÜr.-i. (1Л6)

Действительно, представим оператор А в виде
А (х) = Л(со) + (Л (х)֊Л(оо)) = Лх +Л։.

Очевидно, что для оператора Ai оценка (1.16) выполняется.
Пусть Л։ (х, ç, <?)—символ оператора Л։. В силу (1.15) Л2(х, î,ç)tô 

по переменной х. Поэтому для функции Л։ (Е, "Ц, g) — Л2 (х, ■»), <?) 
выполнена оценка u<CW+M)‘

при любом р. Поэтому, как и при доказательстве леммы 1.2, для 
и(^Н,։ г, I (Rn+V) получим

[Л։а),_«,г,, = IQÎ՜*  <Zî <2зГ(Л։а)|0<

if | <с,
<C4J (1+1։-11)' I.

Лемма 1.4 доказана.
2°. Пространства с переменными индексами H(S։r,iy 

Пусть 2 — некоторая ограниченная область в /?rt+I с границей Г. 
Предполагается, что Г является n-мерным многообразием, допус­
кающим локальное выпрямление, т. е. Г можно покрыть конечной си­
стемой областей

(К,---, (1.17)
в /?Л+։ таких, что в каждой из. Vj определено гладкое невырожденное 
преобразование координат x,-»ÿ, в результате которого та часть Г, 
которая содержится в Vj П Г,. переходит в часть гиперплоскости 
Ул+i = 0. При этом прилегающая к Г часть области 2 оказывается в 
полупространстве ÿn+<^>0. Введенную таким образом в каждой из об­
ластей Vj систему координат назовем локальной системой координат 
(л.с.к.). Кроме того, предположим, что если И/ и Vj—две координат­
ные окрестности с локальными координатами х и у и если Vj П Vi П Г 
непусто, то в указанном пересечении

. = дхп֊\ _ 0 дхп _ дхп _0
дуп ’ ду„ ’ дуг dyn-i

Пусть
3<Р/(х)5=1, supp <РУ= Uj (1.18)

—некоторое (достаточно мелкое) разбиение единицы в области 2. 
Предполагается, что это разбиение единицы обладает следующим 
свойством: либо носитель <р/ (х) не имеет общих точек с Г, либо, если 
U) Л Г "#0, то Uj целиком лежит в некотором И*  из покрытия (1.17).
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Пусть ш—(л—1)—мерное многообразие на Г, делящее Г на две ча­
сти Г+ и Г՜; ш = Г+ Л Г~. Обозначим через такую окрестность 
поверхности <», что любая точка из № однозначно определяется дли­
ной нормали, проведенной в эту точку из Г и точкой на Г, откуда 
проведена эта нормаль. Если 1У/ П Г=0, то в £/у оставляем исходную 
систему координат (т. е. за новую л.с.к. берем старую систему ко­
ординат); если £// Л Г =/= 0, то фиксируем такую л.с.к., в которой ось 
Хл+1 совпадает с нормалью к Г и после выпрямления Г в пределах 
соответствующей области 6/у уравнение Г имеет вид хЛ-ц = 0. Если 
(У) Лш=^=0, то ось хп берем совпадающей с нормалью к <в на Г и после 
локального выпрямления уравнение ш в пределах соответствующей об­
ласти 1У/ имеет вид хЛ+1 = хп = 0. Обозначим через 5/ оператор пре­
образования из исходной системы координат в л.с.к.

Пусть 5=5 (х), г = г (х) и I = I (х)— непрерывные функции на 
2. Введем пространство Н(з, г, /; (2) с нормой

Н». л/) = 2 И/ “Ц. г}, /у,

где 5у = 5 (х/;), Г) = г (ху), I) = 1 (ж-), 1У) — произвольная фиксиро­
ванная точка, причем если 1Уу ЛГ^О, то ху £Г, если 1У/ Л“=/=0, то 
ху£ш, если 7/уС №, но £7/ Л 1^=#0, то ху^ИР, а плюс в обозначении 
нормы означает, что при 6/у Л Г =/=0 берется норма пространства 
Язу,г7./у(/гГ։).

В г, /;(2) используются также нормы, зависящие от параметра 

[«](*.  г. I) =2 [Буфу “]^у, гу, »у. (119)

Аналогичным образом вводятся пространства 77«, р(Г+) и Нл, р(Г՜) 
функций § (х՜) с нормами

М(Хв) = 2[5уТ/^₽у , (1.20)

к] (7 ₽) = 21’5/ <?/ #1 »у. ₽у > (1 -21)
1 ։

где ау= а (ху); 0у = 0 (ху); а (х) и 0 (х) — некоторые непрерывные функ­
ции на Г; ху£ш, если 1У/ Л“=У=О, и х/£Г— в остальных случаях. Плюс 
и минус в обозначении нормы означают, что при £/у Л «> ¥=0 в соответ­
ствующих членах берется норма в пространствах НЯ], (/?") или 
Ну, (ЛЛ_). Отметим еще несколько легко проверяемых неравенств, 
которые понадобятся нам в дальнейшем

[“К г, ։), [«](>, г, ։-։) < -֊■ г. п, (1.22) 
1?1

причем константы не зависят от функции и (х) и параметра д.
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Заметим также, что леммы 1.1 —1.4 имеют место и для про­
странства //(,. г. /)•

Следуя работе [2], мы скажем, что однородная порядка а функ­
ция А (V, ?л+1, q) допускает однородную факторизацию по переменной 
£л+։, если имеет место представление

А (£', Вл+i, q) = А+ (£', ?л+։, q) А- &> ։«+։> Ч)>
где А+ и А- — однородны по совокупности ;, q, ord А =*,  ord А֊ — 
= а — х; А+ =/= 0 при |Е'| 4՜ |^+i| 4՜ |<?| > О» 5^7?л՜’՜1, Im ;ям > 0 и 
аналитически продолжается в полуплоскость Im ?я+։ > 0. А- об­
ладает аналогичными свойствами при Im ?я-н <^0. Можно показать (так 
же, как и в [2])*,  что если. А (5, q)—однородная порядка а функция 
от ։, q, А (5, q)=£0 при |Е| 4֊1д| -/=0 и 4 (;, q) имеет при R'|֊H<7l¥=0 не­
прерывные первые производные, ограниченные при i’ 4՜ |д|2=1, то 
А (?, q) допускает и притом единственную с точностью до постоянно­
го множителя однородную факторизацию по ?я+ь

§ 2. Разрывная краевая задача для эллиптического 
уравнения второго порядка с параметров

Рассмотрим в области 2 следующую задачу:
А (х, D, q) и (х) = /(х), (2.1)

В. (х, D, q) и (x)H=ft(x'), (2.2)
Вя (х, D, q) и (х)|г- = ga (х'), (2.3)

где и (х) = 0 при х£2, ord А = 2, ord Bt — mi(i = 1, 2). Для просто­
ты предположим, что коэффициенты операторов A, ВТ и В։ бесконеч­
но дифференцируемы в 2. Относительно области 2 и границы Г бу­
дем считать, что выполнены все условия п. 2° § 1.

Исследование задачи (2.1)—(2.3) проведем, как это обычно де­
лается, по следующему плану? Сначала рассматривается случай одно­
родных операторов с постоянными коэффициентами в полупростран­
стве. В этом случае решение՛ задачи (2.1) — (2.3) выписывается в явном 
виде. Далее с помощью полученных результатов в полупространстве 
».разбиения единицы исследуется общий случай задачи в ограничен­
ной области. «

1°. Задача в полупространстве. В этим п° будет рас­
смотрена основная вспомогательная задача в полупространстве

(2 = л++1,т = Rn, г+=тг+, Г֊=Р-)
для операторов с постоянными коэффициентами:

A (D, q) и (x)=f (х), (2.4)

* В отличие от [2] здесь рассматривается символ, содержащий параметр q, 
одвако легко видеть, что присутствие q совершенно не влияет на все рассуждения в 
[2]. относящиеся к факторизации.
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51 (D, (?) и (х)
х„+1֊0 
дгл>0

= Л СИ, (2.5)

В։ (D, q) и (х) I = g։ (х')։ (2.6)
хл+1=° 

Нл<°

где и = 0 для хл+։<^0, ord А = 2, ord Bi = mi; А, и Вг—однород­
ные операторы с постоянными коэффициентами, то есть A (£Е, tq) = 
= t*A  (Е, q), Bi(t', tq)=tmiBi(l, q), f>0 (։=1, 2).

Пусть оператор A (D, q) подчинен следующему условию:
Условие а). А (Е, q)=£0 при ; £ Rn+1, q £ 2, |Е| + jg| =/=0. Из это­

го условия следует, что многочлен А (;, q) допускает факторизацию 
А (Е, q) = Л+ (Е, q) А- (5, q) [2]. Здесь А± (Е, q) = Ел+i ± X (5' q), где 
X (Е', q)—корень полинома А (Е, q); ImX<^0. А+ (Е, q) не обращается 
в нуль и аналитична при 1тЕЛц^>0, |?л+:|+1?/Ц-|<7|^>0.

Найдем явный вид решения задачи (2.4) —(2.6) и (х) £Hs,-i։ i (Rn+1), 
предполагая его существование при / (х) £ i (5++՛), gi (x') £

C H^+i -m„ i (/?"), ga i (R-), где s = X+8-H4- -y, |8|< -y ,

число x будет определено ниже, а число I подбирается так, чтобы вы­
полнялось условие s > max {mj + 1/2, "*2  + 1/2, 1)-

Рассмотрим сначала случай, когда в (2.4) / (х) тождественно рав­
на нулю. Продолжим gj (х') на все Rn так, что LgiC^+s-«։,. i (5Л), ана­
логично Lg2^Fll+i,-m„i (R՞)- Тогда граничные условия (2.5)—(2.6) мож­
но записать в виде

Bi (D, q) и (х) I = (х') + V— (х', <?),
кл+1-o

58 (£>, q) и (х) =Lg2 (х') + v+ (х', q),
■ffl + l-O

где в силу наших предположений v+ t (R~)>
Сделав теперь преобразование Фурье по всем переменным, получим

П2+1Л(5, <7)н(е)=О, (2.4')

П'П:+։ 51 (В, 9)н(0 = Tgl (V)+v- (Г, <7), (2-5')

П'ПЛ++1 52 (Е, q) u(E) = Tgt (E')+v+ (;', g), <2.6')

где и (E) = Fu (x), а П' — образ Фурье оператора сужения функции с 
5n+1 на Rn

П'п (Е)= lira f е-""+։ £»+։ и (Е', Ел+1) Лл+1. 
жл+1"* +° 2*J

Общее решение уравнения (2.4') имеет вид (см. [2])
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«(0=
С (Е', g) , 
4+(Е, g)

(2.7)

и при хя + 1>0
»+(?, хя+։)= /ТД։ и (Е) = ± Г е-'Хя+1

2 я J
Ея -: I с (е; д)

А^, Я)
d*n+i

= С(Е', д) е-/х«+‘Х(5'- ”.
Для определения С (Е', д) подставим (2.7) в граничные условия (2.5 ) — 
(2.6х). Получим следующую систему:

Ь± (Е', д) с (Е', ?) = L& (Ez) +«- (Е', 9) 

ME', 9) C(E,։9)=Zg,(E')+v+(E'> 9) .
(2-8)

где
6։(Е', 9) =П'Пя++1Ьа (Е', 9)=П'П„++։ -֊-֊֊- ՛ 

Д+(Е, 9) Я+(«, 9)
Наложим теперь условия на граничные операторы В1 и В2.

Условие в). Ь( (Е', 9) ¥= 0 при Е' £ R", 9 € 1՝'1 4՜ 191 О (։=1, 2)՛
Легко проверить, что функции 6/ (Е՜, 9) являются однородными 

функциями переменных Е' и 9 и имеют непрерывные первые производ­
ные по этим переменным. Отсюда и из условия в) вытекает возмож­
ность факторизации функций 6/(Е'։ 9) по Ея

Обозначим
ME', 9)=- q) bi (Е', 9).

Xj = ord bt, x, = ord bi , x = Xj ֊}֊ Xj. (2.9)
Исключая С (E', g) из уравнений (2.8), получим

61+ (6։+)֊։ V+ +ьг (6Г)՜1«- =6Г (6Г)՜1 6i+ (6։+)_1 Lgi, (2.10)

причем в обеих частях этого неравенства все слагаемые принадлежат 

Ht (Rn) и, следовательно, к ним можно применить оператор . Из 
(2.10) получаем

v+(«', 9) Пя+(^։ ֊ \

Найденная таким образом функция и+ (Е'։ 9) дает единственное реше­

ние уравнения (2.10) в H^+i—т„ i (R+) (см. (2|). Таким образом

<?(։'. + = ՝ (nJ 4iZ I + n.֊g-Z J,) (2.н>
o։ os bi o2 \ bi bi /

и окончательно

•Л+ 01 02 \ bl 02 /
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Формула (2.12) дает нам решение задачи (2.4)—(2.6) при условии 
/ (х)-^0. Из (2.11) следует, что

[С (?', 9)]։+։,, < С (« Пл+֊^ I +
XII о: оз Ь\ ||0

, |ОГг<2з „-61+7Т И\^ ,г ,+ , ,
4՜ В , + П, —у 1^ | 1 СС։ ((£1]ж+}-т,. I 4՜ [#։]х+«-т„ I ).

. | 01 02 02 Цо/

Так же, как и в [2], можно получить, что

п+,^ о) |Р|<- (1И+191)м+1
Л+1 А + “ Пя+։ *(?’ 9)’(М+ |Г| 4-|9|)։+(1“т) ’ 

5 = [в] 4֊ 7, [$] — целая часть з, 0 <^7 < 1.
Поэтому (напомним, что $ = х4-34-/4-1/2)

Пя++։^_ <2з' <2зу^| <
А+(1, 9Ж

<г| (1И+191Ж+*  <2Г*  
. 1(1^+114-1И+191)* +(1-т)

С< [С (Е » 9)]։+։. ։ -С ([&]м-։-т,. /4՜ [^։1։+։-т„ I )• (2.13)
С другой стороны, из (1.10) и лемм 1.1 и 1.4 легко получается оценка

[йЙ-.. / =ОПЯ+ -£+’-’"՛ I й||о = 

=йп„+?_ь։-т՛ ой1,п:+1В1И|0<

[П'Пл+1 и]х+3-ти I -^С7 [П+ нй-т,, -I. Св[и]^ -I, I . 

Аналогично

Из двух последних неравенств и из (2.13) получаем следующую 
двустороннюю оценку:

[и1».~ 1.1 Сю ([?1]х+։-ш,. 1 + [#։]*+։-»։։,  О^-Сл [п|.г,-։, 1. (2.14)
Если же в уравнении (2.4) / (х)^0, то после преобразования 

Фурье и применения оператора П^+1 уравнение (2.4) переходит в 
уравнение

П:+։Д(г,9)п(е) =п:+։£/(0. . (2.15)

Функция

“о(В) = ттг-;Пя++1й^
Д+(5,9) Л-(М)

является частным решением уравнения (2.15). Заметим, что оператор 
Пд+1 применим, так как з^>1. Полагая

«(5)=и0(Е)4-о> (Е),
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определим ш (?) как решение задачи (2.4՜) —(2.6 ), где в правых час 

тях вместо 1^1 (Е) стоят функции

л, Ю = 4 ֊ П'п;+, в, •

Отсюда и из (2.12) находим, что решение задачи (2.4) (2.6)
имеет вид

/Пл1 ~Л14-Пл рр л»
Д + 01 02 \ 01 02

Очевидно, что

[u]£-։, i <>С ([/t-2,-z, ։+ i + [AJx+j-пц/ч )<^
< ([/Ъ։+ [&]х+8—/п։, I +[£։]*  * -т„ ։)•

Доказательство обратного неравенства
[/]*-2,-1,  /+[£1]х+։-т1. /+[й։]х+։-т„ ։ С2 [о]Л-։. I

легко провести, используя леммы 1.1 и 1.4.
Таким образом, при сделанных нами предположениях решение за­

дачи (2.4)—(2.6) существует и выполнена двусторонняя априорная 
оценка

Mt-л I < с. ([Л/-2.-1, l+[ft]x++a-mu +

+[gJx+։-m,, l) -С ct [u]jt-Z, I. (2.16)

2°. Задача в ограниченной области для оператора 
с переменными коэффициентами. Перейдем к исследованию 
задачи (2.1)—(2.3) в области 2. Наложим на операторы задачи сле­
дующие условия.

Условие А). А° (х, ?, 9)=А0 при любом Е£/?Л+1, |5|+|91¥=О-
Условие В). В каждой л.с.к.

61 (х, Е', 9) = П' Пя++։ 4т* ’ + о (г=1, 2)
х4+(х, 5, ?)

при х£Г, ?£/?Л, |Г|+|9|^0, где Д° (х, Е, 9)=Д ^(х, J, 9) Д° (х, $, 9)- 
факторизация А° (х, Е, 9) по Ея+։.

Факторизация bi (х, ;, 9) по Ея при каждом фиксированном х при 
выполнении условия В) всегда возможна

Мх» 9)=бГ (х, Ez, 9) 6f (x, Е', 9).

Обозначим xj (х) = ord bi , (х) = ord 6։՜. Положим

х (х) = (х) + х, (х). (2.17)
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Исходя из явного вида факторизации (см. [2]), легко убедиться, что 
х(х)— непрерывная функция. Для простоты изложения допустим, что 
х (х)—вещественна.

Пусть х,, (х)—непрерывная функция на «> такая, что 

шах |хо (х)—х (х)|<-^-- 
хе- 2

Можно, например, положить Хд (х) = х (х) 4՜ 2 (х), где |о (х)|<^

Пусть с/ > тах {тх 4֊ 1/2, т։ 4՜ 1/2, 1}. Введем непрерывную на 
Л»

2 функцию I (х) > 0 такую, что

5 (х) = Хо (х) 4-/ (х) 4-1/2 > (2.18)

при х£ш. Продолжим $ (х) непрерывным образом на все 2 с сохране­
нием неравенства (2.18). Пусть разбиение единицы (1.18) настолько 
мелкое, что колебание функций Хд (х), 7 (х) и з (х) в каждом из £// мень­
ше 1/4. Как и в § 1 введем пространства ։)(2), Н(3-2.-1։ /) (2),. 
Н(х+»-т о (Г*).

* Пространство (с одним индексом) совпадает с о (см. стр. 11) я 
является обычным пространством Соболева-Слободецкого переменного порядка ։ (х).

Сформулируем теперь основную теорему настоящего параграфа.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 4), В) и /(*)€  
^Н^-2,-1,1) (2), £/(х') £ Н(*  -ц-Ш', 1) (Г±), где з (х) определяется из 
(2.18). Тогда при достаточно большом |<?| (|?| <?0 > 0) задача
(2.1) — (2.3) имеет единственное решение и (х) £ Н(3,-1,1у (2) и при 
этом выполнена двусторонняя оценка

С [«](.,-/, о < [/](5 -2,-1, п + [&](х+в—я։,, /) 4- —ш,, I) —I, I).

(2.19)-

Замечание. Отметим, что можно положить 7(х)=0 вне с 
одновременным сохранением неравенства (2.18) за счет выбора Хд (х). 
Это означает, что решение задачи (2.1)—(2.3) вне будет принад­
лежать пространству Н^у (2/!^)*  и может быть сколь угодно гладким 
(когда з велико), если правые части в (2.1) — (2.3) достаточно гладкие 
функции, т. е./(х)С/7^-։)(2/1Г), ^(х/)^/7(5_т/_1/2)(Г±/1₽). В окрест­
ности линии разрыва ш при любом з (х) решение имеет лишь порядок 
гладкости х (х)4-о (х).

Перейдем к доказательству теоремы 2.1. Докажем сначала апри­
орную оценку.

Определим для каждого у функцию фу(х) Со°(Лп+1) такую, что 
'ЫХ) = 1 в окрестности носителя ф/ (х) из разбиения единицы (1.17), 
так что ф/ф/ = ф/ и если 77*  Л 77/=^=0, то 'Ь/ф*  = фА. Исследование за­
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дачи (2.1)—(2.3) будем производить с помощью перехода к локальным 
системам координат так, как это было указано в 2 § 1.

Пусть теперь V/ П ш ¥= 0 (в противном случае, как это будет 
видно из дальнейшего, выкладки намного упрощаются). Умножая (2.1) 
на ф;(х) у переходя к л.с.к., получим ?/Аи = фу/ или

фуДф/И — <?//.
Если носитель ф/ (х) достаточно мал, то можно построить такой 

оператор А/, определенный на всем пространстве Яп 1 (или Л + ) та­
кой, что

фМ’Ъ“ = ф/Ду фу и, 
и при этом Д/ является оператором с мало изменяющимся коэффи­
циентами.

Для этого положим
Д/ (х) = с (х) А (х) -f- (1 — с (х)) А (х/),

где с (х) £ Со (Rn+V), 0 с (х) < 1, с (х) равна 1 в несколько большей 
области, чем supp у/, и 0 — вне этой области; х;£зиррф/, если 
supp фу П<“=#0, то х/£о». В дальнейшем в локальных координатах по­
лагаем х/ =0. Далее, очевидно, имеем

А/ <fj и = Д/ ф/ и + Ац ф/u,
где Д/ — оператор порядка не выше первого. Отсюда

А/у/ и = <р7/ + Ац ф/ и.
Далее

Д° (0) у/и — fjf 4- Ацф/m 4-(Д/ (x) — А/(x)) ?ju + 

+(дХо)-д“(х)) if, и
или

■А°/ (0) Фуи = Фу / + Ац ф; и 4՜ Д։у фу и 4՜ Аз/ у/и = Ф/, (2.20)

хл+։^>0 в л.с.к., и ог<1 Дг;1, а оператор Аз/—оператор с мало 
изменяющимися коэффициентами.

Точно таким же образом в л.с.к. можно преобразовать граничные
условия

Вц (0) фу« — ФуЛ + Q1/ фу u + Qi, ф/ и + Q3J <?/ и 
хп
хп

5°у (0) fju I — <f{ g։ + Ри Ф/u -|_ Pijtff и + p3J <fju 
Л+1

|хл<0

(2.21)
=*2Л

(2.22) 
где ord Qi, = ord Oy = mi—l, ord Рц = ord P։y = m, — 1, a Q3/ и Py- 
операторы с мало изменяющимися коэффициентами порядка тг и та 

.соответственно.
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Так как для однородных операторов с постоянными ковффициен- 
тами априорная оценка (2.19) доказана нами в 1° настоящего пара­
графа (см. (2.16)), то

[?/ «Фу,- I]. //< С1 ([Ф/ К}- ։,֊ у, 1]+

+ (’^-.„9 + <223>

Оценим в отдельности каждое слагаемое. В силу лемм 1.2, 1.4 и 
неравенств (1.22) получим

_/у, С2 /у 1;+

+ [?уи]+_։,_/у>/у + 8 [?Му,-։у,(у+ [<Р; «]+ _ ,уДу_։Х

Сз 2,-/у, /у + [Ф/И]^-1,_,у, /у +

+ |в+—<2-24> 
\ 191/

где через е мы обозначили максимум модуля колебаний коэффициентов 
операторов Аз/, <2у и Ру. Очевидно, что с самого начала мы можем 
выбрать разбиение единицы настолько мелким, чтобы в было как 
угодно мало.

Далее

1'Ь“]*у_1,  _։у,,у< 2[?*Ф у и]։+у-1.-/у./у »

где суммирование берется по тем к, для которых V/ П £/*=/=0.  Пусть 
5/ = 5*  + А, 1։ = 1к + Л1*,  причем разбиение единицы выбрано таким, 
что тах {|А|, |А1|) 1/4.

Пусть теперь Д։^>0. Тогда

[ф*Ф7 “1^_1։-,уиу = [Ф*Ф/«]^-1 +к-։*-л |,г* +л1 <

■С [?*'?;  и]^_ц.д,-։4_д1+д1, = [ф*Ъ  и1/А-1+д,-/А, 1к •С

при \<0,

[®*?/ ц],А_1+д._/А_л1.^А+д1 ’^[Т* !Руы]^-1+д,-։а-а1,/а

[?* и]^_։+д_д„_։л, _д + Д1 1ф’и]зА,-г4,1к •

Таким образом, всегда

[?*'Ь “1+/-1,֊։у,/у<|՝^ ։*.։*,  где А8>0.

* Точнее следует писать Ауд и А]уд, однако отсутствие индексов не может вы­
звать недоразумений.
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Отсюда и из (2.24) имеем
[ф(!?>/] з/—2. — 1)>Ч '

+3|֊ 1».»1+(•+ ֊•) <, ֊՛, ч >•։ <2-25)

Точно таким же образом (только нужно сначала применить лем­
му 1.1) мы получаем следующие оценки:

[ад++ ,.-т„ ч+

+ (г+^)^“] */•֊'/■'>  + (2։26)
’/-ж« (1?У&1у+»у-ж։, 1}

+ (8+ Ч- Ч + ?[т‘ “]'+*'  ’ (2,27)

Выбрав теперь |?| достаточно большим: |?| и суммируя
(2.23), (2.25)—(2.27) по всем /, получим первое из неравенств (2.19). 
Второе из неравенств (2.19) следует из лемм 1.1 и 1.3. Априорная 
оценка доказана.

Доказательство существования решения мы приводить не будем. 
Оно проводится по такому же плану, как и в работе [4].

II. Параболические смешанные задачи

§ 3. Пространства Рз(ч) и Ех (7)

1°. Мы введем сейчас несколько пар пространств, необходимых 
нам для дальнейших рассмотрений. Эти пары пространств характери­
зуются тем, что для каждой пары преобразование Лапласа устанав­
ливает изоморфизм. Это позволит нам свести параболические смешан­
ные задачи к краевым задачам для эллиптического уравнения с пара­
метром, рассмотренным нами в главе 1.

Пусть з^-О и 7>0. Пространство Рз{\) состоит из функций 
и (£), заданных на всей оси R1, равных нулю при /<^0 и таких, что 
е՜!1 и ({)£Нз (R1). Норму и (/) в пространстве А(т) обозначим через 
|]1ы (<)Щ*  и положим

||«(01Ь=Цв-т'и(г)|։. (3.1)
Пространство Е։ (7) состоит из функций՛ и (р) = £/(а֊Н՜՜), за­

данных и голоморфных в полуплоскости Не р 7 и обладающих свой­
ством

< и (?)>’= зир |£/(°֊Н'-)|2 |а+/-рл<+со. (3.2)
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Пространства Р։ (7) и Ег (7) были введены и изучены М. С. Аг­
рановичем и М. И. Вишиком в работе [1]. Там же была доказана сле­
дующая

Теорема. Преобразование Лапласа

Lu (f) = U (р) = J е~р,и (f) dt (3.3)
о

при s>0 и 7^>0 взаимно однозначно и взаимно непрерывно отобра­
жает пространство Р, (7) на пространство Es (7).

В той же работе показано, что если U (p)£Es (7), то при а -» 7 
U (а + i՜) имеет предельные значения почти всюду на прямой а = 7 и 
можно положить

< i/(p)>?։= (° + fc)l։ (3.4)
а=т

Введем следующие пары пространств.
Пара I. Пространство РЛ+։) состоит из функций u(x,t),

заданных при почти всех х£РЛ+1, t£R\ равных нулю при и та­
ких, что

1) при почти всех t и (х, t) £ Hs (Rnil) по переменной х;
2) при почти всех х и (х, <)€^/։(т) по переменной t;
3) DI« (х, t)U=

= f (1 + |?0|։p + |E|)”|p/ e֊T' и (E, 01’ <&f;0 < + °o, (3.5)

где Eo— переменная, двойственная к t.
Формула (3.5) определяет норму в пространстве Ps, «/2 (7, 7?Л+1). 

Пространство Es, sp (7, Ял+1) состоит из функций U (х, р), заданных 
при почти всех х и р в полуплоскости Re р > 7 и таких, что

1) при всех р в полуплоскости Rep^>7 и почти всех р на пря­
мой Re р = 7 U (х, р) £ Hs (ЛЛ+։) по переменной х;

2) при почти всех х U (х, р) £ Esp (7) по переменной р;
3)

<*/(*,  р)>Ьд = jli/G,p)|։(|SI + W։/2)։i^<+oo. (з.б)

Норму в Es,*12(4,  /?л+1) определим по формуле (3.6). Обозначая Р=?։, 
можно определить пространство Es, s/2 (7» Ял+։) следующим образом:

Функция U (х, р)£ Es,sp (7, Rn+V), если
1) при всех р в полуплоскости Re р> 7 и почти всех р на пря­

мой Re р = 7 функция U (х, р) £ Hs(Rn+v);
2) при почти всех х U (х, р) Е,р (7) по переменной р;
3) при р = 9։ (см. (1.4))
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<г/(х, = J [и (х, р)]; d-< 4֊«

’“7

(3.7)

Легко проверить, что эти два определения эквивалентны.
Пара II. Пространство Р (7, /?Л) состоит из функций g(x', /),

равных нулю при £<0 и таких, что
1) при почти всех / £ (х՜, /) £ Н,, ? (Рп) по переменной х,
2) при почти всех х' g (х', (7) по переменной /,

V Ь«*)Г  ։+₽ =

= ]*(!+  W*  + 1И)2* (1+1У1/а + Г«"!)23 l^e՜7' g (='. W< +

(3.8)

Пространство Е „+₽ (7, R") состоит из функций G (х', р), заданных

при почти всех х' и р в полуплоскости Re р ՛; и таких, что
1) при всех р в полуплоскости Re р > 7 и почти всех р на пря­

мой Re р = 7 G (х'։ р) £ На, з (Ä"),
2) при почти всех х G (х', р) £ Еа+ъ ('() по переменной р,

2
3) при р = 92 (см. (1.6))

<6(х', р) >2 +з = (*  [G (х'։ р)]2 ? d-. < + 00. (3.9)
ß- — J

°=7

Пара III. Пространство Р s+r+i (Т> Яя+։) состоит из функ-
J. г, I. —֊2

ций и (х, t), равных нулю при t <С0 и таких, что
I) при почти всех t и (х, t) £HS, r.i (Rn+X) по переменной х,
2) при почти всех х и (х, t) Ps+r+, (7) по переменной t,

3) |И («, »II" , ,„+, -
-» Г> *1 о

= |(1 + |В0|։(2 + |«1)ь (1+ 1с011/а +1*'1) 2' (14-|Ео1+|Г|)2' \Р, е֊^ и (Н, 01։^.<

<4-ос. (3.10)

Пространство Е г+г+1 (1> 7?Л + 1) состоит из функций и (х, р), 
г. г. ։.

заданных при почти всех х и р в полуплоскости Re р > 7 и таких, что
1) при всех р в полуплоскости Rep^>7 и почти всех р на пря­

мой Re р = 7 и (х, р) £ г. 1 (ЛЛ+։),
2) при почти всех х и(х, р) £^+г+; (7) по переменной р,

3) при р = д2 (см. (1.5))
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<Z/(x,p)>2, = J IV (ж- р)В,r.id՜< +
»-T

(3.11)

Пара IV. Пространство Р3, щ (7,Л՞4՜') состоит из функций и (х, /), 
являющихся сужением на Л"+։ функций из Р3, (7, Ля+։) с нормой

Щи (ж, f)liU = |П.++1 Л1 (1 + |?0|)^и («, 50)110, (3.12)

где Л_ = Е„ -IV |Г|։ 4֊ 1.
Пространство Е։, щ (7, Л^.+1) состоит из функций и (х, р), являющихся 
сужением на /?"+1 функций из Ел, (7, Рп+1) с нормой

/Г...................  . \’/։ ____
(3.13)

Аналогично паре IV определяются и следующие пары пространств.
Пара V. Пространство Р (7, /?я) с нормой

18g (*',  z)|j+ Q+p = 
°» Р*  "А՜

=|л» {5„ - Wr + mir (1+^1/2 + |*Г|Г  g (Г, Ш

и пространство Е а+р (7, 7?я)—с нормой

+ /р \ 1/2<G(x', />)>«, Р, ;+₽ = H ([û(x'։ р)]+ р)2 d՜ ) ■ 

а-Т
Пара VI. Пространство P ,+r+t (ï> Æ"+1) с нормой 

з. г, /. ֊—

il“ <*»  Oir t+r+i =
*• Г. I. --- ---

=|П41 IUi-11/ |Г|’+ lîol+lp (1-г|Ц1/3 + |И)'(И֊1*о |1/а+

(3.14)

(3.15>

+ O'«(S, Mo» (3.16)

и пространство Е J+r+i (l. ^?++1) с нормой

< U (х, р) 3+r+l =(J ([£/ (х, р)]Лл)։ dx у (3.17) 

»=т
Заметим, что в силу теорем вложения (см., например, [6], [7]), если 
s>l/2, то функция и (х, t)£P t+r+l (7, Rn+l) имеет след 7„+։ X 

'• I. 2
Хи (х, t) на гиперплоскости xn+i =0, и функция 7n+iu(x, t) имеет глад­
кость по х порядка s+r—1/2, гладкость по х" порядка s+r-j-Z—1/2, 

, з + г + Z-1/2.и гладкость по t порядка-------------------— •
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Теорема 3.1. Преобразование Лапласа (3.3) осуществляет 
изоморфизм в парах I—VI*.  ։

* Утверждение теоремы о парах I и IV фактически содержится в теореме 8.1 
работы [1].

Докажем теорему для пары Ш. Пусть и (х,1)^Р ц.г+1 )•
•Г» Г» 2

Значит и (х, /) ^Рз+г+1 (т) при почти всех х. Следовательно, при
2 

этих х определена функция 
И (х, р) = Ьи (х, О- 

При остальных х доопределим и (х, р) произвольным образом. Вслед­
ствие теоремы, приведенной на стр. 34, £/(х, (1) и

|£/(х,р)1։19Г'+'*<  Ci
J JF, e֊ï' и (х, f)|։ (1+|Ц։/2)* +г+/

Очевидно, что такое же неравенство верно для функций £/(£, р) и 

«G, t)
j 1“(’» Р)1М91,+г+։ *<C ։J|F#e֊T‘û (В, t)|» (14֊.5ol1/s),+,+/ ««о- (3.18)

•=7

Положим в (3.18) s+r+/=0; умножая на (1 + |£|)îf(l + l?'!)2'(1+|?"|)2', 
получим

J\и (В, p)i3 (l+fô)to (14Т|)2'(1+Н)2' 

о-Т
<С։ ||Г/.е֊т‘ и G, 0|։(1+ |?|)2' (1+:И)2'(1+1?"1)2' <Йо- (3.19) 

Складывая (3.18) с (3.19) и интегрируя по 5, получим неравенство, 
эквивалентное следующему:

< £/(х, р)> +z < CJu (х, /)В1 , 3+г+1. (3.20)
г » G—   л, l,  - 

Таким образом, если и (х, t)£Ps r t s+r+i (1, /?Л+1), то после

применения к ней преобразования Лапласа, мы получаем функцию 
И (х, р), обладающую свойствами

<t/(x,p)> г/ ^< + 00, U(x,p)£E3+r+I (7) 
' ՛ ' 2 2

и при почти всех р с Re р = 7

[U (х, р)]2, г, i < + ос, 

что следует из (3.20).
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Последнее неравенство можно получить и для почти всех р с 
Ие р = ՛; точно таким же образом, как и для р с Ке р = 7. Для этого 
заметим, что при II (р) £ Еь (7)

«>Т ’“Т

Пусть теперь и (х, р)£Е 4+Г | (1> Еп+1)- Это значит, что 
ы, I.֊֊

и(х, р) по переменной р. Тогда для почти всех х существует
функция

и(х,0 = Ь՜1 и(х,р)£Р,+г+1 (7).
2

В силу теоремы, приведенной на стр. 34

У(1+|5о11/2),+'+' е֊т'п($, 01։А<с, у |£/($, р)|։ (3.21)

•-=Т
Положим в (3.21) 5Н֊г+/ = 0 и умножим на

(1+|фь (1+1?'|)2г(1+1И)2', 
получим

р1+ 1^’(1+ |В'|)2' (1+|Г|)2' е֊т'й (5, 01’ А<

<с5 у |б/(г,р)|2 (1+1^ (1+|5,|)2г(1+Г|)2' а (3.22) 

а-Т
Суммируя (3.21) с (3.22) и интегрируя по 5, имеем

1М л+г+1 С Св С Ь > з+г+1 • (3.23)
1, г, I, —2  г, г, I. —-—

Отсюда, в частности, следует, что при почти всех I

Л. г. I <+ СО.
Утверждение теоремы для остальных пар доказывается аналогично.

2°. Пространства с переменными индексами. В на­
стоящем пункте мы будем пользоваться определениями и обозначе­
ниями § 1.

Пространство Р а+г+1 (1» $) состоит из функций и (х, 0։ 
(* ’ г, I, — )

равных нулю при #<Х) и таких, что

1) при почти всех / и (х, ОС ^4.  г, I) (2),*
2) при почти всех х и(х, {) ^Р1]+г^+у для всех £/, —областей по- 

7~5
крытия (1.18),

3)

Щи (х, 011^ г> 1։ = 2Г}։ 1]։< + оо.
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Пространство Е г+г+1 ("Г» СОСТОИТ ИЗ функций и (х, р), 
(*•  г, I. -—)

заданных при почти всех х из 2 и р и таких, что
1) при всех р в полуплоскости Кер >7 и почти всех р на пря­

мой Ке р = у и (х, р) £ //(,, г, о (2),
2) при почти всех х£ £/у и (х, р) ^Ез^г^^ (7) Для всех 6/у из

2

покрытия (1.18),
3)
< (X, Р) >, г+г+1 х = Е < и>з., г,. I,. Ч*Ч+Ч  < + °°’

('• г, I, —5—}՝ 1 1 2

Аналогичным образом вводятся пространства

Теорема 3.2. Утверждение теоремы 3.1 верно и для про­
странств с переменными индексами.

Действительно, если и£Р ; ("Ь $)> то существует
(з, Г. I.

функция и (х, р) = Ьи(х, I), которая при почти всех х£ £/у принад­
лежит пространству Е^+г]*!)  (у). При остальных х>£ £/у функцию 

2

и (х, р) доопределяем произвольным образом. В силу теоремы 3.1 
(см. (3.20)) имеет место неравенство для норм

<5у ?/ £/> , Ч+Ч+1} < с И 5у Фу и II ау+Гу-Ку
/ > о / / 7 П

и, следовательно, и для норм 

откуда, точно так же, как и в теореме 3.1, следует принадлежность 
и (х, р) при всех р с Ее р^>7 и почти всех р с Ке р$= 7 простран­
ству Н(3։ г, о (2). Доказательство второй части теоремы проводится 
аналогично доказательству второй части теоремы 3.1.

Замечание. Так же, как и в работе [1], можно показать, что 
все пространства, введенные в настоящем параграфе, являются пол­
ными.

§ 4. Однозначная разрешимость параболической 
задачи в пространствах Р^ з+г+1 ("Г» $)

Пусть, как в § 2, 2 — ограниченная область в ЛЛ+1 с границей Г, 
а ш (л—1)-мерное многообразие на Г, делящее Г на две части Г+ 
и Г֊.

Рассмотрим цилиндрическую область (7 = 2Х(0<«^+ со), в ко- - 
торой задано параболическое уравнение второго порядка
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(4.1)

и (х, <) == О вне С.
На боковой поверхности д(7 = ГХ(0<^<^ + оо), дС = Г^Х (0<7<^ 

< + оо) зададим граничные условия

51 (Х'Р’ “ (Х’ м+ = 81 (Х'’ (4’2)

В2I х, И, и (х, О I = Яз (х, <), (4.3)
\ 01 / |ао-

где х՛ £ Г, ог<1 В/ = т< (г = 1,2). Будем считать для простоты, что 
коэффициенты операторов А, В1г и Вг бесконечно дифференцируемы 
по х.

При /= 0 зададим начальное условие
и (х, 0) = ®0 (х). (4.4)

Если ®о(х)=О, то формальное преобразование Лапласа переводит за­
дачу (4.1)—(4.4) в следующую стационарную задачу:

А(х,О,р) и'(х,р) = Г(х,р), (4.5)

В, (х, £>, р) Ь (х, р)|г+ = £ (х', р), (4.6)

В2 (х, £), р) и (х, р)|г- = С2 (х', р). (4.7)

Заметим, что в уравнениях (4.5)—(4.7) р является комплексным 
параметром, пробегающим правую полуплоскость Еер^>0.

Обозначим р =9®. Тогда параметр Ч будет меняться в угле 

|аг£ ?1 < -7- ՛ 
4

Следуя терминологии М. И. Вишика и М. С. Аграновича [1], за­
дачу (4.1)—(4.4) назовем параболической, если задача (4.5)—(4.7), в 
которой р заменено на ц2, удовлетворяет условиям А и В § 2. В этом 
случае задачу (4.5) — (4.7) назовем полуограниченной.

Iе. Однозначная разрешимость задачи (4.5)—(4.7) в 
пространствах Е , (?, 2).

(,, г. I, —Г—)

Теорема 4.1. Пусть (4.5)—(4.7)—полу ограниченная задача, и 
пусть

С(х',р)£Е ։+г_т.+1 Ст, Г+), С։(х', р)€
(։+!-и„ I.------ )

«. I ։+։-т«+»\ Г՜)’
(Х + °՜ т1>  2------ I

где з (х), I (х), * (х) и 5 (х) определяются по формулам (2.17), (2.18). 
Тогда при достаточно большом 1<?| существует единственное ре-
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шение задачи (4.5)—(4.7) 6 (х, р) л-/2) (7, 2) и имеет место
двусторонняя априорная оценка

+<С1>+, . х+4֊„,+։.+ (4.8)
(»+-'«.■ '•------ 5--------)

Доказательство. Докажем сначала априорную оценку.
Пусть (4.5) — (4.7)—полуограниченная задача и пусть и (х, р) £ 

С £(л՛, ֊1,1, 5/2) (7,2). Тогда при всех р в полуплоскости Ее/?Д>7 и почти 
всех р на прямой Ее р = 7 и(х, р) Н^, 1,1) (2), и в силу теоремы 2.1 
при достаточно большом |<?| (|9| 7> 7 9о 0) для указанных р имеет 
место априорная оценка

С2[П (х, р)] (Л֊ ,-/,/)< [/?|(5_2>_/> /) + [С։](х+։-Ш|| /) +

4՜ [^'2](*+о-"ь>  О Д С3 I (•*,  р)](5. — I, I)- (4.9)
Интегрируя эти неравенства по прямой 0 — 7, получим (4.8), откуда 
следует единственность решения задачи (4.5)—(4.7).

Докажем теперь существование решения. Пусть выполнены усло­
вия теоремы. Тогда при достаточно большом \<]\ (|<7| 7 Яо ^>0 суще­
ствует решение задачи (4.5)—(4.7), принадлежащее пространству 
Н(ь,-1,1) (2) при каждом р в полуплоскости Ее р^>‘[ и выполнена ап­
риорная оценка (4.9). Легко показать, что функция Ь (х, р) голо­
морфна при КерД>7.

Тогда и (х, р) £ 5/2) (7,2) и теорема доказана.
2. Однозначная разрешимость параболических 

задач.
Теорема 4.2. Пусть ф0 (х) =0 и задача (4.1)—(4.4) — парабо­

лическая. Предположим, что / (х, /) £ Р $_2^ (7, 2),

« 0 € , х+8֊т1+/ , (Т> Г ՛ ), §2 (х, 0 €
(х + 6 + ш,, I,------^1—)

Тогда можно указать такое 7^>0, что существует единственное 
решение задачи (4.1) — (4.4) и (х, I) £ Р(.%,-1, I, 5/2) (7, $) 11 выполнена 
двусторонняя априорная оценка

Доказательство. Сделаем в уравнениях (4.1) — (4.4) преобра­
зование Лапласа по /. Получим задачу (4.5) — (4.7). Так как (4.1) —
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(4.4)— параболическая задача, то задача (4.5) — (4 7) полуограничен- 
ная, и существует одно и только одно решение I/ (х, р)^^,֊/, /, л/2) (т, 2), 
причем выполнена априорная оценка (4.8). Сделав обратное преобра­
зование Лапласа, согласно теореме 3.2 получим оценку (4.10), из ко­
торой следует единственность решения.

Из разрешимости задачи (4.5 —(4.7) в 1.^/2) (7, --) следует
разрешимость задачи (4.1) — (4.4) в Р^,—I, I, л 2) (7, 2).

Из этой теоремы сразу следует условие согласованности с 
нулем:

при с0 (х) = 0 после продолжения функций 
§2 (х, нулем при I <0 / (х, /) £ Р 5_2 (7,

(5-2,֊/, /,—)

f(x, 0, gl « О 
2), gdx',^

€< . 3.i+/ (7,Г±).(x+6_zn/i/,----------- )

Замечание. При переходе от эллиптических задач к парабо 
лическим неудобно пользоваться результатами работы [4], где реше­
ние эллиптической задачи ищется в пространстве Hs. r (s = х0—г—1/2, 
г<^0), ибо в этом случае, если искать решение параболической зада­
чи в пространстве Р х 1у2 (7, 2), где гладкость решения

г.

, , '■« +1/2 zo +1/2 1и (х, /) по t есть ч— —— , то при - —— — решение не имеет 

начальных значений при t =0. В этом случае нужно будет наклады­
вать ограничения на х0 (х), что существенно сузит класс рассмат­
риваемых задач. Кроме того, пространства Hs, г, i более точно описы­
вают гладкость решения задачи (2.1) — (2-3), чем пространства г .

Перейдем теперь к случаю <р0 (х) 0. Так как в дальнейшем мы
будем рассматривать решения нашей задачи при / > 0, введем новый 
класс пространств.

Обозначим через ^\՜-/,/, 5/2 (и Rn+}) функции и (х, t), заданные 
в Rn+1\R\ и обладающие свойствами

1) при почти всех t £ R\. и (х, i,i)(Rn+}),
2) при почти всех х £ А л+1 e ՝lt и (х0, f) £ (^i),*
3) I. s/2 =

|П,7 (;0 - «)'» (1+ 151)՝ (1+ ID)' (1+ |Г,)'|Л e֊'‘Lu (?, f)fc< + 
Применяемые ниже пространства Pv с переменными индексами вводят­
ся аналогично.

Нас будут интересовать решения и (х, t) такие, что 

и (х, /, i, 5/2) (l> “)•

Заметим, что если s/>l, то при t = 0 функция и (х, /) имеет началь­
ное значение и (х, 0), принадлежащее пространству -/, п(2)« По­
этому мы предположим, что

?0(х)СНг5-1,-/,/)(2), (4.П)
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/(х,/)£Р + , <4Л2)
V՜’’ ։, 2 )

81 « 0 е Р,+ х+г,-т։+/ (Т, Г ' )• (4.13)
(։+։—«/. I.----- 2 )

Сформулируем теперь общее условие согласованности правых частей: 
в области С существует такая функция и0 (х, /), что

ио (х, /) € (ъ 2Ь

и0 (х, 0) = <р0 (х)

4 ио = /в в в, Вщ0 = 8ю (х , 0 (։-1, 2), 
1йо±

•то после продолжения функций / — /о и 8' З‘о нулем при {<^0 
й)'

81 — 81°£.Р, х+«—пц+1. (т> Г ).
(х+5-лЧ. -----2------- )

Нижеследующая теорема является обобщением теоремы 4.2 на 
■случай однородных правых частей, удовлетворяющих общему условию 
согласованности.

Теорема 4.3. Пусть (4.1)—(4.4) — параболическая задача, и 
5 = 5 (х) является целым четным числом*.  Тогда существует та­
кое 1>0, Ч77Ю при любых правых частях, удовлетворяющих (4.11)— 
'(4.13) и общему условию согласованности, существует единствен­
ное решение и (х, /) такое, что и (х, I) /, х/2)(Т» $)• этом

* Это всегда возможно при соответствующем выборе функции I (х).

■имеет место двусторонняя априорная оценка

СНм. ։-2.+
2

+ 2 Ы, х+։-т/+7 + ЬЬ-1. -1.1) < М^.-С I. *т-
/=! (»+։-«/. ։.-------2------ )

Положим V (х, () = и (х, #)— и,, (х, I). Тогда для функции V (х, <) по­
лучим параболическую задачу, правые части которой согласованы с 
нулем. По теореме 4.2 существует единственное решение такой зада­
чи, и, полагая

и (х, () = V (х, Г) и0 (х, <), 
получим, что и (х, 0 является решением нашей задачи.

Существование решения доказано. Доказательство единственно­
сти мы приводить не будем. Его можно провести так ’же, как и дока­
зательство единственности решения неоднородной параболической за­
дачи в работе [1].

3°. Нами рассмотрены также параболическая задача в конечном 
интервале времени и случай, когда коэффициенты операторов А и В[ 
зависят от (. Соответствующие результаты будут изложены нами в 
другом месте.
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В заключение выражаю благодарность профессору М. И. Вишику 
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Ա. Գ. ԳՅՈԻԼՍ՜ԻՍԱՐՅԱՆ, նրկրորզ կարզի պարաբոլիկ և պարամետրից կախված էլիպտիկ 
ընղհանուր խզվող եզրային խնդիրների մասին (ամփոփում)

Աշխատության մեջ դիտարկվում են երկու դասի խնդիրներ երկրորդ կարգի գծային մասնակի 
ածանցյալներով հավասարումների համար։ Աոաջին դասին վերաբերվում են ընդհանուր խզվող 
եզրային խնդիրներ պարամետրից կախված էլիպտիկ հավասարումների համար։

Երկրորդ դասին վերարերվոլմ են դծային պարաբոլիկ հավասարումների համար խառը խխն­
դիրներ զլանային տիրույթում, որի կողմնային մակերևույթի վրա տրված են խզվող եզրային֊ 
պայմաններ։

Ապացուցվում է այդ դասերին պատկանող խնդիրների լուծման գոյությունը և միակությունը 
համապատասխան տարածություններում։

A. G. GULMISSARIAN. About general ditcontineou*  boundary value problème 
for elliptic equation*  with parameter and parabolic equation*  of the second order 

(summary)

In this paper two sorts of problems for linear second order differential equations 
are studied. These are the general discontineous boundary problems for elliptic equa­
tions dependent on a parameter, and the mixed problems for linear parabolic equations 
in cylindrical domain with discontineous conditions on the side surface existence and 
uniquieness of the solution of these problems in certain functional spaces are proved.

ЛИТЕРАТУРА

1. M. С. Агранович, M. И. Вишик. Эллиптические задачи с параметром и параболи­
ческие задачи общего вида, УМН, 19, выв. 3, 1964, 58—161.

2. М. И. Вишик, Г. И. Эскин. Уравнения в свертках в ограниченной области, УМН 
20, вып. 3, 1965. 89—152.

3. В. И. Вишик, Г. И. Эскин. Эллиптические уравнения в свертках в ограниченной; 
области и их приложения, УМН, 22, вып. 1, 1967, 15—76.

4. А. Г. Гюльмисарян. Общие разрывные граничные задачи для эллиптических урав­
нений второго порядка с параметром, Известия АН Арм.ССР, „Математика“, 
2, № 4, 1967, 218-234.

5. R. T. Seely. Régularisation of singular integral operators on compact manifold, 
Amer. J. Math., 83, № 2, 1961, 265—275.

6. А. H. Слободецкий. Обобщенные пространства С. Л. Соболева и их примененяе- 
к краевым задачам для дифференциальных уравнений в частных производных, 
ЛГПИ им. Герцеиа, Уч. зап. физ.-мат. фак., 196, 1958, 54—112.

7. А. Хермандер. Линейные дифференциальные операторы с частными производны­
ми, М., 1965.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С Т И Я AKA ДЕ МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա V, № 1, 1970 Математика

Э. М. ПОГОСЯН

О КОЛИЧЕСТВЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ ТЕСТОВ

Введение
В работах [1]—[4] дан ряд алгоритмов построения тестов.
Поиск тестов в [1], [2}, [3] связан с большим перебором, что ог­

раничивает область применения этих алгоритмов.
В [4] с использованием результатов [3] предложены определен­

ные способы упрощения процесса построения тестов.
В настоящей статье проводится исследование вопросов сущест­

вования и построения тестов на основе некоторых их количественных 
характеристик.

Статья состоит из четырех параграфов.
В § 1 приведены основные определения и на основе этих опреде­

лений изложен алгоритм работ [1], [2].
Объектом исследования в § 2 являются характеристические по­

следовательности (х.п.), которые определенным образом связаны с 
процессом поиска тестов.

Рассматривается вопрос существования пар множеств булевых 
векторов с заданной х. п. Для заданной х. п. исследуется вопрос су­
ществования и построения тестов определенных длин, а также приво­
дится формула для числа этих тестов.

Доказывается, что по х. п. невозможно в общем случае распо­
знать наличие или отсутствие тестов определенных длин.

Устанавливается также определенная взаимосвязь между алгорит­
мами работ [1], [2] и [3].

В § 3 рассматриваются характеристические функции (х. ф.). ?На 
основе х. ф., с использованием принципа »включения — исключения“ 
[5], получена формула для вычисления числа недопустимых наборов- 
На основе этой формулы предложен определенный алгоритм построе­
ния тестов.

В § 4 исследованы два класса множеств, для которых выражение 
числа недопустимых наборов имеет простое аналитическое представ­
ление, а также приведен пример определения длины минимального те­
ста на основе изложенных методов.

Формулировки некоторых результатов настоящей статьи приве­
дены в [6].

Автор пользуется приятной возможностью выразить благодар­
ность своему руководителю И. Д. Заславскому за постоянное внима­
ние к работе и за ряд существенных замечаний при работе над статьей.
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§ 1. Основные определения

Мощность множества М будем обозначать через р (Л/). Будем 
рассматривать пары непустых множеств (ЛД, Му) л-мерных буле­
вых векторов таких, что Мо(]Му=0, т' + т" ^2п, где т' =а(М0), 
т° = р (ЛД).

Обозначим через X систему булевых переменных {х1։ • • •, х„|, за­
дающих л-мерное булево пространство. •

Произвольную непустую систему переменных из X, расположен­
ных в том же порядке, что и в X, будем называть набором. Набор 
5а назовем поднабором набора 5\, если всякая переменная из 5, вхо­
дит в 5Х. Набор 5։ назовем собственным поднабором набора 5Х, если 
5г есть поднабор 5։, отличный от 5Р Число элементов р (5։) в набо­
ре 5, будем также называть длиной набора 5Р

Каждый набор = {*/,,•  ••, хц} задает некоторое ^-мерное под­
пространство пространства X.

* Булевы векторы а = (։։, •••, ая) и Ь = (3։,..., {!„) сравнимы друг с другом,
если либо при I = !,•••, п, либо 3; > ц . при I = !,•••, л.

Набор 5։= {*/,,■••,  назовем тестом для множеств (ЛД, АД), 
если проекции множеств (ЛД, ЛД) на ^-мерное пространство 5։ не пе­
ресекаются. В противном случае набор 5։ назовем недопустимым на­
бором (н. н.).

Набор 5։= [х/,,---, х/4} назовем тупиковым тестом (т. т.) для 
множеств (ЛД, Му), если 51 является тестом для (Мо, Му) н ни один 
собственный поднабор набора 5! не есть тест для множеств (Мй, Му).

Набор 5х = {х/1,՛՛՛, х/*}  назовем минимальным тестом (м. т.) 
для множеств (Л/о, Му), если 5Х является тестом наименьшей длины из 
множества всех тестов для (ЛД, ЛД). Каждому набору 5։ = |х/,,՛ •-.хц) 
сопоставим п-мерный булев вектор а = {а։,ая}

( если ‘ ■’ '** ’
I 0, в противном случае; Д = 1, 2, • • •> п.

Введенное соответствие является взаимно однозначным соответствием 
между множеством наборов и множеством булевых векторов, отличных 
от вектора (0,• • •, 0). Наборы 5։ и 5։ назовем сравнимыми, если срав­
нимы соответствующие булевы векторы ах и а։. В противном случае 
наборы 5։ и 52 назовем несравнимыми* .

Для произвольных л-мерных булевых векторов аг, • • •, аг введем 
г-местный оператор совпадения <рг. Результат применения <рг к век­
торам ау,---, аг, обозначаемый через ®г (а։,-՛-, а'г), есть по определе­
нию подмножество всех тех переменных из множества X, для каждой 
из которых соответствующие значения компонент всех векторов 
ау,--՛, аг совпадают.

Кратко опишем в введенных терминах основной алгоритм построе­
ния м. т. для множеств (ЛД, ЛД), приведенный в работах [1], (2].
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а. К каждой паре векторов а;, Ь), а/ £ М>> Ь)£ Мх, г 1, • • •, т , 
/ = !,•••, т" применяем оператор совпадения Множество получен  
ных таким образом н. н. обозначим через В:

*

В = {<р։ (а* , Ь))), т = 1,՛ • •> 771 > / = 1»' ’т •
б. Устраним из множества В все повторения наборов, а также 

устраним все те наборы, каждый из ^которых является собственным 
поднабором хотя бы одного набора из В.

Множество оставшихся в В наборов, которые назовем максималь­
но недопустимыми наборами (м.н.н.), обозначим через 5. Очевидно 
наборы множества Л՝ попарно несравнимы.

в. Из м.н.н. множества Б получим всевозможные различные под­

наборы. Множество полученных н.н. обозначим через В.

г. Пусть R — множество всевозможных наборов из системы 

X = {!,  • • •, Хл}-*

Очевидно каждый набор из множества R' = R / В будет тестом для 
множеств (Мо, Мх).

д. Подмножество R тех наборов из R՛, для каждого из которых 
ни один собственный поднабор не принадлежит R', образует множе­
ство всех т.т. для множеств (Мо, Мх).

е. М.т. для множеств (Мо, Мх) будут наборы из R наименьшей 
длины.

Построение тестов на основе приведенного алгоритма делает 
необходимым, вообще говоря, сравнение каждого набора из множества 

всевозможных наборов R с н.н. множества В, т. е. поиск тестов 
производится посредством полного перебора. Это обстоятельство су­
щественно ограничивает область применения алгоритма.

Мы будем исследовать вопросы, связанные с возможностями ме­
нее громоздких алгоритмов построения тестов. В этой связи будут 
исследоваться свойства определенных количественных характеристик 
тестов.

§ 2. Характеристические последовательности

Дадим некоторые определения. Пусть — некото­
рое множество попарно несравнимых наборов, составленных из буле­
вых переменных Х = (х։, • • •, хп} и пусть ц ( ц 3) ) = р.

\/-1 /
Разобьем множество 5 на непустые подмножества $1,•••, 2*  ,где 

к>1, каждое 2/ состоит из наборов некоторой фиксированной длины 
1։, и дхины наборов, входящих в различные подмножества 21։•••, 2*,  
различны. Не нарушая общности, можно считать, что 4 
числа И (2*)  будем обозначать через тп։,---, тп*.  Последо­
вательность чисел х= (п, Р, 4>՜՛’» тх,՛ • •, ть), полученных указан­
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ным образом, будем называть характеристической последователь­
ностью (х.п.) множества 5.

Каждой паре множеств (Мо, Мг) п-мерных булевых векторов 
однозначно соответствует множество м.н.н. 5={51։ •••, 5т}. Наборы 
множества Л’ попарно несравнимы. Поэтому у = (п, р, 1к, п?։, •••

/п0—х.п. множества попарно несравнимых наборов 5 мы будем 
называть также х.п. множества м.н.н. 5.

Х.п. у назовем х.п. пары множеств (Л/о, Мг), если у является х.п. 
множества м.н.н. 3.

Числовую последовательность '/.= (п, р, 1ц, тц),
где к 1, будем называть характеристической последовательностью 
(х.п.), если

1. п р > 1Х > 1г 1ц О,
2. пи 0 при г = !,•••, к.

Очевидно, что каждой паре множеств (7И0. /И։) однозначно соответ­
ствует своя х.п.

Следующая теорема показывает, что при определенных условиях 
■справедливо также и обратное утверждение.

Теорема 1. Для произвольной х.п. у = (п, р, 11г- • •, /*,  ти • • • 
- • •, тц), у довлетворяющей условиям

к Л
2 т} 1,-> р > 1) + 2 ту, р>/1։
/-։ 7-1

существуют пары множеств (Мо, Мг) с х.п. у. При этом количество 
к

таких пар не менее 2я П С"*  
1-1 Е т)

Утверждение теоремы непосредственно следует из лемм 1 и 2.
Лемма 1. Пусть п, р—натуральные числа, п>р^>0, и 

пусть наборы Зх,- • •, Зт получены из системы булевых переменных 
X = {«!,• • •, хт| так, что р ( п ) = р > где 1,= тах р (5/).

\г—1 / /€<։.•••, т}

Тогда для того, чтобы наборы 31։ • • •, Зт были м.н.н. для не­
которой пары множеств (Мо, Мх) п-мерных булевых векторов, не­
обходимо и достаточно, чтобы они были попарно несравнимы.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем доста­
точность. Пусть 5Х, • • •, Зт — попарно несравнимые наборы, содержа­
щие в совокупности р различных переменных. Построим множества 
<М0, Мх) с м.н.н. 5Х, Зт. В множество Мо включим один элемент 
■а — («и • • •, ап)—произвольный п-мерный булев вектор.

Векторы 6|= (Р/,1.-• •, ₽/, п )> Ьг М1։ г = !,-••, т получаем сле­
дующим построением: ?/,/ = <։/, если в наборе 3/ присутствует пере­
менная X) и рг, /=■<։/, если в 5/ переменной х/ нет, / = !,■••, п.
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Очевидно Мо Л Мг = 0 и (а, Ь։) — 5<, / 1, • • ՛, т.
Следствие. Можно построить не менее 2" различных пар 

множеств (Мо, Мх) с множеством м.н.н. {5։, ՛՛•> Зт\.
Лемма 2. Для произвольной, х.п. /,= (п. р,Ц,''"г^» т1>’ ‘ 

удовлетворяющей условию 
и *

* ( * \
+ 2 ту и имеются г — р— 4՜ 2 ) переменных из множества

/-։ X у=1 /

X, не включенных ни в один из полученных наборов, так как п ~>р.

Пусть этими переменными являются х։,-•',хг. На втором этапе из 

множества X ={х1։ • • ՛, хг) выделяем подмножество 01 = {Х1, • •• ,Х1։-1} 

и образуем набор5։'2 = (3^2^ и (&. Затем из множества ХЮ^ выде-

У (/1~1) + 3
у-1 /-։

из системы булевых переменных X =*  {х։, ՛ ՛ > х»} можно построить 

не менее П О’”' множеств попарно несравнимых наборов с х.п. у.
1-1 £т1

Доказательство. Пусть 2։—произвольный набор длины 
—1) из множества X, 2^—произвольный собственный поднабор длины 

(/։—1) набора 2։, и т. д., 2* —произвольный собственный поднабор 
длины (/* —1) набора 2*-ь

Тогда положим
5П = и {х/1}, х/1 £ Х/^г = Хъ
5։։ =210 {хр|, хг2б Хг/{хр} = Х։,

51т, = 21II {ху, т։}> Ху, т։ С ^Л1|—1/1хЛ т,—1( — Хт1 ,
<5*21  = 2д и {х<1}, Хг!^ Хщ1/ [х]. т, у ^Ся,4-1,

52т,=== 2д 0 {хг, /п,|, Хг, тя Хт1 + тя—1/ {хг, тя—1у Хтя + тя ,

5*1  = 2*  и {хп}, Х/1 £ Лт-лц—1/[хс, т-т*}  = Хт-т* ,

3/1, щц = 2*  II {х/, т*},  X/, пк £ Хт—1 /{х/, тк—1) Хт .

Построенные наборы 5ц, ••՛, 51т,,՛ ՛՛, 5м,՛՛՛, 5*. тк попарно несрав­
нимы и имеют х.п. X = (п, р, 1г, • • •, /*,  т1я ՝ • •, т*),  где р — 1)+ 

* * *
+ 2 ту. Если т/^у '^р > (Ц—1) +2 ту, то множество несравни- 

/=։ /=1 у-1
мых наборов с х.п. у строится в два этапа.

На первом этапе получаем наборы 5И,••՛, 51т,,՛ • ՛, 5*1,••  ՛, 5*, ш*

(к т) \ 
и и = — 1) + 
/=1 1 = 1 ' / 
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ляем подмножество Q։ ={*/,,  •••»•*2(6-1)}  и образуем набор Su = 
= (ШиО։,ит.д.

При построении наборов S12, S13, •••, Si,„„՛--, Ski,-■ ■, не­
обходимо различать следующие два случая. 

k
1 случай: (Z,— 1) mj — (Zj—1). В этом случае из наборов

7—1
Sj2, S։J1-•-, Sim,Sn,-•-, S*,m*  указанным способом получаются 
наборы S12, Sn, -•-, Sim,, •••, S*i,  -•-, Sk,mk, которые вместе с на­
бором Sjj образуют множество попарно несравнимых наборов с х.п. /• 

*
2 случай: г<С2 (Z; — 1) mj——1). В этом случае сущест-

вуют такие два последовательных набора

Sa, S3 {Si։, Sjj,-'-, Sim, , • • •, S«, Sß, S(, S*l,-*-,  Sfc, mj»),

что S, = (S,/2«) U Q1։ где H (Qi) = P (Sa) —1,

HO p. (QT+1) = V-(xi и (Sß)—1.
\ 1—1 /

Пусть Sß=2ßU{x3) и 2ß — подмножество 2ß, полученное после 
удаления из 2ß произвольных И (QT+i) переменных.

Тогда полагаем Sj= 2^ U (xß) U Qj+i. Очевидно^ наборы SJ1։ S12
•^13» '' ‘ ‘' , S;, Sß,Ss,-•-, S*i,---,  Sk, mk попарно несравни­
мы и имеют х.п. /.

При каждом из приведенных выше построений множества попар­
но несравнимых наборов с х.п. х, первые тхнаборов S11։Sim, мож­
но выбрать не менее С""*  с пособами, при выбранных наборах 5и, • • • 

Е mj 
7-1

Sim, последующие т2 наборов 5Я>--- , S2m, можно выбрать не 
менее СТ способами, и т. д., последние тц наборов SM,---,S* m..

Е <"/ ' *
.'=2

наборов, при выбранных наборах Su,• • •, Sim„ • • •, S*_i,  1, - • - , S*_i,  mA_։ , 
можно выбрать не менее С™к = 1 способом.

7* т,
Всего получаем не менее П С Е т/ различных способов выбора 

1-1 )~1
множества наборов {5Ц, ■ • •, Sim,, • • •, S*i,  • • •, S*,  OTft}. Лемма доказана.

Замечание. В условиях леммы 2 верхняя оценка для р, р -С 
*

֊С У, ntj lj является окончательной, чего нельзя утверждать для ниж- 
7-1

ней оценки р.
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В § 4 будет приведен пример такого класса хл. / ■ (п, 
ь

1к, т1։--, тк), что р = 4+1, 1< 2 </л+1. и для каждой х.п. /.
У-։

из этого класса можно построить множество попарно несравнимых на­
боров г х.п. X*

Х.п. 7 = (п, Рг 4»' ' " , 4, т1>''՜։ для МНОЖвСТВ (Мо, Мг) ПО- 
зволяет предсказать существование тестов определенных длин.

Легко видеть, например, что если в х.п. X ДАЯ некоторой пары 
(Л/о, М։) будет п У՜ р, то для этой пары длина м.т. есть 1. В ниже­
следующей теореме рассматриваются факты аналогичного рода.

Пусть 5 = {51։---, 5т} —множество м.н.н. для (Мо, Мг) с х.п. /, 
Я/= {•$;!,•••, Я/Е5. н(5/,г)=/у, г=1,-•лч/,У=1,-• •, А. Вве­
дем функции П (ар„- • •, аР։), / = !,•••> 'и)— т։п (4 + 1» т))> кото­
рые определены для р1։- ■ •, р։ 6{1»։ • ՛, и։/}, так, что П (аР։,- ■ •, аР1) = 1,
если существует набор длины (/у +1), из которого можно получить 
поднаборы •••, 8Р, £/?}, и аР/) =0, в противном случае.

Теорема 2. Для пар множеств (Л/о, Мх) с х.п. /=(п, р, 1и- • •,
/*,  ти---,.тк) при каждом /^{1,---, А} существуют тесты длины 
Ь +1.

При этом количество П (Ед) таких тестов не превосходит 
т](п — I/) и равняется

#(/?у) = 2 ПЫ- Зл^а,,, ар,) + --- + (֊1ГУ2л/(ар„...,ар V 
’>•••. ту} А. Р& <։»• .. ........ 6 {։.•••, ту} ”7

р, + ..-+рУ/

Доказательство. Рассмотрим множество (^ = 5//^, /СП,*'*

•••, А). Через фу обозначим множество всех различных н.н. длины 
(I/ + 1), являющихся поднаборами наборов множества Для любых 

наборов 5։> 5у,|г, За^фу, 5/, т £/?у> набор 5дг не может быть подна­
бором набора 5։, так как в противном случае м.н.н. 5у, г был бы под­
набором некоторого м.н.н. 5Т, из которого получен набор 5։, а это 
противоречит определению м.н.н.

Следовательно, каждый набор 5у, г, является полнабором

некоторого набора 5։ длины (/у + 1), который не принадлежит Qյ, т. е. 
5։ является тестом для множеств (Мо, М^. В частности, множеству 

(2] не могут принадлежать наборы 5։=5у,г и{х<}, где х։ €
Хп}18], г .

Найдем число М (1^) всех таких различных наборов 5«. Восполь­
зуемся принципом „включения—исключения“, который формулируется 
следующим образом [5]:

Если из П объектов П (о^) обладают свойством ах, И (а2) — 
свойством а,, - И (аг)— свойством аг, И (а1։ а,) — обладают как 
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свойством а1։ так и свойством а2,-՛-, N(ar-i, аг)—свойствами ar-i 
и аг, N (а1։ аг) обладают свойствами а1։- • ■, аг, то число 
объектов N(а\, а'2,- • •, а'г), не обладающих ни одним из этих свойств 
ап- • -, аг, находится по формуле

N(а[,-• -, a'r)—N — 2/V (аР։) 4- 2 N(ар„ ар,)-------- Ь(—l)r N(au-• ,аг).
PÆ{ I.-”,»՜} A.ä6<J.--, '}Pi+Pi

(1)

В интересующем нас случае N = N (Rj), т. е. объектами нашего 
рассмотрения являются все различные наборы S։ длины (lj + 1), кото­
рые получаются из наборов Sj,r£Rj, добавлением к Sy, г переменных 
x^X/Sj.r.

Обозначение ar, r=l,՝--,mj понимается нами как свойство 
быть полученным из набора Sj,r добавлением какой-либо переменной 
xt^XISj.r, а аг—означает отсутствие этого свойства. Тогда N (ai, ••• 
•••, a,) =0, так как каждый рассматриваемый нами набор Ss длины 

(Zy 4՜ 1) обладает хотя бы одним из свойств. а2,- ■ •, amj. Также каждая 
из величин ZV(ap„---, аР(), рг,-• -, pt£ [1,-• -г, т/} равна нулю при 

так как из одного набора длины (Zyj 4-1) можно получить не 
более наборов длины lj. Учитывая эти обстоятельства, из (1)
для каждого к} получаем

ZV(*/)=2  Л (a„) ֊2 N(aPl, ар^+-- - + (֊1р 2 N{aPï,- • - , ар ), 
•.•’։/> А.Р«6<։. ••■. «/} р>. P»-■■•Pvj^ <։.•••» <"уг

Р1*Р1  p^Pl+ Pv .

где vj= min (Zy 4֊ 1, т/).

При этом N (Rj)^.mj (n — Zy), так как каждый набор длины Zy 
может быть собственным поднабором ровно (п — Zy) различных набо­
ров длины (Zy 4“1). Теорема доказана.

Заметим, что результат, полученный в теореме 2 работы [4], со­
держится в утверждении теоремы 2 для частного случая j = к, тп*=1.  
Этот факт непосредственно следует из нижеследующей теоремы 3, 
которая устанавливает определенную взаимосвязь между алгоритмами 
поиска тестов работ [1], [2] и [3].

Пусть В = {Bij}, i = 1, ■ • •, т', j = !,•■•, т", — множество н.н. и 
S — множество м.н.н. для множеств (Мо, М2), полученных согласно 
основному алгоритму (пункты „а“ и „6“), и пусть Pij = XfBij, где 
X = {х1։- • -, ХЛ}.

Рассмотрим конъюнктивную нормальную форму (к.н.ф.) / такую, 
т’ т /1т»- г г ги 

что/= & & (xiyZ--- Vxi]\ где каждая элементарная дизъюнкция 
У-։ 1=1

(«уИ- l/xj>) составлена из всех булевых переменных, входящих в 

Рц, [31, [4].
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Произведем в / все поглощения вида У& (У ИД) У, где У, 
Д—конъюнктивные члены /. В результате получим к.н.ф. /*  = 
= (хР, У- • • Ухр.г )• Обозначим через А множества Ау,՛--, А,п, 

р-1
каждое из которых составлено из переменных соответствующего члена 

хр1 И- • • Ухр, ,р:
АР — (хрь - • хр.гр\, Р = 1,- • •> т-

Те орема 3. Множества {Х/Ау, Х)Аг, ■••, Д/А»(} и 5 совпа- 
дают.

Доказательство. Рассмотрим множество У пар наборов- 
Уи = (В,1։ Ри), ВииРи=Х, 7=1,---, т, т". Докаэатель
ство теоремы очевидным образом следует из свойств, которым удов­
летворяют произвольные пары наборов У., Ур^ У՛

1. (Д с Вр)----- (А =Л).
2. (Ва = Вр)<---- (Р. = Рр).
Поскольку каждая пара множеств (Мо, Му) с х.п. / = (п, р, 1и-• • 
1ь, тх,---,гпк) имеет тест длины (/*4՜  1)> который найти сравни՜ 

тельно легко, было бы полезно уметь простыми средствами отличать 
множества (Мо, Му) с длиной м.т., равной (/*4-1),  от пар множеств 
(Мо, Му) с меньшей длиной м.т.

Из нижеследующей теоремы 4 следует, что информация о длинах 
тестов, заключенная в х.п. у множеств (Л/р, Му), в общем случае не 
достаточна для такого распознавания. Это обстоятельство наклады­
вает определенные ограничения на область использования х.п.

Рассмотрим всевозможные пары непустых непересекающихся мно­
жеств (Мо, Мх) п-мерных булевых векторов при п=1, 2, •••.Для каж. 
дой пары множеств (Мо, Му) укажем множество м.н.н. 5 и х.п. у. 
Объединим все множества м.н.н. 5 в множество V/, а все х.п. у— в 
множество и. Обозначим через подмножества такие, что

1. Для каждого множества !ИХ длина м.т. для пары (Мо, Му) 
с множеством м.н.н. 5 равна (/  4-1).*

2. Для каждого множества 5^1₽2 длина м.т. для пары (Мо, Му) 
с множеством м.н.н. 5 меньше (/  4-1).*

Очевидно, й՜! П = 0, №у и №г— УУ, и по каждому множеству 
м.н.н. 5 можно однозначно оп{зе делить, к какому из множеств №у или 
1И2 принадлежит 5. Каждому множеству .$£ соответствует х.п. у££/. 
Пусть их, иг—подмножества множества и, образованные из х.п., соот. 
ветствующих элементам множеств й^1։ 1И2. Очевидно, что £/1и/72=£/.

Теорема 4. Множества 11у,иг удовлетворяют следующим 
соотношениям:

а. иг~^и2,

б. £/2ёС\, 

в. иу П ё/։=£ 0.
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Доказательство. Доказательство теоремы основано на по*  
строении непустых множеств Тг, Т2, Т3, для которых выполняется

(7'1с6/1)&(Г1Пб/։)= 0),
(Т։с й8) & ( Тг П из = 0),

1. Множество 7՞! образовано из х.п. X = (п, р, ]и /Их), где п=р, 
Р > 4. т1 = С'՛ .

Рассмотрим все наборы длины 11։ полученные из системы Х = 
— {•*!>  ’ ■ ‘ > хп}- Очевидно они попарно несравнимы и потому согласно 
лемме 1 множество пар множеств (Мо, М3) с х.п. X € 7*1  непусто. Оче­
видно, что для множеств (Ма, М3) с х.п. х тестов длины 1г и менее 
не существует.

2. Множество Та образовано из х.п. х = (п, р, 1Ъ т^), где числа 
р и т.1 удовлетворяют условиям

тх = Ср> 1<ЛЦ< С^‘.
Пусть 5։,5Ш|—все наборы длины /1։ полученные из системы 

(х։,’' > хр}- Очевидно наборы 33,-'-,5т։ попарно несравнимы и мно­
жество пар множеств (Л/о, ЛД) с х.п. хС^ и м.н.н. 5Ь •••,5т, непу­
сто (лемма 1). Также очевидно, что длина м.т. для пар (Мо, М3) с 
х.п. хб 7*2  не может быть равна (4+1), так как по условию ,
а потому существует хотя бы один тест длины 13.

3. Множество Т3 составлено из х.п. х = (п» р, 1-, 1г, т1, гщ), где 
п > 2/։, р = п, /2^>1, л11=2» "։« = С1  — 2С}  .* *

Пусть х~произвольная х.п., хСТ^. Рассмотрим попарно несравни­
мые наборы 51։, 5։։, 5Я,•••, 5чт,, полученные следующим образом. 
5и, — произвольные различные наборы длины 13 из системы X =
= (х1։-• х„}, имеющие у общих переменных, Из наборов
5и, 5И образуем все (2С{՝ — С^) различных собственных поднаборов 
длины /2 и исключим их из множества всевозможных различных набо­
ров длины 12 системы X. Множество оставшихся наборов обозначим 
через Р։. Так как (С'։—(2С{* — С1՝))—та=С'՝'^-0, то из Р2 можно всег­
да выбрать наборы 5Я, • • •, $2т, так, чтобы наборы 5и, 5и, 5Я, • • •, Ззт, 
были попарно несравнимы.

Следовательно существуют пары множеств (Л/о, М3) с м.н.н. 
՝֊՝!։> *̂21>  ՛" ՛• (лемма 1).

Покажем, что полученные вышеуказанным способом наборы мо­
гут иметь одну и ту же х.п. х> однако м.т. может быть как длины 
(4+1), так и меньшей длины. Это и послужит доказательством ут*  
верждения: Т3 с (П .

Действительно, при у 4 число всех наборов длины 4 есть 
(2С{*  — С') + т2 =С1՝ — С'։ = С1’ и потому длина м.т. будет равна 
(4+1/ Очевидно при атом р = п.
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Пусть у = L, тогда число всех наборов длины 1։ есть &• 1, и
существует ровно один тест длины

Покажем, что и в этом случае р — п. Предположим р (S։։ U S1։ U 
U • • • U Sim,) < п. Тогда наш единственный тест длины 13 должен со­
держать хотя бы одну переменную х« такую, что х, £ (S1։ U U S21 U 
U • • • U Sim,). Одноэлементный набор, составленный из переменной 
Ха есть тест, и тогда мы имеем по крайней мере С1‘ 1 1 тестов
длины Z2, что опровергает наше предположение. Теорема доказана.

Заметим, что построенные множества 7\, Т3։ Т3 бесконечны.
Следствие. Существуют классы и таких пар мно­

жеств (ЛГ0> Мг), что если (Мо, (соответственно, (Мо, М3) £
£2г), то по х.п. пары (Мо, Мг) возможно (соответственно, не­
возможно) однозначно определить: длина м.т. равна (Z*4-l)  или 
меньше этой величины.

§ 3. Характеристические функции

Пусть 5= •••,5т}—множество попарно несравнимых наборов
с х.п. Х=(п, р, 1ц, т*).  Определим функцию П(г1։---

й) следующим образом:

П (г • • I ) — ! П ПрИ 1 ** ^т’ г ~ 1’՜ ‘'» 
1 0, в противном случае.

Функцию П (гг,---, ц) будем называть характеристической функ­
цией (х.ф.) множества 5. Приведем некоторые свойства х.ф.

1. П(/։,•••, ц) не зависит от порядка аргументов Ь, •••»/<.
2. 0-С П (г"1։• • •, ц) ֊С 11-
3. П (։)=^0 при /£[!,••■, т}, т=^=0.
4. Если {<!, • ֊ •, ц } С {/։, • • •, ур}, где ։։, • • •, ц, у„ — произ­

вольные натуральные числа, то П (11։ - ■ •, //)> П (/1։ •• -,/р).
5. Если р (£/,)■<р (5/,.)֊<•• Хр (&,) и />1, то П(4»’,  4)< 

<Р(А,)֊1.
**

Рассмотрим множество 5= [д1։попарно несравнимых на­
боров с х.п. х = (и, р, 11։ • • •, т1։- ■ •, иц) и х.ф. П (р1։- ••, р։). Из
каждого набора 5г, г = !,•••, т получим всевозможные различные 
поднаборы длины /, где /—произвольное натуральное число. Через 
М(5) обозначим число всех различных таких наборов длины г.

Заметим, что если 5—множество м.н.н. и х — х.п. для пары (Мо, 
Мг), то М (5) будет числом всех различных н.н. длины г.

Теорема 5. 1Ч1(5)='£1( 1)/-1 2 Сп(р„....р<) , где полагаем
<-։ {Ри---. <։»•••,я«}

C‘k = 0 при i к.



О характеристиках тестов 43

Доказательство. Используем принцип „включения — исклю­
чения“ (см. доказательство теоремы 2).

В данном случае Л = Ni (S), т. е. объектами нашего рассмотре­
ния являются все различные поднаборы длины i, полученные из набо. 
ров множества 5.

Обозначение аг, г = !,•••, т в данном случае понимается как 
свойство быть поднабором набора Sr, а al означает отсутствие 
этого свойства. Тогда N (а։'։ •••, а'т) = 0, так как каждый рассматри­
ваемый набор длины i получен из какого-либо набора 5,(5 и потому 
обладает по меньшей мере свойством аг. Учитывая, что N(aPl,-՛- 
■ • •, аР() = , Z = 1,- • •, тп, из формулы „включения—исключе­
ния“, получим утверждение теоремы.

Теорема 6. Для существования теста длины i для множеств 
(Мо, п-мерных булевых векторов необходимо и достаточно, 
чтобы Ni(S) <С'п, n}.

Теорема 7. Если при некоторой длине i, i £ {1, • • ■, n}. Nt (S) = 
= С‘п, то для каждого'/<7, /V<(5) = C/„’.

Теоремы 8. Для/<(/, если Nt (S)> C‘n—Clnz‘t, то теста 
длины t и менее не существует.

Теоремы 6, 7, 8 легко доказать, используя результаты [4], тео­
рему 3 и лемму 1.

В работе [4] приведен алгоритм поиска м.т. для множеств (Мо, 
Mj), согласно которому вначале определяется длина м.т. z‘u.T., а сам 
м.т. ищется уже среди тестов длины zM.T.. Исходя из основного алго­
ритма, теорем 2, 5, б, 7, 8 можно предложить следующий алгоритм 
построения м.т. для множеств (Мо, Му) с х.п. у. = (п, р, 1ь, 
zzzj, ‘ ՛, mk).

а. Находим множество S м.н.н. для множеств (Мо, Мг).
б. Вычисляем длину м.т. z‘u.T.. Для этого необходимо провести не 

более [log2Zt-|-l] проверок условия Ni(S) = C‘n. Использование тео 
ремы 8 может уменьшить число таких проверок.

в. Определяем тесты длины z‘u.T.. Для этого последовательно по­
лучаем всевозможные наборы длины zM.T. из Х= {։»•••»  хл} (такой 
алгоритм не трудно указать).

*

Каждый из полученных наборов, не являющихся поднабором ни 
одного набора множества S будет м.т.

В приведенном алгоритме построения м.т. для выяснения вопроса 
существования тестов длины z, вместо вычисления величины Ni(S) и 
проверки условия Ni (5) = С‘п можно последовательно сравнивать каж­
дый набор длины i с наборами из множества S, i £ {z1։ ••’,*։}»  < -С 
< [logs Ik + 1].

Разнообразие алгоритмов вычисления м.т. ставит вопрос о необ­
ходимости получения точных сравнительных оценок для сложностей 
этих алгоритмов и требует дополнительного исследования.
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§ 4. Некоторые классы множеств

В этом параграфе исследуются два класса множеств несравнимых 
наборов, для которых значение Л// (5) можно представить в виде до­
статочно простого аналитического выражения.

Пусть 5т},—множество попарно несравнимых наборов
с х.п. у. =(п, р, 1к, ти --, т*)  и х.ф. П (у։, - ■ •,/,). Множество 5 
назовем „-^-“-множеством, если существуют, переменные хи•••,хт> 
ху£5у, у =!,•••, т и перестановка чисел т такая,
что

5л/{х? } С 5у. /{ху,) с ... с 5ут/ {ху„}.

Множество 5 назовем „—“-множеством, если существуют перемен­
ные х1։•••, хт, х}£8у, /’= !,•••> гп и перестановка у։, •••,уя։ чисел 
!,•••, т такая, что

5у, U {хл} с 5у, U (ху,} с ... с SJm U {хут}.

Приведем некоторые свойства „ 4- “-множеств.
Свойство 1. ху, =/= xj,=f=-■ ■ ^хут, так какмы рассматриваем по­

парно несравнимые наборы.
Свойство 2. Если р (Syr) = р jr> jt £{1,-• т}, то

Sjr/{xjr} = Sjt/{xji}.
Свойство 3.

П(Л,-

Р (Sy,), если г = 1, у,£{1,- •т}, 
min р (5у) — 1, если г > 1,

U.--.//-} С {1, ■••.п։), 
О, в остальных случаях.

\ л
Свойство 4. /> = Н и Vl = (4—1) + 2my = (Z։—l)-t֊zn.

V“1 ' j~i

Свойство 5. Nt(S) = Ct,-\ 4- 2 my Czjli • 
J-i

Заметим, что построенное при доказательстве леммы 2 множе- 
. * 

ство попарно несравнимых наборов при р = (11— 1) + ту является
7-1 в-|- -множеством.

Приведем некоторые свойства „ — “-множеств.
Свойство 1. ху,=/= ху,^= • •- хут , так как наборы •••,5'» 

попарно несравнимы.
Свойство 2. Для любых 5у/։ 5уг$ 5, если р (Зу^Х^р (5уг), то 

^^{хь}с^г}1{ху։}> и если р(5У/) = р (5уг), то 5уДхуД = 5/г/{ху<).
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Свойство 3.
/ к \ [ I. 4֊ 1, если т ~> 1,

р=р( и •>/ ) = , ,\/—1 / I /։, если т = I.
Действительно, |*  (5?т) = /։ и х7т не равно ни одному из хл, • • •, х;(т_։).

Следовательно х7т^ Ц 5/.
/-1

Свойство 4. Наборы 5։, •••, 5т можно представить следую­
щим образом:

■5/, = {*/„  х/.. ■ х,/|Я) и 5}։,
5/.= {х/.. хл, • • •, и 5'.։,

Sjm = (хл, хл, ХЛ, • х>(„_։)} и 5}ш, где

3'. =5'- с •. - С5'. . < М Н 1т
Действительно, из определения „-“-множеств и свойства 1 сле­

дует, что для каждого {2, • • •, тп} набор представим в виде

= 1Х2и хУч'"'» ХУ(,-2)> Х ■>(!>-1)} 3^֊

При этом переменная х?/^5;г, г £ {!,•••, /—1). Предположим, что 
для некоторого г х^3уг. Тогда, поскольку (х,}, то и
йгС5,(, что противоречит несравнимости наборов 3^ и 3^.
Данное рассуждение, примененное последовательно к наборам • • • 
• • •, , убеждает нас в справедливости свойства 4.

Свойство 5. /*  = т— 1+ н (5^), так как 5/, =
= (хл,---, х/т}1|5}1 и н(5л)=/*.

Свойство б.

П(л

Свойство 7.

(m —1) — (г — 1)-(- min и (5ÿ), при 
Jr}

0 ¥= {ji, --, Jr) m),
՝ 0, в остальных случаях.

где С‘г- = 0, при t < 0.

Действительно, согласно свойству 4 наборы „—“-множества 5 = (51։ ••• 
•••, 5т} можно представить в виде

3).т.= ХУ(т-2)>''"> х/г՝> х2»> X;,} 0 3^п,
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*5/(т-1) ~ 1хЛп> Х>(л>֊2)> ***’ Ху" ’ Х/” ХЛГ ^>(т-1)’

■5л-Iх/». хл«-1). хА»-։)> ••■՛ хл>и5/,.

Из набора 5ут можно получить С}_ различных поднаборов дли­
ны г. Из набора 5/(Я|_։) можно получить С'՜1, поднаборов длины /, 
не являющихся поднаборами Зут, где а — р (*$/ (т_։)), так как такие 
поднаборы должны обязательно содержать переменную хут. Из набо­
ра ^у(т_2) можно получить ОД поднаборов длины г, не являющихся 
поднаборами 5/т и *$/(„,_։)»  где Ь = р (*$/ (,я-а))> так как такие! поднабо­
ры обязательно должны содержать переменные ху т и ху^т_^.

Аналогичным рассуждением получаем, что из набора {=т— 
—3, • • •, 2, 1 можно получить поднаборов длины ։, не являю­
щихся поднаборами 5/(<+։), , $уп, где </=р(5у<). Учиты­
вая, что тг наборов из 5 имеют одинаковую длину 1Г, г = !,•••, к, 
получаем

М(5) - (С{ + ОД+- • ■ + ОД£։։) + (ОД֊, + +

/ — Е от/ / — Е пц—1
+ ---+сцх+ХУ1)+-*-+( с 'Г + с *֊ ’ +••• +

— Ет/ IЕ т։ — 1 
<=1 /=1

к
1—^1 Ш/+։

։* — Е т/ +1 
/-1

Так как
ч- с?-֊= -(С£> н £»:? + ■••+ С^֊„.

то каждое выражение

+ ^;^1։ + • • • + где ; = 1, •.., л, л = 2 т/, если
/։ /=1

считать р = I — А, ъ = 1у — Ь, и = ту, примет вид:

I — Е и։/ 
сг+. - ОД.֊,, = с й 

£ »(+1 
м

I — Д1 т/ 

- с
т1

После подстановки в формулу для 1^(5) получаем 

д — Е Ш( I — Е
М(5) = 2 (С у~.\ -С '7*  )•

. /—1 11՜ Е От/ +1 1у— £ Л1/-М
<-1 /=1
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Теорема 9. Для того чтобы при произвольной х.п. Х=(п, р, 
ти”-, пи) существовало „—“-множество с х.п. необ­

ходимо и достаточно выполнение условий р = 1к +1, 1 < т /*  + 1 
к 

или р=1г, т = 1, где /п=2 т/. 
/-1

Доказательство. Необходимость следует из свойств 3 и 4 
„—“-множеств. Достаточность. Если р = 4» т =1, то доказательство 
-очевидно. Рассмотрим случай р = 4+1» 1<Ст<7*+1.

Пусть Ь]т — всевозможные различные наборы длины
(т—1), полученные из произвольного набора 5/ длины т в системе 
Д={х1,---, хр) такие, что

Зу, и (Х/Л ~ * = V ֊ ՛> т- и Х13}= (хГ1,- • •» хГв, ], где ах=4֊т+1.
Нетрудно видеть, что наборы

•5/. 0 {хг.,---, хгв1},

■5/т,и(хг։,---, х,в։},

•%»,+!) *'«,}»

•$/*  и{хг„---, ХгаА),
(Е ) 
։-1

•5/ти{хГ1,-хгак}, где а„ = (/к —т+1),

•и = !,•••, к образуют „—“-множество с х.п. /.
Заметим, что существует не менее С^՝+1 „—“-множеств, с рас­

сматриваемой х.п. х-
Теорема 10. Для х.п. х = (п, р, 1и т^, где р = 4+1» тг С 

■С 4+1 каждое множество попарно несравнимых наборов с х.п. х 
является „—“-множеством.

Доказательство немедленно следует из того, что каждый набор 
длины 1г может быть получен лишь удалением одной переменной из 
системы переменных {хь ■ ■ •,

Теорема 11. Для произвольной х.п. X = (п, Р, 4»՛՛*»^*»  т1»'" 
к

-••» тл), при т = У т/£{1, 2}, одновременно не могут существо- 
/=>

ватъ и „—“-множества.
Утверждение теоремы непосредственно следует из свойства 4 

для „-4-“-множеств и свойства 3 для „-“-множеств.
Приведем пример вычисления длины м.т. на основании приведе­

нное методов.
Пусть множества (Л/о, Мк) образованы из следующих 10-мерных 

■булевых векторов:
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хг ха х3 х4 х5 хв ха х6 х, х10
0 10 10 10 10 1
0 10 0 110 110
0100000010

1101010101
0001010101
0111010101
010001010 1.

Множество м.н.н. для (Л/о> ^1):
|х2, х3, х4, х8, хв, х„ х8, х9, х10}, {хп х3, х4, х5, х8, х„ х8, х„ х10},.
{хъ хз> х*>и хк х»> хт хв> х»> хю)» х։> х” х’’ х” х” х8’ х®» х։оЬ 

{х1( х։, х։, х4, хв, хи х8}, {х1։ х։, х3, х4, х։, х,}
образуют, как нетрудно заметить, „—“-множество с х.п. /=(10, 10, 9, 
7, б, 4, 1, 1). /։=б, поэтому тесты длины 7 существуют и м.т. имеет 
длину 1<։м.т.<7. Выражение №(5) (см. свойство 7 для „-“-мно­
жеств) после подстановки числовых значений принимает вид

М (5) = С‘о - 4- С\֊*  -г С'-6 + С'֊5 - С'֊6.

При ։ <4, М(5) = С'о, так как С'֊*  = С'՜4 = С'՜5 = С'-®=С{֊в=0.
При г=5, Л^։(5) = С^с — 2<С С5Ы. Поэтому существуют в точности 
два м.т. длины 5. Это тесты {х1։ х։, х։, х4, х։) и [х1։ х։, х„ х4, х։0}. 
Вычислительный центр АН Армянской ССР
и Ереванского государственного университета Поступило 11.III.1969

է. Մ. ՊՈՂՈՍՑԱՆ. Ստուգիչների քանակական բնութագրիչների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում են Ո-չափ ան ի բուլ յան վեկտորների չհատվող բազմություն­
ների առարկաները տարբերելու համար հատկացված ստուգիչների կառուցման հարցերը։

նշված բազմությունների համար սահմանվում են բնութագրող հաջորգականութ յուններ և 
բնութագրող ֆունկցիաներ, հետազոտվում են այգ քանակական բնութագրիչների հատկություն­
ները ։ հաստատվում են նրանց օգտագործման հնարավորությունները տվյալ երկարություն ունե­
ցող ստուգիչների կառուցման հարցերում։ Առանձնացվում են բազմությունների զույգերի երկու 
դասք որոնց համար ստուգիչների գոյության հայտանիշները ընդունում են համեմատաբար պարզ 
անալիտիկ ձև։

E. M. POGOSIAN. On the quantitative characteristics of the teste (summary)

In this paper the tests for the distinction of the objects belonging to two non- 
intersecting sets of n-dimensional boolean vectors are investigated. The characteristic 
sequences and characteristic functions for such pairs of sets are defined. The proper­
ties of these quantitative characteristics of a pair of sets are investigated and the pos­
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sibility of their use in the proofs of the existence for tests of given length and in 
the algorithms for test construction is established.

Two classes of pairs of sets are described for which the criteria of the existence 
of the tests have comparatively simple analytic form.
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Л. Ш. АГАБАБЯН

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ОДНОГО ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Задача Коши для вырождающихся гиперболических уравнений с 
данными на гиперплоскости вырождения до сих пор рассматривалась 
либо при условии, что начальная гиперплоскость не касается характе­
ристического коноида ни в одной точке ([1], [2]), либо рассматривался 
лишь одномерный случай (см. [3] и указанную там литературу).

В предлагаемой заметке рассматривается задача Коши для мно­
гомерного гиперболического уравнения, когда гиперплоскость вырож­
дения по одним направлениям касается характеристического коноида, 
по другим—пересекает его под ненулевым углом.

Именно, в области бт {()<£•< Т, х£7?я}, = {х1։•••, хя} изу­
чается следующая задача Коши:

£ [и] зв — иц + щ иХ1 + Ьи1 си = }, (1)

и (х, 0) = и/ (х, 0) =0; х = (х1։ • • •, х„), (2)
где

— со <а,<1 (г = 1, 2, 3,..., п). (3)
(Здесь и далее, если не оговорено противное, предполагается сумми­
рование по повторяющимся индексам).

Доказывается следующая
Т е о р е м а. Пусть в области СД выполнено неравенство

(1=1, 2, 3,-.., п), (4)
и пусть, кроме того

■с
У шах {Ь*  (х, *)}  Л < + СО (х^/?я), (5)

*
У шах {с (х, <)} <Л< + со (х£Я„). (6)

о
Тогда, если а/(ж, /), Ь (х, /), с (х, <) и / (х, I) имеют в С-. производ­

ные по х и 1 достаточно высокого порядка, то задача (1), (2) яв­
ляется корректной, задачей конечного порядка (в смысле работы 
[4])-

(Требуемый порядок гладкости зависит от коэффициентов 
уравнения (1) и легко может быть вычислен).
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1. Рассмотрим уравнение

£, [ы]в= — ии+ (<4-е)՜’' ихИ< + а/ их?4՜ 6и/4֊ си ={ (в>0). (7)

Нашей целью является получение энергетических оценок для решения 
однородной задачи Коши уравнения (7) с константами, не зависящими 
от в. Согласно схеме работ [1], [2] это позволит доказать теорему.

Введем новую неизвестную функцию по формуле и = и — ир, где.

р и I ?»+։
О’*»)

—известная функция. Для V получим уравнение
А. [«] = /— Л [ир] = Г (х, <)• (8)

т
Умножим уравнение (8) на (/ 4-е) го, где ш = V (х, з) Л и проинтег­

рируем по области 6-.
Введем обозначения

[?, Т-НС; (<?, ф)<_г = У <? (х, т) ф (х, т) с/х.

о-- кя

Интегралы преобразуем интегрированием по частям, используя усло­
вия (2):

1 3
[««, (* + е) ш] = — (и, 0 + «) ֊ — [«, и], (9)

[(/ 4՜ в) в,л, (t 4֊ е) w]=---- j՜ [(*  + •)—< (1— at) wjr„ wxJ —

---- у ((< + •)"*'  w'i> «J.r|)։-o, (10) 
Ai

[a/ vXl, (<4-s) w] = — [ай, v, (t 4֊ e) to] — [a/ w.q, (f-H) v], (11) 

[Av/, (t 4՜ ®) w] = [v, (/ 4՜ e) Av] — [v, (6 (<+e))< wj. (12)
Кроме того, имеем оценку

[Лр+J Г Яр + 1/Г|1/2-Ъгг-’ {^[«.(^в)’«]}^

■С C1։z2p+S 4՜ Са [v, (t 4՜ в) v] (С1։ = const > 0). (13)-

Используя неравенства

|[g (x, /) w, w]| const -x*  [v, v]

(где g (x, t)—любая интегрируемая в GT функция) и

2 [?, ՛!]<[??. ф]+ [4՜'К Ф I (?>0),
I Р J
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а также условия (4), (5) и (6) для оценки интегралов (9), (10), (11) 
и (12), получим интегральное неравенство

(V, (/ + е) v),^ < С, [v, v] + С4 (14)

(С„ С4 = const^>0 и не зависят от в).
Обращая это интегральное неравенство (см., напр., [5], стр. 376), 

окончательно получим
(v, v)/—т -С Cj

(Cs = const >0 и не зависит от е).
Энергетические оценки производных решения без труда могут 

быть получены аналогично.
2. В частном случае, когда а/ 0, результат п. 1 значительно 

слабее результатов работ [1], [2], однако здесь, по-видимому, впервые 
рассматривается случай совместного вырождения разного характера.

Отметим, что в случае а( >1 не ясно какого типа задачу надо 
ставить для уравнения (1), так как в случае чистого касания характе­
ристического коноида вводится вес, [6], а в случае пересечения под 
ненулевым углом накладываются ограничения лишь на козффициенты 
уравнения.
Ереванский армянский государственный 
педагогический институт им. X. Абовяиа Потуспило 16.VI.1969

Լ. б. ԱՂԱՐԱԲՑԱՆ. Մի երկրորդ կարդի վերծվող հիպերբոլական հավասարման համար Կո- 
շու խնդրի մասին (ամփոփում )

Հուշվածում ուսումնասիրվում է համասեռ Կոջոլ խնդրի կոռեկտությունը

£ [u] == — Utt + Г* 1 иХ{Х{ + atuXl + but + Си = f

L. S. AGABABIAN. The Cauehy problem for one eecond order vaniihlng 
hyperbolic equation (summary)

The character of correctness of Caushy problem for

. ե [“] '= — utt + t a‘ uXlX[ + a, aXl -f- but + cu = f
hyperbolic equation is considered.
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РЕАЛИЗАЦИЯ РЕАКТИВНЫХ /РАСТЯГИВАЮЩИХ 
МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

Пусть ш (X)—рациональная матрица-функция, обладающая свой­
ствами ____

(I) ш ()֊) = ш (X),
(II) иЛ (X) /ш (X) - / > 0, когда Ие Х> 0, 
(Ш)
(IV) ш* (X) / ш (X) = /, когда ЯеХ= 0.

В статье [1] показано, что проходная матрица произвольного ли­
нейного пассивного реактивного 4п-полюсника является рациональной 
и обладает свойствами (I)—(IV). В настоящей статье доказывается 
обратное утверждение: каждая рациональная матрица-функция а> (X), 
обладающая свойствами (I)—(IV), является проходной матрицей неко­
торого 4п-полюсника указанного типа. Таким образом, справедлива 
следующая основная теорема:

Для реализуемости матрицы-функции ш (X) (порядка 2п) в виде 
линейного пассивного реактивного 4я-полюсника необходимо и доста­
точно, чтобы ш (X) являлась рациональной матрицей-функцией и обла­
дала свойствами (I)—(IV).

Эта теорема является аналогом известной теоремы Кауэра (см. 
[2]); она играет в теории /растягиваю цих матриц-функций и цепных 
соединений многополюсников ту же роль, что теорема Кауэра в тео­
рии позитивных матриц-функций и последовательно-параллельных сое­
динений многополюсников. Значение подобного рода теорем опреде­
ляется тем, что они выделяют совокупность математических объектов, 
являющихся математическим эквивалентом тех или иных физических 
конструкций.

Доказательство второй части основной теоремы (достаточность) 
состоит в конструировании линейного пассивного реактивного 4п-по- 
люсиика с наперед заданной проходной матрицей ш(Х), обладающей 
свойствами (I)—(IV). Построение такого 4п-полюсника опирается на 
теорему статьи [3] В. П. Потапова. В соответствии с {этой теоремой 
матрица-функция ю (X) может быть представлена в виде произведения 
конечного числа простейших (примарных) матриц-функций, также обла­
дающих свойствами (I) — (IV). С математической точки зрения струк­
тура примарных матриц весьма сложна. По расположению полюсов в 
.комплексной плоскости различаются следующие пять типов примарных 
матриц-функций:
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Гги ('•) ги О՝) I ։ 
гп О՝) I’nO՝) J

Тип I. г (X) имеет четверку (простых) полюсов:

+ ~ °о + *о. — *о> ^о» — (ао > 0> "о >0)-
Блоки матрицы г (X) имеют вид (см. [3])
г т-/+4в4) («+8)^А-<0 + ^/7։ .,-(«+8)77з֊(ё+-Г)КЛ

11 0 ) -1 + | > ——+ >•, ——-------------

г пх= Г(«-»)ХА + (б-7)/1А , («-8)771 +(б֊7)Хл ] 
и(֊) Да I х«-х? + х«-х? Г

^(Х)гв 4°о> Г («+*)/£/!- (е + т)Х7а + («+8) %/,֊ (8+7)77,1
1 + I Xя,— Хо X*—Хо

г„ (-.)=/+ы
-^2 1֊ л »«о Ла— Ло յ

где /1 и Д — л-мерные строчные векторы;

«=/,/+а7;,
8 = ^ (А/’-А/Г),

V— 2՞° 4 ~1\
7---- Г~А/ь

\)
скаляры а, 0, 7, 8 связаны соотношениями <։^>|8|,

Д, = (а + 8)я - |0 + 7|я> 0, Д։ = (а - 8)я- |0 - >г|“> 0.

Тип II. г 0 ) имеет пару (простых) полюсов Хо =а0^>0,—Х^ Блоки 
ее имеют вид

4ао

Л + 0 X2---Ор

а 4֊ 0 Xя—о0

г () \ =М (֊) а - 0

711 1 I ^Я0

Xя—а? ’ 

. /71
Xя—воа — 0

гДе /1» /а — вещественные л-мерные строчные 
а = 2/, А» 8—вещественные; при этом а 2> |0|.

Тип III. г (X) имеет пару простых полюсов
Блоки ее имеют вид

векторы, скаляры

Xq = ixo Оо 0)> ^о»

Гц (>֊)=/ 2й0
0 + 8

X/, 
Х« + ^ ’ Г1, (X) = к Ал

6-8 X» +

r,iW = 2Х /2/а

Х»+^о ’ га, W=^+fl֊’֊и — О
АЛ

Iя + ’0 + 8
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где /։, /։ — л-мерные векторы, причем /а — е/т /а, /։ е Л> ■* и 

8 = ---- вещественные скаляры, 0 |8|.

Тип IV. г (X) имеет простой полюс Хо = 0. Блоки ее имеют вид

Г։1 (Х) = /, г„(Х) =

Тип V. г (>.) имеет простой полюс Хо= <». Блоки ее имеют вид 
Гн (>֊) г12 (X) = 6 -'/171,

Г31 0՝) ~ г2г
В типах IV, V /։, /։ — вещественные п-мерные строчные векторы, один 
из которых (но не оба) равен нулю; б^>0.

При цепном соединении многополюсников соответствующие им 
проходные матрицы перемножаются. Поэтому для реализации матрицы 
то (X) достаточно реализовать примарные матрицы перечисленных пяти 
типов.

Примарные матрицы-функции являются простейшими в том смы­
сле, что они не могут быть расщеплены в произведение двух не по­
стоянных матриц с теми же полюсами. С физический точки зрения 
это означает, что примарные матрицы изображают элементарные ячей­
ки цепной структуры реактивной цепи.

Хотя примарные матрицы и просты, реализация их все еще за­
труднительна. Имея целью упростить задачу, представим г (X) в виде

г (Х) = РР֊> г (л)РР-1 , 
где Р — постоянная вещественная матрица, обладающая свойствами

Нетрудно видеть, что матрица Р имеет вид 

р=7г'° 
\0 7՜1 / 

и может быть реализована в виде идеального трансформатора (см. [2]). 
Таким образом, если Р՜1 г (X) Р реализована в виде некоторого мно­
гополюсника, то г (X) реализуется в виде цепного соединения этого 
многополюсника и двух идеальных трансформаторов.

Соответствующим подбором матрицы Г можно добиться упроще­
ния векторов /։ и /„ а, следовательно, и матрицы г (X): в преобразо­

ванной матрице г(Х) = Р՜1 г (X) Р выделяется некоторая ее субматри­

ца-ядро, содержащее по существу всю информацию о матрице г (X), 
Это ядро имеет порядок 2, 4 или 6.
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С физической точки зрения это означает, что элементарные ячей­
ки цепной структуры реактивной цепи, вообще говоря, не сводятся к 
четырехполюснику. Они могут представлять собой или 4-полюсних, 
или 8-полюсник, или 12-полюсник.

В дальнейшем рассматриваются матрицы г(л) порядка б, приве­

денные к простому виду. Вместо г (>•) будем писать г ().).
Реализация матрицы г (л) типа I.
Анализ этой задачи показывает, что возможны следующие пять 

случаев:
1) Векторы /1 и обладают свойством 

= =
в дальнейшем такие векторы будем называть вырожденными.

Можно считать, что
Л = («и 0, 0), Л = (г։, 0, 0), я։=#=0, г։=^0.

г (>.) реализуется в виде цепи, приведенной на рис. 1.
Значения физических параметров:

I —________________________ _ _
1 4=0-2Ее [(а + 8)|2,|’- (0 + 7) =22\ ’

г _ _ 4а0-ц>»-2Ее>* [(«+£) |я8|* — (0+ Т) 
Д1-р֊о14-РпГО) >и>

1 „Д1-р4-^|*-Рп (*'ш) >0 
4а0ш’-2 Ее >о К«4-3) — (б+ т) ад]

Сг = (/։-со*)-։ , Л1 = рп (0), п։ = рп (гш).

ш, = _ Ие^[(а + 8) |2,|*-(0-Н)ГЙ
Ке [(а-г 8) |г։|։ — (0 Н-7) г г]

Ри 0՛) — левый верхний элемент матрицы г ().).
2) Вектор /г—вырожденный, вектор Д—невырожденный. Можно 

считать, что = (г։, 0, 0), /։ = (я2, хг, 0),

1т 1т г։¥=0, х։= х։,
г реализуется в виде цепи на рис. 2.

Значения физических параметров
1 = _ 2 Ые [(а+8)^_^+т)х?] > о
1 4з0-Х2-(г2—х2У

2Ее[(а4-8)|2։1'»-(9+7)^
12 ~ л гт - ^>и

1 = 2Ее [(а + 8)
4з0 х1- (г։ —яа)։



_ _ 2Ие/-о[(а ֊К§) х2-.га—(Й-4-•() хгг2]
Р 4а0Х2 (г2—ха)8

£=-^֊?>0, Сг=рГ՛, Са=—^>0;
4 Р1Рз-Р

Рл (0), р12 (0) — значения элементов матрицы г (>.).
3) Вектор /2—невырожденный, вектор /а—вырожденный.
Можно считать, что /1 = (хг, х2, 0), /։ = (г2, 0, 0),

1т гг =7^=0, 1т ха =/= 0, х1^=0, х2 = х։.

г (X) реализуется в виде цепи на рис. 3. Значения физических пара­
метров

2Ке[(а_8)х1+(6֊7)х?] 
г՜,----- =т;---------4я0 XI (г։—

с = _ 2 Не [(а—о) 1^« +(6 ֊-г)?8]
4°о хг (г։— х։)г

Г ֊ 2 Ке Е(а ~ 8)*1 хх+(б—т) Х1[
4о0Х1 (г!—г։)2
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2Ее /■ С [ (*—5) х?+ (6 — 7) х?] 2Ее /рх, (хх — хх) . 0 
4=0х!‘(х1-гх)3 ^-ггУ

, _ 2 Кело1(*-г) |г1|3+(6-7)^] р 
4=рх?(хх-хх)3

___ 2 Ее Гр [(а — о) ггх2 + (6—7) х^] , 
4зох? (хх—хх)*

^ад-с’ >0> £= ֊^֊—>г0;
Сг 4*2

р3<(л)— элементы матрицы г ()-).
4) Векторы /х, /а — невырожденные, (Ее/а Ее/1) • (1т/а1т/1)=^= 

=/= (1т/а-Ее/1) • (Ее/21т/1).
Можно считать, что /х = (хх, х։, 0), /а = (х։, ха, 0), 

1тх։#:0, 1тха=/=0, ха=^0, хг= хх, ха = ха;
г (>.) реализуется в виде цепи на рис. 4. Значения физических пара­
метров 1и 1г, I, £, р1։ С1։ С3 см. случай 2). Остальные:

г

Рис. 3. Рис. 4.

_ 2Ые>0 |(аЧ-8) |ха|։— (6+ 7)2 2] — 8о0 Яе )-0х^^ (х։ — га) ра----------------------------------- ------------- —----------------------------------_>и,
4з0х2(ха—ха)2

р — — 2 Кя+ 8)х^» ~ (8 + 7) хяъ] ~ 8з0 Ее ххХ2 (ха—ха) 
4з0 х1 (ха —

5) Векторы /։, /а — невырожденные, (Ее/2 Ке/1) (1т /а ■ 1т /)= 
= (1т/а-Ее/1)-(Ее/а- 1т/։)=^=0.
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Можно считать, что /։= (х։, 0, хх), /а = (х2, х։, 0), 

1т г:=/=0, 1т х։ 0, х3 ֊4= 0, х։ =/= 0, хг = х1։ х։ = х3.
г (X) реализуется в виде цепи на рис. 5. Значения параметров 

см. случай 4).
Следует отметить, что этот случай особенно труден в смысле 

реализации, так как цепь на рис. 5 не имеет ни матрицы сопро­
тивления, ни матрицы проводимости.

Реализация матрицы г (X) типа II.
Можно считать, что /։ = (х։, 0, 0), /а = (х։, 0, 0), хх =/= 0, х։=/=0։ 

хг=х։, х։ = х։.
Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 6. Значения физи­

ческих параметров

Рис. 5. 

_ а -{- 6 _ 4x2I = 2, с = --- ----- >0.
4я0 Х2 (а—6) %

Реализация матрицы г (X) типа III.
Возможны четыре случая.
1) /1 = 0. /а^О. Можно считать, что /։ — (х։, 0, 0), г3=£0.
Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 6. Значения фи­

зических параметров

2) Л ¥= 0. /։=0- Можно считать, что

А = (г1։ 0, 0) г^О.
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Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 7. Значения фи­
зических параметров

с=-Д 6-Иц

3) Д=£0, /3=/=0; хотя бы одно из скалярных произведений 

Ие /2 Ие /1, 1т/2-1т/1, 1т/2-Ре/1, Ие/21тД 

отлично от нуля.
Можно считать, что /։ = (х1։ 0, 0), /2 — (х3, 0, 0), гх =/=0, г2 =г=0.
Матрица г ('/■) реализуется в виде цепи на рис. 6.

4) /1^ 0, /8#=0; все скалярные произведения (см. случай 3)) рав­
ны нулю. Можно считать, что Д = (0, г1։ 0), /3 = (г2, 0, 0), г։=^=0, х2=/=0.

Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 8. Значения фи­
зических параметров

1=^֊
2|я։|*

2|х2!8 
6-Хо

Реализация матрицы г (>•) типа IV.
Возможны два случая.
1) /1 =0, /г¥=0; можно считать, что /2 = (х3, 0, 0), х3=£0, х2=х։.
Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 9. При этом

/= Л>°-
Х2
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2) /։=У=0, /։=0; можно считать, что А=(х։» 0, 0), хх=/=0, х1 = х1 
Матрица реализуется в виде цепи на рис. 10. При этом

Реализация матрицы г (X) типа V. 
Возможны два случая.

1) А=0, /։¥=0; можно считать, что /а = (х2, 0, 0), х2 ^=0, х։ = х2».
Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 9 с заменой ка­

тушки I на конденсатор С, причем

с = е.^>о.
2) А^О, А =0; можно считать, что А=(х1» 0> 0)» хх=/=0, хх=хх..
Матрица г (X) реализуется в виде цепи на рис. 10 с заменой кон­

денсатора С на катушку I, причем

/ = в-х?>0.

Во всех случаях соответствие проходных матриц цепям провере­
но расчетом.

Достаточность условий (I)—(IV) для реализуемости го (X) доказа­
на полностью.

Отметим, что, попутно, исчерпывающим образом описана цепная 
структура пассивной реактивной цепи.
Одесский педагогический институт Поступило 19.IV.1969
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Ա. Վ. ԵՖԻՄՈՎ. Ռեակտիվ յ֊հրկարացՏող մատրիցա-ֆուսկցիաների իրացումը (ամփոփում )

Ամեն մի ռեակտիվ (այսինքն' (!) — (IV) հատկություններով օժտված) W (X) մատրիցա֊ 
ֆունկցիա կարող է իրացվել գծային պասիվ ՇՆ-րազմարևեռի տեսքով, որի համար այն հանդի­
սանում է անցումային մատրիցա. Բերված են էլեկտրական շղթայի պարզագույն բջիջների բոլոր 
հնարավոր "թեմաները. Դրանով իսկ սպառիչ կերպով նկարագրված է ռեակտիվ շղթայի շղթա­
յական ստրուկտուրան,

А. V. EFIMOV. Realleatton of reactive J-etretchlng matrix-function* 
(summary)

Every matrix function w (X) with properties (I)—(IV) may be realised as a tran­
sitions matrix for a linear passive CL. The circuits of all simplest electric cells are 
attained, so that comprehensive description of structure of reactive chains may be 
given.
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