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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանամ են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա սՄ աթ եմ ատիկա» ամ- 
սաղրում , հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամևքենագրված, երկու օրինակով, Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցնլ ամփոփումներ հայերեն և անդ լեր են 
(ռուսերեն և ան դլե րեն) լեզուներով,

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով,

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու դծերով ներքևում , իսկ փոքրատառերը' երկու դծիկով վերևում.

Հունական տառերը պետք է ընդդծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրշան ցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդդծվեն ալիքաձև գծով,

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում,

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվ/* և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա. 
մարը և տարեթիվը.

Օգտագործված գրական ությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում,

Տ. Սրբագրության ժամանակ հև գինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում,

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը,

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով,

8. Հոգվածի վերջո,մ անհրաժեշտ է նշեյ այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը,

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն (րիվ հասցեն, անունը և հայրանունը-
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 2Տ աոանձնատիպեր, 
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե- 

ղեկադիր, սերիա ^Մաթեմատիկա**
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И. Д. ЗАСЛАВСКИЙ

ОБ АКСИОМАТИЧЕСКОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
КОНСТРУКТИВНЫХ ОБЪЕКТОВ И ОПЕРАЦИЙ

1. Понятия конструктивного объекта и конструктивной операции 
(алгорифма) являются основными понятиями современной конструктив­
ной математики ([1]—[7]). Как правило, всякая общая концепция кон­
структивной математики строится на основе того или иного понятия 
конструктивного объекта, к которому в дальнейшем присоединяется 
тот или иной вариант понятия алгорифма. Вместе с тем, вопросы по­
строения точных определений конструктивного объекта и конструктив­
ной операции, по мнению автора, еще не выяснены исчерпывающим 
образом и требуют дальнейшего исследования.

Методы введения понятий конструктивного объекта и конструк­
тивной операции, чаще всего применяемые в настоящее время в кон­
структивной математике, в основном характеризуются следующими 
чертами. За основу берутся какие-либо конкретные типы конструктив­
ных объектов (например, слова в алфавитах ([1], [3], [4], [5], [6]), на­
туральные числа ([2], [7]), „вещи“ ([7], § 50) и т. п.) и конкретные 
типы простейших операций над объектами (например, соединение слов, 
приписывание буквы к слову, прибавление единицы к натуральному 
числу и т. п.). Эти понятия чаще всего строятся на основе внемате- 
матических („физических") представлений. Как правило, приходится 
заимствовать из внематематических („физических") соображений также 
и ряд основных свойств конструктивных объектов и операций. Общее 
понятие конструктивной операции (алгорифма) в традиционных по­
строениях конструктивной математики вводится уже после того, как 
выяснен основной набор свойств конструктивных объектов и простей­
ших операций над ними.

При введении основных понятий конструктивной математики ука­
занным методом возникает ряд трудностей, как принципиальных, так 
и технических. Принципиальной трудностью является, например, отсут­
ствие при таком построении четкого водораздела между утверждениями, 
которые мы принимаем в качестве исходных положений теории и заим­
ствуем из внематематических („физических") соображений, и утверж­
дениями, которые мы получаем путем логической дедукции из исход­
ных положений. Отметим, что сама по себе апелляция к внематемати- 
ческим соображениям, быть может, неизбежна при построении кон՜ 
структивной математики. Вместе с тем, естественно стремиться к то­
му, чтобы такая апелляция не „просачивалась" в ткань развиваемой 
теории, а была бы по возможности четко локализована в исходных по՜ 
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ложениях теории. Ясно, что, используя внематематические („физичес­
кие") соображения по ходу построения развиваемой теории, мы рис­
куем лишить теорию ее дедуктивного характера.

Технические трудности, связанные с традиционными методами 
введения основных понятий конструктивной математики, заключаются 
в основном в недостаточной общности и гибкости как самого исходно­
го понятия конструктивного объекта, так и основанных на нем вспо­
могательных понятий. Беря за основу конструктивные объекты какого- 
либо одного вида (например, слова в алфавите), мы вынуждены пред­
ставлять в их терминах конструктивные объекты любых типов, что 
приводит часто к неоправданно громоздким и искусственным построе­
ниям.

В этой статье мы будем рассматривать несколько иной способ 
определения понятий конструктивного объекта и операции на основе 
применения аксиоматического метода (вполне аналогичного аксиомати­
ческому методу классической математики) с сохранением основных 
принципов конструктивной установки. Рассматриваемый способ, по-ви- 
димому, в меньшей степени подвержен указанным выше трудностям 
по сравнению с традиционной методикой֊ Предлагаемый подход мож­
но условно назвать „аксиоматико-генетическим“, (ср. [7], § 8). Аксио- 
матичность подхода выражается в том„ что определения конструк­
тивных объектов и операций не связываются непосредственно ни с ка­
кими их конкретными „физическими“ образами. Предлагается, напро­
тив, рассматривать произвольные объекты и операции, удовлетворяю­
щие определенным условиям (аксиомам), и устанавливать свойства 
этих объектов и операций посредством логической дедукции из аксиом 
(точка зрения, в определенном смысле сходная с высказанной, указана 
в отношении натуральных чисел в [7], § б, § 50, см., например, [7], 
стр. 26 русского перевода, абзац 5-й снизу; однако эта точка зрения 
не получает систематического развития в [7]).

Генетичность предложенного подхода выражается в том, что счи­
тается возможным рассматривать как одновременно существующие лишь 
конечное число объектов (см. [5], стр. 287, верхний абзац). Таким образом, 
если мы не ограничиваемся рассмотрением заранее фиксированного конеч­
ного множества объектов, то должны рассматривать их как порождаемые 
при помощи некоторых фиксированных порождающих операций (см. [4], 
стр. 227; [5], стр. 286—287; [7], § 6, § 8, § 50). Хотя подобная точка зрения 
является одной из составных частей конструктивной установки в матема­
тике ([3]), однако мы отмечаем ее здесь отдельно, так как она весьма су­
щественна для конструктивной интерпретации аксиоматического мето­
да. Отметим следующее следствие из приведенного положения: если 
мы не хотим ограничить наше рассмотрение заранее фиксирован­
ным конечным множеством объектов, то вынуждены допустить՛ 
рассмотрение операций с заранее не определенной областью зада­
ния. Рассмотрение операций с заранее не определенной областью за­
дания в конструктивной математике, по-видимому, надлежит считать 
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естественным: если мы порождаем, например, слова в алфавите или на­
туральные числа при помощи операций приписывания буквы или при­
бавления единицы, то область задания таких порождающих операций, 
очевидно, не может быть определена заранее; напротив, порождаемые 
объекты могут быть построены лишь при том условии, что мы пред- 
вирителъно определили порождающие их операции. При традиционном 
построении конструктивной математики это явление обычно остается 
в тени, так как употребляемое общее понятие операции (алгорифма), 
как правило, вводится уже после того, как основное понятие конструк­
тивного объекта сформировано при помощи „порождающих операций“, 
которые после этого по существу не фигурируют в построениях или 
же рассматриваются как частные случаи общего понятия алгорифма. 
Создается таким образом иллюзия того, что для каждой рассматри­
ваемой операции (алгорифма) мы имеем дело с вполне определенной 
заранее областью ее определения. Но если мы вообще должны узако­
нить рассмотрение операций без предварительного определения обла­
стей их задания, то не видно причин, почему мы должны сохранять 
такое положение для одних операций и избегать его для других. В 
соответствии со сказанным мы не будем в дальнейшем фиксировать 
заранее областей задания для рассматриваемых операций.

Для логической дедукции из аксиом мы будем пользоваться кон­
структивными методами рассуждений, имеющимися в традиционной 
конструктивной математике и логике ([3], [4], [5], [7]). Будут исполь­
зоваться конструктивные логические связи &, V, о, "I, у, 3, понимае­
мые обычным образом. Мы не будем пользоваться методами рассуж­
дений, которые формулируются в существующих теориях конструктив­
ного истолкования суждений ([3]; [7], § 81); не будем прибегать также 
к рассуждениям, опирающимся на метод конструктивного подбора 
([2]). Таким образом, мы будем пользоваться лишь некоторой частью 
методов рассуждений, принятых в конструктивной математике; эта 
часть приблизительно соответствует тем методам рассуждений, кото­
рые формализуются в конструктивной (или, в терминологии [7],—ин­
туиционистской) формальной арифметике. Конструктивные методы рас- 
суждений будут пониматься содержательно, а не формально; мы не 
будем строить никакой формальной логической системы, в которой 
формализовывались бы применяемые рассуждения (хотя при желании та­
кую систему можно было бы построить). Таким образом, мы предпо­
лагаем, что из внематематических (в данном случае—из логических) 
источников нам дано представление об определенном наборе „конструк­
тивных методов рассуждений“, так что мы можем отличать конструк­
тивные доказательства от последовательностей рассуждений, не явля­
ющихся конструктивными доказательствами.

2. Г. Крейсел в работе [8] строит формальную систему, которую 
он называет „абстрактной теорией конструкций“; эта система пред­
назначается Г. Крейселом для аксиоматического описания понятий 
.^конструкции“ и „конструктивного доказательства“. Некоторые дета­
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ли работы Г. Крейсела будут применяться в дальнейшем изложении 
(например, введение равенства и других аналогичных понятий с по­
мощью операций; рассмотрение понятий пары и компонент пары на 
аксиомататической основе и т. п.). Однако результаты, полученные 
Г. Крейселом в работе [8], относятся в основном к обоснованию ис­
числений интуиционистской логики и не пересекаются с утверждения­
ми, устанавливаемыми в настоящей статье.

Аксиоматическое построение рекурсивной арифметики, т. е. тео­
рии рекурсивных операций над натуральными числами было предложе­
но X. Б. Карри ([9]) и Р. Л. Гудстейном ([10], [11], см. также [12], 
раздел „рекурсивная арифметика“). Аксиоматический подход к опре­
делению конкретных операций (рекурсивных функций) сближает рекур­
сивную арифметику с рассмотрениями настоящей статьи; однако в ре­
курсивной арифметике отсутствует общность рассмотрения понятия 
объекта (в роли объектов используются лишь натуральные числа), и, 
кроме того, применяемый логический аппарат сильно сужен по срав­
нению с обычным логическим аппаратом конструктивной математики. 
Следует также отметить, что рекурсивная арифметика рассматривает­
ся как формально-логическая система, и логика понимается в ней 
формально, а не содержательно. Все это обуславливает существенные 
отличия рекурсивной арифметики от рассматриваемой здесь разновид­
ности аксиоматического метода; результаты, получаемые для рекур­
сивной арифметики, не пересекаются с утверждениями, устанавливае­
мыми в этой статье. В работах [13], [14], [15], [16] и в ряде других 
работ аксиоматический метод применяется в рамках конструктивного на­
правления в математике; однако исходные установки, направление иссле­
дований и результаты, полученные в этих работах, отличают их от на­
стоящей статьи. Приводимые ниже аксиомы бинормальной К-структуры 
внешне сходны с отношениями между алгорифмами, определенными в § 6 
из [16]; некоторые из них сходны также с рядом формул, указанных в [13].

Отметим еще, что некоторые понятия, вводимые в дальнейшем 
при рассмотрении конструктивного аксиоматического метода, аналогич­
ны понятиям, рассматриваемым в соответствующих классических тео­
риях. Так например, рассматриваемое ниже понятие К-структуры имеет 
ряд общих черт с понятиями конструктивной алгебры и алгебры ([17], 
§ 1, п. 13).

3. Уточним теперь некоторые конкретные черты предлагаемого 
метода.

По ряду соображений технического характера оказывается удоб­
ным не рассматривать по отдельности понятия „операции“ и „объекта“, 
а рассматривать эти понятия как синонимы, считая всякий объект опе­
рацией (быть может „вырожденной“), и, употребляя слова „операция“ 
и „объект“ лишь для того, чтобы подчеркнуть в каком именно аспек­
те проводится то или иное рассмотрение. Элементарные предикаты 
над объектами мы будем также рассматривать как операции; мы будем 
фиксировать в качестве выделенных значений, выдаваемых этими опера­
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циями, некоторые объекты И и Л, понимаемые как символ истинности и 
символ ложности (вместе с тем, мы не будем требовать, чтобы каждое 
значение, выдаваемое операцией указанного типа, совпало бы с И и с Л).

Таким образом, понятия „объекта“, „операции", „элементарного 
предиката" мы сводим к единому понятию операции.

Каждая рассматриваемая операция будет обладать определенной 
„размерностью“ п>0; размерность операции мы будем называть также 
„количеством мест" или „количеством переменных“ данной операции и 
говорить о нульместных, одноместных, двуместных и т. п. операциях 
(можно было бы при желании выделить „собственно объекты" как нуль- 
местные операции, однако мы этого делать не будем, и, более того, 
будем отличать объект от нульместной операции, выдающей этот 
объект). Область задания операции, в соответствии со сказанным вы­
ше, не фиксируется, и соответствующее понятие не вводится. Опера­
ция может преобразовывать любые объекты, в частности, любые опе­
рации; не исключается также случай применения операции к ней самой. 
Будем считать работу операции детерминированной, т. е. будем счи­
тать, что если операция работает в разных случаях- над одними и те­
ми же исходными данными, то ее работа протекает в этих случаях 
одинаковым образом.

Сказанное следует воспринимать, разумеется, не как математи­
ческие определения, а как наводящие соображения, находящиеся вне 
математики. Нижеследующие положения являются попыткой провести 
грань между математическими и внематематическими рассмотрениями. 
Для этого мы вводим некоторые термины, предложения и типы пред­
ложений, которые объявляются „понятными" на основе внематемати- 
ческих соображений. После того как мы зафиксировали элементы язы­
ка, мы можем воспользоваться уже ранее зафиксированными способами 
построения сложных предложений языка (они были взяты нами на ос­
нове определенных логических средств, т. е. также исходя из внема- 
тематических соображений) для построения определенных аксиом (вы­
бираемых на основании внематематических соображений), исходя из ко­
торых мы можем выводить новые предложения с помощью имеющихся 
в нашем распоряжении способов рассуждений (снова выбираемых на 
основе имеющихся логических средств). Математика, таким образом, 
начинается там, где уже выбраны язык, логика и аксиомы*.

* Подобная точка зрения, разумеется не может претендовать на новизну, ибо 
она является модификацией многочисленных имеющихся концепций, касающихся фор­
мализации математических теорий. Однако применение подобного рода концепций в 
конструктивной математике, насколько известно автору, не предлагалось. Естествен­
ное возражение против атого применения заключается в том, что подобная формали­
зация может показаться „порочным кругом“ на том основании, что аппарат формали- 

/. зации здесь обладает такой же сложностью, как и формализуемая теория. Автор не 
согласен с такого рода возражением. Некоторые доводы против него будут приведе­
ны ниже. Сейчас отметим лишь, что средства метаязыка, как правило, более сильны, 
чем средства языка: проще „называть“ объекты, чем их фактически „выписывать“.
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Итак, мы допускаем употребление слов:
(1) Операция (синоним: объект);
(2) Нульместная, одноместная, двуместная,... операция (синони­

мы: операция размерности нуль, один, два,...). Мы считаем „понятным 
смысл следующих предложений:

(3) После подачи на вход n-местной операции / объектов х1։ х2, • 
•• •, хп операция срабатывает и выдает на выходе объект у.

(4) Объект х есть И.
(5) Объект х есть Л.
Мы допускаем образование новых предложений из уже построен­

ных при помощи обычных логических связок &, V, ZJ, Т, V, 3-
Мы допускаем образование новых понятий из уже имеющихся при 

помощи правил порождения. Под „правилом порождения“ мы понимаем 
предложение следующего вида (где f1։ f2, ■ ■ fm суть фиксированные 
операции размерностей, соответственно, ки kS։- • •, кт)',

(6) Если х։, х2,...., хп суть некоторые объекты, и если для yiu
Д12>՜'՜» имеет место Ри для у.л> уК,՛ • •, ум, имеет место Р2, 
для Уг\, ул,-■ •, yrir имеет место Рг, и если после подачи на вход 
/^-местной операции объектов пп, ы12, • • •, ui*,  операция срабаты­
вает и выдает на выходе объект v1։ и если после подачи на вход 
&2-местной операции /2 объектов un, и22, • • •, и-т, операция срабаты­
вает и выдает на выходе объект vs, • • •, и если после подачи на вход 
/rm-местной операции Jm объектов ит\, иП2>- ■ •, Umk„, операция сраба­
тывает и выдает на выходе объект vm, то для я։, г2, • • •, zq имеет ме­
сто Q.

(Здесь Pit Рг,---,РГ— некоторые понятия, уже имеющиеся или 
определяемые, Q — некоторое определяемое понятие, каждый из объ­
ектов yij и и/, имеет вид ха՛, каждый из объектов zi имеет вид х» или vj).

Мы считаем, таким образом, понятным каждое конкретное прави­
ло указанного типа и допускаем задание понятия или группы понятий 
при помощи таких правил.

Мы считаем, наконец, „понятными“ кванторы общности и осуще­
ствимости, вводимые для понятий, определяемых при помощи правил 
порождения.

4. Сделаем некот орые замечания по поводу введенных соглашений.
Говоря об „п переменных“, а также в других аналогичных местах, 

мы не предполагаем известным понятие натурального числа. Для по­
строения каждой конкретной теории нам нужны лишь операции фикси­
рованной размерности, поэтому мы могли бы при желании ограничить­
ся операциями размерности, например, не больше двух или трех. Чи­
слительные „два“ или „три“ здесь вовсе не обязательно употреблять, 
так же, как не обязательно помечать индексами 1, 2, ••• объекты, по­
даваемые на вход операции; вместо этого можно было бы говорить, 
например, о „розовом входе“ и „голубом входе“ операции (ср. [18], 
„Предисловие для учащегося“). Аналогично обстоит дело с натураль­
ными индексами в приведенном выше описании порождающего правила.
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Вместо общего описания того, что такое порождающее правило, мы 
могли бы без вреда для дела объявить „понятными“ лишь те конкрет­
ные порождающие правила, которые нам потребуются в дальнейшем.

Заметим, что при соблюдении некоторых аксиом (например, ука­
занных ниже аксиом для спаривающих или системных операций) мы 
можем, не нарушая общности по существу, ограничить наше рассмот­
рение лишь нульместными, одноместными и двуместными операциями 
(так, как это сделано ниже при введении аксиом (Лэт)—(Л10) бинор­
мальной структуры). Можно также ограничить использование генети՜ 
ческих определений лишь несколькими заранее фиксированными слу­
чаями (см., например, [17], § 1, п. 1.3, теорема 1).

5. Введем некоторые обозначения. Суждение вида (3) из разде­
ла 3 будем обозначать через „/ (хъ хг, хя) есть у", а тот объект 
у, который выдается на выходе, если имеет место ситуация (3) из 
раздела 3, будем обозначать через / (х1։ х2, • ■ •, хя). Суждение 3У (/ (хъ 
х2,- ■ •, хп) есть у) будем обозначать через ! / (хь х։, • • •, хя). Суждение 
(4) раздела 3 будем обозначать через х+, а суждение (5)—через х՜. 
Мы будем употреблять символ X, понимаемый аналогично тому, как 
это определено в [19] (см. также [12]), а именно: если Е есть выраже­
ние со свободными переменными х։, х2,•••, хя, то выражение Хх1х2--- 
■••хя-Е понимается как обозначение операции, которая для всяких: 
объектов х։, х2, •••, хп, для которых выражение Е имеет смысл, выдает 
значение выражения Е для заданных значений х1։ х2, • • ■, хП. Мы не бу­
дем рассматривать выражений вида Хх։х2---хя-Е в тех случаях, когда, 
выражение Е содержит свободные переменные, отличные от х1։ х2, • • •, хя..

В случае, когда в выражении вида / (х1։ х2,•••, х„) операция / 
сама задается при помощи какого-либо выражения, мы будем выраже­
ние, определяющее /, заключать в фигурные скобки. Мы будем иног­
да применять указанные в [12] и [19] правила преобразования выраже­
ний, содержащих фигурные скобки и символ X; допустимость примене­
ния указанных преобразований каждый раз очевидна на основании со­
держательной интерпретации указанной символики. Например, выраже­
ние {Хх-/(х)} (у) обозначает тот же объект, что /(у).

Записывая обозначение операции, мы будем иногда указывать 
размерность этой операции при помощи верхнего индекса в скобках; 
так, например, /(2), х(5>, суть обозначения соответственно дву­
местной, пятиместной, нульместной операции. Иногда мы будем опус­
кать обозначение размерности в тех случаях, когда размерность рас­
сматриваемой операции очевидна или несущественна.

6. Введем теперь понятие К-структуры, которое будет играть ос­
новную роль в дальнейшем изложении, а также некоторые понятия, 
связанные с ним. Определения, излагаемые в этом разделе, не явля­
ются определениями внутри аксиоматических теорий, а потому мы не 
будем ограничиваться при их введении установленными ранее жестки­
ми нормами языка.
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Всякий набор операций вида • • • ։ /^л* \ /?(2>) мы будем
называть конструктивной структурой или, сокращенно ^.-структу­
рой. Операции /1Л,),/?։), •••, Д(л*/? (2) мы будем называть базисными 
элементами К-структуры (/1Я|\ ■ • • , ).

Понятие элемента К-структуры /зП1\---,/['*  \ ^)> (об°՜
значаемой далее через 3), вводится посредством следующих порождаю­
щих правил:

(1) Каждый из объектов • • •, /£л\  ^<2) есть элемент*
К-структуры 5.

(2) Если есть элемент К-структуры 5 и х1։ х2, •••, хп суть 
элементы 5 и ! Г<п> (х։, х2, •••, х„), то ЛЛ) (х։, х2, • • •, хя) есть эле­
мент К-структуры 5.

После введения понятия элемента К-структуры 3 мы допускаем 
употребление квантора всеобщности у и квантора потенциальной осу­
ществимости 3 относительно переменных, для которых допустимыми 
значениями являются элементы рассматриваемой К-структуры. В роли 
таких переменных мы будем употреблять символы х, у, г, {, у, А, Г, С, 
Н с индексами или без индексов. Вместо „элемент К-структуры 5“ в 
случаях, когда это не приводит к недоразумениям, мы будем говорить 
просто „элемент“.

При рассмотрении К-структуры (А,/։, • • •,/л, Л) двуместный 
элемент R мы будем называть операцией равенства, вместо R (х, у)՜ 
будем писать х—у, а вместо R (х, у)~ будем*  писать х=^=у. Сужде­
ния вида

! / (*1,  х2,- • ., Хя) V ! у (у1։ уг, - -, Ут) =>
=> / (*1.  *։,  • • •, хп) = у (^1, Уз, • • •, Ут)

мы будем записывать следующим образом:
/■(х1։ х2, • ■ •, хп)=*у  (у1։ Уз,---, Ут).

Будем говорить, что К-структура (/., /2,-■-, /п, R) является под­
структурой К-структуры (Ух, Уз, - - -, Ут, О), если /1, /2, • • •, /п, R 
являются элементами К-структуры (уи у2, • • •, ут, (2), и имеет место 
(2 (R, <2)+- Будем говорить, что К-структура (/1։/»,•••, Д, R) является 
правильной, если в этой структуре выполнены следующие аксиомы:

(А) V*  (*  = х);
(у42) уху (х = у ^>у = х);
(А) Уху г (х = у &у ֊ г = х ֊֊ х);
(А) Чху (х = У V X у);
(А) (х = у & х #= у);

Таким образом, непосредственно не определяется как отрицание х=д. 
Однако аквивалентность х+д и т (х=у) вытекает из приведенных ниже аксиом 
(Л4) и (Л,}.
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(Лв) Для любых п-местных операций /7<л> и СН") 
У-Чх2- • хл ^1У2- ■ -уп (Лл>= С(л,& хг = У1 &

& Хг =у,&.- • •& Хл =уп =3 Яя’(х։, х2, - • Х„) С<л> (уг,у2г- -^Уп)).
(Заметим, что аксиома (Л3) по существу является схемой аксиом). 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь правильные К-структуры.
Будем говорить, что элемент К-структуры является всюду 

определенным, если
(А) уххх։ • • • х„ I /<Л> (х1։ х2, • • •, хл).

К-структуру (/։, /2, • • •, /*,  R) будем называть сплошной, если все ба­
зисные элементы /1։ /2, • • •, /*,  R всюду определены.

Рассмотрим теперь некоторые примеры применения понятия 
К-структуры. А именно, мы покажем, каким образом в терминах 
К-структур можно определить понятия натурального числа, слова, а 
также понятия пары и системы объектов. Правильную К-структуру 
(а, з(1), Rm) будем называть пеановой, если в ней выполнены сле­
дующие аксиомы:

(А) ух1зШ(х);

(Д.) ¥х(з<։)(х)=#а);
(Ао) V*«/  (։(1) (х) = 5(1) (у) => X = у).

Натуральные числа можно определить теперь как элементы пеа­
новой К-структуры, определяемые при помощи следующих порождаю­
щих правил (1) а есть натуральное число; 2) если х есть натуральное 
число, то 5 (х) есть натуральное число. Как правило, элемент а пеано­
вой К-структуры (а, 5, R) мы будем обозначать черен 0; вместо $ (х) 
иногда будем писать х֊Ь1; элементы 5(0), $ (в (0)), з(з.(з (0))),• • • бу­
дем обозначать иногда через 1, 2, 3,•••.

Аксиома индукции при содержательном восприятии понятия нату­
рального числа не должна вводиться; правомерность рассуждений по 
индукции непосредственно следует из генетического характера поня­
тия натурального числа (см. [1], подстрочное примечание на стр. 18).. 
Следует заметить, однако, что при формализации рассуждений о 
К-структурах в рамках некоторой формально-логической системы (ска­
жем, наподобие той, которая была указана в [7], § 19), схема аксиом 
индукции (или некоторая эквивалентная ей схема) является необходи­
мой, иначе мы будем лишены возможности проводить в нашей системе 
рассуждения по индукции. Можно сказать, что схема аксиом индукции 
как раз и является тем средством, при помощи которого в формально­
логическую систему вводится генетическая концепция понятия объекта.

Понятие натурального числа можно было бы вводить и на осно­
ве иных К-структур. Так, например, можно было бы ввести операции 
следования, сложения, умножения, на основе обычных аксиом (см. [7], 
§ 19). Точно так же можно было бы рассматривать в качестве опера­



162 И. Д. Заславский

ций суперпозицию, примитивную рекурсию и ^оператор и, таким об­
разом, строить аксиоматическую теорию рекурсивных функций.

Рассмотрим теперь аксиоматическое определение понятия слова 
в алфавите. Правильную К-структуру (а, зР, • • •> ЗяЯ), где л>1, 
будем называть п-алфавитной, если в ней выполнены следующие ак­
сиомы: >

(Ли) ухи°(х)

(Л„) ух (зР (х)=И=а) (1<։<л);
/ 1 -֊< / п \

(Л„) уху (зР (х)=£з/п (у)) I 1</<л ;
\ <¥=/ /

Мн) Уху (зР (х) = зр(у)г>х=у) (1<Г<л).
Слова в п-буквенном алфавите определяются теперь как эле­

менты л-алфавитной К-структуры (а, зх, з։,••■,зп, R), задаваемые по­
средством следующих порождающих правил:

1) а есть слово;
2) если X есть слово, то з/(х) есть слово (1-^/-^л).
Аналогично тому, как это было отмечено для натуральных чисел, 

мы можем строить теорию слов на основе операции объединения слов, 
а также на основе операций композиции, разветвления, повторения 
операций над словами и других операций, рассматриваемых в [1].

Рассмотрим аксиоматические определения понятий пары и сис­
темы объектов. Пусть задана некоторая К-структура. Будем гово­
рить, что операция этой К-структуры является спаривающей, если 
можно построить такие операции 1(1), х<П (называемые обратными спа­
ривающими операциями) для о(2), что выполнены следующие аксиомы:

(Ли) уху! о<2>-(х, у);
(Ав) ух!^)^);

(А,) уг1х(1)(г);

(Аа) Уху (а<2> (х, у)) = х);
(Л1В) уху (х<։) (о(2) (х, у)) = у).

Если дана спаривающая функция а, то объект х называется парой, ес­
ли имеются такие объекты х и у (называемые компонентами пары), 
что а (х, у) = г. Ясно, что по паре х всегда возможно однозначно 
восстановить ее компоненты.

Аналогичным образом определяются системы объектов. Пусть 
задана некоторая К-структура 5, пусть о(2) —спаривающая операция в 
•$> и пусть 1<։> и х<։)— обратные спаривающие операции для а<2). Пусть 
далее (0, з(1), Я(2)) —пеанова подструктура К-структуры 5. Тогда бу­
дем говорить, что элементы «Ю, и А являются системными от­
носительно о®, , х(0, 0, з<։’, если удовлетворяются следующие ак­
сиомы:
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(А20) ух!г(1>(х);
(Л21) Для всякого элемента х и для всякого натурального к. 

! (х, к).
(Дй) Я» (Л) = 0;
(Аа) у*у (»” (=(2) (х, у)) =
(Ди) уху (т.(2)(з<2) (х, у), 0) = х);

(Аг!) Для всяких элементов х и у и для всякого натурального к 
тД2։ (о<2) (х, у), б(1)(Л)) = я<2) (у, к).

Если заданы системные элементы «, о, Л относительно о, I, х, 0, 
э, то понятие системы, а также отношения „натуральное число к есть 
длина системы у“ „элемент х есть Л-ый член системы у“, вводятся 
при помощи следующих порождающих правил:

1) Л есть система;
2) 0 есть длина Л;
3) если х есть элемент, у есть система, к есть длина системы 

у, и я есть 1-й член системы у, то
(За) з (х, у) есть система;
(ЗЬ) б (к) есть длина системы а (х, у);
(Зс) х есть 0-й член системы а (х, у);
(Зс1) г есть 5 (/)-й член системы а (х, у).

Легко видеть, что по каждой системе г- можно однозначно определить 
ее длину о (г) при помощи операции о и все ее члены к (я, 0), к (х, 
1), • • •, к (г> &) (ГДе 5 (к) = 3 (г)) при помощи операции я.

В дальнейшем мы будем пользоваться понятиями натурального 
числа, слова в алфавите, пары, системы, считая известными основные 
свойства этих объектов, рассматриваемые в конструктивной математи­
ке. Исходя из изложенных принципов соответствующие теории, оче­
видно, можно развить на аксиоматической основе;, мы не утверждаем,, 
что введенных выше аксиом достаточно для вывода всех свойств рас­
сматриваемых объектов, рассматриваемых в традиционных изложениях 
конструктивной математики; однако набор аксиом, достаточный для 
этой цели, очевидно, может быть построен; такое построение пред­
ставляет собой самостоятельную проблему, которой мы здесь не бу­
дем заниматься.

Введем, наконец, понятие бинормальной. К-структуры.. Будем го­
ворить, что правильная К-структура /а""1,• ■ • ,Д”*\  Л(2)) является. 
бинормальной, если в ней выполнены следующие аксиомы:

(Лв.0 ... &х
& 8?\ ■ • •,^))}(х)-/;л/) (^’ (х),^։)(х),.- • 4’ (х))) (1 <։<*).

)));
(А.) 8(,)* (I Г(/П), {Г(/<’), ^))} (х)^/0)(г(1>(х)));

(А.) зЛу/(1) 8™ ху (I Г (/(’), & [Г (/(1)։ ^2))) (х> у) (х> у))}..
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(Ао)а^У/(2) ^’А^хОЛМ «(1), А<’>) &
& {А’(/2>, Л<’))} (х) = /<2> («<» (х), А<» (х)));

(А.) яГу )т г? £' *։  IV (А Л Л «֊ ■
& {А’(/2)> £<2), £2°)} (х, у)^Г~ (81 (х, у), 8з (х, у)));
(4а։) ЭАу /1} 8(,) А(։) х (! Г (/’), Л»)) &

& (/(О (х)+ о {Г (Л», 8Щ, А«11)} (х) =- Я(1> (х) &
& /<» (х)֊ =э {Г(/<։>, $<»>, А<։> )} (х) ~ А1 (х) &
& (1 /* ’ (х)+ & 1 /<'> (х) ֊ => 11 {Г (/, 8(,), А<’))) (х)));

(Лм) Можно построить такой элемент У7, что для любых /(1), х 
оказывается: ! Г С/™, 8^), и, кроме того, ! (А^/^, ^։))} (х) имеет мес­
то в том и только в том случае, когда можно построить систему эле­
ментов х0, х1։ •••, хл, где л^>0, такую, что х0 = х, х/и =/(|) (х/) при 
0-^г<^л, 8 (х‘)~ ПРИ 0<С։<х.л, ® (хл)+; и, наконец, если I {А’(/(1), 
^'0} (х) то (А’(/(1), 8^} (х) — хл, где хя есть последний член по­
строенной указанным образом системы.

(Ли) 3Г¥ /<°> X (! Г (/«»)) & {Г (/“))) (х) - /<°> ( ));
(Ли) ЗА у /<>> хд (! Г (/») & {Г (/*))}  (х, у) - /։> (х));
И«) аАу/։) хУ (1 /’(/”) & {А՝ (/։’>)} (х, у) (у))->

(Аг1) 3Аух ((А (х)} ( ) = х);
(Аз) Я/¥*  (/(х) = х);

(А») Я/Ух/ (х)+;
М«) Э/ух/ (х)-.

Как уже указывалось выше, аксиомы бинормальной структуры 
внешне сходны с условиями, указанными в определении нормального 
замыкания ([16], § 6); отличие заключается, во-первых, в том, что мы 
не вводим здесь понятия „предиката“, рассматривая по существу „пре­
дикаты" как частный случай „функторов"; во-вторых, вместо условия, 
касающегося отбрасывания фиктивной переменной, здесь употребляет­
ся аксиома (^и), касающаяся осуществимости функций—констант; на­
конец, аксиомы бинормальной структуры формулируются лишь для 
операций с ограниченными размерностями (большинство аксиом сфор­
мулировано для размерностей, не превосходящих двух, чем и обуслов­
лено название „бинормальная структура").

При рассмотрении бинормальных структур мы будем употреб­
лять некоторые специальные термины и обозначения (ср. [16], § 6). 
Пусть фиксирована операция удовлетворяющая условию, указан­
ному в аксиоме (/4а։) (говоря точнее—условию, получающемуся из 
(Л։։) посредством удаления аГ), тогда для любых Л(’) мы
будем называть (/0), ДО) разветвлением и А(՝> относи­
тельно и обозначать посредством Н1еп еке А(1>; кроме то-
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го, {^si A(IJ)} (*)  мы будем обозначать посредством if(х)+
then g(|) (х) else h(1) (х), причем в этой записи мы будем иногда заме­
нять (х), g<։) (х), (х) другими эквивалентными им выражениями.
Далее пусть фиксирована операция Fi3, удовлетворяющая условию, 
указанному в аксиоме (Дз։); тогда для любых gm мы будем назы­
вать Fjj (/։։\ gW) повторением относительно и обозначать 
while gW- do / (1);знак ~ иногда будем вводить внутрь записи g, напри­
мер, вместо (/-x-R (х,. О))՜ будем писать Хх-х=/=0.

Замечание 1. Слова if, then, else while, do заимствованы из 
языка АЛГОЛ-60 ([20]); введенное здесь обозначение разветвления в 
точности совпадает с обозначением разветвления, принятым в А АГ ОЛ- 
-60, однако обозначение повторения несколько сокращено по сравне­
нию с указанным языком; точная запись повторения по правилам язы­
ка АЛГОЛ-60 могла бы иметь, например, следующий вид:

for х: = х while g(1) (х) do x’=f^ (х).
Замечание 2. При рассмотрении повторения мы не допускаем 

обозначений типа while gO) (х)~ do/0) (х), наподобие, тех, которые бы­
ли введены для разветвления. Дело в том, что при употреблении обо­
значений типа while g(1) (х)՜ do /(։) (х) могут возникнуть недоразуме­
ния: повторение алгорифмов, в отличие от разветвления, не инвариант­
но относительно подстановки. Так, например, мы можем написать

{if f+ then g else A} (u (x)) =*  {if t-z-f (a (z))+ then az. 
g(u (z)) else 'i֊z h (u (z))} (x),

но было бы неверным утверждать, что {while g՜ do f} (a (x)) равно­
сильно {while >֊z-g (u (z))~ do Az՛/(a (z))} (x).

7. В качестве примера математических рассмотрений на основе 
конструктивного аксиоматического метода мы рассмотрим вопрос о 
возможности описания в рамках такой теории любых конструктивных 
преобразований объектов соответствующей К-структуры. Наше рас­
смотрение при этом будет в определенной степени зависимым от 
концепций традиционной теории алгорифмов, поскольку „эталон“ об­
щего понятия алгорифма мы будем заимствовать из традиционных ис­
точников.

Пусть фиксирована некоторая К-структура /г"’5, • • Л(2))
(в дальнейшем будем ее обозначать через S). Введем в рассмотрение 
попарно различные буквы Ф1։ Ф2, •••, Ф*,  2, (, , ,) (мы описываем рас­
смотрения, связанные со словами в алфавитах, в традиционных терми­
нах, хотя то же самое можно было бы сделать и на аксиоматическом 
языке).

Термами К-структуры 5 будем называть слова в алфавите {Ф1։ 
Ф2,•••,Ф*,  2, (,,,)}, определяемые следующими порождающими пра­
вилами: 1) каждая из букв Фъ Ф2,■•՛, Ф*,  2 есть терм; 2) если Т1г 
Тг, - ■ - , ТП1 — термы, то слово Ф< (Т1։ Тг, ՝ • •, ТП/) есть терм; 3) если 
Тг и Т2 суть термы, то 2 (Т1г Тг) есть терм. Зафиксируем конструк­
тивное взаимно однозначное соответствие Е между термами К-струк- 



166 И. Д. Заславский

туры 5 и натуральными числами, определяемое следующими прави­
лами.

1) Если длина терма 7\ больше длины терма T«, то натуральное 
число, соответствующее терму Т1г больше натурального числа, соот­
ветствующего терму Т2.

2) Если длины термов 7\ и Т, равны л, и при лексикографичес­
ком упорядочении всех слов длины՜ л в алфавите (Ф։, Ф։,--, Ф>  f-’, 
(»»•)) терм 7\ предшествует терму Т2, то натуральное число, соот­
ветствующее терму Fj, меньше натурального числа, соответствующего 
терму Т2.

*

Очевидно, что указанные правила однозначно определяют соот­
ветствие й. Легко проверить, в частности, что согласно соответствию 
а, однобуквенным словам Ф։, Ф2,•••, Фд։ 2 соответствуют натуральные 
числа 1, 2,՛՛-, к, В дальнейшем натуральное число, соответ­
ствующее терму Т в силу соответствия S мы будем называть ^-номе­
ром терма Т.

Значение терма в К-структуре S определяется следующими по­
рождающими правилами: 1) значение каждого из термов Ф1։ Ф։, • • •» Ф*,  
2 определено и совпадает, соответственно, с f\"‘\ ՛ ՛ ՛ ■> R^1' ՛,
2) если F1։ Г։, Tnl—термы, и значения их суть, соответственно, t3, t2>- ■ • 

то значение терма Ф/(7\, Т2, •••, ГЛ;) определено в том, и. 
только в том случае, когда ! /]Л/) (tu t2,---,tni) и если определено, то 
совпадает с Л(Л/) «ъ t։»■'■> ^Л/); 3) если 7\ и Т2—термы, и значения их 
суть, соответственно, и f2, то значение терма 2 (7\, Т2) определе­
но в том и только в том случае, когда ! R№ (tlf t։) и в этом случае 
совпадает с 7?(2) (f1։ t2).

Ясно, что для каждого объекта х К-структуры S имеется хотя 
бы один терм со значением х. Это непосредственно вытекает из ге­
нетического характера понятия „элемент К-структуры“.

Частично-рекурсивную функцию ф от одной переменной будем 
называть рекурсивным преобразованием элементов К-структуры S, 
если для любых натуральных чисел к и I оказывается: если термы Тъ 
и Т2 с ^-номерами к и I определены и таковы, что для их значений хг 
и х2 имеет место х։=х1( то тогда (1) если одно из значений р (к) и 9 (Z) 
определено, то и другое из них также определено; (2) если оба значения 
? (к) и р (I) определены, то тогда если значение одного из двух термов, 
имеющих --номера р (к) и р (Z) определено, то тогда и значение дру­
гого из них определено; (3) если значения х и у обоих термов, ука­
занных в предыдущем пункте, определены, то х=у.

Пусть р рекурсивное преобразование элементов К.-структуры S. 
Результатом преобразования элемента х К-структуры 5 посредством 
<р будем называть элемент у К-структуры 5, который получается в. 
результате следующих действий: 1) находим какой-либо терм Т, имею­
щий значение х; 2) находим 2-номер к терма Г; 3) находим р (к); 
4) находим терм Г, имеющий номер ® (к)՝, 5) в качестве у берем зна­
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чение терма 1' (если оно определено). Ясно, что если результат пре­
образования элемента х посредством ® определен, то он единственен 
с точностью до отношения равенства, определяемого операцией

Будем говорить, что элемент К-структуры 5 является ориен­
тиром рекурсивного преобразования <р элементов этой К-структуры, 
если для любого элемента х К-структуры 5 оказывается: результат 
преобразования элемента х посредством определен в том, и только 
в том случае, когда ! /(1) (х), и в этом случае, если у есть результат 
преобразования х посредством ®, то у=^ (х).

Будем говорить, что К-структура 5 является рекурсивно полной, 
если для всякого рекурсивного преобразования ® элементов К-струк­
туры Л' можно построить элемент К-структуры 5, являющийся 
ориентиром ®.

Теорема 1. Всякая правильная сплошная бинормальная 
К-структура , /£я,), • • •, /* я*\  7?(2>), ’ которой имеется элемент, 
являющийся спаривающей операцией, и имеются элементы хг и х2 
такие, что Хг^х2, рекурсивно полна.

(Иначе говоря, для рекурсивной полноты К-структуры (/1Я1>, 
• ■ ■ , достаточно, чтобы были выполнены аксиомы (Дг) —
— (Л0),(Л7) для/Я|>, Дя,), • • •,/"*՝,  (Л„) — (Л1в) для некоторых я, I, х, 
Д20—Л40 и, кроме того, х։=7^х2 для некоторых х7 и хг).

Доказательство. Обозначим структуру (/1Я,), Дя*\  • ■ •, /?(2))
через 5. Покажем, прежде всего, что в 5 имеется пеанова подструк­
тура 5*.

Построим согласно условию теоремы элементы хх и хг К-струк­
туры 5 такие, что х^х3. и операции я, I, х, удовлетворяющие аксио­
мам (Д15)—(Д։в). Тогда для любых элементов х и у структуры 5

I 0 (ас, У)‘» 1 (’ (*.  у)) = ас;
Ь(х); х(я (х, у)) = у.

! х (х);

Построим теперь элементы я (х1։ хх), я (хъ х2), я (х2, хх), я (х2, х2) и 
обозначим их через уг, у3, у3, уг Ввиду свойств операций я, I, х имеем: 
У1=^=У] при ։¥=/ Следовательно, согласно (Д!) — (Д4), можно по­
строить такой элемент у^, что уЛ=^= XI при 1=1,2. Обозначим че­
рез 0. Построим теперь операцию з такую, что при любом х

з (х) = я (0, х).
Для этого согласно (Д3,) построим такую нульместную операцию 

7), что V) ( )=0. Затем, согласно (Дм) построим одноместную опера­
цию 0 такую, что ух (0 (х) = 0). Затем, согласно (Д38), построим та­
кую одноместную операцию <р, что ух (® (х) = х). Наконец, согласно 
(Дм) построим такую операцию з, что ух (в (х) = я (0 (х), <р (х)). Лег­
ко проверить, что операция з будет требуемой. В дальнейшем мы не 
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будем подробно проводить построений такого рода, предоставляя это 
читателю; методы подобных построений описаны, например, в [7], § 44.

Теперь рассмотрим подструктуру (0, s, /?) структуры 5; эту 
подструктуру будем обозначать через 5*.  Легко проверить, что 
К-структура 5*  является пеановой. В самом деле, если s (x) = s (у), 
то а (0, х) = а (0, у), а тогда, согласно (Л„), х—у. Далее, если бы 
было s (у)—О, то а (0, у) = з (х/, X]) при некоторых /, j от 1 до 2, и 
тогда, согласно (Д։8), 0 = хг, что противоречит выбору 0.

Теперь элементы структуры S, полученные исходя из 0 посред­
ством s, мы будем рассматривать как натуральные числа (при аксио­
матическом построении теории натуральных чисел мы освобождаемся 
от обязанности вводить для этих объектов некое новое наименование, 
а также устанавливать их конструктивное взаимно-однозначное соответ­
ствие с „подлинными“ натуральными числами). Для введенных таким 
образом натуральных чисел мы будем рассматривать рекурсивные 
функции, определяемые обычным образом ([7j). Покажем, что (В) для 
всякой рекурсивной, функции ср от одной переменной можно по­
строить такой элемент f структуры S, что для любого нату­
рального к

Построим вначале такие элементы s, t, р, q, г структуры S, что- 
при любых натуральных к и I

s (k) = k-\-1;
t (A) = fc-lj
р(к, 1)=к + 1;
q (к, Г) = к + 1- 
г(к,1) = кк

Элемент s с указанным свойством был уже построен ранее. В качестве 
t можно взять элемент

kx-(if х=0 then 0 else i ({while )>zs (։ (z)) (z)
do Xz-a (s (i (z))r x (z))} (a (0, x)))).

В качестве p можно взять элемент
) ֊ *y  • (l ({while kz-x (z) =/= 0 do kz-a (s (i (z)), t (■- (z)))} (= (x, y)))).

В качестве q можно взять элемент
Xxy-(i ({while Xz x (z) ^=0 do Xz-a (t (i (z)), t (z)))} (s (x, y)))), 

В качестве г можно взять элемент
>ху(х ({while Xz-x (i (z)) =/=0 do Xz-a (a (i (i (z)),

t (*( ‘ (*)))),  p (I (i (z)X X (z)'))} (a (a (x, y), 0)))), 
Построим теперь элемент

>хф (i ({.while )֊z-y (-1, q (r (i (z), ՛. (z)), x (z)))=# Q
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do 'z-з (s (՛■ (z)), z (z))] (з (0, x))))], 
который мы обозначим через Quad и элемент 

/х-<7 (х, г (Q uad (х), Q uad (х))), 
который мы обозначим через Quadres.
Легко проверить, что для всякого натурального числа к Quadres (к) 
есть натуральное число, равное расстоянию к от наибольшего точного- 
квадрата, не превосходящего к.

Таким образом, для всякого натурального числа к
Quadres (к) = quadres (к), 

где quadres — примитивно-рекурсивная функция, рассматриваемая в. 
[21], § 1 и § 7.

Докажем теперь, что утверждение (В) справедливо для всякой 
примитивно-рекурсивной функции ф от одной переменной. Согласно 
теореме Р. Робинсона ([22], см. также [21], § 7), всякая одноместная 
примитивно-рекурсивная функция может быть получена из функций. 
)ос-(х4֊1) и quadres посредством операторов суммирования, суперпо­
зиции и итерации. Для функций прибавления единицы и quadres ут­
верждение В уже доказано (в роли элемента / в этих случаях можно 
взять, соответственно, элементы s и Quadres). Докажем, что операто­
ры суммирования, суперпозиции и итерации сохраняют утверждение 
(В), иначе говоря: (I) если для одноместных примитивно-рекурсивных 
функций ® и ф утверждение (В) справедливо, то оно справедливо так­
же для суммы <р и ф и для суперпозиции ® и ф; (II) если для одно­
местной примитивно-рекурсивной функции <р справедливо (В), то оно 
справедливо и для итерации функции <р. На основании (Д։о) и (Ди) 
(беря в (Д30) р в роли легко устанавливаем (I). Докажем (II). 
Пусть одноместная примитивно-рекурсивная функция, удовлетворяю­
щая (В), пусть элемент f таков, что при любом натуральном к.

v(k)=f(k),
и пусть ф есть итерация р. Тогда при любом натуральном к

. Ф(0)=0;
ф(*  + 1)=р(ф(*)).

Построим элемент
Xx[i ({while Xz-x (z) =r=0 do Xz-a (/ (i (z)), t (x (z)))} (a (0, x)))], 

который мы обозначим через g. Легко проверить, что для любого на-- 
турального к

g W = ф (к).
Таким образом, (II) доказано. Тем самым мы установили (В) для лю­
бой примитивно-рекурсивной функции р.

Проведем несколько построений, опирающихся на это утвержде­
ние. Построим элемент и такой, что для любого натурального к
203-2
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,т_У£±1>.
2

Далее, на основании (Д։։), (j431) и (Ди) построим элемент - такой, 
что для любых к и I.

<к /)=(^ + /)(^ + / + П+^ 
’ 2

Кроме того, снова опираясь на справедливость утверждения (В) для 
всякой одноместной примитивно-рекурсивной функции, построим эле­
менты I*  и х*  такие, что при любом натуральном к i*  (&) и х*  (к) суть 
натуральные числа, и, кроме того

I*  (=*  (Л, Z)) = к;
** (о*  (к, /)) = I;
a*  (i*  (к), у* (к)) = к

при любых натуральных к и I.
Покажем теперь, что (В) справедливо также и для частично-ре­

курсивных функций. Пусть —произвольная частично-рекурсивная 
функция от одной переменной. Как известно ([7]), можно построить та­
кую примитивно-рекурсивную функцию ф от двух переменных, что 
при любом натуральном к

? (к) ~ |4 [ф (к, Z)=0].
Легко видеть, что осуществима примитивно-рекурсивная функция ф та­
кая; что при любом натуральном к

?(*)=»  ФО*  (к), х*  (к)).
Построим элемент h такой, что при любом натуральном к 

h(k) = ^(k).
Построим, наконец, элемент
)֊х- [х ({while 'i-z-h (z)=f=Q do Xz-a (i*  (z), s (x*  (z)))) (a (x, 0)))] 

и обозначим его через f. Легко проверить, что при любом натураль­
ном к

fW^<p(k).
Тем самым (В) полностью доказано.

Мы переходим теперь к построению элементов F и L таких, что 
для любого натурального числа п элемент F (п) есть значение терма, 
имеющего 2-номер п, и для любого элемента х L (х) есть элемент, 
удовлетворяющий условию F (L (х)) =, х.

Построим прежде всего элементы
(s О (у)), а (х, х (у)))

Xzi(x(z))
)-z <i(t (i (z)), x (x(z))),
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которые обозначим соответственно через я**,  ՛.**,  х**.  Легко видеть, 
что я**,  I**,  у** удовлетворяют аксиомам (Л„)—(Дм), и, таким обра­
зом, я**  есть спаривающая операция, a i**  и у** являются для нее 
обратными спаривающими операциями. Построим теперь элемент

Лхур- (у- (’■ ({while {z)=f=Q doj.z.
= (*(-.  (я)), ;(■/.(*)))}  (я (х,у)))))]

и обозначим его через к. Нетрудно проверить, что объекты ", ՛-, 
я(0, 0) являются системными относительно я**,  ՛.♦*,  х** ։ 0, s, иначе го­
воря, для объектов я, i, я (0, 0), я**,  i**,  у**,  0, s выполнены аксиомы 
(Лго)—(Aza), если эти объекты взять в роли объектов, соответственно, 
к, 8, Л, я, t, у, 0, s в указанных аксиомах. Следовательно, мы можем 
понимать определение системы объектов, а также определения отно­
шений „к есть длина системы я“; „х есть к-й член системы я“ на ос­
нове построенных объектов «, i, я (0, 0), я**,  i**,  у**,  0, s.

В дальнейшем эти понятия будут употребляться лишь в указанном 
смысле (отметим, что на обычном языке „с многоточиями" систему, 
состоящую из т объектов х1։ х2, • • •, хт, понимаемую в смысле введен­
ного определения, можно записать в виде я (т, я (х։, я (х2, • • -, я (xm_j, 
’(х™. 0))■••)))).

Введем некоторые сокращенные обозначения. Посредством ял (х1ъ 
х2, хп), где п > 2, мы будем обозначать выражение

я (я (• • • я (я (Х1, х2), х։),■ • •, xn֊i), хп);

посредством ij (я), где 1<^Л<Сп, будем обозначать выражение.

в случае к=1, и выражение
х (I (I--- I (я)-- )) -л—4----

—в случае к^>1. Легко видеть, что всегда

1п (’л (х1։ х2, • • •, Хп)) = х.4 (1 < к < ц)~
Аналогичным образом будут пониматься обозначения

(Х1, Х2, • • •,Х„), я7 (х1։ х2, • • • , Хп), ՝П (г), *п к (я).
Определим теперь несколько понятий, связанных с термами. 

Пусть 7՜—некоторый терм, и Г—некоторый подтерм терма Т (т. е. 
некоторое слово, являющееся термом и входящее в слово Т). Уровень 
заданного вхождения подтерма Г в терм Т определим следующим об­
разом: 1) уровень вхождения терма Т в терм Т есть 0; 2) если уро­
вень вхождения подтерма Ф/ (1\, Т2,- • •, ТП1) или 2 (Т1г Т2) в терм Т 
есть т, то уровень каждого из рассматриваемых при этом вхождений 
подтермов 7\, Т2,---, ТП1 или Т1г Т2 в терм Т есть т-|-1. Наиболь­
ший уровень вхождений подтермов в заданный терм Т будем называть 
глубиной терма Т. Уменьшенное на единицу количество различных
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вхождений подтермов терма Т, имеющих некоторый фиксированный 
уровень т, будем называть шириной уровня т в терме Т. Будем го­
ворить, что заданное вхождение подтерма Т' терма Т расположено 
левее заданного вхождения подтерма Т" того же терма, если указан­
ное вхождение подтерма Т' входит в левое крыло рассматриваемого 
вхождения ([1], гл. I, § 4) подтерма Г՛ в терм Т. Абсциссой вхожде­
ния подтерма Т' в терм Т будем называть количество различных 
вхождений подтермов терма Т, имеющих тот же уровень, что и Т' и 
расположенных левее Т. Главной функциональной буквой терма Т, 
имеющего вид Ф/ (Т1։ Т2,- - •, Тп,) или 2 (Т1г Т։) будем называть, со­
ответственно, Ф/ или 2.

Нетрудно построить частично-рекурсивные (на самом деле даже 
примитивно-рекурсивные) функции а, Р, у, 8, е такие, что

1) Если л есть 3-номер терма Г, то а (л) есть глубина терма Т.
2) Если л есть 3-номер терма Т и 0^тл<а (л), то р (л, т) есть 

ширина уровня т в терме Т.
•3) Если л есть 3-номер терма Т, 0<С (л) и 0-^1 <СР (п> т)>

то 7 (л, т, I) есть 3-номер подтерма Т' терма Т, имеющего уровень 
т и абсциссу I в терме 7.

4) Если л есть 3-номер терма Т, имеющего вид Ф/ (7’։, Т3, • ■ • 
' ’■> ^14) или 2 (Тх, Тг), то 8(я) есть I в первом случае и во втором 
случае (т. е. 8 (л) есть номер главной функциональной буквы терма Т).

5) Если п есть 3-номер терма Т, 0 -С тл-С® (л), А, т) и
подтерм Г терма Т, имеющий уровень т и абсциссу I в терме Т, 
имеет вид (Ти Тг,- • •, Ту), и если О-Сг-СУ—1» то е (л, т, I, г) есть 
абсцисса рассматриваемого при этом вхождения подтерма 7/+1 в 
терм Т.

Пользуясь ранее доказанным утверждением '(В), построим эле­
менты а, Ь, с, б, е такие, что для любых натуральных л, т, I, I

а(п)<^а (л);
Ь (а*  (л, тл))=« Р (л, т);

с (°3 (л, т, /)) =« 7 (л, т, Г);
б (л) === 8 (л);

е (а4 (л, т, I, {)) е (л, т, I, I).
Построим далее элементы/1։ /„•••,/*,  7*+։,7  Л.-• 7*.  7*+։.  в՜ О, ] 
такие, что для любых элементов х и г и любого натурального числа л 
оказывается (напомним, что рассматриваемая К-структура-5’ имеет вид

А ( ) 71 А) “/1Л1) А А, 0), « А, 1),- • я (я, П1—1));
А ( ) = А^; Тг (^) —/2Л,) А (г, 0), К А, 1), - • к А, Л։—1));
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/*  ( )=/?<• (« 0). * U, 1),- • ■> * (*,  п*֊1));

l6 («)> ’֊6 («)» l6 (“)> *,( («) ) . °** ( * ( l6 (“), e ( 04 ( l6 (“)> l6 («)»
19 19 \ \ 22 23

20 21

7*  1 ( ) == Л(2); ?«•> И ~ Rw (г, 0), * (z, 1));

G (л) — if п = 0 then 0 else if п — 1 then /։ ( ) 
else if л = 2 then ft ( ) else • • • if л = k 

then /*  ( ) else if л = k-j-l then /* +j ( ) else 0; 

G (x, z) = if x = 0 then z else if x = 1 then /։ (z) 

else if x = 2 then f2 (z) else - • • if x -= k 

then fk (z) else if x = k-f-1 then /* +j (z) else z;
J (x) гы if x = 0 then 0 else if x = 1 then пг 
else if x = 2 then n2 else - • • if x = k then 

л*  else if x — k 4֊ 1 then n2 else 0.
В приведенных формулах части, выделенные жирным, шрифтом, озна­
чают выражения вида s (s (s*  • • s (s (0))- • •)). Построение указанных 
элементов производится очевидным образом на основании аксиом (Д2в), 
(Д28), (Ам), (А32), (Д34), (Да71; отметим, что для построения элемента 
G вначале надлежит построить элемент G' такой, что при всяком у

G' (у) ~ if 1 (у) = 0 then х (у) else if 1 (у) = 1 

then /j (x (у)) else if 1 (y՝) =2 then fa (x (y)) 

else • • • else if 1 (y) = k + 1 then /*+1  (x (y)) 
else x (y), 

после чего требуемый элемент G строится так, чтобы при любых 
х и z было

G (х, z)~ S' (а (х, z)).
Построим теперь элемент

>-х-к ( i|( { while >-z-1| (z) =4= 0 do )֊z-o։ f i’ (z), 
3 4

* .( 1з (*))» 1( I while ՝iy- if (^)=#0 do ty-as Г i՝ (y), 
6 7 8

1 (if), 1 (y), t ( if (y)) ,°”(G(dlc (3o3 (4 If (y), t(y), 
9 10 11 1?՝ 1

ls(»)։)5 ) ) ) ’ le ( { whileXu֊te (“)^0 doXu-Og / if (u), 

’ 14 13 12 16 17 18
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֊! <-> Л)) ■ ‘г <">)) ! (,)՛ ’’W։<s)l ’
23 22 21 20 18 17 2->

м?։( <уН(֊J to),■?to).‘(֊Ito)2։) n j• ’(°.°))

) ) )■ ■'<*՝  ! .) }M֊JtoM^to)).֊3W.
25 16 11 10 8 7 33

s ( b ( i*  ( I*  (z), t ( ■-» (z) ) ) ) ), » (0, 0) ) I j ) }
36 37 38 39 39 38 37 36 34 ' > J

.4.» O'! Л

( as ( x, a (x), [ { while Xw (w)=£0 do Xw.
40 42 43

°s ( l3(w), t ( 13 («») ), o ( G( c (a3 ( 13 (w), a ( 13 (w) ) >
44 45 45 46 47 48 49 8« 50

52 42 40

который мы обозначим через F.
Нетрудно проверить, что приведенное выражение для F обладает 

следующими свойствами:
1) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 

фигурных скобках 17, по всякому элементу вида a, (л, т, I, у, i, х) (где 
л есть S-номер некоторого терма Т; т есть натуральное число такое, 
что 0(л); I есть натуральное число такое, что 0 (т, п).
у есть система, составленная из последовательно взятых (слева напра­
во) значений всех подтермов терма Т, имеющих уровень т֊Ь1; i есть 
натуральное число, не превосходящее размерности главной функцио- 
на.чьной буквы подтерма терма Т, имеющего уровень m и абсциссу I; 
х есть пустая система) выдает элемент ов (л', т', Г, у', 0, х'), где л', 
т', I', у' совпадают соответственно, с л, т, I, у; х' есть пустая 
система в случае г=0, и х' есть система, состоящая из элементов

к (у, s (л, к, I, 0))
л (у, в (л, к, I, 1))

в случае /^>0.
К (у, В (л, к, I, 7—1))

2) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
фигурных скобках 7, по всякому элементу вида з5 (л, т, у, ։, х) (где п 
есть а — номер некоторого терма Т; т есть натуральное число такое, 
что 0 ^Л1<^ а (л); у есть система, составленная из последовательно взя­
тых (слева направо) значений всех подтермов терма Т, имеющих уровень 
7п + 1; г есть натуральное число, не превосходящее ? (л, т)+1; х есть 
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пустая система) выдает элемент вида з։ (п', тп, у', 0, х'), где п , тп', 
у' совпадают, соответственно, с п, тп, у; х есть пустая система в 
случае z*=0,  и х' есть система значений последовательно взятых (г—1) 
подтермов Т, имеющих уровень тп и абсциссы от 0 до i — 1 в случае 
z>0.

3) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
фигурных скобках 43, по всякому элементу вида з3 (п, тп, х) (где п 
есть П-номер некоторого терма Т, тп есть натуральное число, не пре­
восходящее 3 (п, т. (п))4֊1, х есть пустая система), выдает элемент 
с3 (и՜, 0, х'), где п совпадает с п; х' есть пустая система при т = 0 
и х' есть система, состоящая из значений тп—1 последовательно взя­
тых подтермов терма Т, имеющих уровень, равный глубине терма Т и 
абсциссы от 0 до тп—1 при тп^>0.

4) Одноместная операция, определяемая выражением, стоящим в 
в фигурных скобках 3, по всякому элементу вида з3 (и, тп, х) (где п 
есть 2-номер некоторого терма Т, тп есть натуральное число, не пре­
восходящее а (п), х есть система всех последовательно взятых под­
термов терма Т, имеющих уровень тп), выдает элемент з3 (д', 0, х'), 
где п' совпадает с п, и х' есть одноэлементная система, единственный 
член которой есть значение терма Т.

Опираясь на указанные свойства основных частей выражения для 
F, легко показать, что элемент F обладает следующим свойством: 
(С) если п есть ё.-номер тперма Т, то F(л) есть значение терма Т.

Построим, наконец, элемент
>x-1 ({while lz-F (i (z)) =f=*(z)  do
>«•«(« M*)),  *W)}(o(0,  *)))

и обозначим его через L. Из определения L немедленно следует, что 
(D) для любого элемента xL (х) есть натуральное число такое, что 
F(L(x)) = x.

Пусть теперь ® есть произвольное рекурсивное преобразование 
элементов К-структуры S. Согласно (В) построим элемент g такой, 
что для любого натурального к

v(k)^g (к).
Построим элемент

lx-F(g(L (х)))
и обозначим его через /. Из (В), (С), (D) немедленно следует, что 
элемент f является ориентиром <р.

Теорема доказана.
Отметим, что в доказательстве теоремы 1 использованы некото­

рые методы, употребляемые в доказательстве теоремы 7.6 из [16].
8. Пусть фиксирована некоторая К-структура (/i՞՛՝, /Р։), • • •, Д’ 5 , 
которую мы будем обозначать через .S'. Для всякого терма Т

*

К-структуры 5 определим выражение Т, получающееся из Т посред-



176 И. Д. Заславский

ством замены всех символов Ф1։ Ф։,• • •, Ф*  символами/1՞'՜*,  /2 /1 л> и
всех символов 2 символами 7?(2). Пусть Л—некоторая система аксиом 
относительно символов элементов К֊структуры 5. Будем говорить, 
что система аксиом А является разрешающей, если для любых тер­
мов 7\ и Т2 оказывается: из А выводимо 7’1=7’а или из А выводимо 
Тг=/=Тг (примером разрешающей системы аксиом относительно симво­
лов базисных элементов может служить система аксиом пеановой 
К-структуры, дополненная аксиомами

0<°) ( )-0<(|>; $<’> (з“’) = 0(Э);
«.(О (^(2>) = 0(0). 5(1) ^0(0). /?(։)=£ (У"’; з<։> =,*=  Я<2»;

Vх (з(1){х) =/=з(1)); Vх (®(1) (х) Я(2)); Vх (х+ 0
=> х = 0<°) & х- о х = 3<։> (0) &х = 0<°> => х+ &

х =5<։> (0) о X-)).
Пусть теперь 8 есть К-структура вида

(#•>, #*>,  •• •,/;№’, л *(1), кт),
удовлетворяющая условиям теоремы 1, причем а<2) есть спаривающая 
операция в 5, а ։(։> и суть обратные спаривающие операции для а(2>. 
Пусть А—разрешающая система аксисм относительно символов бази­
сных элементов К-структуры 5. К-структуру, удовлетворяющую ука­
занным условиям, а также аксиомам из А и аксиомам

(АО Уху (х+ & у+ => х = у);
(Л^) уху (х՜ &у~ => х = у),

будем называть регулярной К-структурой.
Пусть фиксированы некоторые операции 7*20,1,  Рж.г,- • •, Ргс. *,  Р^у 

^։в> ^։9> Т^зо, /^зз, /^32, Гм, Т*̂,  Т^зз, р38> Р31, /зв, /32, /40, удов­
летворяющие условиям, указанным в соответствующих аксиомах 
(Лм) — (Л<0) (точнее—условиям, получающимся после удаления 377 или 
Я/ из соответствующих аксиом). Пусть фиксированы элементы хх и х։ 
такие, что хх =# х։. Введем понятие регулярной операции при помощи 
следующих порождающих правил:

1) Элементы

/ч #•’, 1‘1։> *(1)
л(2), т7, (/Г։), Р3-А^зг\

т, г„ т, г„ (хх),
^31 (х։)> /зв> /.19» /«

являются регулярными операциями.
2) Если 3 и \ gi'\• • •, суть регулярные опера­

ции, то Гге. I (#Р, яР,•••, есть регулярная операция; если и
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§2' суть регулярные операции, то Л 26. *-2  г'?), Г», »-1 (/?),/=։..*
(£1*0  суть регулярные операции.

3) Если и(0), Р1>, #'։), А(|), п(2), ш|2), х(2) суть регулярные операции, 
то (/<>,  и<0>), Г28 (/('), ^>), ги (/<», и<2)),Г30 (««), л»։ ^)), Гзх (о<2>, 
п™, т), ЫР", «<'», Л">), Я,։,)> ^(и^), Г35 (/>»), Г39 (/’•>)

*
*

суть регулярные операции.
Теорема 2. Пусть 5-регулярная К-структура с выделенными 

в ней регулярными операциями. Тогда: (1) для каждого рекурсивного 
преобразования термов К-структуры 5 можно построить регуляр­
ную операцию, являющуюся ориентиром этого преобразования; (2) 
каждая регулярная операция является ориентиром некоторого ре­
курсивного преобразования термов К-структуры 5.

Доказательство. Пусть ® есть рекурсивное преобразование 
термов К-структуры 5. Тогда ориентир для <р строится в точности 
таким образом, как это было указано в теореме 1; из доказательства 
теоремы 1 непосредственно усматривается, что все необходимые при 
этом построения можно провести, сохраняя регулярность получаемых 
операций. Тем самым утверждение (1) доказано.

Доказательство утверждения (2) получается непосредственным 
образом при помощи индукции по построению регулярных операций. 
Тривиальным образом (2) верно для операций—констант

Г3, Л: (=(2)), (‘(։)), т, гз7 т, (хх), Г3, (х։), /3„ /40,
а также для тождественной операции /38. Для операций

/։Л,), ЛЛ։),- ■ •, о(2), 1(1), хП), я(2)

утверждение (2) легко устанавливается, исходя из свойств 3-номеров 
термов (в самом деле, для каждой из букв Ф/ при 1 -С к легко по՜ 
строить примитивно-рекурсивную функцию от ги переменных, кото­
рая для любых натуральных чисел 11։ 12,- • •, /Лр являющихся 3-номерами 
термов Ту, Т3,--՛, Тп,) выдавала бы 3-номер термаФ^Т^, Т2, ■•■,ТП1) 
(аналогичное утверждение верно для 2). Далее, если утверждение (2) 
справедливо для объектов, подаваемых на вход одной из операций Р№, 
Р„, ^28> Л։о, ^зг. Ли> Л։> ^з։> то оно будет, очевидно, справедливо и 
для объекта, выдаваемого в этом случае на выходе соответствующей 
операции (суперпозиция рекурсивных функций рекурсивна, и добавление 
фиктивного аргумента не нарушает рекурсивности).

Аналогичное утверждение для Рз։ и Р33 легко доказывается на 
основании известных теорем о рекурсивных функциях (см., например, 
[7]), с использованием разрешающей системы аксиом А. В самом деле, 
из наличия разрешающей системы аксиом в рамках определенной фор­
мально-дедуктивной системы следует на основании теоремы Э. Поста 
(см. [7], § 57, теор. VI (с)) рекурсивность предикатов „Пу и п2 суть

Е-номера термов Ту и Т3, для которых из А выводимо Гх= Т2“, „пх и 

л։ суть 3-номера термов Гх и Т2, для которых из А выводимо Тг=рТ2и.
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Обозначим рекурсивную характеристическую функцию для первого из 
втих предикатов через Н-номер терма /?(2) (хх, хг) обозначим через 
и; S-номер терма 7?(2) (х1։ х2) обозначим через v. Теперь, если у, '|», <о—ре­
курсивные преобразования элементов К-структуры 5 с ориентирами /, g, 
h, то тогда рекурсивная функция р, определяемая системой равенств ՛> (О, 
1, п)=ф (и); 8 (1, 0, п) = ш (л); р (л)=6 (; (и, ? (л)), с (и, <р (л)), п) к которой 
добавлены определяющие системы равенств для ?, i, будет рекурсив­
ным преобразованием элементов К-структуры S с ориентиром if f then 
g else А; функция ", определяемая системой равенств о (л, 0) = л; 
8 (л, к + 1)=ф (8 (л, к)); ~ (л) = 8 (л, |‘А [? (а, ® (8 (л, А))) ==0]), будет 
рекурсивным преобразованием элементов К-структуры S с ориентиром 
while f~ do g.

Теорема доказана.
Мы можем теперь ввести некоторый вариант уточненного поня­

тия алгорифма на основе аксиоматического подхода. В роли такого по­
нятия можно рассматривать понятие регулярной операции в произ­
вольной регулярной К-структпуре. На основании теоремы 2 мы можем 
утверждать взаимную моделируемость регулярных операций и рекур­
сивных функций. Еетественно ожидать, что теория регулярных опера­
ций в регулярных К-структурах будет содержать аналоги всех основ­
ных утверждений теории алгорифмов, которые будут при этом полу­
чаться посредством логической дедукции из аксиом регулярной К-струк­
туры. Проверка этой гипотезы выходит за рамки настоящей статьи. 
В случае подтверждения этой гипотезы мы получим изложение одного 
из разделов конструктивной математики, не апеллирующее в процессе 
его развертывания ни к классической математике, ни к „физике“.

9. В заключение остановимся еще на одном вопросе, связанном с 
аксиоматическим построением конструктивных математических теорий, 
а именно, на вопросе о реализациях систем аксиом. Реализацией не­
которой системы аксиом естественно называть набор конкретных опе­
раций, удовлетворяющих этим аксиомам. Естественным образом мож­
но строить реализации систем аксиом в рамках других аксиоматичес­
ких систем, так, например, по ходу доказательства теоремы 1 мы по­
строили реализацию системы аксиом (А№)—(А25) средствами аксиома­
тической системы, рассматривавшейся в теореме 1. (Заметим, что ана­
логичным образом, можно интерпретировать, например, построение 
геделевской нумерации „вещей“ в [7], § 50 или кодирование натураль­
ных чисел посредством слов в [1], [3], [5]. Но кроме построения по­
добных, так сказать, „относительных“ реализаций одних систем аксиом 
в рамках других, естественно рассматривать также и вопрос об „абсо­
лютных“ реализациях систем аксиом, т. е. о таких реализациях, кото­
рые существовали бы автономно, а не в рамках других аксиоматичес­
ких систем. Однако, поставив вопрос таким образом, мы приходим к 
выводу о том, что у многих систем аксиом рассматриваемого типа, 
даже у столь простых, как система аксиом пеановой К-структуры, 
„абсолютных“ реализаций может и не существовать. В самом деле, 



О конструктивных объектах 179

очевидно, что ни операция приписывания палочек на бумаге ([1]. 
стр. 12; [5], стр. 39), ни операция постановки точек на бумаге ([23], 
стр. 24 русского перевода), ни операция бросания зерен в кучу не 
удовлетворяют аксиомам пеановой К-структуры; более того, каждый 
раз мы можем в таких случаях указать границу, начиная с которой 
дальнейшее применение операции տ становится заведомо физически не­
возможным (ср. [7], стр. 54—55). Ссылка на абстракцию потенциальной 
осуществимости ([1], стр. 15; [3], стр. 8—9; [4], стр. 229; [5], стр. 287) 
в данном случае означала бы просто, что мы волевым образом про­
возгласили бы наличие реализаций у систем аксиом, которые на самом 
деле реализаций не имеют.

Автор отнюдь не предлагает отказываться вследствие указанных 
обстоятельств от рассмотрения системы аксиом пеановой К-структуры 
или других родственных систем аксиом; однако невозможность предъ­
явления „абсолютных“ (физических) реализаций таких систем аксиом 
есть факт, с которым необходимо считаться. Из-за этого, в частности, 
непротиворечивость подобного рода систем аксиом может быть дока­
зана лишь метаматематическими методами.

Формализация системы аксиом указанного типа в рамках фор­
мально-логических систем не может, таким образом, рассматриваться 
как „порочный круг" (см. подстрочное примечание на стр. 157); напро­
тив, без такой формализации мы были бы не в состоянии удовлетво­
рительно решать целый ряд вопросов, касающихся системы аксиом, в 
том числе и вопрос о ее непротиворечивости.

Автор приносит глубокую благодарность участникам Ленинград­
ского семинара по конструктивной математике, и, в особенности его 
руководителю Н. А. Шанину, за ряд ценных советов и замечаний, зна­
чительно повлиявших на окончательную редакцию статьи.
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I'. Դ. ԶԱՍԼԱՎՍԿԻ. Կոնստրուկտիվ առարկաների և օպերացիաների աքսիոմատիկ սան- 
մանման մասին (ամփոփում)

Առաջարկվում է մի եղանակ կոնստրուկտիվ մաթեմատիկայի որոշ բաժինների աքսիոմա- 
տիկ հիմնավորման համար։

Այս եղանակում կոնստրուկտիվ ուղղության հիմնական նախադրյալները զոպա կցված են 
աքսիոմատիկ տեսությունների կարուցման սկզբունքների հետ։ Սահմանվում է ալգորիթմի խիստ 
գաղափարի աքսիոմատիկ ձևը, որը վերաբերվում է ցանկացած բնույթ ունեցող առարկաներին։ 
Ապացուցվում է, որ այս գաղափարը որոշ իմաստով համարժեք է ռեկուրսիվ ֆունկցիայի գա­
ղափարին։

1. D. ZASLAVSKI1. On axiomatic definition of constructive objects and operations 
(summary)

A method for developing some parts of constructive mathematics in axiomatic 
aspect is proposed. This method combines the chief concepts of the constructive branch
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in mathematics with the principles concerning to formal derivation of theorems from 
the axioms. The axiomatic variant of the concept of algorithm dealing with the objects 
of any nature is defined. The theorems about the equivalence between the concept of 
algorithm and the notion of recursive function, are proved.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա № 3 1969 Математика

А. Б. НЕРСЕСЯН

О БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ РЕШЕНИЯХ 
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В работе [1] изучалась следующая задача Коши:

Аихх + 2Вих1 + и11=аи. + Ьи1+Си+/, (>0, (1)
17 (0, х) = И(х), и, (0, х) = V (х) (0 < х < 1), (2)

где
>.* (/, х) = В* —Л >0 (/>0), >. (О, х) >0, (3)

т. е. на оси £ = 0 допускается параболическое вырождение.
Оказывается ([1], теорема 1), что задача (1)—(2) корректна при 

определенных ограничениях на поведение коэффициентов а и Ь при 
£ —»0, причем эти ограничения тем слабее, чем больше производных по 
х имеют данные задачи.

В частности ([1], теорема 2), если все данные аналитичны по х, 
то существует единственное аналитическое по х решение без каких- 
либо иных ограничений на а и Ь.

В предлагаемой заметке исследуется промежуточный случай, а 
именно: предполагается, что данные задачи (1) —(2) бесконечно диф­
ференцируемы по х (но, вообще говоря, не аналитичны) и находятся 
ограничения на а и Ь, обеспечивающие существование и единствен­
ность бесконечно дифференцируемого решения из определенного клас­
са и позволяющие судить о характере устойчивости и о структуре ре­
шения (п. 3°).

1°. Характеристики уравнения (1) определяются из соотношений

<1х = Фа (I, х) Л I— 1, 2), (4)
где

Ф1 = В + \ Ф2 = В— А = Ф։Ф2. (4')
Обозначив правую часть уравнения (1) через Г ({, х, и, щ, их), пере- 

.пишем его в следующих двух эквивалентных формах:
У1 + ф? ^И-Ф2, -֊- = Гт(Фи4-Ф1Ф։х)их, (5)

У1ТфГ /֊ /1 + фГ ~ <Ф1‘ +

где через и х2 обозначены характеристические направления, состав­
ляющие с осью х = 0 острый угол.
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Обозначим теперь через h = h (t, х) (i = 1, 2) кусок характерис­
тики с направлением si, заключенный между точкой (t, х) и осью £ = 0, 
а также введем новые неизвестные функции

V = их, W = Р' 14֊ Ф? р- • (6)

Тогда задача (1)—(2) приводится к системе (без ограничения общно­
сти можно считать, что н = * =■ 0)

2Z V = у {F 4- (Фи + Ф2Ф1х) И] Л-J {F 4֊ (Фг/ 4- ФхФхг) И} dt, (7) 

I, I,
W = J{F -4- (Фи 4֊ Ф։Ф։.г) V} dt, (8)

где
F=F(t,x, I wdt, w — Ф1И, V). (9)

Можно показать, что если существует решение системы (7)—(8), 
непрерывно дифференцируемое и такое, что V (4-0, х) =0, то решение 
задачи (1) — (2) можно восстановить по этому решению по формулам 
(6) (обратное утверждение очевидно).

При решении системы (7) —(8) основные затруднения связаны с 
наличием в левой части уравнения (7) множителя 7., обращающегося, 
вообще говоря, в нуль при t=Q. В частности, когда 6 = с==0, система 
эта распадается, причем уравнение (8) оказывается обыкновенным 
вольтерровским, а уравнение (7) принимает вид

2>.И=2 f(^-4-^) Vdt + J (10)

i, ' 2 1,-1,

где
, а — а 4՜ Фг/ 4՜ Ф1Ф?х, Р — — Фг.г. (10')

Последний интеграл в уравнении (10) можно переписать в виде

УУ£ (*v+f)dxdt, (11)

где двойной интеграл (здесь и далее) берется по характеристическо­
му треугольнику, ограниченному осью t =0 и характеристиками /t и 12.

Оказывается, что уравнение (10) уже содержит в себе все специ­
фические особенности системы (7)—(8), так что предположение 6=сь^0, 
по сути, не является ограничением в том смысле, что присутствие 
этих коэффициентов не создает никаких дополнительных затруднений 
(кроме громоздкости выкладок).

2°. Мы будем считать, что все коэффициенты уравнения (1) и функ­
ции /, н и v принадлежат по переменному х классу Жеврея /т (т>1), со-
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стоящему из бесконечно дифференцируемых на отрезке [0,1] функций, 
удовлетворяющих оценкам

|^<Р 
| дх? (сопз!)'’ Г (1 + ^р) (р=0, (12)

Решение и (I, х) также будем искать в некотором классе при­
чем в этом случае постоянная в правой части неравенства (12) (так 
же, как и для функций А, В, а, Ь, с и /) считается не зависящей от

Сначала остановимся на простейшем частном случае, когда функ­
ции А, В и а от х не зависят, Ь=0 и с=0. В этом случае уравнение 
(10) перепишется в виде

2/. V (13)

Применим теперь следующую схему последовательных приближе­
ний: обозначим V3 = 0, V" — И"՜1 = е" (л > 1),

2Хе" = 2 у А 8Л л+ ууа е՞.-' Л (п=1, 2,- • •), (14)

I» 
где

2Х=" (/, х) =2 е’Л4- уу/гс/хЛ. (14')

I, *

Функцию 2° легко можно определить из уравнения (14') в явной 
форме

= ум)л+ууллл. (15)
'։ ‘ 1,-1, 1,1,

1 очно так же получим

вп(#, х)= у у (аа»֊’)хЛЛ (л=1, 2,---). (15')
’, I,

С другой стороны, решение уравнения (14) (если считать а"—1 за­
данным и учитывать вид (10)) можно переписать в виде

Эта формула справедлива, так как интегралы справа сходятся. В этом 
легко убедиться, прибегнув к индукции на основании формул (15) и 
(15 ) и учитывая бесконечную дифференцируемость /.

После ^-кратного (0<£<1п—1) применения формулы (16) по­
лучим
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стороны, из формулы (15х) таким же образом получимС другой

Х</Ъ(л-*) • • ■dt1 =

(18)
Таким образом, поскольку f £ Ji (см. (12)), приходим к следую­

щей оценке
. „ ,, (const)՞֊* Г (1 +-г (п — к)) max s" (t, х) < —----------------- 1------ —--------— Xх 1 Л . A!(n-A)l

3°. Сформулируем и докажем теперь основной результат.
Теорема. Пусть коэффициенты уравнения (1) и функции /, 

■р и V принадлежат классу /, (т>1) и непрерывны при {^0 и, кро­
ме того, А и В непрерывно дифференцируемы при ?>0.

Тогда, если

=0>

(I -

(20)

где
а* (/) = max |а (f, хД, л* (f) = min л (t, х),

то в некоторой полосе 0 А (где А, вообще говоря, зависит от 
/, Р и ’) задача (1) — (2) имеет единственное решение и (/, х)£/т. 
Решение это устойчиво в следующем смысле: для любого г>0 су­
ществует о = й(£)>0 такое, что лишь только

\dkr dkf 
dxk ’ Wx* ’ dxk

< ЪМк Г (1+ тА) (А > 0),

203—3
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то
д'и
дх*

<eJWf Г(14-Т*) (к > 0),

где Мг не зависит от 8.
Доказательство проведем сначала для случая, разобран­

ного в 2°, т. е. при 6s=c^0 и когда А, В и а от х не зависят.
Выберем в формуле (19) к таким, чтобы

14-*= 1^-п-0„, о<о„<1. (21>
I

Тогда из (19) имеем

2 Iе՞ (t, *)|< 
л-«0

/ - «+։ ‘ LJrt.
■С — V (const)" (Y (s |a (s)| ds Y d- ( C|« (s)| J <

n-o JXJ / VA(s) 7

Из условия (20) следует, что ряд (22) равномерно сходится при под­
ходящем выборе £<Л.

Таким образом, существует решение V задачи (1)—(2). Это ре­
шение будет бесконечно дифференцируемым.

Действительно, из оценок типа (17)—(18) без труда можно по­
лучить следующее обобщение оценки (19):

_^8Л(, ) < (сопзО-*^ Г (1 4- Т (н - * + />» 7 (<) (23)
дхР *| (п — *)!

где интегральный множитель /Як (<) — тот же, что и в формуле (19). В 
силу (21) получим

< (сопзр"՜1՜* Г (1 + п 4՜ 7 (р4~1))
дхР Г (п 4֊ 1Г

Если теперь воспользоваться известной формулой Эйлера 

/л*. (23')-

(24),

то при достаточно малом t из (23) получим (так же, как и в (22)),

Л др е" Г _։ ՝ (const)"՜*՜* хтС^-НЯ-л 
h дхР'^Г ^ Г(л4-1) Z
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(25)
о

откуда немедленно следует, что V £ /т, т. е.
В случае, когда данные задачи (1)—(2) зависят от х, доказатель­

ство будет дано в пункте 5°.
4°. Пусть {«* ((, х)}Г — бесконечно дифференцируемые по х функ­

ции. Рассмотрим выражение
Т*(«*),х)(<(*֊»,х)-- -^-Ф,иЧ х) (Л>1,

ах их Ок
(26)

Справедлива
Лемма. Если

I д1
— ф*(6 х) Г (1 + т։) (0<х<1, 0<7<Л, т>1, />0, к>1), (27)

где М = const не зависит от t н к, то

Доказательство. При А =1 оценка (27՜) очевидна, 
того, из (27) следует, что

д1
— 4<Л/'+։Г(1 + т(г+1)).
Ох1

Пусть теперь при р^О и некотором п^>1

£-Еп\ <№+р Г (1+7 (п+Р)).
0хр |

Докажем, что тогда неравенство (28) справедливо и при 
л на п+1 (откуда, в частности, будет следовать лемма).

Действительно, из (26) имеем

(27')

Более

(28)

замене

дхр -—Н <р*

'Раскрыв это выражение и применив оценки (27) и (28), получим
рдР I dP-i+'Ln 

дх> дхр~'+1
d'+J^ др-^Ьп
dx^J дхр->

/-о
+М> МГ/+п+г Г (1 + ту) Г (1 + Т (р - / + и + 1))].

.Воспользовавшись формулой (24), заметим, что
(29)

грп (а, Р) =2 а1 Cpj Г (а + 1у) Г .(? + 7 (р -J + п)) =
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= 2 а> Cyf fe-(x'+Jr։> х^7'՜1
oJ 0J

= J J e՜1*' + X։) x"՜’ xf+7 л՜՜1 (axl +xl)f dx.dx2 =

о 0
co oo

= J J e-s (s -x,)“՜1 x§ + 7 " - ’ [a (s- x2)7+xif dsdx2 = 

о x,

= Je-4 (S -x։)-Jxg + 7" -։ [a (s -x։)T+< dxjs (a>0). (30)

о 0
Но при фиксированном s^>0 нетрудно доказать, что

a (s— Х2)7 4- Х2 -С Ла s7 (0 < х2 < $), (30')

где

/ _L\։֊t
Ка = \ 1+ а ') а, у > 1 (при 7=1 Ла = а). (30")

Таким образом, из (30) и (30՜) получим оценку
оо X у

Т°рп (а, ₽) < (Л.)'У е֊3 s™ J (s- xr)e՜’ xi F 7 n -1 dx2ds = 

о 0

_ Г (g) Г (Р֊Нп) Jp I e-s s«+₽+T (n+p)-l Js — 
Г(а4-₽ + 7л) J

0

= (Ka)P г (g + ? + 7 (п + P)). (31)
г (“ + P + 7«)

Применив оценку (31) к неравенству (29), получим

— I <7ИМ’+Я Тарп (7 + 1, 1) + 
Охр

+ М+Л+։ т;п (1, 7 +1) < М+Л (Ка)р X

х [л/г (l+1> г <1+тп)+л/1 Г (1+7 (1+«))1
1 + 7 v*+ 1))

Приняв теперь Мг М и учитывая известную формулу Стирлинга 
_1_ 8

Г(а) = /2Г а ՛ е^е12“, 0 <G<1, а > 0,
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получим

f֊ £„+J < W (Ка)р мгн+' (1 + ֊^) Г (1+ 7 (n + Р +1)), (32')
ОхР \ п /

где а=-----, и N= const не зависит от п и р.

Заметим теперь, что при а-* 0 Ка~а (см. (30")), так что, выб- 
М рав — достаточно малым (т. е. достаточно большим), из (32՜)

получим, что оценка (28) справедлива и при замене п на n-f-l. Лемма 
доказана.

5°. Наметим теперь доказательство теоремы п. 3° в общем слу­
чае. Пусть сначала, все же, Ь s с = 0 (чтобы не иметь дела с систе­
мой).

Тогда нетрудно видеть, что формула (16) не изменится. Что же 
касается равенства (15'), то оно, так же как и оценка (17), не изме­
нится, однако при обобщении неравенства (18) нужно учитывать, что 
от х зависят как а, так и кривые h. Тем не менее не представляет 
труда убедиться, что лемма предыдущего пункта позволяет обойти 
все возникающие трудности, и оценки (19) —(25) остаются в силе.

Что же касается случая, когда а и Ь могут быть отличны от 
нуля, то тогда нужно применить следующую схему последовательных 
приближений к системе (7)—(8):

= 2 J - ХФгх ) Vn dt +

+ J {(Фи - Ф։Ф1х) Vn-i + F(t, х, J Wndt, Wn-ФгУп-ъ P'n-i)) dt, (33)

/9—Л lt
lУя=^,{(Ф1t֊ФiФlx)Уп-J+F(t,x,^„dt, Wn-Ф^п-!, Vn-i)}dt. (33')

К I,

Уравнения (33) относительно Уя и (33') относительно Wn без труда, 
решаются, так как соответствующие ядра непрерывны. Все остальные 
препятствия могут быть преодолены применением леммы п. 4° и оценок 
типа оценок п. 3°.

Что касается замечания о характере устойчивости решения зада­
чи, то оно очевидным образом следует из полученных оценок.

6°. В заключение рассмотрим интересный частный случай

utt — t2a uxx = aux + but 4- cu + f, (34)-
где *^>0. Пусть

|a (t, x)K const -t? (0-<P<^a — 1). (34'}
Тогда

C sa* (s) ds = —-— >
J ?+2
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Г a*(s) = 1 )•
J X(s) 3֊a+l 

"C
Нетрудно подсчитать, что 

p+2 т—։ L
max = const (35)

0 < т < t
т. e. условие (20) выполняется при

P>«-i-“-±l- 
7

Если, например 
.<1+1 (1>1), (36)

•Г—1
то на коэффициенты уравнения (34) нет необходимости налагать ни­
каких дополнительных ограничений.

В частности, в извес тном примере Березина [2], когда я 1 4- 
-j-s(e^>0) и а = 1, достаточно выбрать

Соотношение (36) показывает, что, действительно, теорема п. 3 
является промежуточным звеном между теоремами 1 и 2 работы [1]: 
при 7 = 1 получается теорема 2 (так как можно брать Р = 0), а при 
7 —» со можно считать, что Р֊—1.
Институт математики и механики
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Հ. ₽. ՆԵՐՍԷՍՅԱՆ. Վերածվող հիպերբոլական հավասարման համար Կոշու խնղրի ան­
վեր չ ղիֆերենցեփ լուծումների մասին (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում է (1)— (3) Կոշու խնդիրը ըստ տարածական փոփոխականի անվերջ դի- 
ֆերենցելի ֆունկցիաների որոշակի դասերում (տես (12) պայմանը)։

Արդյունքները միջանկյալ տեղ են գրավում Կոշի-Կովալևսկայա-ի թեորեմի և £1յ աշխա­
տանքի 1 թեորեմի միջև։

A. B. NERSESIAN. On Infinite differentiable solutions of Cauchy problem 
degenerate hyperbolic equations of second order (summary)

Cauchy problem in certain classes of infinite-differentiable (with respect to spa­
cious variable) functions is considered.

The result obtained occypies intermediate position between Cauchy-Kovalevskaja 
theorem and theorem I in m.
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Ю. А. ДУБИНСКИЙ

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИКО-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Введение

В работе изучаются краевые задачи для уравнений эллиптико- 
параболического типа, имеющих вид

Ж (п)=Р, ( (, х, м4֊Л (*, х, О) и = А (Ц х), (0.1)
\ О1 /

где

Լ (է, х, О) и= 2Լ օ> (է, х) Շ* и
|։| '.2т

—эллиптический дифференциальный оператор порядка 2т (х^>1 и 
пг^-1 произвольны).

Напомним (см. [6]—[8]), что оператор Я)? (и) называется эллипти- 
ко-параболическим в области <2, если для любой точки (?, х) £ <2

аДп)э 4֊ Ьът (/, х, к)=/=0, 
где произвольные вещественные ' и ; таковы, что |'| 4՜ |;| =/= 0. (£гт — 
означает главную часть оператора £).

В цитированных работах [6]—[8] для эллиптико-параболических 
уравнений изучались краевые задачи в неограниченном цилиндре 
<2 = СХ[0,оо), а также периодические решения по Е Здесь изучаются 
общие краевые задачи для уравнений (0,1) в ограниченном цилиндре 
<2 = СХ [0, 7]. Ввиду того, что эллиптико-параболические уравнения 
некорректны в смысле Адамара-Петровского [6] (исключение состав-

I, х, — \==—г т. е. параболическое уравне­

ние), прежде всего возникает вопрос о постановке задачи по времени, 
т. е. вопрос о числе условий, которые следует в дополнение к урав­
нению (0.1) задавать при £=0 и при /= Т. Как выяснилось число та­
ких условий при ( =0 и при ( — Т, вообще говоря, различно. Именно, 

если в нечетно и (—1) а^^>0, то при £ = 0 требуется х— к уело- 
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вий, где к — I -^֊ |, а при / = 7՞ оно равно к. Если՜же՜ (—1) а5 <^0, 

то плоскости £=0 и I = Т меняются ролями. В случае же четных 
5 2к число условий при / = 0 и 1-Т одинаково и равно к.

(В связи с этим отметим, что простейшие краевые задачи, рас­
смотренные в [7] для уравнения (0,1), являются сопряженными друг к 
другу в том смысле, что при изменении знака / при нечетном 5 они 
меняются ролями, а при четном з остаются инвариантными. Это свой­
ство является весьма важным и во всей теории эллиптико-параболичес- 
ких уравнений).

Как показано в настоящей работе для эллиптико-параболических 
уравнений справедлив принцип локальности, т. е. принцип „заморажи­
вания“ коэффициентов, широко используемый в настоящее время при 
изучении эллиптических и параболических уравнений. Как известно, этот 
принцип состоит в локальном изучении задачи внутри области и вблизи 
границы и последующем свертывании с помощью разбиения единицы. 
Следуя этой схеме, мы устанавливаем в § 1 разрешимость краевой за­
дачи для уравнения (0.1) вначале в бесконечном цилиндре (?= СХИ1 в 
пространствах типа Ь? (О). Затем в § 2 устанавливается аналогичная 
теорема о разрешимости краевой задачи по I в полуограниченном. ци­
линдре [0, оо). При этом доказываются точные двусторонние
оценки.

Теорема в § 3, касающаяся малых возмущений оператора £(#, х, О), 
носит вспомогательный характер. Основные теоремы о фредгольмово- 
сти поставленных задач получены в §§ 4 и 5. Отметим, что нами рас­
смотрен здесь случай, когда оператор £ (£ х, £>) является самосопря­
женным (§ 4) или полуограниченным снизу (более точно см. § 5). Де­
ло в том, что при изучении краевых задач в цилиндрической области 
необходимо возникают вопросы согласования начальных условий при. 
I =0 и { = Т (заметим, что при переходе через верхнюю или нижнюю 
кромку цилиндра <2, меняется число граничных условий, т. е. меняет­
ся индекс факторизации символа оператора (и) (см. [4]). Условия 
согласования для рассматриваемых в §§ 5 и 6 задач состоят в воз­
можности разложения начальных условий и правой части уравнения 
А (£ х) в ряды Фурье по собственным функциям оператора £(£ х, £>),.. 
В случае же общего эллиптического оператора Ь (/, х, О) эти условия՛ 
могут иметь иной характер. Вопрос согласования начальных и гранич­
ных условий при переходе через угловые точки цилиндра <2 есть, по 
существу, вопрос о правильном понимании в этих точках известного՛ 
условия Шапиро-Лопатинского или условия дополнительности (см., 
например, [1], [4]). Изучение этого вопроса требует иного подхода и 
выходит за рамки настоящей работы.;

В заключительном § 6 более детально изучается краевая задача, ана­
логичная задаче Дирихле для эллиптических уравнений, в частности по­
лучена теорема единственности. В конце параграфа приведены примеры-
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§ 1. Краевая задача в неограниченном цилиндре

Пусть Q = G X R’-ЕССГр ЕЕИ'.СЕЕЫЙ ЦИЛИНДР с бСКСЕСЙ псгерх 
ностью S = dG X R1, Gc R". Рассмотрим в цилиндре Q уравнение

2Х (u) s а;И<'Ч L (х, D) и -= h (t, х) (1-1)

при условиях
Bj(x, D) н|$ =0, /=!,•••» гп. (1-2)

Здесь
L (х, D) и = 2 аа (x) D* и, а, (х) £ C“ 

|я| < 2т
—эллиптический дифференциальный оператор порядка 2т с гладкими 
комплексными коэффициентами. Напомним, что оператор L (х, D) на­
зывается эллиптическим в области Gc:Rn, если для любого х=(х։,՛՛* 
- • ■, хЛ) £ G и любых вещественных 5 = (5։,• • •» ՝л)

Lim (х, Л)=£0, |;| =/=0.
Допустим, что граничные дифференциальные операторы

Bj(x։D)uis 2 bß (х) D9 и, m7<2m—1, j == 1,-• • > т

определяют для оператора L (х, D) полуограниченную самосопряжен­
ную задачу (о необходимых и достаточных условиях справедливости 
этого требования см., например, [2], [12], [13]). Пусть о>о (х), ^(х),-՛՛ 
—система собственных функций этой задачи с собственными значения­
ми В дальнейшем условимся говорить о функциях % (х),
wi (•*)>' • • как о собственных функциях оператора L (х, D).

Введем необходимые для дальнейшего пространства. Пусть 
■Н1=Н‘ (G), где I > 0 — вещественное число,—пространство Соболева- 
Слободецкого (см. [11], [10] или [5]). Напомним, что при целых I нор­
ма в Н1 равна

М? = (2 J |£>“и|։</х. 

о
Обозначим далее через H(r, I) (г^-0— целое число) пространство 
функций и (t, х), заданных в цилиндре Q=/X G, где ZcR1 есть либо 
вся ось (к § 1), либо полуось [0, оо) (к § 2), либо отрезок [0, 7] (к 
§ 4), с нормой

Нг,« = J (М?+ РГ) |о) dt. 

I
Определим теперь пространство Hl {Bj} как пространство рядов Фурье 
по собственным функциям оператора L (х, D). Более точно, функция 
u(x)^H‘{Bj} тогда и только тог^а, когда и (х) представима в виде 
.ряда

и (х) = сошо (х) 4- (х) 4----- ,
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сходящегося в метрике пространства Н‘. Как известно (см., например, 
[2], [3j) Н° {Bj]=L2 (G), а при I = 2т пространство Н2” {Bj} есть 
подпространство функций и (х) Hin, удовлетворяющих условиям

В) (х, D) и|ао = 0, / = 1,- • •, т.

При Г>2т пространство Hl {Bj} Уже указанного подпространства-
Наконец, H(r, I) [В,} означает пространство рядов Фурье, схо­

дящихся в метрике Н (г, I), т. е. функция и (t, х)^Н (г, I) {Bj} тогда 
и только тогда, когда и (t, х) представима в виде ряда

u (£, х) = с0 (О «о (х) + Ci (0 <ох (х) 4----- ,
сходящегося в Н (г, I). Пространство Н (г, 1){В/} в дальнейшем есть 
пространство решений задачи (1.1), (1.2).

Теорема 1. Если s нечетно и среди собственных чисел опе­
ратора L(x, D) нет нуля, т. е. >ч=/=0, i = 0, 1,- • ■, то отображение

Ы(и)-.Н (Г,Г֊} {В/} -+ H(r-s,(r֊s) {Bj}
\ S / \ . S /

есть изоморфизм. При этом справедлива двусторонняя оценка՝
Г

[|SK(M)|| 2 <Ci(M 2m Н-И4ло)<С2||ЗХ(и)|| . (1.3),
г. г— r-3.(r-sj—

где Ci > 0, Cs > 0 — постоянные, X — min р֊/|, i =0, 1,-• ■.
Доказательство. В прямую сторону утверждение теоре­

мы очевидно. Докажем обратное, т. е., что для любой функции 
h^H существует единственное решение задачи (1.1),

г-s, О՜-*) —

(1.2) и£Н (&/}, причем имеет место неравенство (1.3). Будем ис- 

кать решение и (t, х) в виде ряда

и (t, х) = 2 а (0 ш/ (х). (1.4).

Подставляя ряд (1.4) в уравнение (1.1), убеждаемся, что функции 
ci(t) должны удовлетворять системе обыкновенных дифференциальных, 
уравнений

asc<is)(t} + ^cl(t)= h(t), (1.5).

где

hi(t) = (Л, ш/) ss J h (t, х) ш/ (х) dx. 

о
Лемма 1. Если s нечетно и Х=^=0, то для любой функции 

h (t) H'~s (R1) уравнение
a3U^(t) + lu(t) = h(t) (1.6),.
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имеет единственное решение и (1)£НГ (R1), причем справедливо не­
равенство 

— —ЦА<'֊'>|| + |К| ' И < Сг (|и<^ 4- р-Г М) < С3 (|А<'֊'1 + Р֊| ' И). (Ь7)
ео

где С1^>0, С։^>0 — постоянные, ЦиЦ2 = |и|2с//.
— ОО

Доказательство. Общее решение уравнения (1.6) можно за­
писать в виде

*-։ 1«(*) = 2 е^'(в}+ (* е՜^ АфД (1-8)
;=о \ V '

где р/(л) — корни характеристического полинома а5 Р* + — 0> А/ про­
извольные постоянные, —определитель Вандермонда из чисел ру, 
И?у— алгебраические дополнения последней строки В^. Пусть корни 
Ро, •••, р*_1 таковы, что Ие ру2>0 (/ = 0,• • •, к—1), а Ке Р*<СО,• • ■, 
Ке |Ъ—1 <^0. Положим для у = 0,•••, к—1

В/=—ъс «-►/■ Л(Ч*.

О
а для / = , 5—1

о
5;=^- у е՜^ А (г) Л.

— ОО—

Осталось показать, что для Л (/) £ Н'~* так определенное решение (2.7) 
и ({)£НГ и справедливо неравенство (1.7). Имеем

“^ = ֊2^^' Г е՜^ Л(т)Л+2^г/ С е-^А(х)Л, 
/=0 р /=*

или, что то же,

“« - 3 V [е՜'7’А ('+’> * + 2 тИ '֊«, о՝1
откуда, используя известное неравенство Минковского и тот факт, 

что \ру| = р.| , получаем оценку

М-Мссн
После этого, из уравнения (1.6) последовательно по г получаем оцен­
ку (1.7). Лемма доказана.

Возвращаемся к доказательству теоремы 1. Рассмотрим ряд (1л}, 
где функции с/(0 являются решениями уравнений (1.5), найденными в 
.лемме 1. Покажем, что так определенный ряд сходится в н(г, г

\ 5 /
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и является искомым решением. Пусть ип (£, х)= 2 с/(/) ш/ (х) —'частич- 
1=0

ная сумма ряда (1.4). Очевидно и„ (<, х) можно представить в виде

ия а ,х) = 2 С/(0 ®/.(х)+ 2 с/(<) Ш1 (х)=ип (*, х) + Ыд (<, х).
>./<о 0О./О.Д

Получим вначале оценку для составляющей Ил ({, х). Поскольку сис - 
тема собственных функций ш0 (х), °>1(х), ортонормирована, то из 
неравенства леммы (1.7) получаем, что

Ввиду того, что функция и7 (£, х) порождается конечным числом 
функций ш/ (х), 1-1 <0, то последнее неравенство эквивалентно тому, 
что

Г
КН 2т+^КЬ).о<СзМ (1.9)

лгп , .л>тг, г— т-з, (г -з)~о о

Рассмотрим теперь составляющую ип (*, х). Из неравенства (1.7), 
как и раньше, получаем, что 

оо 2Г ос оо

[|и:(г)йл+ 2 РчГ . Г|С/|«Л<С։( Г|1РлЛ^)^Л +
_•! °<х/ <х» Л, 'Л

г (г-з) -
+ 2 М 4 1|Л/|։л\ (1.10)

о< >./ < хл J /

где РПЛ+ = 2 Л( ({) ш/ (х). 
оо./ < >.п

Заметим теперь, что сужение оператора Ь (х, О) на подпространство 
^+* 1В)} с Н2т^{В)}, порожденное собственными функциями <в/(х), у 
которых X/ > 0, есть самосопряженный оператор, который обозначим 
Ь+. Поскольку оператор £+ положителен, то определена его степень 
£+ для любого вещественного а>0. Учитывая сказанное и ортонорми- 
рованность системы и0 (х), ^(х),---, замечаем, что неравенство (1.10) 
можно представить в виде
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ее “ Г ж» Г-—3

j(W(r)S?+-- к1+-֊^4и"1б) dt < сг +1pnh+^dt

или, что то же,
г

Ь+Н 2m+>"Vb <Сз5А'А+1 2т, (1л1)
г, г— r-',(r-s)—S л

ибо 
г

MI 2m<Q£%;fc<c։jun+|| 

г — г 7"

Полученное неравенство (1.11) вместе с неравенством (1.9) приводит 
к основной оценке частичной суммы ип (t, х)

г

Ы 2т + * ՛ С“"Во.о < С„ А|| „т,

где РЛЛ =2 /ц (/) («/ (х). Из этой оценки немедленно вытекает, что 
<=о

(2т\ г, г —} как толь­

ко А(#, х) £н(г—$, (г — а) — ^{Д7]. Следовательно, ряд (1.4) схо- 
\ а /

дится в пространстве г—{Ду}. Нетрудно видеть, что ип (I, х) 
\ з /

удовлетворяет уравнению
+ £ (х, £>) ип = Рп Л (#, х), 

откуда, устремляя п?-»[+ со, находим, что сумма ряда (1.4) и (#, х) (- 
/ 2т\€ А/(г, г —} (Д7} является решением уравнения (1.1).
\ а /
Теорема 1 доказана.
Рассмотрим теперь случай четного а.
Теорема 2. Пусть а =2А и (—1)* аг* ^>0. Тогда, если соб­

ственные числа Хо, л,, • • • оператора Ь положительны, т. е. )> 0, 
то оператор ЗК (а) отображает пространство И (г. г — {Bյ} на 

\ $ /
пространство Н (г — (г—а)—{В)} изоморфно. При этолг спра­

ведливо неравенство
Г

.2т<Сг(Н 2т+хоНо.о)< С8||Ж (П)В (1.12)
Г-3. \Г-~3) — Г, г — .. .... 2<п 
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где С\ > О, С8 > 0— постоянные.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре­

мы 1.
В заключение этого параграфа укажем другой вариант теоремы 

разрешимости задачи (1.1), (1.2) в цилиндре <2= ОХ (—00, °°).
Нижеследующая теорема для нечетных $ менее точна, чем тео­

рема 1, однако здесь задача (1.1), (1.2) изучается в пространствах 
/ 2тп\ / 2/71 \Н(г,г ), отличающихся от пространств Н( г, г—1 {В]} тем, что 
\ 5 / \ з /

элементы этих пространств не связаны с разложениями по собствен­
ным функциям оператора Ь (х, О) и. Этот результат будет использо­
ван в § 5.

Определение 1. Оператор ЯК (и) называется эллиптико-пара- 
болическим, если для вещественных " £ R1 и ; £ R" таких, что |х|+|?|։/։0 

аДп),-г 1лт (х,к)=# 0, (1.13)

где Lim (х, ii)= 2 (х)(։?)’—главная часть полинома £(х, zc).
|»l=2m •

Обозначение. Допустим, что оператор L(x,D)u полуогра- 
ничен снизу (самосопряженность не требуется). Тогда положим

\> = inf Re ц>ц) • (1.14)
«6Я2т j } (и> и)

Очевидно, в случае самосопряженности оператора L (х, D) и \ есть 
первое собственное число.

Теорема 3. Пусть оператор ЯК (и) вллиптико-параболичен и
\

Г— S,(r — s) 1 су-
S /

ществуетединственное решение задачи (1.1), (1.2) и (#, х)^Н^г, г 

причем справедливо неравенство 
Г

w • +^Ио)<С8И аот, (1.15)
. r-s. (г-з) — r,r~ г-л ir~s^ ~

где С^О, Сг^>0 — постоянные, не зависящие от и (t, х) и
Доказательство. Перейдем в задаче (1.1), (1.2) к преобра­

зованию Фурье по t. Тогда получим, что функция и (т, x)=Ft-z [u (/, х)] 
удовлетворяет соотношению

ЯК (и) [a,(n)‘ + L (X, D)] и (г, х)=А (т, х), (1.16)

Bj(x, D) и (г, х)|$ — 0, у = 1,• • •, т, (1.17)

где A (t, х) = Ft,-. [А (/, х)].
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Поскольку оператор 30? (и) является эллиптико-параболическим, 
то при любом т задача (1.16), (1.17) есть эллиптическая задача с па­
раметром, меняющимся на вещественной оси. Как доказано в работе 
[1] эта задача при любом - £ R1 фредгольмова, а при |"|^>1 однозначно 
разрешима. Кроме того, при больших по модулю " имеет место оценка

Й 2т + Н'-' Йо < С։ й 5 + |г|' ш < ся (й 2т + КМ 4). 
('■-■’>-7՜ ' — (Г-4) —•»5 Л

(1.18).
С другой стороны, из неравенства

(«R (и), «)>'ой (1Л9>

(напомним, что >0^>0) вытекает, что всегда имеет место единствен­
ность решения. Значит в силу фредгольмовости задача (1.16), (1л17) 
однозначно разрешима при любом " £ R1 и для любой правой части 

, .2т(г- 4)—
А (•։, х) £ Н (С). Легко видеть теперь, что и оценка (1.18) имеет 

место для любого ". Следовательно, функция и (I, х) [и (■։, х)] оп­
ределяет искомое решение задачи (1.1), (1.2)- Оценка (1.15) следует 
из оценки (1.18) и неравенства (1.19) (по существу (1-15) есть из­
вестная оценка резольвенты эллиптического оператора). Теорема 3 
доказана.

§ 2. Краевая задача в полуограниченном цилиндре

Пусть <2=СХ[01 00)—полуограниченный цилиндр с боковой 
поверхностью 3=дСУ. [О, со). Рассмотрим в цилиндре О эллиптико-па- 
раболическое уравнение

30? (и) = 04+ £ (х, £)) и = А (7, х)
при граничных и начальных условиях

В^х, В) и|$ = 0, / = т, 
и(П1) (0, х)=<р/(х), ։=0, •••, з—1—к, п/^-0, 

где число к определяется следующим образом:

ч Г Б1 [г]а) к = — , если з нечетно и (—1) О4>0,

г з 1 ГН
6) к = I — 4֊ 1, если з нечетно и (—1) а,<^0,

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Как и в § 1 считаем, что граничные условия (2.2) самосопряженные. 
Кроме того, допустим, что выполнено следующее условие (аналог ус­
ловия Шапиро-Лопатинского в теории эллиптических задач).
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Условие 1. Для любого л^>0 определитель

det J р"‘ 0֊)|=/= 0, i, j=0, • ■ •, s — 1 — к,

где Н/ (/.) — корни алгебраического уравнения а$р44՜ /- =0 такие, что 
Ие IV ('֊)< 0.

Теорема 4. Пусть выполнено условие 1 и первое собственное
/ 2тп \число /0>0. Тогда для любой функции А (/, х) £Н(г—э, (г—з)---- ) X
\ 5 /

X {ВД и любой системы начальных значений <р/(х)£ Н’1 [В]}, Ц =
* 2/тг т .л .= (г—т)------------ существует единственное решение задачи (2.1)—

5 5
/ 2тп \(2.3) и (/, х)£Н( г, г---1 {В;}. При этом справедлива двусторонняя 

априорная оценка

М 2т + 2 
г—*, (г—s) — ;_n

' I s—l—k
<Ci(M 2 +M4). о) < c։ (И + 2 ||®/h). (2.4)

где С։^>0, С2^>0 — постоянные, г тах (з, п/ Н֊1).
Доказательство. Первое неравенство в оценке (2.4) очевид­

но. Докажем теорему существования и вторую часть оценки (2.4). Бу­
дем искать решение задачи (2.1)—(2.3) в виде ряда

֊ и (t, х) = 2 C,(t) Ш, (х), (2.5)
V—0 

где функции с,(/) определяются из системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

asc^ (t)+kc,(t) = h,(t), v=0, I,--- (2.6)

при условиях

с\п‘> (0) = ф/ъ i = 0, • • •, s-1—k, (2.7)

где А, (/) — (h, ш,), ср/, = (®/, ш,).
Лемма 2. Пусть и выполнено условие 1. Тогда для

любой функции hi(t) ^Hr~s (0, со) существует единственное решение 
c-,{t՝)^Hr (0, со) уравнения (2.6) с условиями (2.7).

При этом справедлива оценка

— Clf J-I-k - (г -П[) - 5-
1|С^ щ->4 к, к с3 (йаГ^о+х, 3 м + 2 Ы), (2.8)

/~0

где С3^>0, Цс\|| — норма в 1^(0, со), r> max (з, п/+1).
Доказательство. Общее решение уравнения (2.6) имеет вид 

203-4
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/
С: (0 = 3 (в,+ ^{ e~^h, (֊) dz } , (2.9)

֊ oJ

где В)-, — произвольные постоянные. Обозначим через Ро>, • • •, |Ч - ։ - *,» 
(Л — число, указанное в начале параграфа) такие корни характеристи­
ческого уравнения, у которых Ие Р/»<0; остальные корни Ру», у = 5 к, 
•••, з—1, имеют Ве ру,^>0. Ввиду этого положим для у=5 к, ••՝,$ 1

о
Остальные неизвестные постоянные определяются из начальных усло­
вий (2.9)

где

2 р՞* В^ = + аь, i — 0, • • •, s 1 к,
i-ч

(2.10)

а,ч = е^‘ 
W

W

е՜'^'՛ h-. ('-) d~ )
/ z-o —

J е'^’Л, (т)Дт 

о
/=о

Поскольку по условию det Jp՞' (>>)Д=7^=0, то система (2.10) имеет 
единственное решение 

J-1-*
В)- = 2 ₽//»(?<»-Ь«ь),

/=0

где Ру, = ру, (л) — однородные функции порядка ord Ру, = — — . Тем 
s

самым найдено искомое решение задачи (2.6), (2.7). К оценке (2.8)
теперь приводят непосредственные вычисления. Лемма 2 доказана.

Покажем теперь, что ряд (2.5), где коэффициенты с, (f) опреде- 
(2 \

г, г-—) (В;} и опреде­

ляет решение исходной задачи (2.1) —(2.3). Действительно, для час- 
И

тичной суммы ыл (f, х) — 2 С, (t) W, (х) неравенство (2.8) приводит к 
։-0

оценке
r—s

ЦилЦг, о + ил||о,о -I- 1-0 Junfo.o < Cl [ ||/э'яЛ#г—о 4-JZ, * Рп +
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где £’ = £7 (х, О) — степень ։ положительно определенного эллипти- 
п

ческого оператора Ь (х, £)); Л = Л»(<) то же • По-
»-о

скольку для любого а^>0

Р«л!]о < С։ ||илк«< Св й£’
то последнее неравенство эквивалентно тому, что

Н 2т
. .2тГ-1, (г-з) — ('֊'■/) V ֊ Г

Полученная оценка означает, что ряд (2.5) сходится в пространстве- 
/7 (г, г^-\ {Ву] и поскольку

X з /

а,илэ)+ Ь (х, £)) и„ = Рп Л,

то функция и ({, х) = с0 (/) ш0 (х)+ ■ • • есть решение уравнения (2.1).- 
Очевидно для и (£ х) справедлива оценка (2.4). Теорема доказана.

Замечание. Если самосопряженный оператор £ (х, £)) не поло­
жителен. но полуограничен снизу, то задача (2.1)—(2.2) нормально 
разрешима, т. е. имеет конечномерное ядро и коядро. В частности, для 
однозначной разрешимости, очевидно, достаточно, чтобы правая часть 
Л (£ х) была ортогональна корневому подпространству оператора 
£ (х, £>), порожденному собственными функциями с неположительными 
собственными значениями.

§ 3. Малые возмущения оператора £ (х, £>) и

1. Рассмотрим в цилиндре <2= СХ R1 уравнение
(и) = а,и« + £ (£ х, О) и = Л (/, х), (3.1>

где

£ (£ X, £>) и = аа х):О.*и
|«|<2т

—эллиптический дифференциальный оператор с гладкими коэффициен­
тами. Для уравнения (3.1) вновь ставится задача отыскания решения, 
удовлетворяющего на боковой поверхности 5 = дИ X R1 условиям

В}(х, О) и|$ = 0, у — 1, ■, т. (3.2)
Теорема 5. Пусть в некоторой точке (х0, £ <2оператор

В (<о> хо> с граничными условиями (3.2) является полуограничен- 
ным эллиптическим оператором. Пусть далее в <2 справедливы не­
равенства

|а« (г, х) — а« (£0> х0)| < е, |а| < 2т.

Тогда для любой функции сущест—
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вует единственное решение задачи (3.1), (3.2) и (#, х)£Н[г, г $ 

если только е>0 достаточно мало, а первое „собственное число 
/^^>0 оператора Ь((о, х0, О), напротив, достаточно велико. При этом 
справедлива оценка

И 2т С1 М 2т- +)'О Мо.») < С* Н 1т • ^3՛3^
г-з.(г-з)?^- г,г& г֊з.(г֊։) —

/ 2т \
Доказательство. Обозначим через п!г, г----  I, г > з под-

\ 5 /

пространство функций и ((, х) Н (г, г----\ удовлетворяющих на бо-
\ з /

ковой поверхности .5 цилиндра <2 граничным условиям (3.2). Очевидно 
оператор ЭХ (и) есть ограниченный оператор, действующий из про­
странства Н (г, в пространство Н (г—з, (г — з) ----- ). Нам над-

\ з / \ з /
лежит доказать, что при малых е^>0 и больших оператор ЗХ (и) 
имеет ограниченный обратный. Обозначим через 2Х0 (“) оператор

30?о (и) = ал и^ Ч- £ (#0. хо> В) и>
т. е. оператор ЭХ (и) с фиксированными в точке (х0, <0) коэффициен­
тами. По теореме 3 ЗХ0 (и) обратим, т. е. существует оператор

/?0:/7<г-з, (г-з) -}-*н(г, г — У

(2ш \
г— 5, (г б)   ), ТО

5 /

1т +)>о 4^0% о < сх и , . (з.4)
г-з.(г-з)Ио̂

где Сх>0—постоянная, не зависящая от А (/, х) и Рассмотрим опе­
ратор ЭХ (/?0Л). Очевидно

ЗХ (ВД = ЗХо (^А)Ч-(ЗХ - ЗХ0) (ВД^А + ГА.
Покажем, что ГА, как оператор, действующий в пространстве 

(^г 5» (г 5) имеет малую норму. Допустим вначале, что г 

кратно з. Тогда применяя формулу Лейбница, находим, что

В7%1 2»+ з Гз ^х^ч^-'-Чо-н
Г-З. (Г-3) ֊- г. Г— |։) <2т I

+ 2 Р?^(^“)^+т(ед.о], |₽|>1, (з.5)
131+/ТК 1
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где 5 = 5 (а) -» 0 при ։ — О, 6։(7, х) = си (7, х) — а, (70, *о)- 
Используя известное неравенство

до­
получаем из (3.5) оценку

Ил 2т <(5 + ОД)£/?0Л|| ^ч-ситЖйЬо,

откуда, с помощью неравенства (3.4), приходим к тому, что
Г

ИМ 2<ОД (։ + «+>«' ОДЗДМ 2 • (3.6) 
72. г_,.

Последнее неравенство получено для г, кратных 5, однако в силу ин­
терполяционных теорем в шкале соболевых пространств (см., напри­
мер, [9]) оно справедливо для любого целого г^О.

Полагая в неравенстве (3.6) о^>0 и ^1^>0 столь малыми, а
_ г_

столь большим, чтобы (о + т)С2)+>ч։ С3С3 (•»)) =(/<^1, получим

ИМ

что, как известно, влечет обратимость оператора (7 + Т) к. 
Следовательно существует непрерывный оператор

(7+ П՜1 : Н (г- 5, (г֊з)—}~* Н( г—з, г—з) —А • 
\ 5 / \ 5 /.

Полагая теперь R = /?0 (/+ 7)՜’ , получаем, что Ж 7? = /. Теорема до­
казана.

§ 4. Краевая задача в ограниченном цилиндре в случае 
самосопряженного оператора Ь (х, 79) и. Фредгольм овость

Пусть <2= СХ[О, 7]—ограниченный цилиндр с боковой поверх­
ностью 5=^бХ[0, Г].

Рассмотрим в <2 уравнение

Ж (и) = Р, (։, и + Ь (х, £>) и = К (7, х), (4.1)
\ оЬ /

где
Л ( 7, и= 5} а9 (7) и^, а, = ± 1,

а7 (7), 0 -С Ч <С 5 ~ гладкие комплекснозначные функции переменного 7. 
Оператор £ (х, 7)) и есть, как и раньше, полуограниченный само­

сопряженный эллиптический оператор порядка 2т.
К уравнению (4.1) присоединяются дополнительные условия на 

границе цилиндра <2
7?Дх, £)) и|$ = 0, / = 1,..., т, (4.2)
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1=0,- • s-1֊ к, (4.3)

Re ( t, х,u\t—r = У-1 (х), 1=0,-• к 1. (4.4)
\ dt /

Здесь
Р, ( /։ хД\и=у piq(f, х) Plnt =1, 

4 dt / д-0

Re (t, х, ^-\и = у. rig (t, x) u(v>, rmt =1 
\ (ft / "o

—дифференциальные операторы no t порядков ni и m; число к то же, 
что и в § 2.

Допустим, что выполнено (см. § 2)
Условие 1. Для любого ). где >■ — некоторое число, спра­

ведливы неравенства
1) det =/=0, i, j=0, - ■, s— 1— к, где ?j('֊)— корни алгебраическо­

го уравнения
as [i՛։ + К = 0 (4.5)

такие, что Re ру (Ч <С0;
2) 6е1 Цр՞^ =/= 0, I, у = 0, • • •, к —1, где ру 0) — корни уравнения 

(4.5), имеющие положительную вещественную часть, т. е. Re ру (л) <^0.
Теорема 6. Если выполнено условие 1, то задача (4.1)—(4.4) 

фредгольмова. Это значит, что для любых функций

h (t, х) £H(r—s,
о_ \ б-ч)

(r-s) — ){Bj}, !»/(*)€# 
s /

2т т
~~Т {Bj\

. . лт пл(/-ГЦ)--------
Ъ(х)£Н 3 3 {Bj},

подчиненных конечному числу независимых условий (пусть число 
этих условий равно *), задача (4.1)—(4.4) разрешима в простран- 

(2т \г, г---- ) (5/}. Решение задачи определяется с точностью
s /

до любого решения однородной задачи, среди которых имеется ров­
но х линейно независимых. Кроме того, справедлива следующая дву­
сторонняя оценка

А (h, Ф» Z) < С։ (0u|| 2m.—Мо.о X С2 A (h, 'i, z), (4.6)
Г, г--- -5

где

>1(А,Ф,х)=Н 2m + 'sh'll
r-s.(r-s)2^-

C2 — постоянные.
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Для доказательства сформулированной теоремы достаточно до­
казать следующую теорему.

Теорема 6. Пусть выполнено условие 1 и \)^>0 достаточно 
велико. Тогда задача (4.1) —(4.4) однозначно разрешима. Это зна- 

1т \ чит, что для любых функций А (£,х) [г— 5, (г — $)----
\ 5 /

(х) £Н^֊֊Т {В/},7./(х)6 

существует единственное решение уравнения (4.1), удовлетворяю­
щее условиям (4.2) —(4.4). При этом верна оценка

А Ж СМ 2ш<Д(А, у,х), (4.7)

где С։, С3 — постоянные.
Действительно, доложим

В (и) =: (30? (и), Р/и|/_о, Ые и|(-т), .
где г=0, •••, з—1—к, 1=0,-• •, к—1, и рассмотрим Ви как оператор, 
отображающий пространство

у=н(г,г^-\{В)}ху[ н՛ 5 {ВЛХП ** ՛ ' {В^ 
\ 5 / .1=0 1-0

в пространство

Д = Н (г- э, (г - з) {вд X "п л(г"Л«ат- - V {ВА X 
\ . / АЛ

А 1 2*» т

х п н{г-П1) 3 3 {Ву}. 
1=0

Тогда задача (4.1)—(4.4) эквивалентна операторному уравнению 

в(у)=Д,
где у £ У, г £ Д.

Заметим теперь, что если положить

(и) = (30? (и) + ди, Р;и|<=о, /?»и|б_г), 
то = /0 + д будет также сколь угодно большим. Следовательно^ по 
теореме 7 для таких д уравнение В9(у) =Д однозначно разрешимо.

С другой стороны, оператор В отличается от оператора В? на 
вполне непрерывное слагаемое, ибо вложение УсД вполне непрерыв­
но. Как известно, фредгольмовость оператора инвариантна относитель­
но вполне непрерывных возмущений. Значит, исходная задача (4.1) — 
(4.4) фредгольмова, что и доказывает теорему 6.

Доказательство теоремы 7 (изложение следует работе [1]).
Возьмем на отрезке [0, Г] достаточно гладкое разбиение единицы
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2 = (4-8)

Очевидно это разбиение можно выбрать так, чтобы носители лишь 
двух функций <рх (#) и содержали точки #=0 и ( = Т соответ­
ственно. Для каждого * возьмем функцию ф»(0 € С’ (0> ^)» равную 
тождественно единице в окрестности носителя функции ®,(#) и нулю н 
несколько большей окрестности.

Очевидно оператор В (и) можно представить в виде

В (и)= ®,В(ф,и)
,-1

или, что то же

В (и) = ?1 В (ф։ и) + <р, В (ф, и) + ®,у В (фл.и).

Будем считать, что коэффициенты исходного оператора 93? (и) и гра­
ничных операторов Р/ и 7?/ определены в бесконечном цилиндре 
<2=С5<В1. Тогда операторы В (ф, и) = В, (ф, и) можно рассматривать 
для *=2,—2 во всем цилиндре О, а для *=1 и — —в полу-
ограниченном цилиндре <2=б'Х[0, оо) (в последнем случае # заменяет­
ся на—#).

Положим теперь

Во (“) = (5В?о (“)» Рю “|/=о, Рю н|/=т), 
где

33?О (и)^а4ц(4) 4֊ Цх, О) и, Рюи и(Л/) , Рюи = а(л/) , 
։ = 0,..., 5-1-к; 1=0, к-1.

Согласно теоремам 1, 2 и 4 при >-о^>0 операторы В,ои меют обрат 
ные операторы 7?, (Л, ф, х) (*=1, М), где ф = (ф0, • • •, ф*-։-*), Х=(Хо,- • • 

и 7?, (Л), у = 2, - -, 77—1.
При этом справедливы соответствующие оценки (1.3), (1.12) или 

(2.4).
Пусть Я

р (А, Ф, х)= 2 Фр!Яц («нА, ?нф, <Рн/.).
и—1

Тогда оператор R (к, ф, /) действует из пространства Д в простран­
ство У ограниченным образом. Покажем, что если /ч>0 достаточно 
велико, то имеет место формула

В R = 1+ Т, (4.9)
где I единичный оператор в Д, а норма Т достаточно мала. Приве­
дем соответствующие рассуждения из работы [1] (стр. 87).

Имеем

В R (К, ф, /.) = 2 2 В?ф,фц («р^А э.хи ®„ х). 
н ’ ՛ ՛
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В этой сумме отличны от нуля только те слагаемые, в которых ф,®;1=+0. 
Полагая ul = ?>'•», ®>/.)» мы можем преобразовать такое слагае­
мое следующим образом:

ф, В. ф, фр.ы.л = ?.. В ф ,’Ьц и> = ф, Ба ф, ф|1 Нц.

Иначе говоря, мы можем заменить оператор В, оператором В:1, перей­
дя при этом к соответствующим локальным координатам. Теперь мы 
имеем

В R (h, ф, z) = 22 ?»В,Л фИуЯ^ (А, ф, z). 
I» » 

Напишем теперь
BR (h, ф, z) = 2 2<Р>Ф»Фр. Вно Rrfv- (А, ф, z) + Т (Л, ф, z), 

И *
где

т (А, ф, z)= 22<Р>[В.1ф1(ф|1- ф>ФнBJ ЦИ +22 ф»ф,фи [Ви—Вр.о]и։1.
и » и- ’ (4.10)

Так как оператор Ry является обратным к Вио, то

S 2 <Р>ф.ф|хВцо (А, Ф, Z) = SS М’Фн?’ (А, ф, х)=
р. V Р- *
= S S ?՝?•> (А, Ф, Z)= fS?’ Y (А, Ф, Х)= (А, ф, Z), 

и- ’ \ ’ /
откуда и вытекает формула (4.9)*.

Оценим теперь норму оператора T (h, ф, х)> как оператора в про­
странстве Z.

Пусть J-Цг — норма в пространстве Z, как норма прямого произве­
дения. Имеем для фиксированных м ’

О?’[Вр.ф’Фр. — ?’Ф|ХВJui4z<С{(|[ЯХф,фи—ф,фр. ЯХ]+ 
г-3, (г-з)^-

+ 2 11[Лф,фи-ф,фиЛ] Upll + 
« (г-Я1)-г-?

+ S П^Ф’Ф^-Ф’Фн т. (4.11)

Очевидно операторы, стоящие в квадратных скобках, ни содер­
жат старших членов. Воспользуемся теперь для оценки правой части 
в (4.11) неравенствами (1.3), (1.12) и (2.4) (оценки для Up.) и тем фак­
том, что производные промежуточного порядка оцениваются через 
старшие производные со сколь угодно малым коэффициентом и саму 
функцию, т. е.

[|и(,)Цо < 8 + С (s)Mo> ° -С <7<с S-

Тогда получим неравенство
Цф, [Вцф,фи —ф.фр, Ви] ujz<(e+ С (М)В(А, Ф, х)к, 
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где з сколь угодно мало, а С (>0) -» 0 при 'и ~' + 00 и не зависит от 
рассматриваемых функций.

Точно также оценивается и второе слагаемое в формуле (4.10). 
Следовательно при достаточно большом ^^>0 получаем оценку

Г(А, •?./><-֊11(Л.'?>/>.

из которой вытекает, что оператор / 4՜ Т обратим. Положив теперь 
В1 =7? (/+ Т)՜1 , убеждаемся, что В՜1 есть правый обратный для опе­
ратора В. Он же является и левым обратным. Априорная оценка (4.7) 
устанавливается совершенно аналогичными рассуждениями с разбиением 
единицы (ср. стр. 76—-79 в [1]). Теорема доказана.

§ 5. Обобщение предыдущих результатов

Пусть (2—ограниченный цилиндр с боковой поверхностью 5. 
Требуется найти решение эллиптико-параболического уравнения

Ж (и)= Р* х, ) и 4- £ (/, х, £>) и= К (I, х) (5.1) 
\ <Н /

с коэффициентами, зависящими от / и х; а3= + 1. К уравнению (5.1) 
присоединяются граничные условия (4.2)—(4.4).

Допустим, что выполнены следующие условия.
I. Для любого фиксированного [0, 7] оператор £ (7, х, £)) по- 

луограничен снизу, т. е.

М*) — inf 
06H2m {Bj)

Re (£ (t, х, D) и, и) 
(и,

ОО,

II. Для любых фиксированных [0, з] (/ £ [ Т— з, У]), где е>0— 
некоторое число, оператор £ (t, х, D) as £ (0, х, D) (L (t, х, D)=L(T, 
х> D)) является самосопряженным оператором в пространстве №m {Bj ].

III. Граничные операторы удовлетворяют условию 1 § 4.
IV. Коэффициенты оператора SR (и) и граничных операторов 

(4.2) — (4.4) достаточно гладки, причем aq(t, х) = aq (t) для tf- [0 е] и 
«6 [Г— в, Т}.

Прежде, чем сформулировать основную теорему этого параграфа, 
введем необходимые пространства. Обозначим через н(г, про- 

\ s /
/ 2zn \ странство функций и (t, х)^Н(г, г —], удовлетворяющих условиям

(4.2) и таких, что если о (f) £ C“ [0, 7] и supp <р (t) П [0, е] =# 0 или 
suppHOntr-e, 71У=0, то f, (t) и (t, х) £ Н (г, г —(В,}. Иными 

\ s /
словами, от функций и (t, х) £ н(г, г требуется, чтобы в некото­



Краевые задачи 211

рых окрестностях точек t = 0 и t = Т они разлагались в ряды по соб­
ственным функциям операторов L (0, х, D) и L(T, х, D) соответствен­
но. В остальном они произвольны.

Теорема 8. Если выполнены условия I—IV. то задача (5.1), 
(4.2) и (4.4) фредгольмова.

Это значит, что для любых функций.

h (t, х) £ h (г— s, (г — s) ] 
\ s /

Цх^Н {Bj\ (։=0,- • •, s-1-Л), ZjW € Н {В,}

(1 = 0, •••, Л-1), 
подчиненных конечному числу условий х, существует решение за­
дачи (5.1), (4.2)—(4.4) и (t, х) £ н(г, г —Л , определяемое с точ- 

\ s /
ностью до /■ линейно независимых решений однородной, задачи. Ес­
ли же >0= min ՝iv (t), O^t-^T достаточно велико,-то х = О, т. е. 
имеется изоморфизм. При этом справедливы оценки (4.6) и (4.7) 
соответственно.

Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, 
что и доказательство теоремы 7, только разбиение единицы следует 
взять и по х. При этом, поскольку коэффициенты главной части опе­
ратора L (t, х, D) и, вообще говоря, переменны, следует по ним сде­
лать локализацию (см. [1]), воспользовавшись при оценке оператора 
Т (h, ф, х) теоремами 3 из § 1 и 4 из § 2, а также теоремой 5 из § 3. 
Выкладки остаются прежними. Теорема 8 доказана.

§ 6. Аналог задачи Дирихле. Теорема единственности

В этом параграфе рассмотрим простейший пример задачи, кото­
рая изучалась в предыдущем параграфе. Именно, ищется решение сле­
дующей задачи:

Pf (—и + L (х, D) и = h (t, х), (6.1)

ВДх, D) u|s = 0, j=l,- • •, т, (6.2)

и (0, х) = 0, • • •, (0, х) = 0, (6.3)

и (Т, х) = (),■••, и^֊0(Т, х) = 0. (6.4)

Как вытекает из теоремы 6 задача (6.1)—(6.4) фредгольмова. Сейчас 
нас будет интересовать вопрос однозначной разрешимости этой зада­
чи. Справедлив следующий результат.

Теорема 9 (теорема единственности). Если полином

А (г, l,)3Re 2а,(й)Ч^>0, 
в-о
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то задача (6.1)—(6.4) имеет единственное решение.
Доказательство. Рассмотрим, например, случай $ = 2к +1, 

(—1)*а/>0. Тогда условия (6.2)—(6.3) принимают вид
и (0, х) = 0, • ■ ■, и(*> (0, х) =0, (6.5)
и ( Т, х) = 0,• • •, ( Т, х) = 0. (6.6)

Допустим, что А ({, х)==0 и покажем, что решение нашей задачи 
и(/, х)=0. Имеем

Р։ (— \и,й]+[Цх,О) и, Ц]=О, (6.7)
\д1 / 1

где [и, о] означает интеграл по
Продолжим решение и ((, х) тождественным нулем для I 0 и 

/ > Т, обозначив полученное продолжение по-прежнему и (/, х). Легко 
видеть, что

2»
+ 2 (-1)'[в"Л 

<7-0
где 0 к. Далее находим, что

Ие ач (Л)<? |и(-с,х)|։с^7х,

гдеи(т, х)—преобразование Фурье по I функции и (/, х). Следователь­
но, учитывая определение числа Хо, из (6.7) выводим неравенство

(֊1)А^-И)(7’,*)1Й + 
А

А (*, Хо) |ц (т, х)|2 сЛ</х 0.

Поскольку полином А (т, )ч։) >0, то вто означает, что и (х, х) = 0, 
т. е. и и (/, х)=0. Случаи з=2Л-{-1, (— 1)* а$<3) и в=2к трактуются 
аналогично. Теорема единственности доказана.

Примеры
1. Рассмотрим уравнение

— и'" + (—1)« Д'՞ и = А (£, х).
В этом случае требуется найти решение при условиях (6.2) такое, что 
и (0, х) = и (0, х)=0 и и (7՜, х) = 0. Задача имеет единственное реше­
ние для любой правой части А (/, х).

2. Рассмотрим уравнение

и"' + (—1)т Д'" и = А (/, х).
В этом случае, наоборот, и (0, х) = 0 и и (Г, х)=0, и՛ (Т, х)=0. Зада­
ча однозначно разрешима.
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3. Рассмотрим уравнение четного порядка
ы(։*) д_ (—I)1"-* Д'" и = А (£, х).

Для этого уравнения условия по I (6.2), (6.3) превращаются в усло­
вия Дирихле и (0, х) = 0,• ■ и(*~Р (9, х) = 0, и (Т, х) = 0,• • •, и(*_|)Х 
X (Т, х) =0, определяющие корректную задачу.
Московский энергетический

институт Поступило 20.У .1968

ЗП1*. Ա. ԴՈԻՐԻՆՍԿԻ. Կոշու խնդրի և հաստատուն գործակիցներով դիֆերենցիալ հավասարում­
ների մի դասի եզրային խնդիրների մասին (ամփոփում)

Գէցոէ-ք Q = IXG (/= (—00։ + °0)» /=[0, 4“ °0) ևաէ^ Z=[0, T], T «Հ co; GdR) 
զլանային տիրույթ է.

Տիրույթում դիտարկվում է

խ+£ (D, X, է) ս = h (x, է)է

տեսքի կլիպտիկա-պարարոլական հավա սարումների համար ընդհանուր եզրային խնդիր, որտեղ 
ԲՏ (է, է, Ղ.)-ն է >1 կտրդի րադմանդամ է է-ից, Լ֊ր' 2էՈ կտրգի էլիպտական օպերա­
տոր,

Հիմնական արդյունքը' այդ խնդիրը նորմալ լոէէելի է։

YU. A. DUBINSKII. On Cauchy and boundary problems for a class of 
differential equations with constant coefficients (summary)

Let Q =■ I X G (/ = (— oo> + no)i /= [0, -f- 00] or I — [0, T], T < oo; Gc R) be 
a cylindrical domain. General boundary problems for elliptic-parabolic equations 

и + L (P, X, f) u=h (x, t),

where Ps (x, t, x) is polinomial of x of degree s>l, L—elliptic operator of order 
2m, are considered in Q.

As a main result—the normal solvability of the problems is obtained.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

էՈսրեմատիկա IV, № 3, 1969 Математике

Б. М. ЕДИГАРЯН

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУГРУППЫ КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ 
РАНГА ОДИН НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

1°. Теорема.'Пусть А—квадратная матрица порядка п ранга г над 
произвольным полем К. Тогда существуют две прямоугольные матри­
цы В и С размеров (пХг) и (гХп) и ранга г такие, что А= ВС. Та-- 
кое разложение однозначно с точностью до умножения В справа на 
невырожденную матрицу М размера г X г и одновременного умножения 
С слева на обратную.

Д = ВС = (ВМ) (М-' С).‘
Пусть С—полугруппа всех квадратных матриц порядка п. Дву- 

сторонние идеалы этой полугруппы образованы матрицами ранга г, 
где г—любое число от 1 до п. Поэтому они образуют простую струк­
туру

С => Сп-1 => 0.
Изучим строение структуры одночленных (главных) идеалов, т. е. 

таких, которые порождаются одним элементом.
Пусть г—ранг порождающей матрицы А. Тогда в силу теоремы 

А ~ВС,
где В и С матрицы размеров (пХг), (пХп) ранга г. Идеал, порожден­
ный матрицей А, составляет множество В (СХ) = ВС', где В фикси­
рованное, а С состоит из всех матриц размера гХп-

Матрица В определяется с точностью до умножения справа на 
невырожденную матрицу. Поэтому, если идеалу сопоставить подпро­
странство размерности г, натянутое на столбцы матрицы В, оно не 
меняется при умножении В справа на невырожденную матрицу и будет- 
однозначно соответствовать идеалу.

Обратно для любого г-мерного подпространства найдется соот-՜ 
ветствующий идеал (в качестве В можно взять матрицу, столбцы ко­
торой составляют базис подпространства).

Итак между одночленными идеалами и подпространствами п-мер- 
ного пространства имеется взаимно однозначное соответствие. Это со­
ответствие есть структурный изоморфизм: вложению идеалов соответ­
ствует вложение подпространств. Число одночленных идеалов (при ко­
нечном поле К) ранга г равно числу подпространств размерности г 
п-мерного пространства над полем К. Как известно, оно равно
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(?"֊1)(<7Я —?)••■ (?я-д'-») = (д'1—1) (д"-«-1)---(дл-г+1֊1) ։
(9Г— 1) (<7Г— д) • • • (д'՜ — д'՜՜1) (д'՜ — 1) (д'՜՜1 — 1) • • • (д — 1)

здесь д—число элементов поля.
Число элементов в идеале равно числу матриц С' и равно дпг.
Исследуем с какой матрицей связаны два подпространства «-мер­

ного пространства строк и столбцов размерности г (имеются ввиду 
пространство, натянутое на столбцы и пространство, натянутое на 
строки).

Пусть А такая матрица, —пространство столбцов, —про­
странство строк.

Для любых двух подпространств размерности г можно найти мат­
рицу Л, для которой эти подпространства будут Ра и Вд.

Именно, пусть

где столбцы матрицы С составляют базис пространства R, а строки 
матрицы В составляют базис пространства £.

Положим
А = СМВ, 

тде М—любая невырожденная матрица порядка г. Тогда
« R, Вд = В.

Это есть общий вид таких матриц, так что при фиксированных R кВ 
имеется взаимно однозначное соответствие с невырожденными матрица՜ 
ми М порядка г.

Выберем базис для каждого подпространства. Над конечным по­
лем будет конечное число подпространств М, Л •

Пусть В, и С/— матрицы, соответствующие выбранным базисам 
7-го подпространства R/ и у-го подпространства В/{1 — 1, —,/V; 
у=1,..., ТУ).

Пусть
А1 = В/М1С], А2 = ВкМ2С1.

Тогда
А2А2 = В, (М&ВкМД С, = В1 М2С1, 

.где
Мз — М3Р)к М2, 
Ри= С1Вк.

В том случае, когда С,Вц—вырожденная матрица, заменим ее ну­
лем, если мы рассматриваем полугруппу матриц ранга г „с точностью 
до матриц меньшего ранга“, т. е. „склеиваем“ их с нулем.

Для каждого Подпространства R пространства столбцов суще­
ствует „ортогональное“ к нему подпространство R* в пространстве 
строк. Если размерность R равна г, то размерность /?* равна п—г.
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Для того чтобы матрица С]Вц была невырожденной, необходимо 
и достаточно, чтобы

Отметим, что
1. Число невырожденных матриц порядка г равно

5г=(/֊ 1) (9г_д).._ (дг_дг-1)։

2. Число прямоугольных матриц пХг ранга г равно
АП։Г = (яп — 1)(<7П— ч)--(дп — д'՜՜1).

3. Число подпространств п-мерного пространства размерности г 
равно

Сп г = Ап г = (Ч՞ — г) (9՞ ~ ?) ' •' (<7՞ ~ Я'՜1).
5г (<7Г —1) (<7'՜—<?)••• (<7Г—<7Г-1)

4. Число матриц порядка п и ранга г равно

Сп, Г • 5г,
где Сп, г есть число строк и столбцов определяющей матрицы 
Р — ЦС7 Д*|], а 5г есть число элементов группы невырожденных матриц.

2° . Этот пункт посвящен исследованию матрицы Р.
а" — 1Пусть ^ =—————, • •, Ь։\—все одномерные подпростран-
я—1

ства п-мерного пространства над полем К из элементов, 2Ъ •••,2п — 
какие-либо ненулевые векторы, содержащиеся, соответственно, в 
£х,Выберем их следующим обр>азом (координаты расположены 
в столбцах);

... 1 ... О--- О О

... г/։ ... 1... О О
• • •

1 •

Это множество векторов обозначим через Ж. Выбор такой, что пер­
вая отличная от нуля координата равна 1. Тогда остальные, независи­
мо друг от друга, пробегают все значения в поле.

Матрицы ранга 1 имеют вид 2]С21, где 2}, Д/ независимо про­
бегают все множество Ж, с£К, с=/= 0. Умножение таких матриц осу­
ществляется по формуле

2)сх 2{, 2ьсл 2а=- 2] (с։ 2{ с։) 2а=2) с32[,
где

Сд—^1^2 •
203—5
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Поэтому нас интересует матрица Р = (Pik), составленная из „ска­
лярных“ произведений Ptk—Zi Zu, рассматриваемая в групповой алгеб­
ре мультипликативной группы поля над полем комплексных чисел.

Пусть у0, /,,•••, 7.ч-2—все характеры мультипликативной группы, 
»о—главный характер. Через Z (р) обозначим матрицу, получающуюся 
из матрицы Р посредством замены каждого ее элемента значением 
характера у., причем полагаем Z (0) = 0. Покажем, что det у. (р)=/=0. Для 
Этого рассмотрим

|det у, (р)|а = |det у. (/>)/. (р')1»
здесь Р1—матрица, транспонированная к р, Z характер, сопряжен­
ный с у.

Элемент г-ой строки и ж-го столбца матрицы у. (р) 7. (р') равен

>HZ/,Z*)= 2 7 (Z, U)7.(u'Zk).
^SR

Пусть Т—невырожденное преобразование основного пространства. Ес­
ли U пробегает все векторы совокупности SR, то TU пробегает все 
векторы совокупности SR с точностью до скалярного множителя

TU, = &i. т ‘ tZr (7).
Поэтому

ф(72/, TZk) = 2 z(Zj Г' U)7(U'TZk) =

= 2 7.(Zi U-&U' ji) 7. (ли^т՛ ‘ Zk)= 
nW

= 2 z (Zi U) Z («у, r) 7. (*y, r) X (^Z*)= 
i/eSR

= 2 7AZi U)7(U' Zkl^tZ, Zk). 
t/c-SR

Но любую пару векторов можно перевести линейным невырож- 
Денным преобразованием в любую другую пару векторов.

Поэтому как все диагональные элементы матрицы /_ (р) (//), так 
и все недиагональные элементы равны между собой. Достаточно под­
считать Ф (Z1։ Z2) и Ф (Zj, ZJ, 
где

Ясно, что
(21։ ZJ = 2 z (2 U) у (ь՛ Z.)= 9«-’.
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Если характер Z=/=Z0, тэ Т (2։, Z2) = 0, а для главного харак­
тера Z = Zo

Ч- (Л, Z») = 2 Z (2! и)-л (U', Z։) = <7«֊։ - <7«֊2.
«Ж

Соответственно, для Z =f= 7.0 имеем 

отсюда

det X (р)| = <7 
и

• 
7 

°՜ о- 
1 ,1. 

7 
7 

V 
&
■ 

7
”V
 1

1 Г
 

О
- Осч*1V

 1

1 
« 

vi _о-
|det /л (р)| =

<7я-1

<7я—։ —<7Я~2» Чп 1 — Чп~2:
откуда

г[(/1-։)Т=Т+я]
|<Ы X, (,)| = / 1 •

3°. Полугрупповая алгебра над полем комплексных чисел С по­
лугруппы матриц ранга -С1 с элементами из К образована формальны­
ми суммами

2 а^с^/с 21.

где ацс £С, с£К. Будем считать, что при с=0 соответствующие сла­
гаемые равны нулю (6С), то есть нуль полугруппы считаем нулем по- 
лугрупповой алгебры. Элементы полугрупповой алгебры можно пред­
ставить в виде

2 Ь]12; 2?1 ,

где
бу = 2 аЛс с

— элементы групповой алгебры для групп К* ненулевых элементов по­
ля К.

Умножение осуществляется по правилу

(*) S^y/Z; '2 buZk Zi = put Ьщ Zj Zi •
'• J k,i

Если ввести обозначение В = (6/*), то в терминах этих матриц 
правило (*) умножения имеет вид
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Вг t- Вгг= В^В,, 
где через ° обозначено умножение по правилу (*).

Так как Р—невырожденная матрица как доказано в 2 полугруп- 
повая алгебра изоморфна алгебре матриц над групповой алгеброй 
группы Հ*. Поэтому она вполне приводима и все представления есте­
ственно продолжают представления /-о, А> ' ‘ мультипликативной 
группы Л* поля ЛГ.

Результат настоящей работы является конкретизацией результа­
тов А. Клиффорда [1J и И. С. Понизовского [2], [3].

В заключение выражаю благодарность моему научному руководи­
телю, член-корреспонденту АН СССР, профессору Д. К. Фаддееву за 
помощь и ценные советы.
Ереванский государственный

университет Поступило 18.Х.1968

А. 1Г. ԵԴհՂԱՐՅԱՆ. Վեր^ակոր ւյաշտ|> ւ|րա մհկ ոանց|ւ քաոակուսայ|ւն մաարիցների կ|ւսա- 
խմթերի ներկայացումներ (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացոլցվում կէ որ վերշավոր պաշտի վրա մեկ ոանպի րաոակուսային մատ- 
րիցների կիսախմբերի րոլոր ներկալացոս1ն!։րը կոմպլեբս խվերի պաշտի վրա լրիվ բերելի Լն 
հ ա1ԴսէՒսի կիսախմբի րոլոր ներկալացումների համար տրվո։մ Է սպառիլ պատասխան։

В. М. EDIGARIAN. Representation of the semigroup of square matrlcles 
of rang 1 over the finite field (summary)

The paper establishes, that all representations of the semigroup mentioned in the 
heading are entirely reducable. The full answer is given for all representations of the 
semigroup.
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