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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

■ 4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

5. Սր բա գրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա**
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Е. А. АРУТЮНЯН

ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ 
ПО КАНАЛУ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ, 

ВЫЧИСЛИМЫХ НА ПЕРЕДАЮЩЕМ КОНЦЕ

I. Рассматривается канал К с конечным входным х1։ • • •, хм и 
выходным ух, • • •, ух алфавитами и с конечным числом внутренних со
стояний / = 1, 2, Канал К задан [1], [2], если заданы:

1) переходная функция для состояний: в момент времени $4-1 
состояние 6-1 определяется состоянием 6 в момент б и переданным 
в момент з входным сигналом х4: 6+1 = / (б, х,)\

2) Ь стохастических матриц {р ()}, ։=1, 2, • • •, М, /=1, 2,- • • 
•••, /V, (=1, 2,—, £, где р (у|г, /) есть условная вероятность получе
ния на выходе канала символа у,-, если канал находится в данный мо
мент в состоянии { и на входе передан символ х/.

Предполагается [1], [2], что начальное состояние известно на 
входе канала, и что из каждого состояния можно перейти в любое 
другое состояние с помощью последовательности входных букв длины 
не большей А.

Как отмечалось Р. Л. Добрушиным [3] канал с конечной памятью 
т можно рассматривать как канал с конечным числом состояний. Для 
этого нужно набор т переданных до текущего момента входных сим
волов считать состоянием в данный момент. Таким образом, приводи
мый ниже основной результат верен также для каналов с конечной па
мятью. Каналы, имеющие лишь одно состояние, называются каналами 
без памяти.

Последовательность п входных символов х =(х1,,՛ • •, х;я) назы
вается словом на входе, а последовательность п выходных символов 
У = (у։„ •••,У1п) — словом на выходе. Если —начальное состояние, то 

вероятность р (у|х, 6) получить на выходе у, если передано слово 
-х, равна 

п

Р (у|*, А) = П Р (Л|։։, Ь),
1-1

где 6 = / (6-1, х,_1), / = 2, • • •, и.
Кодом ЗХ,| объема называется набор 5П входных слов х1։

•• •>Х5П и £„ непересекающихся множеств выходных слов Аъ - • ■, Азп. 
Вероятностью ошибки кода ЯХя называется
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1 S" -

Pom (5K„, <։) = -- 2 (1 - P(A/x<։ M) ,
■J" 5-1

где P (Asixs, Zj) = 2 p(ÿixs, t,) —вероятность того, что։/ÇA* при 

Уел л
условии, что передано xs. Код длины п объема Sn, имеющий вероят 
ность ошибки Рот, будем называть (п, Sn, Pom)-кодом.

Конечно, вероятность ошибки кода зависит от начального состо 
яния канала, однако, т. к. нас будут интересовать результаты асимп
тотические по л, а, согласно предположению, передачей небольшого 
числа символов канал можно привести в любое желательное состояние, 
мы не будем больше отмечать эту зависимость.

Цель работы—изучение асимптотической зависимости между 
объемом и вероятностью ошибки „оптимальных“ для данного канала 
кодов. Можно рассматривать следующие две постановки этой задачи.

Пусть 5я=[ея/?], тогда можно определить оптимальную вероят
ность ошибки так

Pom (n, R) = inf Pom (ЗХл), 
Жл

где нижняя грань берется по всем кодам объема, не меньшего [елЛ>].- 
Экспонентой оптимальной вероятности ошибки Е (R) называется

E(R) = ÏÎST - — log Pom (л, P)* , (1)

которая указывает экспоненциальную скорость убывания по л вероят

ности ошибки при заданной скорости передачи Р = — log Sn- 
n

В другом случае можно задать вероятность ошибки кода

Рош (л) = е~пЕ, 0<^Е<^сс
и рассматривать наибольший объем кода среди всех кодов с вероят
ностью ошибки, не большей е~пЕ

S(n, £) = sup 5(ЖЛ).
Жл

Предел

C(£) = lim— log 5 (л, Е) (2)
л—л

естественно назвать Е — пропускной способностью канала, по анало
гии с обычной пропускной способностью С и пропускной способностью 
при нулевой вероятности ошибки Со [4]. Определения кода и харак
теристик канала (1), (2) сохраняют силу в частном случае каналов^

В этой статье используются только натуральные логарифмы. 
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£֊(/?) = {

без памяти. Мы покажем, что в этом случае функция С (£) является 
обратной к функции E(R).

В работах [5], |6], [7], [8] и других изучалось поведение функ
ции E(R) для каналов без памяти. Указаны Е~ (/?) — верхняя и E~{R) 
— нижняя границы для Е (R), причем из [8] следует, что в случае 
дискретного канала, определяемого переходной матрицей (р (j/i)}, 
i= !,-••, М1։ / =!,■••, М» эти границы могут быть заданы следую
щим образом:

£՝ (/?) = max min \%р (i) q (Ji) log 
!/>(/)} {«(///)! Iv р(/Л)

: Sp (z) q Ji) log < R | > (3)
h ypv)q(jli) J

где (p (г)}—распределение на входе, {q(j/i)}— вероятностные мат
рицы;

Е (R), при Я1срНт<Я<С (4)
7?крит Е (7?К| нт ) --- R, при 0 R <С֊ /?крнт ,

а
Якрнт = sup J/? : dE+SR) < -1) • (5)

aR )

Функции Е* (R) и E~(R) при О —выпуклые, невозрастающие
функции, поэтому существуют их обратные, которые мы обозначим 
через С+(Е) и С~(£). Очевидно при 0<^£<^оо

С֊(£)<С(£)<С+(£). (6)
При сравнении характеристики различных каналов мы будем отмечать 
соответствующими обозначениями.

Параллельно с каналом К мокно рассматривать канал без памя" 
ти Л (n0, t), который имеет входным алфавитом слова х длины щ > 2 
канала К, переводящие начальное состояние t снова в I, т. е. f (tnj 
xi„„) = t, выходным алфавитом—слова у, и матрицу переходных вероят
ностей со следующими элементами:

р(.у/^)=рЛч> t) pljjiz.ftf.xi))- • p(jnlin, f(tn0-i, хЯо֊1)).

Таким образом, у канала t) число Afj(np, t) символов входного 
алфавита не превышает Мп,։ а число N± (n0, t) выходных символов 
равно Nn°. Характеристики канала К(п0, t) мы будем обозначать так 
же, как и соответствующие характеристики канала К, но с добавле
нием в скобках Пр, t. (Мы предпочитаем приписывать Ир и t не как 
индексы, а в виде аргумента, т. к. это графически удобнее). Так, на
пример, пропускная способность канала К(п0, t) будет обозначаться 
С (пр, t), Е—пропускная способность—С (пр, t, Е), критическое зна
чение скорости — Лкрит (п0, t) и т. д. Аналогично (2) имеем

С (Пр, I, Е) = lira -i- log S (n0, t, k, E), (7)

к
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S(n,„ t, к, E) = sup S(no, t, ЯИ»), f8)

SD?*
а верхняя грань берется по всем кодам длины к для канала К{п0, /)»• 
имеющим вероятность ошибки не большую, чем е~кЕ. Шенноном [ | 
показано, что

С = lim —С(п0, f) = sup— С(п0, t).
Ло "• По

Здесь будет доказана следующая
Теорема. При 0<Е<^<х>

C(£) = sup—С(п0, t, п0Е) = lira — С (л0, t, п0Е). (Ю>
"о Пд nt-m Пд

Одновременно
С֊(Е)<С(Е)<С+(Е), (ID-

где

С՜ (Е) = lim — С՜ (no, t, п0Е) и С+ (Е) — lim— C+(ng, f, nQE), 
П'~~П0 п.^Пд

а С~ (no, t, Е) и С+ (л0, t, Е) — нижняя и верхняя границы для 
С (ло, t, Е), определяемые согласно (3), (4), (5), (б). При этом, как 
и в (3), (4), при 0<£<ЕКрит

С֊(Е) = С+(Е)= С(Е), (12)
где

Ецрит = lim — Екрит (л0, t) (13)
Ло-»~ Ло 

а
, ^крнт (л0, t)— Е(/гкрнт (Ло, t))= Е+ (/?крнт(ло, /))• (1^)

2. Целью данного пункта является доказательство совпадения в 
случае каналов без памяти функций С (Е) и обратной к E(R). Дока
зательство будет опираться на лемму, которая может быть очень по
лезна не только для целей этого пункта.

Лемма 1. Для каналов без памяти E(R) является непрерыв
ной. выпуклой функцией при всех R, для которых E-(R) конечна..

Доказательство леммы фактически содержится в работе [7]. 
Если заменить обозначения из [7] на наши Л*=./У։= л, М= еп/?1 (ел/?>—1), 
£» = 1, L1 = enRi—1, то, вследствие неравенства (1.5) и [7] и опреде
ления (1), легко получить

£(֊
Утверждение леммы следует из теоремы 111 [9].

Обозначим теперь при 0<^Е<^со

R(E) = E֊'(R), (15>
существование обратной следует из леммы и из невозрастания E(R).. 
Отметим, что R (Е) непрерывна при всех Е^ (0, °о).
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Лемма 2. Для каналов без памяти С(Е) = ЩЕ).
Доказательство. Согласно (2) С(Е) есть число такое, что 

для любого г>0 существует п(в) и бесконечно возрастающая подпос
ледовательность пг, г = 1,2,п (е) < пг такая, что для всех г су
ществуют коды

(п,, е',г(С(£,-'), е-я'£). (16)

В свою очередь из (1) видно, что Е(К) это число такое, что для 
любого ^>0 существует п и бесконечно возрастающая подпосле
довательность пг։, г'=1,2,•••; п(е1)<п], для которых существуют 
коды

л^.,7? — »',(£(/?) — ։,)

(иг՛, е , е ). • . (17)

Из сопоставления (15) и (17) получаем, что существуют коды 
п'г,Я(Е) -п^.(£-։,) 

(пг' е , е )> 

согласно (2) это означает, что

С(Е-^ Ж(Е). (18)
Из (16), при Ег = Е — е1։ следует, что

Е(С (Е — е։) — е) > Е— е։, 

или, учитывая невозрастание Е(Е), а, следовательно, и Е(Е)
С(Е-^)-е</?(Е-вг). (19)

Из (18), (19) вследствие произвольности е, ег и непрерывности /?(Е) 
получаем утверждение леммы.

Теперь можно приступать к доказательству теоремы.
3. Доказательство теоремы аналогично доказательству 

Шеннона [1] равенства (9) и состоит из нескольких последовательных 
шагов.

а) Покажем, что для произвольных целых положительных I

С(1п0, 1,1Е)>1 С(п0, I, Е). (20)

Действительно, согласно определению С (по, Е), для канала К (щ, /) 
при любом г>0 и Е^>0 имеется к (в) и бесконечная последователь
ность кг, г =1, 2,•••; к (в) такие, что существуют коды

(Л„ еМС(**6£)_։), е“М). (21)

Положим
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Кодам (21) тривиальным образом можно сопоставить коды

+ -----—дс(л.,/£>-•) -(*г +'■) (։֊ j
\ *г+'г X *r+'r/ I

kr+lr, е , е /

для канала К (ln^, t), приписывая всем кодовым словам кодов (21) од
ну и ту же при каждом г последовательность 1г символов канала 
К (щ, t). Но теперь вти же коды будут при достаточно больших кг 
для канала К (InQ, t) кодами

Cr I (С (л„, Г. £)-2«) -Cr I (£-•) 
(сг, е , е ).

Это значит, что
С (/no, t, I (Е-Ь))>1 (С (п0, t, Е)-2г),

откуда, учитывая произвольность е и непрерывность С(п0, /, Е) по Е, 
получим (20).

б) С (/, Е) не зависит от t

C(t,E)=C(E). (22)

Согласно определению С (/, Е) ( С (/, Е) = sup — С (п0, /, п$Е) ) 
\ Ло Hq /

можно выбрать п։ настолько большим, чтобы для произвольного г^>0

— С (nx, t, П1Е)> С (f, £)—s (23)
«1

и

(С (/, £)֊е) \ > С (/, Е) - 2е. (24)
711 “Т՜ 2"

По определению С (п1։ /, пхЕ) для канала К(п1։ I) при данном 
имеется последовательность целых чисел к։, 5 = 1,2,кг > к (&), 
к1 к։—1 такая, что существуют коды

(к5, ек1 (с ("<■'■ п֊£) ~‘) ։ е-*г П>Е)։

т. е., согласно (23), существуют коды
(^ еММС (££)-«)-•), е-*.л£).

Рассмотрим канал К(пг + <11 + с/,, /')• Согласно предположению, 
существуют последовательность длины £, переводящая состо
яние /' в /, и последовательность длины с?2 < £, переводящая t в 
поэтому, если к каждому символу канала Е(п1։ /) приписать спереди 
хх и сзади х2, получим символы канала К(п! + + 4г, /')• Таким об
разом, для канала А + <4 + «/2, Г) существуют коды
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/ л, (С (I, п>Е \
I (nt+di+dj nt~d,+d, ("i+di+dj n,+d,~d, | ,
\fc,, e , в )

t. e.

, C (n,+d,+d„ e. "/ ) > "■ ՛ (C(t,E)
nx 4֊ a։ -f-a2 \ ni“hoi 4՜ аг/ nj-f-Qj + a*
откуда, с учетом (24), ясно, что С (/', F— s) > C (t, E)—3s.

Функция C (t', E) = sup — С (щ, t', tiqE) является верхней гранью 
«• n0

выпуклых по п^Е функций и поэтому выпукла, кроме того она ограни
чена, например, числом log М, значит непрерывна.

Поменяв местами t и 1՛ и проведя те же рассуждения, получим 
С (t, Е — 0) >C(t', Е)—Зе.

Учитывая произвольность е и непрерывность С (/', Е) и С (t, Е) 
по Е, получим (22).

в) Докажем теперь, что

С (Е)= lim — С (n0, t, tiqE). 
п.- “ Ло

Из (20) следует, что

С(Е) = lim — С (no, t, п0 Е). 
л0 - Ло

Возьмем любую последовательность л։, л։,- • • , ли, • • •, пи > пи— 1. 
Покажем, что

sup — С (пи, t, Пи Е) = С (Е). 
“ ла

Для данного s^>0 и t' выберем л0 таким, чтобы

— С (л0, е, п0Е)> С(Е)-г. (25)
Ло

Для любого ли^>Ло можно найти ги такое, что (го—1) ла <^гиЛо.
Согласно (20) и (25)

,----- ^7----- с ((ru-1) Ио, е, (ги -1) Ло Е) >С (Е) -8. (26)
(г и —1) п0

Возьмем некоторое входное слово х длины пи — (ги —1) Ло« Предполо
жим, что оно переводит состояние t' в t. Теперь параллельно с кана
лом К (пи, t) можно рассмотреть канал К ((г0—1) Ло, t'). При больших 
к для любого е 0 существуют коды

* (С ((ги - 1) Л,. Г, (ra -1) п,Е) -») -л (ru -1) л^
(к, е , е ), (27) 
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следовательно, для канала К (пи, t) существует код, кодовые слова 
которого получаются из кодовых слов кода (27) ^прибавлением после 
каждых (ги — 1) По символов л«— (ги—1) символовх. Этот код будет 
иметь параметры

(к е*(С ((г" -1) (Ги ~ ° п,Е)՜՝, е՜*"" ^Ги 1) •
\ ’ ’ лн /

Следовательно
С (пи, f, пи (1-----— Е ) С ((ги — 1) л0, t, (гн —1) л0 Е) е,

X X г и / /
и из (27)

С (Пи, t, Пи А — — ) £ ) > (ги—1) л0 (С (£) — е) — 8> 
X X г и / /

или

— с(Пи, t, Пи(1 —Ц £) > (л,~1)п9- (C(£)-s) - — > 
Ли \ \ Ти / /

>[1-—)(С(£)-2е). 
\ ги /

При пи -»֊ оо имеем ги —* со, и вследствие непрерывности

lim — С (пи, t, пиЕ) С (£)—2s.
“ * - Пи

В силу произвольности в следует в).
д) Для доказательства (10) нам остается показать, что

С (Е) = С (£). (28)
Для заданного s >0 согласно (2) существует последовательность пг, 
г = 1, 2,Лг2>Лг-1՜такая, что для канала К

еЯг1СГ£)-)<5(лг, £). (29)

Сопоставим следующим образом каждому коду для канала К код для 
канала ЛГ(по + 2£, t). Предположим, что nr,= nJ 4֊ п', 0 < п' -С п0. Тог
да каждое кодовое слово кода для канала К՜, скажем х4,- разобьем на 
I +1 частей, из которых I одинаковой длины л0 символов, и последняя — 
длины ri. Этому слову xs сопоставим кодовое слово длины I 4֊ 1 для 
канала £’(л0 + 2£, t). Перед каждой частью припишем L символов, пе. 
реводящих состояние t в состояние, которым начинается данная часть. 
После каждой части, включая l-ую, добавим L символов, переводящих 
состояние, которым оканчивается данная часть, в состояние t. После 
Z 4-1 части припишем п<) 4՜ £ п' символов, переводящих состояние։ 
которым оканчивается /4-1-ая часть, в состояние t. Множествам деко
дирования As кода для канала К сопоставим множества декодирова
ния для канала К (п0 4՜ 2£, t) так, что новое множество включает все 
выходные слова канала А (л0-|-2£, 0» которые получаются добавлением 
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к выходным словам из А на тех местах, где к X/ были добавлены 
символы всевозможных выходных символов канала К. Таким образом, 
получим код длины для канала АГ (п0֊г2А, £), имеющий тот же 
объем и ту же вероятность ошибки, что и исходный код длины пг акя 
канала К. Это значит, что

5(л„ £) <5(по-г2£, I, 1+1, у֊—

Выбрав сначала достаточно большое п0, затем достаточно большое I, 

учитывая (7), (22), (29), определение и непрерывность С (Е) и произ

вольность а, получим С (Е) < С (Е).
Для установления обратного неравенства заметим, что любой код 

длины I для канала К (л0, 0 можно рассматривать как код для канала 
К длины 1по с тем же объемом и с той же вероятностью ошибки. Сле
довательно, 5 (1п0, Е) > 5 (по, I, I, п0Е).

Учитывая снова (2), (7), (22), получим С (£) > С (Е).
е) Первая часть теоремы доказана. Неравенства (11) очевидны. 

Для доказательства (12) остается выяснить (13). Функции С+ (.По,1, Е) 
выпуклые по Е, следовательно С+(Е), будучи верхним пределом вы
пуклых функций, также выпуклая. Известно, что при сходимости вы
пуклых функций сходятся также их первые производные (там, где они 
существуют у предельной функции). Учитывая (5) и (14), имеем

г , .ч (г (1С+ (по, I, Е) 1 ]£кр|гг (п0, £) —1 |
I аЕ ]

и, следовательно, лЕ’крнт существует и равно
г с ЛС+ (£) |•Скрит — вир < Е‘. -----—-------\ — 1 > •

I аЕ )
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ե. Ա. ձԱՐՈՒԹՑՈԻՆՑԱՆ. Վերջավոր թվով մուարում նայանի վիճակ ունեցող կապի ղձի 
միջոցով ինֆորմացիայի հաղորղման օպտիմալության մասին (ամփոփում)

ԳԷաարկվոլմ է դէսկրետ վերջավոր թվով ներք էն վէճակ ունեցող կապէ գծերի դա
սը, որը ընդգրկում է նաև վերջավոր հէշոդոլթյոլն ունեցող կապէ դևերի դասը. Ուսում- 
նասէրվոլմ է հաղորդման ասէմպտոտէկորեն մաքսիմալ աբադոլթյոլնը C (E) սթաէէ հա
վանականության տված g — nE նվաճման դեպքում (ո-ը հաղորդման երկարությունն է)ր 
կառուցվում են C(E)+ վ+էն ոլ ներքին գնահատականները, երր 0<Հ E<Z ՕՕ , որոնք հա
մընկնում են, երր Օ< E < £ltpilT «

E. A. HAROUTUNIAN. On optimality of information transmission over 
a finite-state channel with state calculable by the sender (summary)

The class of channels with finite number of interior states, including the class of 
channels with finite memory, is considered. The assymptotically maximal rate of trans
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mission C (E) for a given decrease of error probability e nE (n is the duration of 
transmission) is studied. The upper and lower bounds for C (E) which coincide when 
0< E < EKplIT are constructed for 0< E < co.
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Ս՚աթնմատիկա IV, №2, 1969 Математика

Э. В. МОРОЗЮК

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЯДОВ Р. ЛАГРАНЖА

Статья посвящена распространению некоторых классических тео
рем анализа на ряды

где |>.*| -» «> и |р*] —► оо при к ֊* оо.
Ряды (1) изучались Р. Лагранжем [1], а затем Г. В. Бадаляном 

[2]. Следуя Г. В. Бадаляну, мы будем называть их рядами Р. Лаг
ранжа.

“1 ~ 1Нетрудно проверить, что если сходятся ряды V ----  и У---- , то
"1 Iх* I £>*1

ряд (1) сходится на всей плоскости, кроме точек я= — р*, Л=1, 2,•••• 
Поэтому в дальнейшем мы будем считать, что хотя бы один из этих 
рядов расходится.

И Р. Лагранж, и Г. В. Бадалян предполагали, что все X* лежат 
на одном луче, а все ря—на другом. Мы положим, что X* и р* нахо
дятся внутри угла раствора, меньшего «. Не уменьшая общности, мож
но считать, что вершина этого угла лежит в начале координат, а ось 
симметрии совпадает с положительной частью вещественной оси. Тог

да |аг?Х*|<Ф0, |а^ р*| <%, 0<<Ь0<-~-

Удобно ввести следующие определения.
Определение 1. Будем говорить, что последовательности (Х*| 

и {р*} удовлетворяют условиям (₽), если ■
1) |Х*1 оо И |р*|-» оо при к ֊> ос;

2) |arg х*| < Фо, larg р*|<ф0, где 0<фр<֊^֊; !

3) по крайней мере один из рядов 

” 1 " 1 2j 77՜ и У — расходится. 
£j(p*|

Отметим, что в условиях (ß) не содержимся требования монотон
ности возрастания 1Х*| и |р*|. ։
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Определение 2. Пусть последовательности ('•*) и И1*/ удов
летворяют условиям (Р), а г0—некоторая точка плоскости. Тогда 
0 (х0, 6, /?, р) мы будем называть сектор

1« — г0| < R, |аг£ (х — х0)| < — ~ Фо —

где R > 0, 0 < 8 < — ф0,
£

с выброшенными из него достаточно малыми окрестностями \г Р*К
<СР> Р>0 точек р*, попавших в этот сектор.

Для рядов Р. Лагранжа имеет место следующая теорема.
и (р*} удовлет- 
г0, отличной, от 
любой области

Теорема 1. Пусть последовательности {/4} 
воряют условиям (Р) и ряд (1) сходится в точке 
X*, к = 1, 2,•••. Тогда он равномерно сходится в 
О(г0, 8, R, Р).

Доказательство. Ряд (1) сходится в точке 
любого е 0 существует номер Ло такой, что при п

г0, поэтому для 
Ло остатки

Пусть К = шах {Ло, 1^}, где Кп будет определено ниже.
Применив к отрезку ряда (1) преобразование Абеля при 

М^> К, получим

|гхл(»)|= 2 «. пП 

Л -/V 4=1 4=1Л-М

И х«4-1 л д4-1 IгЧп^г-п-5^
,=л' 4-1 *о ~ X* г 4- Р4

+ П
4-1

/ М п+

г )՝* п яр 4՜ р* 
*р — К *_1 -г 4֊ Р4

« — х* «04- р*
4-1 «4֊Р»

Л’ лг

4=1

-?(> + р*
* + Р*

г — X*

1 п

-т‘П

.И + 1

/?.и П

.И + 1

г0 — X*

.И+1 .
т~г Хр 4՜ Р4

4-1 2 + Н4

«О + Р4
■г + Р4

.М + 1
Хр + Р4

■п~Н 4=1 20

м п

2 — X*

Л

Оценим дробь если г принадлежит С(г0, о, R, р).

Пусть числам 0, 4՜ Р*, «4՜ Р* соответствуют точки О, Ак, В>
Рассмотрим ДОД*В*. Очевидно

АкВк = \г — г֊0|, ОД* = |г0 + Р*|, ОВк=\г-\- р*|.
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По условию
|arg (z — z0)| < % — 8> |arg >֊*| < %.

Можно указать такой номер.Л1։ что при всех £^>7^ выполняет- 
•ся неравенство

|arg («ь + Р*)1<Фо+у՛

Пусть ОВц — проекция отрезка OB* на направление ОД*.
» тс о

/,В*Д*В* < |arg (z — z0)| + I arg (zq + p*)|< —---- — ■
JU

Поэтому
ОВ*> OB* ОД*+ Я* В* cos ------ —

или 
z t । 8|Р* + z| > 'Р* + -Zfll + \z — z0| sin —» 

£
или

L5l±^'<i- kziioLsin±
I Z 4- (1* ■ |p* + z| 2

Тогда

.для всех z из G (z0, 8, R, p) и всех к > Кг.
Аналогично оценивается дробь 

z ~ Л* |z — z0| . 8----------  <\ 1 — ---------- sm —
z0 И* — го1 2

.для всех z из G (z0, 8, R, р) и всех к > Kt.
Выберем Ко = max {К1г 7f։}. При к~> Ка и всех z из G (z0,8, R, р) 

дроби
*° + I <1 и * <1
ж 4֊ J** | z0 — X*

и, следовательно, произведение

. П|^т֊ П ^։-|<П ֊(2)
*=1 I *0 —*-1 * + Р* *_! «0 —Л* I | г + щ I

где с — постоянная, не зависящая от Ы, IV > К^, и г из С (г0, 8, R, р).
Перейдем к оценке суммы

M |Л+1 
/7>v,3f(z)=2 П 

n=N l*=l

ч л4*1 I /։ 5 л I
г Д* |~I Zq + P*   J-J Z  A* Zp + Щ

zo — X* *=1 z + p* *_1 ^0 — K* *=1 z + P*

м >■* — Z

i'*--  Zq

Н* + gp I k — ZqI ' l^-a+l + Рл+tl
р* + гя-лЛ*-х,,+1

Обозначим
^л+i—гоНИл+1 + *|

— *о| sin у V ~ го| sin у

Iх* — z0| /\ Ip* + z\ .
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Очевидно Рп (z) <С 1 Для всех п 2> Кд и всех z из G (z0, о, /?, р). 
Тогда получим

.и
«уЛи(г)<с Pn(z) 

n=N

l*~ Zo| |Ь+1+ fa+ll 

|^>л+։ — zol |(*л+1+я|

tV'2 Sin ֊^— n=N

i* - _ .;in Л + _|z ~ z-gLSin —

Р-л+'i—z0| 2 h»»+։4-*l 2

|z-z0|-sin-- 1 P-^ + lWll
Р-Л+1 - Zol 1Ил+1 + z\ у(>Ая+1 ~х1+ря+։ _ го| __ |г _ Zo| sin-^ _

4f
-А֊2 
sin --  Л—N

2

[P„(z)-P4+։ (г)]
___________ ___ Р-л+1 + 1*714-11__________________  

||*л+1+г| + Р-л+1—z0| — \z — zolsin-y

Выражение
Р-л+1 + Рл+1|

1Рл+1 + z\ + р-л + 1 “Zoj — \z — z0|sin —

< Р-Л+1 — zo| + I Р-л+1 + z| + |z — Zo| _

—(|рл+1 + z\ 4֊ р-л+1 — z0|)

= 2 4- - ------- ---------------------< d,
|Рл +1 + z\ 4՜ |Лл + 1 — Zol

где постоянная d не зависит от n и z из G (z0, 3, R, p).
Поэтому 

cd "HN. M (Z) < —^3- 2 [Рл (z) ֊ Рл + l (z)] = 
sin--- n^N

2
= \Pn ~Pm+1 < ^—^3՜ • (3>

sin — sin —
2 2

Окончательно имеем 
/ cd \|7м.и (z)|<e(2c+-^g-)- 
' sin — '

2
Теорема доказана.
Нетрудно получить несколько следствий теоремы 1.
Понятно, что вследствие непрерывности суммы равномерно схо

дящегося ряда из теоремы 1 вытекает вторая теорема Абеля в том 
виде, как ее обычно формулируют, то есть справедливо
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Следствие 1 (аналог второй теоремы Абеля). Если выполня
ются условия теоремы 1, то

при г -*■ а0 по путям, лежащим в С (а0, 8, R, р).
Благодаря произвольности 8, R и р получаем некоторую информа

цию об области сходимости ряда (1), следующую из его сходимости 
в одной точке.

Следствие 2 (аналог первой теоремы Абеля). Если выполня
ются условия теоремы 1, то ряд (1) сходится по крайней мере в угле

\агЯ (а — а0)|<-^- — %

с выброшенными точками а = — ц*, к = 1, 2, • • •, попавшими в этот 
угол.

Следствие 3. Если ряд (1) расходится в точке а1։ причем по
следовательности {/•*} и {р*} удовлетворяют условиям (Р), то он рас
ходится по крайней мере в угле \

|аг? (а - а0)—к|< — - ф0,

за исключением попавших в него точек ).*, к = 1, 2,••••
Третье следствие легко доказывается от противного.
Вторая теорема Абеля для рядов Р. Лагранжа при определенных 

условиях на порядок ап при п -* со имеет обращение, а именно, спра
ведлива следующая теорема.

Теорема 2 (Таубера). Пусть последовательности (X*} и 
I удовлетворяют условиям (р) и

при а — а0 по некоторому пути, лежащему в б (г0, 6, R, р). Если 
при п —<• со

то ряд (1) сходится в точке а0 и сумма его равна 5.
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Доказательство. Положим № = I-—-—- и покажем, что 
11«— го1.

Оценим слагаемое 5^ (г).
При достаточно больших п из (4) следует, что

в, е>0.

Будем считать г настолько близким к г0, что Для это не
равенство выполняется. Тогда

1 п
*0
Н* '•л-и + Ил-Н

л-ЛГ+1 1_£о_
I1*

я ■։П г — р-| + Н*

Л^+! М г0 *=! £ + Щ ^•л+1 Ня+1

л

=В 2 

л^+1

л+1 •« л+1 ।
П 2° + 1 п г — / л г-

*=1 г + н* *
у 1(^0 ~ Ьд+1)(я + Нл + 1)| 

Рчл+1 1*л+1|

- '•* Л=1 г + Н* 

с<1
------- R--- >О 
зт —

2

(5)

где неравенство
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следует из определения /V; неравенство
(^о — '-я-мХ* + Нд+1)

+1 Рт։+1

очевидно, причем А не зависит от г из С (г0, 8, /?, р) и п; кроме того, 
в оценке (5) использовано неравенство (3), справедливость которого 
установлена при доказательстве теоремы 1; там же введены постоян
ные с и с/.

Итак ,
51 (г) -* 0 при г -* г0.

Дробь

Перейдем к оценке второго слагаемого

^1+14՜ Нл+1
ЛЛ+1 Нл+1

■г — '<՝к *о + На

*о + На

^Л+14~Нл+1

)֊л+1 Нл+1
—♦ 0 при п—»оо. Поэтому

<\Р= сопэК

Преобразуем множитель

'■л+1 + Нл+1 

^л+1 Нл+1

Множитель
Л (*> п) < 81

как среднее арифметическое слагаемых, модули которых не превышают՜
81, причем = шах (1, с); постоянная с введена в неравенстве (2).

Нетрудно показать, что
Л (*> п)<£8 |д — г0|,

не зависит от п и г из С (г0, 8, R, р).
130-2
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В результате получаем
^-±±Ч<Я12-*о1. 
г + Р* I

где £ = &&•
Из определения /V следует, что |г —г0|С — •

Поэтому для 5, (г) окончательно имеем

при Л —» оо, то есть при г —> г0, по известной лемме [3], как среднее 
арифметическое слагаемых, стремящихся к нулю. Теорема доказана.

По своим свойствам ряд Р. Лагранжа близок к рядам Ньютона

и факториальному

(6)

Существует связь между областями равномерной сходимости ря
дов (1) и (6), а также (1) и (7). Приведем одну из теорем такого типа.

Теорема 3. Пусть последовательность {р*} такова, что
|1Я | -» оо при к—*оо и |агя |**| < Фо < ֊֊-, а ряд Ньютона (6) равно

мерно сходится в конечной области С, не содержащей сколь угодно 
малой окрестности г = 0; все точки области С удовлетворяют не
равенству

|агг *| < ф0-3, 0<5< -ф0.

Тогда ряд Р. Лагранжа (1) сходится равномерно в той же области. 
Доказательство. При п^> Ип для всех г из С
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значитАргумент а дробь

1 1 для всех г из Си всех п, и монотонно убывает с ро

стом п. Поэтому выражение

для всех г из О и любых И и М. 
Покажем, что

где 7 — положительная постоянная, не зависящая от г из С и п. По
следнее неравенство равносильно неравенству

Ь + ?.1~Ы>А>о (*-„+!).
И Т

Так как область б конечна, то —^>7, = сопзЬ 
И

Рассмотрим
|Р* + г| ֊ |р*| =

_ ___________ 2 Не и» Не г +21т 1т г + |я|_________________
V(Не р* 4֊ Не г)2 + (1т р* + 1т г)г + V (7?е р*)а + (1т р*)2

По условию теоремы
\1т ф0, и |7тп х| 7?ес1д (% + &).

Поэтому
1н* + г| — 1н*| >

\ __ я — 2 % Ке г с!д (% + о)_______________
У(/?е р* +/?ег)։-|-[Яе р* 1гф0+/?егс1£ (%+о)]։->֊'И(А?ер*)։(1-Нг։ %)
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2 Re z [1-------tg'° - I
_______ I tg (Фо + о) I

Re z ctg (фо + 8) 1*
*»*•+------ ------------- 1

+ ]/i + tg2%

где 7։ — постоянная, не зависящая от г из С и к, так как последняя 
дробь равномерно по г из С стремится к положительному пределу,
равному

Леф------ !К^_| J1------
I tg(-j>0 + 8) j . Jg (?0 + 0) 1 >0
/H֊tg։'i0 ■/l + tg’l'o

причем 7?ez^>T)^>0 согласно условиям теоремы. 
Значит

ITftMWK8 (2 + 1).
1где 7 = -------

11 Т։Теорема доказана.
В заключение приношу глубокую благодарность профессору 

М. Г. Хапланову за внимание к работе.
Ростовский—на Дону 

государственный университет Поступило 2.ХП.1967,

է. Վ. 1ГПРПД,8ПЬМ. Ո*. Լազբսւնժի շարքերի որոշ Տաակոևթյուննհրի ժասիՏ (ամփոփում) 

Հոդվածում դիտարկված են

Ռ» էադրանմ ի շարքե րը հետևյալ պայմանների ղեսլքու^

Ն |Х*| — ՕՕ, |i**| Ч 00 երր k ■* ОО.

|arg >.*| < ф0, |arg p.*| հ. փ0, որտեղ o< ф0 < ■

3. 2ռ I 4 Si i թեկուզ մեկը տարամետ է,
И‘*1 11**1

7Լյդ Հար-ք*երի վրա տարաեվաե են Աբելի աոաջին և երկրորդ թեորեմաները^ Յաոլ.— 
?երի թեորեման, կապ է հաստատվաե Ռ. Լադոանմի և Նյուտոնի շարքերի հավասարաչափ 

.զուգամիտության որոշ տիրույթների միջև։

E. V. MOROSUK. Some properties of Lagrange series (summary) 
The Lagrange series
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subject to the conditions

1) °0. !tx*I 00 when к oo;

2) |arg Atl< фо. I«rg P*l< Фо. where 0 <ф0 <

3) at last one of the series У] ——- or ■—- diverges are studied. The first 
*-֊1 I7՜*' a-r՝**!

and the second Abel’s theorems and Tauber’s theorem are extended on these series. 
An interrelation between some domains of uniform convergence of Lagrange and New
ton series is established.
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С. Г. ОВСЕПЯН

ПОСТРОЕНИЕ ПОРОЖДАЮЩЕГО МНОЖЕСТВА И 
ОБОБЩЕННЫХ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ 

ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ В 
КЛАССЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ

В настоящей работе исследуется однородная задача Дирихле 
для уравнения колебания струны

(1+>.)ихг֊ (1-/)иу, = О, (!)

4 = о (2)
в выпуклой области О с кусочно гладкой границей Г, где ՝!֊ — дейст
вительный параметр с модулем, меньшим единицы.

Основные результаты этой работы без доказательств опублико
ваны в заметке [1].

В связи с необходимостью рассмотрения обобщенных решений 
задачи (1), (2) в классе измеримых функций, в работе [1] было дано 
следующее определение обобщенного решения, представляющее собой 
естественное обобщение принадлежащего Р. А. Александряну понятия 
обобщенной собственной функции [2,3].

Определение. Измеримая функция и,, (х,у) называется 
^обобщенным решением задачи (1), (2), если она представима в ви
де суммы двух измеримых в О функций

ъ (*» у) = А (*, у) + & (*, у), 

где />. (х, у) постоянна почти на всех характеристиках первого се
мейства, а g>. (х, у) — почти на всех характеристиках второго се
мейства характеристик уравнения (1), и если на границе Г их(х, у) 
почти везде равна нулю.

Если при >. = >ч> существует нетривиальное обобщенное решение 
и>ч, (х, у) задачи (1), (2), то л0 называется обобщенным собствен
ным значением (О<-3), а ш, (х,у)—обобщенной собственной функ
цией (ОСФ) этой задачи.

В случае выпуклых областей Р. А. Александряном [3] построено 
порождающее множество граничных точек для класса кусочно непре
рывных функций и доказано, что любая ОСФ из этого класса пред
ставляет собой предел линейных комбинаций так называемых элемен
тарных ОСФ, принимающих лишь три значения 0 и + 1 и соответст
вующих тому же ОСЗ.

В работе [4] эти же результаты были доказаны для случая невы
пуклых и даже многосвязных областей.
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В настоящей работе для выпуклых областей удается построить 
порождающее множество граничных точек уже для класса измеримых 
функций.

Оказывается, что построенное порождающее множество не уже 
соответствующего порождающего множества для класса кусочно не
прерывных функций и может совпадать с ним лишь для частного вида 
областей. Именно в этих исключительных случаях можно обойтись 
лишь кусочно непрерывными ОСФ. В общем же случае не всякая 
ОСФ из Lp (D) (р ï> 0) может быть приближена в LP(D) кусочно не
прерывными ОСФ.

Вместе с тем оказывается, что указанные Р. А. Александряном 
элементарные ОСФ, рассматриваемые уже в более широком классе 
функций и поэтому необязательно кусочно постоянные, но имеющие 
ту же простую структуру (принимающие лишь три значения 0. ± 1), 
образуют полную систему в том смысле, что любая ОСФ из LP(D) 
есть предел в метрике LP(Z)) конечных линейных комбинаций элемен
тарных ОСФ.

Напомним определение специальных автоморфизмов Si, Sï гра
ницы Г, которые впервые были привлечены к исследованию задач на 
собственные значения Р. А. Александряном в работах [2, 3, 5].

Будем считать область D допустимой, т. е. такой, что при всех 
рассматриваемых >. характеристики уравнения (1) пересекают ее грани
цу не более, чем в двух точках.

Автоморфизм Si (соответственно Sï) относит каждой, точке 
б £ Г точку пересечения с границей Г характеристики первого се
мейства (соответственно второго семейства), проходящей через 9- 
При этом, если проходящая через 9 характеристика не пересекает 
границы в другой точке, то образом точки 0 при соответствую
щем отображении считается сама 9.

Будем говорить, что отображение Si (Sï) абсолютно непре
рывно, если для любого числа е 0 существует 8 > 0 такое, что 
для любого множества е граничных точек из mes е 8 следует 
mes Si е<^е (mes 5Г е<^е).

§ 1. Построение порождающего множества граничных 
точек для класса измеримых функций

В дальнейшем рассматриваются лишь такие допустимые области, 
для которых автоморфизмы 5^ и Sï, следовательно 5х == 5Г Si!՜ яв
ляются абсолютно непрерывными (например, области с кусочно глад
кими границами).

+ « *
Множество точек ЗКх(9) — U 5x9 называется циклом точки 

А"" — ео
9£Г относительно автоморфизма Si (Sï* означает k-ую итерацию 
обратного отображения 5Г1).
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Множество точек М,. (6) = ЯХх(8) 6/ЯХх (5, 6) называется циклом 
точки 6 относительно автоморфизмов Зх и Зх •

Множество Ес.Г назовем инвариантным относительно Зх и 

ЕГ, если Ех Е = Е и Зх Е — Е. ____
Лемма 1. Множество М>.(^), а также его залгыкание М).(Ь), 

инвариантны относительно Зх' и Зх для любой точки 8£Г.
Доказательство. Инвариантность множества М,. (8) непосред

ственно вытекает из его определения.
Пусть М\ (8), тогда существует последовательность точек 

®п£М). (8) такая, что 8„ —* 8*. В силу непрерывности автоморфизма Зх 
3х+ел-»3^8*. Но Зх+8„СМ(8), следовательно 3^6* С М>. (8), т. е. 
Зх Л/х (8) с М.(8). Учитывая, что (3*)՜'= Л» получим Зх М,. (9) = 
= М(6). ____

Совершенно так же убеждаемся в инвариантности множества 2Их(8) 
относительно Зх՜.

Точка 8 £ Г называется периодической точкой автоморфизма 
Е)., или '/.-периодической, если множество 2Кх (8) состоит из конеч
ного числа точек, при этом число точек этого множества называ
ется периодом точки 8.

Значение /£(—1,1) назовем неэргодическим, если число вра
щения Пуанкаре [6] автоморфизма Зх рационально.

Поскольку Зх является сохраняющим ориентацию непрерывным 
отображением замкнутой кривой Г на себя, то, как показал Пуанкаре 
[6], в случае неэргодического значения >. существует целое число г 
такое, что отображение Зх имеет неподвижную точку 8, т. е. ЗлЭ = 8, 
А это означает, что 8 является периодической точкой автоморфиз
ма Зх.

Таким образом, для не эргодического значения X множество Д(Х,Г) 
периодических точек автоморфизма Зх границы Г не пусто.

Л е м м а 2. Пусть л—неэргодическое значение. Тогда для любой точки 
6£Г множество М,.(Ь) имеет меру нуль и содержит конечное число 
^֊-периодических точек, причем все предельные точки этого множе
ства ՝/.-периодические.

Доказательство. Известно, что множество всех л-периодиче- 
ских точек А (л, Г) замкнуто и все точки из А (>., Г) имеют один и 
тот же период.

Рассмотрим дополнение этого множества на Г, которое состоит 
из не более чем счетного числа интервалов,' т. е.

С А (л, Г) = и (а/, 6/).
I

Очевидно множество А (/., Г) инвариантно относительно Зх, сле
довательно его дополнение тоже инвариантно относительно Зх. Концы 
интервалов (а/, 6/) принадлежат инвариантному относительно Зх мно
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жеству, поэтому образ любого интервала (а/, 6') из С А ('֊, Г) при 
отображении 5, совпадает с некоторым интервалом из СА ('., Г), в 
частности 5л (а/, 6/) = (а/, 6<), где г—период'-периодических точек-

Если б является '-периодической точкой, то, очевидно, 5х 9 также 
является '֊-периодической, следовательно ЛЛ(9) состоит из конечного 
числа '.-периодических точек, т. е. в этом случае утверждения леммы 
очевидны.

Пусть б не является '-периодической точкой, тогда она принадле
жит некоторому интервалу (а, Ь) из С А ('֊, Г), и, поскольку 5х сохраняет 
ориентацию, то точки 5х” б (п =0, 1, 2,•••) образуют монотонную 
последовательность на интервале 5х (а, Ь) (к —1,2, •••, г), и, стало 
быть, эта последовательность имеет лишь одну предельную точку 9* , 
принадлежащую замыканию интервала 5х (а, Ь).

Таким образом, в силу непрерывности отображения 5х, будем 
иметь

5х е;= Пт 5{5Г+* 9 = Пт 5?+1)г+’‘ 9 = 8;, 
п -* » П-* ОО

т. е. 9* является '֊-периодической точкой. Но 5х [а, 6] имеет только 
две '֊-периодические точки 5х а и 5* Ь, следовательно 9* совпадает 
с одной из этих точек.

Аналогичным образом убеждаемся, что монотонная последова
тельность 5ГГЛ+* 9 (п = 0, 1, 2, • • •) стремится к другому концу интер
вала 5? (а, Ь) (к = 1, 2, • • -, г), т. е. множество 9Хх(9) имеет всего 2г 
предельных точек, которые '֊-периодические.

Поскольку 5х՜ 9 не является ).-периодической, то совершенно так 
же множество Яйх (5х՜ б) имеет 2г предельных точек 5x5՜ а и 5x5* Ь 
(к = 1, 2, • • -, г), которые '֊-периодические.

Таким образом, множество М,. (9) получается из счетного множе
ства М.(9) присоединением конечного числа '֊-периодических точек, 
следовательно тез М->. (б) =0 и лемма доказана.

Заданная на Г измеримая функция { (в) называется инвари’ 
антной относительно автоморфизмов 5’7 и ЗГ, если для почти 
всех 9£Г

/(0)=/(5>+ 9) =/(5Г9). (3)

Лемма 3. Для того чтобы >. было ОСЗ задачи (1), (2) необхо
димо и достаточно, чтобы либо существовала отличная от кон
станты инвариантная относительно 3\ и 57 измеримая функция 
/(з), либо существовало инвариантное относительно 5>+ и 3՜ под
множество фсГ такое, что тез Г > тез <2 > 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть мх (х, у) = /х (х, у) 4֊ 
+ (х>у) ОСФ задачи (1), (2), а /х (з) и #х (з)—функции на Г, сов
падающие соответственно с граничными значениями функций /х (х, у) 
и 8'-(х, у)- Покажем, что /х (з) и £х (з) являются инвариантными отно
сительно 57 и 57 функциями. В самом деле, из определения обобщен
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ного решения и из абсолютной непрерывности отображений 5х и 
•5Г нетрудно заключить, что существует инвариантное относительно 
5х и и имеющее полную меру подмножество Гос Г, на котором 
их (х, у) = 0, т. е. ух (з) = — /х (з), и, кроме того, функции /х (х, у) и 
£'՛■ (х, у) постоянны на всех характеристиках соответствующих • се
мейств, проходящих через точки множества Го.

Из сказанного следует, что если 9£Г0 и/х (9) = а, то /х(3х (>) = а 
и £х (9) = — а. Отсюда вытекает, что у,. (ЗГ 9)=- у, (5х 9) = — а и, 
следовательно /х = а, т. е./х(з) и у> (з) являются инвариантными 
относительно Зх՜ и ЗГ функциями. Кроме того, поскольку и,\х,у) — 
нетривиальное решение задачи (1), (2), то, очевидно, /х (з) отлична от 
постоянной.

Легко убедиться, что существование функции /х (з) с указанны
ми свойствами равносильно существованию инвариантного относитель
но Зх՜ и Зх подмножества граничных точек такого, что 0 < тез <2 
тез Г.

В самом деле, поскольку /х (з) отлична от постоянной, то суще
ствует такое число что множество О* ~ Е (/,. (з) > ?) и его допол
нение С<2* имеют положительную меру. Пусть (2= <2* П Го, тогда 
имеем

тез Г тез (2 •— тез <2* 0.

Пусть 9£<2, тогда /х (9) >- $ и, кроме того, во всех точках мно
жества Мх (9)сГ0 /х принимает одно и то же значение /х (9), т. е. 
/Их (9) с (2*. Таким образом, точки 3*9 принадлежат как множеству Го, 
так и множеству <2*, т. е. Зх~ 9 £ <2, и, поскольку очевидно (Зх ) '= Зх , то 
отсюда заключаем, что <2 инвариантно относительно Зх и 3,՜.

Обратно, пусть существует инвариантное относительно Зх и Зх 
множество (?с: Г такое, что 0<^тез <2<тез Г.

Рассмотрим функцию

/Ы-Р'“ <2 
10, на Ср.

Очевидно / (з)—отличная от постоянной измеримая и инвариантная 
относительно 3* и Зх функция.

Достаточность. Продолжая функцию / (з) по характеристикам 
первого семейства на всю область О, полагая ее постоянной на этих 
характеристиках, определим функцию /х (х, у). Такое продолжение 
возможно, поскольку множество (2, следовательно и его дополнение, 
инвариантны относительно Зх՜ и Зх . Продолжая функцию у (з) = —/(з) 
аналогичным образом по характеристикам второго семейства, опре
делим функцию ух (х, у). Заметим, что из гладкости границы Г сле
дует, что множества точек из £>, лежащих на характеристиках каждого 
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из семейств, проходящих через (соответственно через С(2), имеют 
положительную плоскую меру. Так что сумма этих функций

и> (х, у) = /' (х, у) — (х, у)

будет нетривиальным решением задачи (1), (2), т. е. и>. (х, у) являет
ся ОСФ соответствующей ОСЗ Лемма доказана.

Таким образом, исследование ОСФ задачи (1), (2) сводится к ис
следованию заданных на Г инвариантных относительно Е\ и Е\ функ
ций. Но значения инвариантной относительно 5> и 67 функции на ка
ком-либо участке Г жестко определяют эту функцию на определенных 
участках границы. Поэтому возникает вопрос о выделении такого по 
возможности узкого множества граничных точек, значениями на кото
ром полностью определяется инвариантная относительно и 67՜ функ
ция. В этой связи Р. А. Александряном было введено понятие порож
дающего множества граничных точек и в случае выпуклых областей 
это множество построено для класса кусочно непрерывных функций [3].

Приведем определение порождающего множества граничных то
чек для класса измеримых функций.

Измеримое множество Ес: Г называется множеством един
ственности относительно Ег и Е~ для класса измеримых функ
ций, если из тою, что инвариантная относительно Ел и & функ
ция равна нулю почти всюду на Е, следует, что она равна нулю 
почти всюду на Г.

Измеримое множество Ес: Г называется множеством продол
жимости относительно 57 и Е~ для класса измеримых функций, 
если для любой измеримой функции /, заданной на Е, существует 
определенная на Г инвариантная относительно Ел и Е>\ измери
мая функция {*, которая почти всюду на Е совпадает с ].

Измеримое множество Т <= Г называется порождающим множе
ством относительно 5;. и Е~ для- класса измеримых функций, 
если оно одновременно является как множеством единственности, 
так и множеством продолжимости.

Очевидно любое расширение множества единственности Е снова 
есть множество единственности и любое сужение множества продол
жимости Е снова есть множество продолжимости. Поэтому для суще
ствования порождающего множества необходимо и достаточно, чтобы 
существовали настолько узкое множество единственности Еи настоль
ко широкое множество продолжимости Е, чтобы Е^Е.

Очевидно далее, что, в силу абсолютной непрерывности отобра
жений Е\ и 5՜, из измеримости множества Е следует измеримость 
множества М\(Е).

Лемма 4. Для того чтобы измеримое множество Е было мно
жеством единственности для класса измеримых функций, необхо
димо и достаточно, чтобы множество М,.{Е) имело полную меру.
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Д о к аза тельство. Необходимость. Допустим обратное, пусть 
Е—множество единственности, a mes Mi (£)<mes Г. По лемме 1 Mi(E) 
инвариантно относительно 5хг и SÏ, следовательно его дополнение 
CMi(E) тоже инвариантно относительно Si и 57՜ и имеет положи
тельную меру.

Таким образом, вопреки предположению, Е не является множе
ством единственности, поскольку, например, функция

, . _ [ 0, на Mi(E) 
f(S)~ 11, на CMi(E) 

инвариантна, исчезает на Е и не эквивалентна нулю.
Достаточность. Пусть mes М,\Е) = mes Г и f (s) — произвольная 

инвариантная относительно Si и 5х՜ измеримая функция, равная ну
лю почти всюду на Е. Пусть Е2— множество точек из Е, где / (s) 
равна нулю. Из инвариантности функции f (s) следует, что для почти 
всех 0 £ Г она принимает одно и то же значение на всем множестве 
Л/х{9). В самом деле, множество е с: Г, на котором нарушается равен
ство (3), имеет меру нуль, а в силу абсолютной непрерывности 5х и 
5Г множество М,.(е) также имеет меру нуль. Таким образом, для лю
бой точки 0 из инвариантного и имеющего полную меру множества 
CMi (е) выполняется указанное равенство и, следовательно, f (s) при
нимает одно и то же значение во всех точках множества Л/х (9).

Пусть Е^ множество таких точек 0 из Е1։ для которых f (s) при
нимает одно и то же значение во всех точках множества ЛЬ,(0). Сог
ласно сказанному выше mes Е2 = mes Е1, кроме того, / (s) равна нулю 
на множестве М,. (Е2).

Имеем М,. (£)=Л^х (Æ՜։) U Mi (Е\ Е։). И поскольку Е^Е2 имеет 
меру нуль, то mes Л/х (Е\Ег) = 0. Таким образом, множество М,. (Ea)t 
на котором / (s) равна нулю, имеет полную меру, и лемма доказана.

Лемма 5. Для того чтобы измеримое множество F с Г было 
множеством продолжимости для класса измеримых функций, необ
ходимо и достаточно, чтобы для почти всех точек этого множе
ства из 61=^=9։ следовало, что Miifii) П М(8։) = 0.

Доказательство. Необходимость. Допустим обратное, пусть 
F — множество продолжимости, и пусть для любого множества F с F', 
мера которого совпадает с мерой F, найдутся хотя бы две разные 

точки 9Ъ 02ÇF такие, что М-,. ( 91)= ЛГх(92). (Здесь мы воспользовались, 
тем, что для любых двух граничных точек р, q множества М-,. (р) и 
M-,.(q) либо совпадают, либо не имеют общих точек).

Пусть / — измеримая функция на F такая, что в разных точках 
этого множества принимает разные значения (например, сужение на 
множестве F линейной функции).

Поскольку F является множеством продолжимости, то на ՛ Г су
ществует инвариантная функция /* (s), почти всюду на F совпадаю
щая с /.
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Обозначим через Fz подмножество множества F, где /* (s) сов
падает с /. Пусть Гj множество всех точек 0 из Г, для каждой из ко
торых /* (s) принимает одно и то же значение во всех точках мно
жества М, (б). Тогда, как уже было замечено, mes Г\ = mes Г. Рас
смотрим множество F* — П Г։. Имеем mes F* = mes /4 = mes F.

Таким образом, на множестве F* функция /*(s) совпадает с /, и 
для каждой точки (i^F* она принимает одно и то же значение во всех 
точках множества Му. (rJ). С другой стороны, согласно предположению, 
существуют точки 0։, 0։(;F* такие, что и Му. (0J =Мх (02), т. е. 
/*(0։)=/* (6։). Кроме того, имеем

/(0:) = /* (0։)=/*(9։)=/(0։), 
которое противоречит тому, что f принимает разные значения в раз
ных точках из F*.

Достаточность. Пусть /—произвольная измеримая функция на 
некотором измеримом множестве F и пусть Fa такое подмножество 
этого множества, что mes Ft = mes F и для любых двух разных точек 
0j и 0а из F։ Мх (6J ЛМу. (0։) =0. Надо показать, 'что F является 
множеством продолжимости, т. е. что существует на Г инвариантная 
относительно 5х и Sx՜ измеримая функция /* (s), почти всюду на F 
совпадающая с /.

Для этого напомним, что Му. (FJ = U Мх (0) и определим на 

всем Г функцию /* (s) следующим образом: для каждой точки 0 Ç Ft 
положим /* (s) на всем множестве Му. (0) равной значению f в точке 0 
и равной нулю на множестве CM,. (FJ. Учитывая измеримость множе
ства F1։ следовательно множеств Му. (F\) и СМу. (FJ, а также инвари
антность последних двух множеств, легко заключить, что /* (s) яв
ляется измеримой и инвариантной относительно Sx и ST функцией, ко
торая на Fj совпадает с /, т. е. почти всюду на F совпадает с f, и 
лемма доказана.

Точка р £ Г называется ՝1-вершиной, если хотя бы одна из 
двух характеристик, проходящих через эту точку, не имеет дру
гих пересечений с границей Г. Очевидно допустимая область может 
иметь не более чем четыре '֊-вершины рх (։=1, 2, 3, 4). Пусть /. неэр-- 
годическое значение. Согласно лемме 1 замыкание множества

С>.= U Му. (рх) 
1-1

инвариантно относительно S* и Sx, а, в силу леммы 2, оно имеет 
меру нуль. Поэтому дополнение множества Qx инвариантно относи
тельно и Sx, имеет полную меру и состоит из не более чем 
счетного числа интервалов

С Qy = U 2/.
I

Концы этих интервалов принадлежат инвариантному множеству Qx..
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Следовательно, образ каждого интервала 3/ при отображении 5х 
(5՜) совпадает с некоторым из этих интервалов, т. е. СС£х образует 
инвариантную относительно и 5՜ систему интервалов. При этом, 
в силу того, что С(^, не содержит /.-вершин, для любого интервала 
3/ $сЪх

5x3/ п5/= 0.
Из сказанного следует, что если 3 некоторый из этих интервалов, то 
возможны два случая:

1. Зх 3 = 3, где г — период /-периодических точек, следователь
но концы этого интервала— ^-периодические точки. Легко видеть, что 
при этом 5х5х 3=5>.‘ 8, т. е. 3 и Зх 3—периодические интервалы ав
томорфизма 5х, ив силу сказанного выше

ЯЗМЗ)ПЯХ>.(5х 3) = 0. (4)
2. При п=/=т Зх 8п Зх 3= 0. Следовательно, 5х Зх ’• Л 5х 5?3=0, 

т. е. 8 и 5х 3—непериодические интервалы автоморфизма Зх, и спра
ведливо (4).

Пусть бх—множество всех периодических, а бх—множество всех 
непериодических интервалов из Сб>.- Очевидно эти множества не 
пересекаются между собой и инвариантны относительно Зх и Зх .

По лемме 2 б> содержит конечное число /--периодических точек. 
Поэтому бх состоит из конечного числа интервалов. Пусть а/ (/—1> 
2, • • •, л։) такие интервалы из бх, что

Д )=Сх и при /=/=/ М(«/)ПЛЛ (ау) =0. (5)

Пусть —некоторый интервал из бх с концами а1։ Ь2. Поскольку 
бх получается из счетного множества бх ^присоединением конечного 
числа Х-периодических точек, то очевидно а2 принадлежит множеству 
Мх (рх), где рх—некоторая из четырех вершин. При этом очевидно 
7И)(а։) = ЛГх(рх). Аналогичным образом Мх (Ьг) = Мх (р/). Если такой 
интервал с концами а2, 62, что Мх (а2) II Мх (Ь2) = М, (рх) II Мх (рх), то, 
очевидно, Мх (?1)= Мх (?2). Отсюда, в силу конечности числа/-вершин, 
легко заключить, что существует конечное число интервалов £/(/=1, 
2, • • •, Л։) из бх таких, что

С М(М = б? и при /^=у Мх (?/) П ЛГх(?;)=0. (6)
»=1

Пусть А( — множество всех Х-периодических точек на замыкании 
а/ Х-периодического интервала а/. Известно, что все Х-периодические 
точки образуют замкнутое множество на Г, так что Л/ замкнуто на 
а/ и следовательно его дополнение на а/ состоит из не более чем 
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счетного числа /-периодических интервалов а], т. е. 

Сц Ai = U • 
J

Пусть б/— произвольная точка в интервале Тогда точка 
Sx 6/ принадлежит интервалу а/ и не совпадает с 6/. Пусть [б/, S). &/) 
тот из двух полуинтервалов, образованных точками б/ и Sx б/, кото
рый принадлежит а/.

Образуем множество

Тх=(и Л [и (и U [6{,Sx б/)1и(и ?/]• 
р-։ J р-։ j J p-i J

Теорема 1. Пусть значение параметра /. для рассматри
ваемой области D является неэргодическим. Тогда построенное 
множество 1х является порождающим множеством граничных то
чек для класса измеримых функций.

Доказательство. Из структуры множества очевидным об
разом следует его измеримость. Покажем, что fx является множеством 
единственности для класса измеримых функций. В силу леммы 4 для 
этого надо показать, что множество Му. (^х) имеет полную меру.

Имеем
М. ] [б{, Sx' е{) I = и” 5Л| [б/, 5х 6,) и s-t [6/, 0') I =

I J л=—~ I j

= U 1 U 5,яг+* I [&;, 5x' б{) и 5х+ [б{, 5(6/1 = 
Л=1 я —— оо [ j

= и и” /[Яг+‘ б/, sln+1,r+* 0{)U[5xf+*Sx+.e/,51n+1)r+* 5^ б/)1. (7)՛ 
k=\ — [ j

го
Поскольку точки множества U S"r * б/ образуют монотонную 

л=0 ,

последовательность на интервале S* (см. доказательство леммы 2), 
которая стремится к одному концу этого интервала, а точки множе

ства U 5ЯГт* б/ образуют противоположно направленную последова- 
Л—О 

тельность на том же интервале, которая сходится к другому концу 
этого интервала, то легко заключить, что

U՝ ([5х",+* б/, 51л+։)г + к 8{) |=5х а/ (Л=1, 2,- • •, г). (8>
Л- —СС I ]

Кроме того, в силу ^-периодичности интервала а/, имеем

М(а])= U Sx U Sx+ a{). (9>
Л=1

Из (7), (8) и (9) вытекает равенство

М Ц0/, Sxr 0{)) ~ Мх (а{). (10)/
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Учитывая (10), получим
М. (ул) = /и М(А)1 и |и и М.([б/, 3,' б'))] и Iи М(₽< )1 = 

(/=1 ] |/=1 у ։ Р-1 )

= / и М,. (Л/) 1и ]и и М,. (а/) I и С? = 
(/-.> ] [/=,1 /

= {Дм(Л, и и«0[и е>.= {Д м, (а,) |и &= в! и аг=сё>..

В силу леммы 2 множество (},. имеет меру нуль, следовательно 
СО,. имеет полную меру, т. е. у,. является множеством единственно
сти для класса измеримых функций.

Покажем теперь, что ул является множеством продолжимости. 
Для этого согласно лемме 5 достаточно показать, что для любых 
двух разных точек 0г и б։ из ул справедливо соотношение

М(6։) П М, (б2)=5). (И)
Это соотношение очевидно, если б։ и б3 — разные "периодические точ
ки из ул, а также если б։—периодическая, а б2—непериодическая точ
ки из у л.

Пусть и б„—две разные точки, причем , б։£Р;, где 3/ и Зу— 
непериодические интервалы ул. Тогда условие (11) для этих точек при 
/^/вытекает из (6), а при г = у —из (4) и из того, что для՝, любого 
непериодического интервала 8 из С бл, при п4=т 3" о П 3" о = 0.

Аналогичным образом, исходя из (4) и (5), заключаем, что (11) 
справедливо, если 6։ £ [0,, Зл 0(), а 6։ ( [б*, Зл б/). Остается рассмот
реть случай, когда 0х £[0/։ 5л б{), а 02£Р*. Справедливость соотноше
ния (11) в этом случае вытекает из того, что множества бли бл не пе
ресекаются.

Таким образом, для любых двух разных точек 0Х и 68 из ул имеет 
место соотношение (11), т. е. ул является множеством продолжимости 
для класса измеримых функций и, тем самым, теорема доказана.

Следствие 1. ул целиком содержит хотя бы один интервал. 
В самом деле, пусть тез бл ^>0, тогда ул содержит хотя бы один 
непериодический интервал . Если бл имеет меру нуль, то в силу 

леммы 2 множество 6՝ = II М>. (я/) имеет полную меру. Если при 

этом все точки некоторого интервала я/ л-периодические, то я/ входит 
в ул, в противном случае ул содержит хотя бы один полуинтервал 

• [в/, 5{б/).
Следствие 2. Все неэргодические значения являются ОСЗ 

задачи (1), (2).
В самом деле, пусть (а, 6)—некоторый интервал, принадлежа

щий множеству ух, а б—некоторая точка из (а, 6). Рассмотрим мно
жество М[(а, б)]. Это множество инвариантно относительно и Зл՜ 
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(см. лемму 1), имеет положительную меру, строго меньшую чем мера 
Г, поскольку оно не имеет точек из (5, 6). В силу леммы 3 X являет
ся ОСЗ задачи (1), (2).

Пусть Фх— линейная система измеримых на 7х функций, факто
ризованная по подгруппе констант, а II, — линейная система всех ОСФ 
задачи (1), (2), соответствующих ОСЗ X.

Следствие 3. Линейные системы Фх и IIизоморфны. В са
мом деле. Пусть и, (х, у) = /(х, у) + g,. (х, у) принадлежит линейной 
системе I/,. Рассмотрим на Г измеримую функцию />. (з)=/х (х, у)|г. Как 
было показано при доказательстве леммы 3 /х(з) является инвариант
ной относительно 5х и 5՜ функцией. Пусть />' — сужение функции 
/, (з) на порождающее множество Тх. Сопоставим и,, (х, у) тот элемент 
; из Фх, который содержит Поскольку и,, (х, у) определяет Д (х, у) 
с точностью до постоянного слагаемого, то /х ($), а следовательно и 

У՜,, определяются с точностью до постоянного слагаемого, т. е. 
их(х, у) при таком соответствии однозначно определяет элемент ; из 
фл. Таким образом, определено отображение Т линейной системы Ухв 
линейную систему Ф*. Очевидно, что Т сохраняет линейную комби
нацию

а-։ их(х, =■- 2 а/5/, 
\ I / I

т. е. оно является гомоморфизмом.
Пусть Ти\ (х, ։/) =0, где 0 —нулевой элемент из Фх. Это озна- 

чает, что /х константа на •[>., и поскольку инвариантная относительно 
3). и функция однозначно определяется своими значениями /х на Тх, 
то /х (з) постоянна на Г. Отсюда следует, что /х (х, у) постоянна и 
следовательно и,, (х, у) — 0, т. е. Т является мономорфизмом.

Покажем, что Т является эпиморфизмом. Пусть 5—произвольный 
элемент из Фх, а /х —некий представитель из 5. Из определения по
рождающего множества 7х следует, что существует на Г инвариант
ная относительно Лх и функция /х (з), которая почти всюду на 
7х совпадает с /х. Продолжая функцию /х (я), как и в лемме 3, по 
характеристикам первого семейства на всю область £>, полагая ее по
стоянной на этих характеристиках, определим функцию /х (х, у). Такое 
продолжение возможно в силу инвариантности функции /х (з) относи
тельно и 5х՜. Продолжая функцию §х(з) = —/х (з) аналогичным 
образом по характеристикам второго семейства, определим функцию 
д>. (х, у). Сумма этих функций

«>. (х, у) = (х, у) + 5>. (х, у)

будет ОСФ задачи (1), (2), соответствующей ОСЗ X.
Очевидно

7ых (х, у) = ;,

130-3
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т. е. Т отображает £/>. на все множество Фх. Таким образом, Т яв 
ляется изоморфизмом линейных систем 6/>. и Фх-

Следствие 4. Неэргодические значения '■ являются беско
нечнократными ОСЗ.

В самом деле, в силу следствия 1, 7х содержит целый интервал* 
следовательно размерность линейной системы Фх бесконечна. Приме
няя следствие 3, заключаем, что каждому неэргодическому значению л 
соответствует бесчисленное множество линейно независимых ОСФ, 
которые в частности могут быть выбраны из ЕР (О').

Следствие 5. Если область О такова, что для неэргодиче
ского значения >• не все точки границы Г являются 1--периодичес- 
кими, то кусочно постоянные собственные функции задачи (1), (2)*- 
соответствующие ОСЗ >֊, не полны в классе всех ОСФ из Ьр (О), 
соответствующих тому же ОСЗ )..

В самом деле, в этом случае порождающее множество 7х содер
жит хотя бы один непериодический интервал (3=(а, Ь). Пусть их (х,у) = 
= А (*• у) + 8՛ (х, у) — кусочно постоянная собственная функция. Тог
да функция А («) = А (*. Л/)1г постоянна на интервале (а, Ь). В самом 
деле, допустим обратное, пусть (5) имеет разрыв в некоторой точ
ке б£ (а, 6). Тогда, поскольку (а, Ь) — непериодический интервал, 
А (я) будет разрывной во всех точках счетного множества М,. (б), что 
противоречит кусочной постоянности А (5)- Пусть я—множество всех 
точек из £>, которые находятся на пересечениях характеристик раз
ных семейств, проходящих через точки Л4х (?). Очевидно я имеет по
ложительную меру. Пусть /х («) = с на р, тогда (а) = —с на р и 
следовательно их (х, у) —0 на я. Таким образом, любая кусочно по
стоянная собственная функция, отвечающая ОСЗ л, равна нулю на о. 
Рассмотрим на 7х функцию /х, которая равна единице на (а, б) и 
нулю—в остальных точках 7х, где б—некоторая точка из (а, Ь). Пусть 
« тот элемент из Фх, который содержит Л. Тогда легко убедиться, что 
собственная функция их (х, у) — Т~1 которая принимает три зна
чения 0 и +1, принадлежит Ер (О) и отлична от нуля на некотором 
подмножестве положительной меры множества я, т. е. эту собствен 
ную функцию нельзя приблизить кусочно постоянными.

§ 2. О полноте системы элементарных ОСФ в классе 
всех ОСФ из Ер (О)

В этом параграфе с помощью построенного для класса измери
мых функций порождающего множества 7х (см. § 1) доказывается, что 
конечные линейные комбинации элементарных ОСФ, которые прини
мают лишь три значения 0 и ±1 (следовательно имеют весьма про
стую структуру), плотны в классе всех ОСФ, а именно, имеет место 
следующая
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Теорема 2. Пусть D — произвольная область из рассматри
ваемого класса, а >-неэргодическое для этой области значение па
раметра, тогда совокупность отвечающих /. элементарных ОСФ 
полна в метрике Lp (D) (р 7> 0) в классе всех ОСФ из LP (D), отве
чающих этому же ОСЗ >■.

Заметим, что в случае 0<j»<^1 под нормой Ц-|?р(О) будем, как это 

принято, понимать выражение | • |р dxdy

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая 
лемма.

Пусть М—класс всех элементарных измеримых функций на Г 
(принимающих только два значения 0 и 1), инвариантных относительно 
5,+ и 57.

Л е м м а 6. Каждую инвариантную относительно Si!՜ и S7 функ
цию из Lp (Г) (р^>0) можно аппроксимировать в метрике Lp (Г) с 
любой степенью точности конечной линейной комбинацией функ
ций из Н-,..

Доказательство. Пусть f (s) £ Lp (Г) — инвариантная относи
тельно 5х и S7 функция. Образуем функцию

fv при
1 0, при |/|>7V.

Известно, что для любого е >> 0 можно указать такое N, что
Й/֊Мр(г)<е. (12)

Легко видеть, что /v (s) является инвариантной относительно Si!՜ и 
Si՜ функцией. В самом деле, пусть К— множество всех точек на Г, 
для которых / (s) удовлетворяет условию (3). В тех точках 9£К, в 
которых |/ (.s)| N, функция /л (s) совпадает с / (s), следовательно в 
этих точках /л' (s) удовлетворяет условию (3).

Пусть в точке 9£К \f(s)\">N. Тогда в силу (3)

|/(5х+9)|>Л и |/(5Г9)1>,7.

Следовательно, в точках 9, 5х՜ 9 и 57 9 fN (s) равна нулю и, стало 
быть, удовлетворяет условию (3), т. e. fjv (s) инвариантна относитель
но 5>+ и Sii.

На границе Г рассмотрим множества

Г1 = [М(а/) (f-1, 2,.- -,П1)
\М). (₽/) (i = пг + 1, nj + 2,- • •, nx4- nj, 

где я/ — периодические, а — непериодические интервалы автоморфиз
ма 5х, удовлетворяющие соответственно условиям (5) и (6).

Напомним, что Г/ — непересекающиеся между собой, инвариант
ные относительно 57 и 57 множества на Г, сумма которых имеет
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полную меру. Поэтому /у (з) с точностью до эквивалентности можно՛ 
представить в виде 

л, + я, . „
/лг(«) = 2/* («)> 

/- I
где

/ _ !/*(«)> на Г/
/' (5) = 1 п г х г | 0, на 1 ■ I / •

Очевидно (з)—инвариантные относительно .Ух и 57 функции.
Пусть С>п1։ т. е. — непериодический интервал, принадлежащий 

порождающему множеству ?х. По заданному С>0 можно выбрать такой 
номер п^>0, что

(14>

где
В~п (₽/) = и" 5х* (₽/ и 5х՛ ), Вп (?/ )= V 5* (?, и 5хЪ ). 

А»—м к^п

В силу абсолютной непрерывности отображений 5х и 5х по данному 
п можно выбрать такое '<>0, чтобы из ес:Г, тезе<53 следовало

тез Вп (е) *\---------- > (15)
՛ ' 8 (2#)"

где Вп (е) = II 5* (е II 5х՜е). 
Ь—— Л

По теореме Лузина для данного числа 3 на интервале суще
ствует непрерывная функция ® такая, что мера множества ес^, где ® 
не совпадает с функцией / (з), не превосходит числа 3 и, кроме того,

Продолжим функцию -р с множества нулем вне М, (?/), а на 
этом множестве инвариантным относительно 5Л՜ и 557 образом, т. е. 
для любой точки положим ее на всем множестве М,. (6) равной 
значению ? в точке 9. Обозначим через ф/ полученную таким образом 
функцию.

Учитывая (14) и (15), получаем

\р Л = У |//—у |/(---фИ" </з+ |/(—

Вп(е) Вп(»‘>
п ‘ (16)
11усть ф — кусочно постоянная функция на интервале такая, 

что во всем интервале выполняется неравенство
₽ 

1?/֊Ф1₽<——=-■ 
тез 1 /

Пусть ф/ — функция, полученная путем продолжения функции ф 
на все множество ЛГх (?/) инвариантным образом и нулем вне М\ (£/). В
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силу инвариантности функций и на всем множестве Г/ сохранит
ся оценка

mes
(17)

(18)

Из (16) и (17) получаем
1_

1Л — 'Mip(r) < 2 , при р >1

il/' — 1|др(О < 2 е. при р <1.

Заметим, что поскольку множество точек, где постоянна, инвари
антно относительно «Sx՜ и S)., то О/ можно представить в виде конеч
ной линейной комбинации функций из а именно

I
^=Ус/ h'j> 

/-։
где h1/ равна 1 на всем множестве, на котором ф/՜ принимает отлич՜ 
ное от нуля значение cj, и равна нулю вне этого множества.

Замечание. Поскольку М\ ) имеет конечное число предель
ных точек (см. лемму 2), то разрывы функций hj накапливаются в 
окрестности конечного числа точек и следовательно вне любых ок
рестностей этих точек функции hj кусочно постоянны.

Пусть а/ — один из удовлетворяющих условию (5) Х-периодичес- 
ких интервалов. Представим дополнение множества Ai на интервале 
а< в виде

C'.Ai=IÛ a/)u( +U ad=£>nUÆn.
(у=1 ) [/—л+1 J

В силу абсолютной непрерывности отображений S* и Sx՜ по заданно
му s>0 можно выбрать такое число 8^>0, чтобы из mes е<^8 следо
вало

g
mes ЛЯ (е) <----- —— > (19)

2 (2N)P

Г Г"։где М>. (е)~ U^Sx (в U «Sx е), г—период Х-периодических точек.

Возьмем п настолько большим, чтобы мера множества Rn не пре
восходила о. Тогда из (19), учитывая равенство

ЛЯ (R„) = М{ (Rn), 
получаем

(20)

Пусть дополнение множества Dn на отрезке а/ имеет положи
тельную меру. Тогда она, с точностью до конечного числа точек, со
стоит из конечного числа Х-периодических отрезков [a*, 6*] (Л=1, 2,•••
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• ••, т). Очевидно множества М>.(л{) —1> п) и ([<**> ^*])
(к = 1, 2,- • •, т) не пересекаются между собой и инвариантны отно
сительно 57 и 5՜. Следовательно функцию Л (з) можно представить 
в виде 

п т —
//(3)= ^//(5)4֊ 2Л (5), (21)

>*“1 *-1

где
/ (/,(з), на М,. (а{) //(з), на М, ([а*, 6*])

о, вне М, (а/), 0, вне Л»х ([а», 6*]).

Очевидно // (з) и /*(з) — инвариантные относительно 5; и 57 функ
ции.

Для любого полуинтервала [0/, 5>. б{) (/=1, 2,-••, п) из порож
дающего множества -р., учитывая равенство М,. (■*!)= М, ([0/, 5' б/)) и 
поступая совершенно так же, как и в случае непериодического интер
вала ₽/, построим функцию ф), представляющую собой конечную ли
нейную комбинацию инвариантных относительно 57 и 5’7 элементарных 
функций и удовлетворяющую условию

(/ = 1,2,..., п).
и

Следовательно 
Iя п II 2 /' - 2 И < е. (22)
I /-: /-1

Рассмотрим теперь периодические отрезки [а*, 6л] (к^1, 2,• • •, т). 
По той же теореме Лузина на каждом отрезке [а*, 6*] существует 
непрерывная функция такая, что

|<Р*|֊СЛГ и тез е*<—> (23)
т

где е*—множество всех точек из [а.», 6*], где <р* отлична от .

Пусть ф/— функция на Г, которая для любой точки 6£[ал6*] во 
всех точках множества М[ (0) совпадает с <р* (0) (к =1, 2,-• ■, т) и 
равна нулю вне множества М,. (С- йп).

Учитывая (19) и (23), получим

На множестве и 6*] выберем кусочно постоянную функцию ф/ та

кую, что
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И I?/-•?/!"< в
2 тез М\ (А/)

(25)

Заметим, что с точностью до конечного числа точек 
т

С—йп— и [ал, 6*] = А։ и Кп
•I *-։

и, поскольку множество Кп не является множеством продолжимости, 
функцию '^1, вообще говоря, нельзя продолжить из С,1 О„ инвариант
ным образом относительно и .57՜. Поэтому поправим Ф/ следую՜ 

щим образом: пусть Ф< — функция на Са/ £>Л, которая совпадает с Ф/ на 
множестве Л/, а на каждом интервале <*[£/?„ равна одному из значе

ний ф/ на а/. Очевидно |Ф*КЛГ и, кроме того, она кусочно постоян
на, поскольку Ф/ может не быть постоянной только на конечном числе 
интервалов а, из /?„.

Поскольку Л; принадлежит порождающему множеству 7>., а а/ — 
периодические интервалы, то легко убедиться, что заданную на Са։ 
произвольную функцию, которая постоянна на каждом интервале 
в/£ЯЛ, можно продолжить из СЧОЙ на все множество Л/х (Са/£>Л) ин
вариантным образом.

Продолжим Ф/ инвариантно относительно и 5Г на все мно
жество М>. (С,։ Д,) и нулем—вне этого множества, и обозначим по

лученную таким образом функцию снова через ф/. Таким образом, Ф/ уже 
инвариантна, кусочно постоянна, на множестве М\ (А1) удовлетворяет 
условию

8

2 тез М>. (Л/)
(26)

и, кроме того, |Ф/
Учитывая (20) и (26), получим

J |<р< — |<|
г ЛХ(А»)

Отсюда и из (24) вытекает

Ф/|рс?з 4- |<р/—Ф; с/з е. (27)
л։>.(/?Л)

при р >1, (28)

2/* —ф/ | <2г, при 0<р<1.
^1 к„(г)

Заметим, что можно представить в виде конечной линейной 
комбинации кусочно постоянных элементарных функций, инвариантных 
относительно и 5՛՜. Поэтому, учитывая, что и п2—конечные чи- 
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ела, зависящие только от области О, и сопоставляя (12), (13), (18), 
(21), (22) и (28), легко завершить доказательство леммы.

Докажем теперь теорему 2. Пусть и>. (х, у)—/л(х, у)~ у) 
—ОСФ задачи (1), (2), принадлежащая ЬР (Р). Тогда легко убедиться, 
что функция / (з) = />. (х, у)г принадлежит Ьр (Г ) и, по лемме 6, для 
любого У>0 существует конечная линейная комбинация инвариантных 
относительно 5>+ и 5*՜ элементарных функций А/ (з) такая, что

<^г и 
‘■ри

С1 А| (з)
/.р(г)

(29)

где # (з) = #.(х, у )|г, Л/ ($) = — А/ (з).

В силу сделанных замечаний относительно функций А/ и ՛■!</ мож
но на Г указать конечное число точек, вне любых окрестностей кото-

I
рых функция У а А/ (з) кусочно постоянна. 

։-։
Пусть ?—тот элемент из Ф>, который содержит А/ (з) (1=1, 2, ••• 

•••, I) (см. следствие 3 теоремы 1). Тогда

Т~1 Е( = А/՜ (х, у) + А7 (х, у) = »>. (х, у) 
будет элементарной ОСФ, соответствующей ОСЗ /..

Поскольку функции /). (х, у), А/ (х, у) и §>(х, у), /и (х, у) по
стоянны на почти всех характеристиках соответствующих семейств, то 
из неравенств (29) вытекает оценка

|«х (*> у)— У с/ V,. (х, у)

где с?— константа, зависящая от области Р, и теорема 2 доказана.
Отметим, что в силу сказанного выше, можно указать конечное 

число характеристик, вне любых окрестностей которых функция
I

У с/ (х, у) кусочно постоянна. 
1—1

В работе [7] доказано, что для любой выпуклой области Р с 
гладкой границей множество всех неэргодических значений параметра 
/. состоит из счетного числа компонент, каждая из которых является 
либо точкой, либо отрезком, и что дополнение этого множества на 
интервале (—1,1), т. е. множество всех эргодических значений пара
метра имеет положительную меру, и для почти всех эргодических 
значений X решение соответствующей задачи (1), (2) единственно в 
классе измеримых функций.

Институт математики и механики 
АН АрмССР Поступило 3.1Х.1968



Построение порождающего множества задачи Дирихле 121

Ս. Դ. ՀՈՎՍհՓՅԱՆ. Լարի տատանման քւաւ|ասարման համար Դիրիխլեի խնդրի ծնող 
ըադմության և չափեյի ֆունկցիաների ցասում ընդհանրացած սեփական 

ֆունկցիաների կաոուցումը (ամփոփում)

Աշխատության մեջ ուռուցիկ տիրույթներում դիտարկվում է էաէ*ի տատանման 
հավասարման համար 'հիրիխլևի (1)է (2) համասեռ խնդիրը։ Լ պարամետրի ոչ էրգոդիկ 
արմևյլների համար կառուցվում է այդ խնդրի եզրային կետերի ծնող րաղմոլ- 
թ յոլնր։ Այդ րտղմոլթ յան /լաոոլցոլմը հնարավորություն է տալիս ապացուցել հետևյալ 
հիմնական թեորեմը։

թեորեմ, եթե Հ-ն դիտարկվող D տիրույթի համար պարամետրի ոչ էրգոդիկ արմեր 
է, տպա ին հ ամա սլա տասխ անող էլեմենտս։ ր ընդհանրացած սեփական ֆունկցիաների 
րադմութ յունը (սեփական ֆունկցիաներ, որոնց ընդունում են միայն 0 և± I ա րմեքներ) 
Lp(D)-t մետրիկայով լրիվ է Lp (Dj-ին պատկանող և միևնույն X սեփական արմերին 
համապատասխանող րոլոր ընդհանրացած սեփական ֆունկցիաների դասում։

Տ. G. H0\/SEPIAN. The construction of the generating set and generalized 
eigenfunctions in the class of measurable functions of the Dirichlet problem 

for vibrating string equation (summary)

The homogeneous Dirichlet problem (1), (2) for the vibrating string equation is 
considered in convex domains. The generating set of the boundary points is construc
ted, ՝K taken to be non-ergodic. This enables to prove the following

Theorem. If X is non-ergodic parameter value for the domain D, so the set of 
elementary generalized eigenfunctions (eigenfunctions assuming only the valued 0,ztl) 
corresponding to /. is complete with respect to Lp (D) metrics in the class of genera
lised eigenfunctions, which belong to Lp (D) and correspond to the same eigenvalue X.
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Н. О. СИНАНЯНОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ§1. ВведениеН. К. Бари в работе [1] установила, что для всякой измеримой почти везде конечной функции / (х), определенной на [0, 1], существует ряд по системе Хаара, который сходится к ней почти всюду на [0,1].В работе [2] было установлено существование ряда
2 ая/.л(х) (!)

/1—1по системе Хаара, обладающего тем свойством, что для любой почти вез- осде конечной измеримой функции / (х) существует подряд V (х)ряда (1), сходящийся к / (х) почти всюду.Эти результаты были значительно усилены Ф. Г. Арутюняном в работе [3], а именно, была установленаТеорема 1. Пусть / (х)—измеримая почти везде конечная функция на [0,1]. Тогда՛ существует абсолютно сходящийся почти всюду ряд по системе Хаара такой, что
2 (х) =/(х) (2)

я-0почти всюду на [0, 1].В настоящей работе для системы Хаара {уя (х)} и для некоторого более общего класса ортогональных систем (<ря (х)} исследуется следующая задача.Пусть {%Пк (х)}— подсистема системы {?„ (х)}. Найти условия (если возможно, необходимые и достаточные) на подпоследовательности {фя* (х)}> обеспечивающие возможность представления любой функции /(х) сходящимся к ней почти всюду рядом
2 Сл* фп* (х).
*-1Близкие к вышеприведенной задаче вопросы были исследованы в работах [4[ и [5].В работе [4] было установлено, что если из полной в Ц [0, 1] ортонормальной системы {?я(х)} удалить любое конечное число функций, то множество линейных комбинаций остальных функций всюду



О классе ортогональных систем 123плотно в смысле сходимости по мере в пространстве конечных измеримых функций.Было установлено также, что аналогичное свойство сохраняется и для некоторых подсистем {?л* (х)), где отсутствует бесконечное число функций из системы {®я (х)}.В работе [5] была показана следующаяТеорема 2. Пусть Ф= (Фл) есть подсистема системы Хаара {/я (х)}. Пусть далее Е„ = (х: Фл (х)=/=0] и Е = lim sup Еп. Тогда мно- 
П —► «Ожество линейных комбинаций функций Ф всюду плотно в смысле сходимости по мере в пространстве конечных измеримых функций на измеримом множестве G тогда и только тогда, когдаmes G — mes (Gn£}. (3)Доказывается, что эту теорему можно значительно усилить, а именно, справедливаТеорема 3. Если (Фл (х)} есть множество функций. Хаара, для 

которого выполнено условие (3), то для любой почти везде конеч
ной измеримой функции f (х), определенной на множестве G, суще
ствует ряд

2 ал Фл (х), 
Л=1

абсолютно сходящийся к / (х) почти всюду на 6.Эта теорема получена как следствие более общей теоремы, для формулировки которой нам нужно привести определение одного клас. са ортогональных систем.Пусть дана последовательность положительных чисел е0> е21 —• • •, Ел»'''» которые удовлетворяют условиямЕЛ<1, л=0, 1, 2, - • • и 2 б„ = 4- со. (4)л—ООпределим первую функцию следующим образом:ф$0,(х) = 1, 0<х<1. (5)Внутри отрезка [0, 1] возьмем интервал 7о\ длина которого равна 80. Разделим Ти'5 на два равных интервала и и определим функцию (х) следующим образом:
■^(х)

1 при х£ -[V5—1 при х С 7^J)О—в остальных точках. (6)
Через (Л =1, обозначим интервалы, на каждом изкоторых функция (х) принимает постоянные значения. Число 



124 Н. О. Синанянравно трем, если интервал То*’ имеет общий конец с отрезком [0, 1] и четырем—в противном случае.Пусть Т14 такие интервалы, чтос #>, mes 7'1*’ = Ч -mes Ч (7)разделим Yi*’ на два равных интервала и обозначим эти интервалы слева направо через > иОпределим функции первой группы следующим образом:1 при xÇ 7?’—1 при х £ 7i*J О—в остальных точках, где к — 1,Предположим, что построены функции фр21 (х) (р 1)-ой группы. Обозначим через 7p~i (к = 1, 2, • • •, vp-i) интервал минимальной длины, вне которого #2] (х) тождественно равна нулю Положим G= [0,1]— U՜' -#2-1- л—1

(8)

и обозначим через £^-1 составляющие интервалы этого множества. Пусть 7₽-1 ={х : фр*21(х)=1} и #21 ={х : '#2-1 (х) = — 1}. Внутри каждого из отрезков 7₽*21 , ур-1 и £р-1 возьмем по интервалу с длиной, равной соответственно ер-|7р-1|, ер-]т^—>| и ер • |£р1։|.Полученные интервалы обозначим через 7р*\ £=!,•■•, Функции фр^ (х) определим следующим образом:1 при^’(х) = 1 Г»—1 при х^7я 0—в остальных точках,где к =!,••■, '»р и 7ри 7# интервалы, полученные разделением 7р> на две равные части.Продолжая этот процесс, получим систему попарно ортогональных функций (*), (х), {<#’ (х)}; 1 О < V п= 1, 2, • • • (Ю)и множество интерваловТо’, {#’); 1<£<?„, п = 1, 2,..-. (П)Положим 7« = и 7^*’ и 7 = Л и г,.
Л п=1 / —л



О классе ортогональных систем 125Установим, что mes 7 = 1. (12)Для этого достаточно показать, что mes U 7/ = 1 для любого п. Это 
1—правносильно следующему соотношению mes С U 7/ = 0;

1""Пmes CU fi = mes П Cji. 
l—n l—nИз определения^/ легко следует, чтоmes П С 7/ = П (1—sz ). /—л 1=пВ силу условия (4) последнее выражение равно нулю, чем и устанавливается соотношение (12).Если ея = 1> п =1, 2,—, то система (10) совпадает с системой . 7 (х) ։J ———— I > п =0, 1, где {ул (х)| —система Хаара. Если же | тах /л (х) Iея <1 хотя бы для одного значения п, то легко видеть, что система не полна.Применяя метод доказательства теоремы 1 (см. [3]), можно установить следующую теорему.Теорема 4. Пусть / (л) измеримая почти везде конечная функция на £0,1]. Тогда существует абсолютно сходящийся почти всюду

ООряд 2 ли ’Мх) по системе (10) такой, что л-о
2 а*ф*(х) =/(х) (13)почти всюду на 10,1].Пусть (фя*Чх)} есть некоторое множество функций системы (10) 

м Ес. [0, 1]—некоторое множество положительной меры.Обозначим (х), если mes (7^ Е) >mes(71*) •£)—Фя( (х) — в противном случае.Сохраняя порядок системы {ф/,* (х)), занумеруем ее следующим образом: ?о W, ф։ (х), ф2 (х), - • - , <р„ (х),- • •. (15)Обозначим через △* интервал минимальной длины, вне которого + _ф* (х) тождественно равна нулю и △* = {х : ф* (х) > 0}, Д*--{х : ф*(х)<0}. Ясно, что любой ряд по системе (15) можно записать в виде ряда по системе {фп*։ (х)}.

ФЪ * (х) =



126 Н. О. СинанянТеорема 5. Чтобы для любой измеримой почти везде конеч
ной. функции f (х), определенной на Е, существовал почти везде аб

солютно сходящийся ряд 2 a* (х) по системе (15) такой, что *-о2 а* ?*(х) = /(*) (16).
Л-0

почти всюду на Е, необходимо и достаточно, чтобыmes (Е- lim A*) =mes Е. (17)-
k -*Доказательство теоремы 4 вытекает из (12) и теоремы 5.§ 2. Доказательство теоремы 5Необходимость. Предположим, что условие (17) не выполнено, то есть имеет место соотношениеmes^Æ'- П U А„ mes ТГ. (18)

Тогда справедливо неравенствоmes (е—Е- П U A„ ^>0. (19)
\ /—1 /։-/ /Можно указать такой номер N, чтобы множество
А = Е-Е- Ù А„ (20)n=.V имело положительную меру.Из определения множества А вытекает, что<рп (х) = 0 при х £ АсЕ; n> N. (21)Отсюда непосредственно следует необходимость условия (17) теоремы 5.Для доказательства достаточности нам ^понадобятся следующие леммы.Лемма 1. Пусть множество Е и система (15) таковы, что 

имеет место соотношение (17) и f (х)— непрерывная функция, оп
ределенная-на Е. Пусть далее заданы в^>0, 8^>0 и натуральное 
число т0.

Тогда существует множество

G с Е, mes G^> mes Е — е (22)и полином по системе (15)
N+V.Q (х) = 2 ап ср„ (х), W > т0, (23)

л=ЛЧ-1
удовлетворяющие условиям
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■и

Л'+ИУ ая?„(х)—/(х) S, при х £ G
1ал ?л (Х)| 

л-Л'+1

16 |/ (х)|s
(24)
(25), при X Ç G.Лемма 2. Пусть множество Е и система (15) таковы, что 

имеет место соотношение (17); /(х) измеримая почти везде конеч
ная функция, определенная на Е, и пусть заданы s_>0, о^>0 и на
туральное число т0.

Тогда существует множество

Gc Е, mes G> mes Е — s (26)
и полином по системе (15), удовлетворяющие условиям

Л’+р
V аП <рп (х) — f(x) 

п—Л +1
<S, N>֊*0, x^G•и i /v/ 161/ (x)|> |a„ ®n (x)| < --------------, при x £ G.

n=N+l

(27)

(28)Доказательство леммы 1. Пусть P с E — совершенное множество, удовлетворяющее условиюmes P > mes Е-------2 (29)Так как функция / (х) непрерывна на Р, следовательно для о^>0 существует а ^>0 такое, что из соотношения |х — х^ а, где х, х2 £ Р, следует неравенство 1/(х)-/(х1)|< — • (30)4Существует число Л1։ удовлетворяющее условиюmes Дя < о, при п > Nv (31)Действительно, выберем натуральное число к чтобы имело место соотношение настолько большим,_1
2к

<а. (32)Выберем далее пг настолько большим, чтобы выполнялось неравенствоmes f U Дд — U дл “ir ’ (33)
- \л=1 .д=) / 2

"о Л| Л|Если f > и,, то либо Д| с U Дя— U Дя, либо Д< с и Дд. Оче- 
л=1 л=1 л=1• . . . - | . ՛ • ..»Г*А / 1 „видно, что в первом случае mes Д/ <<—. Во втором случае, как видно 



128 Н. О. Спнаняниз определения системы (10), Д/ с Ад' > где п' < ni> и» в силу определения системы имеемл / 1 л / 1mes \ ~ mes оя> •2 Д лДопустим мы указали такое ni, что mes Дп v.
следовательно,
при п^>п,. Длямножества U Дя выберем n/+i настолько большим, чтобы выпол- 

п^п/+1нялось неравенствоmes U 
я—л(+1

А,
12'+>Если tZ>ni+i, то либо А/с д, "/ + 1

U Дя,либо "Ж
U Ая 

я—я/ + ։

U

иОчевидно, что в первом случае mes А/ < —— .д а во втором случаеД/ с Ду, где j — некоторое число, удовлетворяющее соотношению и, следовательно,л 1 Л 1тезД,<— mesA,<— •Отсюда следует существование такого числа и*, что mes Af <^-^֊<^ а при

f^>nit = Обозначим
N = max Ni).Выберем I так, чтобы 2' 4 2'֊։

(34)
(35)Из соотношения (17) следует, что для произвольного ктез (Е— и Д„ =0. (36)

\ /1=Л /Следовательно, можно выбрать число тг так, чтобы имело место соотношение
(Л^+т, \ е

Б— и дя К< —' (37)™-л'+1 /8В последовательности̂ +1» Алг+2,..., Д/У+я։, (38)рассмотрим те интервалы ДЯ/, для которыхтез (Дя, -Р) 0 (39)и выберем тот из них, который имеет наименьший номер. Обозначим этот интервал через Д},}. Среди оставшихся интервалов, удовлетворяющих условию (30), выберем тот, для которого ДЯ<>Д|։| = О и ДЯ/ 



О классе ортогональных систем 129имеет наименьший номер в последовательности (38). Этот интервал обозначим через А£/.Допустим таким способом выбраны все интервалы из последовательности (38) (40)Обозначим через (х) ту функцию (х) из системы (15), для которой имеет место соотношение=(х:Фя(х)^0},а через 1, А$’\— те интервалы, для которых имеет место= {х : Тл (х) >0}, 4։,։ = {х : <ря (х) <0}.Ясно, что
(*

Е— U |Д л 1 /=1Отсюда 
с 7(1) mes Е- U A),i <-------<=։ 2

(41)
(42)Из соотношения (36) следует, что можно указать натуральное число тп։, которое удовлетворяет соотношениюшее ( Е- Д/, 1 — и Д<» ) <С------- , 2» ’''» к. (43)

\ л=Лг+т1+1 / 16 -кВ последовательности
Д.у + т, +1 , Дд' + т, +2 , • • • > Ддг + т (44)рассмотрим те интервалы, которые удовлетворяют соотношению ДЛ/ с: А^, и обозначим через Д|?\ тот из них. который в последовательности (44) имеет наименьший номер.Выбранные таким образом интервалы обозначим через д1.2,ь д^--- ,д^-։.Рассмотрим те интервалы последовательности (44), которые удовлетворяют соотношениямДЛ։ с ДВ и Д„г и’д^ = О. (45)

7-1Обозначим через А}$* тот из этих интервалов, который имеет наименьший номер.Допустим таким образом выбраны всевозможные интервалы последовательности (44) Д^, дП։--- Л(%,2).Ясно, что
(* А к (/, 2) -

Е- и Д), 1 — и и Де /) <С-----  (46>-1=1 <=։ / 16Отсюда и из (42) следует
130-4
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/ k *(/.2)_f2)\ mes £mes ( E U։ U < — • (47)Далее допустим, что уже выбраны число mi— 1 и последовательность интервалов’ 4'Л АГ։11,--- /=1,2,•••»/:, (48)которые удовлетворяют соотношению

/ * к и. z-i)_,z_i) \ mes Е ...mes ( £• U U A), J ) Q/_։ 149).
<-1 7-1 / 2Возьмем mi настолько большим, чтобы имело место соотношение

/ к п ЛГ+т/ * \ вmes Et = mes ( E- U U дл i ~ U ) 'C Q/+2 * (50)
\ /=1 7=1 л=Л+m/_!+1 /В последовательностиАл'+т;._։ +1» ÛA'+mz_j+2 > ^N+"4 (51)рассмотрим те интервалы, для которых имеет место соотношение 

4 ^"“0—Д„. а и Д"7 и обозначим через А). 1 тот из них, который в после- 
7=1довательности (51) имеет наименьший номер. Допустим выбраны интервалы А!?., А1!’., а!?.-..Рассмотрим те интервалы в последовательности (51), которые удовлетворяют соотношениямДя/С и ’ и ДЯ/-II △{.'>/ = 0. (52)

7-1 7=1Обозначим через Д/,^ тот из этих интервалов, который в последовательности (51) имеет наименьший номер. Предположим таким способом выбраны всевозможные интервалы последовательности (51)Д'Л, А^2, ••• Ж*Ясно, что
/ к к(1,1-1)_п ,, к к (1.1) \ втез ( £• и 0 А^։> - 0 0 . (53)
\ 1—1 ;-1 1=1 7—1 /,// 2г+2Из (35), (49) и из определения системы (11) следует, что/г Л \ тез £ етез ( £• II II Д)/7 ) <----- ------<------ (54)

\ 1-1 7-1 / 2' 4Положим к ({, 1) = 1 и рассмотрим множество
к I к и, I)

С=Р- и։и։ и։ Д^7 • (55).Нетрудно убедиться, что имеет место соотношение
С=р-(и и и д^ ) = £— Се р/ и и и Д | = \1-11=1 7-1 / | \/=1/=1 7-1 /]
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СеР+Се

■ / * »(/.о и и и t-i(-i 1=1
zd Е —* * (/։ ° "гп 1 „ U U А \ + U Et

Г-1 J-1 г-1Отсюда вытекает, чтоmes G> mes E — Ce-P—mes I E- ( U u ) A[Z).
\<-i J-1 ' ,— U mes Et > mes E-----—--------------V —-— > mes E — e:

t-i 2 4,, 22+<

(56)

(57)
Обозначим через (х) ту функцию <рл (х) из системы (15), для которой имеет место соотношение

Рассмотрим полином
А Г (I, I)

и докажем, что
А А (Г, IJ (х) = v * л (Г, Г) +1 при х£ U U U bl.j 

Г=1 /_1 /_]—2'-j-1 при х£ U U А*,’ / , 
/=1 7=1а в остальных точках [0,1] имеет место соотношение 

v А А (Г, Г)
-2’Н<2 2 2

/-1 /«=! J=l

(58)
(59)
(60)
(61)При v == 1 утверждения очевидны.Допустим, что соотношения (60) и (61) верны для v = n>l. Для v=n+l справедливость утверждений (60) и (61) вытекает из следующих соотношений:Д£"/+։) С и *и Л)Д^ И <7։) •4'1а+1), s=hj. (62)

I — 1 1=1
I к А (Г. Г) +Отсюда следует, что при х £ U U U -М j 

r-ir=i /-1Т(х) = 1 (63)И 
I k k{l, t)22 2 2'՜1W! <2'-1, хе [0,1].. (64)

Г-1 Г-1 7=1Пусть точки х1։ х2, • • ■, х* таковы, что
Положи м хг е4։?-р. (65)
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/ (х/) при |/՜ (х/)| > —. • (66> * оО при |/ (XI )| < —Рассмотрим полином 
/ к К (I. I)С(л)-2 V 3 а/2'՜ ?£’/(*)• (67)

/=1/31 ;-1Из определения функции (х) следует, что / (х) = 0 при х£ Д^'ь Следовательно при хед^-с<2(х)=/(х/). (68)Пусть х £ (7. Тогда х £ Д[։)|, где г принимает некоторое значение в промежутке 1-^ / к.Из (30), (34) и (68) вытекает, что при х £ 6|<2(х)-/,(х)|<-֊- (69)Покажем, что для х£С имеет место соотношение2 (70)
/=1 /»1 /“1Так как х£6, то х £ Д£։{ для некоторого / из промежутка 12Тогда, либо |/(х/)|<^—, и тогда а/=0 и (70) выполнено, либо2|/ (х/)|^>— и значит, используя (30), мы получим\! (х)| > 1/ (X/ )| ֊ I/ (х/)- / (х)| > 4֊ ֊ 4 = 4֊ • (71)2 4 4•Отсюда, из (64) и из (35) следует

/ к * (/. /)22 2 |а/ 2'-Ч°л(х)\<|№)| (2‘-1)<
/-11=1 /_1< I/ (X/) - /• (х)| 2'-։ • 2+1/ (х)'2'֊«.2 <<4|/(х)|.֊^ = при С. (72)

в еСоотношения (34), (57), (69) и (72) доказывают справедливость леммы 1.Доказательство лемм ы 2. Пусть •■Ь (х)—непрерывная функция такая, чтоФ (х) —/(х), х£ С1сз Е, шее С,^>тез Е----- —4 (73)



О классе ортогональных систем 133Возьмем совершенное множество Р такое, чтобы выполнялись соотношения
В силу леммы 1 4 существует множество G (74)

(75)и полином 2 ал?л (х), для которых выполняется условие 
я—ЛГ+]

Л’+'А

л=Л'+1

2 |аЛ <?л (х) | 

л=Л’+1
, xÇ- G.Выполнение соотношений (27) и (28) следует из (73)—(78). Тем самым лемма 2 доказана.Доказательство достаточности теоремы 5. Пустьая •п

(76)
(77)

(78)

2
г, xÇG

И

1

tf+l».

в

Положим S* •— a*+i, к=0, 1, 2, • • - , /0 (х) = / (х), т0 = 0. В силу леммы 2 существует множество Go, mes Go mes Е — % и полином по системе (15)
'~0> (79)удовлетворяющий соотношениям2 а* ?*(х)—/0(х) °0> x^G0 (80)

1б|А(х)|
, xÇG0. (81)

*=л£ “оПусть уже определены функции {/* (х)}, 0 С к -С р, множества G*, 
Л2<+2 следующим образом:

712 71g 71^

;-1 л2/+2

П2р+2, (82)(83)

и
0

*-я։/+1

7—0 Л==Л2/

n2j+2
2 ал®л (х)—/Дх) <8У, x£Gj, 

*=л2? +J

(84)(85)
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■ ^■|«.T.(x)i<-16-^LxeCi. (8б>

*-л2У+1Положим 
р n2t+2 ./,+։(*) = /•(*) ֊2 2 «*Ф*(х) (87)

/=0 *=«2/4-1Применяя лемму 2 к/ (x)=fp+i (х), 6 = ая+Ъ 'J — 'Jp+t и то=Л2 (₽+։)+1, 
л«(р+1)+2находим множество Gp+i и полином 2 а* ?* (х), удовлетво- 

*=Л«(р+1)+1ряющие соотношениям (83) — (86), где вместо j берется р + 1. Обозначим
Gj = Gj-i• Gj, j = 1» 2»" ' ‘ • (88)Из (78) и (84) следует

Gj=E-[(£- $֊!) + (£—G,)], nies 6/>mes £-2ay_,. (89)В силу (85) при x Ç Gy-i из (73) получим
y-i Л2/+ 2

1Л(х)| = |/0(х)֊֊2 2 а*<р*(х)| =
/=0*=л2/+!

—
у—I ’г/л г 

/о(х) ֊2 2 а* 
t-Ч *=Л2/+ |

"2М-1)+2
?*(х)— 2 аА?*(х)

*=л 2Ü-D+1

=-•
=

л2(У-1)+2
/y_j(x)- 2 а* 9* (х) <й/-ь »1. (90)

*“Л2(У֊1) +1Отсюда, из (86) и (88) при получим 1/у(х)|<Зу֊1<оу (91}и ”։2 (92)
*“л2/+1 яРяд ОО 2 а* 9* (х) (93)

*-1удовлетворяет требованиям теоремы. В самом деле, убедимся прежде всего в том, что ряд (93) абсолютно сходится почти всюду.Обозначим = Л Су и /?= и Яп. (94)]-п Л-1Имеем /?։сЛ2с/г։с: ... с/?„а ... (95)



О классе ортогональных систем 135Следовательно lim mes Rn — mes R. ' (96)Л-е о©Очевидно /гя = £-У(£-ёу). (97)/“ЛЗначит в силу (89)mes Rn > mes Е— 2ау—» mes Е при п —• оэ. (98)
у-лПусть теперь x0£R, тогда существует такое р0, что xÇ-Rp для 

всех р> р0 и, следовательно, х0 £ GP для р р0.Из (92) имеем
~ « Л2։+2У |а*<рл (х0)|= V У |а*<?*(х0)| =

Дг=1 t*=0

/70—1 я2/+2 * я2/+2= У У |а* Ç» (х0)|+ 2 У |а*?*(х0)К
t—t> *=«2/4-1 /=А *-«2/ + j

р,-1 я2/+2
<2 2 |а*9л (х0)| 4- V 16 а/<ос (99)

/=0 Л=Л2/_|_) t—PiДалее при р > р0 из (87) и (91) получим
р-J Л2/ +2

/о(*о)—2 2 а*<?*(х0)
/=0 k լ = \fp (*o)I<аР — 0 при P— ос. (ЮО)

Из соотношений (96), (98)—(100) следует справедливость достаточности условий теоремы 5. Теорема доказана.Считаю своим приятным долгом выразить благодарность А. А. Та- лаляну за постановку задачи и за оказанную помощь при ее решении. 
Институт математики и механики

АН АрмССР Поступило 8.У.1968

Ն. Л. ՍԻՆԱՆ8ԱՆ. OppnqaCui( u|iumbif(ibp|i մ[ւ rpuu|i ւքասքւն (ամփոփում)

Օրթոդոնա լ սիստ եմների որոշակի դասի համար գտնված է անհրամեշտ և բավարար 
պայման, որին եթե բավարարում է այդ սիստեմներից որևէ մեկի ինչ որ ենթասիստեմ, 
ապա ամեն մի համարյա ամենուրեք վերջավոր չափելի ֆունկցիայի համար այդ ենթա
սիստեմով կարելի է դրել համարյա ամենուրեք այդ ֆունկցիային դուդամիտոդ բացար
ձակ գոլդամետ շարքւ

N. H. SINANIAN. On a das» of orthogonal systems (summary)

For a class of orthogonal systems the necessary and sufficient conditions are 
found under which every subsystem of a system is a representation system in the sence 
of convergence almost everywhere, in the set of all finite measurable functions. The 
series, representing f (x) may be chosen in a way, ensuring absolute convergence al
most everywhere.
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УДК 51.01:518 5 РЕФЕРАТ

С. Н. МАНУКЯН

О КОНСТРУКТИВНЫХ КРИВЫХ И КРИВОЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛАХ ОТ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ

В статье рассматривается ряд геометрических свойств конструк
тивных кривых и криволинейных интегралов, а также их приложения в 
теории конструктивных функций комплексной переменной. Аппарат 
конструктивного анализа применяется в том виде, как он введен в ра
боте [1]. В частности применяется принцип А. А. Маркова [2]. В из
ложении ряда теоретико-алгорифмических вопросов используются 
результаты главы II работы [3]. При рассмотрении геометрических 
свойств конструктивных кривых используются результаты работы [4]; 
используются также понятия, терминология и обозначения работы [4]. 
В частности, основную роль в дальнейшем изложении играет понятие 
континентности кривой, входящее в условие конструктивного вариан
та теоремы Жордана ([4], § 1, теорема 1).

Все рассматриваемые объекты являются словами в алфавите 
{0, 1,—,/, О, а, *, А V, Ф, о}, 

обозначаемом через Щ. Понятия конструктивного анализа, для которых 
не дается отдельных определений, употребляются в том же смысле» 
как в [1], [4], [6]; е, 8, суть переменные, для которых допустимыми 
значениями являются положительные рациональные числа.

1. Основные определения

Конструктивное множество всех точек, которые являются внутрен
ними (соответственно, не являются внешними) относительно равномер
но непрерывной замкнутой континентной кривой Г, будем называть от
крытой (соответственно, замкнутой односвязной областью, оп
ределенной посредством кривой Г.

Г оворим, что кривая К содержится (строго содержится) 
в Г, если все точки, лежащие на кривой К, не являются внешними 
(являются внутренними) относительно Г.

Пусть континентные кривые %1։ 7։, • • •, 1« строго содержатся в 
континентной кривой Г, и пусть все кривые 7л, Г попарно
г-удалены друг от друга. Конструктивное множество всех точек, яв
ляющихся внутренними относительно Г и внешними относительно 71։
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7 л назовем многосвязной открытой областью С, оп
ределенной кривыми Г", 71- 7а> ՛' • > 7«.

Говорим, что кривая К содержится в многосвязной открытой об
ласти С, если все точки кривой К принадлежат С.

Будем говорить, что кривая К определенная на з-\6, является 
простой дугой, если

(*։, € аА? э К ^1) К

Пусть К— простая дуга. Мы скажем, что К является континент- 
ной, если

Упату/Л(/։, /8^аД₽&Р /Г 0з))<2 "'=»И1-М<2-Я).
Пусть К— кривая, определенная на яДр, хзу—точка, удаленная от 

К, ®—угловая функция кривой К относительно точки х-зу. ГК—число, 
? (Р)—? (я) будем называть скачком угловой функции ъ.

Пусть * /2* • • • « /Л—определяющее дробление ломаной Ь. Точ
ки £(6) (1-Сг-Сп) будем называть вершинами ломаной А, а от
резки Ь Д£ (6) (2 < / 4^ л) будем называть сторонами лома
ной Ь.

Пусть 5—положительное рациональное число. Слово вида х^ау^» 
х23Уг * • • ■ * хп ауп называется г-ц е п ь ю, если

Р(х1ау,, х/+1 =։//+!)<е (1 <4<л),
Р (хЛ эуп, Х1зУ1) < е.

г-цепь хгзу1 » х2<зу2 * • • • * хп^уп будем называть г-цепью от
носительно точки хау, если

р(х/оу/, хау) > 2г (1</<л).
Пусть хр^ * Х2зу2 * • • • * Хп ауп — г-цепь относительно точки хзу. 

Порядком г-цепи ххзух * х2зу2 * ••• * хп зуп относительно точки 
ср (8) — ф (а)ХЗУ будем называть целое число -———■----- , где ф есть угловая функ-

2тс 1
ция относительно точки хзу замкнутой ломаной с вершинами хг<зу2, 
х2яУи’ • •, хпауп, х1зу1.

Пусть х1зу1 « х2зу2 « ... » хпауп—е-цепь, и К՜—замкнутая кри
вая, определенная на яД£. Будем говорить, что х1зу1 * х2<зуг • ... 
’ ’ хпауп есть г-цепь кривой К, если осуществимы такие /т?-числа

*,+Ь ■ из аЛ^’ что (#1) = хг'У1> ^ (^) = хгзу2,- ■ 
Г (/л) = хп зуп

• <6, <<+!<</+։<•••<;„, 
и выполнено одно из неравенств 6<й+։ или /д-С^.

Две е-цепи х\оух * х2о^ *...* х^у„ и # ... #
называются равными, если л =т и х'^у^х^у, при 1<г<л.

лово вида ххзу1^х2ауг Д.. .&Хпаун (соответственно, х^у^ух^уау ■ ■. 
•••Гхд^д) будем называть замкнутым (соответственно, откры



О конструктивных кривых 139

т ы м) многоугольником, если линейный образ цепочки отрезков 
х^Уз^х^у., *х2'уЛхя'у3 « ••• * хп~уп^х^у1 является самонепересекаю- 
щейся ломаной.

Контуром многоугольника х1ау1^х2'уя^ • ■ • Л хпауп (соответ
ственно, х3~уг у х2?у.. V • • • у Хп-зуп) будем называть цепочку отрезков 
х^У^х^у2 « х29у^х3зу3 * •.. * хп-1 яуп-1 А хп зу* й хп-уп^хг'у1 (соот
ветственно х1зу։ух2з^3 *х^у2\-х3^у3 *■ ■ ■ *Х„.^уп_^хп^уп •Хп^УпУХ^у^.

ЛО-к о н т у р о м многоугольника 5 будем называть линейный об
раз контура 5 (для краткости, в дальнейшем вместо „ЛО-контур мно
гоугольника“ будем говорить ,,^}0-многоугольник“).

Будем говорить, что точка х0-зу0 принадлежит замкнутому много
угольнику х^у^х^уЖ ■ • • ^х„-уп (соответственно, открытому много
угольнику х^у^ х2ау2 V • • • у хпауг} и писать хоауо £ х^у3^х2ау2^ ■ ■ ■ 

■ ■ Ьпх'у„ (соответственно, хозуо £ х-^у3 у х2ау2 V • • • у хлзуя), если хозуо 
является внутренней (соответственно, не является внешней) точкой 
относительно ЛО-многоугольника хгау3 ^х2'зу2 А ■. ■ Лхлауп.

Многоугольник вида х^у1^х2'зу2^х3^у3 (соответственно, х1з^1 у 
Г Х23У« V А'зЯУз) называется замкнутым (соответственно, открытым) 
треугольником.

Слово Р в алфавите Щ будем называть симплексным мно
гочленом, если Римеет вид кг зх®Л2 ° з2®--։ кп ° зя, где п>1, 
&1, к2-■ ■, кп — целые числа, а з1։ з2, •••,зя— отрезки.

Будем говорить, что симплексный многочлен а непосред- 
с тв е н н о эквивалентен симплексному многочлену Р, если а и Р имеют 
один из следующих видов:

1) а = 0 з^к^ 52 р • • • ф£я 0 Зя,
3 = о 42»з2®--- к о 5 ® Л<+1 о $/+1; •••ф£я°3я, 

где к = — к/, а отрезок з получается из отрезка з/ заменой началь
ной точки конечной точкой, а конечной точки—начальной точкой.

2) г = кз о 5ц ф к2о з, ф • • • © к.„° зп, где отрезки з/ и з/(1<л’ 
/ л) совпадают;

Р = к3 о зх ® к2 о э2 • • • © ко з/ Ь о вл 1 ф • • • Л/-1 0 з/-1 ®

к/+г о 5/1.1® • • • ® кло зп, где к = к/ 4- к) .
3) Л=к3о Зз<Ък2о 3, ■ • • ©&/-1 о 31-1® Оо &/ ®Хг/+1° 3/+1® • • "ф^я0 Зя5

Р = к30 5г ф кго 52 • • • ф Л1-1 о 31-1Ф Л1 + 1 0 5/4-1 ф • • • ® кп° Зп-
Будем говорить, что симплексные многочлены а и ? эквивалентны, 

если существует система симплексных многочленов а1։ з2,ая такая, 
что ։!=<*, «я = Р и я/ непосредственно эквивалентен ац-1 при г==1, 
2,- 1.

Будем говорить, 4то симплексный многочлен к3 о 5Х ф к2 о з2 ® • • • 
• • • ® кп о Зя является характеристическим симплексным много
членном многоугольника х-^у^х^уз и • ■ ■ шхпауп, где о> есть или А или 
у, если кг=к2 = • • • = Ап = 1, каждое з/ при г -С п — 1 является от
резком Х[ оу1 шх/4-1 °у։+1, и зя является отрезком хпауп ш хгоуг.



140 С. Н. Манукян

Суммой симплексных многочленов « и / будем называть симп
лексный многочлен а ф 0.

Будем говорить, что многоугольник 2. составлен из много
угольников 2а, 2,։,•••,£,„, если сумма характеристических симплексных 
многочленов 2П, 2^, •••, Ьп эквивалентна характеристическому симплекс
ному многочлену многоугольника 2>, и каждый из ЛО-многоугольников 
2,/(1<^г<п) содержится в ЛО-многоугольнике 2..

2. Некоторые свойства конструктивных кривых
Теорема 2.1. Какова бы ни была равномерно непрерывная 

континентная простая дуга К, определенная на аД?, для всяких 
двух точек и х2зу2, удаленных от К, осуществима ломаная Т, 
соединяющая точки х^у^ и хгзу2 и удаленная от К.

Доказательство проводится тем же методом, что и доказатель
ство теоремы 1 из [4] (см. [4], § 6).

Теорема 2.2. Пусть К—равномерно непрерывная континент
ная замкнутая кривая. Для всякого / £ <*Д? и для всякого п осу
ществима точка хзу, внешняя относительно К и такая, что 
Р (х'у, А՜ (0)< 2՜՞.

Теорема 2.3. Пусть 1 и Г суть замкнутые равномерно не
прерывные континентные кривые. Если 7 содержится в Г, то вся
кая точка, внутренняя относительно у, является внутренней так
же относительно Г, и всякая точка, внешняя относительно Г, 
является внешней также относительно ".

Теорем а 2.4. Пусть хзу и изу—внутренние точки относи
тельно континентной замкнутой кривой Г, заданной на аД?. Пусть 
Ш1 м “։—какие-либо угловые функции для кривой Г относительно 
точек хоу и иау соответственно. Тогда (?)—(а)=<о։ (0)—о>2 (а).

Т е о р е м а 2.5. Пусть точка хозуо не лежит на отрезке ■К13У1Ьх2зуа 
и пусть и есть угловая функция для ЛО-отрезка х1зу1Дх։зу1, оп
ределенного на аД?, относительно точки хозуо. Тогда |ш (?) -ш(а)К".

Следующие две теоремы носят вспомогательный характер и слу
жат для обоснования переходов от кривых к аппроксимирующим лома
ным в доказательствах последующих теорем.

Теорема 2.6. Пусть слово хозуо * х2зу2 « ... # Хпзуп яв
ляется ь-цепью относительно точки хзу. Пусть точка х'ау' не 
совпадает ни с одной из точек XI зу1 (/=-0, !,•••, п) и такова, что 
при некотором к от 1 до п—1 имеет место

Р (х °у', х^Ук) е, р (х’зу՛, Хк-1 аул-\) -С* р (х'зу', хау)^.2г.
Тогда порядки цепей хозуо • Х1<зУ1 * • • • * Хпэуп и Хозуо # Х^У1 » ... * 
* х*֊1 зуь-\ • х ау * * • • • * Хп зуп относительно точки

хау совпадают.
Теорема 2.7. Пусть К—равномерно непрерывная континент

ная замкнутая кривая на аД?, и пусть '<? > 0- Тогда осуществимо 
такое о < ц, что для любого в<8 и для любой г-цепи Ц кривой К
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относительно любой точки х~у, т։-удаленной от К, оказывается • 
порядок цепи Ц относительно х~у совпадает со скачком угловой 
функции К относительно хсу, деленным на 2՜.

Теорема 2.8. Всякий ДО-многоугольник континентен.
Теорема 2.9. Скачок угловой функции равномерно непрерыв

ной замкнутой кривой относительно любой ее внутренней точки 
равен 2՞ или—2՞.

Теорема 2.10. Пусть Г есть ДО-многоугольник, отрезок х^у^ 
х2?у2 пересекается с некоторой-стороной В ломаной Г в точке, 
не равной ни одной из вершин В, и не равной ни х^у2, ни х։зу2, 
пусть, кроме того, х-^у1^х2ру2 не имеет других точек пересечения с 
Г. Тогда х1^у1 и х2?у2 разноименны относительно Г.

Теорема 2.11. Для любого многоугольника Ь с рациональными 
вершинами можно построить треугольники Ь>, Ьп такие, 
что £ составлен из треугольников 1^, £2, • • •, £л.

Теорема 2.12. Пусть К—равномерно непрерывная кривая, оп
ределенная на аДр, и пусть ЕВ-число и 0 такова, что для любых 
двух точек х2ау1 и х2зуг, лежащих на кривой К, оказывается: 
Р (Х13У1» х2^у2)^,и. Тогда для любых двух точек х2оу} и х2зу2, внут
ренних относительно, К будет: [> (х^у1։ х2зу2) и.

Теорема 2.13. Пусть кривая К, определенная на аДр, точка 
ХоаУ» и ЕВ-число и^>0 таковы, что расстояние всякой точки, ле
жащей на кривой К, от точки хозуо не превосходит и. Тогда рас
стояние всякой точки, внутренней относительно К, до точки 
хозуо меньше и,

3. Комплексные числа и функции
Комплексным ЕВ-числом (сокращенно КЕВ—числом) называется 

всякое слово, являющееся двумерной точкой или действительным 
ЕВ-числом. Символы г, го, с, будут употребляться в качестве перемен
ных, допустимыми значениями которых являютея КЕВ-числв. Действи
тельная и мнимая компоненты КЕВ-числа, модуль АТ^-числа, ариф
метические действия над КТ/?-числами, равенство КЕВ-чисел опреде
ляются естественным образом; для них вводятся такие же обозна
чения, как в классическом анализе.

Алгорифм Е называется комплексной функцией, если Е перераба
тывает всякое К7*7?-число, к которому он применим, в КЕВ-число, и та
ков, что

(«1=22 &! Е (гх) о! Е (я2) &.Е (гх)= Е (г2)).
Понятие комплексной функции, определенной на конструктивном мно
жестве М, а также комплексной функции, непрерывной, равномерно 
непрерывной, дифференцируемой, равномерно дифференцируемой на 
конструктивном множестве М, вводятся естественным образом по ана
логии с определениями из [1], [3], |5], [6].

Пусть /С—кривая, содержащаяся в области О, определенной по
средством кривой Г, Е—комплексная функция, определенная в 6. По-
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нятие интегрируемости по Риману функции Г вдоль кривой К, а так
же понятие интеграла-Римана функции Р вдоль кривой К определяются 
естественным образом по аналогии с определениями из [8]. Легко уста
навливается, что для всякой спрямляемой кривой К и для всякой 
комплексной функции К, равномерно непрерывной на К, осуществимо 
КРР-число г, являющееся интегралом Римана Р по К. Интеграл Ри
мана будет обозначаться таким же образом, как это делается в клас
сическом анализе. *

4. Интегралы от комплексных функции

Лемма 4.1. Пусть / есть функция, равномерно непрерывная 
в односвязной, замкнутой области (л, определенной посредством 
кривой Г. Пусть спрямляемая несамопересекающаяся замкнутая 
кривая К определена на яАр, удалена от 1 и содержится в I . Тогда 
для любого е и для любого т) осуществима замкнутая ломаная 7 с 
рациональными вершинами такая, что все стороны ее попарно не 
коллинеарны, у строго содержится в Г, всякая точка, лежащая на 
Г, удалена от К меньше, чем на г1։ и имеет место неравенство

| у/ (г) бг — р (г) бг <г. 

к т
Теорема 4.1. (конструктивный вариант теоремы Коши). Пусть 

/—равномерно непрерывная и дифференцируемая функция в односвяз
ной замкнутой области С, определенной посредством кривой Г. Тогда 
для всякой замкнутой несамопересекающейся кривой К, удаленной

от Г и содержащейся в Г, оказывается / (г) бг =0.
к

Теорема 4.2. Пусть С—многосвязная область, определенная 
кривыми Г, ух, у8, • • - ։ уп. Пусть К—континентная замкнутая кри
вая, содержащаяся в С, определенная на аД?, удаленная от кривых

Ти 1г, —, 7л и такая, что всякая точка, лежащая на одной из 
указанных кривых, является внешней 'относительно К. Пусть /— 
дифференцируемая и равномерно непрерывная функция в С. Тогда

/ (г) бг = 0
к

Лемма 4.2. Пусть О—двусвязная замкнутая область, опре
деленная кривыми 1 и 7, где 7 определена на невырожденном 
сегменте, пусть К спрямляемая замкнутая континентная кривая, 
определенная на аД?, содержащаяся в б, удаленная от Г и 7. 
Пусть / функция, дифференцируемая и равномерно непрерывная в 
С. Тогда для любых г, о, у осуществима несамопересекающаяся 
ломаная Ь с рациональными вершинами, определенная на аДр, со
держащаяся в С, удаленная от Г и у, и такая, что стороны £ 
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попарно не коллинеарны, скачки угловых функций кривых К й £ 
относительно любой точки, ^-удаленной от К, совпадают, всякая 
точка, лежащая на ломаной удалена от кривой К меньше, чем 
на г1г и имеет место неравенство

У / (г) бг— | / (я) бг < е.

Л' I

Теорема 4.3. Пусть 6— двусвязная область, определенная 
кривыми > и 7, /—функция, равномерно непрерывная и дифферен
цируемая в С, £ и К—континентные спрямляемые замкнутые кри
вые в области С, удовлетворяющие следующим условиям: 1) £ и К 
удалены друг от друга и от кривых Г и 7; 2) Всякая точка кри
вой у является внутренней относительно К; 3) всякая точка кри
вой К является внутренней относительно Ц 4) скачки угловых 
функций кривых £ и К относительно любых их внутренних точек 
совпадают. Тогда

/ (г) бг — / (г) бг.

Теорема 4.4. Пусть /—функция, равномерно непрерывная и 
дифференцируемая в односвязной замкнутой области С, определен
ной посредством континентной кривой Г. Пусть К—континентная 
спрямляемая кривая, содержащаяся в области С и удаленная от 
Г, и пусть г — внутренняя точка относительно К. Тогда

/Ы = ֊2~1 то —г

Теоремы интуиционистской математики, аналогичные ряду теорем 
настоящей статьи, были получены в работах [10] и [11]; в частности, 
в работе [10] получены интуиционистские теоремы, аналогичные тео
ремам 2.1, 2.2, 2.6, 2.9; в работе [11] получены интуиционистские ва
рианты теоремы Коши и теоремы об интеграле Коши. Однако эти 
теоремы получены в существенно более сильных предположениях по 
сравнению с рассмотрениями настоящей статьи; так, например, в ра
боте [10] исследуются лишь кривые, допускающие обратное равномер
но непрерывное отображение на окружность или отрезок; в [11] иссле
дуются лишь равномерно дифференцируемые кривые и равномерно 
дифференцируемые функции. Рассмотрения работ [10] и [11] существен
но связаны с предпосылками интуиционистской математики и не мо
гут быть непосредственно интерпретированы в рамках конструктивно
го направления. Библиографий 11.
Вычислительный центр АН АрмССР
и Ереванского государственного университета Поступило 20.VI.1968՛

Полный текст статьи депонирован в ВИНИТИ.
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М. Н. ШЕРЕМЕТА

асимптотическое поведение функций типа
МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ

Пусть функция w (z), z = ре'0֊ аналитическая в области {р > а, 
|0| г. — т)} (где 7j^>0—некоторая достаточно малая постоянная), дей
ствительная на вещественной оси, удовлетворяет следующим условиям:

1) w (z) = w (р) + ш։ (р, 9) + ։ш։ (р, 0), где о>։ (р, 9) и о։։ (р, 9) —дей
ствительные величины, которые при |9| и р —► оэ удовлетворяют
следующим соотношениям:

Ш1 (р, 0) = О (—Ц ) и (р, 0)= О —֊-----) ;
\ 1пр 1п։р / \ In р 1п2 р/

2) ՛ ш' (z) = О ( * — 'j при р —» со и |9| < к — -/);
\р In р Шгр/

целью яв-

Е.„{к) =
*-о Г (1+ (1)

где о) (г) удовлетворяет перечисленным выше условиям и для целочи
сленных значений к, 0-С&<[а] +1, «(&)—произвольная последователь-

3) (z) = О \При р->ОО И — 7);
\ Р3 4 In р 1пар /

4) (рХ\*\ОО, \ = const, /ч = const.
Здесь через In* х обозначена к-я итерация логарифма:

Inj х = In х, In*х = In (ln*֊i x), к = 2, 3, 4, • • •.

Примером функции, удовлетворяющей указанным выше условиям, 
может служить функция

°’ (г) = ֊֊ {'J+ >•։ + (>, ֊ Ч) sin (In, г)},

где каждый логарифм понимается в смысле главного значения.
Миттаг-Леффер [1] исследовал асимптотику степенного ряда

“ xk 
У------ - ------Й)Г(1 +Н)

где х = ге'т, а а — постоянная величина, 0 а со, нашей 
.ляется исследование асимптотического поведения ряда
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ность. Здесь [а]—целая часть числа а. Исследование асимптотическо
го поведения ряда (1) мы проводим в основном тем же методом, что 
и Миттаг-Леффлер [1], используя при этом метод перевала (см. [2], 
[3])-

Обобщением функции Миттаг-Леффлера занимались многие авто
ры, обзор см. в [4], §§ 18.1, 18.3. В этом обзоре не указаны работы 
М. М. Джрбашяна, подытоженные в монографии [5], и статьи В. Ж. 
Риекстыни [6], [7]. В отличие от всех этих работ, где рассматрива
лись случаи, когда нижний порядок функции X равен порядку р, мы 
будем рассматривать и тот случай, когда Х^р. Класс функций, рас
сматриваемый нами, содержит все известные нам обобщения функций 
типа Миттаг-Леффлера, которые рассматривались ранее, но асимпто
тика, которую мы находим, менее точна, чем известная в частных 
случаях.

1°. Обозначим через р (г) максимальный член ряда (1), через 
V = > (г)—его центральный индекс. Используя свойства Г-функции ([8], 
стр. 32, 36), а также условия 2), 3), 4), можно показать, что р (г) и 
V (г) при г->со удовлетворяют следующим соотношениям:

1п г = <о (V) 1п (мш (V)) 4- О ^֊г1—’ (2)
\ 1п2 V /

Р (г) = ехр р (“м + 0(т^>
Асимптотика функции (1) находится при помощи функции ш ('*). 

Пусть х = ге1*, г > 0 — достаточно малая постоянная величина, т = О, 
1, 2,•••. Введем следующие обозначения. Скажем, что

х £ О0, если

2ти4-1------ < -(п7)- <2 (т 4-1)----- ->
я 2 к

-2 (т +1) К + -|-8<<р<2 (т+1) ;
2 \ 2 /

. (2т4-1- ±<^±1 <2(т+1)__1, 
я 2 к

гели
гОя-И) —(=!±2+։) <,<=±1+։_аюч

130-5
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если
2 (т-Н)------- < < 2 (m+l)+ 1 - — »

«2 «

-2 (т+1) К + +8<9><2 (т+2) к- 4֊в) •
2 \ 2 /

Кроме того, через Оь обозначим следующее множество: 

л_с?|1±^М<81, 
И 2 I

где через С обозначена плоскость переменного х.
Имеет место следующая
Основная теорема. Для функции Еа։(х), представленной 

рядом (1), где о» (г) — аналитическая в области {|я| > а, |аг$ я|<У—7)}, 
действителная на вещественной оси функция, удовлетворяющая 
условиям 1), 2), 3) и 4), справедливы следующие соотношения:

Еа (х) =

где

ехр ! О ( — V, если x(O0fl Dt,, (3)
I \ ln3 v / J

explof—*-Н+ V ехр (1+о (1)) 4֊
I \ 1па v )} I J

+ о/’Л^\ е„„х? (и й!>'\ П Л, (4)
\ ln2V / V“1 /

О, если хС АП (Dm U D%>),

7 | 1, если х£А П (Z^3) U £>£’).

2°. Пусть функция (р) > 0 при р,> а монотонно стремится к 
нулю, когда р ֊» оо, причем Ит \ (р) 1п4 р = с > 0, а функция \ (р) О

р' —► ОО

при р^>а монотонно стремится к оо, когда р -» со, причем
Пт >-2 (р) (1п4 р) — оо, и пусть функция ш (я) вместо условия 4) удов- Р ֊♦ ОС 
летворяет более слабому условию

5) >1 (р) < о» (р) <• >■։ (р).
Примером такой функции может служить

ш (г) = {(1п4 я) -14՜ 1п4 г + (1п4 я— (1п4 я) -1) з!п (1п, я)},

где каждый логарифм понимается в смысле главного значения.
Основная теорема допускает следующее обобщение:
Теорема 1. Для функции А (х), представленной рядом (1), 

где и (я) удовлетворяет условиям основной теоремы, кроме условия 
4), которое заменено условием 5), справедливы соотношения (5) и 
(4), где в (4) вместо
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exp . exp ։ ul , If
I \ In, V /] 

стоит
f ^,/y (ln4 у)2 \]exp-j О ( —^—2—2— I. ъ
I \ In, v J] - .

В случае, когда /֊, (p) <ли (p) •<>֊,<2, X,= const, основная теорема 
уточняется, а именно, если обозначить через Do множество тех значе
ний х = ге/?, для которых

4- —— С <₽ < 2- - (™ 4- 5 > ,
2 1п4 у V 2 '1п4 у /

V г
через £)^։)— множество тех значений х = ге\ для которых

I
_ - 5 А < ф . 5

\ 2 1п4 у / 2 1псу

а через А— следующее множество

где 3 > 0 — произвольно малое число, то 
Теорема 2. Для функции Еш (х)

имеет место 
справедливы соотношения

Ет (х) =

expf Of—если х£А Л А, 
I X In, у /J

1
(лА1п4у\1 - . ,1X. »(’) , /у (In, y)։\]exp^Ol-—— )H- exp Hl-f-o(l)) x +O(——2—- H ,
I \ In, v /J I \ In, 'i /J

если x£ П Di
при г —» оо.

3°. Из равенства (2), используя условие 2), можно получить, что
ш (?) = ш (г) + о (1),.

а используя условия, наложенные на функции Х± (р) и X, (р), а также 
условия 2) и 5), можно показать, что

1 1
0 /V 1п4 А = 0 /у (1п4у)а\ = о 0 /у (1п, у)А = о / г»(’)\ ֊

\ 1п, у / \ 1п3 у ) \ / ’ \ 1п, у / \ /

Поэтому из основной теоремы и теорем 1 и 2 легко получить, что
1

1п М (г, А) = 1п£м (г) = (1+о (1)) гтМ ,

где М (г, Еш) = тах |&,(х)|. Нетрудно также показать, что характери- 
И-г

стическая функция Неванлинны удовлетворяет следующему соот
ношению:
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Т(г, £„) = (Ц-о(1)) — sin
К

"՛ (՝)
2

при г —* оо. *
4°. Пусть / (ге'т) — целая функция порядка р и нижнего порядка 

Х<р. Класс таких функций обозначим чёрез Л», р. Если/(ге у) £ Л>„ р> 
то (см. [9] и [10]) 

lim 1п+| / (re'?) | 
~~ Г(г, /)

к).
sin к>.

■■ KI.. л

, / 1 л<-2

1'— >
2

(6)

для всех 0<®<2г. Так как Г(г, /) < 1п Л/(г, /), то в случае, 

когда Х = 0, очевидно, что оценка (6) точна. Если —

пример целой функции из класса А)., р, показывающий точность оцен
ки (6), построил В. П. Петренко [11]. Функция Еш(х) указывает на 
точность оценки (6) и в случае, когда без ограничения

1 г .1.1
. Действительно, если положить \ ----

2 р ).

-С со, и выбрать <» (г) так, чтобы Нт «> (^) = ц = Нт ш (у) = =

= — (а это возможно, ввиду (5)), то легко видеть, что порядок 
Р

функции £ш (jrj равен р, а нижний порядок равен При ® = 0 выпол
няется 1п+ ]£■„ (re/<F) | = 1пМ(г, £ш) и

.. 1п7И(г £ю) . я
— ~тг—= —-------------(------ ----------- ----г-“ /(г, £ю) ш(у) sin J min | , — -

1 I 2 <« (у)

0<A< —, 
sin к/ 2
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