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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկաս ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա դրված, երկու օրինակով Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգյերեն) լեզուներով

Օտարերկրյա . հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատաոերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկոլ գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սե 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասումւ

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը ե էշ^ՐԸ» հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

5, Սրբագրության ժամանակ հեղին ա՛լի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է Նշեչ այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

0, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկան
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н АУК АРМЯНСКОЙ ССР
1քւս[)եմա<րիկսյ յ\Հ До 1ք 1969 Математика

Г. Б. МАРАНДЖЯН

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ АСИМПТОТИЧЕСКИ 
ОПТИМАЛЬНЫХ РЕКУРСИВНЫХ ФУНКЦИЙ

В настоящей статье устанавливаются некоторые свойства асимп
тотически оптимальных рекурсивных функций и сложностей натураль
ных чисел относительно них, введенных А. Н. Колмогоровым в рабо
те [1].

Будут рассматриваться некоторые операции над частично-рекур
сивными функциями и будет исследоваться вопрос о том, какие из 
этих операций сохраняют свойство асимптотической оптимальности. 
Так, в теоремах 1, 2, 4 рассматриваются вопросы, связанные с преоб
разованиями асимптотически оптимальных функций при помощи опера
ции суперпозиции. А именно, изучается вопрос о том, для каких функ
ций можно гарантировать асимптотическую оптимальность функций, 
получаемых при подстановке их в асимптотически оптимальные функ
ции и при подстановке асимптотически оптимальных функций в них. В 
связи с этим будут введены понятия подстановочных и надстановоч- 
ных функций и изучены их свойства. Другие типы преобразований 
частично-рекурсивных функций, сохраняющих свойство асимптотиче
ской оптимальности, рассмотрены в теоремах 11 и 12.

Будут рассматриваться также вопросы, связанные с мажорирова
нием и минорированием асимптотически оптимальных функций, а также 
сложностей натуральных чисел относительно них, при помощи вычи
слимых функций тех или иных типов при различных вариантах мажо
рирования и минорирования (теоремы 6—9).

Остальная часть работы посвящена исследованию свойств функ
ций, асимптотически оптимальных для множества одноместных прими
тивно-рекурсивных и множества одноместных обще-рекурсивных функ
ций (теоремы 13—17).

В дальнейшем все термины и утверждения понимаются конструк
тивно [3].

1. Введем некоторые обозначения и определения. Буквами а, с, 
с1, у, I, х, у, г будут обозначаться переменные, принимающие значения 
из натурального ряда чисел 0, 1, 2, 3,•••.

Строчными греческими буквами 8, <р, С, р, « (иногда с индекса
ми) будут обозначаться частично-рекурсивные функции.

Через с, I, х обозначена тройка примитивно-рекурсивных функций 
таких, что
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3 (I (х), X (х)) = х;

1 (3 (х, у)) = х;
(о (х, у)) = У

Через а будет обозначаться примитивно-рекурсивная функция 
такая, что е (х) = х.

Прописными греческими буквами Ф, Ч', д (иногда с индексами) 
будут обозначаться одноместные асимптотически оптимальные функ
ции, или такие функции, для которых в той или иной связи ставит
ся вопрос об их асимптотической оптимальности.

Множество всех одноместных примитивно-рекурсивных функций 
обозначим через П1.

Множество всех одноместных частично-рекурсивных функций обо
значим через Ч1.

Будем использовать обозначения р, *, sg, з#, [ ], тах, ~ в 
том же смысле, в каком они использованы в работе [4], а символы 1 и 

в том смысле, в каком они используются в работе [3].
Если фиф являются одноместными частично-рекурсивными функ

циями, то через фоф будет обозначаться одноместная частично’-рекур- 
сивная функция С, задаваемая посредством следующего условного ра
венства: С (х) о (ф (х)).

Остальные определения и обозначения будут вводиться по мере 
их появления в тексте.

2. В этом пункте мы введем определения длины и сложности на
турального числа, а также асимптотически оптимальной, функции, сле
дуя работе [1], но в иной форме.

Через I будем обозначать примитивно-рекурсивную функцию та
кую, что

/(х)=[1ой(х+1)]; (1)
I (х) называется длиной, натурального числа х.

Введем 3-местный предикат Р следующим образом:
Р (У, ?> х) ((ф (х) = у) & ух (I (г) < I (х) =><Д (ф- (х)-= ф (х))), (2) 

где х, у, х — переменные, допустимыми значениями которых являются 
натуральные числа, а ф — переменная, допустимыми значениями кото
рой являются одноместные частично-рекурсивные функции.

Определение 1. Будем говорить, что натуральное число х 
является минимальным ф—прообразом натурального числа у, если, 
для данных х, у, <р имеет место Р (у, ф, х).

Введем трехместный предикат К следующим образом:

К (У, Ф. х)^Эх(Р(^, Ф, х) &/ (х) = х), (3)՛

где х, у, г переменные, допустимыми значениями которых являются 
натуральные числа, а ® переменная, допустимыми значениями кото
рой являются одноместные частично-рекурсивные функции.
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Определение 2. Будем говорить, что натуральное число х 
есть сложность натурального числа у относительно одноместной 
частично-рекурсивной функции ?, если К (у, ф, х).

Отметим следующую связь принятой здесь символики с символи
кой, введенной в работе [1]. Условие, записываемое в [1] в виде 
К, (у) - х> здесь записывается в виде К (у, ф, х).

Отход от обозначений, введенных в работе [1], связан со спе
цификой принятого в конструктивной математике истолкования выра
жений, имеющих вид (у) (см. [2]. Приложение). Для того чтобы 
сохранить обозначение (у), было бы необходимо показать, что осу
ществим алгорифм, который по функции ф и натуральному числу у строит 
объект К- (у). Однако мы не располагаем алгорифмом, который мог 
бы по каждой одноместной частично-рекурсивной функции ф и нату
ральному числу у строить /Ср (у); более того, можно доказать, что та
кой алгорифм (в смысле имеющихся ныне уточнений этого понятия) 
невозможен.

Отметим, что не существует и алгорифма, который был бы при
меним к тройке объектов х, у, ф тогда и только тогда, когда имеет 
место Р (у, ф х) (или К' (у, ®, х)), но тем не менее использование преди
катов Р и К допустимо, поскольку в рассматриваемом случае Р и К 
можно было бы записать в виде формулы в логико-математическом 
языке (см. [3]) определенного типа.

Можно доказать, что разрешимы двуместные предикаты, которые 
получаются при фиксировании в предикатах Р и К на месте второго 
аргумента одноместных частично-рекурсивных функций, имеющих раз
решимый график. Если функция ф обще-рекурсивна, то можно построить 
одноместную частично-рекурсивную функцию ф, которая по каждому 
натуральному числу х, принадлежащему области значений функции ®, 
дает минимальный ф-прообраз (или сложность относительно ф) числа 
х и функция ф не определена, если х не принадлежит области значе
ний функции ®. Если, кроме того, функция ф принимает все натураль
ные значения, то существует обще-рекурсивная функция ф, которая по 
каждому х вычисляет минимальный ф-прообраз (или сложность относи
тельно ф) числа х.

Для сложностей натуральных чисел относительно функции ф из 
Ч1 имеет место следующее свойство „однозначности“:

Уфхуг((АГ(г, ф, х) & К (г, ф, у)) =։х=у). (4)
Введем в рассмотрение трехместный предикат М

М (ф,ф, с) уху (ф (х) = у Э дг (ф (г) = у&/ (г) < I (х) + с)), (5) 
где ф и ф—переменные, допустимыми значениями которых являются 
одноместные частично-рекурсивные функции, а х, у, г, с—переменные, 
допустимыми значениями которых являются натуральные числа.

Нетрудно проверить, что
УфЛГ(ф, ф, 0); (6)

Уффсг/ (М (ф, ф, с) э М (ф, ф, с +֊ о()); (7)
УффСсс/ (((И(ф, ф, с) &М (ф, С, </)) => М(<р, С, с + </)); (8)
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Уффе (М (р, ф, ’с) зэ \хуг ((К (у, ®, х) & К (у, ф, £)) зэ х < г +с)). (9)
Если области значений функций ? и ф совпадают, то
Ус ((ух։/г ((К (у, ф, х) & К (у, ф, г)) зэ х <> г -Г с)) = М (?, '■>, с)). (10)

Определение 3. (ср. [1]). Одноместная частично рекурсив
ная функция Ф называется асимптотически оптимальной функцией 
(сокращенно а.о.ф.) для некоторого конструктивного множества 
1} одноместных частично-рекурсивных функции, если выполнено 
следующее условие:

УФ (ф££։ зэ ^сМ (Ф, <?, с)). (11)
Множество функций, асимптотически оптимальных для А1 (обозначим 
его через ЛА1), задается следующим образом:

Ф £ ЛА1 х V? (? € Ь1 => "АсМ (Ф, Ф, с)). (12)
В работе [1] доказано, что существует а.о.ф. для множества двумест
ных частично-рекурсивных функций. Аналогичное утверждение можно 
доказать, аналогичным же образом, и для класса Ч1.

Нетрудно доказать, что
уф (Ф £ АЧ1 з> у у тяхА՜ (у, Ф, х)); (13)

уф (Ф £ ЛЧ1 э у^ЛПНхР (у, Ф, г)). (14)
Рассматривая тождественную функцию а, можно показать, что если 

Ф£АЧ\ то
Зсуху (К (у, Ф, х) зз х</ (у) 4֊ с). (15)

В дальнейшем мы будем часто пользоваться этим свойством а.о.ф. 
Легко видеть из (13), что если Ф £ АЧ1, то Ф принимает все нату
ральные значения.

Замечание 1. В дальнейшем мы часто будем использовать 
следующее свойство а.о.ф., обнаруживающееся при совместном рас
смотрении (8) и (12):

уФТс ((Ф е АБ&М (Ф, Ф, с)) => 4' £ ЛА1). (16)
Для функций, принадлежащих АЧ1, кроме того, имеет место сле

дующее свойство „эквивалентности“ (ср. |1], соотношение

|К4,Ш-/Гд։(у|х)|<СЛ1Л։):
уф¥ (((Ф С АЧ1) & (ЧТ £ АЧ1)) => ас (М (Ф, т, с) &.М (4‘, Ф, с))). (17)

3. В этом пункте будут рассмотрены некоторые преобразования 
частично-рекурсивных функций, сохраняющие свойство асимптотической 
оптимальности.

Введем понятия подстановочных и надстановочных функций и 
изучим их свойства.

Определение 4. Будем говорить, что одноместная частич
но-рекурсивная функция <р сильно подстановочна относительно А1, 
если существует константа с такая, что

У ф (-К А1 зэ м (ф окр, ф, с)). (18)
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В тех случаях, когда это не вызывает недоразумений, будем го
ворить, что функция ф „сильно подстановочна“, не указывая относи
тельно какого именно класса функций она является таковой.

При совместном рассмотрении (16) и (18) нетрудно обнаружить, 
что в результате подстановки сильно подстановочной функции в а.о.ф. 
для некоторого класса функций получим функцию, являющуюся а.о.ф. 
для того же класса функций.

Лемма 1. Каковы бы ни были одноместная частично-рекур
сивная функция Ф и натуральное число а, если функция задана 
посредством условного равенства

'?« (х) — Ф (х а), (19)
то имеет место

уаЛГ (%, ?, I (а) +2). (20)

Доказательство. Нетрудно видеть, что имеет место сле
дующее соотношение:

Чху(Цх+у)<1(Х) + 1(у)+2). - (21)
Пусть ф есть одноместная частично-рекурсивная функция, ахи 

у—натуральные числа такие, что у=Ф (х). Тогда для любого нату
рального числа а имеем ф ((х 4՜ а) а) — у, следовательно, если фа и 
Ф связаны соотношением (19), то Уа ('?« (х 4՜ а) = у)> а так как имеет 
место (21), то, следовательно, существует натуральное число х (в ча
стности, можно взять г = х -+- а) такое, что \?а ((% (г) = у&б (г) 
< I (х) +1 (а) 4՜ 2). В силу того, что единственным условием, нало
женным на х и у является условие у = ф (х), получаем

\аху (у ֊ Ф (х) => Эх ((% (г) = у& I (х)< I (х) 4֊ I (а) 4֊ 2)), 
следовательно (см. (5)), имеем

\аМ ('ЬО, ф, I (а) + 2).
Приняв во внимание произвольность выбора функции ф, завершаем до
казательство. Лемма доказана.

Теорема 1. Для того чтобы одноместная частично-рекур
сивная функция Ф была сильно подстановочной, относительно ДЧ? 
необходимо и достаточно, чтобы существовала константа а та
кая, что

УхЗу (Ф (у)=х& I (у) < I (х) 4֊ а). (22)
Доказательство. Докажем сначала достаточность. Пусть 

одноместная частично-рекурсивная функция ф и натуральное число а 
таковы, что имеет место (22). Нужно доказать, что функция ф сильно 
подстановочна, то есть нужно построить константу б такую, что

уф (Ф^ЛЧ1 => М (Фоф, ф, б)).

Сейчас мы убедимся, что можно взять б = а. Зафиксируем а.о.ф. Ф. 
Пусть Ф (х)~у. Поскольку функция ф, согласно предположению, удов
летворяет условию (22), то Эх (ф (х) =х&/ (х) СI (х) 4՜ о.). Следова
тельно
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Ф (х) = у гэ Эд (Ф (ф (г)) — у & I (х) I (х) + а)> 

откуда получаем
Уху(Ф (х) = у Зд (Ф (? (д)) = у & I (^) I (х) + а)» 

значит, Л^(фоф, ф։ а). Поскольку не было сделано никаких предполо
жений относительно функции Ф кроме того, что Ф£ЛЧ, то имеем 

уФ (Ф£ ЛЧ1 зэ М(Ф°Ф, Ф, а)),
то есть имеет место (18) при с = а. Следовательно, функция ф силь
но подстановочна. Достаточность доказана.

Докажем необходимость. Пусть функция <р сильно подстановочна. 
Нам нужно доказать, что в этом случае можно построить константу о 
такую, что будет иметь место (22). По определению сильно подста
новочной функции для функции <р существует константа с такая, что 
имеет место (18). Пусть а.о.ф. Ф такова, что

Ф (1) = 0 &ух (х =/= 1 Т (Ф (х) = 0)). (23)

(Очевидно, что такую а.о.ф. можно построить). Согласно предположе
нию о функции ф имеем Л/(фоф, Ф, с). Пусть 9 есть натуральное чис
ло. Построим частично-рекурсивную функцию 4% следующим образом: 

<Г,(х)«ф(х-?). (24)
По лемме 1 имеем

¥9^ (V,, Ф, I (9) + 2), (25)
откуда, согласно замечанию 1, можно утверждать, что при любом 9 
функция ’Ф ч есть а. о. ф. для Ч։. Следовательно

у<7М(ЧГ,оЬ Ф-,, с), (26)

где с — константа, упомянутая выше и не зависящая от ®'9. Из (25) 
и (26), используя свойство (8), получим

У9Л^(Ф’7оф, Ф, С + I (9) +2), 
или, что то же самое

V (Ф (х) = у гз д д (т, (? (д)) = у & / (д) < / (х) + / (9) + с + 2)).
Поскольку Ф (1) — 0, то

У9Ях(^(?(г))=0&/(д)</(9) + с+3).

Но функция ЧГ, принимает значение 0 только при значении аргумента, 
равном 9 4-1, следовательно

V 9 3 г (<р (д) = 9 4-1 & /(д) < I (9) + с 4-3). (27)
Пусть а. о. ф. Е такова, что

Е(0) =0& у х ((х=/=0) =з а (Е (х) =0)). (28)
Очевидно, что такая а. о. ф. существует. В силу предположения о 
сильной подстановочности функции ф имеем М (Ео ф, Е, с) (фигурирую
щая здесь константа с та же, что и выше), откуда, исходя из того, 
что Е(0)=0, получаем, используя (5)
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Нг(?(г)=0&/(г)<с). (29)
Из (27) и (29), как легко видеть, следует, что

У92г(?(г) = 9&/(г)</(9)Н-с+3). (30)
Выбрав а = с 4-3, получим (22). Теорема доказана.

Из теоремы, в частности, следует, что какова бы ни была функ
ция Ф £ АЧ։, функции

V (х) Ф (х а),

2 (х) Ф И -- ), где а 0, 
\1 а X/

всегда принадлежат множеству АЧ1, в то время как функции

♦1 (х) « Ф (х»),

Ф2(х) ^Ф(хЧ-а), 
ф։(х)-ф(/(х)), 

вообще говоря, могут не входить в АЧ1 (хотя можно подобрать функ
цию Ф £ АЧ1 так, что '|»։ и <|»2 будут входить в АЧ1, что же касается 
функции ф։ то ни при какой Ф функция не будет принадлежать 
множеству АЧ1).

Заметим, что тем же методом, каким доказана теорема, можно 
доказать, что имеет место большее, чем утверждается в теореме, а 
именно, функция ф сильно подстановочна относительно множества Ч1 
(а не только АЧ1) функций тогда и только тогда, когда функция ? 
при некотором а удовлетворяет условию (22). По этой причине есте
ственно говорить о функции, сильно подстановочной относительно 
АЧ1 просто .сильно подстановочная функция“, опуская указание на 
то, относительно какого именно класса функций это справедливо. За
метим лишь, что для некоторых классов функций можно построить 
сильно подстановочные функции, не являющиеся сильно подстановоч
ными, скажем для Ч1. Например, функция ф(х)=2х сильно подстано
вочна для конструктивного множества частично-рекурсивных функций, 
область определения которых состоит лишь из четных чисел, но ф не 
будет сильно подстановочной относительно Ч1.

Следствие 1. Функция Ф сильно подстановочна для кон
структивного множества Ч1 одноместных частично-рекурсивных 
функций, тогда и только тогда, когда

^аМ(ф, е, а). (31)
Доказательство очевидно.

Следствие 2. Если Ф £ АЧ1, то Ф — сильно подстановочная 
функция для любого конструктивного множества Е частично-ре
курсивных функций.

Доказательство. В силу того, что Ф £ АЧ1, имеем

НаЛ/ (Ф, е, а), (32) 
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а затем, использовав следствие 1, завершаем доказательство.
Следствие 3. Если Ф 6 АЧ1 и £ АЧ1, то фоФ’^АЧ1, то. 

есть множество АЧ1 замкнуто относительно операции суперпози
ции функций.

Доказательство. В силу следствия 2 имеем
ЗаЛ7 (Ф= ЧТ, Ф, а),

откуда, используя замечание 1, заключаем, что Фо1Ь' € АЧ1.
Следствие 4. Класс функций, сильно подстановочных для 

АЧ1, замкнут относительно операции суперпозиции-
Доказательство этого утверждения, очевидно, можно провести 

и без использования теоремы 1, на основании только определения 
сильной подстановочности.

Из предыдущих рассмотрений вытекает естественный вопрос о 
характеризации класса функций <р, определенных аналогично сильно 
подстановочным функциям (см. определение 4), но не подставляемым 
в а. о. ф., а „навешиваемым" на а. о. ф., то есть удовлетворяющим 
условию

Яс V Ф (Ф 6 А О ~=> М(<р=Ф, Ф, с)). (33)
Такую функцию ® будем называть сильно надстановочной относитель
но А2,1. Ответ для АЧ1 дается следующей теоремой.

Теорема 2. Для того чтобы одноместная частично-рекурсив
ная функция <р была сильно надстановочной относительно АЧ1, не
обходимо и достаточно, чтобы имело место ср (х) = х.

Доказательство. Достаточность условия ® (х) = х для того, 
чтобы функция ? была сильно надстановочной, очевидна. Докажем не
обходимость. Допустим, что функция ф является сильно надстановоч
ной и константа с такова, что имеет место

V Ф (Ф € АЧ1 М(ф = Ф, Ф, с)).
Выберем а.о.ф. Ф таким образом, чтобы функция Ф не была определе
на при значении аргумента, равном 0. Рассмотрим конструктивную по
следовательность Фо, ,Ф2, Ф։, ■ • • частично-рекурсивных функций, за
даваемых следующим образом:

а при X = а
Ф (х(а + 1) -2Ст1) при х=^=а,

где а принимает натуральные значения 0, 1, 2, 3,•••, а с—константа 
упомянутая в начале доказательства. Нетрудно видеть, что функция 
Фй на отрезке натуральных чисел от 0 до (а4-1)-2с+1 включительно 
не определена для значений аргумента, отличных от а. Согласно лем
ме 1 при любом а функция Фп есть а.о.ф. и, следовательно, в силу 
предположения о том, что ср сильно надстановочна, имеем

уаЛ/ (ф°Фо, Фо, с), (35)
где с—все та же константа.

Ф«(х)
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Обозначим через конструктивное множество, определяемое 
следующим образом:

х£буХ®(х)=у. (36)
Для каждого у множество С« непусто (так как функция ? принимает 
все натуральные значения—в противном случае функция <р = Ф не могла 
бы быть асимптотически оптимальной) и рекурсивно перечислимо.

Рассматривая совместно (35) и (36), получим
\faxy (Фя (х) = у э Зх (Фя (г) £ б, & / (х) < / (х) 4֊ с)). (37)

Положив в (37) у=а, получим
Уах (Фя (х) = а =>3х (Фя (х) £ Си & I (х) < I (х) + с)). (38)

Но по (34) имеем Фя (а) = а, следовательно, из (38), взяв х =а, по
лучаем

уаЗх (Фя (х) £ Са & I (х)< I (а) + с). • (39)
По определению функции Фя> единственным значением аргумента та
ким, что I Фя (х) и /(х)-С/ (а) + с, является значение х = а, причем 
Фо(а) = а. Следовательно

Уа (а £ Со),

откуда, учитывая (36), получаем \а (<р (а) = а). Теорема доказана. Та
ким образом, существует лишь одна, тривиальная, сильно надстано- 
вочная относительно АЧ1 функция.

Рассмотрим теперь еще один класс одноместных частично-рекур
сивных функций таких, что в результате подстановки в функцию из 
этого класса функции из АЧ1, получается функция, принадлежащая 
АЧ1.

Определение 5. Будем говорить, что одноместная частич
но-рекурсивная функция ф слабо надставовочна относительно клас
са Б, если выполнено следующее условие:

=> (40)
Прежде чем доказать основную теорему, относящуюся к слабо 

надстановочным функциям, докажем следующую теорему.
Т еорема 3. Каковы бы ни были функции Ф £ АЧ1 и <р£Чх су

ществует константа с такая, что

Чхуг (!® (у) => ((/С (у, Ф, х) &.К (<р (у), Ф, х)) => х < г + с)). (41)

Отметим, что (41) в терминах работы [1] запишется следующим 
образом:

ЧУ Оф (у) => КФ (<р (у)) < Кф (у) + С). (41')
Доказательство. Пусть Ф^АЧ1 и «р^Ч1. Тогда существует 

константа с такая, что ЛГ(Ф, <р=Ф, с). Следовательно

Уху (!? (у) = (<Р (Ф (х))=<р (^)=эЗ< (Ф (£)=? (у) & I (х)+с))). (42) 

Кроме того, очевидно, что

Уху (1® (у) => (Ф (х) = у =э ф (ф (х)) = ф (у))). (43)
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Из (42) и (43) получаем
Уху (!? (у) =5 (Ф (х) = у =1 3< (Ф (/) = 9 (у) <£/(/)< / (*) + с)))> (^)

а отсюда, как нетрудно видеть, следует, что
Уху г (!? (у) => ((Л (у, Ф, г) & /С(? (у), Ф, х))=> х<г + с)). (45)

Теорема доказана.
Таким образом, никакой алгорифм по числам, имеющим „малую 

сложность, не может строить числа, имеющие существенно большую 
сложность относительно а.о.ф. для Ч։.

Теорема 4. Для того чтобы одноместная частично-рекур
сивная функция ® была слабо подстановочной относительно АЧ1, 
необходимо и достаточно, чтобы 9 принимала все натуральные 
значения.

Доказательство. Необходимость того, чтобы функция 9, 
слабо надстановочная для АЧ1, принимала все натуральные значения, 
очевидна: если функция 9 принимает не все натуральные значения, то 
функция 90ф ни при какой Ф не может оказаться асимптотически оп
тимальной. Докажем достаточность указанного условия. Пусть одно
местная частично-рекурсивная функция 9 принимает все натуральные 
значения. Тогда, коль скоро зафиксирована схема вычисления функции 
9, можно ввести функцию С следующим образом:

С (х) ~ чу (9 (у) = х),
где символ V используется в том же смысле, в каком он введен в ра
боте [4] (теорема XXV).

В силу предположения о том, что функция 9 принимает все на
туральные значения, функция С оказывается общерекурсивной, то есть 
Ух!С(х). Далее, в силу того, что, очевидно, 9 (С (х)) = х, получаем, 
что если для некоторых натуральных хну имеем Ф (х) = ' (у), то 
9 (Ф (х)) = у, следовательно

Уху (Ф (х) = С (у) => зх (9 (Ф (х)) = у& I (х)< I (х))). (46)
Но по предыдущей теореме (см. (46)) имеем при некотором с, завися
щем только от Ф и С

уху (Ф (х) — у г։ зг (ф (г) = С (у) & I (г) < I (х) + с)). (47)
Рассматривая совместно (46) и (47), получаем

Уху (Ф (х) = у о Зг (® (Ф (х)) = у & I (х) < I (х) + с)) 
или, короче, М (9=Ф, Ф, с). Следовательно, функция 9°Ф, при сделан
ных в начале доказательства предположениях, является а.о.ф. для Ч1. 
Теорема доказана.

Теорема 5. Пусть А и В являются конструктивными ре
курсивно изоморфными множествами натуральных чисел и рекур
сивная функция 9 представляет рекурсивный изоморфизм множе
ства А на множество В. Тогда какова бы ни была функция Ф £ АЧ1, 
существует константа с такая, что каковы бы ни были х А и 
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у^.В, соответствующие друг другу в указанном изоморфизме, всег
да имеет место

У^ {(К (х, Ф, х) & К (у, Ф, 0) о |г — <։ < с).
Доказательство вытекает очевидным образом из теоремы 3.
4. Рассмотрим теперь вопросы, связанные с мажорированием и ми- 

норированием а.о.ф., а также сложностей натуральных чисел относи
тельно них при помощи вычислимых функций тех или иных типов при 
различных вариантах мажорирования и минорирования.

Теорема 6. Какова бы ни была функция Ф£ ДЧ1 не суще
ствует одноместной обще-рекурсивной функции ® такой, что

Ух (! Ф (х) => ф (х) < ф (х)). (48)
Доказательство. Доказательство проводим методом приве

дения к нелепости. Допустим, что одноместная обще-рекурсивная 
функция ® и Ф^ДЧ1 таковы, что выполнено условие (48). Построим 
функцию ф следующим образом:

Ф (х) = шах {<р (0), ? (1), ? (2),- • •, <р (2х)} + 1.
Очевидно, что функция ф обще-рекурсивна. Нетрудно видеть, что

У*У (Ф (х) = ф (у) = I (х) > у). (49)

В силу того, что Ф £ ДЧ1, существует константа с такая, что 
М (®» '?» с) или, что то же самое

Уху (Ф (х) = у =» дх (Ф (х) = у & I (х) < / (х) + с)). (50)

Из (49) и (50) получаем

У Ху (Ф (*) = У => 3« (Ф (х) = у & I (х) < I (х) + с& х < I (х))), 
а затем

\ху (Ф (*) =№ 3* (Ф (^) = У&х <1(х) +с)). (51)
Поскольку функция ф обще-рекурсивна, то из (51) получаем

ухэх (Ф (х) = ф (х) & х < I (х) + с), (52)
откуда имеем ух (х < / (х) + с). Полученное противоречие завершает 
доказательство. Теорема доказана.

Следствие 1. Никакая функция, асимптотически оптималь
ная для Ч1, не продолжима до обще-рекурсивной функции.

Следствие 2. Не существует одноместной обще-рекурсив
ной функции, асимптотически оптимальной для Ч1.

Следствие 3. Область определения функции, асимптотиче
ски оптимальной для Ч1, не рекурсивна.

Рассмотрим теперь вопрос о существовании нижних и верхних 
вычислимых оценок для сложностей натуральных чисел относительно 
функций, асимптотически оптимальных для Ч1.

В теореме 7 отрицательно решается вопрос о существовании ре
курсивной нижней оценки для сложностей натуральных чисел относи
тельно функций, асимптотически оптимальных для Ч1.
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Теорема 7. Какова бы ни была функция Ф£АЧ не суще
ствует одноместной обще-рекурсивной функции у, принимающей 
сколь угодно большие значения и такой, что

уху (Л (у, Ф, х) => ? (У) < *)• (53)
Док азательст во. Доказываем методом приведения к неле

пости. Допустим, что одноместная обще-рекурсивная функция э и 
Ф £ АЧ1 таковы, что для них имеет место (53).

Введем функцию ф посредством следующей схемы:
ф (0) = 0^

4(х+1)=’(*(4(х))+1, х('Н*))+1Й ((*(Ф (*)) + !)-'-<?(* 1 1)) + 
+ о (0, /. (ф ((* (ф (х)) +1) -*- ? (х + 1)),

где а, I, х — функции, введенные в начале статьи.
Легко проверить, что ф является обще-рекурсивной функцией.
Введем далее функцию С следующим образом:

Нетрудно показать, что функция ' общерекурсивна, принимает все на
туральные значения, отличные от 0, в точности по одному разу (зна
чение 0 функция С может принимать более чем один раз) и минори- 
рует функцию ®, а следовательно, справедливо следующее:

мху (Ф (х) = у => : (у) < I (х)). (54)
Введем функцию « следующим образом:

« (х) « НГ (С (у) = *)• (55)-
Нетрудно видеть, что функция ш обще-рекурсивна и принимает 

сколь угодно большие значения. Кроме того из (55) следует, что

Уху (ш (х) = у => х = С (у)). (56).
Поскольку Ф £ АЧ1 и и> £ Ч1, то существует константа с такая, 

что
уху (ш (х) = у => ад (Ф (д) = у & I (г) < I (х) + с)). (57)

Рассмотрев совместно (56) и (57), получим
уху (<я (х) = у о яд (Ф (г) = у&/ (д) < I (С (у)) + с)). (58).

Затем из (54) и (58) имеем
Уху (ш (х) = у =» Зг (Ф (г) = у &' (у) < I (С (у)) + с)), 
откуда следует, что

Уху (ш (х) = у => С (у) < I (С (у)) + С).
Но функция и» не ограничена, следовательно, бесконечное число раз 
будет иметь место

и“(х))</(С(ш (х))).
Функция С о ш неповторяющаяся, значит последнее соотношение абсурд
но. Полученное противоречие завершает доказательство. Теорема до
казана.
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Следующая теорема является усилением теоремы 7.
Т(е орема 8. Какова бы ни была функция Ф £ АЧ1 не может 

существовать одноместной частично-рекурсивной функции у, при
нимающей сколь угодно большие значения и такой, что

Ч*у (!ф (у) о (А (у, Ф, ж) => х > ф (у))). (59)
Доказательство. Доказываем методом приведения к проти

воречию. Допустим, что неограниченная одноместная частично-рекур
сивная функция Ф и функция Ф £ АЧ։ таковы, что для них имеет мес
то (59).

Построим функцию р следующим образом: 

р (0)« *у (1ф (у)&. у>0), 
р (х +1) = уу (» (у) > ф (р (х)) & у > ж), 

где символ * понимается в том же смысле, чтр ив [4| (мы полагаем, 
конечно, что уже зафиксирована конкретная схема вычисления функ
ции ф).

Поскольку функция ф неограниченная, то и функция р оказывает
ся неограниченной и обще-рекурсивной. Пусть функция 0 задана по
средством следующей схемы:

0 (х)~ ф(р (*))•
Очевидно, что функция 6 также обще-рекурсивна и неограничена. 

Построим теперь функцию ф посредством следующей схемы:

Ф (0) = 0; ф (х+1)=а (0 (х(ф (х))), 0 (х (ф (х)))).^(|(х+1)-р (х(ф(х)))) + 
+ ’ (0, '■ (ф (х)))-з^ (1(х+1)-р (х (ф (х)))|).

Нетрудно показать, что функция ф при сделанных в начале доказа
тельства предположениях обще-рекурсивна.

Введем, наконец, функцию С следующим образом:
С(х) = 1(ф(х)).

Можно доказать, что функция С обще-рекурсивна, принимает 
сколь угодно большие значения и удовлетворяет условию

УХ (С (х)=£0 => (!ф (х) & ф (х) > С (х))).
Следовательно, имеем

уху (С (х)=£0=> (Ф (у) = ж=> I (у)>С(х))).

Очевидно, что С (х) = 0 э (Ф (у) = ж => I (у)^-С (х)), следовательно

Уху (Ф (у) = х=э I (у) > С (х)).

Таким образом, мы получили, что неограниченная обще-рекурсивная 
функция С оценивает снизу сложность натуральных чисел относитель
но функции, асимптотически оптимальной для Ч1, что невозможно в 
силу теоремы 7. Полученное противоречие завершает доказательство. 
Теорема доказана.
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Итак, для сложностей натуральных чисел относительно функций, 
асимптотически оптимальных для Ч1, не существует нетривиальных 
частично-рекурсивных оценок снизу. Из этого также, в частности, 
можно заключить, что ни для какой функции из АЧ не может суще
ствовать алгорифма для вычисления сложности натуральных чисел от
носительно выбранной функции.

Сейчас мы покажем, что всякую оценку сверху для сложностей 
натуральных чисел относительно функции, асимптотически оптималь
ной для Ч1, можно существенно понизить так, что новая оценка бу
дет лучше старой в бесконечном рекурсивном множестве точек.

Теорема 9. Пусть одноместная частично-рекурсивная функ
ция у и Ф ( АЧ1 таковы, что

\/ху ((I? (х) & К (у, Ф, х)) зэ х® (у)), (60)
и область определения функции о бесконечна. Тогда существует 
одноместная частично-рекурсивная функция 4 с областью опре
деления, совпадающей с областью определения функции ?, та
кая, что

\'ху (С? (у) & К (у, Ф, х)) зз (х -С ‘Ъ (у) & '^(у) 9 (у)))> (61)
причем для бесконечного рекурсивного множества значений аргу
мента у справедливо строгое неравенство: (у) ? (у)-

Доказательство. Пусть одноместная частично-рекурсивная 
функция ? с бесконечной областью определения и функция Ф £ АЧ1 
таковы, что для них имеет место (60). Рассмотрим функцию задан
ную следующим образом:

С(х)==?(х)--1.
Очевидно, что принимает сколь угодно большие значения, следова
тельно, и функция С не является ограниченной. Тогда, в силу теоре
мы 8, для бесконечного числа значений аргумента у нарушается ус
ловие

К(у)&К(у,Ф,х)8гх>'(у), (62)
так как если бы это условие нарушалось лишь конечное число раз, 
то существовала бы неограниченная частично-рекурсивная функция, 
оценивающая сложность натуральных чисел относительно а.о.ф. для 
Ч1, что невозможно.

Построим частично-рекурсивную функцию «» следующим образом:: 
“ М “ (1Ф (у) & ф (у) = х 4! с (х) (у)< г (х)).

Используя утверждение, относящееся к (62), можно показать, что 
функция <о перечисляет без повторений бесконечное рекурсивно-пере
числимое множество, и, кроме того, область определения функции ш 
содержится в области определения функции ». Выделим в области оп
ределения функции <о бесконечное рекурсивное множество и обозначим 
через /. характеристическую функцию последнего. Будем считать, что 
/- принимает значение 0 при значениях аргумента, принадлежащих вы
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деленному рекурсивному множеству. Тогда частично-рекурсивная функ
ция задаваемая посредством схемы

(х) — Ф (х) • /. (х) + : (х) • Sg (/ (х)), 
будет, как нетрудно убедиться, искомой. Теорема доказана.

Следствие 1. Какова бы ни была функция Ф С АЧ1 суще
ствует бесконечная конструктивная последовательность ?0, ф,, 
ф2, ••• одноместных обще-рекурсивных функций таких, что

1) для каждой пары функций , Чц при I =?= у функция с боль
шим индексом минорирует функцию с меньшим индексом, причем 
для бесконечного числа значений аргумента—строго минорирует՛,

2) выполняется условие

У{ху {К(у, ф, х) => х < ®։ (у)). (63)
Доказательство. По данной а.о.ф. Ф можно найти такую 

константу с, что имеет место М (Ф, в, с). Следовательно, можно взять
Фо (х) = I (х) -г с.

Применяя далее теорему 9 к функции ®0, порождаем функцию ®1։ за
тем, применяя теорему 9 к функции ®1։ порождаем функцию за
тем— фз и так далее. Теорема доказана.

Таким образом, из теоремы 9 вытекает, что не существует окон
чательной верхней вычислимой оценки для сложностей натуральных 
чисел относительно функций, асимптотически оптимальных для Ч1.

5. Сложность натурального числа х относительно частично-ре
курсивной функции ф определяется длиной наименьшего значения ар
гумента, при котором функция ф принимает значение х. Таким обра
зом, представляет определенный интерес исследование свойств мно
жества тех значений аргумента, при которых функция ф „впервые“ 
принимает то или иное значение. В теореме 10 выясняется одно из 
таких свойств указанных множеств в случае асимптотически оптималь
ных для Ч1 функций.

Определение 6. Будем говорить, что конструктивное мно
жество 5 натуральных чисел есть стержень функции ф, если

х £ 3 (!ф (х) & У/у (у < х =з Т (ф (у) = ф (х)))).

Теорема 10. Пусть функция ф принадлежит АЧ1. Тогда 
стержень Б функции Ф есть иммунное, но не гипериммунное мно
жество.

Доказатель ство. Иммунность множества 5 вытекает из теоре
мы 8: если бы 5 не было бы иммунным, то оно содержало бы бесконеч
ное рекурсивно-перечислимое множество и можно было бы построить 
неограниченную одноместную частично-рекурсивную функцию, оцени
вающую снизу сложность натуральных чисел относительно функции 
Ф, что невозможно. Докажем, что множество 5 не гипериммунно.

Поскольку Ф^АЧ1, то найдется константа с такая, что

2-59
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УхЗУ (ф (у) = (у) <£1(х) + с)։ <64)

Введем функцию 5 посредством следующей схемы примитивной 
рекурсии:

5(0) =0,
5(х+1) = (о (х)+1)-2‘41, 

где с — константа, фигурирующая в (64).
Рассмотрим конструктивную последовательность Ао, А։, А2, 

множеств натуральных чисел такую, что множество А| (/ = 0,1,2,•• •) 
Содержит все числа х такие, что 5(/)^х“\5(/ +1)- Таким образом, мно
жества^/ и Ад при <=/=7 не пересекаются. Докажем, что каждое из 
этих множеств содержит, по меньшей мере, один элемент из множе
ства 5. Рассмотрим множество Ао. Ясно, что Ао содержит, по меньшей 
мере, то натуральное число, которое является прообразом числа 0 от
носительно функции Ф. Следовательно, множество 5" пересекается с 
множеством Ао. Рассмотрим теперь множество Ац-ь На отрезке 
натуральных чисел от 0 до 5 (* +2) ֊*֊1 функция Ф принимает не 
менее чем 5(/֊|֊1)+1 различных значений, следовательно, на этом 
отрезке натуральных чисел по меньшей мере о(/-|-1)-г1 чисел 
принадлежат множеству 5. Но множества Ао, Ац-'^Ае, вместе взя
тые, покрывают лишь отрезок натуральных чисел от 0 до о (I 4-1) -*-1, 
а вместе с множеством А1+1 содержат не менее чем 5(/-|-1)-|-1 эле
ментов множества 3. Следовательно, множество Ац-1 содержит по 
меньшей мере один элемент из множества 5. Таким образом, множе
ство 5 не гипериммунно. Теорема доказана.

Теорема 11. Какова бы ни была функция Ф^АЧ1 существу
ет. функция Ф £ АЧ1 такая, что функция Ф есть продолжение 
функции Ф, причем разность между областью определения функ
ции Ф и областью определения функции Ф есть бесконечное рекур
сивное множество натуральных чисел и, кроме того, имеет место

М(Ф, Ф, 0) & М(Ф, Ф, 0).
Доказательство. Пусть Ф £ АЧ1. Рассмотрим множество R, 

определяемое следующим образом:
X £ R ±; (!Ф (х) & (у < X & Ф (у) = ф (х))).

Очевидно, что множество R рекурсивно-перечислимо. В силу преды
дущей теоремы оно бесконечно, так как если бы оно было бы конеч
ным, то область определения функции Ф оказалась бы иммунной. Вы
делим в множестве R бесконечное рекурсивное подмножество и обо
значим через №.

Зададим функцию Ф следующим образом:
Ф (х) — / Не опРеДелена1 если х £ 1^;

I Ф (х) — в противном случае.
Нетрудно видеть, что функция Ф и есть искомая.

Теорема 12. Какова бы ни была функция Ф £ АЧ1 суще
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ствуют. функции Ч'^АЧ1 и ф^П1 такие, что Ф является продол
жением функции ЧГ։ имеет место

2И(։Г,Ф,0)&Л/(Ф, Ч'.О)

и функция Ч; принимает каждое значение к не более чем ф (х) раз.
Доказательство. Для Ф£АЧ1 существует константа с та֊ 

кая, что Л/(Ф,б,с), где г — тождественная функция.
Зададим функцию 4' следующим образом:

Чг (х) <=- Ф вСЛИ 'Ф & 1 1 (Ф с
I не определена в противном случае,

а функцию ф выберем следующим образом: ? (х) = 2'4)+<=+>. Нетруд
но видеть, что функции и <р и есть искомые. Теорема доказана.

6. Рассмотрим теперь свойства функций, асимптотически опти
мальных для П1.

Очевидно, что всякая функция, асимптотически оптимальная для 
Ч1, будет а.о.ф. и для П1. Пользуясь методом, примененным в работе 
[1], можно доказать, что существует одноместная обще-рекурсивная 
функция, асимптотически оптимальная для П1.

Теорема 13. Если Ф £ АП1 и Ф—обще-рекурсивная функция, то 
существуют обще-рекурсивные функции ф и б, примитивно-рекур
сивные относительно* Ф такие, что

ух, Р(х, Ф, ф (х)), 
ухК (х, Ф, ф (х)).

Доказательство. Пусть Ф £ АП1 и Ф обще-рекурсивна. Тог
да, как нетрудно показать, существует константа с такая, что 
М (Ф, е, с). Введем функцию ф следующим образом:

? (*) = (х+1)-2е+1 (ф (у)=х).

Нетрудно видеть, что функция ф примитивно-рекурсивна относительно 
функции Ф и удовлетворяет условию ухР (х, Ф, ф (х)). Функцию ф 
введем следующим образом: ф (х) = I (ф (х)). Функция ф примитивно
рекурсивна относительно функции Ф и, как легко убедиться, удовлет
воряет условию

УхК (х, Ф, ф (х)).
Теорема доказана.

Теорема 14. Для того чтобы обще-рекурсивная функция ф 
была сильно подстановочной относительно АП1, необходимо и до
статочно, чтобы существовала константа с такая, что Л/(ф,Е, с).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
Следствие 1. Суперпозиция обще-рекурсивных функций из 

АП1 принадлежит АП1.
Т е орема 15. Если функция ® сильно подстановочна относи

тельно АП1, то <р(х) = х.

Определение относительной примитивной рекурсивности см. в работе [4], §47.
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Доказательство аналогично доказательству теоремы 2 с той 
разницей, что вместо того, чтобы в точке 0 считать функцию неопре
деленной, принимаем Ф (0)—р, где р—некоторое натуральное число, 
остальная перестройка доказательства связана только с указанной 
особенностью и легко может быть проведена.

Теорема 16. Если функция Ф £ АП1, то не существует одно
местной примитивно-рекурсивной функции ф такой, что 

ух (I Ф (х) => Ф (х) < Ф (х)).
Доказательство. См. доказательство теоремы 6.
Следствие 1. Не существует примитивно-рекурсивнои 

функции, асимптотически оптимальной для П1.
Теорема 17. Какова бы ни была одноместная обще-рекур

сивная функция Ф^АП1 существует одноместная неповторяющая- 
ся обще-рекурсивная функция ЧГ(;АП1 такая, что

М(У, Ф, 0).
Доказательство. Пусть Ф является обще-рекурсивной функ

цией такой, что Ф^АП1. Построим функцию Т посредством следую
щей схемы:

Ч- (0) ••= 0; Ч' (х +1) = Ф (|^ (У</ х (Ф (у) + 4՜ (О))).
Нетрудно показать, что функция 4՜ и есть искомая.

Следствие 1. Существует рекурсивная перестановка, асим
птотически оптимальная для П1.

Пользуясь теоремой 17, нетрудно показать, что утверждение 
теоремы 4 перестает быть справедливым, если в формулировке теоре
мы 4 заменить АЧ1 на АП1. Действительно, пусть Ф является непов
торяющейся одноместной обще-рекурсивной функцией, асимптотически 
оптимальной для П1 (такая функция Ф существует в силу теоремы 17). 
Зададим функцию ф посредством следующей схемы:

Ф (х) = РУ (Ф (у) = х).
Очевидно, что функция ф обще-рекурсивна и принимает все натураль- 
ные значения. Но функция о о Ф, как легко видеть, не является асимп - 
тотически оптимальной для П1.

7. Обратимся к свойствам функций, асимптотически оптимальных 
для множества О1 одноместных обще-рекурсивных функций. Поскольку 
методы доказательств остаются в основном теми же, что и выше, то 
приведем лишь краткую сводку результатов, касающихся свойств- 
функций, асимптотически оптимальных для множества О1.

Теоремы 1, 2, 6—12 и все следствия из них остаются справедли
выми при замене в их формулировках всех вхождений АЧ1 на АО1. 
Следствие 1 теоремы 16 остается справедливым при следующей пере
формулировке: не существует обще-рекурсивной функции, асимптоти
чески оптимальной для О1. Очевидно, однако, что существует частич
но-рекурсивная функция, асимптотически оптимальная для О1. Возни
кает следующая проблема: существует ли частично-рекурсивная функ
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ция, асимптотически оптимальная для О1» но не являющаяся асимпто
тически оптимальной для Ч1?

В заключение автор приносит глубокую благодарность И. Д. Зас
лавскому, под руководством которого выполнена настоящая работа. 
Автор глубоко признателен А. Н. Колмогорову и А. А. Маркову за 
ряд ценных замечаний и советов, способствовавших улучшению этой 
работы.
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Լ. Р. ՄԱՌԱՆ# ՅԱՆ. Ասիմպտոտիկաթար օպտիմալ ոեկուրսիվ ֆունկցիաների 
հատկությունների մասին (ամփոփում )

Հողվածում ուսումնասիրվում են Ա. Ն. Կոլմոզորովի ք/յ աշխատության մեջ սահմանված 
ասիմպտոտիկաբար օպտիմալ ոեկուրսիվ ֆունկցիաների (ԱՕՖ) հատկութ յունները։ Մասնավորա
պես ուսումնասիրվում են մասնակի ոեկուրսիվ ֆունկցիաների (ՄՌՖ) որոշ ձևափոխությունները, 
որոնք պահպանում են ԱՕՖ լինելու հատկությունը։ Այդ նպատակով սահմանվում են խիստ տեղա
դրվող և թույլ վերադրվող ֆունկցիաներ և նրանց համար տրվում են հայտանշաններ:

Ապացուցվում են նաև հետևյալ թեորեմները ՄՌՖ-ների (և ընդհանուր ոեկուրսիվ' ՀՌՖ-նև ■ 
րի) համար ԱՕՖ հանդիսացող և վերջիններիս հարաբերականությամբ բնական թվերի բարդու
թյունների վերին և ներքին դնահատականների վերաբերյալ։

1. Եթե Փ-ը հանդիսանում է ԱՕՖ բոլոր միատեղանի ՄՌՖ-ների (կամ 1ՀՌՖ-ների) համար, 
ապա ղոյություն չունի ՀՌՖ, որը վերին գնահատական է հանդիսանում Փ-ի համար։

2. ՄՌՖ-ների (կամ ՀՌՖ-ների ) համար ԱՇՖ հանդիսացող ֆունկցիայի հարաբերականու
թյամբ բնական թվերի բարդությունը չունի անսահմանափակ ներքին մասնակի ոեկուրսիվ գնա
հատական։

3. ՄՌՖ-ների (կամ ՀՌՖ-ների) համար ԱՕՖ հանդիսացող ֆունկցիայի հարաբերականու
թյամբ բնական թվերի բարդության ամեն մի վերին մ ասն ակի ոեկուրսիվ գնահատականը կարելի 
է լավացնել անվերջ ոեկուրսիվ բազմություն կազմող կետերում։

Համանման հաստատումներ ապացուցվում են ԸՌՖ-ների համար, որոնք ԱՕՖ են հանդիսա
նում պրիմիտիվ ոեկուրսիվ ֆունկցիաների համար։

10-րդ թեորեմում ապացուցվում է, որ եթե Փ-ը ԱՕՖ է հանդիսանում միատեղանի 
Մ ՌՖ-ների (կամ ՀՌՖ-ների) համար, ապա այնպիսի П բնական թվերի բազմությունը, որոնք 
բավարարում են հետևյալ պայմանին'

!Փ (ո) &уш (тп <Հ ո=> Л (Փ (т) = Փ (ռ))) 
իմունային է, բայց հիպերիմունային չէ։

H. B. MARANDJIAN. On some properties of asymptotically optimal recursive 
functions (summary)

The paper deals with the properties of asymptotically optimal recursive functions 
(AOF) defined by A. N. Kolmogorov [1]. Particularly, the transformations of partial 
recursive functions (PRF) which preserve the property of asymptotical optimality are 
investigated. To this end the notions of strongly substitutional, strongly and weakly 
superimposed functions are introduced criteria provided. The following theorems are 
proved on the majorization and minorization of AOFs and the complexity of natural 
numbers with respect to them.

1. Jf ® is an AOF for the class of all one-place PRFs (or GRFs), then no ge
neral recursive majorizing <D function exists.
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2. No unlimited PRF exists which could minorize the complexity of natural num
bers with respect to a function which is an AOF for the class of all one-place PRFs 
(or GRFs).

3. Any recursive majorant of the complexity of natural numbers with respect to 
a function which is an AOF for the class of one-place PRFs (or GRFs) can be impro
ved in an infinite recursive set of points.

Similar statements are proved for general recursive functions which are AOFs 
for the class of all one-place primitive recursive functions.

The theorem 10 states that if Ф is an AOF fpr the class of all one-place PRFs 
(or GRFs) then the set of natural numbers n such that

I Ф (n) &ym (m<n О T (Ф (m) = Ф (n))), 
is holds, is immune but not hyperimmune.
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Г. Г. КАЗАРЯН

£/(-ОЦЕНКИ СМЕШАННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕРЕЗ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

1. Пусть функция /(х) =/(хп-• •, хп) определенная в п-мерном 
евклидовом пространстве Еп такова, что для данного набора много
членов Р/(1) (/=!,•••, М)

1<Р< эо, (1)
/-։

г> 1 пгде /Л =--------- . Ставится задача о нахождении множества векторов
1՛ дхк

*=(*!,•••, чп) с неотрицательными целочисленными координатами, для 
которых имеет место оценка

Л'
Ч>Р, (2)

для всех функций / (х) с конечной правой частью и с константой С, 
не зависящей от /(х).

Для однородных многочлейов одного и того же порядка, с до
бавлением еще многочлена Ро (5) = 1, эта задача решена Смитом [1], 
для обобщенно однородных многочленов — О. В. Бесовым [2]. В слу
чае набора одночленов эта задача решена В. П. Ильиным [3]. Ими 
найдены неравенства типа (2) также и для функций / (х), заданных в 
ограниченных областях некоторого класса. Нами здесь получены оцен
ки типа (2) для более широкого класса многочленов Р) (;), 
в случае функций, определенных во всем евклидовом пространстве Еп.

Мы будем в дальнейшем рассматривать бесконечно дифференци
руемые финитные функции / (х) (/ (х) £Со), так что для них условие 
(1) выполняется.

Пусть Р] (;)= 21« набор многочленов с, вообще говоря, комп

лексными коэффициентами. Характеристическим многогранником (х. м.) 
набора Р) (?), у = 1,-• •, Ы назовем минимальный выпуклый многогран
ник ЗХ, содержащий множество показателей {а}, для которых =/= 0, 
У = !,•• ■, № Обозначим вершины этого многогранника через е*, 
к=1,- • •, No, его ^-мерные некоординатные грани—через ЗК* , & = !,••• 

• ■ ■, Мг, 1=0, 1,- ■ •, П-1. Пусть <?'Я? = и 30? Г’,Р" (;) = 2 т', 5е.
*
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Определение 1. Многочлен Р (5) назовем допустимым, если 
существуют константы ^^>0 и *2^>0 такие, что для всех ; < Рп имеет 
место неравенство

(3)
*■=։

Определение 2. Измеримая функция Ф (?) называется муль
типликатором из Ьр в Ьд (Ф£Л^), если преобразование 7ф: -♦ Ьд,
определенное равенством

Т./-—й ( ф (5)7(0 «՛■" Л.

является ограниченным:

Имеет место теорема П. И. Лизоркина [5]. Пусть функция Ф (?) не
прерывна вместе с производной д"Ф/д^ • • • <??я и всеми предшествующи
ми ей производными при |?/|^>0, у — п. Тогда Ф (?) £ если

где ?=------------ > О, к) принимает значение 0 или 1, £ = 2 ^/= О,

Лемр 1. [4]. Если SR—характеристический многогранник для 

многочлена Р (?) = 2 ?*, то какова бы ни была точка °£!ЭД, суще

ствует константа С такая, что неравенство

№ л 
|?3|<С2!?' I 

/=1

справедливо для всех ?£Яя, где ек, к = !,•••, 7У0 — вершины ЭК.
Лемма 2. Пусть набор многочленов Р) (?), у =1,• ■ •, ТУ таков, 

что 1) его х.м. имеет вершины в начале координат и на каждой коор
динатной оси (вне начала координат), 2) многочлены

Р*‘1 (0 = 2 11 ?°, у = 1,• • •» ТУ

ни для какого Л=1,- • •, Л// не имеют общего действительного нуля вне

координатных плоскостей, тогда многочлен (?(?)=2 |Р;(?)|2 является 
/=։

допустимым.
Доказательство следует из того, что многочлен
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0*''(5)= 2 =2 [Р,*-'ФР
>

не может обращаться в нуль вне координатных плоскостей. А для та
ких многочленов, называемых полными, невырожденными, В. П. Ми
хайловым [4] доказано неравенство (3). (Многочлен 6} (;) является еще 
неотрицательным, О (;) > 0).

Теорема А. Пусть задан набор многочленов /=1»’ ՛՛> 
его х.м. 50? удовлетворяет условию 1) леммы 2, тогда:

7) Условие 2) леммы 2 необходимо и достаточно для того, 
чтобы для всех точек V, при V + £ 30? имело место неравенство

(2), где р = (31։- • •, М, ?/“ ֊ ֊ —, 7=1» • * "5
Р Ч _

2) Если для некоторой V, находится вне 50?, то нера
венство (2) не может иметь места.

Наметим доказательство (п. 1). Достаточность. Совершим 
преобразование Фурье функции /(х)^С(Г.

Г[0’/] = 5’Г[Я,
Р[Р/ Р) Л= Р/ (О Р[/1. 7 = 1, • • •, А.

Умножив 7-ое тождество на Р/(Е) и сложив полученные тождества, 
находим ____

р Р’ Л= 2 4^֊ Р™ Р) /]• (4)
т=։21Р/ (<)1г

1ж-я\

Достаточно доказать, что функции

Фт(5) = •Рт ® т =
21Р/ (;),2 (2('}
1—1

являются мультипликаторами из в Согласно теореме о мульти
пликаторах надо показать непрерывность и ограниченность выражений

*.+? Е*я+ед* Фт (?)
1 ’ п <?;?*•• ■д'."пп т = 1,- ■ И, к = 2 к/=0, 1,-.., п.

7=1

Пусть *-|-Р£ ЗК. Согласно лемме 2 (2 ($) — допустимый многочлен. 
Пусть сначала к=0, тогда

1^Фт(;)| = Г+рРт(;)|
(2(;) I

£2 (> + 3)

л-1 л-:
Из леммы 1 следует, что первое слагаемое ограничено. Ограничен
ность второго слагаемого следует из того, что все точки а с 7։=/=0 
в Рт (?) входят в 50? и надо снова применить лемму 1.
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Таким же образом доказывается ограниченность
|;**?£)* Фт (;)] при всех 0<^к^п.

Необходимость. Пусть Р/՞' (5°) =0, у = 1,- • и для не
которой точки * при V-}-? £ Зй^ имеет место неравенство (2). Анало
гично тому, как это делается в [6] и [2], рассмотрим функцию

Л 2 >.’*£* х* 
/>.(*) = ® (*) е*='

где ? (х) £ Со, л>0, я*-, к=1,- • •, п таковы, что X '>*՝*•
(а, а) «• 1

Подставляя />. (х) в неравенство (2) и деля обе части на /, получим, 
что при X—► ос левая часть стремится к постоянной, отличной от ну
ля, в то время как правая—к нулю.

п. 2) Пусть точка у такова, что а = V -}- ? находится вне Зй. До
кажем, что неравенство (2) не имеет места. Достаточно доказать, что 
не существует постоянной такой, что для всех функций / (х) £ Си

я. 
&р. (5)

/-1

Пусть, напротив, (5) выполняется. Так как Зй—выпуклый многогран
ник и а £ Зй, то существует хотя бы одна грань многогранника Зй та՜ 
кая, что Зй и точка а лежат по разные стороны гиперплоскости, про
ходящей через эту грань. Пусть А7!՜!------- |-Дл =1— уравнение этой
гиперплоскости, тогда для всех вершин многогранника Эй

2Ае/ = В7>1, у֊=1,...,^, 
(=1

а для ։
л
2 А]^ = 5<1. 
/-։

Возьмем функцию /։ (х) = /(ел‘х։, • ■ в4՞ х„). По предположению для
нее имеет место (5), т. е.

н
вВ-Р'/(хЖ, <С-2 №‘‘/(«)|4р •

1=1

Поделим обе части неравенства на вв, пусть е —» 0, тогда йравая часть 
стремится к нулю, в то время как левая часть—положительная по
стоянная. Это противоречит оценке (5), теорема доказана.

2. Пусть задан набор многочленов (х, ;), г=1,---, Ы с пере
менными коэффициентами. Ставится задача о нахождении неотрица
тельных целочисленных векторов > = (*!,•••, *п), для которых выпол
няется оценка
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Л'
р- (X, й)^р + СДОд, (6)

/=1

для всех / £ Со . •
Пусть Ж (х) х. м., построенный на многочленах Р/ (х, ;), / ■= 1, - • • 

•••, И, для данной точки х. Мы будем предполагать, что ЯК (х) не за
висит от х и для каждой точки х удовлетворяются ’условия леммы 2. 
Пусть еще для „главных“ коэффициентов 7» (х) многочленов Р/(х,;), 
/ =!»•••, А1 выполняется неравенство

ОI74(х)|-СМ, /՛-!>•••» Al.

(Это условие выполняется, например, когда область изменения х, х£2 
Л’

ограничена). Тогда (см. [4]) многочлен Q (х, ;) =2 |Р; (х, ?)|։ является 
/-։

допустимым с константами Oj >0 и S։ > 0, не зависящими от х, т. е.
Ло A\) .

ч 2 Г l<|Q(x. 01 1^1:
*=1 *=!

Мы будем предполагать в дальнейшем, что многочлены

Ру (х, 0 = 2'Г«(х)^’> / = таковы, что

а) все 7» (х), у = 1,--, А1 определены во всем Еп, измеримы и ог
раничены;

в) для каждого е^>0 существует конечная система открытых 
множеств {£7/։)}/2? (к (а) < оо), покрывающая пространство Еп вместе 
с системой где = {х£ Р (х, Еп\и^У>Ъ};

с) каждая точка х £ Еп покрывается не более чем тй множества
ми где т0 не зависит от е;

<^) |Т»(х') — 7^ (х")|<е, / = 1, АГ для любой пары х', х"££/у։)» 
а£д'ЯХ.

Теорема В. Пусть набор многочленов Р)(х, ;), ] А՝
удовлетворяет условиям леммы 2 для каждого х£Еп и условиям 
а)—В), его х. м. ЯК удовлетворяет условию: все внешние нормали 

имеют неотрицательные координаты. Тогда: 1) неравенство 
(6) имеет место для всех у при ч-|-р£Я1?; 2) ни для одной точ
ки у при V ЯК неравенство (6) «е может иметь места.

Доказательство. 1). Так как для всех точек > при у4֊Р£ЯХ 
согласно теореме А имеет место неравенство 

л;
0О>ДР. (7)

то достаточно доказать оценку
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3 II Dk / с 3 г* (х, D) f\\Lp+ С№Р, <8)
!хв»’ЗК " *”։

откуда и будет следовать (6).
Следуя Гордингу [71, построим разбиение единицы, соответствую* 

* («)
щее покрытию }*J'\ Пусть фу(х)^>0, ф/(х)£ Со (£л), 3 ’'/) (х) = 1, 

*-։
Ф?(х) = 1 при X ££//*«, ф/(х) = О при х<7

Возьмем фиксированную точку х1 С U] \ тогда

|'h(x)f Р*(х, £>)/-£ Р*(*', D) |/р <

<k- S tf(x)-T^xO]Z>/l +С s \\D^fkp.

Il i^'aR ир «етг^'шг

Согласно условию d) (х) — (х') I<s для любой точки хе^'У), а
для точек а £ЗХ/d'SR, имеет место оценка [3]

S PVkp + c(e)H/i|ip, (9)
^a'SR

так что можно записать
kSP*(x,D)/֊3P* (x',Z))(W)| <s- 3 Ь/^/1кр+

II ы *-1 'LP \*д՛ дде

+ С(в)||Др<е. 3 R('h/)b +0(3)1^.
^'3R

Но согласно теореме А для постоянных коэффициентов, если Qfx1 ,;) =
N

= 3 (х> — допустимый многочлен, то
Л=1

3 Р1 3 IIP* (x< D^JJ^ с (S) 1^р, (10)
pea' gg? *-։

так что

3 IP1 ('b < s 11Ъ • л (X, D) f ֊ рк ix>, D) (f -by Жр+
нв>' *-։
N

+ 3 ЬгЛ(х, £)/M-c(s)№p<c-s з +

+ СЗ |'ЬЛ(х, я)др+с(£)||4,р.
А=1

Считая С-а<^1, перенесем слагаемое сев левую сторону, получим
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2 \РЧЪ/ЬР<С- շ И^Л(х,^)Лр+сслр 
էսյՕ’ շյյ *-։

или

У Д, < С2 Ь Բ> (X, Թ) + С№р.
и€»' эд *=։

т„ 
Взяв сумму по /, и утверждая, что 2 '-Հ = 1, получим (8), откуда и 

7-1
следует (6).

п. 2) теоремы доказывается так же, как в теореме А.
3. Пусть рассматриваемые функции / (х) таковы, что они обра

щаются в нуль вне некоторой ограниченной области Ձ. Пусть задан 

набор многочленов Բյ (х, 5)= 2 7а (х) где все Հ, (х) определены 
» __

на 2. Мы будем предполагать, что х. м. ЭК (х) не зависит от х£2 
и удовлетворяются условия леммы 2 для каждой точки х£2.

Теорема С. Пусть набор многочленов Բյ (х,;), / =1,• • •, /V та
ков, что все коэффициенты (х) измеримы и ограничены, а „глав
ные“ коэффициенты непрерывны в тогда неравенство 

у
!Р'Л1.яю<С շ ИЛ (х, £>)ДР(2) 1 СМкрЫ 

/-։
имеет место для всех э при V 4֊ р £ 2К .

Доказательство проводится по той же схеме, что и в теореме В.
Математический институт

им. В. А. Стеклова АН СССР Поступило 18.ХП.1967

Լ. Գ. 'ԼԱԱԱՐՅԱՆ. Խաոբ ածանցյալների ցնահաաականներբ տված դիֆերենցիայ 
բազմանդամների միջոցով (ամփոփում)

Դիցուկ -ով նշանակված է ամենափոքր ուռուցիկ բազմանիստը, որը պարունակում է 

վտծ թյ ^*Օ) = (*) (յ = /,•••, №) դիֆերենցիալ բազմանդամների բոլոր «

մոլլտէինղեքսնեքը, որոնք, համար քԼփ, 0. (ակ 5^ * (1 — 1,. •, М\, 4=0,---- » Ո —1)

•ոյդ բազմանիստի ^-չափանի նիստերն են, որոնք գտնվում են կոորդինատական հարթու
թյուններից դուրս»

Ապացուցվում է, որ

2 Р’ /11Դ < С2(X, Շ) ք ՀԼյ> (ք С Со» )
Н-ЗК յ-1

գնահատականի համար անհրաժեչտ է և բավարար, որ Р յ' 

•••» բազմանիստները ոչ մի (է, հ) զույգի դեպքում ամեն մի ւ֊ի համար չունենան 
իրական ընդհանուր արմատներ կոորդինատական հարթություններից դուրս*

Ապացույցը հիմնականում տարվում է (Լը* Լ հ) մուլտիիպլիկատորների մասին թեորեմայի 
հիման վրա է
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Н. G. KAZARIAN. Lp—estimate* of mixed derivative* with given 
differential polgnoms (summary)

Let be the smallest convex polyhedron containing all the multiindexes of gi

ven differential polynoms Pj (x, D) — (x) Z)’ (j !,•••, AT), for which 7 0 and

(<—I,՛--, Mk, k = 0, —, n—1) be those К—dimensional edges of this polyhedron 
which do not lie on coordinate planes. It is proved that the necessary and sufficient 
condition for the validity of

Л'
2 < C2 Л (x, (/ c- CJ)

»=a y—1

is that the polynoms P'j k (x, ;) = У՝ 7Z (x) «’ have no common real zeros out-

<'50??
side coordinate planes for any pair (I, k) and for each x.
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И. А. ФЕДОТОВ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
В /?", ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРОВ, ИМЕЮЩИЕ 

РАЗРЫВНЫЕ НА ГИПЕРПЛОСКОСТИ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Введение

В данной статье рассматриваются эллиптические дифференциаль
ные уравнения в R'', зависящие от двух больших вещественных пара
метров <?, р(д<^р), которые распадаются на два уравнения в полу
пространствах R" .= R1' {х = (х1։ • • •, хл):хя^>0}и Я1=/?л[х : хл <0}. В 

/?+ уравнение зависит только от параметра <7, а в R֊ — от 9 и от р. 
Для такой задачи изучается вопрос о гладком сопряжении решений 
указанных уравнений на гиперплоскости хЛ = 0, а также доказывается 
теорема единственности гладкого решения и априорная оценка.

Примером подобных задач являются некоторые задачи диффрак- 
ции, изученные в работе [1] для уравнений второго порядка. В этой 
работе рассматривалась, в частности, следующая задача:

Аи = У —֊ (сцк (х) —)= /+ (х) в С,
Гл-^х/ \ дхк/

Ви^У. -^֊(Ь1к(х, =0 в RՈ\G,
^мОх1\ \ е / ох*/

и(х)сн2(/гл).

Настоящая статья представляет собой первый шаг к обобщению 
таких задач на случай общих эллиптических дифференциальных урав
нений, когда уравнения задаются в полупространствах.

При решении указанной задачи мы используем получившую в по
следние годы широкое развитие теорию псевдодифференциальных опе
раторов [2] или, как их иначе называют [3] уравнений в свертках.

Вообще говоря, вместо дифференциальных операторов мы могли 
бы рассматривать псевдодифференциальные операторы, но это повлек
ло бы за собой большое количество различных предположений, свя
занных с поведением факторизации символов. Ограничимся поэтому 
изучением только дифференциальных уравнений, используя факториза
цию полиномов, рассматриваемую в [4] (гл. 4).

При доказательстве теорем существования и единственности ис
пользуется метод работы [5], в которой наличие параметра позволяет 
обратить исходный оператор. Мы решаем задачу в пространствах, в 
которых нормы естественно связаны с параметрами, что оказывается- 
существенным для данной задачи.
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Для доказательства теоремы существования и априорной оценки 
строятся правый и левый регуляризаторы, причем при р -» ос они 
превращаются в регуляризаторы первой краевой задачи для уравне
ния в с нулевыми граничными условиями, следовательно, изучае
мая нами задача в некотором смысле моделирует первую краевую за
дачу для эллиптического уравнения в Л".

Мы будем использовать ряд обозначений работы [3].

§ 1. Постановка задачи

Пусть а (х, д) = а,з (х) д3 — однородный порядка 2т эл-
|я| + £ *=т  2т 

липтический полином

• (х. Ч, р) = 2 6азт (х) д3рТ(5.1)
1’1+34 7 -2т

также допускающий представление вида (2.1) и эллиптический по Ч, 
Р> т. е. Ь (х, д, р)=£0 при |с| 4- д + р=/= 0, д и р > 0.

Соответствующий Ь (х,д, р) оператор имеет вид

Ви = В (со) и +В'и= 2 6,.֊,т (х) д3 рт £)’ц (х). (6.1)
1’1+3+7=2™

Будем решать в Вп следующую задачу:

б 'Ли+(х)=б+ 2 а,з (х) д'1 £>’ц+(х) =/+(х)
|в|+₽՜2՞ , (7.1)

е Бн_(х) = е- 2 6аЗт(х)д'3рт£)’и_(х) = /_(х)
՝ |’1+3+7-2т

а(х, 5, д)=^=0 при |$| 4-д=У=О, х= (х1։-• хл-1, хя) ^ (*',  хя), ։= (=', ;я). (1-1)

Предположим, что коэффициенты (х) удовлетворяют условию

а,з (х) = а,з (от) 4- а,? (х), (2.1)
где а«з (х) £ В*.

По функции а (х, £, д) построим дифференциальный оператор 

Ди(х) = сиз (х) д3и (х) (£>’ = £>?• •■£>„’'>, £>*=֊։  Д).(3.1) 

|«| + 3-2т

который в соответствии с (2.1) может быть представлен в виде

Аи ֊ А (ос) и А'и = 2 (<») д՛3 £>’ м (х) -|-
|а\ 4- 3 —2* ”

+ 2 а^(х)9₽2)’й՝(х). (4.1)
|։| + 3 —2т

Функцию а (х, д) будем называть символом оператора А.
Наряду с а (х, ?, д) рассмотрим символ Ь (х,д, р)
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где /+ (х) определена при хп >0, /_ (х) — при хя <Г0, б+ (х) — функция 
Хевисайда, а 0՜ (х) =1—6+ (х). Функция /(х) =/++/_ определена в 
R" и принадлежит Ь2(КП). Задачу (7.1) будем решать при условии: 
и - и_ £ Н?»» (R'1) при фиксированных 9 и р.

Определим оператор А по формуле А и = 6՜ Аи 4- б- Ви.
Тогда задача (7.1) примет вид:

Аи=/, « £ Н2т (/?Л). (8.1)

§ 2. Некоторые нормировки в пространствах Н

1. Пространство Нт, т состоит из функций, заданных на R". Нор
му в Нт. т введем по формуле

Мт,, т, - 1(9 + 7>+|?|)'П։ (9 +֊ 1«1)т։ * (ЭД. (1.2)

Здесь V (;) есть преобразование Фурье функции V (х), определяе
мое формулой

V (?) = (2к) ' « (х)</х=Г[« (х)], (х, ;)=х$=х1?1Н-------- Нхп?Л.

Очевидно, что при фиксированных 9 и р это пространство 
совпадает с Нт,+ т,. В частности, при т1 = т2 = т мы получаем про
странство Нзт, а при т1 = т, т2 =— т — пространство Но.

2. Пространство Н՛1. Введем в рассмотрение следующие функции:

р_ (?) . (?, 9, р) = 1֊֊֊^֊֊^- ։ (2.2)
[«Л-։(9 + И)]'п

И+(?)= |Ч (?, 9, р) = + . (3.2)
[?„ + г (9 4- р 4֊ |; |)]т

Пространство Н состоит из функций 8 ~ 8+ + 8- = ®+8 4՜ 

определенных на прямой сумме Но + Но՜, для которых норма вводит
ся по формуле
№111 = |П+ р- ($, 9,;>)/+(ЭД-НП֊ Р+ (;, 9, А’)?-(ЭД(П±=/'[0±](см. [3])). (4.2) 

Отметим, что при фиксированных значениях параметров 9 и р, следу
ющие нормы являются эквивалентными:

Н~»-к-т~Н-

Теорема1.2. Оператор А ограничен из пространства Нт,т 
з Нл, т. е.

|||Аи|||-<с||и||т, т. (5.2)
Доказательство.

1:1 Аи||| = ЦП^р-„Ам|]о + 1П-Н+А4> = ЦП*֊  р- (П+Дп + П֊ Ви՝^ + 

+||П+}1-(П+Ди-ЬП-Ви)110=||П+н-Д«|]0-Н|П-н+Ви1|0<С(|]|1_Ди Со 4-|| ММ|!о- 

(6.2)
3-59
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В последнем неравенстве мы использовали тот факт, что операторы 
П± ограничены в Н0(см. [3]), (П £г = 0)-

Запишем формулы для Аи, Ви 
п _

Аи (5) = а (оо, В, q) (?) + (2z)՜՜ j a'(i - V, V, q)" (Ъ> d г1г (7.2)-

Л _

Ви (?) = Ь (оо, ?, 9, р)и (?) + (2z)՜2 J 6' (i-ъ, -п, ч, р)*  С'<) dъ, (8.2> 

что следует из (4.1) и (6.1), если в этих формулах перейти к преоб
разованию Фурье от х к ?. Легко проверяются следующие оценки:

1а (», 5, <?)| < С (<? + |?|)2m, |а' (;-т6 ?), g)! ’ (9-2)'

՝■**  (а -4—р-|—
|6 («, ?, q, р)\<С (q + p + 1ф2т, \b' V), q, р)| Д •

(10.2)- 
Константа Cr зависит от г, где г может быть сколь угодно большим..

В силу этих неравенств имеем

Воспользуемся элементарными неравенствами

(ч + р + |?f)« < с (<7 + р + HI)*  (1 +1? - (12.2)՛

(<7 +1ф-т < с (<7 + hl)֊« (1+IS - 7(1)«, (13.2).

тогда (11.2) примет вид

|н-Л4,<С(|4и.я։+ I [ (<7 + р + НВ” (y+b/ir (/\+||\~7,|)'՞'֊ dv V 

UJ (1 + 1«—’jIK о/

< с flluk „+1 [(q+p+|rj)« (q+hl)« — - drj • (14.2)

\ IJ (1 +15 — 7(|)'< ||o/
Воспользуемся теперь известным неравенством 

|f^(’։)?G-’i)rfJ<JbG)|<Ä.W0. (15.2).

Тогда, взяв в (9.2) г достаточно большим, из (14.2) получим

Ин- Лн^СПикт. (16.2)-

Аналогично доказывается неравенство

ÜH+ В U (5)||о<СЦ«к т (17.2)
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Подставляя (16.2) и (17.2) в (6.2), получаем (5.2). Теорема до
казана.

§ 3. Факторизация символов а и Ь

Известно, что полиномы а (х, ;, 9) и'6 (х, ;, 9, р) могут быть про- 
факторизованы по ;Л

а (х, ;, q) = а+ (х, ;л, q) а- (х, V, q), (1.3)

b (х, q, р) = Ь+ (х, ;л, q, р) Ь- (х, ;л, q, р), (2.3)

где а+, Ь+ (а֊, Ь֊) — аналитически продолжимы в полуплоскость 
Im ;Л >0 (Im ;Л<^0) и однородны порядка т по ։, 9, р. Следуя рабо
те [4], запишем а+ в виде

т
а г (х, q) = а'т-х (х, q) ;л, а£ =1. (3.3)

*=о

Коэффициенты а,п-ц могут быть определены из системы

V (Ф -/>֊) oi- .(X, Г. ,) = - ф , (4.3)

\ г+ а (х> ։ > ч)/ “ + а (х, с', 4Л, q)

(j = 0, !,•••, т —1),

где Г+ — контур, охватывающий все корни полинома а (х, 5', $л։ 9)> 
лежащие в полуплоскости Im ;Л>0, а из условия эллиптичности сле
дует, что

A=detK_JUo.
Ilf+a(x, q) II

Отметим следующие важные свойства функции а + (х, ;, 9):
1) а+ (х, ?, q) —однородная степени т функция, удовлетворяющая 

условию эллиптичности

а+ (х, «, q) =У= 0 при |;| + q =/= 0;

2) а । (х, q) представима в виде

а+ (х, S, 9) = а+ (со, E, q) + а'+ (х, ?, q),

где а+ (х, 5, q) £ 5Х (а+ (со, 9) =£0);
3) Дифференцирование по х не изменяет порядка однородности 

символа а+ (х, ?, 9), т. е. для любого мультииндекса а

ord (Z)1 а+ (х, 6, 9)] = т;

4) Однократное дифференцирование по ; снижает порядок одно- 
, . . д

родности а+ (х,;, 9) на единицу, причем-----  а+ ограничена на единич-

шой сфере |;| + 9 = 1

ord а+ (х, «, 9)] = т — 1 ( •
\ <75/ /
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Для доказательства свойств 1)—4) достаточно разрешить систе
му (4.3) для какого-либо ай֊*  и затем проверить указанные свойства 
для одного из слагаемых суммы (3.3).

В дальнейшем нам понадобится рассмотрение символов вида 
*-а+(х> ;» 9)]՜1՛ Ясно, что такой символ может быть представлен в виде 

------֊ = _____ 1 _|_ а+ (°°, В, 9) - п+ (х. Е, 9) _ 1 ։ 
а+(х»5.9)------ а+(оо,;։9) а+(оо, Е, 9) а+(х, Е, д) а г(оо)

где к+ £ З’.г и также является „плюсовой“ в том смысле, что ее мож
но аналитически продолжить в полуплоскость 1т Ел 2> 0.

Все сказанное можно с небольшими видоизменениями отнести и 
к символам а (х, Е, д), 6+ (х, Е, д, р).

§ 4. Представление решения задачи (7.1) в случае 
постоянного символа

Пусть символы а и Ь не зависят от х. Рассмотрим задачу

0+ А (О, д) и (х) + 0֊ В (О, Ч, Р) и{х)=/ (х). (1.4)
Сделаем в (1.4) преобразование Фурье. Тогда получим

П+ А$, д) и (Е) + П֊ В ($, д, р) и (Е)=/(Е). (2.4)
Решением задачи (2.4), принадлежащим Ьгт при фиксированных 

значениях д и р, является функция

«(0 = т—Ч------------ п+ ч՝ р)7ш+ п- ,^՛70)

Д+(Е, д) В- (Е, д, р) А- (Е, д) В(Е, д, р)
•(3.4)

Действительно

Аи (Е)= [П+А (Е, д)+ ГГ.В (Е, д, р)] 1

А+В-

=п+ ^п+ ^7+п+^ п-^ЧЧ-п-^- п — 7+ 

В- А- В^ в+ А^ А-

+п-^-п-^-7-

А+ 5+
Учитывая, что „минусовые“ и „плюсовые“ функции образуют алгебру 
по умножению и что П*  <р - = 0, а также, что П;г.П 7=П полу
чаем

Аи(Е) = П*֊^^=֊7+П-^^7=П+7+П-/  = Л

В- А- А+ В+
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т. е. (3.4) есть решение задачи (1.4), причем это решение принадле
жит пространству Н^т (R11).

§ 5. Определение псевдодифференцнального оператора

В теории псевдодифференциальных операторов [2] оператор, по
строенный по символу а (х, В), задается следующей формулой:

п
Аи (х) = /УЛ а (х, В) и (В) = (2՜) ’ | е~'Л а (х,В) и (В) (1.5)

Если символ а (х,В) допускает представление

а (х, В) ֊ а (со, В) а' (х, В), а (х, В) £ 5.г, (2.5)

то вместо (1.5) пользуются также формулой
п.

~ ~ 2 р«— ч~
Аи = Аи = а (ос, -,)и (?) 4- (2к) 1 а' (В — у, т()и (г,) дт), (3.5)

где а'(։ — Ъ, Ч) = - (■- а' (х, т}).
При построении доказательства разрешимости задачи (7.1) нам 

придется рассматривать операторы, построенные по символам вида

1, 6- (х, В, д, р) а , (х, В, у) и т д
а (х, В, д) Ь֊(х, В, д, р) а- (х, В, д) Ь+ (х, В, д, р)

Соответствующие этим символам операторы будем обозначать боль
шими буквами, например,

А \ 8 (х) = Ор ֊֊ я (х)
А+В- а+Ь-

обозначает оператор, построенный по символу ---------------- -------------------- -
а+ (х,;, д) Ь_ (х, В, д, р) 

Для композиции двух псевдодифференциальных операторов примем 
обозначение А °В.

Формулой композиции двух псевдодифференциальных операторов, 
как обычно, будем называть такую формулу:

До В = АВ + Т, (4.5)

где оператор Т имеет следующий вид: 
/1

7#(х) =7^(В)=(2՜) 2 | а (со, В)- а (со, т)(В — т, ?(с)

а' (В—т/։ т,)—а! (В— тд, т) -) 8 (5.5)

В нашем случае, когда все символы зависят от параметра, формула 
композиции принципиально ничем -не отличается от (4.5).

Вывод формулы (4.5) приведен, например, в работах [2], [3].
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§ 6. Формула правого регуляризатора задачи (7.1).

По аналогии с решением (3.4) задачи (1.4) запишем формулу пра
вого регуляризатора задачи (7.1) в виде (см., например, [6])

(1.6)7 А+В_ А-1 А+ В- В..

Формулы композиции, в соответствии с (4.5), имеют вид

= (2'6>

Во----- - ----- = — + Та, (3.6)
А^В- А„

И֊о (4.6)
В- А-

= (5.6)
А+ В.\.

Е— единичный оператор.
Найдем выражение АЛ/, где А обозначает оператор 9+Д + & В. 

Учитывая (2.6)—(5.6), получим

АН/= /+7/, (6.6)
где 7=Т1+Г2+7’։, 

7’1/ = 0+ 7Ч1’/+0՜ 7+4/, (7-б)
О

Т3/= 9+ Та8+ + 9֊ Тв8+, 8. (х)= 9+ У(х), (8.6)

тз/=6<- ТА8- + е-Тв8-, 8-(х) = 6֊^/(х). (9.6)

Лемма 1.6. Для оператора Т, действующего в пространстве 
Н։\ при условии 0 д р справедлива оценка

II7711 (10.6)
9 

где константа С не зависит от /, д и />. 
Доказательство леммы 1.6 мы приведем в § 8.
Следствие 1.6. Оператор Т при достаточно больших д имеет 

малую норму.
Следствие 2.6. Оператор Е-\- Т обратим в Н՛1, а обратный к 

нему оператор ограничен.
Из следствия 2.6 вытекает следующая
Теорема 1.6. Для любой функции Н!К при достаточно 

большом Р>ч) существует решение задачи (7.1), имею
щее вид

И (х) = R (£4- Г)-։/€Нт. т
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В самом деле

А« = АИ (£4- Г)֊’/=(£-ь ?)(£+ Т)֊1 / = /.
Принадлежность функции / пространству Нт, т следует из лем

мы 2.9, доказанной ниже.

§ 7. Оценки символов

В этом параграфе мы приведем некоторые оценки символов, не
обходимые для доказательства леммы 1.6 и теоремы единственности.

Введем ряд обозначений. Во-первых, как и раньше, будем писать

а (х, Е, 9) = а± (со, Е, 9) 4-(х, Е, 9), (1.7)

6 (х, Е, 9, р) = Ь± (со, Е, 9, р)4- 6± (х, Е, 9, р). (2.7)

Далее обозначим

——ГТ"—7------- г = к (°°> ’> Ч, />)+ к' (х, 9> р), (3.7)
“+ (х, «, 9) о- (*,  -,Ч,Р)

Ч\ = к- (°°> Ч> Р)+ к- (х> Е, 9, р), (4.7)
о- (х, с, 9. Р)

= к+(ос, Е, 9, р)+к+ (х, 5, 9, р), (5.7)
а+ (х, ;, 9)

—(со, Е, 9, р) + 1'_ (х, Е, 9, р), (6.7)
а- (х, Е, 9)

,֊֊֊֊ = 1+ («>, Ч> Р) + 4 (*, В, 9, р), (7.7)
0+ (х, «, Ч> р)

а+ (х, Е, 9) Ь- {х, Е, 9, р)^Ъ- (х, Е, 9, р) а+ (х, Е, 9) =

— Л (со, Е, 9, р)+Л' (х, Е, 9, р). (8.7)

В силу свойства 2) (§ 5) и аналогичных свойств символов 
а֊ (х, Ч, 9), Ь± (х, Е, 9, р) мы можем утверждать, что все штрихован
ные символы формул (1.7)—(8.7) принадлежат классу равномерно 
относительно Е, 9 4֊ р 4՜ |Е| = 1. Отметим сначала следующие очевидные 
неравенства:

С (9+ ։?|)т< |(1+|х|)‘ а± (х, Е, 9)[ < С։ (9 4-|Е!)”, (9.7)

С (9 + Р + |Фт< 1(144х|У 6± (х, Е, 9, р)|< С5 (94-р4-|М)т- (Ю.7)

Далее справедливы следующие оценки:

Ч,Р)\<СГ ----------------------------—------------------------- ,
(94֊ л|)т (9+Р + 1(х!)т (14- т1)г

й֊(^֊ Ч, Р)\<Сг (?4-р4-М)т ։
(9+М)т (1+Н — ’I)'

Ч,Р)\<Сг------------ ----------------------------
(д+р 4-Н)т(1 4-1^ —

(П.7)

(12.7)

(13.7)



40 И. А. Федотов

.7,, - - О „II < С (£±^+Ж՞'- . (16.7)
14 (4֊ ., -, ?, Р)1 < С, (1 +

Отметим еще такие оценки
|а (со, 5, 9) ֊ а (оо, т, 9)| < С 1(9+ |В|)2'"-1 + (9 +Н)2'՞՜1 11’՜՜!» (17>7) 

~ ՝т.1)2'՞-1 + (9 + Н)2՞1՜1] |у<~~1
|а' (£—*1,  Ч, Я)-а' (В— Ч, Ь 9)К С,------------------ (1 .

(18.7)
|6 (оо,5, Я, р)-Ь (оо,т, 9, р)кс[(94-^1-1^)։я,'1 + ^+р+Н)։т՜1^ -;1^

16' (В—У), Ч, Я, рУ—Ь'^—ъ, я, р)К

^(9 + Р + М)2т-1 + (9 + р 4- Н)2т՜՛] Н ֊ 'I . (20 7)

(1+|В֊ч|Г

|Л-(В—ч, ■>), Я, р)-£-(В —ч, 9. р)'։<

<с, А+Н)”֊1 (1+1—1)^ |У1 _ (21.7)
(9 + р + Н)т (1 +|В — ч1)г

I*-  (°°, е, я, р) - к- («>, х, я, р)|<с (9^1уд~ЧН-1^->|)^2(22 7) 
(я+р + М)т

•*+  («-Ч, ’»,9.Р)-^+ (е—V’. Я, р)\<Сг{Ч~'՜^*՜ ' нТм ~ "пГ 1 !т,~՜1,
(9+1'1) ։(14-\։—т|1)

(23.7)

(~, В, Я, Р)~ к+ (оо, т, 9, Р)| < С (Ч +Р+Н)т(1+1;~^т11,5_ Х|։ 
(9+Н)я։'"1

(24-7)

Н- (։—Ъ, ■'!, Я,р)—1-^—^ Я, р)1 <

<с, " + №-» + 1-.֊^-' (257)

|(- (°°,«. 9. р)֊I- (°°, X, 9. р)1 <

< с (9+р.+ М)'п(1+|х-Е|)2'՞-1 . _ ։, 
1(9+М)т+1

I (+ (В—71, У], 9. р)— 4 (։ — гь х, 9. р)| <

< с (9+Н)1”^ (1+Ь-М)аж~1 , .
' (9+р+М).^(1+1В-4)г ' ■’

(26.7)

(27.7)
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И+ (*>,  ?, я, я, р)\<֊с ^1)д'1(1+^ -1)222(28 7) 
(9+р+Н)'՞ . .

Л' (?֊Ч, Ъ, Я, р) — к' (?—т1, X, д, р)| <

<Сг----------------О-и — "1)2я*---------------------I (29։7)
(9+р4-|-|)<в(9 + М)"’+։(И-|Е֊’<|)г

\к ?, Я, р) ֊к ( Я, />)1 < С-------- + |£ ~ т|)2”-------------- |Е - т|.
’ Р (9+р + НГ(9-г-Н)-՞^ ՛ 1

(30.7)
Некоторые из этих оценок мы докажем в дополнении, а осталь

ные будут иметь аналогичные доказательства, либо вообще тривиальны.
Замечание. При доказательстве оценок (11.7) — (30.7) мы ис

пользовали полиномиальную специфику рассматриваемой задачи. Если 
же потребовать выполнение указанных оценок, то можно считать опе
раторы А и В псевдодифференциальными, записав задачу в виде

е+ Аи + 9՜ Ви = / (х).• »

§ 8. Доказательство деммы 1.6

Лемма 1.8. Пусть 71!’ и 71° — операторы, определенные в
(4.6) и (5.6). Тогда для любого /£№ выполнимы следующие оценки՛.

||П±։хт 7$’д<£ц< 
Я

Доказательство. Пусть в (4.5) А — ——
В—

в силу (5.5) оператор 719 имеет вид

(1.8)

В = -у—. Тогда 
А..

ъ Я> р) — к- (о°, т, <?, р) /1 (? — х, х, Я, р) / (֊с) 4 * +

- Т>, Ъ Я, р) ֊к'֊(Ь — -г], т, ?, р) X

X — Т.Т, <?,р) / (г) (17)11֊. (2.8)

Рассмотрим выражение

П+ н- / = П+ р_ ?֊”— ■>_/. (3.8)
Р-

Используя разложение / = П+ Р-/+ П՜ Р-/, получим

П+ и-Т2’/ = П+ р_ 72’— П+ р-7 • (4.8)
Р-

Так как оператор П*  ограничен в Но из (3.8) следует
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ЦП- |Л_ 7*‘ Л, <111_ (€, q, Р) f^)j- П+ (*-Л. (5-8)

Учитывая (2.8), получаем
fn+ix_q, р) j| к- (», в, ч,Р)-к- (<», ь я, р) р -(?֊•=, s q. р)х 

х^-(п+|*_7)</л0+||>_ Jj | Z1 (6 | х

X Г- S q, р)------- ---------(П+ и- f) drid- Jo .= А'։+ W2. (6.8)
и- (’> q, p)

Оценим норму Nv Учитывая неравенства (12.2), (13.2), мы мо

жем написать

||Х-(6)1 сС{ч+р +Мт .<С(ч +р t— (1+1?-’I)2'”4 (7.8)
(g+Wm (<7 + M)m

Следовательно, в силу неравенств (22.7) и (12-7) имеем

|f_^___________ 1------------
J (9+ М) (1+1?֊ ’1)г՜4՞*

|П <>-/(’)№ (8.8)

Если теперь взять в формуле (12.7) г достаточно большим и 
воспользоваться неравенством (15.2), то из (8.8) следует

лг։<—|П+ н-/(?)Ио< — 1H/III-
q

Теперь оценим N2

Va < I f — Ч,Р\ П+ p._ (x, q, p) ~f($dz 
IIJ H- (s q, p)

(9.8)
q

— £_(? — т|, т, q, р) /_ (?) — т, т, q.

Оценивая внутренний интеграл с помощью неравенств (21.7) и 
(12.7), получаем

H-(?)
H-(’)

•|П+М’)/Ъ)|(,—z—J֊֊֊^-------77U J (10.8)
J (1 +1? — w։ (1 + pi ֊ 'l)r‘J Co

(гг = r — 2m).

Воспользуемся известным неравенством

Г____________ *7^ ____________ _ <՜______________ /ц о\
3(1 + |?--М)г‘(1 + Н-’|У*  (1 + 1?-’1Г‘ '

Оценивая (* —(£) по (7.8), получим

"^7^-4)'— ‘п‘
(12.8)

Из (9.8) и (12.8) следует первая из формул (1.8).
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Вторая из формул (1.8) доказывается аналогично. Лемма 1.8 до
казана.

Лемма 2.8. Имеют место следующие оценки:

(13.8) 

(14.8)

Доказательство. В силу определения псевдодифференциаль- 
ного оператора, принимая во внимание обозначение (6.7), запишем

4.4, Ч, Р)7(4) + П+ I- (оо, а, 9, р)/(?)1 <
"о

I- (? — 4, г/, /֊(Е ֊ -П, -П, Ч, р) ֊֊֊ П+ р_ (т)) X 
М4)

1
1и- (4)1

Далее поступаем, как в лемме 1.8, учитывая (13.7)

Неравенство (14.8) доказывается аналогично. Надо только вмес
то (13.7) использовать неравенство типа (12.7). Лемма 2.8 доказана.

Лемма 3.8. Пусть операторы Та и Тв определены формула
ми (2.6) и (3.6). Тогда для любой, функции у £ Но выполнимы оценки

|Н- Та 4> < у И»

Ь Тв&<— Ио. 
ч

(15.8)

(16.8)

Докажем неравенство (15.8). Полагая в (4.5) А = А, В= —*—, за- 
А+В-

пишем (5.5) в виде
п

Та8= (2«) ' У а (оо, 5, ?) — а (со, т, ?)]Г' (Е—т, т, 9, р) 8 (т) ЛЦ-

4, Ъ •*,?)]&'  (1—•։, т, Ч> р) 8 О) «М*.
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Отсюда легко получается следующая оценка (если применить не
равенства (17.7), (18.7) и (11.7)):

I гЛ| < Г (9 + М)-'------------- 1----------; (,) (17.8)

Поступая далее как при доказательстве леммы 1.8, получим

к Т, Й±£±В>Г Г (9 + ----------- 1— ^)<а| < —1Л.
II (9+1«|)т 3(? + р + Н)ш (1-т-1? --I)'1 1ю ч

Для доказательства (16.8) надо записать (5.5) применительно к

операторам В и -------— и воспользоваться оценками (19.7), (20.7),
А+ В- '

(11.7), а также учесть, что
Перейдем теперь к доказательству леммы 1.6. Напомним, что нам 

надо доказать неравенство '

1И/1К-М1.
ч

По определению, оператора Т имеем

: III77111 |П*  р֊гд + |П֊|Ч тд<

^ЦП+р-Лдяп - |Л_ г։д+цп+ р_ г։д+|п֊р+ гль-нп-щ. гл>+

+ |П-р+ Г։Д=1П+р_П+ 7<_|)Л>-Ч|П+|1_П Та й,||0+||П-р-П+ Та я֊5о +
-НП-1Ч п-т^д-мН֊^ п- ГЗЙД +||П- р_П~ ГЯ£-|!о =

• =|П+|Х_ Д4-ЦП+И_ Гл*4>-нп<-  р-Тля-Ы-ЦП֊^ д+

+ ЦП֊р+ ГвЫ)+|И>+ 7’в^Д<||П+р_711)Д+

+ЦП՜ р+ 7^+ Д+Цр- Та яД+||р+ Тв £+Цот|||1- ?а £-|1п+Ир- Га Я-Ло-
Применяя теперь к первЬк( двум слагаемым неравенство леммы 

1.8, а к остальным—неравенства леммы 3.8, получим

Щ7751<-֊МИ- ֊ кД+ -Ыо=֊(И-Яп+ ^Д+ЦП-^-дУ

Ч Ч ч д \ А- В+ /
Наконец использование леммы 2.8 дает

»177111 < — (И н- Цп+ Р- Д+||п- р+ 4) = -^ ||/|Ц.
Ч :•! д

§ 9. Левый регуляризатор и априорная оценка
В этом параграфе мы докажем, что левый регуляризатор задачи 

(1.7) совпадает с правым, т. е., что если положить R таким же, как в 
формуле (1.6), то
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НАи = и+ '1 'и, (1.9)

где оператор Т' имеет малую норму в пространстве Н«, т при боль
шом значении параметра ц.

Пусть попрежнему
Аи = б+ Аи + б-Ви, (2.9)

КАи = —- ----- 6+ — Аи Ч--------- ------
А, В- А- А В-

с_А+ .
б ----- Аи.

В+
(3.9)

Запишем следующие формулы композиции:

— о А=В-А++Т\, 
А-

(4.9)

= Л+В-+ 7Ь.
В+

— 4՜ °Л- В- = Е+ Тз-
А+ В-

(5.9)

(6.9)

Здесь В- А+—оператор, построенный по символу Ь- а+, а А+В-— 
•построен по символу а+Ь- = Ь_а+. Следовательно, А+В-=В-А + . 
Учитывая это, подставим (2.9) в (3.9).

ЯАи = —— б+ — е+ Лич------- -—е<- — о- Ви +
А В- А.. А., В- А-

___ 1____0-^±0+
А В- В

—1—0-^0֊5и = 
А- В- В¥

1
А... В-

е+ — о Аи ч 
А-

—1_0֊^± 0Ви = 
А ., В- В+

= ———— {б+ В— Л+ и + б+ Т\ и + 6՜ А+ В., и + 6 7г и) =
А... В-

— 1— {А+ В-и + б+ Т\ и + б~ Тз и) = и+ 7зи+ Тли + 7аи=и-|- Т' и,
А+ В-

тде
Г = 71=7^-1-7’з, (7.9)

Т\и— 1——б+ 71 и, 1зи—------— 6՜ То и, Тз=Тз՝ (8.9)
А+ В- А+ В-

Лемма 1.9. Оператор Т является сглаживающим в про
странстве Нт; т, именно

|| Т՛ иЦт, т < с Мт. 01-1- (9.9)

Константа С от ?, р, и не зависит.
Доказательство. Оценим каждый” оператор из суммы (7.9) 

в отдельности.

1) Оператор Т\. Применяя оператор —-——— с символом к, по- 
А-1- В—

лучаем
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ЦТ։ и|л>. |от, т Т"

т(» ть 9»р) П+7'1 и

Если теперь воспользоваться оценками (11.7) и аналогичной оцен-
КОЙ для к (со, 5, д, р), ТО

171 «и™< скн-рШ- (<7+ют
1 - П+ Тх иЧо + ,т

(д + р + |$|)т (<? + |с|) 1

<ап՛ т" 4 + с 1
(14֊|։—-»11)

П+Г1 и (т;) (1у\
11о

<С||П+Г;ЫЦ։<С||Г;И!'О.
Таким образом 

г; «к п и,"0. (Ю.9).

** вОценим норму ЯТ/иЦо. Положим в (5.5) А = —— , В = А, тогда 
/1 --

п
Т\и = (2՜) У [/_ (оо, дг р)—1- (°°, ", <?> р)] О,(«—", ", я) и (") +

+ (2«)՜" У | [71 («-Т), т(, ч, р)— С т, (/, р)] х

Ха'(т)- т, х, у) и (т) (11.9)’

В силу оценок (25.7) и (15.7) ядро /։ второго интеграла мажорирует
ся следующим образом:

|/|<С г (?+*+Н) т(<7+Н)2т(1 +
3 (<7+Н)т+։(1 + |е ֊ ^1)г(1 + |Т) - ’1У

с (<7 + /> + Н)т(<7 + Н)т՜1 
(1 +- т|)'«

А для подынтегрального выражения /г первого интеграла по 
(15.7) имеем

|/ । < С (<7 + р + Н)я‘(1+|Е֊ г!)*՞  
(<7 + Н)т+։(1 + |Е-т|Г

(9+М)2т<

Г (9 + Р-Г-Н)" (9 + 1՜!)'՞՜1 
(1 + |гК|У֊ ‘

(12.9)

(26.7) и

(13.9)

Следовательно

17։ и| < С \(ч + р+ |трт(9 4֊ Н)1"՜1 1
(1+|Кг|)п

и (•:) л.
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Отсюда в силу неравенства (15.2)
1?; < С||(9 + р + |ф"«(9 + |5|)»’֊Ч05= СМ».«-։- (14.9)

Подставляя (14.9) в (10.9), получаем

ЦТ*։  иЦт, т С^иЦт -т, I. (15.9)

2) Точно так же, как и в 1)

172 и|<С [(? + М)'"~՛ (9 +р + |"|)'” Д _|)г й(т) И-, (16.9) 

откуда

ВЛ 4><Й(9 + |5|)'”-1(9+р+|5|)'՞ (17.9)
Далее как в 1)

И 7?и||т. т "‘С СО Тч и|о С^и[|ш, «_]. (18.9)

3) Положим в (5.5) А = 1
А+В-

В=А+В_, тогда

Л
• “2 Р ~

Гзи = (2к) I (ос,;, 9,р)—Л(оо, т, Ч,р)} К' (?— т,'т, 9, р) ц (т)(9т 4-

+ (2П) "[£' (? — Ч, 7), 9. р) — к' (5 ~ Ч, ". 9. р)] А' (? — ■։, 'с, 9. р) « (") л.

(19.9)
После применения оценок (29.7), (30.7) и (14.7) получаем

и|<с Г^ТмГ77Т7—17՜“(х)(20’9) 
3 (9 + Н) (1+1? —■ф'1

■откуда

|7;+.-<с|ш+,)'(,+р+|е|)- [֊֊- 1 ;р>*|  <

< с | [ — 7^-?+.С+— « м < С ||(9 + Р + 151)'՞ (9+ |5|)'"֊։Х
1М (1 + |5—,'1)։ Но

Хй(^=С0икт_1. (21.9)

. Таким образом 
|7'зикт<СМя,«._։. (22.9)

'Складывая (15.9), (18.9) и (22.9), получаем (9.9). Лемма 1.9 доказана.
Следствие 1.9. Из неравенства (9.9) следует, что при 9<\Р 

справедлива оценка

[Га|кя։< — ||«кш. (23.9)
9

Следовательно, если взять 9 достаточно большим, то оператор 
՛ Т' имеет малую норму.

Лемма 2.9. Оператор R ограничен из Н11 в Нт. т, т.е.

т.т<ЯИ||,/6№. (24.9)
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Доказательство. Используя обозначения формул (8.6), (9.6),
напишем
R/ =----- -— 9+ — /֊)--------L_ б-

АЛ- 7 АЛ- В
1 , _1___ „

АЛ. 8 4 АЛ-

(25.9)
Оценим по норме выражение

~ g i = ^ (°°, У, р) g («. Я> р) + (2՜) — Ъ,Г»Ч>Р) Я+ *
/т. । Zj_ J

Xgi (v, q.pldri, (26.9}

г * g J < й(9 + |«|)m (9 + p + |;|)m к (oo,5, 9, p) g+ (;, <?. рЖ +
|| Л+ZJ— ||т. m

4- СI (<7+|т,|)т(9 +p4-|r,|)'"(l+|? ֊ к' (։ ֊ Ч, V, Я, P՝) g+ ('ь Я, p)

<qJ+(U,p)l> = Cijn+f^4’

Отсюда по лемме 2.8 имеем

1
АЛ-

(27.9)

(28.9)

Аналогично доказывается

откуда в силу леммы 2.8

1 - II А , J
СП՜ И Г*  ГТ- Z!

А+В- 8~
m, m

>^-.0 -ц в (29.9)

(30.9)

Из (28.9) и (30.9) следует (31.9). Лемма 2.9 доказана.
Теорема 1.9 {об априорной, оценке). Пусть оператор А удов

летворяет условиям § 1. Тогда имеет место оценка

Mm, m < СЦАмЦ (9о<?<р)- (31.9)
Доказательство. Так как из формулы (1.9) следует, что

и = RAu - Т'и, (32.9).
то

Мт, т < (|RA«||m/ т + II Т'иЦт, (33.9)

Оценив первое слагаемое с помощью леммы 2.9, а второе — с помощью՛ 
следствия 1.9, получим

||«u m < С |||Аи||| + lluU, m, (34.9)‘
Я

п с с
я выбрано таким, что —< 1, следовательно

Я

Теорема доказана.
Mm, m *»  CJlAuHI.
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Следствие 2.9. Задача (7.1) имеет единственное решение для 
любой функции /^Н1.

Объединим результат теорем 1.6 и 1.9 в следующее утверж
дение.

Основная т еорема. Пусть А—оператор, определенный по 
формуле

Аи = О Au -I- 6՜ Ви,

где А и В—эллиптические дифференциальные операторы, определен
ные формулами (3.1) и (6.1) . Тогда для любой функции У£Н'Х су
ществует единственное решение и £ Нт, т задачи

Au=f при 9о<9<Р-

Замечание. Можно считать, что функции / и и принадлежат, 
соответственно, h0 и /?2т с требованием выполнения ограниченности 
функций / и и в нормах, соответствующих пространствам Н'л, Нт, т.

§ 10. Дальнейшие замечания
Г’. До сих пор мы считали, что символы операторов А, В суть 

однородные функции. Это ограничение легко снимается. В самом де
ле, пусть

ДО) и= 2 D'1 и,
|։| + ? <2<Я

Bw и= 2 Ь^ч^р1 Dau.
|«1+3-гТ<2'п

Обозначим старшие части этих операторов через А, В. Будем считать, 
что они попрежнему удовлетворяют условиям § 1. Представим оператор 
ДО) = 0+ ДО) 0- 2JU) в виде

А<П= А + Д(2).

А(2) содержит лишь младшие слагаемые операторов ДО) и В^\ Соот
ветствующие части этих операторов обозначим через А& и BW.

1) ограниченность АО). Для оператора Afl) справедливо утверж
дение теоремы 1.2.

В самом деле
|||АО)ИЩ<|||АИ{|+|||А<2)Н|||. (1.10)

С другой стороны

|i| А<2> и|||<^-А<2) И{О+|!И+ В«2) < < (2.10)

< cp + p+Nr (9 + |ег.□ + с _(9 + Г (9+р+|$|)2т 3
9 (9 + ЙГ М " Г 9 (9+р+|«|) Р " IL

< С/9 И», т.

Учитывая (2.10) и теорему 1.2, получим нужный результат.
2) Правый и левый регуляризаторы. Оператор R, определенный по 

формуле (1.6), является правым и левым регуляриэатором для АО).
Действительно

4-59
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АЯ/ = А(1>К/4-А<2>/?/ = /+ 7У+А(3>К/. (3.10)

С помощью (2.10) и леммы 2.9 можно оценить

|||А<2) И/К— ||Я/1!т. (4Л°)
9 9

т. е. оператор А(2)Я имеет малую норму.
Аналогично доказывается, что R—левый регуляризатор для А^*\
2°. Предельный случай задачи.
Здесь мы приведем совершенно нестрогие соображения, указы

вающие на то, что при предельном переходе (р —♦ °°) регуляризатор 
R переходит в регуляризатор первой краевой задачи с нулевыми гра
ничными условиями.

Пусть после факторизации символа Ь (см. § 3)

Ь- (х, Е, 9, р) = V Ь7п-к (х, Е', 9, р) $п •
Л-0

Поскольку факторизация определена с точностью до множителя, зави
сящего от х, мы можем ее заменить следующей:

ь (х, Е, 9> р) = [6Й (х, о, 0, 1) Ь+ (х, Е', Ея, 9, Р)1 [ , - , \ п п X
I От (х, 0,0,1)

X Ь- (х, Е', Ея, 9> р) |=6+ 6_- (5.10)

Будем писать в формуле (1.6) вместо 6֊ и 6— соответственно
6+ и Ь— При р— оо имеем

“ 6- (х, Е, 9, р) = V-1 х,—, —, 1) Е* 1 — 1.
Р £оР \ Р Р / 6т(х, 0, 0, 1)

Переходя теперь к пределу при р —♦ со в формуле 1.6, получим

но это есть вид регуляризатора для первой краевой задачи с нулевы
ми граничными условиями (см. [3]). Заметим, что при р —♦ со исходная 
задача вырождается в следующую:

7/ + обозначает произвольное продолжение функдип /+ на все Лп, так что 

//+С Яо (/?«).
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Положим всюду р = 1/е, тогда р —► оо эквивалентно е —» 0. После 
такого перехода получаем, что решение и — Но. т или, что то же са- 

о .
мое, и £ Нт .9, где

~ [ (9 + |?1)2т |и|։ </;, и- = 5 и = 0, 
"т,7 3

и = и+ — и֊.

Априорная оценка принимает вид

Й.ж < А П+ [В, - I (|Г|+ 9)]-“ /+ (;Ж. (8.10).

Дополнение
Здесь мы докажем некоторые оценки § 11. Отметим сначала, что 

оценки (11.7) —(16.7) легко доказываются, если применить способ до
казательства леммы 4.2 работы [7]. Мы не будем останавливаться на 
этих оценках, так как при выводе неравенств типа (21.7) будет ис
пользована по существу та же техника.

Оценки (17.7)—(20.7) тривиальны, а оценки (21.7)—(30.7) доказы
ваются почти одинаково. Поэтому остановимся подробно лишь на вы
воде одной из оценок, например, на неравенстве (21.7).

Оценим сначала
Пр*  д; к-(х, с, 9, р)| <7х , (1.Д)

и I 1с—։)
где

а _ (х) 6-(оо) — а- (оо)6_(х) 
6_(х)6_(со)

_ а- (х, Е, 9) 6 - (оо, Е, 9, р) — а- (°°, В, 9) Ь- (х, Е, 9, р) _
Е, 9,Р) ’

в силу (4.7).
После дифференцирования (2.Д) по С получим

& д\ к- (х, С, 9, р) =2^4 °՜ ^֊4 +
Я I Ь- (х, С, 9, р)

Ь- (х, С, 9, р) [ а- (оо, С, 9) д} Ь- (оо, С, 9, р) _ д}а-(оо, С, 9) 1 _ 
+ 6_(х, С, 9, р) |. [6-(оо,С, 9, р)]։ 6_(оо, С, 9, р) ]

а- (°°, С, 9) д] Ъ- (х, С, 9, р) , д] Ь- (х, С, 9, р) 
(оо,С, 9,р) Ь- (х, С, 9, р) "Г [6֊ (х, С, 9, р)Р

1 о_(оо, 9, р)

Здесь д обозначает дифференцирование по второму аргументу,.

<?/ = ——. Так как в каждом слагаемом имеется множитель, принад- 
д^1 -

лежащий 5Х, то при интегрировании все интегралы будут сходиться в- 
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силу того, что если (х, ?, <?) С •$*  и однородна по ? и ; порядка т, 
то

|?(х, ;, 9)|<С(? + 1«1)т (1+И)'5>

следовательно, члены суммы (З.Д) достаточно оценить по однородно
сти. Мы учтем, что

|£-(х, С, 9, Р)|> С (9 4-р + |:|)'">

а также то, что дифференцирование по С снижает порядок однородно
сти на единицу. Будем оценивать каждое слагаемое (З.Д).

Используя формулу Лейбница, получим (см. формулу (II 4) 
из [7])

(х. С, 9. Р)]՜1 (*» ’> 9)]} <

< 2 С,4 |’|£>’<?}а1(х, С, 9)1Р’[6-(х, С, 9, р)]"։Н*<  

1»1Н«1-1«1 л
р 1«1

< 2 | |£>’ а}а- (х, 9)1 2 [Ь- (х, :, 9, ;>)]֊*֊>  X
|։1+|4|=|а| V я-1

X 2 С/„.... 1к О?՝Ь _• ■ • /?■’* Ь֊. Их

< с (9 + |С|)'»-1(9+р4-|^)-я,*-' п (9+р + К))՞1* = с Д՜1՜ |:|)” 1 .
(9 + р + Й)'п

Последнее неравенство следует из оценок по однородности
сверху.

Таким образом
# а! (х, С, 9)

Ь- (х, С, 9, р)
(9+П)՞-1 

(9+р + |фт
(4.Д)Лх^С

Оцениваем интеграл от следующего слагаемого (З.Д)

£>’ [[6_ (х, ;, 9, р)] [6_ (х, С, 9, р]֊1} X 

а (оо) д/ Ь~ (~х)—а— (оо) Ь- (оо) 
[6-(«=)]’ 

<с (9 +|С|)Я| к+р + Е1)Л,~1 + (9+1:|)ст ~1 (9+р+|:|)ст у 
(9 + р + 1ф2да

X
Г 2 рз ъ-^ь^\ ах < _С9 + |!:1)т 1 х

•лз|+1тм«1 (9 + |фя։

х (9+р+|фт (9+р֊НФ~т*~ т(9+/ЖФд*= —1
Далее Й+р+14)”

(5.Д)
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(? |:|)от
(9+р+К1)'я

(9+p+i:i)m֊1 (9+р+К1)-т

1 (х) | г (9 +ICI)՞՛ -1
(х) I (9+P + ICI)"1

с (9 + 14)"___ < с (9 + ICI)"֊1
(9 -г р+ ICI" 1 (9 + P + ICI)"1 '

(6.Д)

Оцениваем четвертое слагаемое (З.Д)

Г п, 6 (*»  :■ 9, р) Ь- (х,с,9,р) а-(^.:>9) 
Ь֊(х, С, 9>р) ь (х, С, 9. Р) Ь- (х, С, 9,р)

dx <

< (9 + 1^1)” Гу с £» 
(9 + р + К1)"32' ’т

(9 + 1:1)" (9+р + К1)"-
(9+/’ + К1)т (9+/>4-|С|)т

Наконец
àî_b (х,_С,_9, р) • а- (х, С, 9, р) 
b-(x,”,,q,p) 6_(х, С, 9,р)

д, 6֊ х.; Л,Р) Jx< {7 Al 
b - (х, „ 9,р)

(9+p+KI)"'-1 (9 + Kl)՞' (9 + Kl)'"-1
(9 + р + |С|)" (9 -f-/»+|C|)» (9+ P + ICI)"՛

Складывая (4.Д) — (8.Д), получим

(9 + К1)"21
О 4- п 4- 1ГП>»

(8.Д)

(9.Д)

Воспользуемся следующей оценкой:

(9 + р + |:|)т>с(9 + р + |т1)я'
(см. формулу (3.20) работы [7]), тогда получим

Г (х, С, 9. р)|-</х< с (9±Н)2!±39±Н)'^{1 +Ь_.,Г.

3 с (9+р+г|)
(10.Д)

Заменяя (9 + |>)|)т 1 большей величиной С (9+|"|)т՜1 (1 +|՜—т(1)'"՜1, 
из (10.Д) заключаем

(՛!£>’ <?!л1(х,с, 9, р)| - </х<с (?+Н)'п՜1 а+ь—гл)2'"-1, (1кД)
Л (9+р+1'|)'”

Рассмотрим теперь преобразование Фурье от х к ; — ■<, приме
ненное к функции

^1= (1+2>)[£- (х, т), 9, р) — к'-(х, х,д,р)] =

- (1 + £)“) д\к- (х,9, р)|г (т)—т). (12.Д)
Имеем

Лг-(= -,!)&։ е'՝ (՝ -Т|) кгНх = (1+|5—Т||)“ [£_(;—т„ т1։ Ч,р) —

֊ к'- («-7,» г, ч, р)]. (13.Д)
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Отсюда следует
(1+1«—Ф’|*-  ч, р)-'к- (;-^ ?> J ^dx =

= J |(1+£>’) д\к- (;֊֊Պ, -, q, р)|._-с h - -|^-

Если теперь воспользоваться оценкой (11.Д), то получим

(1+1С-т}|)’|Л1 G-7J, q, р)-к- Հ՜Պ, Ն 9. Р)1 <

Г- Г(? + Н)ш '(1+1" ֊֊^՞Լճ k._d.
(9 + р+МГ

Таким образом, формула (21.7) полностью доказана.
Отметим, что формулы (23.7), (25.7), (27.7) доказываются анало

гично, а доказательство оценок для постоянных составляющих симво
лов значительно проще.
Московский энергетический институт Поступило 7.X1I.1967

Ի. Ա. ՖԵԴՈՏՈՎ. Խզվող զորակիցներով կիպսփկ ղիֆերենցիալ հավասարողներ (ամփոփում)

Ներկա հոդվածում ուսումնասիրվում է պարամետրերից կախված երկու էլիպտիկ դիֆերեն
ցիալ հավասարումների լուծումների ողորկ լծորդման խնդիրրւ Այդ հավասարումները ունեն 
միևնույն կարգը և տրված են տարբեր կիսատարածություննեբումւ Ապացուցվում են պարամետ
րերի հետ բնականորեն կապված նորմաներում գոյության թեորեմը և ապրի որ գնահատական, 
Հեղինակը օգտագործում է պսևդոդիֆերենցիալ օպերատորների տեսությունը,

I. A. FEDOTOV. Elliptic differential equations with a breakable 
coefficients (summary)

This article is devoted to the problem of smooth connection of solutions of two 
elliptic differential equations depending on parameters. These equations have identical 
order and are set on different halfspaces. The existence theorem and a priori estima
tion are prooved in spaces naturally connected with parameters. The theory of pseu
dodifferential operators is used.
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Г. М. МУШЕГЯНО МНОЖЕСТВАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ХААРА 
§ 1. ВведениеСистема Хаара40) (х), 7^ (х), у.?1 (х), 7.(2) (х), •' ֊, /У (х), • ■ •, /Г’ (х), • • • (1) определяется следующим образом:

1, при 0 х < —

7? (х) = — 1, при (2)О, при х = —•IДля определения функций X (х) (п=1, 2,•••; &=1,2, •••, 2՞) разделим отрезок [0,1] на 2Л 1 равных частей и положимР 2", при 2к —2 26-1 2Л + >
х£>(х) = — /2я при 2^—12« > 2к (3)0, при 2к-2 2к2л +1 2л +։ IДалее полагаемX?’ (0) =Х^ (+ 0) и х'л* ’ (1) = /л* ’ (1-0),а в каждой точке разрыва функция Хаара считается равной полусумме ее левого и правого пределов в этой же точке.+лДля удобства обозначим через тп (1,։) множество всех внутрен. них точек множества •Е<Хл* ) (х) ^>0} (2Г{7.л* ։ (х) <С0]). Интервалы и 7^ будем называть ^-интервалами функции Хл*>  (х).Определение 1. Будем говорить, что множество Е является ЛГ-множеством при условии А для системы Хаара, если существует ряд
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~ 2яа<“)х^)(х) + 22а^/‘*,(х), 

л-(1*=1 (4)сходящийся к нулю вне £, коэффициенты которого удовлетворяют (Л)условию А и не все ап равны нулю.Определение 2. Если задан ряд по системе Хаара, то будем говорить, что коэффициенты ряда (4) удовлетворяют условию В, если для произвольной точки хо£[О,1] выполняется соотношениеа(*')Нт . ~ °> (5)
- 7-п! мгде {хй'Чх)}?-։ — множество всех тех функций, которые не равны нулю в точке х0.В последние годы появился ряд работ, посвягценных вопросам единственности рядов по системе Хаара и проблеме восстановления коэффициентов всюду сходящихся рядов по этой системе.В работе [2] было установлено существование совершенных Л/-множеств при довольно сильных ограничениях на коэффициенты рядов (4).В работе [1] было доказано, что если условие (В) нарушается хотя бы в одной точке, то для таких рядов Хаара 7И-множеством может служить даже множество, состоящее из одной точки. В работе [4] была доказана следующаяТеорема 1. Для того чтобы множество Е для системы Хаара было ЛЛмножеством при условии (В) необходимо и достаточно, чтобы множество Е содержало непустое совершенное подмножество.В настоящей работе доказывается, что теорема 1 в некотором смысле окончательна. Именно: для класса рядов по системе Хаара.л(*:)  

ап1 для которых в условии (В) отношения -ггх------ в каждой точке име-Х(др (х0)ют произвольную фиксированную и стремящуюся к нулю мажоранту, доказывается существование совершенных непустых множеств, не являющихся Л/-множествами.Теорема 2. Для любой наперед заданной последовательности 
положительных функций {фп (х)}”=0, сходящейся к нулю всюду на 
отрезке [0,1], существует непустое совершенное множество, не яв
ляющееся М-множеством для класса рядов, коэффициенты кото
рых удовлетворяют следующему условию: для произвольной точки хо€ [0,1] имеет место соотношение

а™П1(х0) ^=1’2’



О множествах единственности 57
где {'/л* 1' (х)}Д։] — множество всех тех функций, которые не равны 
нулю в точке х,*.

* Как будет видно из доказательства теорема будет верной, если условие (с) 
задать только на двоично рациональных точках, а на остальном множестве требовать 
выполнения условия (В).

§ 2. Доказательство теоремы 2Прежде чем приступить к доказательству теоремы напомним некоторые известные факты.а) Лемма. Если ряд (4) сходится к нулю всюду в некотором интервале 8, кроме, быть может, счетного множества точек и его коэффициенты удовлетворяют условию (В), то а^' =0 для всех тех функций (х), которые тождественно равны нулю вне сегмента 8. Доказательство этого утверждения можно найти в работе [4].в) Пусть 8 является 7-интервалом функции /п*"՝  (х), где кп— некоторое целое число, удовлетворяющее соотношению 1 < к„ 2". Все те функции системы Хаара, один из 7-интервалов которых содержит 
о, назовем основными функциями относительно о, а указанные 7-интервалы назовем основными 7-интервалами относительно 8. Остальные 7-интервалы основных функций назовем сопряженными 7-интервалами относительно 8.Пусть7,"’Ы, Х?”(х),--, ■/"-.-"«.Х?"1«являются основными функциями относительно интервала 6, и пусть задана сумма я—։ 2т ьп5?",ы = 40>х։։|(х)+2 2«г1х'-։(х)+2«!,их!.* >(х). (ч /п=0 Л=1 Аг —IЕсли при некотором выполняется условие (х)| > 0 длявсех х £ 3 и 5/+1+|) (х), 5/4-2 " (х),---, Зп" (х) соответственно равны нулю на сопряженных относительно 8 интервалах функций Х//1 ^(х), //4-2 (х),---, Хя-1 (х), /я (х), то для всех.х^о имеют место следу ющие соотношения:

(х)|>2"֊։-(/В самом деле, допустим, что 5/* /) (х) = с при х £ 8. Из определения системы Хаара следует, что среди функций 7./* ) (х), к/ к < 2' и 7./+1 (х), I только Х^/Р’Сх) отлична от нуля на о и на со-



58 Г. М. Мушегянпряженном относительно 8 7-интервале функции (*)•  Так как 
St* /)(x) = c, z(/*'i +1) W = const, a 5/(*'+ |,(x) = 0 на сопряженном относительно 8 7-интервале функции (■*)>  т0 на этом же множествеимеют место соотношения

м I '-= I /2' 1 Ф1’ I = Iс I 
iz.5% 1Г(х)Г 2'+։" 2/1 (8)

Поскольку функция (х) на своих 7-интервалах, один изкоторых содержит 6, принимает равные по модулю и разные по знаку значения, то отсюда и из (5) следует, что1а(‘/+1) I </5"',<» ы = 2« и для всех ж 6Продолжив это рассуждение, мы докажем утверждение в).Построим совершенное множество Р следующим образом. Так как последовательность положительных функций {?« (х) }Л 1 сходится к нулю в точках х =0 и х=1, то существует номер Мг такой, что имеет место соотношение?л(0)<֊֊, фя(1)<44 4 для всех п Мг. (9)Обозначим N1 = M1-\-2 и выберем точки xj՛’, х1/՝, удовлетворяющие соотношениям |xVJ — 0| = _1_
2М +1’

1
2N'+V

Интервал (хР, x(j2))обозначим через о)1՝.Множество [0, 1] — оР представляет собой сумму двух сегментов (обозначим их через Др’ и Д]2)). Ясно, что интервалы Др՝ и Д/2) являются ^-интервалами разных функций системы Хаара из группы с номером (номером группы считается нижний индекс).На втором шагу рассмотрим точки х—О, х=1, х=Х1/), г = 1, 2, и выберем натуральное число М2 так, чтобы выполнялось соотношение<рл (1) = -^, ?п(х</)) — —■> i — 1, 2 для всех п^М2. (10)
Обозначим через А,2 = тах[Л/2, А\+2]. Рассмотрим сегменты Д'/’, / = = 1, 2. Обозначимчерез Х22,1\ (хГ)ту точку, которая принадлежит сегменту и находится от его левого (правого) конца на расстоянии ). Интервал (х£2/ ։), х£И)) обозначим через 8Р. Множество Да'—'гР представляет собой сумму двух сегментов. Обозна-
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.(21-1) ։(2п гт *<։<->)  л(20

* Порядком двоично рационального числа считается степень числа 2 в знаме
нателе несократимой дроби.

чим их через Д2 и Да . Ясно, что интервалы Дг и являются ^-интервалами разных функций системы Хаара из группы с номером №2, а точки ж1’1 °, х22<| являются точками разделимости этих же функций (для удобства в дальнейшем общий конец 7-интервалов функции (х) будем называть точкой разделимости этой же функции).Действительно, так как Д^ является 7-интервалом некоторой функции из группы с номером < Л2, то его концы являются двоично рациональными числами порядка*  не выше, чем Л\-|-1- Пусть даны два двоично-рациональных числа а и ?, порядки которых равны соответственно Р, и Р?. Допустим Рз^>Р։, тогда а-]֊р и а—р являются двоично-рациональными числами порядка Р-. Следовательно 
х '1‘ 11 и х22/) имеют порядок /У3Ч-1. Отсюда и из определения системы Хаара следует справедливость утверждения.Допустим на к.—1-ом шагу построены числа !</„•••, №/,-1 и интервалы Д* ։ 1, /=1, 2, •••, 2* ֊1> которые являются 7-интервалами разных функций системы Хаара из группы с номером ТУ* —1. Выберем натуральное число М*  настолько большим, чтобы выполнялось соотношениефл(°)<Т-> Фп (1) < ~ , <Рп(х/) < —“--’Для всех п>М1>, (11)

Лк Лк Д« — *где ։ = 1,2,---, к — 1; /=1, 2,---, 2'. Обозначим через Л*  = = тах[Л/л, Л/»_)-|-2] и рассмотрим сегменты Д*2ь  Обозначим через х*'~ ։) (х* и)) ту точку, которая принадлежит сегменту Д*2.1  и находится отего левого (правого) конца на расстоянии -дг - . Интервал (х* 2' ։), х* 0 ) 2 1 обозначим через 8*.  Множество Д*1.1  — 8* } можно представить как сумму двух сегментов. Обозначим их через Д* И ’1) и Д/Г‘\ Можно убедиться, как и выше, что каждый из этих интервалов является 7-интер- валом некоторой функции системы Хаара из группы с номером ЛА*,  а точки ха/-1) и х~к՝} являются точками разделения 7-интервалов этих функций. Продолжив этот процесс бесконечно, мы построим последовательность интервалов4".«՛, ....г'’*՜ 11,.... (12)Рассмотрим множество
. 2*- ’р=[о, 1]-У У

)г=1 1-1

(13)Ясно, что Р является непустым совершенным множеством, так как интервалы не имеют общих точек и общих концов. Легко видеть,
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что mes Р =0, потому что, как видно из построения,mes — mesдля всех к =1, 2, • • ■ и /=1, 2, ■ • -, 2*.Докажем, что множество Р не является М-множеством при условии (с). Предположим обратное, то есть, что существует ряд

оо 2пai0)/№+VV а‘*>  //’(х), (14>
л-0 *=*сходящийся к нулю всюду вне множества Р, коэффициенты которого удовлетворяют условию (с) и хотя бы один из них отличен от нуля. Пусть aj,*՛՝  первый отличный от нуля коэффициент ряда (8). Покажем, что п0 принадлежит множеству (0, (М,+1)Г i}.Допустим обратное, т. е., что Nj-r 1<^п0< Nj+i 4՜ 1» Функция (х) должна быть тождественно равной нулю на множестве
j 2*֊։

Предположим обратное, пусть соотношение '/п’1 (х)=0 не выполняется на множестве (15) и, следовательно, на некотором интервале Ч/"), где 1 + е ^у, 1^10^2е~1. Так как концы интервала о,"1 являются двоично рациональными точками, порядок которых не больше М/ ֊֊ 1, то легко видеть, что сегмент В}” можно представить как сумму замы" каний ^'-интервалов функций системы Хаара, которые принадлежат группе с номером А(/. Отсюда и из соотношения следует,что функция у/пё1 (х) тождественно равна нулю вне сегмента \ Так как ряд (14) сходится к нулю во всех точках интервала о,то в силу условия а) имеем ая* и)=0, что противоречит условию а^՛’#= 0 , откуда и следует справедливость утверждения.Поскольку /1*" ,(х)=0 на множестве (15), то отсюда следует, что /.л»о) (х)=0 вне некоторого сегмента д/"1, 1 </0<^2Л Д; 'является 7-интервалом некоторой функции системы Хаара, принадлежащей группе с номером Г՝/]. Так как л0^>7\(/+1, то (х) отлична от нуля только на одной половине интервала Ау0>. Эту половину обозначим через “• Тогда из определения интервала йу+1 и из соотношения п0<У^ 1+1 легко следует, что один из 7-интервалов функции /л^’ (х) принадлежит интервалу о/?։. Этот 7-интервал обозначим через 7։. Рассмотрим частную сумму 
.. ««-։ 2"л.ы(ж)=«8»х։”(х)+22 <£>/“> (од

л=1*֊1  л-1Она принимает отличное от нуля постоянное значение на интервале 
1г Функции 7-^п> (х), л^>По или тождественно равны нулю в интервале 7п или вне сегмента 7Р Согласно а) коэффициенты а^~0 для функ



О множествах единственности 61ций, тождественно равных нулю вне сегмента 7Г А так как ряд (14) сходится к нулю в интервале 71։ то•&*  (х)|=а£) /л? (х) = 0, если х ^7Х.Последнее равенство противоречит предположению а^')=^0.Рассмотрим случай (если Ло=0, ко=О, то рассуждение можно провести аналогично нижеприводимому, причем надо начинать со второго шага). Точно так же, как это делалось выше, взяв 
п0=М1֊\-1, можно доказать, что /л*՛" 1 (х) =0 на множестве (15). Следовательно /пУ (х) = 0 вне некоторого сегмента Ду0’. Интервал А/"’ является '/-интервалом некоторой функции системы Хаара из группы с номером Отсюда следует, что ап°} Т.1^ (х) принимает на каждой половине интервала А,равные по модулю и разные по знаку значения. Один из них обозначим через Дх Допустим|а(л*" ) 7л°) (х)! = |с| для всех х £ Д4. (17)Функции /л*՛  (х), тождественно равны нулю или на интервале А։, или вне сегмента Аг Через Д/м обозначим тот из интервалов а5+‘1֊1) и Ду+1, который содержится в Дх. Рассмотрим функции 7л* ) (х), 7У/֊|֊1=л0<^л^ являющиеся основными относительно Д;+։ . Обозначим их через Х%+1 (х), 7.ло+2 (х), • •՛, 7.Л'/и (х). Из определения интервала оу+1 легко следует, что те 7-интервалы указанных основных функций, которые сопряжены относительно А^+ь принадлежат множеству 8/+ь Возьмем произвольную основную функцию 7_^։,(х) относительно Д/11, причем По'СЪгС 7У/+1- 7-интервал функции (х), сопряженный относительно интервала А;+։, обозначим черезгр Функции /.<„* ’ (х), пх тождественно равны нулю или на интервале 7, или вне сегмента 7. Так как ряд (14) сходится к нулю на множестве следовательно и на интервале 7, то, в силу условия а), справедливо соотношение а(п^ = 0 для тех п и к, для которых п лх и 7.^ (х) к 0 при х £ 7. Отсюда следует, что

$<п,՝\х) = 0 для всех х^7. (18)Так как лх—произвольное целое число, удовлетворяющее неравенству л0<^Л1<:Ау+1, то, как видно из (18), условия утверждения в) выполнены. Отсюда следует, что՝ ։ (х) = 2л7+։-л/~ 1 .с для всех х^ДВД,'|<й|| _ |а’&| |с|17^+1(х)| ' 2^+2На втором шагу рассмотрим интервал дУ+\, который является 7-интервалом’функции /.^։ (х). Из функций /$+1(х), где зх< к < 2Лу+։ и 



62 Г. М. Мушегян
■/*] +1+1(х), 1<£<2։'г/+։+։ , только одна функция не равна тождественно нулю на интервале Д/м. Эту функцию обозначим через 7.лг?+1+1 (х)- Она на каждой половине интервала Д/Л принимает равные по модулю и разные по знаку значения. Следовательно, хотя бы на одной половине интервала Д/+։ (ее обозначим через Д։) имеет место соотношение |5#Д։+։ (х)! > -с|. (20)Через Д>+2 обозначим тот из интервалов Д/4-2 ' и Д/т-'г. который содержится в интервале Д։. Рассмотрим те функции (х), ДЛ+1 + 2<-С п Л//+2, которые являются основными относительно интервала ДУ’Л (их обозначим через 7т)]+х.+2 (х), Х%’+։ з (х), • • •, 7.^2 М- Возьмем произвольную функцию /,л* ։1(х) из множества указанных основных функ՜ ций. Через ?2 обозначим сопряженный [-интервал относительно △/+։ функции х£։) (у,). Функции (х), п> п2 тождественно равны нулю или на интервале 7,, или вне сегмента 7,. Поскольку ряд (14) сходится к нулю всюду на интервале */+•։,  следовательно и на множестве 18> то согласно а) с№=0 для тех функций, которые тождественно равны нулю вне сегмента 7,, откуда следует, что(х) = 0 для всех х £ 72. (21)Так как п2—произвольное целое число из промежутка Д//+1 + 2-С ^п<^^+2, то из (17) и (16) вытекает, что условия утверждения в) выполнены. Следовательно имеют место соотношения|5$?У+2 (х) | >|2Л)4-2՜՝/ -2.с| для всех х £ Ду+2 и

Допустим, что после некоторого (п—1)-ого шага мы получили интервал ДУя7-1» являющийся 7-интервалом функции 7-д՞^1^ (х). Предположим, что имеет место соотношение|5(;;֊')_1(х)|> |2л7+»֊л7֊/1+1 .с| для всех хбД^-Л’- (23)Из функций 7-^+д_։ (х), о2 < к < 2Л7+՞՜-։ и 7-л*) +я_։ (х), 1<Л< <^2л7+"-1+1 только одна не равна тождественно нулю на интервале ДУ+д!1?. Обозначим ее через (х). Ясно, что функция 7/* я~п։^1+1 (х) на разных половинах интервала ДУД,՜’։ принимает равные по модулю и разные по знаку значения. Следовательно хотя бы на одной половине интервала (ее обозначим через Дл-1) имеет место соотношение



О множествах единственности 631^՞՜^։ (х)1>12'¥/+Я֊1"Лу_Я+։-с1 ДЛЯ всех х^Д«-։. (24)Тот из интервалов А^"՜’՜'* и ^'ипп՜^, который содержится в множестве Дя п обозначим через А({"„ . Те функции 7-(т (х), М)+п-1 +1 <С 
<^т М]+„, к ^.2т, которые являются основными относительноинтервала А(Д"Л’ , обозначим через

« <«>•♦. «. • • <25>Возьмем произвольную функцию из множества (25), обозначим её через 7.^ 1 (х); ^-интервал функции ’ (х), сопряженный относи՜ тельно > обозначим через -[п. Ясно, что *[ я С • Функции 7-т (х), т^> тп тождественно равны нулю или на интервале ■(„, или вне сегмента -;л. Поскольку ряд (14) сходится к нулю на интервале о(] я~։) .следовательно и на множестве 7Я, то ая*}=0 для функций, тождественно равных нулю вне сегмента ул. Следовательно для последовательности (25) условия утверждения в) выполнены. Отсюда следует, что |5^Д(х) |>|2'^+«-л7-л.с для всех ,
1^У;+„_1 -г21 = 'Ц.У7+Я-1 4-8 I

1^/2,-! +=(х)’ ։/лг7+я-1 +з(х)1
_1с|

4- я -1-1 (26)-
для всех х £ Продолжив этот процесс бесконечно, мы получим последовательность интерваловА^з, Д&э Д^з = ---=> ДУл’ =!•••. (27)Выберем число ка настолько большим, чтобы имело место соотношение____1

^/+*1 (28)Интервал Д^*,  является ^-интервалом функции 7.д“*̂  (х). Обозначим через х0 тот конец интервала Д^«’ , у которого порядок меньше числа /V) * 4-1. В силу определения чисел Л*  из (11) и условия (с) следует, что для точки х0 имеет место соотношение1 (29>’ Из (26) следует, что
(30)



64 1 М. МушегянСопоставляя (30), (28) и (29), мы придем к противоречию, чем и заканчивается доказательство теоремы.Считаю своим приятным долгом поблагодарить А. А. Талаляна за постановку задачи и за оказанное внимание при ее решении.
Институт математики и механики

АН АрмССР Поступило 2.11.1968

Հ. 1Г. ՄՕԻՇԵՂՑԱՆ. ձսարի սիստեմի համար միակու|>յահ բազմությունների մասին (ամփոփում)

կասենք, որ Հաարի սիստեմով՚Հքս к /л(х) շտրքր պատկանում է (*)  դասին, եթե կամայա. 
у (2 [(է կետի համար|q«JГ/я*(у)1 —• 0, երթ к —»օօ. (**)

որտեղ {/-Ո^)] յ այն բոլոր ֆունկցիաների բազմությունն է, որոնց համար

[4յ աշխատանքում ստացված էր հետևյալ արդյունքը'
թեորեմա. Որպեսզի (*)  դասի շարքերի համար լինի միակության բազմություն, անհրա
ժեշտ է և բավարար որպեսզի £-& չսլա բունակի կատարյալ ենթաբազմություն/

ներկա աշխատանքում ապացուցվում էէ որ նշված արդյունքը որոշ իմաստով վերջնական էւ
Այսինքն, եթե (**)  հարաբերությունը մնում է փոքր որոշված և ամենուրեք զերոյի 
ձդտող (^) > 0}^^ մաժորանտից, ապա նոր դասի շարքերի համար դոյություն ունիթ կա
տարյալ միակության բազմություն է

H. M. MOUSHEKHIAN On the uniqueness sets for Haar system (summary)

Definition. The series ak 7.« (x) with respect to Haar systems is said to be- 

long to the class (*),  if for every y [0, 1]

I an*li------- ----- ։ — 0, when k — oo , (••)I z«*  (•*)  /
with (Xaj (x)J^։ being the set of all functions for which y_aA (y)=£0.

It was proved in [4], that in order £ to be a set of uniqueness for the class
(*).  it is necessary and sufficient for £ not to contain a non empty perfect subset.

It is shown in the present paper, that if (“) possesses a magorant (y) > 0),
which is defined on [0, 1] and everywhere tends to zero, then for the new class of
series a perfect set of uniqueness does exists.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ НА УК АРМЯНСКОИ ССРՄաթեմատիկա ՜ IV № 1 1969 Математика

Կ. 11. ԹԱԽՏԱՋՅԱՆ

ՏՐԱՄԱՐԱՆԱԿԱՆ ՐԱՆԱՋԵՎԵՐ, ՈՐՈՆՔ ՊԱՀՊԱՆՎՈՒՄ ԵՆ ՈՒԺԵՂ ՀՈՄՈՄՈՐՖԻԶՄԻ ԺԱՄԱՆԱԿ
Տիպար ասելով հա սկան ու մ ենք м ոչ դատարկ բազմութիւն և պբեդի֊ 

կա ան եր որոշված իք~ում 9 
'Ւիտարկեէւք մեկ ուրիշ տիպար.

Г՚=ՎM՚, Բ\, Բշ, --,

ալնպիսին, որ Բ)-ն և Բւ~ը (1-^ I Հ ի) տեղանի են։ ԲI ~ն և Բ(-ր
(1 հԼ կանվանենք իրար համապատասխան պրեդիկատներէ

Ունենք М բաղմութլան Ср ար, 
կենք այսպես М М' ։

Եթե կամալական х2, • • • յ

'պատկերում М՛-ի վրա, ար, նշան

Хп<г М Համ ար Բւ (Х-ր X», • • •, Хп) - Ւ
ճշմարտացիութլունից բխում է թ\ ( X1դ, *։ ք» • • ՚ X,, ~ ի ճշմարաացիոլ֊
թլունը, ապա յթ արտապատկե բումը կանվանենք I -ի Հոմոմորֆիզմ I ~ի վրա 
և դա /խշանակենք ալսպես ք' խՂ $ հոմոմորֆիզմը կոչվում է ուժեղ ալն 
դեպքում, եթե P^(x^fl Xշtթ, ■ • •, եշմարտացիութ լուն ի ց հետևում է, որ
դո լութ լուն ունեն ց* այնպես, որ x■լv = ։/!<?»• • • > xn<p = ցոգ
և ^ւ(Տւ>' • •• Աո) ճշմարիտ էւ

Ալժմ դիտարկենք աոաջին աստիճանի պրեդիկատների հաշվի բանաձևե
րը, որոնք բաղկացած են }ք, շ, &, V,'] նշաններից Բղ> Բշ,---։ Բ* պրեդի- 
կատալին տասերից և առարկա լական փո փո խ ականների ց ւ Դիտարկենք միալն 
այնպիսի բանաձևեր, որոնց մեջ բացասման նշանները գտնվում են բացա
ռապես անմիջապես պրեգիկատալին տառից առաջ և իրար անմիջապես հա֊ 
Հորդող բացասման նշաններ չկան։

Հայտնի .է, որ ալն բանաձևերը, որոնք բացասման նշան չունեն պահ
պանվում են հոմոմորֆիզմի ժամանակ։ Առանց բացասման նշանի բանա֊ 
ձևերը կոչվում են գրական։ եանգ առնենք ալնպիսի բանաձևերի վրա, որսնք 
պահպանվում են ուժեղ հոմոմորֆիզմի ժաման ակ։ Պարզ է, որ դրական 
բանաձևերը պահպանվում են ուժեղ հոմ ոմ որֆիզմի ժամ ան ակ, քանի որ ու
ժեղ հոմոմորֆիզմը գա և հոմոմորֆիզմ է։

Ապացուցենք հետևյալ լեմմաները։ Ունենք փոփոխական /4յՀ • • ՚ 
• • •/ ճ4/լ ասույթներից բաղկացած դրական բանաձև, որտեղ չի մ ասն ակցում 
իմպլիկացիայի նշանը։ Այդ բանաձևը նշանակենք այսպես'

Ա(ձ1է ճո)։

Լեմմա 1։ Թող A1, Av•••, ArԼl^^.rՀin) ընդունեն հշւքարիւո արժեք
ներ, իսկ Ar+l,•^•> An-ը սխալ արժեքներ և այդ դեպքում /12, ■ • -
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•••< /1^ նշմարիտ ե, ապա, եթե որոշ սխալ արժեքներ դարձնենք ևշմա- 
ր|ւտ, մ՛նացած արժեքներին ձեռք չտալով, բանաձևը իր հշմարտացիությունը 
il’ փոխի։

U. պ ա g ու լ g . Փոփոխական ասույթների համար լեմմայի պնդումր 
ճիշտ է։ Երր Ա-ի և Բ-ի համար ճիշտ է, ապա հեշտ է տեսնել, որ Ա&Բ-ի 
և. Uyf-ի համար նույնպես ճիշտ է.

Ապացույցը հեշտ ստացվամ է ինդուկցիայով ըստ բանաձևի կա֊ 
աո. g մ անրէ

‘Բ տիպի բանաձև կանվանենք այն բանաձևը, որում նույն առարկա յա֊ 
կան փոփոխականը էք եկ անդամից ավելի չի մասնակցում ազատ բացասման 
նշանից.

Դ տիպի րանաձև կանվանենք այն բանաձևը, որում նույն առարկայա
կան փոփոխականը մեկ անդամից ավելի չի մասնակցում բացասման նշանի 
աա1ր

Պարդ է, որ 'յք-ն Դ տիպի բանաձև է և '՜\Դ~ն Փ տիպի բանաձև է։
'Լերցնենք */* տիպի բաց բանաձև (ալս ինքն աոանց կվան տորն երի ] որում 

Հղէ Xշ^ • • • » XV ՐՈ[ՈՐ առարկա լական փոփոխականներն են, նշանակենք ալն 
^(^լ X,,---, Xr)l

Ենթադրենք ք* /ւ Փ-ե ուժեղ հռմոմորֆիզմ է։

Լ և մ մ ա 2։ Եթե Փ (XX» xշ>• • -, Xr) ճշմարիտ ե ք'֊[ւ վրա ինչ որ *շ, - .. 
•••> Xr^M, ճամար, ապա ^ոյոՆթյոսն ունեն յղ, Xr^ԼM> որոնք բա
վարարում են *րՓ = X/- պայմաններն ե. + (XV XV
ճշմարիտ ե ք֊ում:

Ա պ ա ց ու լ ց • Փ (XI, • • •/ ճր) բանաձևից առանձնացնենք ալն պբեգի֊ 
կատները, որոնք ճշմարիտ են XI,---, Xг~ի համար և չեն գտնվում բացաս
ման նշանից անմիջապես հետո. աոանձնացնենք նաև ալն պրեդիկատնե֊ 
րը՝, որոնք սխալ են և որոնց առջև ու մ կա բացասման նշան։

Ալսպես

Բ,1’ Բւշւ՚-՚1 Pik> (1)
1Բ^1ԲՆ՚“> 1Բյէ>

Փան ի որ մեր բանաձևը Փ տիպի է, ապա բոլոր առարկալական փո֊ 
փոխ ականները, որոնք մասնակցում են (1] 2.արքՒ պրեդիկատներում, իրա֊ 
րից տարբեր են և քանի որ Փ հոմոմո րֆիղմը ուժեղ է, ուստի մենք ալն֊ 
պես կարող ենք ընտրել X!# Xշ> • • • » XI £ №> որ Pl^» պրեդի֊

կատները նուլնպես մնան ճշմարիտ Ր ֊ում և րրբ = XI, • • •» xr<f — xր» աո 
դեպքում (2յ շարքի անդամների ճշմ արտացիութ լունը մեքենալա պես կմնա 
նուլնը։ Ալս տեղ ունենք լեմմա 1֊ի պտ լմանները և հետևաբար Փ (Xp Xշ^ * • *» xr) 
ճշմարիտ է։

Մենք ապացուցեցինք, որ եթե Յխքյ, • • •» 3* ր (X1։ • • • , X,) ճշմարիտ
է ^ք~ում, ապա ճշմարիտ է և ^-ում։

վերցնենք Չ* տիպի բաց բանաձև:
Թեորեմ՝ Vx»• ^‘(x1,•^•, Xr) բանաձևը պահպանվում և

ուժեղ նոմոմորֆիղմի ժամանակ:
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Ապա ց ու լ ց. ենթադրենք, որ չի պահպանվում ալդ դեպքում դոլոլ֊ 
թլոլն ունեն V և ր ալնպես, որ քՀ Ր ճ հ-ն ուժեղ հոմոմորֆիղմ է, 
Բա13 X,) ճշմարիտ է ['֊"‘.մ և սխալ է V ֊ում.
հետևաբար 'IV*!, • \^ր ՚^ (X1.--> Xr) ճշմարիտ է ?'֊ո։մ, ալս ինքն3*1' (x1> ■ • • > X,) ճշմարիտ է ր'֊ումւ

Հ ալտն ի է որ ՞[Դ-ն * տիպի բանաձև է և ըստ լեմմա 2֊ի •••
• • • Հ^Հ]Դ (X!, • X,) ճշմարիտ է ր-ամ, ստացանք հակա,.ութլուն,

Թեորեման ապացուցված է։
Նուլնպես հեշտ ապացուցվում է, որ եթե ունենք Ւղ, • • •, Ւթ Ւ տիպի 

բաց բանաձևեր, ապա XV \X'(%&• ■• > պահպանվում է
ուժեղ հոմոմորֆիղմի ժամանակ։

Կառուցենք Դ տիպի փակ բանաձև՝^x'\P(*)> "ՍՍ. 1Ւ պահպանվում 
հոմոմորֆիզմի ժամանակ (չնալած, որ պահպանվում է ուժեղ հոմոմորֆիզ
մի ժամանակ), ր = <{<։}, Բ^) = ս>, Ր' = <{օ'}, Բ' ^)տ=ճ>, \՝-ում 

ճշմարիտ է, իոկ ք'֊ում՝ սխալ։
Ուժեղ հոմոմորֆիղմի ժամանակ պահպանվում են նաև հետևլալ տի֊ 

պի բանաձևերը՝

^1(x1,■ ^^, X,» ց-լ,---, ցտՆ

¥1/1’ ՚ ’¥!/«> 3-^1 • • ՚3*« Բ (*ւ> ՜ ՚ ՚' ճռ' 9ւ՚' ՚ ՚ ’

որտեղ X,,, ց,ո) տիպի բանաձև է և XI ~ն (1 Հ ո) ոչ
մի բացասման նշանի տակ չի մասնակցում,

Ալս փաստերի ապացուլցը հեշտութլամբ ստացվում է վերոհիշլալ 
ապացուցմ ան եղան ակնե րով,

ՀՍՍՀ ԳՍ և Նր. պետական համալսարանի
Հաչփպական կենտրոն խնդուն.,քած է 1Տ.\Լ1Ո8

К. А. ТАХТАДЖЯН. О логических формулах, сохраняющихся при 
сильном гомоморфизме (резюме)

Рассматриваются формулы исчисления предикатов первой ступени, где знаки 
отрицания находятся непосредственно перед предикатными буквами. Указывается 
конкретный класс формул, сохраняющихся при сильном гомоморфизме.

К. A. TAKHTADJIAN. On a elate of formulae closed under strong 
homomorphism (summary)

We investigate the formulae of the first order predicate calculus, in which the 
symbols of negations are found immediately before the symbols of predicates. The 
concrete class of formulas closed under strong homomorphism is pointed out

Գ Ր К « « Ն ՈՒ Թ в Uh Ն

1. A. Horn. On sentences which are true of direct unions of algebras, J. Symb. Logic. 
16, 1951, 14 - 21.

2. R. Lyndon. Properties preserved under algebraic constructions, Bull. Amer. Math, 
Soc., 65, 1959, 287—299.
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В. В. ЮРАШЕВ

О КВАЗИГОЛОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ, ПРИДАЮЩИХ 
ВСЕМ КОМПЛЕКСНЫМ ПРЯМЫМ ОДИНАКОВЫЙ ДЕФЕКТ

Рассмотрим отображение (7՜): (Е), где
№Я)', (1)

гомеоморфное и принадлежащее классу гладкости С1 в окрестности 
некоторой точки М^Сг. Пусть

W = AZ+BZ, (2)

л , \ \ _ _ àwi(Z) J L _-dwe(Z)где А — (Çlijjn.n, D ֊ (bet)n, n, aij= ----------  , bel = --- -=---- — диф-
OZj Oz m

ференциал du T отображения ( T) в точке M. Мы предположим, что 
det А=£0. Отображение (2) переводит произвольно взятую комплекс
ную прямую

Z=Qt, S = (wr • • Юд)' 

в некоторую, вообще говоря, неаналитическую плоскость

W> = AQt +BQ~t.
Величина

def (2, Т) = 2 (2 |7i* |2 Y" [ 2 (|а, |>_ |?/12)« + 4£ |7м|« ~ 7

'*>» ' i-i *>/

(3)

(4)

(5)

Л Г

где 7/* = а<?*— ?<«*, а< = У ан«о/, Р*= 2 г, к =1 • • • п называет- 
/==1

ся дефектом неаяалитической плоскости (4). Она равна синусу дву
гранного угла, который составляет плоскость (4) и единственная ком
плексная прямая (аналитическая плоскость), пересекающаяся с ней по 
какой-то действительной прямой. Можно показать, что этот угол не 
зависит от этой действительной прямой (см. Д. Е. Рудник [4], Б. А. 
Фукс [1]). Если (4)—комплексная прямая, то дефект (5) равен нулю.

Наряду с отображением (2) мы будем рассматривать приведенный 
дифференциал дм Т отображения (Т)

^=Ег+в А֊1г = Ег+вг, (6)

где В = (6м)л>п= В Д՜1. Очевидно, что дефект, который приобретает 
произвольно взятая комплексная прямая при отображениях (2) и (6), 
один и тот же. Действительно, отображение (2) является суперпози-
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цией отображений Zr=AZ и (6), а первое из этих отображений не из
меняет аналитического характера комплексных прямых (аналитических 
плоскостей).

Мы рассмотрим отображение (У), определенное для всех точек 
M^D, где D—некоторая область пространства С/. Наша цель со
стоит в выделении класса Ео отображений (Т), обладающих следую
щим свойством: если (7^^Ео, M^D, то отображение <7.и Т придает 
всем комплексным прямым (б) одинаковый дефект def (-, 7) = Ло
кально биголоморфные отображения области D принадлежат к классу 
Ед для них ф (М). Мы называем отображения (Т) Ео квазиголоморф- 
ными отображениями области D, придающими всем комплексным пря
мым одинаковый дефект.

В § 1 находятся необходимые и достаточные условия для элемен

тов матриц А, В, т. е. для производных функций (1), определяющих 
(1мТ, (Т^^Ер, M(^D. Эти условия выражаются теоремой 1.

§ 2 посвящен интегрированию полученных дифференциальных урав
нений и нахождению в замкнутой форме отображения (Г), определяю
щего в области D класс Ed (теорема 2). Оказывается, что в уравне
ния (1), определяющие указанный класс отображений, входит л+1 
произвольных функций, голоморфных в области D.

Затем в § 3 строится пример отображения, принадлежащего Ed, 
при помощи которого можно произвести гомеоморфное отображение

Л Л

области^ |z'|2<^l пространства Cz на гипершар 2 |w.J2<X Очевид- 
/-2 J-1

но, что эти области биголоморфно не эквивалентны друг другу.

§ I
Дефект, который приобретает комплексная прямая (3) при ото

бражении (6), вычисляется по формуле
def (2, Т) =(1+с2)֊։\ (1.1)

(1.2)

где 2 ш/, Ьц—элементы матрицы В. Очевидно, что для того
/=։

чтобы дефект был одинаковым для всех 2 необходимо и достаточно, 
чтобы коэффициенты, стоящие перед всеми «МрШ/иуа,
в выражении (1.1) обращались в нуль. Это условие приводит к сле
дующим равенствам, связывающим элементы матрицы В

С
п _  »2
>] 6/. , а=£р։ а, р=1... пг (1.3)
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4 2 |6ъ|2=с֊а (1 ֊2 |6z,|s V а=#4, а=1- • • п, (1.4)
*~1 ' z_i /

■26« (67з4-6?7) = с~22 bt, 6/^2 6*, 6*7, ։=/=“тй[; я, ß, 7=1 • ■ - п, (1.5) 
/-1 *=1

2677 (6тз-+-6&7)= с 2 (14՜ 2с2—2 |6/т|2 )у bifbi-t, у, ?=!•••/։, (1.6) 
/»I '/-)

л — я
—2 (Ь^— 67з)(6,..-г b>.,) =с—22 bi, bi;, У bk։. bk~, «=^=ß=/=7֊n=o, a։ 3։ -j։ 3=1 • • -n, 

/=։ k=i
(1.7)

— 2 (6a7~67֊i)(6aS 4՜ 6,,) =C 2
M '1=1

n _ n |
— 2 bi, bi-, УЬ„ bi$ , «=/=ß=/=7, «, ß, 7=1 •••n, (1.8)

t^i z-i *
2 (2 |6/з|2+|6м|2-|6,з + b^՝) = С֊2 (1-2 |6,«|s ) X 

'/=! / - X /=1 /

, a¥=ß a, ß=l* • n. (1.9)

Теорема 1. Для того чтобы отображение (6) принадлежало 
к классу Ed в точке M£D необходимо и достаточно, чтобы

1. Матрица В была кососимметрической.
2. Матрица В отличалась от унитарной на множитель

( |/ 1 + с2 — с)՜’, если 2 |6и|2<1 и (уЛ1+с։ 4-с)՜1, если 2|6/«|2>1. 
/«=1 /=1

Для доказательства кососимметричности матрицы В покажем преж
де всего, что если все элементы, стоящие на главной диагонали В, 
отличны от нуля 6**=/=0, 4=1 .."П, то равенства (1.3)—(1.9) не вы
полняются. Из соотношений (1.5) и (1.6) с учетом (1.3) можно полу
чить

/ я \24 |677|2 = - с֊2( 1 4- 2с2 — 2 |6/«|2 ) • (1.10)

Равенство (1.19) выполняться не может, так как по предположению 
все

^п¥=0, 7 = l-..д, а #=7.

Теперь предположим, что среди элементов 6«, 4=1- --п есть 
как равные нулю, так и отличные от нуля. Пусть для определенности 
Ьи— 0, а bss =И=0. Из равенства (1.6) с учетом (1.3) получаем, что 
bis 4՜ Ьц =0, а из равенства (1.9) с учетом (1.4)

|6М|2=-О֊2 (2|ÄZf|2- 2 IM2 у.
\/а1 к=1 '
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Равенство (1.11) не выполняется, так как по предположению 6« =/=0, сле
довательно, все Ьц =0, ։'=!•••/։. Покажем, что btm= bmi для всех 
т=^=1, /, Л1 = 1”։п. Допустим противное, т. е. bim т bmt 0/ тогда 
из (1.7) и (1.8) получаем

biß + bßt — 0, brnfl + bßm =0, ?=j= l', ? ¥= (1-12)

Из соотношения (1.9) с учетом (1.12) следует равенство 
|6zm + М* =0, Не

которое противоречит нашему допущению.
В результате мы получаем, что матрица В —кососимметрическая.
Из равенства (1.3) следует далее, что все элементы матрицы 

В* В равны нулю за исключением элементов, стоящих на главной диа
гонали. Из (1.9) и (1.4) видно, что на главной диагонали матрицы В^В 

п ____
стоит величина (/1+ся—с)2, если |։<1 и (/1+с2+с)2, если 

/=1
Л
2 |6й|2>1. Следовательно
Z—1

Л
В* В = (/1+р_ с)2 Е, если V|6/«|a<l, (1-14)

Z-1

£♦£= (/!+? + с)2 Е, если 216/« |2 >1. (1.15)
(=1

Из соотношений (1.14) и (1.15) видно, что матрицы

В|=(]/1+?-с)-։В=------ Т) ß V|6,։|2<1, (1.16)
1֊|/ 1 — def2(2, Т) w

Ä^Z/r+d+c)֊1^ -------?ef (а, D в если V |6/а|2>1 (1.17>
\ 1+(V 1—def2(2, Т) £ 

унитарны. Теорема 1 доказана.
В работе А. А. Шматкова [3] показано, что выполнение первого 

условия теоремы 1 необходимо и достаточно для того, чтобы отобра
жение (1) было бы конформным на комплексных прямых. Дифферен
циал такого отображения переводит комплексные прямые, вообще го
воря, в действительно двумерные неаналитические плоскости. Однако 
углы между векторами, принадлежащими некоторой комплексной прямой, 
сохраняются, окружности с центром в начале координат, лежащие на 
комплексных прямых, переходят в окружности. Таким образом, из тео
ремы 1 вытекает

Теорема 2. Отображение, придающее всем комплексным 
прямым одинаковый дефект, является конформным на комплекс
ных прямых.

Если число 71=2—выполнение второго условия теоремы 1 выте
кает из выполнения ее первого условия (при соответствующем подбо— 
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ре величины С). Поэтому в пространстве Cz отображение, конформ
ное на комплексных прямых всегда придает всем комплексным прямым 
одинаковый дефект. Этот факт был обнаружен А. А. Шматковым 
[2]. Если число п нечетно, первое и второе условия теоремы совме
стны в том и только в том случае, когда def (2, 7’)=0, т. е. когда 
все комплексные прямые при отображении (2) переходят снова в ком
плексные прямые. Если это имеет место во всех точках области D, 
то отображение (1) является (учитывая, что у нас def 4=0) локально 
биголоморфным. Таким образом, из теоремы 1 вытекает

Теорема 3. В комплексном нечетномерном пространстве 
' отображение, придающее всем комплексным прямым одинако

вый дефект во всех точках некоторой области D, является ло
кально биголоморфным.

§ 2
I. Если отображение (1) принадлежит в области Dcz.Cz к классу 

Ед, то функции Wk, удовлетворяют в D, в силу теоремы 1,
системе дифференциальных уравнений

(ВА^У=-ВА֊\ (2Л>

(ВД֊1)*-(ВЛ֊1 ) = >.£. (2.2)

Здесь элементы матриц А и В — производные неизвестных функций 
/I

к= 2 |6и|2, <։=!•• >п. Здесь и далее Ьц, i, j =1-• -п—элементы мат- 
/—1

рицы В — В А՜1.
Из уравнений (2.1) и (2.2) вытекает, что функции (1) удовлетво

ряют уравнениям

(2-3)

Мы предположим, что отображение (7} имеет второй класс гладкости 

в D и jJ ^W—-----=7^0 во всех точках M^D. Из условий интег-
d (z1 • ■ • z ) м

рируемости системы (2.3) можно получить (см. А. А. Шматков [3]), 
что элементы матрицы В—голоморфные функции.

Из (2.3) получаем

(2-4> 
Oz' OZ

Из условий интегрируемости системы (2.4), так как det 5֊=0 (det 23 = 0 
тогда и только тогда, когда (Г)—голоморфное отображение), находим, 

п _ . n \ —1 П
что—^6^ ( |6/у|2 ) —голоморфные функции. Если bes, —

5=1 ՝(—1 / 5-1
• п — 1

Х( голоморфные функции, то матрица В может быть запи-
՝ч=1 '

сана в виде
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В = ?Д (2-5)

где ® — произвольная голоморфная функция, £ = (Л;)я, л некоторая 
постоянная кососимметрическая унитарная матрица. В самом деле, 

/ п \ — 1
пусть и —31 (V |з*|= ) =г>/, /=!•••« голоморфные функции.

Можно записать, что
f н \ 1
У |s*|2 J =—а/-1 fsz (1 + я1 + • • • +ал-1)] '» (2.6)

где а,_1 = |з/|2|з։|՜2, а0 = 1, /=1--л. Так как vi — голоморфные функ
ции, то

отсюда получаем

st=₽*s„ (2.8)
где Ра—некоторые постоянные числа, к=\-п. Выражение (2.5) сле
дует из (2.8).

Используя системы (2.3) и (2.4), можно найти, что

A=UZ-5lT (2.9)

/?=йё +-В11Ч?|-2 (2.10)

— голоморфные функции. Здесь A=(A1-.-A„)' и R = (Rx-• Rn)'. Для 
совместности систем (2.9) и (2.10) нужно, чтобы имело место соотно
шение

/? = £А®֊’. (2.11)

Из (2.9) можно вычислить
. IF=(®£A-|-A)(1 + |?|«)-։. (2.12)

II. Пусть отображение первого класса гладкости в D задается 
уравнением

W= (ф£ A4-A)(l-|-|q;|2)-։> Где ? и А= (Ах-•-A//

— голоморфные функции в области D a. Cz, L — постоянная уни-

тарная кососимметрическая матрица и /= —дегко поо_ 
d(zx • • • 2я)

верить, что в каждой точке M^D, det А^=0 матрица ВА~1=В— ко-
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сосимметрическая и отличается от унитарной на множитель |~ (Л/)|2 = 
= 21Ы։։«=1- п.ЗдесьВ=('4-г') М = ֊) : .?(Л0-

1-1 ՝ / п. п .ч \ Од /п,пМ
— значение функции ® в точке М.

Итак, мы показали, что справедлива
Теорема 4. I. Если отображение {!₽ — (2)} второго класса

гладкости принадлежит классу Ед, то в некоторой окрестности 
каждой точки оно может быть представлено в виде

= (?АА 4՜ А) (1+|ф|2) 1 где ф и А = (Аг- • •Ля)/—голоморфные функ
ции в области Ос Сг, Ь —постоянная унитарная кососимметри
ческая матрица.

II. Всякое отображение | — V/ (7)} первого класса гладкости 
в области О, задаваемое уравнением (2.12), принадлежит к классу

Ел> при =------ =---- —։— =/= 0 в каждой точке
О (г1- •• д )

§ 3

Пусть область Осс Сг и матрица Ь имеет вид

Ьг-и =
[ 0,/4=2/
11,/=2/’

Ьир = О, р 4= 2/—1 
-I, р=2/-1,

/=!••• пТ’
тогда

ш* = (А* + ф Ал+։)(1+|®|։)-։, если к—нечетно,

(3.1)

(3.2)
Шк = (А* — ®А*_։)(1 + |ф|8)՜’, если к—четно,

где А* и ф — некоторые голоморфные функции. 
Легко подсчитать, что

£|™*|г=3|А*12(1 + |ф|։)֊։. (3.3)
*=1 *=1

Положим ф = я1, Лл = г*, Л=1-.-л, тогда

2 1«л1։ = 2ИЧ1 + НТ’. (3.4)
*=1 *=!

■Шк = (я* + * + *) (14֊ |я1|։)-։. если к — нечетно,

ад* = (г* — я1 г*՜1) (14՜ (л1!2)՜1, если к — четно. (3.5)
При помощи (3.5) можно осуществить отображение области 

п п
~У \г! |2 <^1 на гипершар V |шр|2<^1. Отображение, обратное отображе- 
1=2 р-1
нию (3.5), вычисляется по формуле

г1 =14,! (14֊ Ш։)՜1, г2 = «;2 4՜ |»1|։ (1 + »з)՜’»
(З.б)
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г2։ 1 = п>2/ —1 — ц>! աշ, (1 + ա։)—1 , -г2' = »21 + гиг и>2/ —1(1+ «’շ) 1 ■ 

п

Очевидно, что отображение (3.5) гомеоморфно в области
• 12

Л Л
Заметим, что области р<^1 и |ш/։]2 1 биголоморфно неэквива-

1=2 р=1
лентны (их биголоморфные автоморфизмы имеют разную размерность). 

Дефект комплексных прямых при отображении (3.5) изменяется 
от нуля (при г1 — 0) до единицы (при |г’| =1).

Итак, нами доказана
Теорема 5. Отображение

ъик = (2* փ г17*+1)(1 + |г։|2)՜', если к— нечетно,

■шк = (շ* — շ1 ^*-1) (1 ֊|- (г1!2)-’, если к — четно, 
п

принадлежащее к классу Ей в области |г/|2^1, осуществляет 
1=2 

п

гомеоморфное отображение этой области на гипершар V |»р|՜ < 1.
р-1

В заключение выражаю благодарность Б. А. Фуксу за постанов
ку задачи и внимание к настоящей работе.
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արտապատկերումների մասին (ամփոփում)
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V. V. YURASHEV. On quasi conformal transformations which ascribe 
the same defect to every complex line (summary)

The necessary and sufficient conditions for a transformation to belong to the 
class described in the heading is found. These transformations are written :n a clo
sed form.
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