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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակովւ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողդ 'ծին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով'

՛Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով'

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը՝ երկու գծիկով վերևում'

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով'

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում'

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է՝ հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը'

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում , տեքստի համապա
տասխան տեղում'

5, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում'

3. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը'

7» Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով'

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը'

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը'
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր'
Խմբագրության հասցեն՝ Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա "Մաթեմ ատիկա»'
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КРИТЕРИИ КОМПАКТНОСТИ МНОЖЕСТВ
В ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ 

ОБОБЩЕННОЙ ВАРИАЦИИ

1. Введение. В настоящей заметке доказываются аналоги крите
риев компактности М. Рисса [1] и А. Н. Колмогорова [2] для про
странств АСм*,  введенных Муселаком и Орличем [3]. Для этой цели 
введено понятие М (М')—модуля непрерывности функции пространства 
АСм-

* Один критерий компактности для пространств АСМ (см. ниже, лемму 3.24) 
вытекает из результата Г. Е. Шилова [4].

Вообще пространства АС.ц определяются в зависимости от функ
ции М (и), которая задана, непрерывна и не убывает на [0, + со), 
причем М(0)=0 и Л/(и)^>0 при и^>0. Однако мы в этой работе на
ложим на функцию М (и) дополнительно следующие ограничения:

(с) М (п) выпукла на [0, + со);

(0) lim =0;
и ■*  +0 U

(Д2) существуют постоянные а">0, 6>0 такие, что

М(2и) -С ЬМ (и) при 0 < и -С а.

Все рассматриваемые ниже функции х (t) считаются комплексно
значными, периодическими с периодом Т = 1, причем х (0) = 0. Одна
ко результаты можно распространить и на непериодические функции.

Отметим, что многие определения и обозначения заимствованы 
нами из [3]. На основании результатов этой же работы доказаны по
чти все необходимые вспомогательные утверждения.

2. Класс Иль Л. Юнг [5], обобщая определение функции огра
ниченной р-вариации, введенное Н. Винером [6], рассмотрела класс Ум 
функций ограниченной ЛГ-вариации. Говорят, что функция х (£) при
надлежит классу Ум, если

Ум(х) sesup У М[|х (6)֊x(f:-i)|]<oo, 
П &

где П = {0 = £0<О1<С,'л<’՝^'’։ = 1}~ произвольное разбиение отрезка 
[0Л].

2.01 . В [3] показано, что для того чтобы класс Vm был линеен 
(линейность означает, что условие xi £ Ум (I =1, 2) влечет x։-f-X։£ Ии 
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н cxi С: Им Для любого комплексного с), необходимо и достаточно, 
чтобы функция М(и) удовлетворяла условию (Д2). В наших предполо
жениях условие (Д2) выполнено, следовательно, класс Ии линеен.

2.1. Класс А См. Муселак и Орлич [3], обобщая определение 
класса Ир Лава [7], рассмотрели класс АСм таких функций х (t), ко 
торые обладают следующим свойством.

Для любого е G существует, такое 8 ^>0, что

i=l
для всякой конечной системы неперекрывающихся интервалов (®/, Л) с 
с [0> если только

1=1
Если х£АСм, то говорят, что x(t) абсолютно непрерывна относи
тельно функции М (и). Легко видеть, что АСм с Им, и функции клас
са АСм непрерывны.

2.2. Л4-модуль непрерывности. Если х£ Ии> то положим

“ж (8, х) = inf к, 
где точная нижняя грань распространяется на все числа &>(), удов
летворяющие условию

|х (6 ) — х (6-1)1 

к

(|П| = max (6— 6—1)). Величину и>м (8, х) назовем Л/-модулем непрерыв- 

ности функции х (/). Например, при М (и) = ир (1 < р < со) имеем

шиР (8> х) = sup /У |х (6 )— X (6֊i)|p J •
!П| < S J

Величину шир (о, х) ввела Л. Юнг [8], а систематически использовал 
А. П. Терехин [9].

2.3. Свойства Л/-модуля непрерывности и определение прост
ранств Ии и АСм. Как показали Муселак и Орлич [3] (см. п.п. 3.03, 
3.21, 1.01) при наших предположениях относительно функции М(и) ве
личина о>.и (1, х) является нормой (напомним, что х (0) = 0) в линей
ном классе Им (АСм), причем Ум (АСм)— банахово пространство от
носительно нормы

И-И = “Л (1, х).

Подобным же образом можно доказать, что при любом фиксированном 
8>0 величина о>.и (8, х) обладает всеми свойствами нормы, в частности, 
справедливо неравенство треугольника

“ж (8, х։ + хг) < шм (8, xj + ш.и (8, х2).
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Используя результаты [3] (см. п. 2.11), легко показать, что, в си
лу (0), условие

Нт ы.и (3, х) = 0
5 - +0

необходимо и достаточно для того, чтобы функция х из класса Ум 
принадлежала АСм.

2.4. ЛГ-модуль непрерывности. Пусть хл (f) = х (t 4՜ Л). По
ложим

“л։ (3, х) = sup Цхл — хЦ.и . 
о < л < г

Назовем эту величину ЛГ-модулем непрерывности функции х £ Ум. 
При наших предположениях относительно функции М (и) условие 
ш,и G, х) —»0 (3—*4-0)  необходимо и достаточно для того, чтобы 
функция х класса Ум принадлежала АСм (см. [3], п. п. 2.41, 3.11).

3. Основные предложения.
3.1. Критерий М. Рисса для пространств АСм. Для компакт

ности множества Kez АСм необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялись два условия:

1) |х|м<С (х£К, С — С (К));

2) lim sup чи (о, х) = 0.
й-*  +0 Х^/\

3.2. Критерий Колмогорова для пространств АСм. Для ком
пактности множества Kez АСм необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись условия

Г) |x(f)|.<C (х^К, С=С(К),-оо<<<оо);

2°) lim sup ||х — хл/м = 0,
л-+о хек

где

4(0 =
<+л

х (т) de

— функция Стеклова для х (£)*.
Для доказательства теорем 3.1 и 3.2 нам понадобятся леммы 

3.21 - 3.24.
3.21. Пусть х £ Ум и в точках разбиения П = (0 = /0 < 

<? • = 1/ ломаная линия х։ (£) совпадает с х(/), т. е. х(^) =
= х։ (^) (։ = 0, т). Тогда

||х — XjJ.M < 4шД (|П|, х).
Для доказательства заметим, что в работе [3] (см. п. 2.21) фак

тически доказано неравенство

< 4՜ 2 Ил(т; **-*» tl

Ло поводу условия 1°) см. замечание в конце доказательства предложения 3.2.
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где Л ^>0—любое, Иж(х;а, Ь)— М-вариация функции х на [а,Ь ]. а М 
удовлетворяет условиям (0) и (Д2) или (0) и (с).

Правда, это неравенство доказано в [3] для՜ случая, когда хг (1) 
ступенчатая функция, непрерывная справа и совпадающая с х (/) в 
точках разбиения П, однако доказательство без изменений проходит и 
для нашего случая. Из этого неравенства следует

Отсюда непосредственно вытекает утверждение леммы 3.21-

Пусть л
То (0 = 1, ф/. = 7^ ('')’ & (п= 1, 2, • • •)

о
для [0, 1], где Хд (0 — система Хаара (см- [Ю],. стр. 57). Тогда 
{<рЛ (0} — система Шаудера (см. [10], стр. 63)'-

3.22. Система Шаудера {<рЛ (0) является базисом в простран
стве АСм- Более того, если х£АСм и

х = 2 а*(х)  <р* г 
а-о

* Отметим, что функция у — х (1) и Зп х) комплекснозначны.

то
Дх — 5Я (х)1м < 4шм (8Л„ х)',

где Бп (х) = 2 а*  (х) Т*,  а 80 = =1, 8« ^2~т при 2т < «<?»+։.
А-0

Приступая к доказательству, положим х£ДС.и- Тогда х (/) не
прерывна, а, поскольку система Шаудера {<рЛ (£)}—базис в простран
стве С [0, 1] непрерывных (в частности, периодических с периодом 
Т = 1) функций на [0,1], то

С °°
х=2 ал(х) <РА,

А=0

причем это представление единственно. Докажем, что этот ряд схо
дится и по норме пространства АСм- Пусть [шЛ|Л-о—последователь
ность всех двоично-рациональных чисел отрезка [0,1], занумерованных 
следующим образом: ги0 =0, — 1, шп (п>2)—точка максимума функ
ции фЛ (<) на отрезке [0,1]. Тогда

5Л (х) = 5Л (*,  х) = 2 а*  (х) <р*  (<) 
А-«

есть ломаная линия, звенья которой являются хордами кривой у— х ({), 
а значения параметра / в концевых и угловых точках хорды равны 
«»о, «М*  (см. [Ю], стр. 63). Поэтому к функции х — 5Л,(х) мож
но применить лемму 3.21, чем и завершается доказательство-
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Замечание. Отметим, что в силу условия х (0) = 0 и перио
дичности х (/) в лемме 3.22 а^ (х) = аг(х) =0 для любой функции 
х^АСм-

3.23. Если х^АСм, то 

к-хЛм<шж(А,х) (А>0),

где хл—функция Стеклова для х (<), а (Ь, х)—М'-модуль непре
рывности функции х (I).

Приступая к доказательству, отметим, что в работе [3] (см. 
п. 2.44) фактически установлено неравенство

Им ( < ֊■ С Ум ( Х~^Х՜՝} *
\ к / А 3 \ к /

о
(А^>0— любое).

Поэтому существует такое "0, что

Из этого неравенства и определения М’-модуля непрерывности выте
кает утверждение леммы 3.23.

Следующая лемма вытекает из одного результата Г. Е. Шилова 
[4] (см. также [11], стр. 262).

3.24. Для компактности множества К с АСм необходимо и 
достаточно выполнение двух условий.:

а) Ни<С (x£/f, С=С(К))-

в) lim sup Чм (8, x) = 0.
։ - + о jrgx

Ссылка на результат Г. Е. Шилова [4] возможна в силу того, что 
АСм является однородным банаховым пространством, т. е. из х£АСм 
следует хь^АСм, ||хл||м = Мл ПРИ любом А и справедливо равенство 
lim Дхл — х|[и = 0 (см. [3], п.п. 2.41 и 3.11). 
л-»о

3.3. Доказательство предложения 3.1. Необходимость до
казывается аналогично случаю пространства Lp (1 <^р со). Итак, 
пусть множество Кс^АСм компактно. Тогда в пространстве АСм для 
любого е^>0 существует конечная e/2-сеть х1։ х։,•••, хп для множе
ства К. А так как lim шл (о, х) — 0 для любой функции х£АСм, то г-+о
ш.м (A, Xi X е/2 при 0 A<^S (е) (г = 1, 2, • • ■, и). Наконец, пользуясь не
равенством треугольника для Л/-модулей непрерывности (8, х) и их 
монотонностью относительно 8, имеем для любого х£АСн и 0<"А<^ 
<8(е)

Ш.и (А, х) < ШМ (А, X — X/,) -t- шм (А, Х/О) ■<

< Цх — х/,|и + “и (А, X/,)<-t 4- 2- = 8 (/0֊= 4 (х)).
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Необходимость условия 2) доказана. Необходимость условия 1) из
вестна.

Достаточность. Пусть выполнены условия 1) и 2) предложе
ния 3.1. Из условия 2) и леммы 3.22 следует, что для любого е^>0 
существует номер п, такой, что

||х — 5„(х)|| и < s (л > л,, х £ К), 
п

где 5П (х) = У ах- (х) Отсюда и из условия 1) на основании Крите- 

рия компактности для пространств с базисом (см., напр., [12], стр. 247)» 
вытекает компактность множества К.

3.4. Доказательство предложения 3.2. Необходимость. 
Пусть множество К с Л С. и компактно. Тогда |‘x||,ii-СС(С=С(А)) для 
х^_К, откуда и вытекает Г'). Условие 2') вытекает из лемм 3.23 
и 3.24.

Достаточность. Пусть выполнены условия 1°) и 2°). Из ус
ловия 2°) следует, что множество {х/Дх£А, А^>0} является г-сетью 
для множества К при любом е 0. Поэтому достаточно доказать, что 
множество {хл|х£К] компактно при любом фиксированном А^>0.

В самом деле,. для любого разбиения П = {f0 = 0 <С
<^т = 1} на основании условия 1’) имеем для любых А^>0 и £^>0:

2 мГ |хИб)-хИб-1)| I 2 м 12Cfa-f*-i)

Но в силу условия (0) —h-i) = 0, поэтому из предыдуще-
։ч|-»о.—.

го неравенства следует, что
Ит зир ш.н (3, х\) = 0 (Л^>0 фиксировано). 

։*  +о
Из этого же самого неравенства вытекает, что 

в.аи<^ии<оо (х^/э. 
л

Таким образом, для множества {х/Дх£ К՜) (А^>0 фиксировано) выпол
нены условия 1) и 2) теоремы 3.1, поэтому это множество компактно. 
Теорема 3.2 доказана.

Замечание. Условие Iе) в теореме 3.2 можно заменить ус
ловием
1') л Ии < с (х^к, С = С (А)).

Это следует из доказательства. Именно условие 1') вместо 1°) фигу
рирует в теореме Колмогорова для пространств Ьр (1<^р<^оо). Ус
ловие 1') всегда влечет 1°), а обратное'неверно. Поэтому теорема 3.2 
в смысле достаточности является более сильным утверждением, чем 
то, которое получится из него, если условие 1°) заменить на 1')֊
Московский физико-технический

институт Поступило 15.XII.1967
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Р. Ի. ԳՈԼՈԻ?ՈՎ

ՐԱՋՄՈԻԹՅՕԻՆՆԵՐԻ ԿՈՄՊԱԿՏՈԻԹՅԱՆ ՍԿ9.ՐՈԻՆՔՆԵՐԸ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ 
ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿ ՎԱՐԻԱՑԻԱՅԻ ՖՈԻՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈԻՐ֊ՅԱՆ ՄԵՋ

Ամփոփում

Հոդվածում ապացուցված է Մ. Ռիսսի [/] և Կոլմոդորովի [2] կոմպակ֊ 
տ ութ յան սկզբունքի անալոգները Օր լի չի — Մ ուսելակի տարածության
համար։

Այդ նպատակի համար մտցված է ֆունկցիաների ի/[-մոդուլ անընդհա
տության հասկացողությունը АСЛ1 տարածության մեջ։

Ենթադրվում է, որ М (ս) ֆունկցիան բավարարում է հետևյալ պայման
ներին

а) М (0) = 0, Л/(и)2>0 և տևում է երբ Ա^>0.
с) М (u)-b ուռուցիկ է [0, -}• օօ) տիրույթում.

0) lim ֊— = 0.
U— + 0 Ա

Դոյութչուն ուսեն а 0, Ь 0 այնպիսի հաստատուններ, որ М (2u)C 
•С ЬМ (ս), երբ 0 <Հ ս ֊Co։

В. I. GOLUBOV

THE CRITERIA OF COMPACTNESS OF SETS IN THE 
SPACES OF FUNCTIONS OF FINITE GENERALIZED

VARIATIONS

Summary

In this paper some analoga of criteria of compactness by M. Riesz 
[1] and by Kolmogoroff [2] in the spaces ACm of Orlicz-Musielak [3] 
are proved. To this aim the M-moduli of continuity in the space ACm 
is introduced. The function M (u) is assumed to satisfy the following 
conditions:
(a) M (0) =0, M (u)^> 0 and non decreasing for и >0;
(c) • M (u) is a convex function for ։Հ>0;

(0) lim = 0;
«-•10 и

(Д2) there exist a^>0 and b 0 such that M(2u) -C b M(u) for 
0<Հ и -С a-
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Г. В. ЖИДКОВ

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ 
НА ВНЕШНОСТИ ИНТЕРВАЛА И ПОЛУОСИ

Ю. А. Брудный и Р. М. Тригуб рассмотрели вопрос о приближе
нии функций на внешности интервала и полуоси целыми функциями ко
нечной степени и полустепени, получив результаты аналогичные ре
зультатам А. Ф. Тимана и В. К. Дзядыка в случае приближения функ
ций на отрезке алгебраическими полиномами [1], [2].

Таким образом, в метрике непрерывных функций были указаны 
необходимые и достаточные условия принадлежности функции к классу 
Липшица՝

В данной статье в метрике функций, суммируемых <с квадратом, 
решаются задачи, обратные к задачам, рассмотренным в работах 
11], Р}

А именно, указываются свойства функций 'На 'внешности интерва
ла и полуоси, которые являются необходимыми и .достаточными, чтобы 
наилучшее приближение удовлетворяло неравенству, имеющему место в 
известных классических теоремах Д. Джексона и С. Н. Бернштей
на [7}.

В случае приближения функций алгебраическими полиномами на 
■отрезке аналогичный результат получен в статье [6]. Итак, пусть 
функция /(л) определена на множестве 1 х со. Введем функции

о
где

օօտ
(1)

О ' ’

(т ք Ак т)-1/2 ф* (т) ££з [0, оо).

Обозначим через А™ [/] наилучшее приближение / (х) с помощью 
функций Հ»։ (х)

л'3) 1/2
«адг <1х

и соответственно

Հյ
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Рассмотрим преобразование Мелера-Фока [3] функции

։/2+н(х) Ф (х)</х,

о
где

Ф (т) ~ т<Акх I Р-хр+н (х) / (х) с/х.

Отсюда и из равенства Парсеваля [4] 
СО во
Г ГФ2 (х) ,\Р(х)(1Х= —-+2-

1 о
следует

А™ хр +/Х(х) Ф(х)</х

О

1/2
(2)

Теорема 1 Если функция / (х) имеет з-ю производную, удов
летворяющую условию

то для выполнения неравенства

• / ГГ^/л(х) сР/(х)Р
и I с/х։ с/х* I

1/2
(3)

необходимо и достаточно, чтобы

С
(4)

где М не зависит от А О, С не зависит от а > 1, 0 < 7 ■ 
Доказательство. Покажем, что из (3) следует (4). 
Пусть

/(ска) Р-1/2+/Т (ск а) ф (т) (Е.

С помощью

+22 
т—1

теоремы сложения

Р-хр+н (ск R) = Р-хр+н (ск а) Р_1р+/х (ск А)+

г/1/9 (<+ а) ■^-1/2+^ (сЬ А) соз т 9,
,1 (1/2 + «х + т)

ск R = ск а ск А + вк а зк А соз 9
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имеем

+/(сЬа)
<1 сЬ а1

зЬ1 а~

о

О 
где

Г(1/2 + * + з) р-л (сЬ а) ф (_} а
Г (1/2+ 2х-з) г 4 ' ’

П-» / -ч Г (1/2 + 2՜ - а) . . Р-1П+1-. (сЬ а)
/+1/2+/-(с]1 а) — ■ . - -БИ а ------- -------------------

Г (1/2 + п + з) а сп а.

Применяя равенство Парсеваля для обобщенного преобразования Ме- 
лера-Фока [4]

Ф3 (т) (1-

и
3 т зИ ятГ(1/2 4֊ 2т + з) Г (1/2 — 2т + з) 

о

получим

<2’
.1 | г/сИа5 
о

сР/(ск а) I2 , 2+1 ,
——------- зп"+1 ада

<2 сЬа*

:Г(1/2 + 2? + з) Ф2 (т) <2т

и
Так как [3]

Г (1/2 4-2х ч-д)
Г (1/2 +2т-5)

Г2 (1/2 + ։- —з) т зЬят Г (1/2—2т +з)

Г (1/2 + 2т + з) Г (1/2 — 2т + з) = _^֊ 
сп՜-

(24—I)21
4 I ’

]Г,«4-(2^
4

4

то, учитывая условие теоремы, будем иметь

<2 сЬ а5
<2*/ (сЬ а)

<2сИа4
| зЬа’+1 а с?а =

[Р-։д + м (сЬ А) — I]2 П -•2 + (24—1)г|Ф2(т)<2т

о
или

т^Аят
= к

и и

4
<М=А2т (5)

։/л
У [Р-1/8+л (сЬ А)—I]2 т2,-։ с1Ь~ ф2 (т) <2- М1Н1тл

1/л
мг = му*.

Воспользовавшись формулами [3]
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С сЬ2уг _ ,г_2 Г(х 4*у)Г(х у)
3 (сЬ)^ ' Г (2х)
о

где
/?(х)>0, R (х) > |7? (у)|,

|Г (1/2+*)|։ - |Г (й)|’= ֊— 
сп՞՜ < ։Ь ""

и интегральным представлением (1), получим ряд Маклорена 

Р-.в+„(еЬЛ) ~ 1--1֊(| + <■)*•+ 5^ (֊֊ + ’։Х֊+^>‘— 

Так как ряд—знакопеременный обвертывающего типа, то

4 (֊ + х8 ) Л’ (1 — — А8- — \С1 -Р-1/2+и (сЬ Л) < 4-(-Т + ) А’*
6 \ 4 / \ 960 80/ 6 \ 4 /

(7) 
При проведении дальнейших выкладок будем предполагать, что 
0 < А 1, ибо в случае А 1 доказательство теоремы проводится 
тривиально.

Предполагая, что 1/А т <; 2/А, будем иметь 
1/1 \ / 19[Р-./2+К (сЬ А) -1]8>2-^ + ^)8 А8--С1։ (8)

где Сг — абсолютная постоянная, которая не зависит от т и А.
Из (6) и (8) получим

2/Л
| сМктФ8 (т) А < 7И։А2Т, Л/2= (9)

1/л 
Следовательно

2/Л
| ф2 (,) (1- < М9№+*< 

։/л 
или 

г/+։/*
Г ££^1 Ф8(т)Л<2֊՛^+т) л/ал* + ։т, 7 = 0,1,2,. ..

и т
2>/Л

Из суммируемости по у и сходимости ряда в правой части следует

ф» (х) Л < С8А^+2т . (Ю)

1/Л
Соотношение (10) при а = 1/А и (2) дают (4).

Докажем обратное утверждение, т. е., что из (4) следует (3). 
Проводя аналогичные выкладки как и в начале теоремы, получим 
соотношение (5). Представим следующий интеграл тремя слагаемыми:
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Из условия теоремы и равенства Парсеваля 
тению (5) получим

] х/Атхх

(П)

аналогично соотно-

ГД.Г , , (2А-1)21 Ф*(х) (Т«Р/(сЬ а) 1’ 

3 * 2 [ 4 | х Мях 2 | <1 сЬ а* |
о о

зЬ2’+1 а с?а<^ оо.

Поэтому, учитывая неравенство (7) и то, что 0<^А-С1» будем

к Г [р_։/2+/, (сЬ Л) -1Г п Р + (֊֊֊ I ֊֊
и 4 ] хМ«х
о
. д№гтГ « I (2^֊1)3 1 Ф’(х) ,

<+А4 11՜+ - ----------- — ------ а՜ = С2п* < С2№.
J *=4 4 ] х<А«х
о

иметь

■Соотн ошение
ео

к (х) = у х2*-’ с! А «х ф2 (х) с?х = О (х-2Т )

-следует из (9) и эквивалентно (10).
Так как при х > 1 имеет место неравенство

*-1

(2^-1) 
4

(2А-1)8 
4

то из (7) интегрированием по частям получим
։/л ,

" 1՜ [Р-1/2+н (сЬ А) — I]2 П[ (2А-1)2] Ф8(х) ,
4 X /А 'КХ

1/Л 1/Л
■^.Сз у А<Х2,+3 с1 А гсхф2 (х) с?х= — С^А*у Х*А' (х) </х =

1 I
1/А

= -С,А«А(х)||/а4֊С,А< С

Оценим третье слагаемое в соотношении (11). 
В силу неравенства

|Р—1/а-Мх (сЬ А)|< 1 
и условия теоремы получим

« 1 [Р-1/2+Ь;

1/л

(2А -1)а1 Ф» (х)

4 х^Атсх
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<4яС х2-5--1 с1Ь ~Ф2 (֊) сА < С^А-’Л

1/Л
Объединяя оценки слагаемых в выражении (11),. учитывая (5) и (6),. 
получим (3).

Далее рассмотрим теорему о наилучшем приближении функции 
/ (х), определенной на полуоси 0 х °с.

Для этого воспользуемся интегральным преобразованием Ханке- 
ля 15]

/ (х) ~ С, у, (тх) Ф, (') ^’+1 </-, (12)

6
ф.(') ~ J л('*)/ (*) *2,+։ dx> с‘ = 

о

(13).Л (*х) =
2' Г (у-|- 1) Ji (~х) _ z__Г (v + 1)

"(«)’ £ Г (у + к + 1)Л!

у-. (^х) — функция Бесселя.
В силу теоремы сложения для функций Бесселя

= 2,г w V (у + i) ^С] (cos 6),
W Д («)’ (тА)'

где R1 = xs + А8 — 2хА cos 0, С/ (cos 0) — полиномы Гогенбауэра, и 
соотношений

Г С/ (cos 0) sin2’ ©J0 = 0, 1=1, 2 ,• • • , [sin2՝ 0J0 = Г (v-+2 )̂- >

J J Г(у + 1)

Со (cos 0) = 1, имеем 
ТС

Отсюда и из (12) следует
ТС

/д(х)= --------(v + 1) С f(R) sin2՝0J0~
Г (1/2) Г (у+1/2) J 

о
ее

~С, Jу, (тА) у, (тх) Ф, (т) -г2’*1 dx, (14)

Для преобразования Ханкеля (12) имеет место рэгенство Парсева- 
ля [5]

°° со
У У2 (х) х2’+’| dx = С, Г ф’(■։) T2’+I Л..

о О
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Построим функции 
9

Я,(х) = у /, (-Х) Ф* (х) х*+։ а՛, (15)

о 
где

ф«(т)х,+։/2 [0> ос).

Обозначим через А (։2) [/] наилучшее приближение / (х) функциями 
Н (х) в метрике 2^

л:(2)[/]=1пг ( С [/(х) —/7։(х)]2х2’+։ ах \'2. (16)

На основании равенства Парсеваля из соотношений (12) и (16) имеем

(17)

Теорема 2. Если функция / (х) имеет з-ю производную, удов
летворяющую условию

ГГ//Ы 1> 
j L (xjx)j J x2’+Irfx < со,

то для выполнения неравенства

( fl X- _ х-^2«. 1’ у»< МА1
\J (xdx)s (xdx)s J /

о
необходимо и достаточно, чтобы

Л:(2)[/]< 1/2, 0 < -К 2;О*+Т

(18)

(19)

М не зависит от А^>0, постоянная С не зависит от а > 1, /л (х) 
•определяется формулой (14).

Доказательство. Покажем, что из (18) следует (19).
Из соотношения (12) имеем

~С,; С/,+, (хх) Ф, (х) +։ е/т.
(хс/х)^ 3

о
С помощью равенства Парсеваля получим

С Г d*f (x) I2 *։,+1 dx
J I (xdx)s (xdx)s J
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(22>

= С, | [у, (тЛ) - 1]֊ ф? (-) -■*+2’+У՜- (20)

о
Отсюда и из условия теоремы будем иметь

[у, (,Л) _1р ф2 (-) -։з+2՝ +։ < Мх№, Мг = №/С,.

о 
Тем более справедлива оценка 

2/Л
(21)

1/л

Так как в правой части выражения (13) — знакопеременный ряд, то 
имеют место неравенства

-А- Л* у Г1______1_ (±\г I < 1-л (,Л)<֊1_ ■
<+1\2/|. 2 0+2) \ 2 / / >+1\2/

Неравенства (21) и (22) дают 
2/Л
I’ Ф2 (т) & +2’+։ а- < М2№, М2 = 64 + 2)2 Мт

3 2 ’ (г^—эр
1/л

ИЛЯ 
2/Л
У ф2 (г) т2’+> < Л/2А^+2т.

1/л 
Следовательно 

2/+1/Л

Ф2 (т) т2’+» Л < 2-2/ , /=0,1,2, • • • ..

2//Л

Суммируя по у, будем иметь

(23)

У ф?(х) та,+1 Л<Л^։А2,+’т. (24)

мл
Полагая в (24) 1/Л = о и учитывая (17), получим (19). Докажем обрат
ное утверждение. Из неравенства (24) следует

<ч»
У Ф? (т) т2» + 2’ +։ (1- < . (25)

1/Л
и наоборот. Обозначим

лс

к (т) = Г Ф2 (т) + 2’ +1 = о (т֊2!). (26)
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Представим следующий интеграл двумя слагаемыми 
։/*

[л (тЛ) -I]3 Ф? (-) ժ֊= у • • ■ + у

о Гл

Оценим первое слагаемое. На основании неравенства (22) и (26) ин^ 
тегрированием по частям получим

1/Л
У [Л (тА) -I]3 Ф? (֊) -2г+2’+ ։ <1֊ < 

п 
ил 1/Л

<А4 у Ф? (т) -А4 у -.4 к' (֊) <1- =

о о
1/Л 1/4

1/Л
•С 4А* у 'Зк (է) 

о

о о 
1/л

А4 У О(х-а֊2т)^<Л/,А։т. 

О

Оценим второй интеграл. Так как |/» ("А)| -С 1, то, учитывая 
дем иметь

(25), бу-.

1/Л

I3 Ф? (т) х։*+։’+։ &

<4 Ф? (-) 12’+2’+։^<4Л/4А2т.

1/л
Из полученных оценок вытекает неравенство

о
Отсюда и из (20) следует (18).

Университет дружбы народов 
им. П. Лумумбы Поступило 13.IV.1967-

Գ. Վ. ԺԻԴԿՈՎ

ԻՆՏԵՐՎԱԼԻ ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱՍՈՒՄ ԵՎ ԿԻՍԱՌԱՆՑՔԻ ՎՐԱ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ 
ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Հոդվածում նշված են ֆունկցիաների այնպիսի դասեր, որոնց պատկանհ- 
լը անհրաժեշտ և բավարար կ այն բանի համար, որպեսզի լավագույն մ ոտ ար-,՜ 
2-529
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կումը ինտերվալի արտաքին մասում և կի и առանցքի վրա բավարարի համա
պատասխան անհավասարությանը։

Այս անհավասարությունը հանդիսանում է Դ. Ջեկսոնի և Ս. ն. Բերնշտեյնի 
Լիպշիցի դսսին պատկանող ֆունկցիաների լավագույն մոտավորությունների 
վերաբերյալ ուղիղ և հակադարձ թեորեմների ստրուկտուրային բնութագրու
թյունը։

G. V. ZIDKOV

ABOUT THE BEST APPROXIMATION OF FUNCTIONS IN 
THE EXTERNAL OF AN INTERVAL AND DEMIAXIS ABSTRACT

Summary

In the paper some classes of functions are indicated, belonging to 
which is necessary and sufficient for a function, for the best approxi
mation in the external of an interval or on a demiaxis would satisfy 

.certain inequality.
The inequality mentioned is a structural characteristic in well 

known Jackson’s and Bernstein’s theorems (direct and inverse) on the 
best approximation of functions belonging to the Lipschite’s class.
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Е. 3. МОГУЛЬСКИЙ

ТЕОРЕМА ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ 
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ВЕКТОРОВ РАЦИОНАЛЬНОГО 

ОПЕРАТОРНОГО ПУЧКА

Целью настоящей статьи является перенесение известной теоре-. 
мы М. В. Келдыша [1] о n-кратной полноте системы собственных и 
присоединенных векторов полиномиального операторного пучка на слу
чай рационального операторного пучка. Это обобщение интересно тем, 
что вместо конечности порядка главной части пучка требуется лишь 
конечность нижнего порядка. Теорема такого рода для линейного пуч
ка была доказана В. И. Мацаевым и Ю. А. Палантом [2], а для по
линомиального пучка Ю. А. Палантом (диссертация). Для получения 
теоремы полноты используется метод, применявшийся В. И. Мацае
вым для оценок резольвент операторов [3]. Другие обобщения теоре
мы М. В. Келдыша на случай рационального пучка были получены 
Дж. Э. Аллахвердиевым [4]. В дальнейшем будем придерживаться 
обозначений, введенных в [5]. Через 5«. обозначен класс всех линей
ных вполне непрерывных операторов, действующих в сепарабельном, 
гильбертовом пространстве Н. Для каждого такого оператора А вводит
ся последовательность {хя (Д)}Г его s-чисел,, определяемых как собст- 

1
венные числа оператора (А*  А)2, занумерованная в порядке убывания 

1

с учетом кратностей (если г = dim. (А*Д)  оо, то $я(/4) = 0 
(п = г+ !,•••), и функция v(f, А), равная количеству чисел sn (Д), 
больших f՜1.

Операторным пучком L (X) назовем оператор-функцию L (X) — 1 — 
— М(Х), где М (X)— голоморфная оператор-функция со значениями из 
S«, определенная в некоторой области G комплексной плоскости 1. 
Число называется характеристическим числом операторного пучка, 
если существует ненулевой вектор ®0£ Н такой, что L (Хд) <рй = 0, а ®0 
называется собственным вектором пучка, отвечающим характеристичес- 

k
кому числу /0. Если существует векторный полином ? (X) = У <pf (X — Х0)г

(<Ps£H) такой, что ||£(Х) ® (Х)| = О(|Х — }0|* +1), то мы назовем векторы 
Ф1։ ?։>■’■« цепочкой векторов, присоединенных к собственному век
тору р0. Кратностью собственного вектора <р0 будем называть макси
мальную длину цепочки присоединенных к <р0 векторов.

Пусть <р0 — собственный вектор кратности т, отвечающий харак
теристическому числу >0, а <?ъ ®», • - •, — соответствующая ему це-
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почка присоединенных векторов. Тогда, если <? (а) — 2 ф*  (X то
х=0

£(>.).().) = ОД р,-^)= (2А^р-Ч).)(з „ (Х-М‘)=

/ д! \ / 1 <?2А , дЬ .“ Ь (М Фо + ^2^— Фо 4՜ (К) Ф1^0՝ 1 о) + |^|՜ <?°4՜ 'Р1

\ /т 1 дт~кЬ \+£(М Фо )(Х ֊ >о)’ +—(2 +

, у /у 1 дт+Г~кЬ
“№0(’п + г-к)\ 0^'-՛՝ ф*  } О-У՞1

Но так как
| Д(>֊)(2 ФЛЬ-М')| =О(Р֊-\>Г+։), то 

т 1 Лт—* А
НК) Фо= ■֊■ Фо + £ (М Фх = • • • = 2 , ,Т - т.к Т*  = 0 

0'0 ^—0 (^1 </Ло

и, следовательно, приведенное здесь определение цепочки совпадает с 
определением цепочки по М. В. Келдышу [1].

Покажем, что такое определение инвариантно в некотором смыс
ле относительно замены независимой переменной.

Лемма 1. Если есть характеристическое число оператор
ного пучка, то при преобразовании X = >• (и), (Ро) =/= 0 (р®))
подпространство собственных векторов и подпространство, натя
нутое на собственные и присоединенные векторы, отвечающие Хд, пе
реходят соответственно в подпространство собственных векто
ров и подпространство, натянутое на собственные и присоединен
ные. векторы, отвечающие Рд; при этом длина максимальной, цепоч
ки не изменяется.

Если ф(Х) = 2 Ф,(Х-Хо)*  и |А(Х) ф(Х)|=О(|Х -У’+։), то
• 5=9

£(к (р)) <р (X (р)) = А (X (р))^ Ф5 [ 2 ֊֊ Х(*) (роХн ֊ Р»)*!Г } = 
\5-0 I *-1*‘ !՛ 1

= 1-^(р))[2 Мр- Ро?+ (р- р»)р+12** (р—Рв)* 
Ь=о *=1

и
(к <р))(2 ф, (р — Ро)А )| = о (|Р — Ро|* ,+’).

Так как при подстановке ряда в ряд п-ый коэффициент резуль, 
тирующего ряда зависит лишь от первых п коэффициентов исходных 
рядов, то вектор ф, является линейной комбинацией векторов ф0,®ъ ■ • ■ , 
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фз. Обратно, поскольку (н0) =£ 0, то функция ). (р) имеет одно
значную обратную функцию н ('■) в окрестности точки Pq, и каждому 

р
полиному | (н) = 2 Ф» (Р — i^oP такому, что (к (и)) ф (р)|| = О(|р— р01/’+1)> 

1=0
Р

отвечает функция ф(нО-))—2 фз (>֊ — + О | X — X0|p+I, причем
з=0

Ц£(/.)^2?з (>■ — \>)Л|=О(Р— '-olp+՛)» и каждый вектор ф,(s =0,1,- • -,р)
Ч=о '

является линейной комбинацией Фо, Ф1,- • Из приведенных рассуж
дений следуют все утверждения леммы.

Отметил., что при преобразовании л = р + Ь собственные и при՜ 
соединенные векторы сохраняются.

Характеристическое число пучка £.()-) называется характери
стическим числом конечной алгебраической кратности, если простран
ство нулей оператора L (Хо) конечномерно и кратность каждого 
собственного вектора конечна. Если хотя бы ' в одной точке 
оператор L (X) обратим, то согласно [6], множество характеристичес
ких чисел пучка £(Х) состоит из дискретного множества точек конеч
ной алгебраической кратности, которое может иметь точки сгущения 
на границе области G.

В дальнейшем будут рассматриваться ^рациональные оператор
ные пучки вида

л N *1

I L 0) (2 № )| = | L (*) ( W” '1) + 2 (>֊оФ^-։) 4-

л(х)_1-Зх-в,-22]А^.. (1)
J-0 ։-!*=!  (>>—м)

где операторы Bs, Bi,k£S".
Если <р0 — собственный вектор пучка (1), отвечающий характерис 

тическому числу Xq, a <?i, ?»,•••, <fr—присоединенная к нему цепочка, 
то соотношениями

<ро’ = >о Фо’՜”» •?* ) = К т Фз’-й” С*  = 1,2, • • •, « —1; s = 1, 2, • • • ,г),

Ф^'=-2 ф^-։,'։(Л=1,---,п։; 1=1, --.N; s=0,l,.--,r
р=0

(2)
(ф(»> = 7‘»М 

л
определяются п 4֊ 2 т — 1 собственных векторов и присоединенных 

(-1

к ним цепочек. Действительно, если фЕ’՜1’ — собственный вектор, а 
Si’՜”, , фг՝1’ — присоединенная к нему цепочка, то
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+^-7>-ч)’)| -1 >«од(2<>->»>-)+

+ (х-х,) Ь (’О (2 ” 0՝ - )| = 0 (1К֊АГ։)
\/=о

и на основании определения заключаем, что фо собственный вектор^ 
а ф1’), • •• , фг’ — присоединенная к нему цепочка. Если ф^-։)'' — собст
венный вектор, а ф1*  "1)1', • • • , Ф^՜”՛' - присоединенная к нему цепоч-՛ 
ка, то

|мх) (у\ Ф^։(х-и^|= ксо<₽Г֊1,Чх
II /II И х*-»’ д=о ‘

X (>-!,)’V |з (3 ՝)1=О(|>.֊>,|-«),
/Ц |1в-о V՝* ~ ло/ и-о /II /

откуда следует, что фо'^'1 — собственный вектор, а фН' 2, • • • , 1 —
присоединенная к нему цепочка.

Полученные системы собственных и присоединенных векторов 
{ф!’’} (> = !,•••, и —1), {??М} (/=1,2, • • •, /V; Л = 1,2, •••, щ), 
(з = 0,1, • ■ • , п) в дальнейшем для удобства будем записывать в виде 
{фГ}}, где ф^ = ф?} (т = ч; у=1,2, • • ■, п — 1), фр’ = фР}'' (т = п+ пгН-----
••• + п/-1 + ^— 1; к = 1, • • -,гч).

В пространстве Н, являющемся ортогональной суммой 
.V

п+2 Гц экземпляров пространства Н, рассмотрим векторы ф^{ф!0) , 
/=1

(лг \ 
«+ 2 п1 -1 }

фУ', • • ■, фл 21 }, построенные для всех характеристических зна -

чений и всевозможных цепочек. Если векторы фЛ полны в Н, то мы бу
дем говорить, что система собственных и присоединенных векторов 

Д'
операторного пучка (1) п + 2 щ -кратно полна в Н. Для случая по-

1-1
линомиального пучка непосредственная выкладка показывает, что это 
определение эквивалентно определению М. В. Келдыша из [1].

Отсюда следует, что система собственных и присоединенных 
.V

векторов будет п + 2 щ-кратно полной тогда и только тогда, когда
1-1

из ортогональности Н всем векторам ф^ следует, что g = 0. Покажем, 
что если система собственных и присоединенных векторов не является 

п+2 Гц -кратно полной, то найдется ненулевой вектор g ^0; g1;■ • •; gn-гt 
1=1
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81.4' • • 5 8л„ ։;•••» л՛} такой, что для любого /£Н функция /Г(Х) =
л-1 "։

= 2(Х*£՜՜ 1/, £.)+ 2 2 (О — М՜*  Л՜1 1, 8к,1) может иметь особые 
.-О 1-1 *-1

точки лишь при X = X/ и на бесконечности.
Если /-о является полюсом порядка р+1 функции Л՜1 / (/£Н), то 

функция ф.(Х) =0֊—'о)р+։ / будет аналитической в точке Хо. Обозначив

через ф (X) первые р+1 членов разложения в ряд функции фр.) в ок

рестности точки /0, найдем, что Ц£ (/.) ф (Х)| =|£(Х) ((X— >՝0)р+1 £—1/ + 
+ О ().— >0)/’+1 )Ч = О(Р‘~\»1р+։ ) и что, согласно определению, в глав

ной части------ —-------- !-------—------ 1------- 1---- разложения функции Ь՜
().-)0?+1 (Х֊)֊оИ Х֊>-о

в ряд Лорана коэффициентами будут собственный вектор ф0 и векторы 
некоторой цепочки присоединенных к нему векторов фц?։, • • ■, <рР.

Покажем теперь, что главные части лорановских разложений в 
окрестности точки Хо функций Х’£~։/ и (X—К։)՜*/,՜ 1/ будут, соответ-

Р Р ф(*)։ 1
ственно, У,------ --------- и У -------------------  • В самом деле, рассуждая^о(Х֊^-4+1 (>֊֊’֊о)₽-,+1

по индукции и используя (2), имеем, например 
р 1)։ 1

Р Лк-У՛1 /Р~։ Л 1 \г\ Р 1= о֊ - (\>֊м ) = 2о֊-)о)₽+1-7 х

у / _  VI•') — V у .
л о->֊ку-г+՝ / (’֊ч)'։+м

Тогда главная часть ряда Лорана функции /'’(X) в окрестности 
точки /у будет равна

уЧ—(ф(д^) , у ; ; ^к. о
^^-^Р+Х-3 н

((я—։_ ”։ а
/, (4)2 ^’^’4*2  2 _ ~—I ,=0 1-1 Л-1 (X—Х1)*

будет иметь особенности лишь при X =Х/ и на бесконечности функция

п-1 Ы П1 а \ \

ФМ-Тр)-/!.՜-1 (Ч 2к՛։. + 2 2

при некотором и любом /£Н.
Основной результат настоящей статьи составляет
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Теорема 1. Пусть в операторном пучке 

п "1 И1? А1 *
<3>

операторы А (з = О, !,■••» л —1), -Д/.*  =1»՜ • П՝,к =1,- • л/ —1)£ 
£5«, Ля=1, А, Л/ =1, Н и Нг—полные нормальные операторы {В՞, 
п-я и т-я степени которых Нп и Н"1 — самосопряженные опера
торы. Тогда система собственных и присоединенных векторов опе- 

лг
роторного пучка (3) п ~Ь 2 щ-кратно полна, если 

1-Х

Г -*■  ее 1п Г Г —* ее *0  Г

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется оценка резоль
венты пучка, которую дает

Т еорема 2. Пусть в операторном пучке

п П1 В£(0-։-2>.'В,-3 2-^г (4).
1-Х /=1*-1՝ л

операторы В/, Вг, ц ££«,. Предположим, что существует уходящая 
в бесконечность кривая М, обладающая тем свойством, что во 
всех достаточно удаленных от начала координат точках, лежа
щих на кривой, Ц/.՜1 (>.)|| равномерно ограничена. Пусть элементы 
бг, gii.it /£Н таковы, что функция

л-1 _ П1
Г(Х) = (£֊> (Х)/,*(к)),  где8а)= 2 »& +

1" /“1^1 (>֊֊'֊/)*՛

имеет особенности лишь в точках ^г и на бесконечности. Тогда 
при достаточно больших г=р.| имеет место оценка

л (л+3)(2г)'

1п |Г (Х)| < (П-1) 1п г + а 2 ГЧ (1, В1) Л.
I =1V и

Доказательство теоремы 2 основано на лемме 2, для формули
ровки которой введем следующее определение.

Ядром Пуассона для области О с границей Со, являющейся 
спрямляемой кривой, мы будем называть функцию АГ (г; С) (•?££>; С£СО) 
такую, что для любой гармонической функции и (х), непрерывной 

вплоть до границы, справедливо равенство п(г)= I С)|^|.

(Сд)

Отметим два известных свойства ядра: К{г-, К(г՝, С)|<А| =1.

(СО)
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Лемма 2. Если Кр.п (г; >)—ядро Пуассона для кольца 
р

Оя.а |г:а<|гКЯ| (Л>4а) и |г|^!г0|=—, то

Кр.а(г; С) тах---------------
ССО Кр,а (гп;9

де С - граница кольца Ор,а.
Обозначим через ш (г; Е; О) гармоническую меру множества Е£ С 

относительно области И в точке г. Тогда на основании принципа рас
ширения области[7] о» (г; Ср; Пр,а) > ш (г; &£Ср; £>#р_), где Ся֊-ок- 

з
ружность |г| = R и, так как
ш (а; Л С Ср; Ор,о ) = Кр,а (г; ^С/?)|Л|։ то Кр.а (г; С £ Ср) Ж^р^Ср).

з

Используя свойство инвариантности гармонической меры при конформ- 
1 / г С \ном отображении, получим р_ (г; Ср) = — ֊— ). Так

1 з R 'з \ R R /
V ( *■ С X как л, 1 / —, — \ есть положительная непрерывная функция при

4=֊.’■>«..± ('4, V) >с->°и <*=  

/ з \ к К / К
Те же соображения позволяют получить оценку сверху при

^Срх Кр.а{г;^Ср)<Кр,й
л. \ к к I /\

(Ля, о— ядро Пауссона для круга) и

**,„(*;  С) сгтах   —— •
(сесЛ) Кр, а (г0; С) сг

(5)

Перейдем к оценке ядра при С £ Са (Са — окружность |г| = а). 
3

ПуСТЬ |^х| — а, ТОГДа Кр,а (21; Са) ^2а,а (г։; Ч^Са) — 
Л!

=—Кг, /— V % Кр.„(г1; Са) а Са) =-К^.\(^; -\< 

а \ а а / а а \ а а /

•'С “ (.К», 1 — ядро Пауссона для внешности круга). 
а

Рассмотрим гармоническую функцию
I Л
1п-—

г ՝ • ~ . 2/е
1п —

За
3

Так как Кр, а Ср; Са) = 0, то при |г| = R и |з|=— а будет 

выполняться неравенство
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— <p (z) ֊С Kr, a (z> ’ £ Си) * Т (z)- 
а а

Применяя 

справедливо и

принцип максимума, заключаем, что неравенство 

при — а ֊С Н -С R- Если \г\ = —, то
9 ~

In 2
. 27?
1П՜^

а
In 2

. 27?In----
За

и
Kr, а (г; О с4max . ■S —

G6CO) Kr. a Но!’) са

(6)

(6)

(7)

Из (5) и (7) следует справедливость утверждения леммы.
Лемма 3*.  Если, операторы А^З-, то

(8)
\ (-1 / /-1

Пусть Ц = V (п7, Л/) = шт / Аг: з*+1 (Л/) <—I, тогда на основа- 
(«I п/ )

нии неравенства Фан Цюя [8], [5] (стр. 49) получим

։. (2л,)<2 5,,+,(л)<»■֊=-֊■•

2\=1 / 1=1 П1 1
Ч+1

<-1

Если / = дЛ = min I к : s*+i ^2 Л/ ) ֊С — !, то Z+1 <2 Ц 4֊1, 
X /«] / <*> I \/_j / t } z_։

ибо Z-f-1— наименьший номер, для которого sp ^2 Л/-С —- ■

Доказательство теоремы 2. Представим каждый из опе
раторов В[ в виде суммы В[ = В{п')+£/т>, где 5{'п) — конечномерный 
оператор, з-числа которого совпадают с з-числами оператора В/, боль
шими [А։т)||. Тогда операторный пучок принимает вид

п
£(Х) = 1 _ 2ВН- £().).

1-1
Если ЦЕ1("։)11 < -— (8), гдеЯ>г = |л|, то для г>гх =2 тах

(п + 2) К
(п?,?х Р՝'1։ ВМ (п+2)+1), где В = тах л II, получим

(О (/,«

л1/гМ лг . N П1 ,

* Лемму 3 можно вывести из леммы 5.1 [9].
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п В У У / \*  <-• п ; < и 4-1
л + 2 Й*_Д  г/ л4֊2 г-2 л+2

и тогда К!-^))՜' Ц< 2 [£ (>М'< п+2.
1-0

Введем в рассмотрение две функции £>0 (>֊) и (К):

А 0֊)=^/1֊2/.' В\т} (1- £(/.))֊’ ) , 
՝ /«1 /

ВхО>) = (£-'(>.) /, 8 (>-))• АО-)-
С помощью неравенства Вейля [10], [5] (стр. 56) устанавливается 

следующая оценка:
п

“ ехР |
0

= ехр

Так как 57()֊'^'п)(1-£().))-1Хр.|' |](1-Е(Ц)-Ц 5/(ВН), то на 
основании леммы 3 будем иметь

то

г' «, ВН)

Ввиду того, что в силу (8)

У(п (п + 2)гЧ, В\т})=

Ро (Ь)| < ехр
о
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=ехр{£р'ь(1+^^±2>)Л((,в,)}= 

= ехр 2 рп ^1-4-л у ((л + 2) /?', £<) +

(’+Г)/? г' л (л4-2) *(*,#)  

3 ; + г' л (л + 2))
о

<й| < ехр 2 [ /-։ *(/,  В1) <М +

П л4-2 («+։)^

<»+ЧЯ' , п , V , п <«+9*'

+ /->..(/, Д)Л <ехр֊ Ду2 2 «-՛• Лг,В/)Л [.
0 1п ^+2 '՞' 0

(9>
Так как в точке £ М (R > рю| г։) оператор £ р^) обратим и 

|£~1(Х0)|]< </ (</ не зависит от то можно оценить |£>0 (\))| снизу

Так как £-։ (>.) = (1-£ (к))֊։ -Л —֊ £ (X))֊«
՝ 1=1

1А (М1<|/1-М1А (МП(1֊£М)-՛ II • [1֊2л'^ (1-£(Х ))-^-1 |.

’ * (И)
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на основании теоремы
Л

Оператор 2 ՜/.' &т) (1-Е (Х))֊^5х и поэтому, 
1^=1

5.1, из [5], с учетом (9), имеем

1п(л+1) п R1
1п " +3 2 Г «,Д)Л 

п +2
га

Так как (Х)| г"՜1 (г > г\), то можно усилить (11)
1п (н-Н)

1А (01 < аа г՞՜՜1 ехР 1п
71 +3

71 +2

„ (л+Ю/?'

2 С <֊։.у(<,Д)Л
I “I •)

о
(12)

Выберем а > г1։ тогда в кольце Оц, а [X : а |Х| /?} (R > 4а
функция Г (X) будет аналитической, а для субгармонической функции 
1п \Е (Х)| будет выполнено неравенство

1п |Г(Х)|< Кк.а (0 О 1п
(С)

< I Кк,а (X; С) 1п+ |А (01 |Л| + кн, а (0 С) 1п֊ |А (01 |Л|. (13)

(С) (С>

Так как 1п |А (Х)| • также является субгармонической в кольце 
А. а функцией, то 

1п р0 (Хо)| < | кК։ а (Хо; о 1п \ А (01 |Л] = С а(л0; 0(1п+ |А(0|֊

(С) СС)

-1п֊|А(01) |Л|
И

[ к, а (Хо; о 1п-1А (0! ;л| < 1п + [к*, а (хо; о 1п+|А (01 И]..
(С) 0 СС)

(14) 
Тогда

1п 1гр.)| < у кя.«(X; 01п+1А (01' |Л)<+

(С)

+ Г к^а(^ 0Ь1֊\А(01!Л|.<
и К/г, а (Хд; О
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р, 91п*  1А (91 |<К| + так С к..,. Р,; 91п- Ю.О11Л1,
(:ес) л^,о (.'-о! ••) о

(Г) (О
(15) 

где выбирается на кривой М так, чтобы Р֊| = Р-о|. И в точке 
X ^р.|=А^։ на основании леммы 2 и оценок (9), (10), (12), будем иметь 

из (15), с учетом I Кд, а (к‘, ՝) 1^1 =1
(С)

1п(л4֊1) и
1п |Г(Х)|< 1п+а3 + (л—1) 1п г + ]п л +3 2 1 В/) л 4-

л+2‘-։ г/
„ (я+3)(2г)' 1п (л + 1) Л <л+3И!Ь-)/

4՜ с( Р2 1 2՜1 • * (2, В/) Л 4- |п л 4՜ 3 2 ( (/, В[) Л
՝ 4 "лч-г'-1 4 7

л (л + з><20'

< (л — 1) 1п г 4՜ я 2 I <-1 V О, В/) Л.
‘-1 4

В процессе доказательства теоремы 1 нам потребуется 
Лемма 4. Операторный пучок (3) сохраняет свой вид при 
. 1 преобразовании р=.------  в том смысле, что

—г՝р

пР п Ы п1 Т-Т*  О
I (ь (и)) = 1 - 2 И' РГр АР. ,֊Ур֊‘МВ‘ ֊2 2 Т ֊1 \к А» 

л=о /=1 *=1  ( ц—---- -- )
(ч-р) \ к/—Х^)./

где операторы

^р,о, В[ (/ = 1,- • •, л—1), В/, * (2 =1, - • 1^=р-, к=1,- ■ •, щ—1) £ 5,,
Вп =1, В,, л, = 1.

Действительно
л / 1 ч . лг . пр
ЗА. + Н-А.֊ 3 3 ■“ .-3,. Н-'А,,,.
^=о\ г/ ։-։*-!( —,4-Аг—ч )

<։*я) \ [1 /
так как

___ 1_____  у а_____ 1_____
(— -Н,-аЛ* ^֊М* "о ’

то л . П1 , Н^А, ь пр
цц^^-^н-А.-^ Е(֊1)՝(֊—֊3 ₽-Л?Др.,֊ 

а+р)*՜1 " ,=1

- — Я2 г).;-1 н1 ֊> л---------- 1֊ Ял-1 (Лл_։ + Я) _ X Нп _
I1 /=1 Ил-1 Р«
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После соответствующих переобозначений получаем утверждение леммы. 
Доказательство теоремы 1. Не ограничивая общности, 

можно считать оператор 1 — Ао обратимым. Действительно, сдвиг 
X—>Х֊}- Ь (при этом собственные и присоединенные векторы не 

Л 
изменяются) преобразуем пучок к виду L ('>. + 6) = 1— У, bsHsAs — 

s,=0
, N ni rfA'.b

֊2 АlnHn— 2 2 p_ где операторы As — 1, • • •

Л
• ••, n—1), а оператор 1—2 bsHsAs при

5-0

|X|>c։2-4-e<argX<‘ _ 0.
( n n Zn]

(p = 0, l,--,2n-l), 
где с достаточно велико, будет обратим в силу леммы М. В. Келдыша 

[5] (стр. 329): А-2 bsHsA, j"‘= ( 1 - 2 6'(1—,Ь"Н*)֊'Н ‘ As \ X 
\ 5-0 / ' 5-0 *

Х(1—ЬпНп)-' и|^1 — 2 bsHsA^j | -Ccj всюду в Gd,c.

Если теорема неверна, то найдутся п + 2 п i векторов g0, g1։- • •, 
Z =1

gnN,N таких, что при любом /ен функция Г(Х) может иметь особые 
точки лишь при Х=Х/ и на бесконечности. Изучим поведение F (X) при 
X —» схэ.

Выберем а ^>2 шах (шах |XJ, BN (п-|-2)+1), где В =шах Ц/7*Д?,  k X 
(О ('. *)

Х(1— Д0)-1]|и таким образом, чтобы в области Gs, а (Ь՜1 (Х)|| была равно
мерно ограничена, последнее возможно, в силу леммы М. В. Келдыша. 
Тогда в кольце D^,a (X: а < |Х| < R) (R^>4a) функция F (X) будет ана
литической и, на основании теоремы 2 (в качестве кривой М можно 

выбрать, например, биссектрису угла — + о ֊С arg Х<---------------ö),п л
получим

Л (л-гзхгг)'

In \F (Х)| < (л - 1) In г +а 2 С t֊1 -v (t, Н‘ At (1֊А)֊։) Ж 
о
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<(п-1)1п г + <Ип (Л4-З)(2г)л2*((п+З)(2г)'  ||Л(1—А>)_111> н‘)- (16)
1-1

Если к=тах {(л+3)2'|Л (1-Л0)-||Г/ , то из (16) следует: 
(О

1п |7Г().)| •< а' 1п г • V (кг, Н). (17)
Пусть М(г) — тах |/г(Х)|, тогда в силу (17) и условия теоремы

. In In М(г)
11Ш ------- ;-------------

Выберем 3 так, чтобы 11т

.. In v (кг, Н) 
hm ------- 1— ------<. со.

г - «՛ 1п Г
In v (г, Н) «------——- < — и применим

In г 23

(18)

в углах

3 принцип Фрагмена-Аинделефа [11] к функции

/•(*)
к"-1

Так как в области бо, о |/'’(Х)| на основании леммы

М. В. Келдыша, то на сторонах углов агд ае 3 (6<3)
Л

ЛМ1 
к«֊» I < dt и поэтому в виду (18) внутри углов arg (к — а е

и

справедливо неравенство: ' а։. Следовательно.I, при

(19)

Так как при преобразовании р=---------- , на основании леммы 4, видк — к{
лучка сохраняется, то исследование поведения Р (к) при к -»к/ сводится 
к исследованию поведения Г (р) при р—>-со. Следовательно, [Т*՝  (к)]

—ГТл,-1 ПРИ — Х1|<а: и поэтому
|к— кН *

л-1 ,
Г(к) = 2^ + 32-^-. (20)

т-< 1=1* -I>

Функция ф (к) = £*-։  (к) g (к) может иметь особенности лишь в 
Точках и на бесконечности, а, так как при любом /£Н (ф(к), /) в 
■силу (20), имеет лишь полюсы конечного порядка, то

ф(1) = 2 ф^+2 2
j=0 1=1 *=1

Фм 
(Х-к,)‘ (К Фм€Н).

Сравним коэффициенты при одинаковых степенях к и к — к։ в вы
ражении £*  (к) ф (к) = д(к). Коэффициент при наибольшей степени к2«՜1 
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слева равен Ня Ол -1, а справа—0, отсюда из полноты оператора Нп сле
дует, что *я-1 =0; коэффициент при л2՞՜2 слева равен 4Л_։ (ТУ*)՞՜ 1 фл-1+

* Примечание при корректуре. Утверждение теоремы остается верным и в том 
случае, когда в пучках (3) и (3х) спектр операторов Л и Н1 (I = 1, • • •, сосредо
точен на системе лучей, исходящих из точки 1 = 0 (для каждого оператора своя си
стема лучей). 
3-529

Нп 'г>п-2, а справа —0, но, так как фл—։ = 0, то 4п-2 ~0 и т. д.; 
аналогично проводим рассуждения и для коэффициентов при степенях 
1— X/. Следовательно, §().) = 0, что возможно лишь при =£х = 
= • • ■ = gn^. ։\’ = 0. Теорема доказана.

Утверждение теоремы остается в силе и в том случае, когда 
=е/0'1, Л/,Л/= е/8/1, а также, когда вместо пучка (3) рассматри

вается пучок

" я п‘ А1 к Н? *
= 2 ֊■ (39

5-0 /-)*=!՝

Автор выражает искреннюю благодарность В. И. Мацаеву за по
стоянное внимание и руководство.
Артиллерийская радиотехническая академия 

им. Л, А. Говорова Поступило 54.Х1.1967

Ъ. R. ՄՈԳՈԻԼՍԿԻ

ՕԵՈՐԵՄ ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՕՊԵՐԱՏՈՐԱՅԻՆ ՓՆՋԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ԵՎ ՄԻԱԿՑՎԱԾ 
ՎԵԿՏՈՐՆԵՐԻ ԼՐԻՎՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱՈԵՐՅԱԼ

Ամփոփում

Հոդվածոս! ապացուցվում է թեորեմ

ո 1/4
£(Х) = 1-£ 2

л=о ։-ւ*-ւ

4/, Այ*

օպերատորային փնջի սեփական և միակցվս/6 ֆունկցիաների լրիվության վե
րաբերյալ։ Այստեղ A^ (։ =0,1, • • •, ո —1), 4/, * (է = 1,• • ■, ու — 1; I =1,- • ■,№)
■օպերատորները լիովին անընդհատ են; An = 1, ճւ, ա = 1, 7 "4 // 1
Օպերատորները լրիվ նորմալ լիովին անընդհատ օպերատոըներ են, որոնց л 
և Щ աստիճանները ինքնահամ ա լուծ են և

.. 1ո м (г, Н) . .. 1ո •» (г, Н;) ՜ - ...հա  -——- <Լ օօ, հա  —   <Հ со (/=1, • • •, /V):
г со 1п г г-^оо 1п Г

Այս թեորեմը Մ. Վ. Կելդիշփ հայտնի թեորեմի ընդհանրացումն է։
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E. Z. MOGULSKY

A COMPLETENESS THEOREM FOR THE EIGEN-AND 
ADJOINED FUNCTIONS OF THE RATIONAL 

OPERATOR BUNCH

Summary

A’

A theorem is proved about n+ 2 n/-fold completeness for the sys-
/ «1

tern of eigen-and adjoined functions of the operator bunch

it N A W*

0 ’-I)

provided that lim ln co, co (1=1, 2,-■ ■, N).

Here operators Ai (i =0։" ՛ ’> n 1)>* (&—I,*  • n/—1; /=!,••• 
• ••, N) are completely continuous, i4rt=l, =1 and operator H, 
Hi are normal completely continuous operators, nth and n/th powers 
of which are self-conjugate operators.

This theorem is a generalization of the well-known theorem by 
M. V. Keldysh.
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■ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Յրայ.Լմաաի1|ւս 3։ ]Հց 6, 1968 Математика

А. Г. РАММ

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ 
ПРОДОЛЖЕНИИ РЕЗОЛЬВЕНТНОГО ЯДРА ОПЕРАТОРА 

ШРЕДИНГЕРА ПО СПЕКТРАЛЬНОМУ ПАРАМЕТРУ

§ 1. Аналитическое продолжение резольвентного ядра 
в случае области с границей

Пусть Ь — полуограниченный снизу самосопряженный оператор, 
R (— р2) — (А 4֊ р2)՜1 — его резольвента, р = о -|- /Ч — комплексное пе
ременное.

Моделируя часто встречающиеся при исследовании спектра опе
ратора Шредингера случаи, будем считать, что оператор к имеет аб
солютно непрерывный положительный спектр и дискретный отрица
тельный спектр конечной общей кратности. Резольвента, рассматри
ваемая как функция переменной р, аналитична при о 0, имеет раз
рез по мнимой оси и конечное число полюсов в точках О/։^>0, соот
ветствующих отрицательному дискретному спектру. Обычно исполь
зуемый спектральный параметр связан с параметром р формулами 
>. = —р2, Л = Ул = 1р. Нам удобно пользоваться параметром р, сов
падающим с параметром преобразования Лапласа, имея в виду 
приложение к нестационарным задачам. В разных задачах физики и 
математики возникает вопрос об аналитическом продолжении ана
литической при а^>0 функции R (—р2) через разрез, соответствую
щий непрерывному спектру, на второй лист римановой поверхности. 
В работе [1] было исследовано ядро резольвенты оператора Шре
дингера при о ^>0 в случае О — Е3 ив случае внешности 
ограниченной области. В работах [2]—[3] аналогичные результаты 
были получены для некоторых областей с бесконечной границей. Из
лагаемые ниже результаты опубликованы без доказательства в замет
ках [4] — [6]. В настоящей работе будет исследовано аналитическое 
продолжение ядра резольвенты оператора Шредингера в полуплоскость 
а<^0. Будет доказано, что ядро резольвенты оператора Шредингера 
.задачи
(,(£ + р2} Н(х,у, — р2) =.(—(х)֊Ьр։) Н(х,у,—ра) =8 (х—у) в £>, (1.1)

■Н(х,у,-р2)|хвг=0, (1.2)

Вт Г — + pH Г* = 0, (1.3)
Я ■*  “ 3 Оп

1уЫ? • '
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где De. Е3 — внешность ограниченной области с ляпуновской грани
цей Г, а потенциал ç(x) является вещественной финитной функцией, 
один раз дифференцируемой, допускает аналитическое продолжение на 
всю плоскость комплексного переменного р. Это аналитическое про
должение является мероморфной функцией при ° 0; при а 0 ядро
резольвенты имеет полюса лишь в точках оя > 0, соответствующих от
рицательному дискретному спектру оператора L. В отдельных случаях 
удается показать, что некоторая полоса о0 а 0, а0 > 0 свободна 
от полюсов ядра резольвенты. В случае D = Е3 будет доказано, что 
полюса резольвенты в полуплоскости а 0 лежат левее некоторой ло- 
гарифмики а = — Л1п|т| + В, где А > 0 и В — некоторые постоянные-

|ç(x)| = О(е֊°И), а>0 (1.4)
для любого а>0, то ядро допускает аналитическое продолжение на 
всю плоскость как мероморфная функция. Если оценка (4) верна для 
некоторого фиксированного а 0, то аналитическое продолжение воз-

а оможно в полуплоскость а ——. Ь плоском случае характер резуль

татов сохраняется, но аналитическое продолжение осуществляется на 
плоскость с разрезом вдоль отрицательной вещественной полуоси. 
Точка р = 0 является точкой ветвления логарифмического типа для 
ядра Н(х,у,— р3).

Ниже в этом параграфе предполагается, что D с Е3 — внешность 
ограниченной области с ляпуновской границей. Нам понадобится сле
дующая

Теорема 1/0. (£7|, [13]). Если А (р) — аналитическая оператор
нозначная функция, определенная в связной, области А плоскости 
комплексного переменного р, и если А(р) — вполне непрерыв
ный оператор при всех р <= А, то либо оператор В — А(р) не 
имеет ограниченного обратного ни в одной точке области Ь, либо 
этот обратный существует всюду в А, кроме, быть может, счет
ного числа изолированных точек. Здесь В — ограниченный оператор, 
имеющий ограниченный обратный оператор* . .

Теорема 1.1. Пусть q (х)—финитная дифференцируемая 
функция, D с Е3 — внешность ограниченной области с ляпуновской 
границей, f (у) — финитная дважды дифференцируемая функция. 
Тогда функция

и (х, р) = J Н (х, у, — р3) f (у) dy (1.5)

допускает аналитическое продолжение на всю плоскость комплекс
ного переменного р как мероморфная функция. При а > 0 она имеет

Упомянутые изолированные точки являются полюсами оператора (В—А 
(см. приложение).
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конечное число полюсов, расположенных в точках оя = ]/|ЛЛ|, где 
1Я = — Рл| — точки отрицательного дискретного спектра оператора 
задачи (1) — (3).

Доказательство. С помощью формулы Г рина при о 0 по-
лучаем

и (*,  Р՝) =
С е~р l-r-yl

֊֊֊i----- - f (У) dy-
J 4-|x — 4"|х —1/| ?(у)и (У, р) dy 4-

e-pix-y:

(* е-р\*-у1  ди , 
1 ------------  — ds.
J 4՜ |х — у| дп
Г

(1.6)'

Выберем число k 0 так, чтобы внутренняя задача Неймана для опе
ратора Лапласа для области 2 = EJD не имела собственного числа Аг. 
Перепишем уравнение (6) в виде

(*  “•$' ди
Ви = и-\-—֊-------- — ds — g (р) — А(р) и, (1.7)

J 4՜ |х — s| ап
■’

где
. ; С е~Р1*  — У1А(р) и=- ——--------  q (у) и (у) dy —

J4«|x-։/.

р g Р |х—з1 — е-л Iх ~~ ди
֊ -----7֊֊ ■ .------ V- ds = А (р) + А2 (р). (1.8)

J 4՜ |х — s| дп
Г

Пусть △ — произвольная замкнутая ограниченная область на плоскости: 
комплексного переменного р, содержащая внутри себя отрезок оси 
а = 0. Обозначим

а = |min Re р|. (1.9)?

Рассмотрим уравнение (7) в пространстве Сх (е՜ “ 1Х1 ,D) с нормой

||u|| = niax e-elJrl ||и|+ I • (1.10)
| дп |J

где поле направлений п обращается на поверхности Г в поле нормалей 
к Г. Проверим, что оператор В имеет ограниченный обратный в вве
денном пространстве. Пусть

Ви = Л, (1.11)
где Л с Cj (е-а И , D). Дифференцируя обе части этого уравнения по 
направлению нормали к поверхности Г и устремляя после этой опера
ции точку х к точке s с Г, получаем

(1.12), 
2 ön

где 
ди С д |

и (^ = ֊ , Qh= Г֊ ----- ----- 7. I1 ds' > d-13>dn J Опз 4՜ |s —s I 
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а п— направление внешней к области О нормали.
Уравнение (12) является фредгольмовым в пространстве С (Г). 

Оно однозначно разрешимо, если однородное уравнение не имеет не
нулевого решения. Пусть |1 — ненулевое решение однородного уравне- 

* |х-ж| ц(5)
ния (12). Тогда функция и(х) = 4к(х_5) является решением

г
однородной внутренней задачи Неймана в области 2 и, следователь
но, в силу выбора числа к, есть тождественный нуль. Поэтому и/, =-0. 
Функция и (х) является, следовательно, решением задачи

( — Д 4- к2) и — 0 в 2), ы!г = О, А2^>0, — 0. (1.14)
Поэтому и=н0 в 27. Следовательно, р = 0, и уравнение (12) однознач
но разрешимо в С (Г). Решение уравнения (И) имеет вид

(• р— *|х-х|
и = А (х) + —- ----- - р (з) Л

.) 4՜ х—з| 
г

и, очевидно, принадлежит С։ (е_®|г|, 27). Таким образом, оператор В 
имеет ограниченный обратный, определенный на всем пространстве

(е^“1г|, 27). Так как / (х) финитна, то свободный член в уравнении 
(7) есть аналитическая в Сг (е-։|х|, 27) вектор-функция. Чтобы приме
нить теорему 1.0 достаточно проверить, что оператор-функция А(р) 
является аналитической и вполне непрерывной при р с. Д. Аналитич
ность вытекает из аналитичности ядра, финитности функции д (х) и ко
нечности границы Г. Проверка полной непрерывности оператора А (р) 
в пространстве С2 (е—®։х', 27) не составляет труда. Проверим, напри
мер, что оператор А2 (р) вполне непрерывен*.  Ввиду гладкости ядра 
оператор А2(р) повышает гладкость. Следовательно, ограниченное в 
С\ (е“®'Х|, 27) множество он переводит в компактное в любой конечной 
области множество. Полная непрерывность оператора А2 (р) будет ус
тановлена, если мы проверим, что

шах е 
|х| XV 

Имеем, например
|л| 1А (р)и| +- д Л < X — А2(р)и 

дп

шах е_“1х| и|>л։ -֊ А2 (р) и ՛ < шах С е-®։* 1 
дп , |х|>л'

г
с(- ։+|Яер|-*)  |х|

ди 
дп

дз

- дз -*■  0., 
Л-> ООИ>лг J 

г

-> о

е-/»|Х-4|-*|Х—Х|

Слагаемое е~®|г1 |Л2(р) и| рассматривается вполне аналогично. Таким 
образом, полная непрерывность оператора А (р) установлена. Прове
рим, наконец, что найдется р с: Д такое, что однородное уравнение (7) 
не имеет ненулевого решения. Если это будет показано, то .из теоре-

Аналогично рассматривается оператор (р).
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мы 1.0 и известных спектральных свойств оператора Шредингера 
(1) — (3) будет следовать утверждение теоремы 1. Пусть и (х)—ре
шение однородной задачи (7), р— ">0, причем “2 не есть собствен
ное число оператора — Д задачи Неймана для области 52. Пос
кольку Д содержит отрезок оси а = 0 такое значение р найдется. Фор
мулу (6) можно рассматривать при / (х) — 0 как представление функ
ции и(х). Функция ы(х) удовлетворяет однородному уравнению (1), 
в котором надо положить р = г։, и условию (3). Обозначим через т) (з) 
граничное значение и (х)/хсг, и покажем, что т, (з) = 0. Написав для 
и (х) представление по формуле Грина и сравнив его с формулой (6),

В [15] показано, что степенное убывание потенциала обеспечивает дифферен
цируемость функции и (х, р) по р при о = 0. В том случае аналитическое продолже
ние в область а < 0, вообще говоря, невозможно. Исключение составляют потенциа
лы, аналитические по х, например, Кулоновский потенциал.

получим
. . д

------1Оп։ 4"|х—з|
ds = 0, хсО.

Переходя на поверхность и используя известные формулы теории по
тенциала, получим

•чоо _ С д
2 3 дпг՛

е1-\з—г |

4я |з — з'|
д; («') ds' = 0. (1.15)

Так как не есть собственное число внутренней задачи Неймана, то 
т)(з)^0. Следовательно, и (х) есть решение однородной задачи (1) — 
(3), в которой надо положить ря = —т8, т*>  0. Поэтому и = 0. Тео
рема 1 полностью доказана.

Замечание 1.1. Утверждение и доказательство теоремы 1 
сохранят силу, если оценка (4) выполнена при любом а>0.

Замечание 1.2. Если оценка (4) выполнена для некоторого 
фиксированного а^>0, то аналитическое продолжение функции

и (х,р) возможно лишь в полуплоскость а >----- , поскольку ин

тегральный. оператор в уравнении (6) при сделанном о потенциале 
предположении является вполне непрерывным и аналитически зави- 

. а*  _сящим от р оператором лишь при а _>----- .В самом деле, подбе

рем наибольшее Ь 0 такое, чтобы этот оператор был хотя бы ог
раничен в С (О, е-4|х| ). Имеем

;
е֊₽|х֊у| Ре՜» |х-у|—в |у|+й |у|

------ ;------ Ч(у)^у)^У ССшах е՜4 |Л1 I---------------------<4/-С
—4՜ |х-у| хсй ,] |х—у|о

1
е֊а|х-у| + (»-я) |У|—6 |х| 
----------------------- dy С шах X 

|х—г/|-------- хсо

р е(-»-6) |х!+(»-а - а)|у|
х ] |х—у| (1.16)
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Чтобы правая часть неравенства (16) была ограничена необходимо, что- 
, а Ь

бы — — о + Ь-^а, следовательно, если о < - , 3 \ > то опе-

И
ратор в уравнении (6) ограничен в С (О, в ). Легко проверить, что 
пои Ь = — и — з < — этот оператор вполне непрерывен в С (О, 

н 2 2
— —|х| д

■ е ) и аналитически зависит от р при з^> Дальнейшие рас

суждения аналогичны приведенным при доказательстве теоремы 1.
Во многих задачах интересно знать, существует ли полоса 

— °о < 3 < О, °0 > свободная от полюсов функции и (х, р). Рассмот
рим, например, нестационарную задачу:

£/„ + ££/-=/(х)е"”' в Л>Х[0, со), (1.17)
и\,^ = £Л|/-о = О, «|г = 0, (1.18)

и будем считать, что оператор Ь не имеет дискретного спектра. Дос՜ 
таточно, например, считать, что д(х)>0. Преобразуя задачу (17) — 
(18) по Лапласу и применяя формулу обращения, получим

и{х, <)= — Г вР‘и (Х,Р) <1р, з>0, (1.19)
2՜/ и Р~։<и ст—/х>

где и(х,р) определено формулой (5). Пусть выполнена оценка

|и (х,р)| < С 7>0, при 1р| -»со, з> — в0, а0>0 (*)
1 + И7

и предположения теоремы 1. Тогда, если в полосе — 30<С3։\0, Зо^О 
нет полюсов функции и(х, р), можно передвинуть контур интегриро
вания в формуле (19) влево. При этом надо добавлять вычет в полюсе 
р = гш. В результате получим

—«Г|
и (х, 0 =ем и (х, ։’ш) + —С Ц (х,р\ ер‘ с1р։ 0<^ 31 < 3 (1.20)

2~г J р —/ш—а,—I <*>
Отсюда, в силу оценки (*),  вытекает, что при >оо

и (х, 4) = е7"' и (х, пи) + О (в՜’17), з։ 0. (1.21)
Покажем, что, если оценка (*)  выполнена при з^> —о0, °о 0 и точка 
р = 0 не является полюсом функции и (х, р), то эта функция не имеет 
полюсов в некоторой полосе — 31 3 <3 0, а։ 0. Достаточно заметить,
что, в силу этой оценки, при > ТУ и достаточно большом и (х, р) 
ограничена в полосе — з0<^з<^0. Так как по теореме 1 функция и(х, р) 
мероморфна, то при | Т| —а0<Лз<^0 она не имеет полюсов. Во 

.всех точках 0 = 0, |х| функция и (х, р) аналитична, следовательно» 
вокруг каждой из них существует некоторый круг, в котором и(х, р) 
.аналитична. По лемме Гейне-Бореля существует конечная система та
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ких кругов, покрывающая отрезок о = 0, |"|<^ 7V. Поэтому существует 
полоса |"| "С ./V, — р <С ° <С 0, в которой функция и (х, р) аналитична. В 
качестве з։ можно взять min (з0, р).

Мы не будем здесь касаться трудного вопроса о том, каким ус 
ловиям должны удовлетворять потенциал и область для того, чтобы, 
оценка (*)  была выполнена в некоторой полосе — з0 ° <0*.  В следую
щем параграфе этот вопрос будет подробно разобран в случае D = Е3.

§ 2. Аналитическое продолжение резольвентного ядра а случае 
всего пространства. Распределение полюсов резольвенты на втором 

листе римановой поверхности
В этом параграфе предполагается, что £)=£’3. Решение задачи 

(1.1) — (1.3) для случая О = Е3 обозначим С(х,у, — рг)*.  В силу теоре— 
мы 1.1 в условиях этой теоремы функция С(х,у,—р2) допускает ана
литическое продолжение на всю комплексную плоскость р как меро
морфная функция. Полуплоскость з <^0 соответствует второму листу- 
римановой поверхности ]/ —X. Основная задача состоит в нахождении 
области в полуплоскости з <^0, свободной от полюсов функции V (х, р). 
Нам будет удобно использовать параметр к = 1р, к = к3 4֊ гк2..Исход
ным является уравнение

Р ЫЛ |х-у|
v(x, к)— ——------ - 9 (у) V (у, к) dy + g (х, к),,

J — 4՜ |х—у|
где

р e/*jx-y|

8 к^= ГП----- Г f dy‘J 4к |х - р| (2.2)

Относительно f^y) и q (у) сохранены предположения՜ теоремы 1.1. Ин
тегрирование без обозначения области интегрирования, ведется по все
му пространству Е3. Удобно рассматривать один раз проинтегрирован
ное уравнение (1)

[/— Т’(Л)] и = ф, (2.3)’
где

Т(к)у = [т (х,у,к) у (у)^(у) с1у„ (2.4)

Т (х# у, к) =
elk [lx-z| + |х-у|]

16кг |'х — z| • \z—jyl
9 (z) d'z,. (2.5).

Ф (х, Л) = ——-------- 9 (у) у (у, к) dy + g■(x, к՝).. (2.6)
3 — 4"|х—у|

Для того чтобы указать область, свободную от полюсов функции
V (х, к), достаточно указать область, в которой

։Г(Л)|<₽<1. (2.7),
В самом деле, в силу финит;ности функций /(у) и д (у), функции ф(х,£) 
и Т(х,у, к) являются целыми функциями к. При выполнении условия՛ 
(7) уравнение (3) однозначно разрешимо и, в силу теоремы 1.0, его.

См. недавно вышедшую книгу ]16].



450 Л. Г. Ра.мм

решение аналитично по к. Займемся выяснением того, в какой области 
имеет место неравенство (7). Введем, как это сделано в работе [8], 
вытянутые сфероидальные координаты [9].

Z1 = Ist 4֊ a, zs = I V cos ? + b,
z, = l У (s’ - 1) (1 — *x) sin ? + c, (2.8)

где _ _
ai 4՜ bj 4՜ ck =----2 & > z = (zi> zs> гз)։ (2-9)

Якобиан этой замены J= Г (s*  — t*).  Пределы изменения новых пере
менных

О < ? 2я, 1 -< s < оо, — 1 t -С 1. (2.10)
Имеют место формулы

|х — г\ 4֊ \z — = 2/s, |х — z\ — \z — y\ = 2lt,
2/ = |x —y|; |x — zj-\z — ffl = l2(s3 — ta). ■ (2.Ц)

В новых переменных ядро Т (х, у, к) примет вид
оо

Т (х, у, к) = I Je2'* ü Q (s) ds, (2.12)

i
где 2։ 1

!•: Q(s)=[j<? Cft. 9 (s, t, T), (2.13)
u J 0 —1

a q ($, t, <f) = q (z1։ z2, z։). В силу финитности функции q (z1։ z։, z3) ин
тегрирование в (12) фактически ведется по конечному промежутку. 
Имеем

e2'*' 1 СT{x,y,k)=-֊Q(l)֊^-\ e“*1* Q'(s) ds. (2.14) 
2ik 2ik J

i
Пусть ка = Ф (fcj), где Ф (t) — функция, которую мы выберем ниже. Из 
формулы (14) получаем

I г(х, у, *)|  < С ^4-^֊ , 21= \х-у\. (2.15)
У^+Ф»^)

Положим для I&J > 1

Ф (Лх) = — Л In 1^1, 2 dA < ß <Г, (2.16)
гд e d — diam Dqt a Dq область, вне которой финитная функция 
9 (х) = 0, и проверим, что при |£x| -» об будет выполнено условие (7), 
причем оператор Грассматривается в пространстве С(Е։,е~А ). 
Действительно

8 Л < тах е֊л In f| Т (х, у, fc)| \q (у)| In l*J  М dy ^
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р _д 1л |*,|  [|х-у|-1х1~|у|( г; р
-■С Стах \ ---- тах I еА ,п !*•։  Пх1+ Я—М-ИуО фу *2

.т?+лчп’м 1*11Г)ч
С- тах С е2А ’"»**■  М Фу < е* 1П /*»  тез ֊> 0. (2.17)

|£։| хае ,) |ЛХ|
°ч

Из формулы (17) вытекает даже более сильное соотношение, чем (7) 
В частности из этой формулы и теоремы 1.1 вытекает

Теорема 2.1. Пусть И=Е3и выполнены условия теоремы 
1.1. Тогда резольвентное ядро оператора Шредингера С(х,у, к2), 
к — гр допускает аналитическое продолжение на всю комплексную 
плоскость к как мероморфная функция. При к3^>0 она аналитич
на всюду за исключением конечного числа полюсов кп — г *л,  *л  0, 
соответствующих точкам отрицательного дискретного спектра, 
оператора Шредингера. В полуплоскости 0 полюса резольвент
ного ядра С (х, у, к2) лежат под кривой.

к3 = - А 1п |Л։| + В, ' (2.18)

где А 0 и В — некоторые постоянные. Существует функция Г (кг) 
и некоторая постоянная <7 > 0 такие, что

(*г)  > при — °о < кг < со; Г (кг) ~ А 1п |Агх| при |ЛХ| -» оо, (2.19) 
и все полюса ядра С(х,у,1^) в полуплоскости кя<^0 лежат под 
кривой к2 = —Е(к1). Для доказательства достаточно заметить, что 
ядро С(х,у, к?) удовлетворяет уравнению

С (х, у, к2) + 4֊----- -- у, №=-?-------- - . (2.20)
J 4к|х—г\ 4к|х —у|

Это уравнение легко приводится к уравнению вида (3) для функции 
е։*1х —у|

Г (х, у, к2) = С(х,у, к?)---------- ---------- . Поэтому для доказательства
— 4к|х - у|

теоремы 1 остается заметить, что оценка (17) позволяет утверждать, 

что выполнено неравенство^) для функции С (х, у,—р2) /(у) Фу. В 

самом деле, в силу оценки (17) из уравнения (3) вытекает, что при 
|4Х| -> оо, к = гр

Мс(в„ е-л Ш (*»1 1X1) < СП ФЦ е-А Щ |*,|  И ) - (2.21)

Поэтому достаточно проверить, что

1Ф <*,  £)К ~,<Т.|т , I >0, ֊ а0, 'Лх1 — 00 (2.22)1 4-

при всех х с И, где £>—любая конечная область. Для этого, в силу 
формул (2), (6) достаточно установить оценку (22) для функции § (х,к). 
Это легко сделать, например, следующим образом. Из определения 
3(х, к) следует, что
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(Д+Л2) § (х, к) = — /(х). (2.23)

Поэтому
(2М)

<с Г е~ Мг՜՝- <&, (2.25)
4л|х-у| |х- У\

где О{ носитель финитной функции / (х). Из (25) получаем, что при лю
бом к2 верно неравенство

е^<С(кг, /). (2.26)

Отсюда и из формулы (24) следует, что оценка (*)  выполнена для 
оператора Шредингера в некоторой полуплоскости к2 — а0, причем 
7 = 2. Напомним, что всюду выше относительно функций 9 (х) и / (х) 
предполагались выполненными условия теоремы 1.1. Эта оценка для 
функции V (х, к) имеет вид

|о(х, &)|< &2> —% °о>О. 1^11—°о,хс2), (2.27)
1 +|«Г

где постоянная С зависит от /(х) и О, а £>—произвольная ограни
ченная область. Оценка (27) имеет место и при всех к из полуплос
кости ка > — о0 с вырезанными кружками вокруг точек кл = £х„, соот
ветствующих отрицательному дискретному спектру оператора Шре
дингера.

Замечание 2.1. Если, потенциал 9 (х) не является финит
ным, но удовлетворяет оценке (1.4) при любом а^>0, то, как не
трудно проследить, теорема 2.1 сохраняет силу до слов „В полу
плоскости...“, а ее доказательство мало меняется.

Предположим, что функции 9 (х), у? (х) удовлетворяют оценке 
(1.4) с некоторым фиксированным а^>0. Повторяя рассуждения, ис
пользованные при доказательстве теоремы 1 и замечания 1.2, прихо
дим к теореме.

Теорема 2.2. Если 9 (х) и у9 (х) удовлетворяют оценке (1.4) при 
некотором а>0, то ядро С(х,у,кг) допускает аналитическое про- 

должение в полуплоскость ка^>----—как мероморфная функция. В

полуплоскости к2^֊0 ядро С(х,у,кл) имеет конечное число полю
сов кп = г"хл, *л 0, соответствующих отрицательному дискретно
му спектру. В полосе — < О, > Ы при достаточно боль

шом И нет полюсов функции С(х,у,кг). При любом е>0 в полосе

+ 8 < 0; |^1| < М этих полюсов лишь конечное число. Су- 
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шествует полоса — 30 <С < 0> свободная от полюсов ядра 
в(х,у, к2).

Следствие 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 2, и опера
тор Ь не имеет дискретного спектра. Тогда для этого оператора 
выполнен принцип предельной амплитуды в форме (1.21).

Доказательство совпадает с приведенным перед формулой 
(1.21). В случае финитного потенциала аналогичная оценка получена в 
работе [10].

§ 3. Особенности аналитического продолжения резольвентного 
ядра в двумерной области. Аналитическое продолжение в случае 

области с бесконечной границей

Упомянутые в заглавии особенности обусловлены тем, что функ
ция —АЙ։,(фг)— резольвентное ядро оператора задачи (1.1) — (1.3) 

4/
для случая <7 (х) = 0, £> = Е2 имеет логарифмическую՜ точку ветвления 
при р = 0 на комплексной плоскости р. Если провести разрез (— 0)
на плоскости комплексного переменного р, то в разрезанной плоскос
ти функция —— Но'Хгрг) аналитична по р. Рассмотрим задачу (1.1) — 

~4/
(1.3), где И с Е2, а относительно потенциала у(х) сделаны те же пред
положения, что и в §1. Мы сохраняем обозначения §1 с той разни

цей, что вместо ядра —-----------  надо ставить —-—(гргху), гХу =
,4к|х ——4/

= 1«— у1-
Повторяя доказательство теоремы 1.1 мы придем к теореме.
Теорема 3.1. Пусть ОсЕ1и выполнены условия теоремы 1.1. 

Тогда функция и(х,р), определенная формулой (1.5), допускает 
аналитическое продолжение на плоскость комплексного переменного 
р с разрезом ( — со, 0) как мероморфная функция. При а > 0 она 
имеет конечное число полюсов, расположенных в точках а„ = ,
где Хп = — |>.„| — точки отрицательного дискретного спектра опера
тора Шредингера. Точка р = 0 — точка ветвления логарифмическо
го типа.

К теореме 1 можно сделать замечания, аналогичные замечаниям 
1.1,1.2. В замечании, аналогичном замечанию 1.2, аналитическое про

должение функции и (х, р) осуществляется в полуплоскость а -----—

(а——

Оценку (1.21) теперь получить нельзя, так как контур интегри
рования будет содержать петлю, охватывающую разрез. Тот факт, 
что функция Н^Хгрг) имеет при р = 0 точку ветвления логарифмичес
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кого типа, обуславливает явление диффузии волн в плоском и, вооб
ще, в четномерном случае [14].-

Пусть
и и + £ и = 0 в О X [0, оо), (3.1)

£/|/-о = 0; £/Дг-о = *(*)> (3.2)
£/1x0= 0, (33)

Рассмотрим сначала наиболее простой случай (х) = О, D — £.. Пред
полагается, что g (х) — финитная гладкая функция. Решение задачи 
(1) — (3) имеет вид

а | /ео

£/ (х, 0=~ ( ep'u(x,p)dp, (3.4)
а —/«

где
« (*,  ₽) = JМ1։(ф |х—у|) g (у) dy, (3.5)

а интеграл без обозначения области интегрирования берется по Е2 
Деформируем контур интегрирования в формуле (4) в контур, состоящий 
из отрезков, соединяющих точку — /со — з0 с точкой—/0 — а0, точку— 
—о04-։0 с точкой——гоо, и петли С»,, охватывающей разрез (—я0, 0) и 
соединяющей точки — а0—/0 и —а0 ֊{֊/0. Тогда, учитывая, что при
xcz£), где D—ограниченная область, выполнена оценка

можно утверждать, что при оо,.х с Д

и (х, 0=0 (е՜’’') + Г еР‘ и (ж, р) dp = О (0- (3.7)

Ч
Очевидно,, что для произвольного е^>0

А (0 = О (е-։<) + Г ер1 и (х, р^р. (3.8)

с/
Воспользуемся формулой

-1-АГ(фг)~ - (3.9)
— 4г />-о 2~ 1РГ

Из формул (5) и (9) вытекает, что
1 С 2 1 С '

и (х> р) ~ — 1п ------ Я (у) dy = — — Гп р\ § (у) dy +
д гргху 2- J

1 р 2 _՛
+ 1п -- ----у(у)<^у = А\пр-^ 0(1) при р-0, хсД. (3.10)

Д1։ J 1Гху
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Подставляя выражение (10) в интеграл, стоящий в правой части фор
мулы (8) и проводя простой подсчет, получим

У и (х, р) ер‘ dp = 2к£Д ————— = О ( -֊- J • (3-11)

Сравнивая формулы (7), (8), (11), имеем
|6/(x։f)|=o(-֊j, хсД оо, (3.12)

причем, если А =Т=0, то порядок убывания, указанный в формуле (12), 
не может быть улучшен, даже если g (у) с Со (Е2).

Рассмотрим теперь случай, когда D = Е2, q (х)=£0—финитная диф
ференцируемая функция

ч (*)  >0, (3.13)

* Формулировка близких к теоремам 3.2, 3.3 утверждений приведена в ] 12] для 
вещественных значений параметра —р։, (0, 80), 80>0.

и изучим поведение резольвентного ядра G (х, у,—р։) при р-*0.
Теорема 3.2. При сделанных предположениях существует

Ilm v (х, р) = lim f G (х, у, — р։) / (у) dy = v0 (xj, |arg p[< к (3.14) 
/»-»0 p-*0  J

какова бы ни была финитная дважды дифференцируемая функция 
f(y). Функция v0 (х) является решением уравнения (1.1) при р=0, 
D=E2, причем в правой, части уравнения (1.1) вместо 8 (х—у) нуж
но поставить f (х)*.

Доказательство. Функция v (х, р) удовлетворяет уравнению 

[7+7'(р)] v = v + f —На} (iprxy) Ч (ff) v (у) dy = g (х, р). (3.15)
J — 4г

Интеграл без обозначения области интегрирования берется по Бу
дем считать, что з > 0, и рассмотрим уравнение (15) в пространстве 
С (Е2). Как и в [26] легко доказать, что оператор Т (р) вполне не
прерывен в С (Е2) при всех р, з >0, р ^=0. При р -» 0 ядро интеграль
ного оператора в (15) стремится к бесконечности. Имеем

-1-(ipr)= [Jo (ipr) + iY0 (ipr)] = J-Jo (rpr) In Л + O(l) = 
— 4z —4z ipr

= - ֊Inp- -1 - £ + j- In J-.+ О (pM In rpr.) + о (1), (3.16) 
2к 4i 2k 2k r

где To (z)—функция Бесселя, С—постоянная Эйлера, а через о (1) 
обозначена некоторая целая функция переменной ipr, обращающаяся в 
ноль при р =0. Конкретный вид этой функции нас не интересует 
(см. [11], стр. 352).

Введем обозначение
а = _±1пр-±_£. (3.17)

2к 4г 2к
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Уравнение (15) перепишем в виде
(.I+*q + Kq)v = g, (3.18)

где положено
aqv = а 9 (у) v (у) dy, Kqv= Г In — 9 (у) v (у) dy 

2^ J f Jty

+ ।jV (х, у, у) 9 (у) V (у) dy^Koqv + V qvr (3.19)

а
Т (х, У, р) = О (р2 rxy In ipr) + о (1). (3.20)

Вычислим оператор
R*  = (/4-а9)-’ (3.21)

в явном виде. Пусть
(/4- aq) v = Ф, Ф с С (£а). (3.22)

Умножим обе части уравнения (22) на <? (у) и проинтегрируем по 
Е^. Вводя обозначения

Ф (у) 9 (у) = ф«> У 9 (У) ^у = <?0, (3.23)

получим
V, + «9о«? ֊ фя> (3.24)

откуда при ®9 =/= — 1 следует
Ф 

=--------— •
1 + «9о

Заметим, что из определения (17) величины а вытекает, что при ма 
лых р можно считать условие а9о¥= — 1 выполненным. Из уравнения 
(22) находим 

аф„ — v = Ф — a.vq = Ф--------- ֊— = /?,Ф. (3.26)
1 + а9о '

Формула (26) определяет оператор (21) в явном виде. Подействуем: 
на обе части уравнения (18) оператором /?а. В результате получим

v + R*Kqv  = v + Qav = Rag; Q„ = Ra Kq. (3.27)
Из определения (26) оператора Ra следует, что

lim |R։ —/?o||=O, (3.28)
где 

/?оф = ф- -ф,. ■ (3.29)

Напомним, что из условия (13) вытекает неравенство 90^>0. Уравне
ние (27) имеет вид

В силу определения функции g имеем

v 4֊ Kqv —------?__ ( KQv \ - a agqV 1 л 1 ։ л *u I s (э.эи;1+«9о \ Л 1 + а9о
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8 (х, р) = Г—тНЛо01 (։>Ггу) /(у) Лу =*  [/ (у) ^у — -^֊ С1п — /(у) с/у+ 
Л —4г Л 2^ □ гЛу

+ рг (х, у, р) / (у) (1у = */ 0-г а (х, р), (3.31 )>

причем равномерно относительно хс£>(0—ограниченная область)

Пт ( V (х,у,р) / (у) <1у = 0. (3.32)
р-о J

Так как при р = з + г֊, я > 0, меняющихся в ограниченной области и 
любых х и у, функция 4' (х, у, р) равномерно ограничена, то из форму
лы (32) следует, что

р՝™ I,Iф (՝х՝у> 4 (* ’• _п^= °՞ (з 'зз)
Начиная отсюда, будем рассматривать уравнение (27) в пространстве 
X = С (е?, ■£ _^ । )• Оператор Кд является вполне непрерывным опе

ратором в X. Действительно, являясь интегральным ^оператором типа;

потенциала, он вполне непрерывен как оператор из X в С (О), где £) — 
любая ограниченная область (вспомним, что д (у) — финитная функ
ция). Поэтому достаточно проверить, что

Имеем

Кяю

зир шах------- -1------*0.
ВоиА֊^1 |х|>лг 1 4- |х| лг~»

(3.34)

19 (у)1 (1 +|у!) Сч j |1п 'гХу \<1у < с? (1 +|1п |хII),

(3.35) 
где Оч — носитель функции д (у). Из (35) непосредственно следует 
(34). Так как /?» — равномерно ограниченный в X оператор при всех 
а > 0, то операторы <2» и (}0 = Ко Код — вполне непрерывны в X. По
кажем, что существует и ограничен оператор (1 + <20)՜*.  Достаточно 
установить отсутствие ненулевого решения в X у уравнения

(/+ О,) « = « + Кодю - — (Ко ду)ч = 0.. (3.36)
9о

Умножим обе части уравнения (36) на д (х) и проинтегрируем, по Е2.. 
Получим

^^(х) и(х) с/х = 0. (3.37)

Умножим обе части уравнения (36) на д (х) и(л) и проинтегрируем по-
Е2. Используя равенство (37), получим

( д М։ с/х + Г —д (у) V (у) д (х) и (х) <1х<1у = 0.. (3.38).
.) ) 0 2՜ Гху

4—529
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Если мы покажем, что
/= 1п — 9 (у) V (у) Я (х)«(х) с!хс1у >0 (3.39)

для любой V с X, то из равенства (38) и неравенства (13) можно бу
дет заключить, что V = 0. Докажем неравенство (39). Обозначив

то (х)= Г— 1п— Ч(у)ъ(у)с1у= С— 1п---- Я (у) V (у) dy, (3.40)
32*  гХу Д 2^ Гху

°ч 
можем написать

/= — I тоДтос/х = 1։т ( I |уто|’с/х— I то-^-сМ- (3.41)
1 Я-" \ Л и «л /и=/г

Сходимость интегралов (39) — (41) вытекает из финитности функции 
9 (у). Из формулы

гху = |х — у\ = |х| (1 — •֊֊- + °(пг)\ 1Х|->ОО> х°= А » (3-42) 
\ 1*1  \|*1  // |х|

соотношения (37) и равенства (40) следует

» (*)  = -Ц— | (х°,у) Я (у) и (У) Лу +°ГА՜) = > И՜* 00. (3.43)
2*  1*1  Л М*1  / \1*|/

кроме того 
(?ТО г->/ 1 \ I I Т-| = 0 (,-Т։)» 1*1  — 00 • (3.44)
О |х| \|х|։/

Из двух последних формул следует, что 
1. Г 1 л^Ьт I то — = 0. (3.45)

Таким образом, доказано, что уравнение (36) не имеет ненулевого 
решения в X, и, так как оператор О0 вполне непрерывен в X, то су
ществует ограниченный оператор

(/+ Оо)՜1 = (3.46)
Из формулы (28), в которой операторы можно рассматривать как 
действующие в X, вытекает, что

Ц(2«-<2оИ = °- (3.47)

Отсюда и из равенства (46) следует, что \\Га— 0, где £.ж(| + Ш“1*

Поэтому для любого А .с X решение уравнения
(I + 01) V а = Ла, Иш — А)х — 0

«— (3.48)
сходится в X к элементу /’А

ИтЦоа — ^А|х = 0.
»-» (3.49)

Уравнение (27) имеет вид (48), причем
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L __ О _ - *g« _ч аИо/о+а, (х,р))
А-/г'г-«_ГПГ-’Л+а(։''”------ -----------

= а (х, р) + ”f° ~ (х’ Pl. (3.50)
1 + “9о

где мы использовали обозначения формулы (31). Из формулы (50) 
следует, что в смысле сходимости в X

h„-----> а (х, 0)4- Ь------ — aq (х, 0) = Г In — / (у) dy 4֊
։ ■*  “ 9о 9о 2՜ J гху

+ -֊M'rfx9(x) (3.51)
Чо ^~Чо J J гхч

Поэтому
lim |о« — и0|| = 0, v0 = FA. s„.

Чтобы закончить доказательство теоремы 2 нужно показать, что функ
ция и0 удовлетворяет уравнению (1.1) при р = 0, то есть а= °о..

Вспоминая определения (46), (27), (29), (19), получаем уравнение 
для о0

v0 4՜ i ln — 4vody — —— [с/х Ç 1п —- ч (у) «о (у) dy = Л. (3.53) 
2՞ J Гху 2^40 J J Гху

Применяя к обеим частям уравнения (53) оператор — Ди вспоминая 
определение (51) функции А, получаем уравнение

[-*  + ?(*)]  «о(х) = /(х). (3.54).
Теорема полностью доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда Z) =/= Ег — внешность ограничен
ной области с ляпуновской границей Г, 9 (х) = 0, /(х) — финитная 
дважды дифференцируемая функция.

Теорема 3.3. При сделанных предположениях имеет место 
утверждение теоремы 2 для функции v (х, р) — ^Но (х, у, — p3)f(y) dyt 

где Но (х,у, — р3) — решение задачи (1.1) — (1.3) при ч (х) s 0, D=f= Е։. 
Доказательство. Мы исходим из уравнений

v (х, р) = g — [—֊; (iprxs) и (s, р) ds, (3.55)
J —4։

Н= ~8-;g(x,P)= ( —Çr (гргху) f (у) dy, (3.56)
\ 2 / uti$ J —

D

QH = f -- ----- (iprts ) И (s') ds. ' (3.57)..
J Ons — 4։

Из формулы (16) следует, что
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1---------Ь ) = /֊ Л1п —+ 'Из, S', Р), (3.58)
dns —4i àn, 2г. г,,- 

где
lim |ф (s, s', p)| =0 

p - о
(3.59)

равномерно относительно з, 5 с: Г.
Поэтому оператор ~ 1 + <2, рассматриваемый как оператор в

С (Г), равномерно сходится при р -> 0 к оператору у 1+<2о> где

<2оН=֊ С—— In -ï— р (s') ds՛.
J UTls Гss* (3.60)

/ 1 X՜1Из теории потенциала известно, что оператор I — I + (20 ) сущест- 
\ 2 )

вует и ограничен. Свободный член в уравнении (56) также имеет пре
дел в силу соотношения (58)

limo р) — [т՜/՜ ‘М =°- <з-61)
о-*о||  oris J 2п Ons rSy Ос (Г)

Из сказанного и леммы 1 из работы [4] вытекает, что решение урав
нения (56) имеет предел в С (Г)

Пт|р (s, р) - Ро (s)far)= 0; Рв (s) = ^֊-1 + Qo) А, (3.62) 

где
l 1 С д , 1 . , . ,

1п----f(y)dy. (3.63)
2^ J dns Гзу

Исследуем предельный переход р —» 0 в уравнении (55).
Имеем

v (*>  р)= g (х, р)- f-i— HP (iprxs) р (s, р) ds = 
J —г

= а Г / (у) dy+ С In — f (у) dy — a Г p^ (s)ds —
J 2^ J rXy JD D r

1 C 1
~ 2k՜J ln ~ + 0 W ИРИ P °» (3.64)

г
где а определено формулой (17).

Покажем, что
JРо (s) ds- J/ (у) dy =0. ‘ (3.65)
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Отсюда и из формулы (64) вытекает, что
lim v (х, р) = Г 1п —/ (у) dy —С 1п — (s) ds = v0 (х). (3.66) 

2~ J Гху 2*1  J rXSD Г

Проверку того факта, что функция v0 (х) является решением задачи
-Д»0(х)=/(х), (3.67)

v0 |г = 0 (3.68)
проведем вместе с доказательством формулы (65).

Для доказательства равенства (65) используем формулу (64) и 
вспомним, что функция v (х, р) удовлетворяет условию Дирихле

v (х,р) )хсг= 0. (3.69)
Из определения (17) следует, что

lim а =4֊ ос. (3.70)
Р-0

Так как а не зависит от х, то равенства (64), (69) и (70) совместны 
лишь при условии, что (65) выполнено.

Остается заметить, что функция v(х, р) удовлетворяет условию 

(69) при p=f=Q и при р—*0  равномерно относительно х с£)(О— лю
бая ограниченная область) стремится к v0(x). Поэтому и v0 (х) удов
летворяет граничному условию (69). Теорема 3 доказана полностью.

Не останавливаясь на доказательстве, которое мало отличается 
от приведенных выше рассуждений, отметим, что имеет место

Теорема 3.4. Пусть <? (х) с Со (£>), /(х) с Со (О), где D — 
внешность ограниченной области с ляпуновской границей. Пусть 
оператор L задачи (1.1) — (1.3) не имеет дискретного спектра {для 
зтого достаточно, чтобы было выполнено условие (13)). Тогда для 
функции и (х, р) = j Н (х, у, — pa) f (у) dy выполнено утверждение 

теоремы 3. Здесь Н(х,у,—р2)—решение задачи (1.1) — (1.3) при 
D cz Е2.

В заключение сделаем замечание об аналитическом продолжении 
функции (1.5) в случае области D с Do с бесконечной границей Г, рав
номерно удовлетворяющей условию Ляпунова. Предполагается, что 
граница Г приближается к границе Го угловой области Do так, что

p(s)=p(s,r0)<Ce-aH, а>0. (3.71)
Потенциал 9 (х) — вещественная непрерывная функция, удовлетворяю
щая неравенству

|9(х)|<Се֊»М, 6>о. (3.72)
g—PIX— у,

В формулах (1.6) — (1.10) ядро ---- -—---------- должно быть заменено
— 4*|х  —

функцией Go (х, у, ip), изученной в [3]. В силу оценок, полученных в [3], 
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. / а b \ 0 > — °о, °о = т1п( у

уравнение (9) может быть рассмотрено точно также, как это было- 
сделано в § 1.

Функция р (s) играет при изучении уравнения (1-9) такую же роль, 
какую играет потенциал 9 (х) при изучении уравнения (1.6). Таким 
образом, получаем аналог теоремы 1.

Теорема 3.5. Пусть D с Do—область с бесконечной границей. 
Пусть граница удовлетворяет условию Ляпунова, и постоянные Ляпу
нова равномерно ограничены. Пусть выполнены условия (71), (72). Тогда 
функция (1.5) допускает аналитическое продолжение в полуплоскость 

с разрезом ( —°о> 0), как мероморфная функ

ция. В полуплоскости я 0 эта функция имеет лишь конечное, чис
ло полюсов, расположенных в точках = |/р.п|, где ).п = — |).Л|— 
точки отрицательного дискретного спектра оператора задачи 
(1.1) —(1.3). Точка р — 0—точка ветвления логарифмического типа.

П р и л о ж е н и е

В условиях теоремы 1.0 изолированные точки, в которых не су
ществует оператор (В—А (р))՜՜1, являются полюсами этого оператора-

Доказательство использует метод, изложенный в книге [13].. 
Не ограничивая общности, положим В— 1. Пусть р0 — изолированная, 
точка, я которой не существует оператор (/—Л(р0))"’։. Обозначим 
через /1։ 4, • • In базис подпространства нулей оператора I— А (р0), че
рез g1։ g2, ••• ,gn — базис подпространства нулей оператора I—А*  (р0) 

/I
(R(I— А (р0))). Оператор В (р) = I—A (р) + 2 (-, Z, ) gj при р= р0 не

имеет нулей, а R (В) совпадает со всем пространством. Следователь
но, при |р—р0| <р, Р>0 существует В՜' (р). Уравнение [/—А (р)]?=/

Л

эквивалентно уравнению В (р) <р = 2 (<р, lj)g/ или системе
/=--։

Л

? = 2 «у5՜1 (р) gj + ’i (р); ч = (<?. 4), 1 = В՜1 (р) /.

Отсюда
Л

2 (^JK— bjk (р)) = rlk (р)։ л = 1, 2,. • п,
J-1

Ъ (р) = h, Ь), bjk (р) = (В~1 (р) g), h), Z.k =^>j = k .
10, j=hk

При Pt^Po, !p — рь| < P определитель этой системы Д (р) =/=0, если р 
достаточно мало. Функции и Ьр(р) — аналитические в круге 
!Р— Р<.Кг- Имеем ;;= г/е определители АДр), Д (р) — аналити-

-*  (Р)
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ческие при \р—р01<О функции. Следовательно, ;/(р) имеет в точке 
р = р0 полюс (так как А (р0) = 0). Поэтому ф = (/— А (р))՜1 / = у (p)-j- 

п
4՜ 2 (р) (р) Si имеет в точке р—р0 полюс. Так как / произволь-

но, то оператор (/— А (/>)) 1 имеет полюс при р = р0.
Ленинградский институт точной механики 

и оптики Поступило 27.V.1967

Ա. Գ. ՌԱՄՄ

ՈՐՈՇ ԹԵՈՐԵՄՆԵՐ ՇՐԵԴԻՆԳԵՐԻ ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ՌԵՋՈԼՎԵՆՏԱՑԻՆ ԿՈՐԻԶԻ' 
ԸՍՏ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՊԱՐԱՄԵՏՐԻ ՎԵՐԼՈԻԾՈԻԹՑԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ п փ и է մ
Հոդվածում տրված է անալիտիկ շարունակության մեթոդ և ապացուցված 

են թեորեմաներ որոշ անվերջ տիրույթներում Շրե դին դերի օպերատորի ռե֊ 
զոլվենտային սպեկտրալ պարամետրից կախման մերոմորֆ բնույթի մասին։

A. G. RAMM

SOME THEOREMS ON ANALYTICAL CONTINUATION OF 
RESOLVENT KERNELS OF SCHRÖDINGER OPERATOR 

WITH RESPECT TO SPECTRAL PARAMETER

Summary

In the paper a method for analytic continuation is given and some 
theorems about meromorphic character of dependence of the resolvent 
kernel of the Schrödinger operator on spectral parameter in some un
bounded domains are proved.
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Т. В. СТРОЧИК

К ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ С. Е. ВАРШАВСКОГО

Пусть 5—полуполоса в комплексной плоскости ■ш — и 4֊ ги: 
{«>1, ?_(и)<^«<^? (и)}, где? (и) —непрерывные функции на 
Полуполосу 5 можно конформно отобразить на прямолинейную полу
полосу 50 плоскости 2 = х+(у: {х^>0, 0<^<^1| посредством анали
тической функции г—2 (ш) =Х (ш) +гК (ш) так, чтобы точки ш=։'р±(1) 
перешли, соответственно, в точки г = I, г — О, а ш = оо — в г=со.

Варшавским [1] доказаны два основных неравенства для действи
тельной части отображающей функции в случае так называемой А-по- 
лосы. Полуполоса 5 называется /.-полосой (с наклоном границы в точ
ке и = оо, равным нулю), если оба выражения

?+ (и։)~ <?+(М1) ?- <Р- (“։) п<<„ „
и2 — иг и3 —и!

стремятся к нулю при и1։ ы2-»°с.
Если обозначить

փ (и) (Վ ։ в (ц) = <р+ (и) - <р_(и),

то неравенства Варшавского сформулируются следующим образом: 
I. Если 5 является /.-полосой, то (ш; = и/+й</, /=1>2)

X(w։)-X(w։)< Р : лн-֊֊- f^Ju + od),
J ° (и) 12 J ծ(и)
Ui Ul

(I)

где о (1) — 0 при и1<ыг, и։-> оо равномерно по «2.
II. Если, кроме того, <р . (и) непрерывны и имеют ограниченную 

вариацию на [1, оо), то

J 0 (и) 4 ,) а (и)
«I «1

где о (1) —► О при и1<Си2, Н1 -*•  оо равномерно по «1։ и2,
Для справедливости второго неравенства на ®+ (и) накладыва

ются дополнительные условия. Возникает вопрос, насколько они су
щественны. Рассмотренный ниже простой пример показывает, что без 
условия ограниченности вариации функций <р±(и) неравенство П, вообще
говоря, может не быть верным.

Пример. Пусть Ф= (и) = ± — +
sin п3^2 

и
. Рассмотрим полуполо-
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су 5: {и > 1, <р- (и)<о <ф+ («)}• Для нее 0 (и) =1, (и)= <₽+ (и) =
_ <р2 (и)= 3 СО8 0-3/2-----81П ц—. Так как ®± (и)-»0 при и-*  со, то 5 будет

2 и1/2 и2
/.-полосой. Кроме того, ф± (и) непрерывны на [1, °°) и их вариация на 
втом промежутке неограничена, так как

| (и)1> 2 |<Р+((2™ + у) ) -?+ ((2^)2'3) =
1 Лв1 

I з 1 , 1______ -,2 V 1 _ _
“2.1 2 (2™)« + /2,„+-1-Уя1 2 ^,(2’")« ■

\ 2 /

Заметим, что в нашем примере <р± (и) = 0(1) при и -♦ оо.
Если бы мы не добивались выполнения?-֊ (и) «= 0(1), то пример 

можно было бы построить проще.
Предположим, что для z = Z(w) выполняется неравенство (II)

ut и
X (wa) - X (w։) > j‘ [1+-/8 (u)] du + о(1) > П2-И1 + p'։(u) du-C.. 

«I «I
(1)

Здесь и дальше Cj обозначают положительные постоянные, не 
зависящие от и. и иг.

Пусть S — полуполоса в w-плоскости: {а >1, ?—(п) и<^?+(и)},.
“ / \ и. 1 - (sJn ц3/2 Т I)2 тгде <р± (и) = +------г --------------- — . 1 ак как

2 4и

м - г. („) = "2^. + 4 »)■ > 0
и 4и 4и ’

?_ (и) - ®_ (g)-(-sin ы3/а~1)8 _ sinu32 = (sin и3/2 -1)а 
4и и 4и '

то S а 5.
Рассмотрим в w-плоскости четырехугольник {ui4C«<^u2, <р_(и)<Г 

<и<?+(и)}. Функция z = Z (w) отображает его на четырехугольник в 
z-плоскости, лежащий в полуполосе So и ограниченный кривыми 
Z = Z (Ui-Hu), <?_ (И1) <v<<p+ (uj; z = Z(u2 + iv), ?_ (u2)<U<?+(u2); 
у=0;У=1.

Пусть функция z = Z (w)= X (w)+ iY (ш) отображает полуполосу 

S на полуполосу 50 плоскости z = = x+ijr: {х>0, 0<^<1}. Обоз
начим

(w|1}) = max X (wj; X(w^)= min X (w2); 
Re »>=u, - Re
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X (w{2’) —min X (w։); X(w՝2՛) — max X (w2). 
Rew,-и,

4 ~ 12 \ 2и1/2___
) 1 _ 4 s *'n՜ ц3;2 + 1

и> 2и

* О модулях четырехугольников и их свойствах см., например, [?].

Так как модуль четырехугольника*  {^-Си-С^, 9_(и)<1»< 

<7 (и)) не превышает модуля четырехугольника {их С и и.,, ?_(и)֊< 

<՜ V < (и)}, то имеет место неравенство

X(w(?)-X(w[2)) > X(w^})-X(w[l)). (2)

Полуполоса 5 является L-полосой, поэтому к функции z = Z(w) мож
но применить неравенство (1) Варшавского

X rf) - Х(w(։2,)< f 1+У (U)- du + — [ 4֊^֊ du + С,. (3)
J 6 (и) 12 J О (и)

sin и3/2 ф (и) д , . 1 sin*  и32-}-!В нашем случае ф (и)=----------- =------- ; ° (и) =1------------------- ;
2и 2 2и

Г,. . 3 sin и3"2 cos и3/2 sin*  и3/2 + 1
6 («) =------------z-r:------- + --------- z-z--------

Неравенство (3) перепишется так

x(w^)-x («42))<
о! , । 1 /3 sin u3/I cos и3/2
( 1 ~г' ՛ . 1՜ —■ I --------------------------------- -

sin8 и3/2+1 V
2и! )

du + С2=

sin* и3 2 -|-1 
2^

3 sin*  и31 cos8 и3'2
16

+ of— 
\И3/2,

Уи-ЬСа<
и

С[1 ф'։(и) sinsu3/24-l , 3 sin8и3/2cos8и3/2
J 4 2и 16 и 
«։

О')

Сравнивая (1) и (3'), согласно (2) получаем

С/ф'" (u) . sinsu3/24-i 3 sin8 и3/2 cos8 и3/2 \ ֊
и2 - “1 + (---- ~л-----Н----------й-------+ ---------------------- du + Сз>

J \ 4 2и 16 и /
«I

ИЛИ
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„ С/27 cos3 и312 sin3u3/2 + l___з cos3 u3 2 sin3 и3/2
4>Д16՜ 2« 16 u

И, 
Учитывая очевидное тождество

27 cos3 ? — 8 sin3 ? — 8 = 3 cos3® 4- 16 cos 2<p,

получаем
„ 3 (7cos3a3/2 sin3 u3/2cos3 u3/2 , f cos (2u3/2) ,
Շ. > — 11---------------------------------------)au -Ւ I ----------------du

16 J X и и / J “
Ալ

Uy Ահ 11 *
= 3_Cc^_du+ > 3 Гоо^л_С։_

16 J и J и 16 J и
u, и, «I

Здесь мы учли, что интеграл
cos (2ս3/2) 

и
du сходится. Таким

образом, Ր cos4 и312 du < Се. Фиксируя и։ и устремляя иг к оо։ полу-
и

I f*  COS4 и3/2 , гчим, что + оо = 1 -----------du -ч- С։.
J и

Мы пришли к противоречию.
В заключение выражаю благодарность А. А. Гольдбергу, под чьим 

руководством выполнена эта работа. 
Львовский государственный университет

. им. И. Франко Поступило 20.FV.1967

S. Վ. ՍՏՐՈ8ԻԿ

U. Ե. ՎԱՐՇԱՎՍԿՈԻ ՄԻ ԹԵՈՐԵՄԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Հոդվածում ցույց է տրված անվերջ շերտերի կոնֆորմ արտապատկերման 
վերաբերյալ Վարշավսկու [7] հայտնի թեորեմում նշված մի սահմանափակ
ման էական լինելը։

T. W. STROCHIK

ON A THEOREM OF՜ S. E. WARSCHAWSKI

Summary

* Present note shows, that in a well-known theorem of V^arschaw- 
ski, concerning conformal mappings of infinite stripes, a certain restric
tion is essential,
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А. К. ТОЛПЫГО

ДЕФОРМАЦИИ ПОДАЛГЕБР В АЛГЕБРАХ ЛИ

В обзорной работе [2] построен общий метод, позволяющий опи
сать деформации некоторых алгебраических структур в терминах ко
гомологий, например, построить полное семейство деформаций данной 
алгебры Ли (см. также [1]), полное семейство деформаций представле
ний данной алгебры и т. д. Настоящая заметка имеет своей целью 
распространить эти результаты на деформации подалгебр в алгебрах 
Ли, в частности будут обобщены некоторые результаты [3]. Введем 
сначала некоторые определения и обозначения.

Пусть 3D? — конечномерная алгебра Ли над полем R или С, 3D?։— 
ее подалгебра, G— некоторая подгруппа Ли в группе Aut 3D? всех ав
томорфизмов 3D?-3D?, 3D?! и G будут предполагаться фиксированными на 
протяжении всей работы. Пусть dim 3D?։= п. Обозначим через Гя грас
сманово многообразие всех n-мерных подпространств 3D?. На Гя естест
венным образом действует группа G: если g £ G, 6 £ Гя — п-мерное 
подпространство, то g-b = g(b) также принадлежит Гя. Мы будем 
обозначать через а£Гя точку Гя, соответствующую 3D?V Далее, обозна
чим через М, а £ М с Гя, множество всех n-мерных подалгебр 3D?. Пусть 
D — аналитическое множество, 0 £ D с Rm или 0 £ D а. Ст, в зависимо
сти от рассматриваемого поля, назовем деформацией подалгебры 3D? 
такое аналитическое (над R или С соответственно) отображение 
/: D -* Гя, что

l./(D)cM 2./(0)=а.

Мы будем называть две деформации fe D -> Гя и /։: £>֊* Гя эквивалент
ными, если существует аналитическое отображение h:D—^G такое 
что А (0) = е и /2 (d) = h (d) (d)) для всех d £ D в некоторой окрест
ности нуля (вообще вся дальнейшая теория будет строиться лишь ло
кально и рассматриваться будут, собственно говоря, не отображения 
а только их ростки). Мы будем называть деформацию нулевой, если 
/(</) = а для всех d£D,n тривиальной, если она эквивалентна нулевой •

Введем теперь, как в [3], следующее описание окрестности а в Гя: 
зафиксируем произвольное дополнительное к 3D?X подпространство 6g 3D? 
и рассмотрим открытую окрестность а в Гя, состоящую из всех п-мер- 
ных подпространств q таких, что <?П 6 = 0. Эту окрестность мы будем 
в дальнейшем отождествлять с пространством Alt1 (30?1։ £D?/3D?X) линейных 
■отображений 3D?X в 30?/2Х։. Именно, отождествим SER/SD?! с 6 естественным 
образом и данному отображению S: 3D?X — 3D?/3D?j сопоставим подпрост, 
ранство q = {х + Sx/x £ 30?ъ Sx£6). Нетрудно построить и отображе
ние S по подпространству q (см. также [3]). Заметим, что хотя это
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отображение окрестности точки а£Гл в Alt1 (SR։, SO?/3J?X) и зависит от 
выбора подпространства Ь, но его дифференциал, отображающий каса
тельное пространство 7г„ к Г„ в Alt1 (SRj, 5R/SRX) от выбора Ь не за
висит: в самом деле, пусть Ь и А1 — два дополнительных к 5R։ под
пространства, q — п-мерное подпространство, близкое к SR1։ 5: SRj -* 
—> 6 —► SR/SRj и S1: -» Ьг —► SR/3RX— соответствующие q отображения, 
тогда, если х £ SRX, х + &х = y+Sy, то х— y=Sy — S1x= S (у — х)+ 
+ (S — №)х— величина первого порядка малости, откуда 5 (у — х)— 
величина второго порядка малости и (S—S1)x = S(x—у) +2RX£SR/2RX— 
также высшего порядка малости. В дальнейшем мы фиксируем Ь на
всегда и будем отождествлять его с SR/SR1։ a Alt1 (SR1։ 3R/9RX) мы бу
дем отождествлять как с окрестностью а в ГЛ, так и с касательным 
пространством к ГЛ в точке а.

Обозначим через Alt"1 (5RX, £R/£RX) пространство всех тп-линейных 
кососимметрических отображений ЯХхХ5КхХ՜՛՜ XSRx-»SK/SRx. Это про
странство можно рассматривать как пространство m-мерных коцепей 
алгебры DRj со значениями в SRj-модуле SR/5RX и строить соответствую
щую теорию когомологий. Обозначим кроме того через Р — проектор 
SR на Ь параллельно SRX и пусть Q= Е—Р; очевидно, Q—проектор 
SR на SRj параллельно Ь. Пусть q— близкое к SRX подпространство, S 
— соответствующее ему отображение. Как показано в [3] (это легко 
проверить и непосредственно), q есть подалгебра тогда и только тог
да, когда для произвольных x,y£SRx

def 
ZS(x,y) =(Р— SQ)\x +Sx, у + Sy] = b.

Очевидно, при произвольном S о Alt2 (SRX, 5R/!SRX), так что мы 
имеем отображение 8: Altx(SRx, £R/SRX) -»Alt2 (3RX, 2R/2RX). Ясно, что 
Ker 3=3—։(0) есть в точности М—пространство л-мерных подалгебр 
SR. Дифференциал втого отображения dx: Alt^SRj, 5R/3RX) —»■ Alt2 (SRX, 
SR/SRJ имеет вид

(^5) (x,y)= [Sx,y]-b [x,5^]-5[±,y].
Очевидно это обычный кограничный оператор для когомологий 

алгебры SRX со значениями в SR/3RX. Отсюда легко видеть, что каса
тельное пространство к D при любой деформации /: Z) —► Гп~* 
Alt1 (9Ri, £R/SRX) отобразится с помощью df: Td -*■ Alt1 в пространство 
одномерных коциклов 21 (SRX, 3R/SRX). Действительно, мы знаем, что для 
любой деформации f выполняется равенство 6 / — 0, откуда, конечно, 
следует, что dt-df=Q, что и требовалось доказать. Очевидно также,, 
что касательное пространство к М Тм с Z\(2RX, 5R/2RJ.

Пусть теперь А и /2 — две эквивалентные деформации. Рассмот
рим отображения <7/х и j/2: Td -» Z1 (SR1։ 5R/SRx).Ecah f2(d) = h (c/)X 
X(A («/)), TO df2 (n) = A (0) (rfA («)) + dh (u) A (0) = rfA (и) + dh (n) 3RX. 
Как легко видеть, dh есть отображение пространства Td в алгебру 
Ли U группы G, действующую дифференцированиями на SR, и dfx—df2= 
=rfA£Alt։ (2RX, SR/SRj), т. e. для каждого и£7д разность (df-^—df2) (u). 
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есть скрещенный гомоморфизм Жх-ЗХ/SRi, порожденный дифференциро 
ванием из алгебры Ли U. В частности, если G = Int Ж — группа внут 
ренних автоморфизмов Ж, то dft (и) и J/2 (и) когомологичны в смысле 
когомологий Ж։ со значениями в Ж/Жп

Нам будет теперь удобно несколько изменить стандартную тео
рию когомологий алгебры Ли Жх со значениями в Ж/Ж։. Пусть 
Diff Ж—алгебра Ли всех дифференцирований алгебры Ж. Определим 
отображение rf0= Diff Ж — Alt1 формулой (dog) (х) ֊ gx + Ж! С Ж/Жх 
(вспомним, что #£Diff Ж есть дифференцирование алгебры Ж). Пусть 
U Diff Ж—подалгебра, отвечающая подгруппе GczAut Ж. Обозначим 

через d0 ограничение dQ на U и рассмотрим коцепной комплекс 

(Дан1 (жъ ж/Жх) - Ait*(Ж։, ж/ж։Д • •

где —обычные кограничные операторы. Положим Z'=kerd(,
В1 = Imdi-\, В°~0. Очевидно zl/В1 (£>1) есть обычная группа кого
мологий Н‘ (Ж։, Ж/Ж։). Положим На=1^о (Ж։, Ж/Ж1)=х1/В1. Легко 
проверить, что /7/п/Ж есть обычная группа когомологий Н1 (Ж։, Ж/Жх)- 
Действительно, в этом случае U = ad Ж и d0 (g) определяет отобра
жение Жх՜*՜ Ж ֊*• Ж/Жх. Поскольку Жх— подалгебра, это отображение 
не зависит от выбора элемента в классе смежности Ж по Ж1։ и кор
ректно определено отображение d0 (Ж/Жх):Жх-*Ж/Жх, причем очевид
но, что оно совпадает с обычным кограничным оператором d0 для ко
цепей Жхс коэффициентами в Ж/Ж1։ откуда и следует доказываемое 
утверждение.

С каждой деформацией / связано линейное отображение df: Td -* 
—*Hq, индуцированное отображением df. Из сказанного выше ясно, 
что это отображение не изменится, если заменить / эквивалентной 
деформацией. Тем самым каждому классу эквивалентных деформаций

сопоставляется его „касательное отображение“ df пространства Td 
в Но. .

Пусть задана произвольная, близкая к Жх подалгебра д; тогда 
мы можем получить в Жх новое умножение [ , ]?, полагая для х,у£с/ 
[Qx, Qy]? = Q[x, jy]. Тем самым умножение в Жх вполне определено. 
Если теперь мы имеем деформацию f'D—>ГЛ подалгебры Ж1։ мы мо
жем получить целое семейство алгебр Ли [ , ]<х, полагая для произ
вольных </££>, х, y£f (d) [Qx, Qy]a = Q[x, g] и-построить таким об
разом по данной деформации подалгебры Жх в алгебре Ж деформацию 
алгебры Ли Жг в смысле [1].

Мы имеем теперь отображение ф окрестности точки а в М в про
странство лиевых умножений в Жх, следовательно, в пространство би
линейных кососимметрических функций Alt* (Ж։, Жх) на ЖхХ2Ххсо 
значениями в Ж1։ причем а £ М переходит в умножение, определяющее 
Жх. Найдем дифференциал отображения ф в точке а. Если q— близкая 
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к S0?j подалгебра, S: 2Хг — 2Х/2Х։ — соответствующее отображение, то 
[х, у\ч=Q (х +5х, у Отсюда следует, что d'j : Ги—Alt’ (SKlf 2Xj) 
имеет вид

(rf? (5)) (х, у) = Q ([5х, ։/] 4- [х, 5у]) = Q ([5х, у] + [х, 5у] —5[х, у]). 
Поскольку 5 — коцикл алгебры SRх со значениями в 2Х/2Х1։ в послед
нем выражении оператор Q можно опустить, как тождественный на 2Х1։ 
и окончательно

(5)) (х, у) = [5х, у] + [х, Зу] — 5 [х, у].

Отсюда видно, что с/ф индуцируется известным оператором д: Z1 (2R։, 
2Х/2Х։) -» Z* (2R1։ SXj), приводящим к пограничному оператору o’*: Н1 
(S0?i, 2К/2Хг) ->-Н* (2R1։ 2Хг) точной последовательности когомологий па
ры (2R, SRJ. На самом деле отображение д дает оператор до: Но֊* 
—* Нг (2R1։ SRi) для любой группы R, так как всегда Ker В1.

Пусть f:D—Vn~ деформация подалгебры 2Rj, <р = ф •/: D -» Alt* 

(3D?1։ SRj)—соответствующая деформация алгебры Ли2Хь df: Td~*Hqia 

d<f: 7д—>Л*(2Хг, SRX)—соответствующие отображения касательных про
странств. Из сказанного выше ясно, что диаграмма

Нх0

V
* Н2 (ЯХц 2X1) коммутативна.

Мы построим теперь некоторую деформацию подалгебры 2Х1։ па
раметризованную аналитическим множеством в Но. Эта деформация 
аналогична „семейству Кураниси“ алгебр Ли, построенному в [2], и об
ладает свойством универсальности, о котором будет сказано ниже.

Обозначим через Н‘ какие-нибудь фиксированные дополнительные 
подпространства к В1 = В1 (2Х1։ £D?/3KX) в Zl = Zl (2R1։ SR/SRj), и С‘ — 
дополнительные подпространства к Z‘ в Alt' = Alt' (2R1։ SR/SRx), a 
C° — дополнительное подпространство к Z° в U. Очевидно, Hl естест
венно изоморфно группе /-мерных когомологий Н‘ (2ХЪ 2R/2R1) при £>1, а 
hl=Hh, и di устанавливает изоморфизм С'֊1.с В'и В1 4՜ Н1 -f-C' = Alt'. 
Рассмотрим отображение и : С° 4՜ Н^+С1—* Alt1:

и (с°, А, с1) (х) = ехр с° (х 4՜ А (х) 4֊ с1 (х)).

Тогда дифференциал du (с°, А, с1) = (Рс°4՜ А 4՜ с1) (х) есть изоморфизм 
линейных пространств С° 4՜ Н14՜ С1 и Alt1 и из теоремы о неяв
ных функциях следует

Лемма 1. и локально является взаимно однозначным отобра
жением на.

Обозначим через яд: Alt*-»-В* проекцию Alt* (3Rlt 2R/SRJ на 
параллельно Н* 4՜ С2, аналогично «я, «с — проекции Alt* на Н2 и 
параллельно соответственно В* 4՜ С* и В*4՜#*. Пусть М = {5£Акх| 
т.в 55 = 0}. Ясно, что М с МТ. 
5-529
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Лемма 2. Существует окрестность N (ЗК2) точки а в Г„, ок
рестность N (Z1) точки 0 в Z1 и аналитическое отображение 
a; N (Z1) —* С1 такие, что N П Af = {г + в (z)| z £ N (Z )}.

В самом деле, пусть F — аналитическое отображение z^XC1֊-#2: 
F (z, с) =^во (с +z) = diC -Ь "Я (8 — б/։)(z-j-c);

очевидно, Г (О, 0) =0. Поскольку dx есть дифференциал 8, dFi0. с» есть 
просто d\c, и c->-dF(o.o)(O, с)—изоморфизм С1 на Я֊. По теореме о не
явных функциях уравнение F (z, с) = 0 можно решить относительно с 
в окрестности точки (0, 0), а это и означает существование окрест
ностей Л' (Z1), N (С1) и аналитического a: N (Z1) -֊* N (С1) таких, что 
(z, с) £ N (Z1) X № (С4) удовлетворяют уравнению F (z, с) = 0 (и, сле
довательно, принадлежат АГ) тогда и только тогда, когда с = а (я). 
Лемма доказана.

Лемма 3. Существует окрестность N (33?х) точки а в Гп та
кая, что если S£N (2RJ и ^e^S = = 0, то и itcbS = 0, т. е.
55 = 0.

Заметим, что rf2o5=</2-rf։5-|- J2- (о — <Д) 5 —d2- (8—5—величина 
высшего порядка малости по сравнению с 85, т. е., если мы введем про
извольным образом нормы в пространствах Alt8 (Ж1։ JR/JSRJ'h Alt3 (SR։, 

О d ’SSI
SR/SRJ, то если J35||->0 так, что 85=^0, то —-7—-----*0. Очевидно

Г™
можно выбрать эти нормы так, чтобы d2 было сохраняющим норму изо
морфизмом пространств С8 и В3. Предположим, что существует после՜ 
довательность 5Л-»0 такая, что 65л = «с^Ял =^=0. Тогда ||rf2 • 85„]| = [85л|, 
хотя 85л -* 0, и полученное противоречие доказывает лемму.

Пусть окрестности N (ЗХх), N (Z1) и a: N (Z1) -» С1 выбраны так, 
чтобы леммы 2 и 3 были для них верны. Обозначим через К аналити
ческое множество в /Р, выделяемое условием (5 + а. (5)) = 0. 
Пусть К' = {5 + а (5)| 5£ К}.

Заметим, что леммы 1, 2 и 3 дословно повторяют леммы 16.1, 
19.1 и 19.2 из [2]. Поэтому непосредственной ссылкой на [2] получаем:

Теорема. Существует окрестность точки a TV (SW1։ M)czM и 
■окрестность нуля N (С°) с С° такие, что отображение (к, с)—* 
—»ехр(с) к есть аналитический гомеоморфизм. К' X /V (С°) на 
7V(3R։, М).

Множества К и К' естественно гомеоморфны (аналитически), 
и вложение х; К—* K'—*Vn можно рассматривать как деформацию подал 
гебры параметризованную аналитическим множеством К. Из тео
ремы следует, что эта деформация обладает следующим свойством 
универсальности: если /: D֊>M—*Vn—произвольная деформация, то 
существует (локально) аналитическое ՜ отображение 6: D — К такое, что 
деформации х-8 и / эквивалентны. Действительно, определено анали
тическое отображение р: N (2R։, М) -» K'%N (С°) Р— К' — К (р есть 
проекция на первый сомножитель), и нетрудно проверить, что р°/ и 
будет искомым отображением D-+K.
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Отметим два важных частных случая:
А. Если На = 0, то К = {0}, и любая деформация тривиальна. 

Более того, в этом случае локально М= {ехр(с) • ЯХх/с £/}={rSR1/r £ G), 
т. е. всякая близкая к ЯХг подалгебра сопряжена с ней автоморфизмом 
из R. Это „Теорема жесткости“, доказанная (для произвольного ал
гебраически замкнутого поля) в [3];

Б. Если № — 0, то локально К = Hr, т. е. М в окрестности точ
ки а является аналитическим многообразием, размерность которого 
равна dim Z1.

В заключение рассмотрим несколько примеров.
Пусть ЯХ։ — л-мерная алгебра Ли над С без центра. Выберем в 

ней базис и вложим ее при помощи присоединенного представления в 
этом базисе в алгебру Ли ЯХ = GL(n, С). Тогда существует деформа
ция подалгебры ЯХх в ЯХ такая, что соответствующая деформация 
алгебры Ли SXj совпадает с универсальной деформацией алгебры 
Ли ЯХ„ включающей все близкие к 3Xj алгебры Ли. Именно, пусть ЯХ j— 
близкая к ЯХх алгебра Ли, т. е. ее структурные константы с (в дан
ном базисе; понятие близости двух алгебр Ли связано с выбором в 
них базиса) мало отличаются от структурных констант с*у алгебрыЯХ^ 
Тогда алгебра ЯХ: также не имеет центра и ее также можно вложить 
в ее присоединенном представлении в том же базисе в алгебру ЯХ, 
причем она будет близкой к ЯХх подалгеброй. Таким образом, в данном 
случае все универсальное семейство деформаций данной алгебры Ли 
может быть вложено в ЯХ. Нетрудно проверить, что в данном случае 
кограничное отображение d*: № (ЯХ1։ ЯХ/ЯХ1)—»Л2(ЯХ1, ЯХг) является эпи
морфным, что и „объясняет“ предыдущий факт. Действительно, пусть 
с ЙХхУЯХ,—»ЭХ,—какой-нибудь двумерный коцикл алгебры ЯХх со значе
ниями в ЯХ^модуле ЯХ։. Рассмотрим теперь коцепь Е алгебры ЯХг со 
значениями в ЯХ = GL(n, С), определенную так: Е (ле) (у) = Е (х,у) (на
помним, что мы отождествляем алгебру ЯХх* с линейным пространством 
на котором действует алгебра ЯХ). Тогда ее граница da(x,y) будет 
выглядеть так:
d S (х, у) (я) = [Е (х), р] (z) + [х, Е (у)] (я) - Е ([х, у]) (я) = Е (х) ([у,я]) ֊ 
֊ [7, 3 (х) (я)] + [х, Е (у) (z)] ֊ Е (у) ([х, я]) ֊ Е ([х, у]) (я) = — Е ([у, я], х) ֊ 
— ՝ ([*. *], У) — ? ([*, У], «) — [« (г, *),!/] — [՝ (у, z), *]■
Поскольку Е — коцикл, последнее выражение равно [Е (х, у), я]. Но это 
значит, что образ Е в группе Alt1 (ЯХ1։ ЯХ/ЯХг) является коциклом, и опе
ратор д отображает этот коцикл как раз в Е (х, у), что и требовалось 
доказать.

д*
Однако условие точности последовательности Н1 (ЯХП ЯХ/ЯХО -» Н* 

(ЯХ1։ ЯХх)-»О не является достаточным для возможности вложения уни
версального семейства деформаций подалгебры ЯХх в алгебру ЯХ, что 
явствует из следующего примера.

Пусть ЯХ — полупрямая сумма n-мерной коммутативной алгебры 
ЗХх над С и алгебры GL\(n, С), которая естественным образом дейст
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вует в ливейном пространстве 2Хх. Эту алгебру Ли можно отождест
вить с алгеброй Ли матриц порядка п 4՜ 1 над С, у которых первый 
столбец состоит из нулей. Ее базисные векторы мы будем обозначать 
через Е и, i = 0,1, - • ■, п, j = 1,2,- • • , n, ЯХ։ есть подалгебра, натянутая 
на векторы Ео1, j = 1, • • •, п. Поскольку JKj - идеал, представление ЭХг 
в SR/SO?! тривиально, а так как SR։ к тому же коммутативная подалгеб
ра, любая коцепь SRj -* SR/SRj здесь будет коциклом. Каноническое 
отображение <?*: Н1 (HRj, SK/SRx)֊*/^ (SR։, 3RJ эпиморфно: действительно, 
если Е (а, Ь) — произвольная 2 — коцепь X SRi ~* $)?։> - (Eo/, Eo/) =

n 1 n .
= УЕ*/£о*, то E (Eoi) =-------У, 5//E/* есть коцикл, образ которого в

*±i ’ 2 /.*”1

Alt8 (SKj, SRi) есть как раз коцепь L Таким образом, мы можем .инфи
нитезимально построить универсальное семейство, но настоящее такое 
семейство построить, вообще говоря, нельзя. Пусть, например, п = 3, 
тогда в универсальную деформацию трехмерной коммутативной алгебры 
Ли входят в частности полупростые трёхмерные алгебры Ли Л1(вооб- 
ще в любой окрестности нулевого тензора ctj = 0 имеется тензор, за
дающий алгебру Ли, изоморфную произвольной алгебре Ли с произ- 

* . kвольными структурными константами cij, а именно, тензор tcij при дос
таточно малом t). Докажем теперь, что в ЭО? нет в некоторой ок՜ 
рестности ЗХх подалгебр, изоморфных Аг.

Для того чтобы вывести необходимое и достаточное условие 
существования в любой окрестности подалгебры ЭХг подалгебры, изо
морфной некоторой заданной n-мерной алгебре Ли /, предположим, 
что задано какое-то представление алгебры / в n-мерном пространст
ве И и что существует одномерный коцикл ;:/-* V алгебры f со зна
чениями в /-модуле V такой, что если ? (А) =0, то А =0.*Пусть £^, • • • 
• • ■, Еп образуют базис в /, тогда е/ = ? (Е/) дают базис в V. Пусть 

Ai = Ai (Ei') — матрицы, соответствующие Ei в этом базисе и 
п

Ai= У, ;/*£/*, где Е/*—стандартный базис в GL (п, С): Е/* (е/) = 
/. *-։

= 8// е*. Тогда положим ЭХ։ (t) с ЭХ натянутой на базис, состоящий из 
векторов

Eoi + t У, Е/*Еу*. (♦)
/. *=։

Тогда, как легко видеть, SRj (0) = ЭХ:, 3Xj (t) изоморфно / при t=f=Q. 
Наоборот, если q—близкая к подалгебра, то в ней можно выбрать

Л
базис из векторов вида £о/ + У £/*Ej* и построить семейство ЭХг (t) 

‘ j. *=։
вида (*), все подалгебры которого, кроме нулевой, изоморфны q. До
кажем теперь, что ЭХ։ не может иметь деформации вида (*), в которую 
входит Аг. Из предыдущих рассмотрений видно,, что, во-первых, из 
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этого следует, что в некоторой окрестности SRj нет подалгебр, изо
морфных Л։, а, во-вторых, что для доказательства этого достаточно 
показать, что алгебра Л։ не имеет трехмерного представления, в ко
тором существовал бы коцикл с, отображающий Л1-»С’ без ядра. Как 
известно, в любом представлении этой алгебры //1=0, и поэтому нуж
но только показать, что не существует такой кограницы, т. е. что в 
любом из ее трехмерных представлений любой вектор переводится в 
О одним из ненулевых векторов Аг. Аг имеет всего 3 трехмерных 
представления: тривиальное, прямая сумма одномерного՜ и двумерного 
неприводимого и неприводимое. В первых двух случаях din։4jk<3 и 
поэтому для любого х£С3 dim Л^^З и отображение х : А2 —* С3 за
ведомо имеет ядро. Остается рассмотреть последний случай. Но это 
последнее представление—присоединенное, и С3 можно отождествить 
с Л։. Теперь ясно, что каждый вектор из С3 переводится в 0 одним 
из векторов Л}, а именно, самим собой (при этом отождествлении с 
помощью рассмотрения присоединенного представления), поскольку 
[х, х] = 0. Утверждение доказано.

Неверно также и предположение, что все близкие к £0?! подалгеб
ры изоморфны ей, если это „верно локально“, т. е., если отображение 
до։ Н1о-+Н։(Ж1։ 3Xj) авляется нулевым (или, что то же, отображение 
№(SRj, 2R) —♦ Hr является эпиморфизмом). В самом деле, нетрудно 
видеть, что если бы это было так, то отсюда следовало бы, что вся
кая подалгебра, близкая к центру Z, должна быть коммутативна. Од
нако противоречащим примером является хотя бы пятимерная алгебра 
Ли, натянутая на векторы х, у, z, и, v со следующим законом ком
мутирования: центр ее натянут на векторы х, у, z, а [и, о] = z. Здесь 
деформация центра Z, натянутая на векторы х + tu ,у + tv, z дает 
подалгебры, не изоморфные центру.

Настоящая работа выполнена под руководством А. Л. Онищика, 
которому я приношу глубокую благодарность.

Московский государственный университет
им. М. В. Ломоносова Поступило 20.XI.1967

11. Կ. ՏՈԼՊԻԴՈ

ԼԻԻ ԱԼԳԵՐՐԱՆԻՐՈԻՄ ԵՆԹԱԱԼԳԵԻՐԱՆԵՐԻ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐՕ

Ամփոփում

Կոմպլեքս բազմաձևություններում դեֆորմացիայի գաղափարին անալոգ 
ձևով տրվում է Լիի ալգեբրայի ենթաալգեբրայի դեֆորմացիայի սահմա
նումը։

Հոդվածում ուսումնասիրվում է ՏՕ? Լիի ալգեբրայի ենթաալգեբրայի 
դեֆորմարիաների և Լիի ալգեբրայի գեֆորմարիաների միջև եղած կապը։
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Կաոռւցված է տված ենթաալդեբրայի դեֆորմարիաների ունիվերսալ ընտա

նիքը,
Վերջում քննարկվում են դեֆորմ ա ցիանե րի մի շարք հետաքրքիր օրի

նակներ։

A. K. TOLPIGO

DEFORMATIONS OF SUBALGEBRAS IN LIE ALGEBRAS

Summary

In this paper deformations of a subalgebra in Lie algebra are de
fined. The relationship between deformations of subalgebra in Lie algeb
ra and deformations of Lie algebra is studied. A theorem is proved 
on the existence of the universal deformation of a given subalgebra. 
Some examples are discussed.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССРէրաթԼմատ|ւկա 3։ _\քօ б, 1968 Математик»

Л, А. ШМАТКОВКВАЗИГОЛОМОРФНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВА 
ՇԼ КОНФОРМНЫЕ НА КОМПЛЕКСНЫХ ПРЯМЫХ§1. ВведениеВ настоящей работе рассматриваются гладкие отображения области С с С«, конформные на комплексных прямых. Подобные отобра- 

С2։ двух комплексных переменных (см. [7], [8]).Квазиголоморфные отображения изучались ранее в работах С. Бергмана [1], [2], Д. Е. Рудника [4], Б. А. Фукса [5], стр. 415 — 417, С. Хитоцумату [6], А. А. Шматкова [7], [8].В § 3 предлагаемой работы мы, исходя из локальных свойств рассматриваемых отображений, получаем систему дифференциальных уравнений в частных производных для функций, определяющих указанные отображения. В § 4 мы находим решение этой системы и получаем функции, определяющие этот класс квазиголоморфных отображений в конечном виде.Построенный класс квазиголоморфных отображений позволяет отображать друг на друга некоторые голоморфно неэквивалентные области. В частности, находится принадлежащее к полученному классу квазиголоморфных отображений гомеоморфное отображение единичного полицилиндра£={(х1,-.-,гл): Ы<1, Л = 1,•••,/։} (1.1)на гипершар
( п \

В = (»„-,»«): 2 Ы2<1 • (1.2)՝ л=։ 1§ 2. Вспомогательные рассмотренияВ этом параграфе доказываются используемые далее леммы.Пусть △//, г՜,/ = !,-•• п — элементы кососимметрической матрицы Ф порядка п: Д։;= —Д„, I,п. (2.1)1. Кососимметрический объект  четного порядка п- 2т определяется равенством *

* Мы придерживаемся терминологии, принятой в книге А. Дж. Мак-Коннела 
„Введение в тензорный анализ“, Гос. изд. физ-мат. литературы, Москва, 1963, 
стр. 19—23.
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ДГЛ-• Р2т — Ьр>Рг &Р1-"Р'т Ьри>‘ &РгР>--Р2т 4՜ ' ' ‘ 4՜ ^Р<Р2т ^Р>'" Р2т—\ • (2-2)где ри р2,- ■ Р2т= 1,2,' • •> п-Равенство (2.2) называется разложением кососимметрического объекта четного порядка ^р,р, - Р2т по индексу рг.Пусть ЛР։р = 1,- • • , п — некоторые величины.2. Кососимметрический объект нечетного порядка определяется равенством
Л-р,... Р2т + ։ = ЛР1ЬР, ■р2т + 1 ~ ^-р,^Р,Р>---Р2т+1 4՜ 4*̂Я2т+1  ДР1- •Р2т,(2.3) где ри р2, - • Р2т + 1 = 1, 2, • • • , И.Легко видеть, что кососимметрические объекты четного и нечетного порядков обладают следующими свойствами:1. При перестановке двух рядом стоящих индексов ^р.р.-.-р^ и 

^■Р1Р1-- Р2т+1 меняют только знак.2. Если любые два индекса совпадают, то кососимметрические объекты четного и нечетного порядков обращаются в нуль.3. Исходя из разложений (2.2) и (2.3), можно получить разложения кососимметрических объектов четного и нечетного порядков по любому индексу р.*Рассмотрим матрицыФ = ИАи1> С= Е — ФФ, (2.4)где Е— единичная матрица. Элементы матрицы С даются формулами 
п _ п

СР1 = 2 ДРР:ДЯ.У I СЛ = 14՜ 2 |ДА/| ։, р> /=1,- • п. (2.5)
Р ՛ Р,-1 р,-1Имеет место следующаяЛемма 2.1. Матрица С имеет обратную матрицу Г=С՜’, 

элементы которой^,р ~ у ] 2 ^‘Р^Р>Р 2 ^<РхР^>3 ^РР։Р,Р>----- -- • ----

21 Д/Рг-7’2т-3 йрРг"
Р><-“<Р2т-3

(2.6)
где

'"=17Нт{1+2<')!4-1։+-+ 2м IV

₽><л Р><--<Р2т-2 >

/<1е1С=1+ 2 |Др1Л|։4- 

Р1<Рг

Здесь т = п | п— |—целая часть

■'.4՜ 2 1ДА--Р2т|2.
Г1<-- <Р2т .

I, р = 1, • • •, и.

(2.7)
(2.8)

Замечание. Здесь и далее во всех суммах р*  = 1, • •, п,
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/) _ суммы с пропуском индексов рл = рь = ։, у.Доказательство. Для доказательства формул (2.6), (2.7) нам достаточно показать, что

СГ = Е. (2.9)Для упрощения записи доказательство проводится для л = 6 (для произвольного п доказательство по существу не изменяется).Недиагональные элементы матрицы С- Г вычисляются по формуле
Л л(СЛ

2'Г/рСр/=2 Т/рСр/ + тнс/;+т//с/Л /,/=1, •••, л. (2.10) 
р—\ р=1Подставляя в (2.10) величины сР) из формул (2.5) и величины рр из формул (2-6), (2.7), получим

У'ае1 С- цРСр1 = ֊22&р,р 
р-1 р р,

2 ^>Р^О1Р 2 Л/АРдР, Арлр.р. )"՝

Р։ Рь РиР» ' ֊ ֊
Р։<Р.<Р<

й1р,Ьр,1 — 2

Р1. О», Р1 
Р*<Р»<*1

^‘РгР^Р1 ^)Р1Р4>1 (2.11)
После перегруппировки слагаемых суммы (2.11) получим

(2.12)

]/ Ие1 С ■ 2 Т/р сР) — 2 ^р^)о, &1Р, ^р,р + 2* Д/р, |Др^|2 —

р Р,.Р»Р р„ р„ р
р><р

— 2 Д/р.р. р д>Р|Р.р 2 ^р>рД/Р1 Д/рлр» др։р^<р + 
Р.. Р*  Р Ри-->РиР
Р,<Р1<Р P1<P1<PL<P

+ 2 А'Р| А/Р1 |Ар1Р4Р<Р |8.

Р1.-.-.Р». Р 
PL<P1<P1<PУпорядочивая суммирование (то есть переходя к суммированию при Р1<Ра<СРа<Р4՝С/’)» окончательно получим]/ с!е± С- 2т/рСр/= 2 Д/рг- ар Д/а-р.р =0, (2.13)

Р А.-", Р1.Р
р,<.-<А<ртак как при л =6 и ։'#=/ обязательно совпадают два индекса р*.Диагональные элементы матрицы С-Г определяются по формуле

21/р Ср) = 2(/) Т/р Ср/ 4֊ 7// си. (2.14)
р рПодставляя в формулу (2.14) входящие туда величины из (2.5), (2.6), (2.7), получим в результате аналогичной (2.12) перегруппировки слагаемых и упорядочивания суммирования
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С-2 Т/р сР/ = — 22 ЬрЛ>Р.( 2Д'А Д^~ 2 Д'аллДрл/>.г<

” р »՝ ' л Й<$Л‘.

Р1<РзИтак, мы показали, что произведение матриц С и I дает единичную матрицу. Отсюда следует, что элементы матрицы Г С 7// определяются по формулам (2.6), (2.7), и С— невырожденная матрица.
§ 3. Постановка задачи. Локальные рассмотренияПусть функции(Г) гор = Л (г), р = П, (3.1)принадлежащие к классу гладкости С1 (С) в области 6'с С», я=(г։,— • • •, £л), осуществляют отображение области О с С*  на некоторую область С*  с С£>. Пусть точка а точка О*  = Т(±. Перенесем на՜ чало координат пространства С" в точку (?, пространства Сш—в точку <2*  и рассмотрим дифференциал отображения (3.1)

(Та) М = А2+ВЁ՜, (3.2)
где =(«»։,■••, «/Л)', Л = ||ауЦ, 2? = 2= (ги- ■ ■, я„)'. (3.3)Матрицы А и В мы будем называть соответственно матрица
ми голоморфной, и антиголоморфной частей отображения Т в точ
ке О,.Здесь

дш! . дин . . ..
аЧ = ——, &// = —=֊ , • • •> п,

О г) О г/ (3.4)где все производные вычислены в начале координат.Рассмотрим в пространстве С՞ гиперсферу5= |ясс:;3|г*| ։=11 (3.5)
и сечение этой гиперсферы комплексной прямой

{ш} гр = ыр1, р = I,-.., п. (3.6)Полагая £ = ге1?, получим, что на Вш

г=(2 |ш*|։ )’ е"(Д 1ш*1 ։ )՜ р = 1, • •; п. (3.7)
При отображении Тл, Тл Вп, вообще говоря, — некоторый эллипс. Потребуем, чтобы Та являлось окружностью для любой комплексной прямой {<•)}. Комплексные прямые {ш}, вообще говоря, теряют свой аналитический характер.



Квазиголоморфные отображения пространства 483Определение 1. Отображение Тс: С1 (б) области бсС? на область б*  с С® принадлежит к классу квазиголоморфных отобра
жений. Во в точке С, если: 1) его голоморфная часть в точке б не вырождена, 2) дифференциал 7^, вычисленный в точке (}, сохраняет окружности с центром в этой точке, лежащие во всех комплексных прямых, проходящих через точку (?.Имеет местоЛемма 3.1. Для того чтобы отображение Т принадлежало к 
классу отображений Во в точке б необходимо и достаточно выпол
нение условий

А'В=Ч. (3.8)
Здесь ЧГ — произвольная кососимметрическая матрица.Доказательство. Пусть х — коэффициент линейного искажения при отображении 7д в направлении вектора {«ре'’}, р֊1, • • •, и. Тогда*8 = 2 1«'я1’ = ----- { 2 аРЯтч I2 + 2 ар? Ьрг ег,’’+р՜' 2 Н°л»|Я Г”1я-։

Вычисления показывают, что

Для сохранения окружностей на комплексных прямых {ш| необходимо и достаточно, чтобы *ш»х  = хт1п։ что благодаря (3.10) равносильно условию я2 (<М Ш1 Н-------- И арп «>«) (ЬР, --- 1- Ьрп ю„) = 0. (3.11)Я=1Так как окружности должны сохраняться на всех комплексных прямых {ш}, то арч, Ьрч, р, 9 =1,-• •, и, должны удовлетворять системе уравнений
п _ л

шч- 2 арч &рч = 0; 2 (арчЬрг + арг Ьрч) =0; 9 = 1,- • л. (3.12)Я=1 р=1Равенства (3.12) равносильны условию (3.8). Лемма доказана.Лемма 3.2. Произвольная кососимметрическая матрица ЧГ мо
жет быть представлена в виде



484 Л. А. ШматковФ = А'ФА, (3.13>где А — произвольно данная невырожденная матрица, являющаяся 
матрицей голоморфной части отобра жения Т в точке С), Ф косо- 
симметрическая матрица.Доказательство. То, что А'ФА является кососимметрической матрицей, проверяется непосредственно. Из невырожденности матрицы 4 и из уравнения (3.13) вытекает, что матрица Ф определяется по матрице Ф однозначно.Лемма 3.3. Уравнение

А'В = Ф (3.14)(где А и В—матрицы голоморфной и антиголоморфной частей ото
бражения Та, матрица А невырождена, ^—некоторая данная косо
симметрическая матрица), равносильно уравнению

В = ФА, (3.15)
где Ф—некоторая кососимметрическая матрица.Доказательство. Лемма вытекает из леммы 3.2 и невырожденности матрицы А.Из лемм 3.1 и 3.3 имеемСледствие. Для того чтобы отображение Т принадлежало 
к классу отображений Во в точке () необходимо и достаточно вы
полнение условий

В = ФА, 
где Ф—произвольная кососимметрическая матрица. Имеет местоТеорема 3.1. Для того чтобы отображение 7’с=С1(б) облас
ти С с. Сг на область б*  с С® принадлежало к классу Во квази- 
голоморфных отображений в точке необходимо и достаточно, 
чтобы дифференциал Та, вычисленный по формуле (3.2/ в точке <2 
имел вид

тШ1=(£_фф-) {А‘ +2 2 [ А‘р. +
*=!/»„. .,р2А + ։>

Р) <Р}+1-Г р։д+1 Лл ... р2А+1, ։=!,•••, п. (3.16)
При этом 

_ т—1
V аеК£- ФФ) = 1+ 2 2 |ДЛ... ^|։. (3.17)

Здесь Ф =\б1)\~ кососимметрическая матрица, удовлетворяющая 
соотношению В = ФА, Л = |Л4 = (£֊ фф) А2~матрица-столбец, 
А и & матрицы голоморфной и антиголоморфной частей отобра-
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жения Т в точке (^, матрица А предполагается невырожденной. 
Др, Л2*>  Ар, —кососимметрические объекты четного и нечет

ного порядков, построенные с помощью матриц Ф и А, •Доказательство. Рассмотрим дифференциал 7а отображения Т
(Та) У7=А7+В~2,где №, А, В, 7֊ ранее определенные матрицы (см. формулы (3.2), (3.3)).В силу следствия из лемм 3.1, 3.3 отображение Т с Во тогда и только тогда, если 5 = ФЛ. Итак, для того чтобы отображение Т аВа необходимо и достаточно, чтобы дифференциал Та, вычисленный в точке О, имел вид (Г/) № = А2+ФА2՛. (3.18)Докажем сначала, что уравнение (3.18) равносильно уравнениюI? = (Е— ФФ)-’(ФА + Л), * (3.19)где А = (Е — Ф Ф) А7.Необходимость. Пусть имеет место равенство (3.18).Решая это уравнение с ему сопряженным, получим= Ф ГЧ-(Е-ФФ) Д7= Ф 1Г+Л. (3.20)Решая уравнение (3.20) с ему сопряженным, получим равенство <з.19):Достаточность. Обратное утверждение легко следует из урав- нения (3.19) и равенства(£-фф)֊1ф = ф(Е-ФФ)-։, (3.21)которое проверяется непосредственно.Обратимся к доказательству равенства (3.16). Мы проведем вычисления для п = 6 (в общем случае они проводятся совершенно аналоги чно).Вычислим сначала (Е — ФФ)՜1 Л;

2 Тгр Ар= А^-)- ТпА/ = Ь-1 -р 2 А/р, Ар^,Лр-|- 2՝) |Ар^>]2 Л/ + 

Р Р РиР Ри Р
Р1<Р4՜ 2 ^РОШР + 2() I2 А<, ։ = !»•••։ п. (3.22)

Ри Ри Ри Р Ри Ри Ри Р
Р1 <Р»<Р» Р1<Р»<Р9 <РГруппируя слагаемые по два, начиная со второго слагаемого, и упорядочивая суммирование (то есть переходя к суммированию при 

Рг Рг < Рг р),получим формулу для (Е— Ф Ф)՜1 А
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2 yip Л.р = А/ “|- 2 ^p,p, ■+" 2 bP։...Pt ^ipi- л՛ (3.23)1
p p" p' Рп'У'р‘пPl Pt P.<--'֊-PlТеперь вычислим (E—ФФ)~'Ф:

2 tip bp) = 2<0 Tip bp) + til bij= bn + 2 APJ Д/А Др,р 4- 

p p p՝,p

4֊ A<; |Др,р|8+ aj Ар;Д/р։р։р։ др,р,р,р + 2/ до1др,рлр \8- (3.24)
p p pi. p>. p> p p"pi։ p „p.<p P.<Pi'Pi P.^Pi^Pa PГруппируя, как и ранее, слагаемые по два, начиная со второго слагаемого, и упорядочивая суммирование, получим формулу для произведения (Е— ФФ)-1'Ф. В конечном результате мы заменяем индекс j 

на р:
Г/р= 2 yjp, Л/>,о = 2 Ар,р։Л/р,р^4՜ 2 Ар,...р, Д/р,...р4р 4֊ Д/р. (3.25)»

р, РиР« Р1.---.Р։
р,<р, Р|<-"<Р»Обратимся к получению (Е—ФФ)_|ФЛ;

2|Г/р Ар= 2Ар f 2 др,р.biP,p,p4՜ 2 др,...р, Д/р,...р։р-]-Д/р V (3.26)’

р Р \Р|»Л Ри" . Pt /
Pi<P» Pi<’"<PtПереходя к суммированию при рг pt р, получим

2 Г/р Ар =2 А/p Лр4- 2 bipw, Длгл + 2 А/р,...р, Лр։...р։.

Р Р Ри Р*  Р*  Ри "'Pt
Pl<Pi<Pi Pi<"-<Pl (3.27)>Учитывая формулы (3.23) и (3.27), мы получим для дифференциала отображения Т с Bq в случае п = 6 формулу

Wl = т/. , I =Г==Г 1А< + 2 ^P1P1 A‘PlP’ ■* ” 2 Д^'• р‘ А,р‘-' р‘ +՜ 

Kdet(£— ФФ) I р.. р> Ри--,р<
Pi<P. Р.<--<Р«

+ 2А/рАр4- 2 Агр,р,р. Ар,р^,։4- 2 A/р.. .р, Ал ...р։> ։=1,. • -,б,.

Р Ри Pt‘Pi Ри"'»Рл
Pi<Pi<Pi Pt<- "<pi (3.28); 

гдеУ\1е1 (Е— ФФ) =1+ 2 1др.р.1։ + 2 |др1--р.|։ + |д։։--б|։. (3.29)
Ри Р1 Pw-.Pi
Р.<Р> Р1<---<Р^Аналогичные вычисления приводят к формулам (3.16) и (3.17)..Итак, мы показали, что; определение 1 эквивалентно в силу теоремы 3.1 следующему определению:Определение 2. Отображение Т с С1 (б) области С с С" на. область б*  с С® принадлежит к классу квазиголоморфных отображе
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ний Во в точке Q^G, если его голоморфная часть в точке Q невырождена, дифференциал Та, вычисленный в точке Q, имеет вид Ti.Рассмотрим углы между двумя направлениями, лежащими в комплексной прямой, проходящей через некоторую точку Q.Имеет место следующаяТеорема 3.2. Для того чтобы отображение Та С1 (G) облас
ти Ga С" на область G*  а С® принадлежало к классу квазиголо- 
морфных отображений. Bq в точке Q£G необходимо и достаточно, 
чтобы отображение Та сохраняло углы между любыми направления
ми, принадлежащими к одной и той же комплексной прямой, прохо
дящей через эту точ:су.Доказательство. Возьмем на комплексной прямой zp — u>pt, 
р = 1,- • •, п векторыI = {։»!,-•-, и)„1, П = (3.30)составляющие между собой угол <р. В результате отображения Та (см. формулу (3.2)) они перейдут в векторы

!♦= {£ + М], II*  = {L& + Me֊1’}, ' (3.31).где L и М—векторы с составляющими Lp и Мр, р = 1, ••• , п,
А П= 2 Мр — 2 bPkш*.

*=1Пусть ф— угол между векторами I*,  П*.Тогда соответствующие вычисления показывают, чтоcos ф______________ созф + Г-Ч (Д Л/)| cos (?+8)________________ ,/Ц֊Г֊Ч(ДМ)|соз0/l+F-1|(L,Af)|cos(2<p+0)где / = -у(|£|4Ц-|М|«), 0 = arg (Д М).Теперь теорема легко получается из равенства (3.32).Пусть отображение 7 cz Bq, тогда, как это вытекает из равенства (3.11), (Д М) = 0. (3.33)Из равенства (3.32) следует, что тогда cos ф = cos <р.Если углы между направлениями сохраняются, то cos ф = cos ф. Из равенства (3.32) следует, что это возможно только в том случае, если имеет место равенство (3.33), то есть если отображение Т с Bq.Итак, определения 1 и 2 эквивалентны следующему определению:Определение 3. Отображение 7’czC1(G) области GczC՞ на область G*  с: С^принадлежит к классу квазиголоморфных отображе
ний Bq в точке Q £ G, если его голоморфная часть в этой точке невырождена, во всех комплексных прямых, проходящих через точку Q, отображение Та сохраняет углы между направлениями, принадлежащими к этим комплексным прямым.



488 А. А. ШматковИтак, мы установили, что следующие три требования приводят к одному и тому же классу квазиголоморфных отображений Во в точке б обладающих свойством конформности на комплексных прямых.1. Требуется, чтобы при отображении Та, вычисленном в точке 
(2£С, сохранялись окружности с центром в этой точке, лежащие на комплексных прямых, проходящих через точку Q.2. Требуется, чтобы при отображении Т</, вычисленном в точке <2 £ (7, сохранялись углы между векторами, выходящими из этой точки, принадлежащие к комплексным прямым, проходящим через точку <2-3. Требуется, чтобы дифференциал Та отображения Т, вычисленный в точке (2^С, имел вид 7/.*
»

§4 . Построение квазиголоморфных отображений области б сС?, 
конформных на комплексных прямыхЛемма 4.1. Даны невырожденная матрица 2 = Ца/Д /,/ = =1,- • п, и кососимметрические матрицы /, у, к —1, • • •, л.Для того чтобы кососимметрические матрицы С/ь, к =1,- • •, п 

были нулевыми необходимо и достаточно выполнение соотношений

ии Хт = С/т Хл, к<^т, к, т = 1,-• •, п. (4.1)
Здесь X/ = (ап, а2;, ■ ■ ■, ал/), ։ =■= 1, • ■ •, л — матрицы-столбцы.Доказательство. Необходимость этих условий очевидна. Докажем достаточность. Представим каждую матрицу £/*,  к=1,---, п в виде

ик= (2֊*)'и* 2֊>, к = 1,---,п, (4.2)где И* I, /, к — 1, • • •, л — кососимметрическая матрица порядка л. Это возможно, в силу леммы 3.2. В этом случае равенство (4.1) равносильно следующему:И*£'т=Ит£*, к < т, к, т = 1,- • п, (4.3)где векторы £/, г = !,•••, п образуют простейший базис.В силу равенства (4.3) матрицы И*, I = !,•••', л имеют следующую структуру (мы предполагаем, что / к):

пИ’...

„(ЛVII • • • VII ’,п. (4.4)
№ . (Л)

•

№Докажем, что все элементы матрицы Р*,  к = 1,- • ■, п, с индексами, меньшими или равными к, равны нулю. Отсюда наша лемма вы-



Квазиголоморфные отображения пространства 489текает немедленно, так как тогда — нулевая матрица. В матрице Ип-1 последний столбец нулевой (последний столбец матрицы И„_1 состоит из элементов матрицы И,,). Воспользовавшись кососимметрич-. ностью, получим, что Ия-1 — нулевая матрица; и так далее.Из того, что матрицы И*,  к =1, п— нулевые, на основании равенства (4.2) заключаем, что (/*•  к=1,- • •, п —также нулевые матрицы.Рассмотрим матрицы И/, И/, Р*,  /<у֊С&, /, у, к=1,-••,л. Легко видеть, что выполняются следующие соотношения. (Мы пользуемся их кососимметричностью).ЛУ-М’ = о из рассмотрения матрицы И*;т//*/4֊и*?=0  из рассмотрения матрицы И/; (4.5),։4* ։ + «« = 0 из рассмотрения матрицы V/.Из системы (4.5) следует, что и՝у)=0, г, у, Л=_1,--,л.Лемма доказана.Переходим к доказательству основной теоремы.Теорема 4.1. /. Отображение Т*  области СсС", определяе-. 
мое равенствами

(Г*)  = у, —-_1֊^=== |л< -Г 2 [ 2 бр,... р2к Р2к +Уае1(Е-ФФ)1 *=Д
Р] <Р}+1

+ 2 Р2м+1^-Р1 ■■■ Рц+\ I» 1 = • • •■• л> (4 61
А. •••>/’2*4-1  Я 1 Ь

Р)<Р] + \

принадлежит к классу квазиголоморфных отображений Во, если с!е1 А —= &=#0. Здесь Лг, Ду =—Ду/, ։, )= 1, п-функ- 
д (я1։ • • •, я„)

ции, голоморфные в области С, Д/>,..-р24, /»2*4-1 —кососимметри-
ческие объекты четного и нечетного порядков, составленные из. 
функций Лц и Л,, ф = |Д(;|, т= | •II. Если отображение Т {шр=- р =1, • • л} с Во в каж
дой точке 0^0 и функции, определяющие это отображение, при
надлежат С2 (6), то в некоторой окрестности точки О. оно может 
быть представлено в виде Т*,  где Л-1, Д/; — функции, голоморфные 
в точке С?.

Каждое гомеоморфное отображение Т*  области С принадле
жит к классу квазиголоморфных отображений Во.Доказательство. Утверждение I проверяется непосредствен-. но. Докажем утверждение II.Если отображение Тс: Во во всякой точке 0£С, то функции «'р» р—1,--,п удовлетворяют (как это следует из леммы (3.3)) системе дифференциальных уравнений, записанных с помощью формаль՝, ных производных 
6-529



— матрица антиголоморфной части, Ф — |Д//|| кососиммет

490 А- А Шматков________ ==_==========В=ФД, (4.7)где А = | -1 — матрица голоморфной части,
II ||В=|^-I рическая матрица, элементы которой Д/у пока произвольные функции класса С1 (в).В силу равенства (4.7) имеем п. (4.8)

р-։Выпишем еще одно равенство:
֊4^ ■= 2 , ։, Я = V • •, и. (4.9)
дгч дгдДифференцируя теперь (4.8) по гч, (4.9)— по я/ и вычитая из первого полученного равенства второе, имеем_Éïe.\ = O, I,/, 9=1,-.-.п. (4.10)^"*j\  dzq dzj dzj àzq )Или в матричной форме<?Ф dW дф dW . л _-j "3— = “5— ‘~â— » J> 9 = •••»«» (4.11)dzq dzj dzj dzq ’ J 1 'где Ф = |Ау5, — (то1։ • • •, Шл) — матрица-столбец.

т дФ . . <?(шъ •• •,шд)1аккак^^—, / =1, кососимметрична и . 2д) ¥= 0,
л 1 dф.на основании леммы 4.1 заключаем, что —, I =1, п — нулевые матрицы.Таким образом, мы показали, что Д//, у = 1, • • •, п—голоморфные функции.Допустим, что функции шр, р=1, •■՛, и, удовлетворяют системе(4.7) или, что то же самое, системе (4.8) в области С. ПоложимЛ< = wi — 2 Д/р wP, 2=1, • • •, и, (4.12)

р=1где Л/р — произвольные голоморфные функции в области G, Л/ —функции класса С1 (G).Определенные равенствами (4.12) .функции Л,, z =1, •••,/։, удовлетворяют условиям Коши-Римана.Действительно, в силу (4.8)
dAt 
dzq

Ê21L _ v д, dwp 
dzq à P àzq = 0, i, ç=l, n. (4.13)



Квазиголоморфиые отображения пространства 491Перепишем теперь систему (4.12) в матричной форме= (4.14)где W = (w1։ • • •, wn)'; Ф = |jД/J, ? = (Лъ • • •, Лл)', Ал р = 1, • • •, п —голоморфные функции в области G.Из уравнения (4.14) легко получается, чтоЙ? = (£-ФФ)֊1(Ф® + ®), (4.15)где Е—единичная матрица порядка п.Воспользовавшись теперь теоремой 3.1, мы получим отображение 
Т с: Bq в форме (4.6).Замечание. Полученное отображение Т*  не является вырожденным, так как
1= S. ’’----- :—"՝- ’’------=~ — Vdet (£— ФФ) mod2det А =/=0, (4-16)

О (Zlt ■ • zr„ zlt - • -,zn)

§ 5. Примеры биголоморфно неэквивалентных областей, 
эквивалентных относительно класса квазнголоморфных 

отображений Во

Теорема 5.1. Отображение(5) Wl = Zl
(1 - Ы2)- • • (1 - fc-il2) (1+|я<+1|2). • •(1+|* я|2)Гл

где Гп = 1 + 2 Izj- • •Z2«!2, т = , принадлежащее к классу

(5.1)
Bq в.

, /=!,•••, п.

единичном полицилиндре Е = {(гъ • • гп) : (ж/1 <С 1, ։ =1,- • - , п}, 
ществляет гомеоморфное отображение этого полицилиндра на

( п >
ничный гипершар В = I , ■и)п} :У]«п|2<^11.

осу- 
еди-

Д о к а з а т ельство. Полагая в
ZiZj,О,
— ztZ),

еслиеслиесли
формулах (4.6)
i < j, п, (5.2>Л£ = zi, А// =

гполучим отображение (5.1), принадлежащее к классу Во в единичном, полицилиндре Е.Нетрудно показать, что
п tn
2 |w*l 2=- 2 . 2 \zPl-

*=1 P2^ + £
Pj<Py+1

'ZP2/I+1
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(5.3)+ 2 2 ՛ ՛ гр^2
*֊-!/>,.•••. Р2*  

₽ / <Р}+1Из формулы (5.3) вытекает, что отображение (5.1) переводит внутренность единичного полицилиндра Е во внутренность гипершара В.Нам остается доказать лишь гомеоморфизм отображения (5.1).Заметим, что точки г/ = 0, Л» и только они переходятпри отображении (5.1) в точки ш/ ~0, ։' = 1, •••,/։. Поэтому мы можем предполагать, что я/=/=0 для всех ։=1, •••,«.Пусть различным точкам («։, •••, 2л), (г։, гп)£Е соответствует при отображении (5.1) одна точка шя). Обозначимг*  = «*«*,  &=!,•••, л. (5.4)Из формул (5.1), в силу сделанных предположений, вытекает, что (1— К^!8)- • • (1~|®/—> 2/-1|8)(14-|®<+1 2/+1|8)• • • (1+|«лЯЛ|8) _а/ Г*(1-Ы8)- • ■ (1-к/-11։)а+1«<+1!։)- ■ •(!+№)“=------------------------------ - ------------------------------- » г~!>•••»»», Р-З)
гдеГл = 1 + 2 2 1*?,  • • • г/»2*1՜»  Гл=1,4г 2 2 |®А,- • • • 2/>ц13>

*=1 Р2*  4—1 Ри"-. Р21,
Р) <Р}+1 Р]<Р)+\

4з уравнений (5.5) следует, что =4, •••, а„ — положительные числа, причем |®*  2*1  < 1, |г*|<1-,  к = 1,- ■ ,-п. (5.6)Рассмотрим г-ое и (г-|-1)-ое уравнения системы (5.5). Поделив второе уравнение на первое, получима<+1 1—1«< 2<|2 = 1 — к/18 .®/ 1+|®/+12/+118 1 4֊ |2/+1|8Или иначе(а/+1 —а/)(14-а/аг+։ \х/г,+1|8) = (а/|д484-а,+1|гж|8)(а£ а/+1—1). (5.8)Если а/ал-1 1=0, то из уравнения (5.8) следует, что а/ =®л-1=1. Исключив пока этот случай из рассмотрения, мы можем записать равенство (5.8) в следующем виде:
я<+1 ~ _ ®<|2г|8 + ®<+112/+1|8®*®<+1  1 1 4՜ Д/+1 & 2/+1|8Из уравнения (5.9) имеем0< а<+1 ~ а/ <1 

а1 Д/+1 — 1
(5.9)

(5.10)



Квазиголоморфпые отображения пространства 493Отсюда вытекает, чтолибо 1, либо а/-,./ > а/ >1, ։=!,•••, п—1 (5.11) (здесь мы учитываем и тот случай, который был ранее исключен из рассмотрения).Так как различные точки (ги • • •, яЛ), • •, ял ял) £ Е, в силу нашего предположения, переходят при отображении (5.1) в одну и ту же точку (и»п---,шЛ), из формулы (5.3) вытекает, что
2 2 1гр1՛ ■ ■■гР2л+112

Р2* +։
Р)<Р1+1___________________

1+2 2 \гр< ՛ ՛ ■ жР2*1 2

Р}<Р]-Ь 1

2 2 ар, ■ ■ ■ аР2*  + 11г/’| ’ ■ "г/2*+11

Р։----։РЦ+1
Р) <Р}+1___________________________________

1 +2 2 »А • • • 4 \гР< • • • ^РиУ

*~1 р„.р24
Ру<Р}+1 (5.12)где т — указанное ранее число.Непосредственно проверяется, что из равенства (5.12) следует 21г/12 (а?—1)(1 — а^) - • •(1֊а'-1|я,-1|*)(1֊а? +1[г<+1|*).  • .(1-«Л2|глГ) 4֊ /-1 + 2 П (“?-!)••• (<4+1-1) |г1---Я2* +1|2=0. (5.13)*«=1 *-1Отсюда, в силу (5.11), вытекает, что«! = «2 = • • • = ая = 1. (5.14)На этом заканчивается доказательство гомеоморфизма отображения (5.1)*. Нетрудно проверить, что

2 |ш,1> = (1+1«-м'1),--(1 + Ы‘)^ 2 .։я։+։|г< (515)••*=։  п *=0Р1.---,Я2*+1=։где г = 1, • • •, и, ? = [//2]. Отсюда следуетПредложение. Граничные гиперповерхности {|я/| = 1, |я*| <4,& = 1,---,п} переходят при отображении (5.1) в гиперсферы2 |Ш*| ։ =1< (5.16). *=1Это утверждение вытекает из (5.15), если заметить, что при 1 = 1Г„ = (1+ |я1|2)- • • (14-|г/_։р)(Ц- |я,+1|«>. • '(1+\яЛ\2) (5.17)
Можно доказать, что якобиан отображения (*$)  отличен от нуля всюду в об*  

л асти Е и обращается в нуль лишь на границе Е,
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V V |жА---г;а*+1|’ = П=(1+к11։)---(1+к/-1|։). (5.18)
Р2*ц-։

Р) <Р}+1Приведем еще один пример голоморфно неэквивалентных областей, эквивалентных относительно класса Во квазиголоморфных отображений.Рассмотрим пространство Сг комплексных переменных г1, г2.Возьмем в (4.6) Д12 = гг/ где / («։)— голоморфная функция в круге |Х1| <С 1 и / (0) = О, Л1 = г1։ Л2 = г.,.Справедлива следующаяТеорема 5.2. Отображение«h = + |«al2/ (*i)  __ 1—z/(zj
l-t-ka/(*i)|« ’W։ 21+|я/(«i)|։ (5.19)

где /(«!) (I/ («Л <1) — функция, голоморфная в круге |^| <1, и { (0) = 0, принадлежащее к классу Во в полукруговой области

G= / (*i,  «а): Ы2 < —----^֊֊ I,
Г 1-1/М2 J (5.20)

осуществляет локально гомеоморфное отображение этой области 
на единичный гипершар В = {(гоъ ги2): 1“»112 +1«>1|2 < 1}.Доказательство. Из (5.19) имеем

l«h 2 + l«M2 = kV’ + N2
1 + l^(«i)|2

(5.21).Из равенства (5.21) следует, что область (5.20) отображается на единичный гипершар В.Докажем теперь локальную гомеоморфность этого отображения.. Вычислим 
^ = (i+l%/fe).։)-8 d (wJ։ wa) 

д («1, г2)В результате вычислений получим/= !֊«!/(«!) + W2 f («х)(1 -Z, / (Я,))} (1+1«։7 («!)|2Гили
(5.22)
(5.23)
(5.24)где ф = arg (1 — Zj/(ях)).Имеем 1 в рассматриваемой области, в силу условийlzil < I/(^1)|<1. Это выражение может обращаться в нуль лишь награнице рассматриваемой области.Предположим теперь, что



Квазиголоморфные отображения пространства 495е2"+Ա։|Տ/'(*!)  = (). (5.25)Отсюда следует, что = (5.26)(Заметим, что в точке (0, 0) I (0, 0) =ի=0. Поэтому мы можем точку (О, 0) исключить из рассмотрения).Из равенства (5.26) и неравенства (5.20) вытекает оценка1ЛМ>Ц1/-7^- (5.27)1—кгПолученное неравенство (5.27) противоречит неравенству, найденному при доказательстве леммы Шварца (см. [3], стр. 333).Противоречие, которое мы получили, доказывает теорему.Отображение (5.19) существенно отличается от голоморфного так как в рассматриваемом случае дефект (см. [5], стр. 411)3 («ь *։) = 2к/к)1 • (5.28)1֊к/к)РВ рассматриваемой области Ճ 0 -С $ (гх, *շ)  < °о (о к, г։) = 00 при приближении к границе области). Отсюда следует, что рассматри ваемое отображение не сводится к суперпозиции голоморфного и линейного неголоморфного отображений. Отображение является локально гомеоморфным внутри области Շ и имеет точки ветвления на границе области.Замечание 1. При ք (гх) = ях в предположениях теоремы (5.2 мы получаем гомеоморфное отображение области С={(гх, г,): |«2|<Հ 1} на единичный гипершар В = {(ш։, ш2): |шх1’ + |ш2|«<1}.Замечание 2. При ք (гх) = аг? в предположениях теоремы (5.2), где а — комплексный параметр, р — произвольное натуральное число, мы получаем локально гомеоморфное отображение двоякокруго вых областей вида
Շ =֊- | (ях, я2): |я2|2 < (5.29)

( 1 — |В21 Г )на единичный гипершар В~ {(шх, и>2): |шх|2 + |ш2|2 <Հ 1}.
Московский институт электронного

машиностроения Поступило 20.IV.1967

Ա. Ա. ՇՄԱՏԿՈՎ
Са. ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՔՎԱՋԻհՈԼՈՄՈՐՖ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՈՒՄՆԵՐԸ, ՈՐՈՆՔ ԿՈՆՖՈՐՄ ԵՆ ԿՈՄՊԼԵՔՍ ՈՒՂԻՂՆԵՐԻ ՎՐԱԱմփոփում

Հոդվածում կառուցվում և ուսումնասիրվում է С" տարածության կվա- 
ղիհոլոմորֆ, կոմ պլեքս ուղիղների վրա կոնֆորմ արտապատկերումների В& 
դասը՛ §§ 1,2֊ը ունեն ներածական բնույթ։
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§ Յ֊ում բերվում են քվազիհոլոմորֆ արտապատկերումների BQ դասին 

պատկանող ֆունկցիաների երեք սահմանում և ապացուցվում է այդ սահմա֊ 
նումների համարժեքությունը։

§ 4֊ում արտածվում են այն մասնական ածանցյալներով դիֆերենցիայ 
հավասարումները, որոնց բավարարում են ВQ դասի բոլոր ֆունկցիաները։ 
Այդ հնարավորություն է տալիս Bq քվ""ւ1>հ>4.ոմ"11ֆ արտապատկերումներն 
արտահայտել բացահայտ տեսքով։

§ 5-ը նվիրված է կաոուցված BQ դասի նկատմամբ համարժեք, բայց 
հոլոմորֆորեն ոչ համարժեք տիրույթների որոջ օրինակների։

Մասնավորապես ապացուցվում է, որ Bq դասին պատկանող ֆունկցիա
ների միջոցով կարելի է Cnz տարածության միավոր բազմադլանը հոլոմորֆ 
կերպով արտապատկերել C" տարածության միավոր հիպերդնդի վրա։

A. A. SHMATKOVON QUAS1-HOLOMORPH1C MAPPINGS OF Cz SPACE WHICH ARE CONFORM ON COMPLEX LINESS u m m a г уThe first two sections of the paper are devoted to the introduction and some auxialary statements.In § 3 three definitions of the class Bq of quasi-holomorphic mappings are introduced and the equivalence of these definitions is shown..In § 4 a system of partial differential equations, which is satisfied by the functions from Bq is derived. This enables to find an explicit representation of the function belonging to Bo.The § 5 is devoted, to the examples of holomorphically inequivalent domains which are equivalent with respect to the class Bq. In particular, the possibility of holomorphic mapping of the unit polycilinder in Cl on the unit hyperspher in Cz with the aid of the function from 
Bo is proved.
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Н. Е. ТОВМАСЯН

НОВЫЕ ПОСТАНОВКИ И ИССЛЕДОВАНИЯ ПЕРВОЙ, 
ВТОРОЙ И ТРЕТЬЕЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИЛЬНО 

СВЯЗАННЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДВУХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§ 1. Постановка задач и основные результаты

Пусть задана эллиптическая система

Д^-+25-^֊4-С^ = 0, ■ (1)
дх2 дхду ду

где А, В, С—постоянные действительные квадратные матрицы п-го 
порядка, и =(«!,•••, ип) — искомая действительная вектор-функция.

Как известно, система (1) называется эллиптической, если 
det С =£0 и характеристическое уравнение

det (Л+2В/.+ СХ։)=0 (2)

не имеет действительных корней.
Граничные условия первой, второй и третьей краевых задач для 

системы (1) в области G с границей 5 имеют соответственно вид

U = f на S,

------ Н “ы = А на 5,

где /, # и А—заданные на 5 п-мерные вектор-функции, IV— внешняя 
нормаль к границе 5, а—постоянное число.

В работе [1] (стр. ИЗ) введено понятие слабой и сильной связан
ности системы (1). По определению слабой и сильной связанности 
системы (1) любая эллиптическая система (1) является либо слабо 
связанной, либо сильно связанной. Первая, вторая и третья краевые 
задачи для слабо связанных систем (1) являются фредгольмовыми 
(т. е. для этих задач имеют место известные альтернативы фредголь- 
ма), а для сильно связанных систем эти задачи перестают быть 
фредгольмовыми и нетеровыми (см. [1], [2]).

В работах [2] и [3] изучена первая краевая задача для сильно 
связанной системы в круге, когда к = / является п-кратным корнем
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характеристического уравнения (2), где /—мнимая единица. В работе |2] 
изучена также первая краевая задача для сильно связанной системы (1) 
в полуплоскости. В работе |4] исследуется однородная задача Дирихле 
для сильно связанной системы (1) в круге при п 2.

Пусть система (1) состоит из двух уравнений и один из кор
ней характеристического уравнения (2), причем Гт '^^О. Обозначим 
через з = (о1։ а3) нетривиальное решение однородного алгебраического 
уравнения

(А 4- 2Я/0 + Оо) » = 0.

В случае, когда система (1) состоит из двух уравнений, она яв
ляется сильно связанной тогда и только тогда, когда

1т ох • Ке з։ — Ие з։ -1т з2 =£0, 
и преобразование

и/ = 1т а; «!֊}- Ие (/— 1, 2)'

приводит эту систему к виду

-Ту----- (Р1+ 1ь) + Л 1Ь ֊у =0, (3)
О г ОгО г 02Г

Где — новая искомая функция,. и — постоянные чис-
ла, Ы <1, |р,К1, 1Ь|>Ы.

дг 2 \<?х ду / дг 2 \дх ду /

Здесь через и |ра| обозначены модули комплексных чисел |\ 
и |*2, соответственно, х = х + гу.

Отметим, что уравнение (3) при ||*х| 1 и |р-2| <С 1 всегда являет
ся сильно связанной эллиптической системой двух дифференциальных 
уравнений с действительными коэффициентами относительно действи
тельных функций ох и г»2.

Следовательно, в том случае, когда система (1) состоит из двух 
уравнений и является сильно связанной, без ограничения общности, 
можно рассматривать граничные задачи для уравнения (3).

Пусть О—круг |х|<^1, а Г—окружность |х|=1. Будем говорить, 
что функция к (г) принадлежит классу Н (£)) (удовлетворяет условию 
Гельдера в области £>), если существуют положительные постоянные
а и с такие, что

V (я2)| < с х.|։,
где х։ и —произвольные точки О, постоянные ։ и с не зависят от
точек гг и г2. Аналогично определяется класс функций Н^Г). Будем
говорить, что функция И(х)

. Л 7 € Н (^) пРи / + т (т Ох'Оу*

принадлежит классу Нт (О), если

— целое положительное число). Будем
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J» f 
говорить, что f$Hm (Г), если —-~֊Н(Г) при к < т, где s ֊ длина 

as*
дуги контура Г.

Под значением в точке zn £ Г функции v (z), заданной в области 
D, будем понимать предельное значение этой функции при z—*гй из
нутри области D.

Первая, вторая и третья краевые задачи для уравнения (3) в об՜ 
ласти D формулируются следующим образом:

Первая краевая задача. Найти в области D дважды не
прерывно дифференцируемое решение уравнения (3), принадлежащее 
классу Hi ',D) и удовлетворяющее граничному условию

v(z) = f (г), z £ Г, (4)
где f = Д + ifz — заданная на Г функция из класса H^V).

Третья краевая задача. Найти в области D дважды не
прерывно дифференцируемое решение уравнения (3), принадлежащее 
классу Нг (£)) и удовлетворяющее граничному условию

^-) + «v(z) = g(x), z£r, (5)
ON

где i = ctj + iit — заданное постоянное число, g = gi 4՜ ig2 — заданная 
на Г функция из класса Н (Г), a N—внешняя нормаль к границе 
Г в точке z.

Первую краевую задачу обычно называют задачей Дирихле, а 
третью краевую задачу при а.=0 называют второй краевой задачей 
или задачей Неймана.

Задачи (3), (4) и (3), (5) будем называть однородными, если 
и g =0, соответственно.

Как показывают теоремы 7—10, доказанные в § 2 данной работы, 
первая, вторая и третья краевые задачи для уравнения (3) в круге в 
вышеуказанной постановке не являются ни фредгольмовыми, ни нете- 
ровыми. В случае, когда llhl или = р-г #=0, а —1, -2,- • •, 
однородные задачи (3), (4) и (3). (5) имеют только нулевые решения, 
однако эти задачи даже в этом случае некорректны по Адамару, 
т. е. для любого сколь угодно малого числа е всегда можно указать 
функции f и g такие, что max|/|<^s, max]g|<^e, но соответствующие 
им решения v (z) задач (3), (4) и (3), (5) удовлетворяют условию 
шах \4>е՜’ '

Ниже мы приведем видоизмененные первую, вторую и третью 
краевые задачи, поставленные естественным образом, которые в кру
ге |z|<O являются уже корректными при |(hi ¥= |И։1 ИАИ Р1=!12¥=0. и а=/=0, 
—1, —2,---, а при или |\= н2=^0, и а= 0, —третья крае
вая задача является фредгольмовой.

Определение. Будем говорить, что функция F (z) принадлежит 
классу Л (г), если она удовлетворяет следующим условиям: 1) F (z) 
аналитична в кольце г < |z|<^ 1 и непрерывна в замкнутом кольце 
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Г <z <1; 2) F(z)£Hm на окружности |z|=l и F(z)£Hn на окружно
сти |z| = г. Класс функций Нт(Г) определен выше.

Из доказанных в § 2 теорем 7 10 следует, что естественно по
становку задач (3), (4) и (3), (5) видоизменить следующим образом:

Видоизмененная первая краевая задача. Наити в 
круге \z\ < 1 дважды непрерывно дифференцируемое решение уравне
ния (3), принадлежащее классу Нг (D) и удовлетворяющее гранич
ному условию

v (z) = F (z) при |z| = 1, (6)
где F (z) — заданная функция, принадлежащая классу At. i (|pj) пои 

и принадлежащая классу Л:,о (|Pil) пРа Pi = Ps^O՛
Видоизмененная третья краевая задача. Наити в 

круге |z| < 1 решение уравнения (3), принадлежащее классу Ht(D) и 
удовлетворяющее граничному условию

av (z) = Ф (z) при |zj = l, 
dN

(7)

dv
где а = сц 4- ia.—постоянное число, —— — производная по внешней 

dN
нормали к окружности |z| = 1, а Ф (z) — заданная функция, при
надлежащая классу Ai, i (|Pil) при Pj ¥= Р։ и принадлежащая классу 
^։.о(|Р1|) при = Н։ ¥= 0.

Задачи (3), (6) и (3), (7) при F (z)=0 и Ф (z) ^0 будем назы
вать однородными задачами (3), (6) и (3), (7).

Определим норму решения v (z) уравнения (3) и норму функции 
F (z) класса Ат, п (|Pi|) следующим образом:

JvJ — max |v (z)|, = max |F (z)|. (8)

Приведем теоремы, которые в какой-то мере показывают преиму
щество постановки первой, второй и третьей краевых задач для урав
нения (3) в круге |г| <1 в видоизмененном виде. Эти теоремы будут 
доказаны в §§ 3, 4.

Теорема 1. Пусть ||*։|<|н1 < 1 или Р1=Р,=^=О, |иЛ<1. Тогда 
задача (3), (6) всегда имеет и притом единственное решение, и 
для решения V (г) этой задачи имеет место оценка

М<сИ, (9)
где с — положительная постоянная, зависящая только от чисел 
Р։ и Р։.

Теорема 2. Пусть |1^|< < 1 или р. = Рг/= 0, 1, а
а¥=0, —1, —2,-• Тогда задача (3), (7) всегда имеет и притом 
единственное решение, и для решения V (г) этой задачи имеет 
место оценка

Н<с||Ф||, 
где с положительная постоянная, зависящая 
и н։-

только от
(Ю)

«. Р։
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Теорема 3. Пусть i\ = ?s¥=0, ||ч|<1, а = — п, где п—целое 
неотрицательное число. Тогда однородная задача (3), (7) имеет 
одно линейно независимое решение v = const при п = 0 и два ли
нейно независимых решения v = (z + |\z) и v=z (z+l\z) при л^>0, 
неоднородная задача (3), (7) имеет решение тогда и только тогда,, 
когда Ф (z) удовлетворяет следующим условиям:

гФ(г) , п -----------dz — 0, при п =0, 
** + th

О J л С*2 Ф dz Л 1— dz =0, \ —— ------- —- = 0, при л = 1,ч J (^ + 1Ч)г
т т

С z"՜1 Ф (z) dz _ f z"+1 Ф (z) dz _ d
J U’+lh)'1 J (z» + Pi)՞4' 
7 7

где 7 есть граница кольца |pj < |z| < 1 и интегрирование совершает
ся в направлении, оставляющем кольцо слева, z= x-\-iy, z= х — iy. 

Теорема 4. Пусть |1ч[< IhI < 1> а = — л, где л — целое неот
рицательное число. Тогда однородная задача (3), (7) имеет одно 
линейно независимое решение v — const при л=0 и два линейно не
зависимых решения v = (z + z)n и v = (z + j»։ z)n при n 0; не
однородная задача (3), (7) имеет решение тогда и только тогда, 
когда Ф (г) удовлетворяет одному условию ортогональности при 
л = 0 и двум условиям ортогональности при л > 0.

Здесь условием ортогональности на функцию Ф (z) называется 
условие вида

j Ф (г) ф (z) dz — 0. 

7
В работе [1] приведены примеры эллиптических систем, для ко

торых однородная первая краевая задача в круге имеет бесконечное 
число линейно независимых решений- Следующая теорема показывает, 
что вторая и третья однородные краевые задачи для сильно связан
ных эллиптических систем в круге, вообще говоря, также могут иметь 
бесконечное число линейно независимых решений.

Теорема 5. Однородные задачи (3), (6) и (3), (7) имеют бес
конечное множество линейно независимых решений тогда и только 

тогда, когда — (arg |\—arg (ч)— рациональное число, 1Йх=1н»1
или Н = 14 = 0.

Теорема 5 для задачи (3), (6) будет доказана в § 3, а для за
дачи (3), (7)—в § 4.

В работе [1] доказано, что однородная первая краевая задача для
уравнения

^- = 0
Öz8 

(11>
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в круге имеет бесконечное число линейно независимых решений. Исполь
зуя общее решение уравнения (11), легко показать, что в круге |г|<1 
однородная вторая краевая задача для уравнения (И) также имеет 
бесконечное число линейно независимых решений.

Поставим теперь задачу Коши для уравнения (1) следующим об- 
разом:

Задача Коши. Найти в круге |г| <՜ 1 дважды непрерывно диф
ференцируемое решение V (г) уравнения (11), принадлежащее классу 
Н (О) и удовлетворяющее граничным условиям

_ д'и ——
V (г) = |։ (г) г, — = (Ф, при |г|=1, (12)

О1У

где ’М*)« ф։ (г) — заданные аналитические функции в круге |«К1, 
принадлежащие классам Нх (£>) и Н (£>), соответственно, и удов
летворяющие условию

Фг(О)=|։(О). (13)
Естественность такой постановки задачи Коши для уравнения (11) 

в круге |г|<^1 следует из теоремы 11, доказанной в § 2. Следующая 
теорема показывает корректность задачи Коши в приведенной выше 
постановке.

Теорема 6. Задача (11), (12) всегда имеет и притом единст
венное решение. Это решение имеет вид

о (г) = (г) + Г*х(*)-М£) + (г)1ф' (г) = . (14)

Применяя неравенство Коши

М (г)|<(1-М)-։тах |-К(С)|,
14-1 

из формулы (14) получим

и < 4՜тах и*» <*)1+4՜тах 1+1 <*)!•
2 1*1—1 2 И-"1

Теоремы 6 и 11 показывают, что для уравнения (11) вместо пер
вой, второй и третьей краевых задач более естественно рассматривать 
задачу (11), (12) (т. е. задачу Коши).

В настоящей работе исследуются качественные и конструктивные 
свойства решений уравнения (3) в круге и строятся решения задачи 
(3), (6) и (3), (7) в явном виде. Эти исследования дают примерное 
представление о том, как можно поставить первую, вторую и третью 
краевые задачи для сильно связанных систем (1) в. случае любого чис
ла уравнений, чтобы эти задачи стали фредгольмовыми, и какими ме
тодами можно их решать.

§ 2. Некоторые качественные и конструктивные свойства 
решений уравнения (3)

Результаты данного параграфа существенно используются для 
исследования задач, сформулированных в § 1.
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Напишем общее представление решения уравнения (3) в круге 
|г| < 1. Обозначим через внутренность эллипса в комплексной плос
кости I =» $ 4֊ гг,, которая является образом круга \г\ < 1 при отобра
жении, осуществляемом функцией где и — постоянное число,
|н|< 1, 2 = х 4՜ й/, г = х — гу- Пусть ?(#)— аналитическая функция в 
области Дх. Ясно, что функция_ ?(« 4- н-г) определена в единичном 
круге |я|<^1. Функцию ?(г4’11г) будем называть аналитической функ
цией относительно аргумента г 4՜ Iх«. Через О будем всегда обозначать 
круг |«| <^ 1, а через Г — окружность |г| =1.

Уравнение (3) можно записать в виде

— Из (15?

Общее решение уравнения
дш дш

(1б)>

в круге |«| < 1 дается формулой

ш = <Р (« 4֊ Нх«), (17>-

где (« 4՜ И։«) — произвольная аналитическая функция относительно- 
аргумента г-}- при |«| < 1. Отсюда и из (15) получим

ди дю , . —.
На — = <р(«4- Н1г),

Ог Ог
(18?

где р (« 4՜ Их2) — аналитическая функция относительно аргумента «4՜ Нх2 
при |г| 1.

Легко проверить, что частное решение и0(«) уравнения (18) дает
ся формулой

«о (2) =
,2<Р (24֊ Нх 2), при (хх=Нг,

<р։ (г 4- Iх! 2), при
(19).

где
I

?1(0 = —-—С? (С) Л. (20)
И — На Л о

Из (15) — (20) следует, что в круге |«|<^1 общее решение уравне
ния (3) имеет вид

« (2) = <?1 (2 + Н12) 4֊ ?2 (г 4՜ На2), при Iх! И8, (21)

и («) = «<рх (г 4֊ Их2) 4՜ <Р2 (2 4֊ На2), при =Р։, (22)

где ®1(24-Нх2) и Та(2 4՜ Нг2)—произвольные аналитические функции 
относительно аргументов «4“Нх2 и «4՜ Нг2 при |«| <^ 1.

Пусть £)р. — область, определенная в начале этого параграфа, а. 
Ги — ее граница, |р.| 1. Для исследования некоторых свойств уравне
ния (3) нам потребуется следующая
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Леина 1. Если ?(/)— аналитическая функция в области D,L, 
принадлежащая классу Нк (Я) (к - целое неотрицательное число), 
то она представима в виде:

<Р (f) = Ф + 4^/ (23)

аде ф (z) — аналитическая функция в круге |х| < 1, принадлежащая 
классу Нк (D), причем ф (z) определяется по ? (/) единственным 
образом.

В (2) под t2 — 4р понимается ветвь, непрерывная вне отрез
ка с концами в точках = 2 V Iх и tt= —2 Р и удовлетворяющая 
условию _______

limr’/f։-4|* =1. 
t ֊. ~

Эту ветвь можно определить еще следующим образом: 
_________ ________ Ll («rg (t +2 /Й) + arg (/-2 /JT)) 

//’-4p = /|?-4р| e2 t (24)
,1 

___  ___ ' j-arg И
/ H = /Н e > (25)

где аргументы чисел p, Р+ 2 и р—2 р определяются един
ственным образом՛ из неравенств

О < arg р < 2к,

arg [х < arg (t -1֊ 2 j '~?՜)<2« + arg p,
Лк Лк

-у arg p < arg (f — 2/՜ p ) < 2 к + -֊- arg p.

Доказательство леммы 1. Легко проверить, что если 
ф(г) аналитична в круге |z| 1 и принадлежит классу Hn(D), то пра
вая часть формулы (23) аналитична в области и принадлежит классу 
/4(D|i). Пусть функция?(?) удовлетворяет условиям леммы 1. Так как 
обе части равенства (23) аналитичны в области £>и, то равенство (23) 
эквивалентно равенству

т (0 = Ф( < + Г2 ~4и )+Ф/2^ ). i€Ги. (26)
\ z / — 4р/

По определению области точка тогда и только тогда, 
когда

t = е'а + [ле^в, 0<а<2к. (27)

Подставляя значение t из (27) в (26), получим

?(e'։ + ре՜'“) = ф (е'“) 4֊ ф (ре՜'“), 0<а<2тс. (28)

Равенство (28) можно еще записать в виде
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, = -5 (г) + ф (±\ |*| = 1. (29)
\ г / \ г /

Так как т>(1) — аналитическая функция в области и о
то функция « |*+՜) аналитична в кольце |р|<Зг|<Т и непрерывна

в замкнутом кольце |р|<^г-С1.
Поэтому условие (29) эквивалентно условию

® (г + — = '?(2) +•+ (— \ при |р|<г<1. (30)
\ 2 / \ 2 /

Рассмотрим ряд Лорана 
(ч + °°

—)= У а*г* (31)

функции ?(г + —) в кольце |р|<^|г|<^1. Как известно, коэффициен-
\ г /

ты разложения (31) определяются формулами

2к/а* = С Нг (£ = 0,±1, +•••). (32)՛
и X 2 /

и1=/йП

Из (32) после замены Рг — — получим

'2к/а_* = Г <р (г-\------ гк Нг—^к С <р (------ 1- А С Д =
3 X 2 / л \С /

Щ-Ий |с|-У/й
= 2п1а/1 р*. (33)

Из (31) и (32) следует, что равенство (30) имеет место тогда и 
только тогда, когда

• 'Нг) = ^- + 2а*в*. (34)
2 *-։

Если функция <?(<) принадлежит классу Нь (РД то '|)(2), опреде
ленная формулой (34), принадлежит классу Нь(О). Тем самым лемма 1 
доказана.

Пусть Рэ Ф Тогда, как мы видели выше, общее решение урав
нения (3) дается формулой (21). Из (21) получим

(— Рз + н)?; («+ Р1*К— Рау՜» (35)
Ог Ог

(Рз—Р1) ф2СН-Рз*)=^ — Р1^-> (36)
д г дг

где ф1 (г + Рэ г) и <рг (г + р8 г) —^производные функций <рх (г+ р^г) и 
Ф2(в-|-ргг) по аргументам г + р^г и г + р^, соответственно.

Следовательно, если рг ={= р։ и решение V (в) уравнения (3) при
надлежит классу //*(£>), то функции ^(г+Рэг) и <р։(г+р»г), входя
щие в представление (21), также принадлежат классу Нк (О). Из леммы 
7 -529
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1 и формулы (21) следует, что если Ра =/= Рэ, то общее р ешение урав
нения (3), принадлежащее классу Нк(О) (где к фиксированное нату
ральное число), дается формулой

/г+у^г+У(г+ Р^Г -4рЛ ц. , (37).
\ 2 / '*4-Ра*4-1 (*-|-р2.г)2 —4р/

где ф։0) и ф, (/)—произвольные аналитические функции в круге |/|<1, 
принадлежащие классу /7* (О).

В (37) под У՜՜(г подразумевается та ветвь, которая

определяется по формуле (25), где I = г 4֊ у-)я, р = р/.
Ясно, что если в (37) ф։ (г) заменить на ф։ (г) 4֊ ф։ (0), а ф։ (г) — 

на Фа (г)—ф։ (0), то значение выражения (37) не изменится. Поэтому в 
(37) без ограничения общности можно предполагать, что ф2(0)=0. Тогда, 
используя (21), (35), (36) и лемму 1, легко показать, что в представле
нии (37) функции ф/(0 и фа (0 определяется по единственным об
разом.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что |Ра1-С |Ра| 1. Из. 
(37) получим

V (*) = Фа (г) 4֊ ф/~+ Фа («) 4՜ Ф։ (—) при \г\ = 1. (38)
\ г / \ г /

Из равенства (38) непосредственно следует справедливость сле
дующей теоремы.

Теорема 7. Если Ра =7= Ра и о (г) является в круге |г|1 реше
нием уравнения (3), принадлежащим классу Нь(О), то значение 
V (г) на окружности |г| = 1 совпадает со значением на этой окруж
ности некоторой функции Г (г), принадлежащей классу Л*, * (|Ра|).

Класс функций Ат, п (г) определен в § 1.
Пусть решение и (г) уравнения (3) (^ =(= р2), заданное формулой 

(21), принадлежит классу /7* (27). Тогда

ии (2) _
=а^1(г+Нг)4-?а (з4-Р2х))4-

4՜ (* 4՜ Рт *) ?! (« 4՜ Ра*) 4՜ (* 4՜ Ра*) ф2 (* 4՜ Ра*), |*| = 1, (39}
где IV внешняя нормаль к границе Г в точке г. Так как функции 
(«4- м) <Р1'(*4- Ра*) 4- «?1(*4֊Р1г) и (* 4֊ Р^) ?2 (* 4֊ Ра *) 4֊ «?> (* 4֊ 
4՜ Ра *) аналитичны относительно аргументов г+ и * 4՜ Ра *> соответ
ственно, при |*|<О и, в силу (35), (36), принадлежат классу /7*-1(2))у 
то, согласно лемме 1, они представимы в виде

«Ф/(*4֊Р;*)4-(*-|-ру*) <р)(*4- Р/ г) = ф/^'*±1>4- Р/*)8-4р; X +
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4- ф7 /------- _ .2|А/ Л ; = 1, 2, (40)
\z4-pyz4- V (г+^г)֊—4^ /

где '{»/(/)— аналитические функции в круге |£| 1, принадлежащие
классу Ни~\ (£>).

Легко убедиться, что коэффициент при (п ряда Тейлора функции 
в окрестности £ = 0 при я=—п (и =0, 1, 2, ••■) ра

вен нулю. Отсюда следует, что в представлении (40) при а = — п 
(п = 0, !,•••) коэффициент при 1п ряда Тейлора функции

। /2|у \

равен нулю, т. е.
< I \ /—2ес_\1=0 . =0 (41)

(/=1, 2; а = — п).
В представлении (40) условие (41) будет использовано в § 4.
Подставляя выражения для функций а?; (г 4՜ Р/г)4-(г+Р/г)Ф7(г4* 

4՜ Руг) (/ = 1» 2) из (40) в (39), получим

ао (я) 4֊ = ф։ (г) + ф։(֊) + Ф։ (*) 4֊ \ Н = 1. (42)
о1У \ г / \ ^ /

Из равенства (42) следует
Теорема 8. Если 1*1 Р2 и V (г) является в круге [г|1 ре

шением уравнения (3), принадлежащим классу Нк (£)), то значение 
. . до (г) 111а-и (г) 4---- ——на окружности я| = 1 совпадает со значением на

дЫ
этой окружности некоторой функции Г (г), принадлежащей классу 

(|р։|).
Пусть теперь р1 =^=#=0. Тогда общее решение уравнения (3) 

дается формулой (22). Из (22) получим

?1(г4- РхГ) = ^- (43)
О г дг

, < /до до\- ....?։(г+ Рхя) = о — (֊=- — Н— )г. (44)

Следовательно, если и (г) £//*(£)), то функции ?х(г4~1112:) и 
?2 (г 4՜ Рг *), входящие в представление (22), принадлежат классу 
/7*_1 (£)), а г ?! (г+ ^г) 4֊ («4֊ Р^) ^Нк (О).

Следовательно, из леммы 1 и формулы (22) получим, что, если 
1*1 =Р։¥= 0 и решение и (я) уравнения (3) принадлежит классу Нк(О), 
то оно представляется в виде

V ы = А (£+ь« + >/(» + М),-4|э) +
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(45)

/_________ 2 Н
'«4՜ (V 4֊ И (г+^г)2 — 4;1։

где фх (я) и ф3 (г)— аналитические функции в круге принадлежа
щие классу /Д-1 (Р).

Из (45) получим
V (г) = -֊ (фх (г) +?! + ф։ (г) + Ф. (И = 1- • (46)

Из (46) следует
Теорема 9. Если =/= 0 и и (г) в круге |г|< 1 является

решением уравнения (3), принадлежащим классу Нь (О), то значе
ния функции V (г) на окружности, |г| = 1 совпадает со значением 
на этой окружности некоторой функции ‘ Е (г), принадлежащей 
классу А>,>_1([|1։|).

Пусть = |12 ={= 0 и решение у (г) уравнения (3), заданное фор
мулой (22), принадлежит классу /Д (25), где к — фиксированное целое 
число (Л>2). Тогда

ду (г) 
дЛ'

аи (г) + =*[(1 а) <рх (г-|-Н*) + (* + 1*1*) ?1 (*+*) 4՜

+ а?э (« 4֊ 4֊ (г 4֊ ^г)?2 (г 4֊ г), |г| = 1. (47)

По лемме 1 функции (г 4՜ IV) <?1 4֊ (14՜®) ?1 (г4-Нг).
(г-Ьрог) <р։ (г4֊Нгг) + а(Ра (г+Рцз), входящие в (47), представимы в виде

(1 + «) <?։ («+ |\г)4-(г Ь Р!«)?! (г 4֊ ^) = Фх+ ----—)+֊
\ ЛЛ /* •

+ Фх(------ --- \ И<1; (48)
\z4-l\z4- V (г 4-я)8—4^/

“Фа (г + IV) + (г + V) <Р2 (« + V) = + д ' ----- —֊) 4֊

4֊<М--------- -----77՛ - > (49)^г4-|*а « 4֊ V («4֊ IV)2 — 4н։ /

где '|4(/) и ф։ (0 — аналитические функции в круге |2|<^1, принадлежа
щие классу /Д֊2 (£>); < = Е 4՜ ГЧ-

Как мы выяснили выше (см. формулы (40), (41)), при а= — п, 
где п — целое положительное число, функции и ф։ удовлетворяют 
условиям

бГ+;՜2 Г , —4|л7 . . / 2щЛл+у-2 14 2 >1 е=0’ "Р11 *=°5 <50>

0=1. 2),
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если же я = 0, то функция ф2 (2) удовлетворяет условию 

'■'։ 0' V Р1)+ ’?։ (— ։ КЙ) =0.

Подставляя в (47) представления (48) и (49) функций

(1 4՜ ®) Ъ (* 4՜ Н г) + (г 4՜ ^г) ?1 (г 4֊ |\д) и а?2 (г 4֊ 1^ г) + 

4֊ (* + н8 г) ®2(г+|х2г)։
получим

ад(ж) + £нМ = 1^։(г)+ф7^) + ^М+^^\ Н=1. (51) 
О И г \ \ г / / \г/

Из равенства (51) следует
Теорема 10. Пусть н~ Н2=?^0 и и (г) является решением 

уравнения (3) в круге |г| 1, принадлежащим классу Нь (27) (к—це

лое число, к > 2). Тогда значение ад (г) 4—на окружности 
дИ

|г| = 1 совпадает со значением на этой окружности некоторой 
функции Т (г), принадлежащей классу Л*-1, * _ г (||‘1|).

Общее решение уравнения (11) в круге |г| < 1 дается формулой 

V (г) = ?։(г) 4֊ Щ (г), 

где ?х(г) и ®2(х)— произвольные аналитические функции при |г|<1.

Ясно, что аналитические функции (г), и ?2 (г) всегда можно 
представить в виде

?2 («) =<Р։ (*), <Р1 (^ = (г) — г®2 (г), ‘ (53)
где ?։ (я) и ?8 (г) — аналитические функции в круге |д]<^1. Подстав

ляя выражение ?։ (г) и <р2 (г) из (53) в (52), получим представление 
общего решения уравнения (11) в виде

V (г) = г ®х (г) 4- (1 — гг) <р, (г), (54)

где ?! (г) и ?2 (г) — произвольные аналитические функции в круге 
|д| 1.

Пусть решение и (г) уравнения (11) принадлежит классу Ни (И) 
и представлено в виде (54), где к — натуральное число. Из (54) имеем

-%(«). (55)
о г

Отсюда следует, что ?2 (г)£/2*-1 (27).
Используя формулу Коши, легко доказать, что если ?2(д)£//*-1(27), 

то
К (г) (1 - гг) 6 Н^И), (1֊«՜) <р2 (я) £ Н> (27), (56)

Нт 1 — «:?2(г) = 0, |х0| = 1, |д|<^1, Л^-1.

Из (54) и (56) следует, что (г) £//*(£)). Следовательно, вкруге |д|<1 
общее решение уравнения (11), принадлежащее классу Н(О), дается 
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формулой (54), где ^{г) и ?2 (я) — произвольные аналитические функ
ции, принадлежащие классам Нк(В) и Нь-\ (Е)), соответственно.

если V (я) < Нк (£>), (к - ֊ натуральноеИз (54) и (57) вытекает, что 
число), то

” <*>|г =<*>■ Д
В работе [1] доказано, что

= « (?1 (*)+*?! (я)—2я?։ (я)). (58) 

если V (я) является в круге |я| < 1
решением уравнения (11), то значение функции га (г) на окружности
|я| = 1 совпадает с граничным значением аналитической функции в круге 
И<1.

Из формулы (58) следует
Теорема 11. Если и (я) является решением уравнения (11) в 

круге |я|< 1 и V (г) £Нк (2?) (к — натуральное число), то значения 

функций га (г) и г на окружности |я| = 1 совпадают со зна-
дЫ

чениями на этой окружности некоторых аналитических функций 
фДя) и ф2(г), принадлежащих классам Нк(О) и Нк-1(Е), соответ
ственно, и удовлетворяющих условию

ф։(О) = ф,(О). (59)
Из формул (54) и (58), в частности, следует, что задача (11), 

(12) имеет и притом единственное решение, задаваемое формулой (14).

§ 3. Исследование задачи (3), (6)
Из теорем 7 и 9 следует, что для разрешимости задачи (3), (4) 

необходимо, чтобы граничное условие /(я) совпадало со значением на 
окружности |я| = 1 некоторой функции Г (я), принадлежащей классу 
Ао(1И11). ПРИ Р1 = 11։¥=0 и классу Д1,1 (|н|)> при 4= Н։. Поэтому при 
Н| + Ы ¥= 0 более естественно рассматривать первую краевую задачу 
в круге |я|<^1 в видоизмененном виде, т. е. задачу (3), (6). В этом па
раграфе через £> также будем обозначать круг |я| < 1, а через Г — ок
ружность |я| = 1.

Рассмотрим сначала задачу (3), (6) для случая, когда 1*1 ¥= Ръ 1Н։1гС 
■С |"х 1 • Тогда, как мы видели в §2, в круге |я|<^1 общее решение 
уравнения (3), принадлежащее классу Нх (£>), дается формулой (37), 
где (я) и Ф2 (я)—произвольные аналитические функции при |я|<^1, 
принадлежащие классу Нг (О) и удовлетворяющие условию

ф։ (0) = 0. (60)
Подставляя выражение (37) общего решения уравнения (3) в крае

вое условие (6), для определения функций ф։(г) и ф։(я) получим крае
вое условие

(*)+ Фг (֊) + Ф, (*) + ф, = Г (я), |я| = 1. (61)

Так как левая и правая части равенства (61) являются аналити
ческими функциями в кольце |н1<С121<11, то это равенство эквивалент
но следующему:
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*1 (*) + Фт Г֊ Н Фэ И +Ф, (М = F (*), 1н|<М < 1- (62)
X z / X z /

Ясно, что аналитическую функцию фх (z) всегда можно предста
вить в виде

Фт (z) = “1 (z) + с, (63)
где w (z) — аналитическая функция, w (0) =0, а с — постоянная. Под
ставляя представление (63) функции 4x(z) в (62), получим

°>1 («)+։»! (—+Фэ (z) + ф։ (+ 2с = F(z). (64)
\ z / \ z /

Пусть F (z) и Ф (z) — аналитические функции в кольце [l*i|,C|z|<^l.
Обозначим через Fz (z) и Fa (z) правильную и главную части 

разложения Лорана функции F (z), а через 0! (z) и Ф2 (z) правиль
ную и главную части разложения Лорана функции Ф (z) в кольце
Щ<И<1. Как известно, если

Ф(г) = Г(г), |р1|<Н<1, - (65)
то

Л («) = Фх (г), при |г| < 1, (66)

Г։(г) = Ф2 (г), при |г|>|н1|. (67)
Используя (65)—(67), из (64) получим

<4 (г) 4 Ф. & = (г) - Рг (0), |г| < 1, (68)

“х (֊) + Ф։ (֊) = Ъ (г), )г|> |И1|, (69)
\ г / \ г /

с = ֊--Г1(0), (70)

где
Л(я)=֊^ Ра(г)=- ± Г ֊(71)

2кг 3 I — г 2кг J I — г
1*1-1 1*1-1141

(< = 5 + гч).
Уравнение (69) можно записать также в виде

(72) 
\ Их / \ «/

Из (68) и (72) имеем 

(я) = Л (я) - Р, (0) - ф, (я), |я| < 1, (73)

Ф« М- Ф. г V («)-Р։ (0), |я| <1. (74)
\Р1 / X г /

Пусть

Г(я)=2 а*я* (75)
А——■»

—разложение Лорана функции ^(я) при |Н11<С1г1<С1’
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Тогда
F. (г) = 2 а* Л Л (М = 2 а-* • (76)

Подставляя (76) в (74), получим для определения коэффициентов 
ряда Тейлора

(*) =• 2 С*я* (77)
*֊1 

функции ф։ (г) уравнения
(р*—|4) с* = а* р* — а_* (А: = 1, 2, • • •). (78)

Пусть ||ч1<1и1<1> тогда из (б3)’ (7°)’ (73)> (77) и (78) будем 
иметь

фх (г) = Гх(я) - 4՜Л (0) ֊ Л (г), ф, (х) = Г, (*),. (79)
2*

где
г, (.) = 2 ■ (80)

—I12

Функцию Fz (z) можно переписать в виде

Ft (г) = Л (г) ֊ Г2 ֊ Л (0) + Ft (z), (81)
\ г /

где

Л(я) = S
*-1

14 (ал —Pi *а-л) 
р?-14

В силу неравенства Коши для коэффициентов разложения (75) 

получим, что функция Ft (z) аналитична в круге |z[ < •
/р»1

Из (71) и (81) следует, что функции ф-х (z) и ф2 (z), определен
ные формулами (79), аналитичны в круге |z|<^l и принадлежат классу 
HAD).

Следовательно, при |Р»|<С|Р1| задача (3), (6) всегда имеет и при
том единственное решение, и это решение дается формулой (37), где 
<]»! (z) и ф, (z) определяются формулами (79).

Теперь оценим норму решения v(z) задачи (3), (6) через норму 
заданной функции F(z). Так как фх (z) и ф2 (z) аналитичны в круге 
jz|<^l, то из (37) имеем

М < 2 (шах |ф։ (z)| + max |ф։ (я)]). 
i*l-։ |։|-։

Из (79) получим 
3 

шах |фх (z)|< — max |F։ (z)| + max |F։ (z>|,. 
1*1-։ 2 i*i=։ ix|-i.

max |ф9 (z)| < max |F3 (z)|.
1*1-։ |z -i

(82)

(83)

(84)
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В силу (79) и (74) имеем

\ 1h
Следовательно

max IFj (z)| -С max F3 (— ' ) т2 max |F2 (z)| 4 max IF2 (z)|.
1*1-։ l*<-i \l*։ /I ։*l-։ 1*1-лчГ

Так как F3 (0) = 0, то по лемме Шварца будем иметь

F, [ — z ) < — 1*1 max l^j (*)l- 
\ lh / 14 I*!՜1

(85)

(86)

(87)՛

Из (86) и (87) получаем

max (Г, (z)l < 1 [max |/2 (z)| 4֊ max 2 JFj (z)|], (88)
1*1-1 hl -hi l«l-W /*1-1

Так как
F(z) = F1(z) + F2(z), _ (89)

TO
max |FX (z)| < max |F (z)| + max |F2 (z)|, (90)
1*1-1 |։|-1 J։|=J

max \F2 (z)| < max |F(z)| + max |F2 (z)|. (91)՛
1*1-IM 1*1—Imi |։|-|H1I

Из (71) следует, что

max |Л (z)[ < R (1- hl)֊1 , max \Fa (z)J = • (92)
|։|-1 l«i-W 1 — hl

В силу (90), (91), (92) мы имеем

max ^(гЖгИ (1-hl)՜1, max |F2 (z)| =• (93)
1*1 -inii • i*i-ihiI ■ 1 — hl

Из (82), (83), (84), (88) и (93) получим

м< ____ 30 ||Ä,|
(i—hl)(hl—h/)

(94)

Следовательно, теорема 1, сформулированная в § 1, для случая 
hl* hl полностью доказана.

Пусть — [arg — arg ц2] — иррациональное число и hl = hl<3- к
Тогда

p-i=/= Р-2 (& = 1, 2, • • •)•
Поэтому в данном случае для определения аналитических функ

ций ••]»! (г) и ф2 (г), входящих в представление (37) общего решения 
уравнения (3), также получим формулы (79). Из (79) следует, что 
функции (г) и ф2 (г) аналитичны в круге |г| < 1 и принадлежат классу 
Н3 (/)) тогда и только тогда, когда ряд (80) сходится в круге |г|<1 и 
его сумма Р3 (г) принадлежит классу Н3 (О). Числа а* (& = 0, ±1, ± • • •) 
в (80) являются коэффициентами ряда Лорана (75) заданной функции.
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Следовательно, справедлива

Теорема 12. Если [arg Н — arg ц2] — иррациональное чис

ло и Kl = Kl. то однородная задача (3), (6) имеет только нулевое 
решение, а неоднородная задача (3), (6) имеет решение тогда и 
только тогда, когда ряд (80) сходится в круге |z| < 1 и его сумма 
принадлежит классу Нг (D). Если F3 (z) удовлетворяет этому ус
ловию, то решение задачи (3), (6) дается формулой (37), где фх (z) 
и ф2 (z) определяются формулами (79).

Из теоремы 9 следует, что если — [arg |\ — arg р2] — иррацио

нальное число и |Pi| = |j*a[, то задача (3), (6) для функции вида

f(z)= V ал z*
А«» —л

всегда имеет решение, где п — любое сколь угодно большое натураль
ное число.

Пусть теперь числа и |‘2 удовлетворяют условиям

|Р11 = |Н8|, Pi¥= На. 7՜ [ar? Pi — arg pj = — , (95)
дп n

где m и n — целые числа, п > 1, а дробь — несократима. 
п

Тогда система уравнений (78) относительно сл имеет решение 
тогда и только тогда, когда

а_* = pf • ал, к = п, 2п, Зл, • • •. (96)

Пусть выполнено условие (96). Тогда из (77) и (78) получим
ф2(я) = Г։(я) + ф(я՞), (97)

где ф (/)— произвольная аналитическая функция в круге И <^1 (#=?-[-itj)» 
а F3 (z) дается формулой (80), в которой коэффициенты z* при к = л, 
2л, Зл, • • • считаются равными нулю.

Из (96) следует, что функцию F3 (z) можно переписать в виде

W=֊2 АгЗ (Р? Р» * *) ֊Л (Pta1՜**-1)/А’
П Р1 -Р2 л-о \Р1/

где Fx (z) и Ft (z) задаются формулами (71).
Так как F (z) £ (К|), то отсюда следует, что функция F3 (z)

аналитична в круге |z| <1 и принадлежит классу (D). Следователь
но, функция ф2 (z), определенная формулой (97), принадлежит классу 
iH3 (D) тогда и только тогда, когда ф (/) £ H1 (D).

Из (63), (70), (73) и (97) получим

Ф1 («)=Л («) — •— Л (0) — F3 (z)— ф (z՞). (98)

Из (37) и (96)—(98) следует
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Теорема 13. Если числа и ч2 удовлетворяют условиям (95), 
то однородная задача (3), (6) имеет бесконечное число линейно не
зависимых решений, а для разрешимости неоднородной задачи (3), 
(6) необходимо и достаточно, чтобы функция F (z) удовлетворяла 
бесконечному числу условий (96). Если выполнены условия (96), то 
все решения задачи (3), (6) даются формулой (37), где ф։ (z) и ф։(г) 
определяются формулами (97) и (98), а ф(г)—произвольная анали
тическая функция в круге |г|<^1, принадлежащая классу Нг (£)).

Пусть теперь lh=l*a¥=0, |У <3- Тогда, как было показано в 
§ 2, в круге |z| 1 решение v (z) уравнения (3), принадлежащее клас
су Нх (£>), представляется соотношением (45), где ф։ (z) и ф2 (z)—ана
литические функции из класса Н (D).

Подставляя представление (45) в граничное условие (6) и исполь
зуя (46), получим для определения аналитических функций фх(z) и 
ф2(г) уравнение

Ф1 («) + f — ) + z''^ (z) +z ~) = zF W» И =1 • (")
\ z / \ z /

Воспользовавшись формулой Племеля Сохоцкого (см. [5], стр. 66), 
уравнение (99) можно переписать в виде

Иш [ф։(*)+ *М0֊Ф1Ю]= Нт [
t-z 1 \ t / \ t Jukj . ։ti>։ L 4 z J

, (100)
где |z| = 1,

Ф1 (0=5^7 \֊֊^ (101)
214 J z — t

Mi-i
Так как функция Фх (0+(0— Ф1 W аналитична внутри круга

|f|<^l, а фх ф2 *— Ф1(0 аналитична вне замкнутого кру

га |f|<Cl и
Ф1 (֊) + *3 (֊)՝*- Ф1W |< с KI, И>1.

где с — постоянная, то из (100) следует, что

Ф1(0 + ^։(0-Ф1(0 = со + сл К1<1, (102)

• ֊ Ф1 ֊♦»(֊)•* ֊ Ф1 (0 = Со+сх t, |f|>l, (103)

где с0 и сх—произвольные постоянные.
Поскольку функция F (t) принадлежит классу А\, о (|jhl)« имеем

Ф1(0 = Ф։(0 при и>1, (104)
где

Ф։(/)=— f • (105)
2itj J z—t

1*1- UmI
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Полагая в (ЮЗ) t = Ь- и используя (104) и условие lh = H։^0, 

получим
(г) + Ма (*)-|-фа (у) • г =֊ сог — с։Н, Н<к1- (Юб)

Так как левая и правая части равенства (106) аналитичны в круге 
|х|<1, то (ЮС) эквивалентно равенству

/’МО + 1\ Фа(О +/Ф’(т՜) = “ со*֊С1Н1,1 *1<1. (Ю7)

Из (102) и (107) имеем

1ЧФ1 (#) + #*Ф։ ( ~) + со (1*1 + <։) + 2с11*1 *

ф* (0 »--------------- ---------------------------- <108>11 *

СФ1 (0 + СФ3 4-2с0С, 4֊с։ (|11Н_Сг)
М0 =------------------------ 7֊֊------------- (109)

Функции фх (0 и ф2 (/) аналитичны в круге 'И < 1 тогда и только 
тогда, когда

с0=֊4 (Ф1(/К)+Ф1(-/рГ)+Ф։(/^’)+Ф2(-/К)), (110) 
4

С1 =
1
/к

(ф։ ( - V )- Фг (/ Ъ ) + Ф,(֊/ lh) -ф3 (/ Ih ))• (ill)

Следовательно, при Hj = Н։ ¥= 0, IpJ < 1 однородная задача (3), 
(6) имеет только нулевое решение, а функция v(z), определенная фор
мулой (45), где Ф1 (г) и ф։(г) задаются формулами (108) — (111), удов
летворяет уравнению (3) и граничному условию (6). Докажем, что v (z) 
принадлежит классу H^D). Так как F(z) Ç ^4i,o(||*i!)> то> в силу (101) 
и (105), имеем

Ф1 (С) е (£>), Ф2 e H(D). ■ (112)

Поэтому функция v (z), определенная формулами (45), (108) — 
(111), принадлежит классу Нх(£)) тогда и только тогда, когда

(l-^a(z))®2(-^֊V/A 
\ “ (г) /

в кольце 1 — s |z| 1 / где

а (г)= у (^ + Jh X + v\z + 111Г)г-4|^)

(П3>

а е — сколь угодно малое положительное число..
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Здесь ветвь корня к (z+ |\z)2—4'4 определяется по формуле (24), 
где t = z 4֊ HjZ. Функция ojz) бесконечно дифференцируема по х и у 
вне отрезка с концами 2 |/и1 (14-llhl)՜1 и —2К Hi (14-lth,1)՜1 •

Заменяя в выражении 1 — z a (z) Ф2 ( —) переменную z на t при 
\ * («) /

помощи преобразования t = ъ (z), получим, что условие (113) эквива
лентно условию

(1֊и։)ф2^)ем(£>), (114)

где через D, как и всюду, обозначен круг |f|<^l.
Условие (114) получается из (112) применением интегральной 

(ji \
— у ■

Аналогично случаю jisl =/= |н2| здесь также можно показать, что 
для решения v (z) задачи (3), (6) имеет место неравенство

48
——^14 (И5)

(1 — IPil)a
Следовательно, теорема 1 для случая = ц։ =/= 0 также доказана. 
Пусть теперь область есть внутренность эллипса. Как извест

но, параметрическое уравнение эллипса можно записать в виде

х 4- iy — ^(а cos <р 4՜ ib sin <р) 4՜ *о + Ч/о> О -С ? С 2'1Г, (116)
где х0, уй, ©0, а и b — вещественные постоянные а^>0, 6^>0, а > 6. 

Вводя новые переменные (Е,чд) при помощи линейного преобразо
вания

х 4՜ iy ~ е‘ъ (а? 4՜ ibri) 4֊ х0 4՜ iy0 (117)
задачу (3), (4) в области, ограниченной эллипсом (116), приведем к 
задаче Дирихле для круга |/| <1, # = ?4_Й- При линейном преобразо
вании (117) коэффициенты уравнения (3) могут, конечно, измениться, 
однако это уравнение снова будет иметь вид (3). Поэтому в случае, 
когда область ограничена эллипсом, в этой области также можно 
сформулировать видоизмененную задачу Дирихле для уравнения (3) и 
исследовать ее полностью.

§ 4. Исследование задачи (3), (7)

Из теорем 8 и 10 следует, что для разрешимости задачи (3), (5) 
в классе Нк (£)) необходимо, чтобы граничное условие § (г) совпадало 
со значением на окружности \г\ = 1 некоторой функции Ф (г), принад
лежащей классу Ак-1, *_1, (||^|), при |\#=р2 и классу (|{\|),
при 14 = |л2=у=О. Поэтому при 4՜ |На1 =7^= 0 более естественно вторую 
и третью краевые задачи в круге |г| 1 рассмотреть в сформулиро
ванной в § 1 видоизмененной постановке.
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Для исследования задачи (3), (7) рассмотрим уравнение

(я + рг) <р' (г 4֊ рх) + &? (г -р I1«) = Ф (« 4՜ рг), |г| <1, (118)

где <р(г + рг)—искомая аналитическая относительно «4՜ Нг при |г]<Д функ
ция, ф (г + иг) — заданная аналитическая относительно г 4՜ рг функция 
(|г| < 1), к и р— постоянные, |р| < 1; ?'_(г 4՜ рг) — производная функции 
® (г 4՜ рг) относительно аргумента я+ря. При а = —п, где п — целое 
неотрицательное число, от ф (г 4- рг) дополнительно требуется, чтобы 

ф(") (0) = 0. (119)

Здесь через ф{я) (0) обозначена п-ая производная функции ф (() в 
точке / = 0.

Условие (119) является необходимым и достаточным для разре
шимости уравнения (118). Введя в (118) переменную I = г4֊рг, получим 

/у (() + ку (0 = ф (0. * в 5 4֊ (120)
где £)р — область, определенная в начале § 2.

Ясно, что если <р(0 является решением уравнения (120), то 
<р(я4*рг) является решением уравнения (118), и обратно. Решая 
уравнение (120) и используя указанную связь между решениями урав
нений (118) и (120), получим для решения уравнения (118) следующие 
формулы:

? (г 4՜ Нг) = (г 4֊ рг)՜* Оф (0 у-, при Ре к^>0, (121)

о

_ г։+1“ / "
? (г 4՜ Рг) ~ (г 4՜ Нг)“*1 И ф (() — У, Ф(л(0)— )----- |-

г/ 4 /=« У'! ' *

֊+• 24^(0) ’ пРи * = ֊ л 4֊ ₽ 4֊ П, ֊1 <₽ <0, Р4-Г(^0, (122)֊
у-о /* 0 + ■

_ гг+|“ / ֊*
<р (г 4֊ Рг) = (г+рг)֊* 1к( ф(/)— V ф(Л (0)£_ \а±-՝+с (г 4֊ рг)֊* 4֊

о*) \ /V*

*֊1
+ 2 ФУ>(0) (/I (/4-*))-1 (г+ рг)Л при Л=0, ֊1, -2,- ֊ ֊, (123)

где п—целое число, 7 — действительное число, с—произвольная по
стоянная,՝) и (г 4՜ Р-О * определяются по формулам

0 = ек (|п 1<1+< ,г* о ։ е-* (1п |г + |«|+иг։ (։+|й) (124)

аргументы ( и г 4՜ рг определяются единственным образом из нера
венств

0 < аг£ (< 2՜, 0 < аг£ («4֊ рг) 2и, (125)
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а интегрирование берется по отрезку прямой, соединяющей точки 0 и 
я 4- нг.

Рассмотрим сначала задачу (3), (7) при Ръ =/= 14, 1141 Тог
да, как мы уже видели в § 2, в круге |я| 1 общее решение уравне
ния (3), принадлежащее классу Н2 (О), дается формулой (21), где 

(« 4- Н2) и —произвольные аналитические функции отно
сительно аргументов я - ^я и я֊1~р2я, соответственно, при |г|<^1, при
надлежащие классу Н2 (О).

Подставляя общее решение (21) в граничное условие (7), получим

(я 4- |\я) ф։ (я+\\ я} И <?х (я+ |\х) 4֊ (я+ ^я) & (г4֊ 4-

+ а?2 (я+1^) = Ф (я), |г| =1. (126),
Как было показано в § 2 функции

։?/(г+|‘р)+(։+|‘/г):/(г+ I1;2) (у =1,2), (127)
входящие в (126), представимы в виде (40), где (я) и ф։ (я)—анали
тические функции в круге |г| <1, принадлежащие классу /7։ (£>) и при 
а = — п (п — целое неотрицательное число) удовлетворяющие дополни
тельному условик>8(41). Подставляя в (126) представления (40) для 
функций (127), получим для определения аналитических функций фх (я) 
И Ф»(я) уравнение

Ф1 (2) + (у) 4֊ Ф, (2) + ф։ = ф (г), \я\ = 1. (128)

Ясно, что функцию ф2 (я) всегда можно представить в виде

(я) = о>2 (я) 4- с2, (129).

где 0,э (0) = 0, а с2 — постоянная.
Подставляя в (128) представление ф2 (я) по формуле (129), полу

чим уравнение
Ф1 (*) + Фх (֊ ) + ‘4 (2) + = Ф (я) ֊ 2с2, (130) •

\ я / \ я /
которое полностью решено в § 3 (см. уравнение (61)).

Пусть а=^=0, —1, —2,-... Тогда, подставляя решение ф1 (я՝), «>2(я)՛ 
уравнения (130) в (129) и (40), и используя формулы (121), (122) и 
(21), найдем все решения задачи (3), (7). Если же а = — п, где п— це
лое неотрицательное число, то задача (3), (7) решается аналогично 
предыдущему случаю, только на этот раз найденные функции фх (я) и 
ф2 (я) нужно подчинить дополнительному условию (41). Отсюда полу
чим необходимые и достаточные условия для разрешимости задачи (3), 
(7), указанные в теореме 4.

Пусть теперь = Тогда решение уравнения (3), принад
лежащее классу Н2 (£>), представляется в виде (22), где ®х (я 4՜!1!2) и 
<р2 (я 4՜ Н2)—аналитические функции относительно аргумента я-}- \\я , 
при |я| < 1, принадлежащие классу Нг (£>). Подставляя представление.
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(22) в граничное условие (7) и используя представления (48) и (49) для 
определения аналитических функций Ф։ (г) и <|»3 (г), получим уравнение

Ф1 («) + ф։ (—} + (*) + И<1- (131)
\. г / \ г /

Уравнение (131) также полностью решено в § 3 (см. уравнение 
(99)). Отметим, что при а = -1, — 2, —3,-• • в формулах (48) и (49) 
функции фг (г) и <]>։ (г) удовлетворяют условию (50), а при а=0 —ус-
ЛОВ ИЮ

ф։ (//К) + м- < V14) = 0. (132)

Пусть н = Н։¥=0, 1НК1» а¥=0,— 1, ~2>* '• Тогда, решая урав
нение (131) и используя формулу (121) и (122), из формул (22), (48) и 
(49) получим все решения задачи (3), (7). Если а = — 1, —2, • • •, то 
эта задача решается аналогично, только решения уравнения (131) нуж
но еще дополнительно подчинить условию (50). Если же а = 0, то ре
шение (я) уравнения (131) нужно дополнительно подчинить условию 
(132).

В результате мы получим формулы для решения задачи (3), (7). 
Из этих формул, в частности, вытекают сформулированные в § 1 тео
ремы 2, 3, 4.

Замечание. Если при в постановке задачи (3), (7)
вместо условия (/)) и Ф£Л1, I (1|\|) потребовать выполнение ус
ловия «(^(.О), Ф£Ло, о (1Р11), то метод решения этой задачи и полу
ченные результаты остаются теми же.
Институт математики Сибирского

отделения АН СССР Поступило 30.¥.1968

Ն. Ե. ԹՈՎՄԱՍՅԱՆ

ԵՐԿՈՒ ԵՐԿՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՈԻԺԵՎ 
ԿԱՊՎԱԾ ԷԼԻՊՏԻԿ ՍԻՍՏԵՄԻ ՀԱՄԱՐ I, II ԵՎ III ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ

ՆՈՐ ԴՐՎԱԾՔԸ ԵՎ ՆՐԱՆՑ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ամփոփում

Երկրորդ կարգի դիֆերենցիալ հավասարումների որոջ էլիպտիկ սիստեմ
՜ների համար I, II և III եզրային խնդիրները կոռեկտ լեն, չնայած որ այդ խըն- 
դիրների համար տեղի ունի միակության թեորեման։ Այս աշխատանքում ու
սումնասիրվում է այդպիսի էլիպտիկ սիստեմների լուծումների հատկություն
ները, և ելնելով դրանից դրվում է այդ խնդիրները նոր, այդ էլիպտիկ սիստեմ
ների համար ավելի բնական ձևով, որի դե՛պքում այդ խնդիրների մեծ մասը 
արդեն դաոնում են կոռեկտ ձևով դրված խնդիրներ։ Աշխատանքում մանրա
մասն ուսումնասիրվում է I, II և III եզրային խնդիրները նոր դրվածքով շրջանի 
ներսում, երբ էլիպտիկ սիստեմը բաղկացած է 2 հավասարումներից։
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Об эллиптических системах

N. Е. TOVMASIAN

NEW STATEMENT AND INVESTIGATION OF THE I, THE II 
AND THE III BOUNDARY PROBLEMS FOR TWO SECOND

ORDER ELLIPTIC STRONGLY BOUNDED SYSTEMS OF 
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

The I and the III boundary problems for certain elliptic systems 
of the second order differential equations are not correct, although the 
uniqueness theorem is valid for such systems.

The properties of the solutions of such elliptic systems are inves
tigated, and the results obtained form a basis for new and more natu
ral statement of the corresponding problems. In this way of the pro
blems are transformed into correct ones.

The I, the II and the III boundary problems in the circle are 
investigated in their new statement in more detail when the system is 
composed of two equations.
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