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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմրագրաթյունց խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանամ են հողվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա .Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոգվաձներր պետք է ներկայացվեն գրամեցենագրվաձ, երկու օրինակով. Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ { կցեյ ամփոփումներ հայերեն և անգյերեւ 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով)

Օտարերկրյա հեղինակների հոգվաձներր, իրենց ցանկությամր, կարող են հրապարակվե, 
համապատասխան լեզվով)

2, Մեծատառ լատինական տառերը , որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում)

Հունական տառերը պետք է րնգգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով)

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում)

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամ սագիրը, հա
մարը և տարեթիվը)

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում)

5» Սրբագրության ’ ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում)

6, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը)

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը Կ 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով)ժ. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը)

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը)
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր)
Խմբագրության հասցեն'. Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»)
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ДОРОГОЙ МХИТАР МКРТИЧЕВИЧ!

Редакция журнала .Математика" в день Вашего 
пятидесятилетия посвящает Вам этот выпуск с 
глубоким уважением и самыми наилучишми 

пожеланиями.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ւրա|>Լմատիկա 3, №№ 4_ 5 1968 Математика

Н. У. АРАКЕЛЯН

РАВНОМЕРНЫЕ И КАСАТЕЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

Центральными задачами теории приближения функций комплексно
го переменного являются задачи о возможности приближения. К 
настоящему времени многие из этих задач получили исчерпывающее 
решение. Это относится, в частности, к задачам о возможности рав
номерного приближения полиномами и целыми функциями. В на
стоящей работе показывается, что методы, развитые в этом направ
лении, дают возможность полностью решить более общую задачу о 
возможности равномерного приближения аналитическими функция
ми, особенности которых лежат на заданном фиксированном множестве.

Такая постановка вопроса представляет интерес не только с точ
ки зрения теории приближений. Она, по-видимому, имеет важные точ
ки соприкосновения с такими разделами теории функций, как теория 
распределения значений и теория граничных свойств аналитических 
функций.

Настоящая работа состоит из трех пунктов. В первом из них 
приводится точная постановка задачи и формулировка ее решения, а 
доказательство решения находится в пункте 3. В пункте 2 доказы
ваются необходимые для пункта 3 леммы.

1°. Постановка задачи и формулировка результатов. Пусть 
С — расширенная комплексная плоскость, D—область в С, dD=f= 0 — 
граница D, Рассмотрим множество Е<^ D, замкнутое относитель
но D (так что D)E—открытое), и пусть •Е’0—множество внутренних 
точек Е. Введем следующие обозначения:

С (Е) — класс комплекснозначных функций, непрерывных на Е;
С а (Е) — класс комплекснозначных функций, непрерывных на Е и 

аналитических в £э;
A (D) — класс функций, аналитических в D;
Ad (Е) — равномерное замыкание множества сужений функций из 

А (£>) на Е.

Очевидно, что
Ad(E)CCa(E)cC(E}, (1>

Са(Е) = С(£)<=> Е°=0, (2)
/ € Ad (£) <= > taf sup |/ (z) ֊ G (z)| = 0. (3)

Отметим, что функции из С (£), вообще говоря, не ограничены на Е, 
если только Е не компактен в С.
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Теперь основную »дачу можно «формулировать следующим обра- 
1еперь ос у £ любая функция, непрерывная на Еи ана-

зом: при каких ус, равномерную аппроксимацию сужениями
литическая в Е , допуска гт н г место оавенство
функций, аналитических в Я, т. е. когда имеет место равенство

Д„(£)=Сл(£)? (4)
Решая эту задачу, мы тем самым получим также, в силу (1) и (2), 
ответ на аналогичный вопрос о равенстве

Ао (£) = С (£). (5)
Для формулировки решения основной задачи (4) нам нужны некоторые

определения.
Для произвольных множеств А, В с: С обозначим 

их сферическое расстояние
р(Д, £) = inf z |z~--1

через р (А, В)

Далее для любого г>0 через И, (д£>) обозначим г-окрестность грани
цы области £

И, (д Я) ={г 6 С\ р (х, ОЯ) < е}.

Определение 1. Пусть Г—компакт из С, хС/£, 7 — непре
рывное отображение полуинтервала [0,1) в С такое, что

7 (0) = х, Нш р (7 (/), £) = о.
/-*1

Тогда мы скажем, что 7 соединяет, я с Г.
Определение 2. Множество Е, замкнутое относительно обла

сти Я, называется Ко-множеством (Е£Ко), если для любой точки 
г£Я)Е существует непрерывная кривая Ч*с.Я1Е  такая, что

а) 7Х соединяет точку х с дЯ;
б) для любого е > 0 существует о > 0 такое, что из условия 

х£ 1Л (дЯ) следует 7хсз И. (дЯ).
Отметим, что в случае, когда со £ дЯ, при определении АЪ-мно- 

жеств вместо сферического расстояния р (А, В) можно воспользоваться 
расстоянием в

Перечислим теперь некоторые свойства АЪ-множеств.
1. Пусть {£}_!  — конечное семейство Лд-множеств. Тогда 

П Е^Ко. Аналогичное свойство для бесконечного числа множеств 

неверно. Однако имеет место свойство

**

2. Пусть А — произвольное множество, о : а -» Ел — отображение 
А в Ко, обладающее свойством: для любого компакта Я<—Р равенство 
{Я/Еа) П Е = 0 выполняется для всех а ^.4, кроме, быть может, конеч
ного числа индексов а2,а.пр (эквивалентное свойство: для любого 
е>0 имеем £>/£« С И. \дЯ), а. £ 4, а а2(•.алр). Тогда П £^ Ко.

• а£А
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3. Пусть E^Kd, F—множество, замкнутое относительно D, 
Fc.E, F^=E\ Тогда F£Kd- В частности, если — замыкание Е? от
носительно D, тогда Ed^Kd.

4. Пусть ф — гомеоморфизм области D в С (в частности, дроб
но-линейное отображение). Тогда из условия Е£ Ко следует ф (Е)^К^оу

Решение задачи (4) дается следующей основной теоремой.

Теорема!. Ао{Е) = Са(Е)<^—^> Е^Ко- (6)
Из этой теоремы следует также решение задачи (5). В самом 

деле, в силу (1), (2) и (6), равенство Ad (£) = С (Е) имеет место тог
да и только тогда, когда E^Kd и Еа— 0. В свою очередь, отсюда 
легко следует

Теорема 2. Пусть Е^Ко, Е° — 0, f,&£C (Е), е 0. Тогда 
существует функция G£A (D) такая, что

|/(z)-G(z)|<b (z), z££. (7)
В случае, когда е (z) — 0 при p(z, dD)—* 0, приближения вида (7) на
зываются асимптотическими или к асательными. Если E£Kd, 
но 21°=#= 0-, приближение с касанием возможно не всегда, а в случае, 
когда оно возможно, функция s (z), вообще говоря, не может произ
вольно быстро стремиться к нулю при р (z, dD) —> 0.

Отметим, что теорему 2 можно рассматривать как общую схему 
для построения примеров аналитических в D функций с патологичес
ким поведением на границе.

Замечание. Задача (4) наиболее подробно изучена в случае, 
когда D—конечная комплексная плоскость С, т. е. когда рассматри
вается аппроксимация целыми функциями. Подробные сведения о рав
номерных приближениях целыми функциями можно найти в работах 
[1] и [2]. Отметим только, что эта задача впервые рассмотрена Кар- 
леманом [3]. Теорему 2 в случае, когда D=C, Е° = 0 и Е—конти
нуум, установили М. В. Келдыш и М. А. Лаврентьев [4]. Утверждение

E^Kd—'>Ac(E) = Ca(E)
в случае E°=f=0, континуум, установили М. В. Келдыш и С. Н. Мер- 
гелян [5], [1]. Наконец, в работе автора [2] теорема 1 доказана для 
случая D— С. Отметим также, что Каплан [6] рассматривает при
ближение вида (7) на множествах Е, состоящих из счетной совокуп
ности жордановых дуг, сгущающихся к границе области D.

2°. Вспомогательные леммы. Пусть А, В с С. Обозначим через 
о (А) и d (А, В) соответственно диаметр множества А и расстояние 
между А и В в метрике R2

о (А) = sup |zj — z3|, d (A, В) = inf |zx—z2|. (8)
г» г,6А

Лемма 1. Пусть К—ограниченный континуум, в С со связ
ным дополнением, да—конформное и однолистное отображение обла
сти Cl К на круг ®(оо) = 0. Тогда имеет место оценка

1-|? (z)|<2 zee/к. (9)
L 3 (К) |
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Если К лежит я крдге |г| -С R и 0 £ К, то
|9(О)|>1<« Г։+*<£>],•<£>  <3 и_2Л (10)

' бк | (6Л)։ .1 т(0)

Доказательство. Возьмем произвольную точку г0 £ К, и рас
смотрим дробно-линейное отображение г *—♦ С

С = ? •°°\ г = г0+ У г՜7-)-, ?' (°°) = Нт г? (г).
х — г0 С

Функция «>= <р^г0 + ф определена в некоторой области, не

содержащей точки С = оо, поэтому обратная ей функция С=/ (») при
надлежит известному классу По теореме искажения Бибербаха 
имеем [7]

г —*0  I (1 —1<р(г)1)
Отсюда, учитывая оценку [7]

— 3 (К) <|?' (оо)|<пнп {о (Я), /?), (12)
4

получим неравенство (9), так как |® (г)| <՜ 1 и г0£ ЛГ-произвольная.
Далее из (11), учитывая, что |г0՛ -СТ?, имеем

1<р(0)|>(2+—У֊У՛ (I +1? (0)|։). (13)
\ |<р (оо)|/

Первое неравенство в (10) следует из (12) и (13), так как

1т(0)|>('2 + —т)՜՛ >֊1՛
՝ (оо)| / 6/С

Для доказательства второго неравенства рассмотрим функцию

■I. (П-- Ф(С)֊_Ф(^) <Цг,Х) 
1֊<р(г)ф(;) С —г ’

аналитическую в области С]К. Учитывая, что 6 (со) =0 и

Нт |Н0|<1, , </(С, Л-)-.О
по лемме Шварца имеем I

1НС)|<|?(:)1, г^С!к.
Умножая это неравенство на и переходя к пределу при — со, по
лучим .

а (г, К)
В частности, при |г| = 2Л имеем
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Отсюда и следует требуемое неравенство, если учитывать, что, в силу 
(12) и (13),

/ R \-1 |ф' (°°)1I? (°)1> (2+ Тт֊֊)
\ 1ф (°°)1 / зк

Лемма доказана.
Следующая лемма сходна с леммой С. Н. Мергеляна о прибли

жении ядра Коши рациональными функциями.
Лемма 2. Пусть область о: лежит в круге \г — С| R и а £ а;. 

Для произвольного натурального числа т существует рациональ
ная функция R-, с единственным полюсом в точке а такая, что

R: Ы֊.4;| <"ри |։՜4>2К- (14)

|/п 9 __
для г^С^. . (15)

о (ас) ] |С—г\
Доказательство. Можно считать, что С = 0. Рассмотрим 

жорданову дугу 7, удовлетворяющую условиям

7^, 0 ёг, 8(7) Гц-ВД1>8(0;). (16)
I (о-К)^

Пусть <р — конформное и однолистное отображение области 
С/ч на круг \ш|<1, <р(оо) = 0. По теореме Рунге для любого е>0 су
ществует рациональная функция <2 с полюсом в точке а, <2(оо)=0 
такая, что

I® (г) — (я)| < е для г £ С1<* .
Отсюда, учитывая (10) и (16), для достаточно малых е имеем

Ю(0)|>4֊֊. 1<2(г)|<1 ДЛЯ гСС/а:, (17)

֊|<3 при |։|=2Я. (18)

Искомую рациональную функцию Ео (г) определим формулой

(19)

Неравенство (15) следует из (17) и (19). Кроме того, функция 

хт+1 7?о (2)-------аналитична при ]а| ^■2R, а на окружности |я| = 2/? ее
I г 1 ‘

модуль, согласно (18) и (19), не превосходит (6/?)ш, что доказывает 
оценку (14). Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть Е£Ко, 0.—рациональная функция с един
ственным полюсом в точке а.£[)1Е. Для любого т; 0 существует 
функция (В), удовлетворяющая неравенству

1Ф (*)  — <2 М| < V Для г^Е. (20)
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При этом для любого г > 0 существует >■ = I (г) > 0 такое, что 
неравенство (20) выполняется также для Уг (дИ), как только 

Их (<?£>).
Эту лемму нетрудно доказать методом вывода полюсов, как лем

му 3 в работе [2].
Лемма 4. Пусть О—область, со Существует бесконечно 

дифференцируемая в И функция р такая, что'

Доказательство. Пусть л0

1, (21)

- - • Рас- 
2

смотрим квадрат
К = { г — х + ։у| |х — х0| < го> 1У ~ Уо\ го)>

и предположим, что КаО. Определим в О бесконечно дифференци
руемую неотрицательную функцию ? (г, К), полагая

<? (г, К) = (к0|։ 4-1)-1 ехр {—[го — |х — х0|*] -1 — ко՜՜ |у— Уо1։]-11

при г — х-^-гу £ К° и у (г, К) = 0 для г £ О1К°.
Учитывая, что при г^К

й (г, дК) = пнп {[г0 — |х — х0|], ко ~ |У — Уо1 ]}>

и используя элементарное неравенство е <С к ^>0)» получим
<р(г, К) < (|г0|*  + I)՜1 ко՜I*  — хо1]ко — 1у — Уо1] <

< < Р к, <Ж) < Р к, дО). (22)
2(1+коГ) ։

Аналогично, используя неравенство е <^2<2 (/>0), получим

так что
'<Эх

Ф {г, К) 
ко—|х—х0|’)г ко—\у—у,?)3

ф (г, К)

д<р (г, К) 
дг

1 для (23)

Возьмем теперь произвольное комплексное число а и натуральное чис
ло и. Прямые х = Кеа + р-2-л и у = 1та + ?-2-л (р, у = 0, ±1, 
±2,•••) разбивают плоскость на равные квадраты со стороной 2“л, 
называемые квадратами ранга л.

Пусть {Л1,у(а) }.р1 (тх<-|֊ оо) — все квадраты первого ранга, ле
жащие в £). Если уже выбраны квадраты {К1։ ։ (а)}"^։ (тп» < + со) — 
ранга /<^л 1, то пусть {Кл,} (а))^ (тпл^4-оо)—все квадраты ран
га л, лежащие в области

По определению, ±____]_/Л. 1 д \
дТ~ 2^- -Та7/։=х+^
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л— 1т/
в и и (“)•

Продолжая этот процесс, мы получим

(24)

Рассмотрим теперь бесконечно дифференцируемую в 2) функцию

рл («) = 2 V Ф (*>  1 (а))-
л-1 /=1

В силу (24), для любой точки существуют натуральные числа п 
и у такие, что

Ре (я) = ф (г, Кп.) (а)), = ֊_ Ф (г, Кп, } (а)).
О г О г

С учетом (22) и (23) отсюда следует, что функция ра (г) удовлетво
ряет всем условиям леммы, кроме строгой положительности (ро(я) = 0 
для я £ дКп, ) (а)). Для обеспечения этого условия достаточно рассмот
реть функцию

Р (г) = у [ро, (я) 4- Ра, (л) + Ро, (г)],

где числа Ие (а*  — а/), 1т (а* —а/) (к={=], к,] = 1, 2, 3) иррациональ
ны (например, аг=0, а2 = (!+։) У2, а3— (1 4֊ Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть О—область, со^И, функция / непрерывна в 
И. Для любого £^>0 существуют функции ф и о, непрерывно диф
ференцируемые соответственно в О и С, 8 (г) = О при г^СР, удов
летворяющие для неравенствам

0<8(г)С^-р(г,дП), <?8(г) 
дг

тт {е, г,/2 (^}, (25)

|ф (г) - { (я)| < В, < А-. (26)
| Ог о(г)

При этом, если для некоторой точки г£2) функция / аналитична 
в круге |С — г « 8 (г), то <р,-(г)=0.

Доказательство. Считая е<^1, построим сначала функцию 
8 (г). Для компактного в С множества

Кг = (*(7)|р  (г, <?£>) > X}, 0<к<1

из условия г Кг и |С — г| ■< 8 — следует, что С £ Кг .
• 2 2

Учитывая это, обозначим
о) (X, 8) = тах |/(С) — / (г)|. 

^Кг ,
К֊г|<4
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Далее из уравнения ш (>., 8) + 3 = определим непрерывную функ

цию 6 = 8Х ().) и положим

г^().)=Ау81/2(#)л. 

о
Имеем очевидно

(27)

б;(л) =8^(}.)8Г().)<т։п^, 3?*(1)  )• (28)

Теперь для г £ О положим 8 (г) = 8։ (р (г)), где р‘(я)—построенная в лемме 
4 функция. Неравенства (25) следуют из (27), (28) и (21). Непрерывная 
дифференцируемость функции 8 (г) в С следует из неравенств (25), 
если для я £ С/Е положить 8 (г) = 0.

Теперь определим функцию ? (я) формулой

Заметим, во-первых, что
\® (я) —f (я)J < max |/ (С) —/ (я)( -< ш (р (я), 3 (я)) < 

|С-»1<։(»)

(р (я), Зх (р (я))< • (29)
£

Далее, используя формулу Грина, имеем
^я)=^)±1(я). г Г /(С)Л. . (30)
dz dz 2я/ J С — z 2тч J

|;-гГ=ги 1С-Я1-Ч«)

Второе неравенство в (26) следует из (29), (30) и оценки |8- (я)| <. .

Для доказательства последнего утверждения леммы заметим, что из 
аналитичности функции / в круге |С —я|<^8 (z) по теореме о среднем 
арифметическом имеем, что ® (я) =/(я), и оба интеграла в (30) обра
щаются в нуль. Лемма доказана.

3°. Доказательство теоремы I. Необходимость. Пусть 
Е— замкнутое относительно области D множество и Е^Кв. Дока
жем, что существует функция f£CA (Е), для которой

inf sup |/(я) — G(z) |>1. (31)
оел (D) z£E

Пусть {Dk}k-.i -|-оо) — компоненты открытого множества Е)Е. 
Если ?.(Db, <?Z>) > 0 для некоторого к, тогда наше утверждение оче
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видно. Рассматривая точки z0, ^=/=сс, z0£Dk, р (Zo, jD*)^>0,  мы пола
гаем

А = sup ----- =*
Z — ,0

Пусть поэтому sup р (/?*,  dD) = 0. Из условия E£Kd следует суще, 

ствование числа л^>0 и последовательности областей {2т} попарно 
без общих точек таких, что

2тс£>, дг2тсЕ[] 'z£DI? (z, dD)»}, 0<р (2„, dD)֊+Q.

В силу компактности dD в С существует точка r-.£dD такая, что

Нт р (2т, Q = 0. 
т —-

Не ограничивая общности, предположим, что С = оо. Рассматривая, 
если нужно, вместо последовательности 2т соответствующую подпо
следовательность, можно считать, что области 2га ограничены, пере- 

. . . 1 секаются с кругом |z| — и

Нт р (2т, °о) = 0.

Отсюда следует существование последовательности натуральных 
чисел и последовательности {фл} жордановых дуг, удовлетворяющих 
условиям

d (0, fn) 11/2
8 (Tn)

-I- ОО.

Пусть фд — конформное и однолистное отображение области С/тя 
круг |т|<^1, <рл (°°) =0, ?л(0)^>0. Возьмем последовательность 
натуральных чисел и последовательность |аЛ) комплексных чисел 
чтобы

Докажем,

а„ £ 22,Л , ал -> оо, |?л (ая),' 
л—1

что бесконечное произведение

(32)

на 
ы 
так,

(33)

в области Си

h !֊\ l !-\֊ S’" (z) — ®п (ая)1 оп (z), Ьп (z)— ———— —
nJi I-?« (ал) <рл(г)

Ул сходится к некоторой аналитической функции В (г),

|5 (я)| < 1, все нули которой лежат в точках {аЛ}. Для этого доста
точно доказать сходимость в точке г = 0 и равномерную сходимость 

произведения |6Л (г)| в любом круге |г| -С г Для некоторого 
л=л

ЛГ(г).
Первое утверждение с учетом (33), (32) и оценки (9) леммы 1 

следует из неравенства
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|1-ФЯ(0)1+2М .̂
|1-М0)|< 1—|фя (ая)1

Второе утверждение следует из первого и из теоремы Гарнака, так 
как |&„(*)1<1,  функции Ьп (г) аналитичны и не обращаются в нуль 
при |г| < Г И п> IV, где число М выбрано так, что |ая| >г и с1 (0, 
>г при п> IV.

Перейдем к доказательству неравенства (31), полагая / (г) — 
= 2В՜՜1 (г). В самом деле, если неравенство (31) не выполняется, то 

зир |В (г) б (г) — 2| < 1

для некоторой функции С^А(О). Пусть
К„ = {жСО|р (^ <?£>)>'•), \В(^ с<г)_21-

Обозначим через —2?„ максимальную область, определенную условиями 

аЛ£ 2г?п, “2?л с 22<гяЛ И, И= {z £ С| |z]> — | •

По принципу максимума имеем

В (z) G(z)-2( <1 + ^ /л- И,
где 1п = д V f| ^22«я > ш — гармоническая мера 1п относительно области 
И. Из представления <о интегралом Пуассона легко следует оценка

2
«»(z, In, U 1*1  >“'

Отсюда для точки z — ап имеем
1<7Иш(ап, In, И)<>֊дл. 1п.

Однако In П 1т = 0 при п =р т и поэтому дл. 1п -*  0. Полученное про
тиворечие доказывает справедливость неравенства (31).

Достаточность. Пусть E£Kd и /£Сд (£). Докажем, что 
f^Ao (£). Согласно теореме Титце-Урысона будем считать, что f не
прерывна в D. Можно также считать, что со £D.

Возьмем число s^>0 и пусть ® и 3— построенные в лемме 5 
функции. Рассмотрим множества

дЕ = Е/Е3, Ei = {: £ Е\d (С, дЕ) < 3 (С)}.
В силу последнего утверждения леммы 5 имеем

дляС^/Е։. (34)
СК,

Для любого г > 0 и обозначим К, = {z £ С| \z — ч|< г}. Пусть 
՝ € • Тогда {D'E} П Ki, (q =/= 0 и, в силу условия Е Kd, существует 
область (£)/£՜) П диаметра 3 (а;) > о (С). Применяя к области 
яс лемму 2 в случае, когда R = 2о (С) и т = 2, мы получим рациональ
ную функцию /?с с полюсом в яс, удовлетворяющую неравенствам
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R: И ֊ ֊ < ֊֊֊Г Для г С С/ & (:), (35)
С-г Г.-гр

0.19։ —
[R: (г)| < ДЛЯ г € £ и (с/ (:)). (36)

|4—г|
Функцию R-, (г) можно считать кусочно-непрерывной по С на Е>, равно
мерно относительно г.

Докажем теперь, что для г^Е справедлива оценка

я«
где <Л-— элемент площади, с—абсолютная константа.

В силу неравенств (26), (35) и (36) для этого достаточно 
зать оценки

(37)

дока-

С1У.

где И*=  £ — г(<4о (С)}. С этой целью заметим, что по теореме

*1/*28 (г) 0

Далее с учетом (25) и оценки

8(С)<]С֊г| для ^С1К^ (■։)։

о среднем значении, учитывая (25), имеем

18 (С) - 8 (г)| < 1 \С - г| < в |С -

Отсюда, считая в —, при С £ Уг получим
8

(38)

-|8(^)<з(сх28м, Рг=>:е^)-

*88 (г)

С, г^О.

Если же то аналогично С 6 0/^2« («ъ и мы имеем

Оценка (39) доказана.

интегрированием по частям имеем
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Возьмем теперь замкнутое относительно й множество ГсД/Г 
так, чтобы при г £ С выполнялось неравенство

сМ£)|_Л^<е (39)

опей?)
и интеграл сходился равномерно относительно г. Рассмотрим рацио-
нальную по г функцию

о.м=
R-(г), ДЛЯ

—-—, ДЛЯ С £ Г.

Для полюса а функции О: имеем
Р (а, дО) < р (С, дО) + р (а, С) < р (С, <?Р) + 23 (С) < 2 р (С, дР). (40) 

По лемме 3 существует функция фс £ А (й), удовлетворяющая для 
г^Е неравенству

(41)

В силу (40) и последнего утверждения леммы для любого г >0 суще
ствует Х = ). (г)^>0 такое, что неравенство (41) выполняется также 
при (дР), как только С £ 16^ (^Р). Отметим, что функцию фс («)

Г
можно считать кусочно-постоянной по С равномерно относительно г. 

Построим, наконец, функцию С^А (Р), аппроксимирующую на Е 
функцию <р. С этой целью возьмем последовательность областей

{Р„},РлсРл+1, и Рл = Р так, что дОп состоит из конечного числа 
я—1

гладких линий Жордана. Тогда по обобщенной формуле Коши, учиты
вая (34), имеем
?(^ = ֊7 Г У® 4 + “ [[ при т<п. (42)

дтсс I ; — 2 тс Л (- г
ООп ОаЦ1!Е^

Рассмотрим последовательность функций

й(։)՜» И «--*։«*՛  («>
доп О„ п (£4и^

аналитических в области Рт при т-^п. Докажем, что Сл (г) сходится 
равномерно на любом компакте X сг Р.

В самом деле, пусть АГ < т < л и Обозначив О™=Оп1йт,
согласно (42) и (43), для имеем .

= 1г+1г.

—

_2_ Г Г <?<р£0 <7зс
* Л <?; С-2

О™1(ЕКГ)
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В силу (39) интеграл Д равномерно на К сходится к нулю при 
т, п-^со. Для интеграла /։ имеем

1
<?:(*)- (к: 4-

Пусть р (К, дО) = г. Нетрудно видеть, что неравенство (35) выпол- 
2

няется для К, если £ Уг (дО). Кроме того, р (г, —г, так что
з՜ 3

_ 1__------- ---------- (44)\С-2| С г 14-|0 ( }

Возьмем число -V так, чтобы <?Дус Уг_(дП), и пусть п>пГ>/У. С уче- 
з

том (25), (26), (35) и (44) получим

Л'<12’П< ]О‘ Дож.-0 ’
п

Вполне аналогично, с учетом (41) оценивается интеграл Д, в пред
положении, что т<^ п и дО^с. ^Цг) (дО). Таким образом, (7Я-»

/ а
—>С£Л (£)). Для г^Е согласно (42) и (43) имеем

= л + л-
Однако |Д| < е, в силу (39). Кроме того, учитывая (37), (41) и (26),.
имеем

1мо+— (С
ЕЬ &

а? (О 1ы-а «| *.<  е.+1С ;т^֊г<(с+2>.

Окончательно для г £ Е получим

Iе(*)  — / («)1 < |$(«) — Ф (г)1 + 1ф («) —/ (г)| < (с + 4) е, 
где с — абсолютная константа. Теорема 1 доказана.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 5.У1.1968
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Ն. 2. ԱՌԱՔԵԼՅԱՆ

’ԱՎԱՍԱՐԱՅԱՓ ԵՎ ՇՈՇԱՓՈԻՄԱՅԻՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ 
ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐՈՎ

Ամփոփում

Դիցուք D-ն տիրույթ է ընդլայնված կոմպլեքս հարթությունից, Е cD-Д 
նկատմամբ փակ բազմություն է, ներկա աշխատանքում դիտարկվում $ 
հետևյալ խնդիրը. E-ի վրա ինչպիսի պայմանների դեպքում E-ի վրա անընդ
հատ և E-ի ներքին կետերում անալիտիկ ամեն մի ֆոձկցիա հավասարաչափ 
կերպով մոտարկվում է D տիրույթում անալիտիկ ֆունկցիաներով.

Ապացուցվում է, որ դրա համար անհրաժեշտ է ու բավարար, որպեսզի 

Е-Ь լինի KD- բազմություն.

N. H. ARAKELIAN

UNIFORM AND TANGENTIAL APPROXIMATION WITH 
ANALYTIC FUNCTIONS

Summary

Let D be a domain in the extended complex plain C. Consider a 
set EczD which is closed with respect to D. The following basic pro
blem is investigated in the present paper.

What are the conditions to be satisfied by E in order that an ar
bitrary continious on E and analytic in the interior of E function per
mits uniform approximation by analytical in D functions?

It is proved that the above stated problem has a positive solution 
if and only if E(^Kq.
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И_3 ВЕС ТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
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В. С. ЗАХАРЯН

О РАДИАЛЬНЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 
ФУНКЦИИ В,

В связи с построением общей теории параметрического представ
ления мероморфных в единичном круге функций в работах М. М. Джрба- 
шяна [1а, б| для каждого значения параметра х ( — 1<^а<^оо) была 
введена функция В, (г, А), являющаяся естественным обобщением 
произведения Бляшке и совпадающая с ним при значении параметра 
а = 0.

В работах [2а, б] исследованы граничные свойства функции 
В« (г, А) при значениях параметра х£ (—1,0). Установлено, что ра՜ 
диальные пределы

Нт Во (ге/т, А) = Ва (е'т, А) 
г-1-0

существуют не только почти для всех 7 £ [0,2՜], как это имеет место 
для обычного произведения Бляшке

В (г, А) = Во (г. А) = П ֊ '֊ ’
*=1 1—а* г ак

а более того, что эти пределы существуют всюду, за исключением, 
быть может, некоторого множества Вс [0,2к], 7-емкость которого— 
нуль, где 7 £(Ц-а, 1) любое.

В настоящей статье устанавливаются некоторые новые результа
ты о граничных свойствах функции М. М. Джрбашяна Ва (г, А) и, в 
частности, доказывается, что предыдущее утверждение относительно 
емкости исключительного множества В справедливо и при 7 = 1 + а.

1° Основные определения. В предположении, что Д = {а*}Г 
(0 \а*| <1) — некоторая последовательность чисел из единичного
круга В:{|г|<^1), пронумерованная в порядке неубывания их модулей 
и удовлетворяющая условию

ОО
V (1-|а*|)1+“< + оо (-1 <а< оо), (1)
Л-1

* 
функция Ва (г, А) строится таким образом

Ва (г, А) = П (1----- е-'Гл °к) (2)
*-Л а, /

где
К

՝) = р (е-*\) Уа (е/т, С) с/7, (3)

319-2
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£>՜“ 1одг 1
ге1^ 

С
(4)

Г 2 I5« (г) = Г (1 + а) “1 / ’ (5)

Здесь £>֊’-оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле 
Римана-Лиувилля, т. е., если ? (г) £ Л (0,1), то

Г
я- 7 (г) = 2- С (г - <)-* ф (0 л (0 <«< “).

Г(»> с’

В֊*? (г)= 2. {£)֊(!+«) ф (Г)} (- 1 О < 0), 
<1г

причем, поскольку почти всюду на (0,1)
Пт (г) = ? (г),

то естественно полагается, что
Ф (г) = ф (г), (0,1).

При условии (1) произведение (г, <4) равномерно и абсолютно схо
дится в любом замкнутом круге 1, определяя аналитическую
в круге |я|<^1 функцию, обращающуюся в нуль только на последова
тельности А.

Приведем некоторые хорошо известные определения [3, 4], кото
рые понадобятся нам в дальнейшем.

а) Пусть Е—некоторое множество в комплексной плоскости и 
А (г) — некоторая вещественная функция меры, то есть А (г) непрерыв
ная и неубывающая функция при г >0, А (0) = 0 и г՜2 А (г) не возрас
тает. Внешняя А-хаусдорфова мера множества Е определяется следую
щим числом: 

(ао
V А [б/ (£/)]: и , <1 (В) <Х 

1
г=1,2,---

где б/ (£/) означает диаметр множества £).
Если А(г) = г3, где 0<^?<^2, то мера называется ?-хаусдорфо- 

вой и обозначается через М$(Е).
б) Пусть Е—ограниченное борелево множество на комплексной 

плоскости и Р (0<^? 2) — фиксированное число. Если существует та
кое положительное распределение масс на Е, что р (Е) — 1, и ин
теграл

• Г «)_
3 к-с.’
Е

ограничен для всех г, то говорят, что множество Е имеет положитель
ную 0-емкость, в противном случае говорят, что 0-емкость множества 
Е равна нулю и пишут С(, (Е) =0.
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в) Если для ограниченного борелева множества Е М-?(Е) = 0, то 
С-.(Е) =0. Обратное, вообще говоря, неверно. Если для компактного 
множества Е имеем М1։ (Е) >0, где функция меры А (г) удовлетворяет 
условию

о
то можем утверждать, что Ср (Е) > 0.

В дальнейшем, если не указано особо, мы будем рассматривать 
только значения а из промежутка (—1,0), а через с обозначать абсо
лютные константы, не обязательно равные между собой.

2 . Результаты вспомогательного характера. Следующая теоре
ма о борелевых рядах носит довольно общий характер. Отметим, что 
при а=0 эта теорема была установлена Л. Карлесоном [3].

Теорема 1. Пусть {а, | (0^|а, |<^1)— последовательность 
комплексных чисел из круга И, а (Л,)Г (0<^Л, < 1) — произвольная по
следовательность.

Если А (г)—функция меры такая, что

2
2 л1+'У тё ^ <+°° <-1 < а<°)> (б>

* * 1 Ау

то М/, (Е) = 0, где

Доказательство. Теорема доказывается тем же методом 
Зерлинга, что и доказательство Л. Карлесона. Изложим это доказатель- 
:тво для случая а£(—1,0].

Поскольку г՜3 А (г) не возрастает, то из условия (6) теоремы 
ледует, что

2 А (Л,) <Ч-со. 
7=1

Для любого целого р^>1 обозначим через Ор открытое мно- 
гество

Пусть —неотрицательная вполне аддитивная функция распреде- 
ения такая, что

Н(г, а)<А(г),
де р- (г, а) — масса, расположенная на части множества Ор, лежащего 
круге радиуса г с центром в точке а. Вне множества Ор р (г, а) 

авна нулю.
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Для любого a„v>p опишем круги с радиусами А, и с центром 
в этой точке, и обозначим через GP внешность этих кругов. Ввиду то

го, что р (г, a)<h (г), на совокупности кругов j & масса и не боль

ше, чем
А (Д’) = zp ' 

р 

Далее имеем
Р ” / А \։+а и1 + оР (О>)< dp (г) 3 ( ֊֊Г ) < >Л
J р \|Z—a»i / Р

Г d н(г, а,)

следовательно
зир !«• (Ор) -С -р +5р = £р- 

Р-^Л (г)
Так как легко видеть, что >• 0 при р —► то р-мера множества 
Ор равна нулю для любой р, удовлетворяющей условию р (г, а)^к(г) 
Так как кроме точек а, (* = 1, 2, • • •, р—1) Ор содержит множество՛ 
Е, то получается, что такая р-мера множества Е также равна нулю. 
Отсюда вытекает, что М/, (Е) — 0.

Если принять А (г) = г1+։ (—1 <3»<_0) и А, = 1—|а,|, то из теоре
мы 1 получим

Следствие 1. Если

2(1-|а,|)1^1п-1—<-г°о, (7

то Л/1+։(£) = 0, где

£ЧЛ3(пг!ь!-|)1"-+'»- Н[0,2=])- 
I ,=Д|е' — а՝|/ ) ,

Принимая в теореме 1 а = 0 и А (г) = г, получим
Следствие 2. Если для последовательности положительны 

чисел {А)” (0<Л,<1)

2А՝1п + со>

то ряд 

сходится почти всюду.
Следующая теорема при более слабых условиях, чем (7), налага. 

мых на последовательность А, утверждает, что С1+։(£)=0.
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Теорема 2. Если

2 (1—|а»|)։+*<+оо, (10)
•<-։

то
С} (-։ (Е) =0.

Доказательство. Вопреки утверждению предположим, что 
Сц-а (Е) 0, тогда найдется такая мера р, р(Е)=1, что

(*- -----<М<4֊со/
J Ie"-- z|։+e

и, следовательно

ffr^F^yia’i)I+e-J \|е‘“—а»|/

Отсюда вытекает
Г iPe-^iy+a^(0)<+o°,
J —Д!е'8֊<ь1/ ’

что противоречит условию, что на множестве Е ряд 

расходится.
Точно таким же методом доказывается следующая
Теорема 3. Если

2 (1—|а.|)1+“< + со, 
«-1

то Сх (Еа) = 0, где
{ е'8: 2 = + 0°, Н [0,2*] I.
1 |е'8—а,| ]

Следствие. Ввиду свойства в) для емкости и хаусдорфовой 
меры множества, отмеченной выше, можем утверждать также, что

Л/л(Е.) = О,
где Л — любая функция меры, удовлетворяющая условию

3°. Радиальные предельные значения функции Ва (г, Д). Для 
данного сходящегося в круге |г|<^1 произведения Вл(г, А) обозначим

и«(ге'?) = 1о£ |Вя (ге\ Д)|. (12)
Следующая теорема для а£[0, 4֊ со) была доказана М. М. Джрба- 
шяном [16].
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Теорема А. Почти для всех <р£[0,2к] 
Иш и« (ге1^) = 0 (0-<а<Глз). 

г-1-0
Там же было высказано предположение, что теорема, по-видимому, вер
на и в случае а£(—1, 0). В этом пункте мы доказываем, что это пред
положение верно, если последовательность А удовлетворяет условию 
(7). Для этого приведем одну простую лемму, на основании которой 
и было высказано вышеупомянутое предположение М. М. Джрбашя- 
на относительно справедливости теоремы А для значений а£(—1։ 0).

Так как, согласно (2)

Л« (г, А) = Ц Я, (я, а*), 

где
А^г, а*) = (1 - —} в՜’"՜'(։' , (13)

\ Лк /

то

и« (ге'^) = У и« (ге1*, а*), . (14)
*-1

где
и, (ге'’, а*)= г-*£)-’1ог |Д„ (ге1?, а*)|.

Лемма 1. Для каждого ?£[0, 2՜] и |^|<^1
Ит и, (ге'?, С) = 0.

г- 1-0
Доказательство. Согласно (13) имеем

иа(ге^, £)=г~* ге^ 
С

£>֊Чог 1 — Не г֊лП~^а(ге'^ (15)

С другой стороны ([16], стр. 582)

£) «1ог 1֊֊ =Ие
о ге/?

(16)Г

и ([16], стр. 576)

где
г-’Р- 5« (ге,|?) = 50 (ге'?),

так что 60(е-'^) есть известное ядро Шварца, а Не Ло (е /? я)—ядро 
Пуассона. Согласно (3) получим, что при я = ге(?

(Ге1?> С)= Д ( 
2к , 

—։

Рассмотрим теперь функцию

50 (е֊"»я) Уа (е'в, С)
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х — ги
(-1<а<0),

условившись понимать интеграл в смысле главного значения при 
•а>С(0, 1).

Справедливо следующее утверждение ([16], стр. 584): функция 
(ш) непрерывна всюду на плоскости ш за исключением точек ш=0 

и ш = 1.
Следовательно, можно утверждать, что

Пш Ие (ге'*, С)} = К (е% С),
г-1-0

а из (4) и (16) вытекает также

{т*е^ 1г-‘£>-«1ог 1-֊-Л=И«(е%д.
С I]

Имея в виду последние два равенства и соотношение (15), полу
чим утверждение леммы.

Теорема 4. Если для данного [0, 2՜]

то

2
V—1

(1—|<ь|)1+а 
а,| + °°> (17)

Ига 11а(ге/¥) = 0- г-н— о
Доказательство. Согласно (14) и лемме 1 для доказатель

ства теоремы достаточно показать, что ряд (14) для указанного зна
чения сходится равномерно относительно г на интервале [0, 1] при 
условии (17).

Известно, что ([16], стр. 628)
I /1Г1

сое (ф — аг£С)+гг
иа(ге‘\ С)=—-- ---- — IГ(1+«)3

14
ге-'т г 8г ' 1 гв'՜Ч • 1--------- х

(!֊*)• 
-----------ах-

- . (18)
Нижеследующие оценки до определенного момента аналогичны оцен
кам М. М. Джрбашяна [5].

Введем следующие обозначения:

г(|Цх)-чк1։+хЧзш’£-^

(19)
^=^ЛХ

1
С

(20)
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с помощью которых запишем формулу (18) в виде

u«(re% Q=- Q +/Р (re‘\ Q}.
1 (1 "F

(18')

Перейдем к оценкам _/« 1 и уР.
а) Из (19) получим при ?=/=а^С

1Л(1) (г^, С)|<
г (у —argQ* Г (1-х)« _

1С|* 32(y,Q ’

где

3 (У> Q = min 1- |С| re/?
С 

re!v
С

откуда

3 (?, Q >

|sin (y - arg Q|, |y — arg C| <-£- 
£

1,

Следовательно, вообще для 
У € [0> 2”] имеет место оценка

при < I? —arg q< IC.

любого г(0<г<1), С (0<^|С|<^1) и

iqjJ 
Id

re~/? (21)j-e/x.

г|С1
(22)

и
|х — re֊'4|>|l-re-/fq — (1—х)> |1-ге-'Ч|-(1-К1) =

= |1 — re—z?q ( 1 — i-iq
(23)

Заметим теперь, что

|e'’ -\z-é

|1-ге֊'Ч|,

Следовательно
Нт| * т'е‘’-Т|1 - 

или, что

|1֊ге^С|> ֊1 [1_се֊/9|.]С|-1։

Согласно условию (17) теоремы следующий ряд
(24)



О функции В. 295

сходится и поэтому его общий член стремится к нулю, с другой сто
роны, согласно (24)

11ш —-———— =0 (25)
•՛ - ~ |1 — га, е_/?|

равномерно относительно г (; [0, 1].
Следовательно из (23) и (24) получим

\х֊ге-'Ч|>^-|1-е-*С|. (26)

Согласно (22) и (25) из (21) имеем

(1-^1/՛' ■ (27).

в) Заметим, что

и

тогда из (20), согласно (24), получим

(28>
ici

Далее имеем при |С| ֊С х 1
|С - хге'Н > |С — ге*| - г (1-х) > |С-гв‘*| - г (1-|С|) 

и
К- г«1’!“ i 1|«։-гИ >j- И - Л-”1 -1 (1-т, 

так что
|С - хге‘*1> А 11 _ |_ (i_ |С|) +

и
1 1-|С| / 1+|С|\

1 — Ле֊1' |С| |1-гСе֊'т|\ |«| /
Таким образом, согласно (25)

С —xre14 I
1 - гСе֊'” |

и, так как |1—гСе—/’’|^-1 — г |CJ 1 — г, то
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Отсюда и из (28) получим 
(l-r3)|/.(2)(re's (29)

2 (1 —|а,))1+а< +оо 
v=l

произведение Ba (z, А) всюду на [0, 2~] имеет радиальные предель
ные значения, кроме, быть может, некоторого множества Е, (1+а)- 
-емкость которого—нуль. При этом всюду на [0, 2~]

Jim {r~* D* log \Ва (ге1*, Л)|} = 0,

кроме, быть может, некоторого множества Еа с [0, 2к], такого что 
C1(J&) = 0.

Отметим, что, таким образом, первая часть утверждения этой 
теоремы является усилением теоремы работ [2а, б], о которой упоми
налось во введении статьи, где утверждалось, что предел

В итоге из (18'), согласно (27) и (29), имеем

Из неравенства (30), ввиду условия (17) теоремы следует, что 
ряд (14) сходится равномерно относительно г £ [0,1]. Ввиду леммы 1 
отсюда вытекает утверждение теоремы.

Следующая теорема была доказана в работе [6].
Теорема В. Если для данного <р £ [0, 2«]

у/2—+ (31)

то
lim Bi (re1*, А) = Ba (elr, A) 

r-1-0
существует и конечен.

Теперь, объединяя следствие 1 теоремы 1 с теоремами 4 и В, а 
также теоремы 2, В и 4, приходим к следующим теоремам.

Теорема 5. При условии

2(1-|а,|)^1п —< + оо 
,=i 1 - 1а’1

функция Ba (z, А) всюду на [0, 2к] имеет радиальные предельные 
значения, кроме, быть может, некоторого множества Е, внешняя 
(1 + ч-Ухаусдорфова мера которого равна нулю. При этом почти 
всюду на [0, 2՜]

lim {г՜* D՜* log |Ва (ге'т, Л)|} = 0. г-* 1—0
Теорема 6. При условии
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Нт (ге'т, А) 
г-И-Э

существует всюду, за исключением, быть может, некоторого множе
ства £<=[0,2֊], 7-емкость которого—нуль, где 7£(1+я, 1) любое.

Отметим, что, согласно следствию теоремы 3, имеем также, что

Мь (£.) = О, 
где А — любая функция меры, удовлетворяющая условию 

ГА (г) , .| —^ «//■<+ оо. 

о

Имея в виду отношения между (1 4* а)-емкостью и (14՜ а ^хаус
дорфовыми мерами множеств, ясно, что теоремы 5 и 6 не покрывают 
друг друга и представляют самостоятельный интерес.

4Непрерывность функции Ва (г, А) в граничной точке. Сле
дующая теорема дает необходимый и достаточный признак того, что
бы 5, (г, А) была непрерывна в точке г = е'°.

Теорема 7. Если г = е1Ь не является точкой сгущения для 
последовательности Д = {а*|Г, то произведение Ва(г, А) абсолют
но и равномерно сходится и непрерывно в окрестности точки 
г = е'°, (|и|<1).

Доказательство. Запишем В* {г, А) в следующем виде: 

£Дг, Д)=П[14֊С.(и, а,)],
У=Г»1

где 

и, согласно (2)

ехр [— №а (г, а,)}.

В неравенстве
(32)

первое слагаемое оценивается как в работе [7]

11 - А. (г. а Л1 + 1 ~ К
Так как е‘п не принадлежит А', то для |г|-С1 можно найти постоян
ные г и о (г) такие, что

г — > е, при \г — е'й|

Следовательно, если |г| Д 1, то
2

г|а,|2
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Таким образом, согласно (1), ряд

2 [1—Ло (г, Я,)] (И<1) (33)
»—։

абсолютно и равномерно сходится при условии |г - е'»| < 3 (е) Но так 
как 1—Л0(г, а,)—регулярная функция в |д - е ]<о(г), |г| Л то ряд 
(33) абсолютно и равномерно сходится и непрерывен в (г — е'' |<3 (е),

Для оценки второго слагаемого из (32) заметим, что
, . м /1 — Ыл1+։

Ио (г, а,)— А. (г, а,)|< с ( - ---- ֊=Л 1
\Р՜՜ 2С4У|/

(см. [6], неравенства (26), (14) и (17)).
Следовательно

|Д0(г, а,)— Ал(г, при 1г-е'в1 < 8(е)»
|а>| £

откуда заключаем, что ряд

2 [Ло (г, а,)֊ Аа (г, а,)] (|г|<1)
*=1

абсолютно и равномерно сходится и непрерывен в \г — е'°| -С3(б)։ 
*1<1. ■в

Согласно (32) получим, что при ]г\ -С 1 ряд 2С։(г, а,) или, что
»=1

то же самое, [14֊ С« (г, а,)] = 5» (г, А) абсолютно и равномерно 
?=1

сходится и непрерывен в |г— е'®| С 3 (е), |г| 1, что и надо было до
казать.

5°. Непрерывность радиальной вариации функции В, (г, А). Для 
произведения В„ (г, А) определим радиальные вариации в точке е'7 еди
ничной окружности С следующим образом:

1
И (Вт, ®) = |Ва (ге/|₽, Д)| (1г.

о
Очевидно, что V (Вя, <р) есть длина кривой, на которую отображается 
радиус с концом в е/? посредством функции В, (г, А).

Как известно [6], при условии (31) V (Вт, <р) конечно.
Докажем теперь следующую лемму.
Лемма 2. При условии (31)

|В«(е^ Л|х?>0.
Доказательство. Согласно (2) имеем

Ва (г Д)
Во (г, А) ~ П ехр ~ (г> а’)1
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и, следовательно
В, (г, А)
Во (г, А)

= £ Ие [ 1Г0 (г, а .) — 1Г, (г, а,)].
*=1

(34)

В работах [2а, б] доказано, что 
Яе[1Г,(г, а-,) — 1Г0 (г, а,)] >0, 

а в работе [6] была установлена оценка

11Г, (г, а,) - Wo (г, «,)|< с '
\|е'?—а»|/

Используя условие (31), можем записать, что

2 Ке[1^,(г,а,)- 1₽о(г,а,)К 2 1 (г, а,)-1Г0(г, а,)|<с< + ®э.
•<=։ .
Поэтому из равенства (34) следует

1п В. (г, А)
Во (г, А)

(35)

Согласно условию (31) и теореме В можно перейти к пределу в не
равенстве (35) при г-♦1 — 0. Тогда получим

1п \В* (е'?, Л)! > — с > — со, 
так как |В0 (е/?, Л)| = 1. Лемма доказана.

Теперь нетрудно доказать следующую теорему, специальный слу
чай которой при а = 0 был установлен Р. Колуэлом [8].

Теорема 8. Пусть для функции Ва (г, А) в каждой точке 
окружности С удовлетворяется условие (31). Тогда И(Ва, ®), как 
функция от <р, терпит разрыв при ® = <р0 тогда и только тогда, 
когда е1г°£А', где А՛—множество предельных точек последователь
ности А = {а*}Г»

Доказательство. С помощью результата теоремы 7 доказа
тельство проводится как и в случае а = 0. Только необходимо иметь 
в виду, что в случае а = 0 при доказательстве существенно то, что, 
ввиду условия теоремы, \В0 (е\ Д)| = 1 для всех <р£[0, 2«]. При 
«£(—1,0) вместо этого необходимо использовать результат предыду
щей леммы.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступило 15.IV.1968

Վ. Ս. ՋԱՔԱՐՅԱՆ

Ջ, ՖՈԻՆԿՑԻԱՑԻ ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ ԵԶՐԱՅԻՆ ԱՐԺԵՔՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ 

Ամփոփում

Հոդվածում ստացված են նոր արդյունքներ (շ, A) ֆունկցիայի եզ
րային արժեքների մասին։
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Մասնավորապես ապացուցված է, որ եթե 

ч«=1
ապա Bi (z, A) ֆունկցիան ա 
վզային եզրային արժեքներ, բա 
նակությունր զերո, է' Ոգորում,

շ (1-|а.|)1+в<+°° (- 1<а <0)

մենուրեք [0, 2՜] հատվածի վրա ունի շառա- 
ցի գուցե մի £ րազմության, որի -[ = 1փ 1 ու- 

ամենուրեք [0, 2՜] հատվածի վրա

lim D՜^ log 15« A)t 0, 
r-1-0

բացի գուցե մի EC [0, 2к] բազմությունից, որի J =1 ունակութ յուն ր զերո էլ

V. S. SAKCHARIAN

ON RADIAL LIMITING VALUES OF THE 5« FUNCTION

Summary
Some new results on the limiting values of the 5« (z, A) function 

are stated.
In particular, if

2 (1 — |a,|)1+։<-f-00 (-l<«<0),
Vs=l

then the function 5« (z, A) possesses every where on [0, 2k] radial li
mits with a possible exception of a set E, whose 7 = 1+я capacity is 
equal zero. At the same time every where [0, 2k]

lim Z)"a‘log |5« (re/f, Л)| = 0, 
/•-♦1-0

with a possible exception of a set Ecz [0,2՜], whose 7 = 1 capacity is 
equal zero.
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Ս՚աբեմօտիկա 3, №№ 4—5, 1968 Математика

И. О. ХАЧАТРЯН

О ВЗВЕШЕННО-РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ ПОЛИНОМАМИ 

НА ДВУХ ЛУЧАХ

1°. Пусть на лучах Е-. arg z = ±— определена вещественная из- 
Р1

меримая функция » (Z) > 1 такая, что

tn ?“1 (0 ПРИ IИ -* ■+■ °°> f € Е, п = 0, 1, 2, •• •• (1)
Обозначим через С- (£) пространство непрерывных на Е функций, 
удовлетворяющих условию

/ (О (*) — 0 при ]f| —* + ос, Е.
Норма элемента f вводится следующим образом:

/е£ <Р (О

Из (1) следует, что полиномы входят в С? (£}.
Аналогично классической проблеме С. Н. Бернштейна [1] для 

случая вещественной оси в ряде работ ставился вопрос о нахождении 
необходимого и достаточного условия, накладываемого на функцию 
® (/), при котором полиномы составляют всюду плотное множества в 
пространстве Ст (Е).

Отметим здесь работы А. Л. Шагиняна [2], М. М. Джрбашяна 
[3] и С. Н. Мергеляна [4], где задача о весовой полноте полиномов 
рассмотрена на произвольных сривых довольно общей природы. При
ведем результаты этих авторов для того случая, когда аппроксима
ция совершается на двух лучах.

Из общего результата А. Л. Шагиняна о нормальных семействах 
аналитических функций следует

Теорема (А. Л. Шагинян). Если полиномы составляют всю
ду плотное множество в С9 (Е), то

Г 1п?(^ 1^1 = 4-00, Г —|Л| = + со, — -4- А = 2. (3)
] 1 + И1+0֊ 1 ] 1+Щ1+₽* Р1 р,
Е Е

М. М. Джрбашяном [3] получены достаточные условия для полноты 
з общем случае, когда .аппроксимация совершается на кривых в ком
плексной области. Из его результата, в частности, следует

Теорема (Л/. М. Джрбашян). Если функция у (1) удовлетво- 
ояет условиям (3) и нормально возрастающая, то есть представ
ляется в виде
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? ю (w) du
? (0 = ф(И) = С ехР J ------ ----’

1

где w (и) t + оо при и t + то полиномы составляют всюду плот
ное множество в С ДЕ).

Приведенные теоремы, окончательно решая поставленную задачу 
для нормально растущих весовых функций, одновременно показывают, 
что очень важно, в какой зависимости находятся полнота и раствор 
угла, на границе которого происходит аппроксимация.

Результат М. М. Джрбашяна получен методом интегрального 
преобразования Коши, которым позже пользовался также С. Н. Мер- 
гелян [4] при решении проблемы С. Н. Бернштейна для оси.

В 1957 г. Б. Я. Левиным этот метод распространен на общие 
функциональные пространства Банаха, что позволило ему ввести но
вые квазианалитические классы функций на оси и связать квазианали
тичность с возможностью весовой аппроксимации.

В работе [4] С. Н. Мергеляна дано необходимое и достаточное 
условие полноты без каких-либо ограничений на вес ? (t). Чтобы сфор
мулировать этот результат введем следующие обозначения.

Обозначим через множество полиномов р (z), удовлетворяю
щих условию

I» +11 
а через ф (z)

Ф (z) = sup |р (z)|.
peg)?

Теорема (С. H. Мерге л ян). Для полноты полиномов в С ДЕ) 
необходимо и достаточно, чтобы

ф (z) = + оо, z^E.

В настоящей работе приводится интегральный критерий полноты 
полиномов в С, (Е) для произвольной функции <р (t) аналогично кри
терию С. Н. Мергеляна для оси. Далее на основании этого критерия 
по схеме рассмотрений Б. Я. Левина, приведенной в [5], дается ха
рактеристика класса функций, допускающих аппроксимацию полинома
ми в том случае, когда система полиномов не полна во всем С, (£).

2 . Обозначим через D± угловую область |arg zl <՜ — » а через 
Рх

D3 — дополнительную область с раствором —» —__ |- — =2.
т , „ Pi Pi Р»
1 еорема 1. Для полноты системы полиномов в С, (Е) необ

ходимо и достаточно, чтобы

J (Ф, Ръ £) = J |<й| = + °°, Л=1, 2. (4| 
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(В дальнейшем для определенности будем предполагать, что р!>р։).
Доказательство. Необходимость. Пусть полиномы всюду 

плотны в С-ч (Е). Тогда, согласно общему критерию С. Н. Мергеляна, 
(х) = + со, я ££.

■Имеем
1п|р(а)|<(* 1п|р(/)| (,Ск^ <7з, г^Вк, к =1,2, (5)

3 ап

где 6*(/; а)— функция Грина области £>*.
Пусть теперь р (г) £ ЯК, т. е. |р (0|-С'НО« Из (5) имеем

1п |р (г)|< I 1п ф (/)
3 ап
Е 

для любого полинома р£ЯХ,
Беря верхнюю грань в некоторой точке Вк в левой части по

следнего неравенства, получим

Г |п| (() г<>) Л = + оо, г0£Вк, к = 1,2,
3 дп

что эквивалентно расходимости интеграла (4).
Достаточность. Докажем, что, если полиномы не плотны в С- (£) 

то J (<|>, р1։ £) < 4- оо.
Пусть полиномы не плотны в (£). Так как ЯХ9 = ЯК1, [4], то 

полиномы не плотны также в (Е). Тогда, согласно теореме Хана-Ба
наха, существует нетривиальный линейный непрерывный функционал, 
обращающийся в нуль на полиномах. Пусть И—произвольный функ
ционал такой, что

И[Г] = 0, и = 0,

Тогда для любого многочлена р (/) можем утверждать, что 

у р(/)~Р(^) 1 := 0, а£А (£=1,2).

Обозначая через £(а) = V |гЫ’бмем иметь р (г) Е(г) = V -

Пусть теперь р (г) £ ЯХ¥. Тогда

ин՛- р(0 Р (/М + 1

Ь+1|) ■ шах

/ — г

V р{1) 
I

/— г

где С—константа, не зависящая от полинома р £ ЕКТ, а о (а)—рас
стояние точки г до Е.

Таким образом, для любого полинома р (а)^ЯХ? имеем

|р(а)£(д)|<-^1±к!1, 
о (я)

319-3



откуда следует, что .
——----- (6)

или
С(1+|г|) 

о (г) ф (г)
Из общего вида линейного функционала в С-; (£) имеем

Г (г) у I _2_ I = А Г , 
\{-г] 2«Л] (*֊*)?(,)

Е

(6')

(7)

где о (з) — функция от длины дуги з, отсчитываемой от некоторой 
точки на Е, имеющая ограниченную вариацию на Е. Из (7) следует, 
что функция Е (г) голоморфна в областях и 27։.

Так как, по предположению, система полиномов не полна в С*4 (£), 
то ф (г) 4֊ оо хотя бы в одной из областей Если ф (г0) < 4՜ °°,

то, как следует из рассуждений С. Н. Мергеляна [4], ф (г)<^ 
4֊ оэ для всех г£Ок. Следовательно, возможны следующие случаи:

а) Ф (г) *\ + °°> г € А»’ Ф (г) = + °°> г € А>
б) Ф («)<4-
в) Ф(*) = 4-°°» Ф(2)<С + °°»

Рассмотрим первый случай. Пусть 
ф (г) = 4֊ °°, г££)2. (8)

Из (8), как при доказательстве необходимости, получим, что 
7(Ф» Рг, £) = 4" °°-

Далее из (6) и (8) следует, что при г £ £),

(9)

Тождество (9) означает, что функционал V обращается в нуль на 
функциях вида

р
У ак։Р^-гк)-^, гк^Е2
к=0

и на их замыкании (ах, р — постоянные числа, а* > 0 — целые числа),

<9,)

Далее из (9) на основании известной теоремы И. И. Привалова 
заключаем, что функция

2՞։ 3 (^~-։)Ф (0 2^։’ 3 (< — г) ф (Г) (9")
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почти всюду на Е имеет предельные значения изнутри области 
с /п 3։(0 .равные —цу, т. е. Р (0 = ^у

Обозначим через и> = X СО функцию, конформно отображающую 
область £>! на круг |ш| 1. Обратную функцию обозначим через
г = ■; (и).

Отобразим область на некоторую ограниченную область с1г 
плоскости Z посредством функции Е = (г— Яо)՝՜1, Тогда функ
ция /(О = /д (£) будет голоморфной в с!г и непрерывной в замкнутой 
области Следовательно, по известной аппроксимационной теореме, 
найдется такая последовательность многочленов (Е), что

Ит <2п(Е) = 7л(Е)Л->4-00

равномерно в замкнутой области с1г. В частности, это равенство вер
но и на границе области Возвращаясь к переменной г, получим, 
что функцию X (0, а также функцию /_п (0 при любом натуральном п 
можно равномерно приблизить полиномами R (—-—\ Но из

\1—гй /
равномерной аппроксимации будет следовать аппроксимация с весом 
ф (I), следовательно, согласно (9') будем иметь

И[хя(*)] = 0, и = 0, 1, 2, •• 
или

Г х’(0ММ, (0=
у *

У СяЛ։(-г (С)) = 0, п =0, 1, 2, - -, 

|:.=1
откуда следует, что функция з3 (в) = о2 (у (е/а)) абсолютно непрерывна 
при 0-^0<С2՜ и, следовательно

2я
У С" аз (&) =0, п = 0, 1, 2, - ..

о
Возвращаясь на плоскость г, будем иметь

" = <>, 1, 2,■■■•

Далее функция Е (7 (ш)) голоморфна в круге |ю| 1, почти всю
ду на окружности |ш| = 1 имеет предельные значения Е (7 (е/8)) = 
= Л1(С))-

Рассмотрим интеграл

У Р (7 (С)) 7' (0 С" л = уЛ0 X" (0 

1«|=1 Е
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- ( М Г V Л = У г. (0 * = о. - - °. ։- 2. • • ■ ■

£ 11 ' £ ‘
Это означает, что функция Г (7 («,)) у' (ш) принадлежит классу Нг и, 
в частности, классу А в круге |го|<1. Следовательно

2՜
У |1п|Г(7 (е'в)И'(в'։>)1| </»< + «>. 

о
Но легко видеть, что интеграл

2к
У 1п 1т' (е/а) |</П 

о
конечен, следовательно конечен также интеграл

2т.
У|1п|Г(Т (е/0))|| <Ю. 

о
Переходя к переменной Л получим

С. а,($) |Л| /1(ПР"+«ПИ1^>՜"- (10)

Но на основании известного неравенства

У / 1п уехр/ с1\1 = 1

можем написать, что

Из (10) и (11) следует, что

Таким образом, в случае а) имеем

/(՛?, Р1. £) < + 00, 7(Ф, Р։, £) = + °о.
Отсюда вытекает, что случай в) невозможен, так как в противном слу
чае мы получили бы, что / (ф, р1։ Е) = + оэ, /(ф, р2> Е) 4֊ со։ что 
противоречит предположению р2 рх.

Перейдем теперь к рассмотрению случая б). Пусть Ф (г) < + 00 
для любого г. Тогда среди функционалов V, обращающихся в нуль на 
степенях £Л, п — 0, !,•■՛, найдется такой, что соответствующая функ
ция Г (я)^0 ни в одной из областей £)* (Аг=1, 2).
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Обозначим через 23* угловую область, лежащую строго внутри 
йк, со сторонами Ей, параллельными сторонам области 2)* и равно
удаленными от них.

Из представления (7) следует, что Г (г) ограничена в областях 
2Л (к = 1, 2). Следовательно, согласно теореме Карлемана

1 I - II ► л.1 11

£2

|1п|Е(#2)|| ,
-—г;,՝ . \ + °°»

£1
откуда, учитывая оценки (б), будем иметь

} (Ф> Рх, Ё) < + оо, / (ф, рг> Е2)

Из условия рг > рг и из (12) следует, что
(12)

(13)
Из (13) вытекает, что субгармоническая во всей плоскости функ

ция 1п ф (г) имеет гармоническую мажоранту в той угловой области с 
границей Ег, которая содержит множество Е (эту область обозначим 
через £)). Следовательно ] (ф, р1։ Е) + со, и доказательство теоре
мы 1 завершается.

Но мы докажем несколько больше, а именно, установим, что 
/(Ф, ?2. £)<+ °°.

С этой целью запишем неравенство

1п|р (*)1< ֊ [ ЫР (*а)1 д֊2'’ |Л21,
2* у дп

Е2

где С—функция Грина области 2). В частности, полагая г = Ъ £(-Е, 
будем иметь

1п|р(01< ֊ Г 1п |р (*.)| дС^ 0 1Л.1, ^Е, 
2т. 3 дп

Е2
откуда следует, что

1п ф (2) < л ('1п Ф <*«) -дв(!2’ 0 # £> <14)
2^ J Оп

Е2

где, вследствие (13), интеграл в правой части сходится для любого

Умножая обе части неравенства (14) на (1 + |2|1+р" )—։ и интегри
руя по множеству Е, получим

е' ^2
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Но имеем оценку
С dG(t2՛, t) 1Л1

дп

dG(ft; О 1<&1

Г dG(G;O \dt\
J 'dn 1 + |f|։

£i___ Г 
J dn 

hi>֊i/.i

1

1-И41+р*

I + ft

_ Г dG(it-, t)
<-Р» ) дп

dG (f2; t) 
dn

«< TTwF-
С։

£

W

откуда, вследствие условия px>pa> получаем
Г dG (ft; t) |<ft| . const 

дп 1 + 1 И։+ь
(16)

Из (16), (15) и второго из неравенств (12) следует, что 

/('Ь р։,£)<+ °°-
Таким образом, мы доказали, что в случае б) сходятся оба интеграла

3°. Предположим теперь, что полиномы не составляют плотногс 
множества в С9 (£"). Это означает, что в С? (Е) существуют непрерыв- 
ные функции, которые нельзя приблизить полиномами с любой напе
ред заданной точностью. Выясним теперь следующий вопрос: каким!- 
должны быть те непрерывные функции из (£'), которые все же до
пускают приближение полиномами?

Множества функций, допускающих приближение полиномами в слу 
чае неполноты полиномов во всем С¥ (£), различны в зависимости О' 
поведения функции 6 (г) в дополнительной области О2, т. е. они раз
личаются в зависимости от сходимости или расходимости интеграла 
/(Ф> Ра> Поэтому эти случаи мы будем рассматривать отдельно.

Рассмотрим первый случай:

а) /(Ф, Р1> £)< + °°, /(?> Ра, ^) = +
Пусть функция /0 (/) £ Ст (£) такова, что для любого £ о существует 
полином р ЦУ такой, что

!/о (*) —/>(«)!< з.
Отсюда следует, что для приближающих полиномов имеем р || < 
<И/о!1+1 = с или

֊И-гИЗК, 
с
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следовательно
\р (z)|<c ф (z)< + œ, zÇZ>i,

то есть эти полиномы составляют нормальное семейство в любой под
области Z? i : ]z|-<՜/?, z^Dr Следовательно, из семейства {р (z) ) мож
но извлечь подпоследовательность {/>* (z)J, равномерно сходящуюся в 

к голоморфной функции. Но эта функция на Е- (t Ç Е?, если
?(0¥=+°c) совпадает с Это означает, что функция/0 (f) анали
тически продолжается в Dv Продолженную таким образом функцию 
обозначим через /0 (z):

/0 (г) =Um рк (z), z^D^
Имеем

|/о(г)1<:ст' (г)> 
i/oWKc-m

Из сходимости интеграла J (ф, р։, Е) и из неравенства

ln ф (z) < — Г 1п ф (0 dG^'z) ds, z^D, ■
2՜ J on

E

заключаем, что субгармоническая функция ln ф (z) имеет гармоническую 
мажоранту в и

1п ф (х) = о (х?՛ ), х -> 4֊ œ.

Следовательно, ln |/0 (z)| также имеет гармоническую мажоранту в Dy 
и 1п |/о(х)| = о (хР>) при х—» + со.

Таким образом, обозначая через (£) множество функций / (z) 
из Cç (£), голоморфных в D± и удовлетворяющих условиям:

I. In |/(z)l имеет гармоническую мажоранту в Du

II. 1п |/ (х)\ = о (х₽‘ ) при х —► + оо, 
можем утверждать следующее.

Теорема 2. Пусть полиномы не составляют всюду плотного. 
множества в С,(Е). Тогда функции из Cf(E), допускающие ап
проксимацию полиномами, входят в множество С9 (Е).

Возникает вопрос: когда любая функция из Cç (Е) допускает ап
проксимацию полиномами? Ответ на этот вопрос дается нижеследую
щей теоремой.

Обозначим через ÎKX множество голоморфных в Z)x функций 
f{z), непрерывных в (за возможным исключением точки z=oo), 
удовлетворяющих условиям I и II, и таких, что

1, lim , z =0,

a через фх(г) = зир |/(z)|.

Теорема 3. Пусть полиномы не составляют плотного мно
жества в С9 (Е). Тогда для того чтобы полиномы составляли всю
ду плотное множество в С? (Е) необходимо и достаточно, чтобы

1/(0
К + 1
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фх (я) = ф (г), 2 € А- (17)

Доказательство. Необходимость. Пусть множество полино- 
мов влево в с; (£). ТО есть для любой функции / (Оес, (Е) и 
для заданного ։>0 существует тако» поливом р. (I), кто

? (О

По условию теоремы имеем

Функция

в, (18)

(19)

(20)

всюду конечна и ограничена на Ец. Наряду с нормой (2) введем но
вую норму

Докажем, что, если 
Из (20) имеем

»-да-
/(<)^с;(£), то 1/л=и>

(20')

В/ИСА/Их- (21)

Из определения 9 (/) при р£2К будем иметь 
зир |р(0(Ж)-1 е-1 Ю|<1» т. е. НМ+1)-1 111 <1.

Неравенство Цр (£)(<+1)՜1 ||<х влечет неравенство Цр (О (£ + I)՜1 [Х-С с

Йр(О(* + 1)-Ч>Н*)(*+1)-11к
и, следовательно, для полиномов д (<)= (<-(-1) р (О получим 

19(011=117(081. (22)
Из условия (18) имеем [|рп — рт[| -* 0. Из (22) заключаем, что 

Цр«—Р/п|11-*0, т. е. последовательность {рЛ| сходится в себе по ^норме 
(2')» значит она сходится к некоторой функции /х (0:

ИтЬ ֊/1111 = 0. (23)

Но функция 9 (/) всюду конечна и полиномы не составляют плотного 
множества в Се (Е). По теореме 2 заключаем, что /х (0 € Се (£). Из 
(21) и (23) следует, что

11т ЦрЛ—/Л = 0. (24)
Рассмотрим функцию /, («) = /(/) — Д (£). Из (18) и (24) следует, 

что И/։11=0. Докажем, что Д (г)=0. Из / £ С? и /1^СвсС՝9 и из не
равенства 1п (а + 6) < 1п+ а + 1п+ Ь + 1п 2 выводим, что /, С,. Пред
положим, что /»^0. Тогда существует точка такая,'что/2 (я0)=/=
=/=0. С другой стороны, так как по предположению полиномы всюду 
плотны в Сф, для произвольного N существует полином р (£) такой,
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что |/։(0-р(^)К֊֊- и \р(г0)֊/2(г0)1 < 1/(^о)1- Н° 1/Л =°> еле-
/V Д

довательно, ]р (/)Ц < — или

О (Ц=^р

Имеем | <2 (г0)] =/У|^(г0)О Л |/։(г0)|. Вследствие произвольности

/V отсюда заключаем, что ф (г0) = + °°, что противоречит условию 
теоремы. Таким образом, /2(г)=0 и /։(^)=/(я) и, следовательно, 
Ит |/֊р41 = 0.

Далее имеем Ц/]|= ]{т|рл1 |!Д = Из (22) заключаем, что
М = ИД- Итак, из (18) следует

I/(0 —Рл (01 <--Е 
8(0

Теперь докажем равенство (17). Возьмем произвольную точку 
г0£. А и пусть 8^>0— произвольное число. Подберем функцию /г(г)£ 
£ С? (Е) из множества £0?! такую, что

I/« (*о)1 >Ф1 («о)՜3-
Выберем полином р«, п (0 (- ПК так, чтобы 

1!рг,л(О—/։ (0Ь<е, 
где г 0 — наперед заданное число. Отсюда следует равномерная

сходимость последовательности {рг,, п (0) к /։ (*) на отрезке [0,2 |г0| е ] . 
Но {рг,л (г)}(или некоторая ее подпоследовательность) сходится в об
ласти \г\ 2 |г0|, г £ Ог. Легко видеть, что предельная функция должна,
совпасть с /г (г). Следовательно

Ит |р։,Л (г0)| = |/г (я0)|, 
откуда заключаем, что

зир \р (г0)| > ]/г (г0)| > фг (г0) — 3,

значит ф (г0) > фх (г0).
Обратное неравенство очевидно, т. е. имеем равенство (17).
Достаточность. Докажем, что при равенстве (17) в рассматривае

мом случае, т. е. когда
Ф (г)< + °°> Д; Ф (г) = + °°, г€£>2, 

иобой функционал V, обращающийся в нуль на полиномах, есть тож
дественный нуль в С¥ (Е).

Итак, пусть система не полна в Ст (Е). Тогда она не полна 
также в Сф (Е). Пусть V—произвольный нетривиальный функционал,, 
зртогональный всем степеням 1П V [/л]=0, п=0, 1, 2,-՛-. Продолжим, 
рункционал V на пространство С7 (£).

Обозначая через
/г(г) = V [ 1 I = 1 Г 1 Г ,

Н — г ] 2^ (#—г) ф (О 2’1։ 3 / — г 
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будем иметь Г (г) «О, *€ А- В теореме 1 установлено, что тогда 
31(з) будет абсолютно непрерывной функцией и предельные значения 
Г(#) функции Г (я), почти ВСЮДУ На множестве Ь совпадают с

3;(s)=3'(s)ö->(0, Т. е. имеем
1

2՜/ .) t—z
E

Это означает, что функция Р (г) представима своим интегралом Ко
ши в угловой области и, следовательно, в любой подобласти 
£>{*’; *€ А-

Пусть / (г) — любая голоморфная в функция, непрерывная в 
и удовлетворяющая условию

|/(г)|<|ф-Ц)Ш *6 А- (25)
Функция (г) — / (г) ■ Р (г) представима интегралом Коши в области

А(')=Л — = Г—(26)
2՜/ J / — г 2^1 ,) (—г 2՜/ ,) Д — г

Г/г Ея сл
Имеем

1А (01=!/ (01 |Г (01 < С |/ +1| ф (О = с |/ + И н' (0|, (26')

откуда следует абсолютная сходимость интеграла

л т
Е

для любого г£Е. Из (26), устремляя R к бесконечности, получим, 
что существует предел

Ит А Г—= (28)
/?-«■- 2кг £ — г 

ск 
для любого

Докажем, что предел в левой части равенства (28) существует 
для любого конечного г, т. е., что {г} — целая функция. Имеем для 
любого г, /г|С??0 (2?0 — произвольно)

1 ГА(О
2тЛ t —z

dt=O,

где интеграл берется по границе области |argz|<—, Ro <^R |г| 
2рили
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Для данного г^>0 при достаточно больших R и R' имеем, вслед
ствие абсолютной сходимости интеграла (27),

следовательно, для достаточно больших R и R' будем иметь

т. е. существует предел

Пт Л Г—^=*(*)Я-*+ «• 2~1 I ч — г 
с7?

для любого г, равномерно в любом конечном круге < Ro, откуда
следует, что £ (я) —целая функция.

Устремляя R к бесконечности, из (26) получим

/(я)^(г) = ֊т(,/и)/Г(0- Л + я(г), г 6 Л 
2к։ 3 I—г

Е
ИЛИ

и| <^1-

Далее при г £ £), имеем 

или
X глхл=х
2~1 3 — я 2՜/ .) I — г

ся Ек
откуда, устремляя R к бесконечности, получим

*(*)=—(\—л> я с а. 
2-1,] я

(29)

(30)

Оценим теперь целую функцию Я (я). При я£А из (29), как при 
доказательстве оценки (6), имеем

]^(я)|<
[ Г — я

+1/(я)|-|Г(я)!<||1И|- С1(1+14) 
о (я)

Из (6'). (25) и (31) следует оценка

+ |/(я)|-|Г(я)|.

(31)

о (я)
(32)



При zÇA из (30) и (26') следует, что

zkD։>
te (х) H-о, X—-оо. (33)

Но легко видеть, что из условий (32) и (33) вытекает, что 8Ы-0.
Таким образом, для любой голоморфной в £>։ и непрерывной в 

функции, удовлетворяющей условию (25), имеем

у | /(0-/W. | = о, zÇ Dt. (34)

Пусть теперь А (г) — произвольная непрерывная в Д функция из 
С;(£). Тогда из (17) будем иметь |А (z)| < с ф (z), следовательно, 

функция Â(z) = (z-zo) h (г), z0^D1 удовлетворяет условию (25). То
гда из (34) получим

у | A(Q-Â(z) | _0>

Полагая здесь, в частности, z=z0, будем иметь V [Л (<)| =0, т. е. 
функционал V равен нулю на всех непрерывных в Dx функциях 
A (t) 6 следовательно, и на всех функциях пространства С?.

Замечание 1. Доказанная теорема тесно примыкает к резуль
татам А. Л. Шагиняна [2] и М. М. Джрбашяна [6] о взвешенно-сред
ней аппроксимации по площади полиномами голоморфных в Dr функ
ций, когда весовая функция ? (z) = ? (|z|), гСД( частного вида 
(А. Л. Шагинян) и когда она нормально возрастающая. Именно в этих 
работах впервые было установлено, что для аппроксимации голоморф
ных в Dx функций полиномами в области нет необходимости тре
бовать расхождения интеграла j (?, р1։ Е), а достаточно расхождение 
интеграла /(?, р2, Е).

Замечание 2. Если условие (17) не выполняется, то полиномы 
не могут составить плотного множества во всем С-. Однако в этом слу
чае можем утверждать, что, если голоморфная функция / (z) удовлет
воряет условию If (z)f -С сф (z), zÇDj, то она может быть приближена 
полиномами (в доказательстве достаточности нами использовано толь
ко неравенство |А (z)| с'Ъ (z)).

Перейдем теперь к рассмотрению второго случая:
б) J ('?> Р*, £) < + оо, к = 1, 2. (35)

В этом случае имеем ф (z) <^4- оо во всей плоскости и, как и в тео
реме 2, получим, что любая функция, допускающая аппроксимацию по
линомами в С? (А), должна на множестве Е- совпасть со значениями не
которой целой функции (которую мы обозначим через /0 (z)) и

I/o (г)|<сф (z).
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Из (35) и из неравенств

1п ф (я) < — [ 1п ф (0 -4-^- г 6 Я*, к = 1, 2, (36)
2- дп

где Си — функция Грина области /)*(&= 1,2), следует, что субгармо
ническая функция 1п ф (г) имеет гармоническую мажоранту в каждой 
из областей £>* (Л=1, 2) и

Ф (z) A (s) ехР (® lzJ₽* )> z € А.
Нетрудно убедиться в том, что в рассматриваемом случае

/(Ф, Р։, £■*)<+°с, к =1,2,

где Ек — параллельно Е и лежит в £>*. Тогда, написав аналогичные 
(36) неравенства по множествам £*, заключаем, что А (г) А <^4- оо 
и, следовательно, асимптотически

ф (z) -С A exp (s |z*jp* ), z££>*, Л=1, 2

в замкнутом угле £>л(Л=1, 2). Отсюда следует, что функция /0(г)— 
целая, порядка рг и минимального типа и такая, что 1п |/0 (г)| имеет 
гармоническую мажоранту в каждой из областей /)*(£= 1, 2) и асимп
тотически

1п )/0 (г)| < А ехр {в |ж|₽» ], г £ £>2.

Таким образом, обозначая через Ст (Е) множество целых функ
ций / £ Ст (Е), обладающих перечисленными свойствами, можем утвер
ждать следующее.

Теорема 4. Пусть полиномы не составляют всюду плотного 
множества в Сч (Е) и пусть / (ф, р։, Е) <2 4֊ со. Тогда функции из 
Ст (£), допускающие аппроксимацию полиномами, входят в множе
ство С, (А) (точнее: на Е? совпадают со значениями некоторой 
функции из СФ).

Чтобы сформулировать утверждение, аналогичное утверждению 
теоремы 3, введем следующие обозначения.

Обозначим через £0?! множество целых функций / (г) £ С?, удов
летворяющих условию

Ж
<+1

<1, lira —---- =0,
(t -t-1) ® (О 

а через фх (z) = sup \f (z)|.

Теорема 5. Пусть полиномы не составляют плотного мно
жества в C<f (Ь) и пусть /(ф, р8, Е) <^4՜ со. Тогда для того чтобы 
полиномы составляли всюду плотное множество в Cf (Е) необходи
мо и достаточно, чтобы

. Ф1 (z) = Ф (z)-
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Ж „ „п г«теству не отличается от доказательстваДоказательство по существу
теопемы 3 поэтому мы его опускаем.

4» Рассмотрим теперь задачу весовой полноты полиномов в про
странстве непрерывных функций, заданных на нескольких лучах.

Пусть на множестве £-совокупности лучей £։, Ег,---, Е„, исхо
дящих из начала координат и перенумерованных в порядке возраста
ний аргумента, определена вещественная функция Т «) >1, стремящая
ся к 4-« быстрее любой степени |#|- при |*| - +и пусть СДЕ) 
означает пространство непрерывных на Е функций/«), удовлетворяю
щих условию / «) ?֊։ (О - 0 при |4 -> 4- со, Е. Норма элемента / 
определяется, как в пункте 1°, равенством (2).

Угловую область, ограниченную лучами Л* и Л*+։ (Дя ч — А,), 

обозначим через £>*. *+։, а ее раствор — через ֊ (к = 1, 2,• • •, и).

Обозначим далее через множество полиномов р (г), удов
летворяющих условию

а через ф (г) = зир 1р (г)|.

Теорема 6. Для полноты системы полиномов в С? (£) не
обходимо и достаточно, чтобы

]՜ г^-1й1=+ (Эт)

Ек + £Л+1
Доказательство. Необходимость доказывается как и в тео

реме 1.
Докажем, что, если полиномы не плотны в С- (£), то хотя бы 

один из интегралов (37) сходится.
Пусть полиномы не плотны в С? (£). Тогда они не плотны также 

в Сф (А), и пусть V- - произвольный нетривиальный функционал в СДЬ) 
такой, что И«л] =0.

Введем, как и в теореме 1, обозначение

I—г
С е'т № «) 
] ф«)«-г)

Если ф (г) < + со во всей плоскости, то по схеме доказательства тео
ремы 1 легко устанавливается сходимость всех интегралов (37).

Пусть теперь ф (г) = + со в некоторых областях. Рассмотрим ту 
из них, которая граничит с областью, где ф (г) < + со. Пусть эти об
ласти суть £>12 и А>23:

Ф («) = + «», г € А։, ф (г) < + оо, г £ А>23.
Тогда будем иметь

А(г) = 0, (38)
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Представим функцию Р (г) в виде

^(0 = /։(^)+/2(4
■где

/ / > 1 Г е»»ЮЛ(з) г(. 1 Г Н'><Мз)

Е, + Е, Е-(Е,+Е,)

Из (38) следует, что в области £>21 (я) = — /2 (г).
По теореме Привалова можем написать, что почти всюду на Ей

или

Ит Л(г) + /2(0 = 3х (О
■ио

Пт 
*->*Е, 
։ЕВ„

Нт Г(г) = 
г-Ь-Е, 
ко*

откуда следует, что
а' (О
■НО

(39)

Записав теперь Г (г) в виде
еМ')(/з (з)
О֊«) ф (О

и учитывая, что /* (г) представляется интегралом Коши в области £>23

2"г J 1—г 
Е,+ Е.

будем иметь представление
Р(г) = — Г d-^^ 

' 2т4 3 1֊г
Е,¥Е,

(40)

Из (40) следует сходимость интеграла

Е,Л-Е,

1п 1^ (01 
1 +

1Л|,

где /’(#)-- предельное значение функции Е(г) в точке 1^_Е2 + Е3 из
нутри области £)23. Тогда из (39) будет следовать сходимость ин
теграла 

1 + |*р+р- ’

откуда, как и в теореме 1, следует сходимость интеграла

(41)-
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Сходимость интеграла (41) по лучу Е3 устанавливается аналогич
но, если ф (г) = 4- со в области Если же ф (*) < 4֊ «>, г££>։Ъ то 

сходимость интеграла
-]Л|

доказывается как и в теореме 1.
Замечание. Легко видеть, что приведенное доказательство не

обходимого и достаточного условия полноты полиномов на системе 
лучей применимо также в случае, когда аппроксимация совершается на 
произвольной системе кривых в комплексной области, удовлетворяю
щих условиям М. М. Джрбашяна [3].

5°. Приведем теперь несколько примеров весовых функций, пред
ложенных С. Н. Мергеляном. Эти весовые функции интересны тем, 
что они стремятся к + °о существенно разными скоростями на различ՞ 
ных лучах, при этом по одному лучу требуется минимальный по шка~ 
ле экспонент рост, а по остальным лучам рост диктуется требованием 
полноты на рассматриваемой системе лучей.

1. Рассмотрим сначала весовую аппроксимацию на вещественной 
оси.

Пусть на оси (—со, ■+•«») весовая функция ® (f) определена сле
дующим образом:

e ехр И», t<0 
I exp (f|?, t^-0.

Докажем, что при а > 1/2, {3 > 1 система полиномов всюду плотна в 
Ст (— СО, + оо).

При применении общего интегрального критерия весовой аппрок
симации С. Н. Мергеляна или Н. И. Ахиезера и С. Н. Бернштейна 
мы сталкиваемся с определенными трудностями, вызванными возмож
ным резко несимметричным ростом весовой функции о (f), поэтому мы 
применяем метод, принадлежащий Б. Я. Левину, который ^связывает 
полноту с квазианалитичностью определенных классов бесконечно диф
ференцируемых функций на оси (— со, -f- оо).

Обозначим через SR множество полиномов р (z), удовлетворяющих 
условию

I? (х)1 < ? W (— СО < х <+ оо), 
а через SK1 — множество полиномов R (z), удовлетворяющих условиям 

j/?(x)|<exp |хР, -- со 4- оо,
(«01 < exp I ։/|2’, ’ — оо < у < -f- оо, 

и введем соответствующие функционалы

sup Ip (z)I = ф (z), supjR (z)l = ф։ (z).

Легко видеть, что из ф (z) = 4՜ со, Im z =^= О следует тождество 
■?i(z)=4-°o, Im z-Re z=/=0 и обратно. Это означает, что полнота по- 
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хиномов в С-. (— то, + то) эквивалентна полноте полиномов в С¥1 (Е), 
՝де

(tx= J ехР ИР» ~ °° < t < + 00
I exp I#]2*, Re t — 0,

։ через E обозначены координатные оси.
Предположим, что нет полноты в (—то, + то). Тогда нет 

юлноты также в C-r, (Е). Это означает, что на Е существует функция 
’ (t) ограниченной вариации и такая, что a (f)^ const и

n = 0, 1, 2, - -. (1)
J ?i(0

Рассмотрим функцию

/(-■) = (л)+/,(;.),

Мде
4-/<ю

А 00= J е'л e-l'l2* do (t), (2)

— /со 

ос

Д (X) = у em в֊И* do (t). (3)

Так как по условию 2а >1, 2р^>2, то функция Д (X) голоморфна 
полуплоскости ReX=n<^l, а Д (X)—целая, следовательно,/(X) 

оломорфна в полуплоскости и<^1. Из (1) следует, что f֊r^ (0) = 0 
։ = 0, откуда заключаем, что f (X) = 0, или

АОО+ДОО^о. (4)
Оценим целую функцию Д(Х). Из (3), применяя неравенство Гель- 

ера, получим

|/,(Х)|< fei'lWe-l^/JaWKCexp (А|Х|*' ), ֊ + ֊; =1, 
J 1 \2₽ / 2? 2?— ОО

• е. А 0) имеет порядок 2р' < 2.
Далее из (3) следует, что на вещественной оси — то и со 

'2(и)|<Сс, а из (2) следует неравенство |Д (ги)|-Сс, —0о՝Си<С+00» 
ледовательно, согласно (4), [Д0‘и)|-Сс, —то <^-и со.

Таким образом, целая функция Д (X) ограничена на координатных 
сях. Так как ее порядок меньше двух, то она ограничена во всей 
лоскости и, следовательно, постоянна.

Итак

Уe'/k е' PI2,3 do (f) = const,

9—4
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откуда следует, что

tn e^,l'2?da (t) = 0, n=l, 2,---.
е

Но функцию / (о — И] можно приблизить полиномами р (t) (р (0) = 0) 
на оси (—оо, + °о) при наличии веса exp 2ß > 1, следовательно, 
a(/) = const, при --со<7<+°о, что, в свою очередь, дает/j 
т. е. о (?) := const на мнимой оси. Таким образом, мы получили, что 
а (/) = Const на Е, что противоречит условию и, тем самым, наше ут
верждение доказано.

2. Приведем теперь аналогичный пример весовой функции, опре
деленной на двух лучах комплексной плоскости. Пусть Е означает 

систему двух лучей argt = 0 и argt = — (р 1), и пусть на Е опре- 
Р

делена весовая функция ср (t) следующим образом:
ехр |#/а, arg t = 0

7t 
ехр ]#Р, arg t= — • 

P
Докажем, что, если а^> 1/2, ß>p, то система полиномов полна в 
С? (£), т. е. покажем, что из равенств

о Ч) =

Г =0, п=о, 1, 2, •••
J ? (о

следует, что а (f) = const на Е.
С этой целью составим функцию

/().)= СсЬ/хГ^.
3 ? (0

Как и в первом примере, легко показать, что / (/.) =0. 
вим / (л) в виде / (л) = ().) + /2 (/.), где

Предста-

Jch]/Ü в֊1'!’ do (0, 

о
(1)

е "1/1,1 do (t). (2)
и о

Функция /2 (/.) — целая. Из (2) с помощью неравенства Гельдера убеж-

даемся, что /2 (л) имеет порядок ß'
\2ß'

1 Л— = 1J и нормальный тип.

Далее опять таки из представления (2) следует, что /2 (՝/.) ограничена 
7t на луче arg /. = it-------
Р MJ-i/p)
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Представление (1), в свою очередь, нам дает следующую оценку на 
вещественном отрицательном луче:

(3)
Из (3) и тождества Д (X) 4֊ /2 (л) = 0 следует, что /2 ().) также 

> ограничена на отрицательной вещественной полуоси

1А(Р֊1 е'ЧКс.

Таким образом, целая функция /2 (X) ограничена на сторонах угла

« (1—1/р)<; arg л-С к раствора—, имеет порядок р' и нормальный тип. 
Р

Раствор дополнительного угла обозначим через — 4—— =2^.
Pi \ Р Pi /

l Легко видеть, что Р' р, р' рх, и, применяя принцип Фрагмена-Лин- 
делефа, заключаем, что /2 (X) = const, то есть

I*
е>“ __

Г ch Xf е՜ (t) = const, 

о

? что, в свою очередь, дает <7з (/) = 0 на луче аг§4 = —. Тогда из тож- 
Р

ь, дества(X)-{-/2 (X) = 0 будет следовать, что /2 (X) ^0 или с!з (?)=0
1 на луче (0, 4՜ 0°)։ что и требовалось доказать.

Заметим, что тем же способом можно доказать, что, если

o(t) =
exp fI/։, arg t — 0

exp |t|? In (14-|f|), arg f = — ,
P

г то опять полиномы всюду плотны в Сч (Е).
Отметим здесь, что существует функция Л (£), определенная на 

т полуоси (—оо, 0) и такая, что система полиномов полна в Си (— оо, 0) 
я и вместе с тем эта система не полна на оси (— оо, 4՜ оо) при весе 

ф(0 = л (0, f<0 
exp t?, t >0

н ни для одного конечного значения р.
3. В первом примере мы показали, что в случае веса

exp |t|’, Im t = О, а > 1 
exp |f|₽, Ret = O, р^>2

о система полиномов полна в С? на координатных осях. Сейчас мы по- 
я кажем, что полнота имеет место также в случае веса 



322 И. О. Хачатрян

® (0 =

exp#’, arg t = о, я > 1/2

exp |#|3, arg#=—, ß>2

exp |#Р, arg t = к, 7>1

exp |#|։, arg# =3 у, о>2.

Без ограничения общности можно предположить, что 9 — Р. Для дока
зательства достаточно установить, что из равенств

Г = 0, n = 0, 1,2, "
J ?(0 Е

следует, что t/s (#) = cons# на координатных осях.
Составим функцию

/(>-) =

Она—целая и
/(2л)(0)= (' = 0, n = 0, 1, 2,•••,

J ? (О 
£

т. е. / ().) — нечетная функция, следовательно
/(Х) + /(-Х)=О. (1)

Представим / (>-) в виде / (л) = А (X) 4- А (>), где

Г х//«/а(#)| е ---------
,) ? (О

А(М= J e-1'l’e Л(#),

о
+/~ _ О _ о

Ä(М = J е (#) 4- у е е—14т^а(#) + е e~l/^rfo(#) =

Ü —аи — /so

„ /1Ч = А1(М+Аг(М + Аз(М. (2
Из (1) имеем

А (М + А (֊ >■) + А (>0 + А (֊ >֊) о. (Г)
Функция А ().) 4-А (— А) ограничена на мнимой оси, следовательно, 
сумма А 0՝) 4՜ А (—'՝) также ограничена на мнимой оси

IA (։ W) + А ( -i Р-|)| < С. (3)

По А (М ограничена в области — <arg Ä < т:/24- — так как
4 4

lAi (х)1 < с, ֊ < arg к<к 4- ,
4 4

1А։0՝)1<с, 0<arg).<K,

JA։ (Ml -Се,---- — < arg 3 — >
4 4



О приближении функций 323

и, значит
1/»(/|Ч)1<с. (4)

Из (3) и (4) следует ограниченность /2 (X) на отрицательной мнимой 
полуоси

|/2(-/Р))1<с. (5)
Рассмотрим функцию 22 (X). Она ограничена в верхней полуплос

кости и

Из (5) следует, что

С помощью неравенства Гельдера легко показать, что функции 
4

/21 О՝) и /гз (X) имеют порядок —, а функция/22 (X) имеет порядок<^2.

Таким образом, целая функция /22 (X) имеет порядок < 2, ограни
чена в верхней полуплоскости, а по мнимому отрицательному лучу 

4 _имеет порядок роста . Отсюда с помощью известных соображе-

/ . 4 \
ний (рассмотрение функции /22 (X) -exp (аХ₽), р\--1 получаем, что

\ »3 /

4/22 О՝) имеет порядок . Следовательно, функция /2 (X) имеет по- 
О

4
рядок меньше —. Применяя принцип Фрагмена-Линделефа, получим, 

что /.2 (X) = сопв£. Доказательство нашего утверждения заканчивается 
как в предыдущих примерах.

4. Следующий пример относится к вопросу о весовой полноте 
системы {t п} на вещественной оси. Во всех работах, посвященных 
этому вопросу, полнота системы {f ՛՞} исследовалась при предположе՜ 
нии, что система степеней {#"} полна.

Но естественно ожидать, что, если система {/>7!} богаче системы 
|Г}, то она может быть полной при меньшем требовании, налагаемом 
на рост весовой функции '■? (t), как это имеет место при приближении 

п
2

на одном луче: например, система } полна на полуоси (0, 4՜ °с) в 
случае веса exp f1,4, хотя система {f} не полна.

Но, с другой стороны, легко видеть, что в случае веса <р (/) та
ком, что

In <р (f) dt 
------------\ + 00.1 + f2 ’

никакая система U՞}, Cj-CIXn+i — Хп| с2 не может быть полной в 
С? (— оо, ос). Тем не менее мы покажем, что по одному лучу рост 
весовой функции можно снизить за счет обогащения системы {f1}.
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Определим весовую функцию Ф «) на оси (-«=, + со) следующ, 

образом:
f exp |/|’, t 0> a V4 

?(0-lexp/\ f>0, ?>1, 

и покажем, что система {<’"} полна в С, (- + »), хоти
{fl может и не быть полной (если

Мы должны показать, что из равенств

= 0, л = 0, 1, 2, • ■ •

следует тождество a (f) = cons/. 
Составим функцию

/(М = Ф«>
Как и в предыдущих примерах, 
ставляя / (X) в виде

о

из (1) следует, что /(>.) = 0.

/(>֊) = t e֊Wada (/) +
о

2՛

будем иметь
/։(Х) + /2(Х)=0.

Функция А (X) ограничена на луче arg X
2’

следовательно,

также ограничена на этом луче. С другой стороны, f։ (X) ограничен; 
на отрицательной полуоси. Таким образом, целая функция /2 (X) удов 
летворяет условиям

/А(ЛМ)1<с,

IA (-Р«1)1 < с. (2
С помощью неравенства Гельдера легко устанавливается оценка

IA (Х)| < С exp (С1|Х|»'). А ч- 1 = 1, (3
4,< 4?

то есть /, (X) имеет порядок 2'>' 2/3 и нормальный тип. Из (2) и (3
следует, что /2 (X) = cons/, и доказательство заканчивается, как и 
предыдущих примерах.

Автор выражает искреннюю благодарность М. М. Джрбашяну 
Б. Я. Левину за обсуждение работы и ценные советы.
Институт математики и мехааики

АН АрмССР Поступило 6 V.196
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Ի. Z. հԱՋԱՏՐՅԱՆ

ԱՆԸՆԴԴԱՏ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԿՇՌԱՅԻՆ-2ԱՎԱՍԱՐԱՋԱՓ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆԸ 
ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐՈՎ ԵՐԿՈՒ ՃԱՌԱԳԱՅԹՆԵՐԻ ՎՐԱ

Ամփոփում

Հոդվածում բհրված է անհրաժեշտ և բավարար պայման որպեսզի հար
գության երկու ճառագալթների վ_րա' £ տված £ (/) > 1 կշռով հնարավոր լինի 
ամեն մի անընդհատ ֆունկցիայի Շգ (£•) տարածությունից մոտարկել բազ
մանդամներով (/£ Շք (£), եթե ք{է)՚հ 1 (/) —♦ 0 երբ |ք| —» 4՜ °°, է £ £, 
իսկ տարածության նորման որոշվում է (2) բանաձևով)։

Այդ պայմանը (4) ինտեգրալների տարամիտությունն է, որտեղ

փ (ք) = sup խ (ք)|, Ւս11 — և — (— + ր- = 2 Օ<1 Իւ P. \Px .Pa /

դիտարկվող ճառագայթներով կազմված անկյունների մեծություններն են։ 
քննարկված է նաև այն դեպքը, երբ ամբողջ Շգ (E) տարածությունում 

այդպիսի մոտավորություն հնարավոր չէ և նկարագրված է այն անընդհատ 
ֆունկցիաների դասը, որոնք թույլատրում են նման մոտարկում։

Հոդվածի վերջում բերված են ոչ սիմետրիկ կշռային ֆունկցիաների մի 
քանի օրինակներ։

I. O. KCHATCHATRIAN

ON WEIGHTED-UNIFORM APPROXIMATION OF CONTIN1OUS 
FUNCTIONS WITH POLYNOMS ON TWO HALFLINES

S u m m a r y

The necessary and sufficient condition of completeness with weight 
for polynoms in the space C» (E) of functions continious on two half
lines is given.

The condition is the divergence of the integrals

f ln\?2p Wl, 2,J 1 + |f|1+p* 1
E

where E stands for the halflines, where the approximation takes place, 

— and — are the angles, formed by these halflines and <|> (t) is related 
Pi Pa

■to the weighting function ® (f) as follows

<}> (f) = sup |p (f)|.

!(<+։) ?«))
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The case, when .he po.^.s
c”u»a, wh'llh'may' be 'nevertheless approximated with polynoms, is des- 

Crib<teveral examples of nonsymmetrlc.l weighting functions are gtven.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ւրաթևժաււփկա 3։ ХйХв 4—5, 1968 Математика
է А. А. ТАЛАЛЯНО СИСТЕМАХ ФУНКЦИЙ, РЯДЫ ПО КОТОРЫМПРЕДСТАВЛЯЮТ В МЕТРИКЕ Լր [0, 1] ФУНКЦИИ " ПРОСТРАНСТВА Լ, [0, 1], 1 < р < ЧВведениеПусть |?л (х)|—система функций, принадлежащих пространству՜ Д» [0> 1]> 1 -С Р <С °°, и М — некоторый класс функций, входящих в 

Կ, [о,1].1 Определение 1. Система {?Л (х)) называется системой представ- 1 ления функций класса М в метрике Լբ [0, 1], если для любой функции 
/ (х)£М существует ряд
сходящийся к /(х) У С*<р*  (х), Л=1в метрике Լբ [0, 1], т. е.2 Ск <?*  (х) — /(х)Р<1х = 0.

(1)'
(2)

В том частном случае, когда М = ЬР [0, 1] и для каждой функции / (х) сходящийся к ней ряд (1) определяется единственным образом, система {<рЛ (х)) будет базисом пространства Ьр [0, 1].В настоящей работе устанавливается, что некоторые основные свойства базисов пространства Ьр [0, 1], касающиеся представления произвольных измеримых функций рядами (см., напр., [1], теорему 1)՛ и вопроса сходимости почти всюду разложений по базисам пространства Ьр (см. [2], [3], [4]), имеют место также для любых систем {срЛ (х)}, являющихся системами представления функций класса Ьч [0, 1] в метрике /у [0, 1], где 1 7 со.Доказательство этих теорем в общих чертах совпадает с доказа-■ тельством соответствующих теорем о базисах, однако в некоторых местах необходимо применять методы, существенно отличающиеся от методов, примененных в случае базисов.Для формулировки первой теоремы удобно привести следующее определение, введенное в [1].Определение 2. Будем говорить, что ряд 2 ип (х) почти вездеЛ—1 конечных измеримых функций на множестве й асимптотически сходит-



А. А. Талалян328С« К фу««»»» /(■») » ““ ЛЮбОГ° ,>0 "°ЖНО 0ПР'Д'-ЛИТЬ множество Ес^ такое, чтотез £> тез С— Е>л^ ]
Рбх=О. (3)

Имеет место следующаяТеорема 1. Пусть р и Ч - любые числа, удовлетворяющие 1<<„х-л<<оо и (х)} — система представления неравенству г,л' " . гп
класса Ьч [0, 1] в метрике пространства ЬР\У, 1]. •

- ֊ ------------- на отрезке [0, 1] из-Тогда для любой почти везде конечной 
меримой функции ! (х) существует ряд5]а*<р*(х),  (4)асимптотически сходящийся на этом отрезке к / (х) в метрике Ьр.Вторая теорема, доказанная в настоящей работе, представляет обобщение и, в некотором смысле, усиление формулируемой ниже теоремы Ульянова и Олевского о расходимости рядов Фурье по полным ортогональным системам после перестановок.Теорема (Ульянов—Олевский). Если [?л (х)} полная в £2 [0, 1] ортонормированная система, то существует расходящийся почти всю*  ду на отрезке [0, 1] ряд вида2 (5)

А=1 
еегде ’У < + оо и {■**}  — некоторая перестановка последовательно-

Л=1сти натуральных чисел.Заметим, что в работе [2] П. Л. Ульянова аналогичная теорема была доказана для базисов пространства £2 [0, 1].В дальнейшем эта теорема была усилена и обобщена в разных направлениях. Именно, А. М. Олевский [3] показал, что в сформулированной выше теореме ряд (5) можно выбрать так, чтобы он был рядом Фурье непрерывной функции по системе {?,А(х)]. Ф. Г. Арутюнян [4] распространил теорему Ульянова на базисы любого пространства Ер [0, 1], р > 1. При доказательстве всех этих теорем фундаментальную роль играет установленный П. Л. Ульяновым факт о том, что ряд Фурье некоторой функции класса £2 [0, 1] по некоторой системе {՛/.՝*  (х)}, полученной после определенной перестановки системы Хаара {/.» (х)}, может неограниченно расходиться почти всюду на отрезкеИспользуя приведенное в [3] усиление указанного свойства системы Хаара (см. [3], стр. 349) и несколько видоизменяя метод, примененный в работах [3] и [4], можно доказать следующую теорему.



О системах функций 329Теорема 2. Пусть р и д — числа, удовлетворяющие неравен
ству 1 ■<р д<^со, и {?л (х)}— система представления класса £? [О, 1| в метрике пространства ЬР [0, 1].

Тогда существуют сходящийся в метрике ЬР [0, 1] рядУ ал ©Л (х) (6)
и последовательность [■**},  полученная путем некоторой переста
новки последовательности натуральных чисел {п}, такие, что ряд2 а-к Ък (х) (7)

*—1

расходится почти всюду на отрезке [0, 1].Нам представляется целесообразным обратить внимание на некоторые вопросы, возникающие в связи с теоремами 1 и 2.1. Пусть р>1 и М с Ьр [0, 1] — некоторый класс функций, для которого верна теорема 1, если заменить в ее формулировке класс Д, (0> 1] классом М, иначе говоря, из того, что (<рЛ (х)} является системой представления функций класса М в метрике Ьр, вытекает, что для любой конечной измеримой функции / (х) существует сходящийся к ней асимптотически в метрике ЬР ряд (4).Множество всевозможных таких классов функций М с: Вр [0, 1] обозначим через Ар.Естественно поставить вопрос о том, насколько узкими могут быть классы М, принадлежащие множеству Ар? Может ли, например, такой класс М совпадать с классом дифференцируемых функций?2. Обозначим через Вр множество всевозможных классов М с ЬР [О, 1], для каждого из которых верна теорема 2, если заменить в ее формулировке класс [0, 1| классом М.Иначе говоря, М^ВР, если для любой системы {®Л (х)), являющейся системой представления функций класса М в метрике Ьр существуют сходящийся в метрике ВР ряд (6) и некоторая перестановка последовательности натуральных чисел, обладающих тем свойством, что ряд (7) расходится почти всюду на [0, 1].Возникает вопрос: насколько узким может быть класс М, принадлежащий множеству Вр? Может ли, например, такой класс М совпадать с классом дифференцируемых функций?3. Представляются интересными также вопросы о взаимоотношениях между множествами Ар и ВР для данного р, вопросы о взаимоотношениях между множествами Ар, а также—между множествами Вр в отдельности.Можно ли, например, утверждать, что Ар — Вр?Можно ли утверждать, что АР сн Ая, если 1 < д р? Ответы на вышеприведенные вопросы нам неизвестны. Теоремы 1 и 2 лишь частично отвечают на вопросы, поставленные в пунктах 1 и 2.



А. А. Талалян330 § 1. Вспомогательные утвержденияЛемма 11 Пусть X - сепарабельное /-пространство*  с не
которой нормой И- ^Х>и X'-подмножество множества х, тоже 
являющееся сепарабельным ^-пространством с некоторой нормой Ы2, х£Х',где И2 сильнее, чем Н**-

Определение /'-пространств см. [5], стр. 81.
** Если х£А' и ||։Л — ж||3 — 0, то ||«л — ։||։ ֊» 0.

Множество таких элементов х содержит множество X'.

Пусть далее последовательность <хя( отличных от нуля эле
ментов пространства X обладает тем свойством, что для любого 
элемента х £ X существует ряд

который сходится к х

Нтп 
/!-*■  »

V СПХЯ, 
/1=1

по норме пространства X, т. е.
Л2 с*х*  — х |=0.

(1.1)
(1.2)

Тогда для любого е > 0 существует о > 0 такое, что, если < 3 
то найдется ряд (1.1), который сходится к х в смысле равенства (1.2) и, кроме того, удовлетворяет условию5ир | 2 8. (1.3)

1Доказательство. Обозначим через у = у (х) класс рядов (1.1), сходящихся по норме пространства X к одному и тому же элементу хСХ. Другими словами, у—класс рядов (1.1), удовлетворяющих (1.2) для данного х£Х.Рассмотрим множество У всех классов у— у (х), где х—всевозможные элементы из X, для которых существуют сходящиеся к ним в метрике пространства X ряды (1.1)***.  В множестве У естественным образом можно ввести линейные операции и норму.Если у, = у (х^ и у։ = у (х։), то через ух+уа обозначается класс рядов, сходящихся по норме пространства X к элементу х1+ х2. Если 
У ~ У (х) и с — действительное число, то через су обозначается класс рядов (1.1), сходящихся к элементу сх. Отметим, что в полученном линейном пространстве нулевым элементом является класс тех рядов, которые по норме пространства X сходятся к нулю.Каждому элементу у £ У приписывается нормаЫ = Ы зир У с*х*  . [е*1 п II ||1 (1.4)где {с*}  последовательность коэффициентов ряда класса у.



О системах функций 331Нетрудно видеть, что линейное пространство У с нормой (1.4) является /•’-пространством (см. [6], замечание 2).Рассмотрим совокупность Z упорядоченных пар (х, у (х)), где х пробегает множество X' и у (х) —класс рядов вида (1.1), сходящихся к элементу х по норме пространства X.Легко видеть, что множество X становится /•’-пространством, если определить линейные операции и норму соотношениями® (х։, у (х։)) + ? (х2, у (х2)) = (ах։ ?х։, ау (хх) + ?у (х։)) == (“Х1+?х2, У + ?х2)), (I-5)В(х,И*))1  = М.+Ы*М;  (1-6)непрерывность линейных операций и свойство инвариантности метрики (1.6) непосредственно следуют из соответствующих свойств пространств X' и У.Проверим выполнение свойства полноты. Если последовательность элементов (хя, уп) = (х„, у (хл)), п = 1, 2,••• фундаментальна в смысле метрики (1.6), то Иш К ֊ хт11։ = 0, (1.7)т-*<к1нп — ։/□= Нга Цу (х'п - х^Ц = 0. (1.8)
п, т-^оо п} пИз полноты пространств X' и У вытекает существование элементов 

х£Х и у' £ У таких, что1։т Цх^ — х||2 = 0 и Ит 1у'п — у'|) = 0. (1.9)
Я -♦ « • я ■*  «Пусть х'£Х— тот элемент, к которому сходятся ряды класса у', т. е. 

у' = у (х՛). Тогда из определения нормы (1.4) и из того, что ||ул— = Ну {хп — х')|1 ”* 0 ПРИ п ֊» со, вытекаетПтК-х'11 = 0. (1.10)
п -*  гоС другой стороны, из первого равенства (1.9) выводим, чтоНт [|х„—х^ = 0. (1.11)

П -*  гоСледовательно, х = х' и последовательность {(хл, у (х’п))} сходится в метрике пространства Z к элементу (х, у (х))£Х.Рассмотрим отображение А {(х, у (х))] = х /•’-пространства Z на /•’-пространство X՛. Так как линейный оператор А непрерывен и взаимно однозначно отображает .2 на X', то обратный оператор Л՜1, отображающий X՛ на 2, тоже непрерывен ([5], стр. 114). Тогда для заданного е > 0 можно определить 6 > 0 такое, что, если Цх^ < о, х £ X՛, то Цу (хЖ11у(х)||-|-И2<е. (1.12)Из (1.12) и (1.4) непосредственно вытекает существование сходящегося к х в метрике пространства X ряда (1.1), частные суммы которого удовлетворяют неравенству



(1.13)
Тем самым лемма 1.1. доказана.Положим в формулировке этой леммы Х= Ьр [0, 1], р > 1
X == кд [0, 1], д > р, тогда справедливаЛемма 1.2. Пусть {?я (х)} — последовательность отличных 
от нуля функций пространства Ьр [0, 1], обладающих тем свой
ством, что для любой функции / (х)^Ьч [0, 1], 1 < р < д существу

ет ряд 2 с*ф*  (х), (1-14)
*=1

который сходится к / (х) в метрике ЬР [0, 1].
Тогда для любого е>° существует о>° такое, что, если /(х)€^[о,1]и /9К/(х)||й? = Н (/(х)|’ с/х) <0, (1.15)

\о /

то существует сходящийся к / (х) в метрике 1.р [0, 1] ряд (1.14), 
частные суммы которого удовлетворяют неравенствам

При доказательстве теорем применяется следующаяЛемма 1.3. Пусть {?я (х)} — система отличных от нуля функ
ций пространства ЬР [0, 1], являющаяся системой представления 
класса Ьр [0, 1] в метрике пространства [0, 1], 1-С/>-Сд, и 
I — действительное число.

Тогда для произвольного е 0 можно определить о 0 такое, 
что, если [с, с/] с [0, 1], (1 — с<^>, то для любых 0 и натураль
ного И существуют функция Ф (х) и полином по системе {^п (х)} 
вида

тУ С*<р*  (х), 771 > Л, (1,17)
М+1

удовлетворяющие следующим условиям: 

где множества Ьу, Ег состоят из конечного числа непересекающих- 
ся отрезков, лежащих на отрезке [с, (1} и



О системах функций 333£։ П Ег = 0, тез Ег — тез Е2 = -±- (<1—с);

т

(1-19)
2'. (1.20)

*-=Л’+1

р3°. (1.21)Доказательство. Заметим, что, не ограничивая общности, можно считать />0. Согласно лемме 1.2 существует о^>0 такое, что ■для любой функции / (х) £ Ьд [0, 1] из неравенства
И/(х)И£’вытекает существование сходящегося во2 а*  <р*  (х), частные суммы которого 

«-։ II 11^ в
8, (1.22)к / (х) в метрике Др [0, 1] рядаудовлетворяют неравенству

4’ п=1,2,- •• (1.23)
*=1Пусть (1.24)Рассмотрим последовательность {фя (х)], где

т'-ч о , х [с, (/] (1.25)и {Сп (х)} — система Радемахера.Так как̂ (х)Ь = ^-(с/-С] 
£

(1.26)то для каждой функции фп (х), п = 1, 2,-• • существует сходящийся к ней в метрике Ьр [0, 1] ряд 2 а* л) <рл (х), (1.27)частные суммы которого удовлетворяют неравенствуа{ия)<РА (х) 8—, /=1, 2, 4 (1.28)Из (1.28) вытекает, что для каждого фиксированного значения к последовательность чисел а* Л), п = 1, 2,ограничена. Следовательно, существует возрастающая последовательность натуральных чисел
т1 та Л1/ (1.29)такая, что каждая последовательность {а« }, рый конечный предел Ьь11т = Ьь, 1 к (1.30)



А. А. Талалян334 Рассмотрим последовательность рядов (1.31)
ТаК КаК Пт <№= о, 1 < /V, (1.32)

}- -то число /о можно взять настолько большим, что <1-33)
Фо (*)  = Фт/0-1 ~ (1-34)Пользуясь тем, что ряд 2 сУ-чих) (1.35)»=1 сходится к % (х) в метрике Тр, возьмем т А такое, чтобы2 С^<р*(х)-Фо  (х) р < -у • .(1.36)Теперь легко убедиться, что функция -ф (х) 9 ф0 (х) и полином2 с* ?*(х)^  2 с^<Р*(х),  ск=с№ , П<к<т (1.37) 

*=Л’+1 *=Л'+1удовлетворяют условиям 1°, 2° и 3° леммы 1.3.Выполнение условия 1° непосредственно следует из (1.25), (1.34) и из определения функций Радемахера 4Я (х), п = 1, 2,••••Условие 2° выполнено ввиду (1.33) и (1.36).Так как, согласно (1.28)
| 2 4«Ф*(х)  +|2

(1.38) то для полинома (1.37) выполнено также условие 3° и, следовательно, лемма 1.3 доказана.§ 2. Доказательство теоремы 1Лемма 2.1. Пусть {®я (х)} — система представления класса А? [0, 1] в метрике Ьг [0, 1], 1-^р<Сд, а / (х) — функция, принимаю
щая постоянные значения на каждом из непересекающихся отрез

ков (а*,  6Я], и равная нулю вне множества Л= у [а*,  6*].
Тогда для любого натурального П и положительного числа а>0 можно определить ступенчатую функцию ё (х) и полином по 

системе {=„ (х)} вида



О системах функций 335
т2 с*ф*  (х), 

k^N~\
т^> N,

'довлетворяющие условиям

g W =» fM, х^Е
-f(x), х^Е'О , х£[0, ll-CÆUÆ1'), (2.1)

де множества Е, Е' состоят из конечного числа отрезков Е\)Ь'аЬ 
։ £ П Е' = 0, mes Е = — mes Л, mes Е' --֊ А • mes Д, (2-2) 4 4

g (*)1 < rnax |/ (х)|, х£ [0, 1]*, (2.3)I 2 с*ф; (х) — g (х) | < а, (2.4)
2 с*ф*(х)| < a 4-|(g (х)ЦЧ ЛЧ-1<л<т, (2.5)

1 *-Л'+1 “

1
« 4р . р ; л р х 1/р2 с*»*(х) | = ( I 2 с*?* (х) dx \ <о, 7V+l<n<m. (2.6)

»■-=Л’,1 ’ед \ J *=i 'Доказательство. Пусть число о0 выбрано так, что оно /довлетворяет условиям леммы 1.3 для каждого значения I функции г(*)  и для г =Разделим множество Û на конечное число непересекающихся интервалов Л/, гдеmes А;5, 1 (2.7)Согласно лемме 1.3 для заданных ^= ^l, ц= — и отрезка [с, о(]=А/ 2«;можно определить функцию ф։(х) и полином
т/2 с*<р*(х),  (2.8)

*=^+1которые удовлетворяют условиям
=

h, xÇÆl0
-h,0, x6(0, ii-^’u^0), (2-9)

Неравенство (2.3) вытекает из (2.1), но для дальнейшего удобно привести его 
отдельно.
5—319



A. A. Талалян336где h- значение функции f (х) на интервале Д/, а множества £?> и £.V> состоят из конечного числа непересекающихся отрезков, лежащих на А/ и J£(/)п =0, J#0 U Ж с , mes E^ = mes& = — mes Д,, (2.10)
"ч .2 с*ср»(х)—’]»/(х) (2.11)

, Ni+Kn^.mi, !■</■< 4. 2Выбирая для каждого Д/, 1<4 функцию '?/(х) и полином очевидно, можно требовать, чтобы выполнялось также условие
М — Л/ц /V, = гп! -1, 1 < г 4.

(2.12)
(2.8),
(2.13)Докажем, что функция я(*)  = 2'Ь (*)  

м
(2.14)и полином 

т « т12 с*?*(х)^2  2 сл®«(х), 7Уг =М, т — т^ (2.15)
£=Л'-т-1 ЛвЛг/+։удовлетворяют условиям леммы 2.1. В самом деле, полагая

Е= (J E[l), Е' = (J £1°
/”1 '^1 (2.16)и учитывая условия (2.9), (2.10), можно немедленно проверить, что условия (2.1), (2.2) и (2.3) леммы 2.1 для функции (2.14) выполнены. Далее, согласно (2.11), имеем

У mi J2 2 с*?*(х)֊2  Ф։(х) t=֊i *=A7+i  /=i с*р* (х) —'1>/(х) te-A'j + l (2.17) Из (2.17), где положено у = 4, и из равенств (2.14) и (2.15) вытекает выполнение условия (2.4) леммы 2.1.Пусть и число у выбрано так, чтоЛ//+1<п<т7, (2.18)Проверим выполнение условий (2.5) .и (2.6).В том случае, когда у = 1, выполнение этих условий следует из (2.12). Если же 2<у<4, учитывая (2.17) и (2.12), будем иметь
I

я 1Лр а/-։ пЧ Лр . я /п2 ст(х) < V 2 С4?*(х)  +( 2 С* ?,(х) <
*-л+1 1Й*-" +։ II ]*̂ +1 II
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(2.19)3 другой стороны, так как ■Li(x) = 0, х£сА/, имеет место :ТВО неравен-
(2.20)Из (2.19) и (2.20) следует (2.5).Так как сАссА/ и, следовательно, ф/ (х) = 0, xÇcA, то из (2.11) ледует, что

1 РЛр И яУ, С4?*(х)  ՛ < 2 слф*(х)  — ф/(х) < —, 1<7<<;. (2.21)' ît-Wj+l Il ci Ua-Æj+I IIСчитывая (2.21) и (2.12), получимУ слфл(х)*=.v Lp Ц/-1 т‘ «= | У} 2^ С*<р*  (х) + 2 Сл?л(х)
ГА Ü/=1 *=.v z-t 1 b^Nj+1

\Lpdsi
аким образом, выполнено также условие (2.6), и лемма (2.1) дока- ана. Лемма 2.2. Пусть {®л (х)} — система представления класса [0, 1] в метрике пространства кр [0, 1], 1 р у, а { (х) припи

шет. постоянные значения на каждом из непересекающихся от- 
езков [а*-,  Ьц], 1^Л^в и равна нулю вне множества △= (] [ал, 6л].

Л-1
"огда для любых натуральных чисел R и И и положительного 
исла т)>0 существуют полином по системе {?« (х)} вида

т
Н(х)= 2 ахАх), т>И (2.22)

измеримое множество F с удовлетворяющие условиям 
/ 3\кmes F = mes А — ( — ) • mes A, \4 / (2.23)

(2.24)
(2.25)

де cA = [0, 1] — Д.
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(2.19)3 другой стороны, так как А*(х)  = 0, х£сД/, имеет место неравенство ' ||Лр<’*(«))  ,!</<<;. (2.20)

4з (2.19) и (2.20) следует (2.5).Так как сАс: сА/ и, следовательно, Ф/ (х) =0, х£сД, то из (2.11) следует, что1 Ц т‘ 3У С*?*(х)  ) < 2 сА?*(х)  —ф/(х) <7~» 1<*<С.  (2.21)
I I*—^4-1 Уел И*-ЛГ|+1 IIУчитывая (2.21) и (2.12), получим

Iя иЛ/' И'՛՜1 т‘ " ■ \LpVc*?*(x)  = |V V с*<р*(х)  + c*?*(x)  I <
А==ЛГ Ис A У /=1 fc=Arj-t I 4"-։jV y 4-1 ДУ֊1 g mi |] n< I 2 et?*  (*)  +1| S CA<P*

/=! lié-Л'/4-1 L1 Uk=A'j+l

'аким образом, выполнено также условие (2.6), и лемма (2.1) дока-ана. Лемма 2.2. Пусть {?я (х)}— система представления класса [0, 1] в метрике пространства [0, 1], 1 р -С д, а { (х) припи
шет постоянные значения на каждом из непересекающихся от- 
՝езков[ак, 6*],  1СЛ<^з и равна нулю вне множества Д= д [а*,  6а]. 

к-1
гогда для любых натуральных чисел R и И и положительного 
исла т)^>0 существуют полином по системе (оп (х)} вида

Н(х)= 2 Ск^к (х), m>N (2.22)
*=ЛЧ-1

измеримое множество F с А, удовлетворяющие условиям / 3 \Я mes F = mes А — ֊nies А, (2.23)
\\H(x)-J(x)^ = Q|/(x)-H(x)|₽rfxy"’<Tj, (2.24)

F

Ck*k (x) LP
< n</n, (2.25)

де cA = [0, 1] — Д.



где М = тах |/ (х)|.Эта лемма доказывается путем леммы 2.1. На первом шагу применим последовательного применения лемму 2.1 для функции / (х), 
______Ч _натурального и положительного числа а -Тогда мы можем определить ступенчатую функцию gl (х) и по-.лином вида /п,2 с*?*(х),  fc=N+lудовлетворяющие условиям О , х £ сД — [0, 1] — △

(2.27)
(2.28)где Ег состоит из конечного числа отрезков и 2^ С тез Ех = -—те։ Д,|gl(x)l<M xÇ[0, 1], т> Ц£Р 71

(2.29)(2.30)(2.31)
Lp < + Ил (х)Р' < ֊- + м W (2-32)| 2 с*<? А(х)
2 с* ?А(х)|£р<-^։ ЛА+Кп-Стр (2.33)

*-^+1 и 27?Заметим также, что согласно (2.28) и (2.31) будем иметьУ ад(х)-/(х) (2.34)
II *—ту + 1 Е>Пусть определены ступенчатые функции (х), множества Ег, 1-С։-Сл» 

с, R и полиномы т<2 с*ф*  (х), 1 < ։ <с < R, (2.35)
Л=Л^+1удовлетворяющие условиямс /с ■ / 3 VU Ei с А и mes й Et = mes Д — ( — ) • mes Д,։=i i=i \ 4 /где множество Д։ = Д — (J Et

(2.36)
(2.37)



О системах функций 339'является соединением конечного числа отрезков;?/(х)-0, х^сА, \е1 (х)|<2'-] -М, х£ [0, 1], 1<7<4, (2.38)У, ?1 (х) = / (х), х е О Е1, 
1-1 м

(2.39)/V = 7У։> т1 = М+1, 1 <4 — 1, (2.40)I 2 ։ 2_«?«« ֊2*  ы | ' < ֊.։ < R- (2-«)
'Положим А (х) = / (*)  — У 8‘ (х). (2.42)Из (2.38) и (2.39) следует, чтоА (х) =0, X е <А, сА- = [0, 1] - А., (2.43)(/-(х)|<2'-М • (2.44)Применим лемму 2.2, полагая в ее формулировке / (х) = А (х), Ы=т-., з = Тогда определяются функция g-.+l (х), множество £"с+1 и полином «с+12 с*<р*  (х), Л(--и = т-_, /тц+1> /А+1 (2.45)*=лг,+։ +։такие, что шах (£<;+։ (х)| <2- -М, (2.46)Л+1 (х) = /с (х), X е £:+։, ?7+1 (х) = о, х е сДе, (2.47) где множество Е~+\ является соединением конечного числа отрезков и^+1С Д«;» п։ез£’։+1 = — тез Дг, 4 (2.48)

(2.49)

Теперь заметим, что, в силу (2.36), (2.37) и (2.48)0 Е) с А и тез д Е1 = тез Д — (— ) тез А 4֊ тез £^+1, (2.52)
1-1 1=1 \ 4 /



A. A. Талалян340где i i / 3 Ymes Æ-j-i = — mes ~ ( "л՜ ) meSшсо zj y 4 /Из (2.52) и (2.53) следует /3 \'+1'u Et C A, mes 'и Ei = mes Д - Ç—) ֊ mes Д.Далее, из (2.39), (2.42), (2.47) и (2.48) вытекает 
ç+i с+։2 g/(x)=/(x), U £/.
/-1

c+ ։Так как Д+i (x) =/(x) ֊3 есть стУпеячатая Функция и 
1-1

(2.53)
(2.54)
(2.55)

множе-
ство Дс+1 = Д — и состоит из конечного числа отрезков, то опи- 

1-1санное выше построение полиномов (2.45) и функций (х) можно продолжить неограниченно.Для всех значений 0 -С 5 ՝'''֊ Е — 1 будут выполнены условия (2.48)-(2.51) и (2.54), (2.55).Положим
т R

Н(х) = 2 с/<г*(х)=  2 2 с*с*(х),  Л\ — /V, т- = 7У-+։, тк = т 
*=ЛЧ1 с=]*-Л ’„+1 . ‘ (2.56)и О

Е= и (2-57)
с-1Легко видеть, что полином (2.56) и множество (2.57) удовлетворяют условиям (2.23)—(2.26) леммы 2.2.В самом деле, (2.23) выполнено согласно (2.54), где положеноИз (2.49) и (2.56) вытекает

R Lp R i,
ЯЫ֊2» «V 2 

C=1 с-1'!*=Л' с+1

C*<P*(x) —#;(x)| <T, (2.58)
и, следовательно, на основании (2.55), где ; = /? — 1, и (2.57) получаем|Н(х)֊/(х^/<71. (2.59)Остается проверить выполнение (2.25) и (2.26).Пусть Л+1^п<т и число г выбрано так (см. (2.56)), что

N, < п -С пи, 1 i R. (2.60)При ։=1 в (2.60) выполнение (2.25) и (2.26) вытекает из (2.51) и (2.50), в которых положено с =0 (см. также (2.32) и (2.33)).Если же г'^-2, имеем
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л I—1 тс л2с*?*(х)=2  2 с*фА  (х)’+ 2 с*? я(х), M<n<mz, z<Æ.

*-w+i --:*=Л7+։  *—.V/+1 (2.61)Из (2.61) и (2.51), где 1 -Cs-^г, получаем
Л |Л/> Л-1. Л1- J.p ц л iУ Ck'tk(x) || <2| 2 сЛ®*(х)  + 2 c*7*(x)  | <— -vOi.

‘4-W+I 'еЛ -_Jjt=A-.+1 Uci jIjk-ATj + l * (2.62)i из (2.50), где 1 < ç -C z, вытекает
л |I4/J /—I2 C*®* (x) < 2

Л=»ЛГ+1 j] ç=l

/лг

S c*f*(x)
k-.Vj+1■7!+Л/-2 2--՝. (2.63)

с-1СледовательноV с*ю*(х)  |Ду’<7!+2'֊։-Л/<7։ + 2^-М, 1У<п<т. (2.64)
՛՛ *«=Л  + 1 IТаким образом, лемма 2.2 доказана.На основании леммы 2.2 устанавливаются две леммы (см. леммы 2.3 и 2.4), которые непосредственно применяются при доказательстве теоремы 1.Лемма 2.3. Пусть {<рп (х)} — система представления класса /.ДО, 1] в метрике пространства Ьр [0, 1], 1-Ср-С<7 и Е (х)—почти 

везде конечная измеримая функция, равная нулю вне некоторого 
измеримого множества Е, Ес [0, 1].

Тогда для любого натурального И и положительного <Г>0 мож
но определить множества Е1г Ег и полином вида2 слф*  (х), тп>Л, (2.65)

А-ЛЧ-1

для которых выполнены условияa) Е, mes /j > mes Е— а,P) F։cz сЕ, mes F2 > mes сЕ— а, сЕ = [0, 1],— Е,

1) j 2 с*<р*(х) -F(x) |^<а,
S) | 2 с*ф*  (x) I <;а, W+1-Cn-^zn.U k-N+1 taДоказательство. Возьмем ступенчатую функцию/(х), обладающую свойствами / (х) = 0, xÇcA, (2.66)где Д — соединение конечного числа отрезков



A. A. Талалян 342____________ ~mes Afl^>mes E— — > 
mes сД ПсЕ> mes cE— a, |Æ(x)-/(x)l<V’ £

£Далее возьмем натуральное число R такое, что

(2.67)(2.68)(2.69)
(2.70)

Применив лемму 2.2 для N, R и ч = -֊ определим полином (2.65) и множество F, которые, согласно (2.23), (2.24) и (2.25), будут удовлетворять условиям (2.71)mes F^> mes Д — — »Fcb,

(2.72)
(2.73)

Положим = ГП Е, л = сА п сЕ. (2.74)Из (2.71) и (2.67) следует, чтотез Гх }> тез Е — ■з. (2.75)Следовательно, множества Ег и Г2, определенные равенствами (2.74) удовлетворяют условиям а) и ?) (см. (2.68)).Так как и то из (2.72) и (2.69) следует2 с*<р*(х) —Г(х) |<| 2 сА?*(х)  —/(х) | +|/(х) —Г(х)1 Р<а.I л=лч-1 На II л-л'+1 К II На(2.76)Из (2.73) и из того, что Г2с: сД, вытекает| 2 с*?*(х)|'<|  2 ск<рк(х) Г<4> ^+1<п<т. (2.77)II А II *-л г+1 IIе1Таким образом, лемма 2.3 доказана.Лемма 2.4. Пусть {®я(х))—система представления класса 
Ьд [0, 1] в метрике Ьр [0, 1], 1 р

Тогда для любого числа 0<\е<^1 можно определить число о^>0 
такое, что, если Е (х) —измеримая функция, равная нулю вне из
меримого множества Гс: [О, 1] и такая, что
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то для любого натурального Ы и положительного числа я суще
ствуют множества Ег, Ей и полином вида

ту с*ф*  (х), т>1У, (2.79)

* Нужно отметить, что в формулировке этой леммы число Ь зависит только от 
։ и после его выбора Ы, з, р (х) и множество Е произвольны (при выполнении (2.78))՛

*— .¥+1

удовлетворяющие условиям

А) Ехс. Е, mes mes Е — s,
В) Eid сЕ, mes Æ, mes сЕ — я
С) 2 с*?*(х)1 л-л'+i — Е (х) || < я,
* 2 с*ф*  (х) I л=л’+։ | е, N + 1
Е) 2 с*?*  (х) 1*-;V+l Lp я, N 4֊1 < пД ока з а т ельство. Возьмем натуральное R настолько шим, чтобы боль-

3 В4 4 (2.80)и после выбора R выберем 3 0 настолько малым, чтобы для функции
Е (х) из выполнения неравенства (2.78) вытекало существование такого измеримого множества Е$, что

g
Ь0С2 Е, mes Еи mes Е------- > (2.81)4g max|F(x)|==M< —: (2.82)хе^, 4 • 2КПредположим, что F (х)—измеримая функция, удовлетворяющая неравенству (2.78), и Ео — выбранное в зависимости от этой функции множество, удовлетворяющее (2.81) и (2.82).Снова, как и при доказательстве леммы 2.3, возьмем ступенча- . тую функцию f (х), обладающую свойствами/(х) = 0, х£сД, (2.83)где Д — соединение конечного числа отрезков,

gmes Д П mes ------- ’ (2.84)4mes сД П сЕ~> mes сЕ — я, (2.85)



А. А. Талалян344 |/(x) — F(x)\<-^-> *€  A П^о. (2-86)
£•

\f{x\\<M, x£E0. (2.87)
[a e ]

t-т 9 9 лля N. R и -n = min <—» —>, определимПрименив лемму и.Д для iv, » i 2 J i-полином (2.79) и измеримое множество F, удовлетворяющие условиям
/ 3 \R ֊֊֊ е/гсД, mes ?=mes Д—mes^^>mesà ’ (2.88)

(2.89)
у с*«*  (х) |[ < —, N +1 <n<m,

4-Л'+1 11“ 2
п
У С4?4

4=Л'+1Положим 4-Af-2ff<e, Л'4-1<п<т.

Е2 = F fl Еа, Ег = сД П сЕ.Из (2.88), (2.84) и (2.81) следует
Е,с:Е, mes 2Г։ mes2i — s, а, в силу (2.85)
Е,, с сЕ, mes Е2 )> mes с Е —

(2.90)
(2.91)
(2.92)
(2.93)(2.94)Таким образом, множества Е1г Е2, определенные равенствами (2.92), удовлетворяют условиям А) и В) леммы 2.4.Так как Е1с. Д П Ео и Егс2 Е (см. (2.88) и (2.92)), то из (2.86) и(2.89) следует выполнение условия С).Выполнение £>) следует из (2.91).Точно так же выполнение условия Е) следует из (2.90) и из того, что Е2с, Итак, лемма 2.4 доказана.Теперь обратимся к доказательству теоремы 1. Пусть {ел} —последовательность положительных чисел, где0О<1, & = 2 (2.95)

4-1а {о*}  —такая сходящаяся к нулю последовательность положительны» чисел, что каждое число о*,  Л=1, 2,••• выбрано в зависимости от £*  согласно лемме 2.4, т. е., если в формулировке этой леммы положить е = 5Л, то 8 = 8*  удовлетворяет требованиям леммы 2.4. Пусть далее / (х)— почти везде конечная измеримая функция, определенная на отрезке [0, 1].Применяя лемму 2.3, определим полином
т։2 СЛ<Р 4 (х)

4=1



О системах функций 345и множество Ау такие, чтоА С [0» 1]> mes А > 1 — £1։
I

я |гр2 с.<<р*  (х) —/(х) I <о։.
»■=1 Ml

(2.96)(2.97)Предположим, что определен полином
"J

к-1

) nf2 2 СкЪк(х), 0 = п0<п1
/“•I А “/|£—|Ц-1

(2.98)
И множество Aj такие, чтоАс[0, 1], mes A^>1~SJ, (2.99)

я/

и
и

к-1 Л}
(2.100)

Применив лемму 2.4 для функции
к-10, xÇc4j (2.101)

для чисел а - 8 = ?/+։, ^ = п.), с = —2, мы определим полином4
“J (2.102)

к-/^+1множество Е], удовлетворяющие условиямmes £jmes Aj — -j+i,
J-n

(2.103)Lp л
Е)

п

2 с*,р*  w
lp

4(2.104)(2.105)п

k—nj + 1 IЗаметим, что (2.103), (2.104) и (2.105) следуют, соответственно, из условий А), С) и Р) леммы 2.4. Вследствие этого, как видно из дальнейших рассуждений, при доказательстве теоремы 1 можно применять только указанные условия леммы.После определения полинома (2.102) применяем лемму 2.3, полагая
Г(х) =

mj/(х)— 2 Ck^k(x), xÇ-CEj 
k-l0, (2.106)

xÇÆ’i,



346 А- А. Талалян/V = mj, a = min | • (2.107}
Определяются полином

nJ+l2 Ck?k (x), nj+i > mj + 1 > nj (2.108)
k— /nj+1и множества F1 и F2, для которых

F21- cEj, mes Fj^mes cEj------ » (2.109)

mes Aj+\ 1 — sy+։.

F2c.Ej, mes F2 > mes Ej — e/+l
■ »2 (2.110)

2 Ck<fk (х)Il
иЛ,+։1 2 С*?«(х)II *-։||ДР (-С min _

-/(х)
Bj+1 , Л2

LP

— î4 1’

5J+a , 4
т/ n <> nj+i.

(2.111)
(2.112)

Положимтогда .|4;+1 — Fx (J F2, (2.113)
(2.114).Так как

|
ПН֊1 л п1+1 пср п Л1+։ |Лу»У}с*?*(х) —/ (х) |^< | 2с*?*(х) —/(х) 4֊| 2с* ?*(х)-/1х)  | ,

где, согласно (2.104), (2.110) и (2.112), имеемЛ +1 ^р II\\1'р II л^+։ 1'Р2 С* ?*(х)-/(х)  < 2 с*?*(х)֊/(х)  -г 2 скфк(х) <
*=> 1г* II Л- 1 1р 11к-т1+1 Г.Р 1^р II л,+1 & ? ?< 2 ст(х)֊/(х) + 2 СА<р*(х) +И*-1 1г1 11А-ту+1 1г*-ТО, учитывая также (2.111), получаем|2 С*<р*(х) — /(х) <3/+2. (2.115)-

Обозначая, для удобства, 2?>= Е2 и учитывая (2.105), (2.110) и.(2.112), легко видеть, что2 с* Т*(х)  <8у+1+^±1<2е>+։, (2.116)-
*_„;+։ ||В1 2
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.где, в силу (2.110), (2.103) и (2.99),

В/а А), тезВ>>1 — еу —зУ4.։—^1 = 1 — 4-2а1+|. (2.117)Из (2.114) и (2.115) следует, что приведенное выше построение полиномов
Л}+12 с*?*(х)  (2.118)

*-лу +1и множеств Л/+1 и В\ можно продолжить неограниченно. Тем самым определяются ряд 62ст(х), (2.И9)
*-1возрастающая последовательность целых чисел {л;) и множества А}+\, 

В), у~1, 2, • удовлетворяющие условиям (2.114), (2.115), (2.116) и (2.117) для всех у=1, 2,•••.Теперь легко доказать, что ряд (2.119) сходится к / (х) асимптотически в метрике ЬР [0, 1].Пусть задано £ ^> 0 и у0 выбрано так, что2 (8у + 2Еу+1)<£. (2.120)Положим £=2 В]. (2.121)/-у.Из (2.117) и (2.120) следует
Ec.Bjcz.Aj, у'^>у0; гпез £^>1—£. (2.122)Если п — натуральное число, удовлетворяющее неравенствупу+1 < п < л;+2, у >у'о, (2.123)из (2.115) и (2.116), где вместо у взято у+1, имеем(2 С*<р*(х) —/(х)|^ <| 2 Сл®*(х)-/(х)|^  +| 2 с*®*(х)|^<

[ зс*?*( х)_/(х) +| 2 с*<?*̂ | йу <^8^2+2*̂- 1,

Так как Ито/=0, 11т£;=0, то
(2.124)

Таким образом: теорема 1 доказана.



348 A. A. Талалян§ 3. Доказательство теоремы 2При доказательстве теоремы непосредственно применяются лемма 2.1 и некоторые результаты работ [2], [3] и [4] о сходимости рядов по системе Хаара.Напомним, что функции системы Хаара определяются следующимобразом: /Я” (х) = 1, при х £ [0, 1], х / 2Æ - 2
— /2"‘, 2m+i2£—12m + l

2£ —12т+:
2к \2'« и /О — в остальных точках,где т — 0, 1, 2, и для всякого фиксированного т индекс к пробегает значения 1, 2,->։, 2'՞. Через (/.л (*)},  л = 1, 2,* ,֊ обозначаем систему Хаара, упорядоченную в алфавитном порядке индексов т и к.Приведем также определение некоторого класса ортогональных систем, представляющих естественное обобщение системы Хаара, которые были рассмотрены в работах [3], [4].Определяется система множеств Е^'\ Е^\ Е\к\ т=1, 2,• • •; 1 < 

^к-^2т следующим образом*.Положим 4°Мо, 1]. (3.1)Разделим множество Ео'> на два множества 4°, Еь\ гдеАо1 П Ео>== 0, тез Еи^ — тез Е^‘ ~ ֊֊ • (3.2)Если уже определены множестваЕ^>, , ЁР, • • •, &L,, ЯЬ, • • •, еГ-71} , Й-Г1’. (3.3)то множества
Е^֊՝\ Ё^֊'\ Ё<”\ 1<к<2т֊' (3.4)определяются следующим образом:k“՜1’ U *̂- ։) = èiï ; à2*՜ ” П À"՜1’ =0, mes Е^ = mes £<“֊”, (3.5)

Ë^ U ÈiP = E^Li, E%k) П 0, mes Eni — mes Em • (3.6) Положим '^0)Xx) = 1» при xÇ£u0), (3.7)
Приводится определение, данное в [4].
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у 2я', при X £ Е(,Р 

— V2т , при X С Ет ) (3.8)О — в остальных точках,где т — 0, 1, 2,■• - , и для всякого фиксированного т индекс к пробегает значения 1, 2, •••, 2т. Через {% (х)| обозначаем систему {'^(х), (х)}> упорядоченную в алфавитном порядке индексов т и к. Полученные вышеуказанным образом ортонормированные системы {фл (х)} называются обобщенными системами Хаара.В работе [3] была доказанаЛемма 3.1. Существует ограниченная на [0, 1] функция Ф (х), ряд Фурье которой по системе Хаара2&-Х"(х) (3.9)
л=1после некоторой перестановки членов неограниченно расходится почти всюду на [0, 1], т. е. для некоторой последовательности {V*},  полученной путем перестановки последовательности натуральных чисел, ряд

* Аналогичная лемма сформулирована в работе [4] (см. лемму 2), где, однако,,
е подчеркнуто то важное для применения леммы обстоятельство, что коеффициевты 
,п и перестановка чк одни и те же для всех систем (фя (х)}.

£ Ь,к7,к (х) (3.10)
к-\неограниченно расходится почти всюду на [0, 1].Из этой леммы немедленно вытекаетЛемма 3.2. Существуют последовательность действитель

ных чисел {6л} и последовательность {**},  полученная путем неко- 
порой перестановки последовательности натуральных чисел, обла
гающие следующим свойством.

Для любой обобщенной системы Хаара {фя (х)} частные суммы 
ряда 2 Ьп фя (х) (3.11)

л-1 
равномерно ограничены на [0, 1], т. е.

^(х) ^М, хб [0, 1], п = 1, 2,- ., (3.12)
*-1

[ ряд (3.13) 
*-1

геограниченно расходится почти всюду на [0, 1]*.Вывод леммы 3.2 из леммы 3.1 для одного специального класса истем {фп (х)) приведен в работе [3]. Справедливость леммы для про



350 A. A. Талалянизвольной обобщенной системы Хаара {'рл (х)} можно доказать дословным повторением рассуждений, приведенных в [3], однако для полноты изложения сделаем одно замечание, которое вместе с леммой 3.1 дает лемму 3.2.Замечание. Пусть задан полином по системе Хаара /я2 a*Z«(x),  (3.14)*-i и пусть V ак (х) (3.15)
*-!является полиномом по обобщенной системе Хаара с теми же коэффициентами а*.Тогда существуют два разбиения отрезка |0, 1] на непересекаю- щиеся множества Fi, 1 > 1C*-^ V такие, что1) ГУП^ = 0, i^j, g Fz = [°, 1], (3.16)

/-12) £,n$ = 0, i^j, U£' = [°,l], (3.17)
/-13) mes Ei ~ mes Fi, 1-Cï-C,  (3.18)*4) полиномы (3.14) (3.15) на множествах Fi и Ei, 1 v, соответственно, принимают одно и то же постоянное значение.Указанное свойство полиномов (3.14) и (3.15) легко установить по индукции, рассматривая частные суммы этих полиномов и учитывая конструкцию систем (х)).Так как частные суммы ряда (3.9) равномерно ограничены на отрезке [0, 1], то таким же свойством обладают и частные суммы рядов (3.11).С другой стороны, свойствами 1), 4) обладают также частные суммы 2^Z>A(x) и 2 А,л'*̂(х),  п=1, 2,--,

*-։ *-։следовательно, из неограниченной расходимости . ряда (3.10) вытекае: неограниченная расходимость почти всюду на [0, 1] рядов (3.13).Наряду с леммой 3.2 при доказательстве теоремы 2 применяете։ также следующаяЛемма 3.3. Пусть {?Л (х)} — система представления классе 
Lq [0, 1 ] в метрике пространства Lp [0, 1], 1 -С р ֊С Ç> Е cz [0, 1 ] - 
множество, состоящее из конечного числа интервалов и I—действи 
тельное число.՝

Тогда для произвольного натурального числа N и положитель 
ного числа существуют полином

ГП2 С*<рА  (х), 7П> N (3.19
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и функция 6 (х), обладающие свойствами

Г) О, при х£Е, 
где Е, Е—множества, состоящие из конечного числа интервалов 

ЕГ\ Е=0, Е и Е = Е тез Е = тез Е = — • тез Е, 22°) т

(*)  ~Л-ЛЧ1 ‘■р
<ч,

3° 'РII л-лч-։ II IIДоказательство. Пусть натуральное R таково, что
/ 1 Л1* , . 7)—— • тез Л • I < — ■ \ 2*  / 2Пусть далее определены полиномы

т, с*ф*(х),  М = тй, т1-г<^т։, 1< ։</, /<7?*- т(_։ + 1

(3.20)
(3.21)
(3.22)
(3.23)
(3.24)

и функции
8‘ (*)  =

/, х £ Е1
֊1, х^Е\0, хе[0,1]-(Е/и£)), (3.25)1</</, />Е,

п

где множества Е/, Е/ состоят из конечного числа интервалов и обладают свойствами£’<ПЬ/ = 0, Е,1)Е/с:Е։ (Ег и Ег) П (Е, и Е,) = 0, у=^г, (3.26)тезЕ/=теэ Е/, 1<։. ։-С/, тез и (£) 11Е/) = тез Е----- — • тез Е. (3.27)/-1 2уПоложим Д, =Е- у (Е,и Е,') (3.28)/-1и применим лемму 2.1, полагая в ее формулировке М=т/, а=/(х) = 1п (3>29)I 0, х^сД/.Тогда, в силу условий (2.1), (2.2), (2.4) и (2.5) этой леммы, определяются полином V՛ ст(х) (3.30)
6-319



352 A. A. Талаляни функция (х) такие, что
gj*i (*) =

I, х £ Ej+i
— I, х£ £/+jО, xÇ [0, 1]— (£;+ill £/+։),где множества £}+։, Ej+i состоят из конечного числа отрезковfy+iüf/HcV £/+։ П £/+։ = O, mes £/+i = mes £)+J =-1 .mes Д,,

ту+12? С*?А  (х) — #7+1
Л — т j+1

'Р

-----  >
2R

(3.32)(3.33)' 3 с*?*(х)|
•’Л=/пу^.1 ।

(3.34).
Из (3.27), (3.28) и (3.32) следует(£y+iU£;+։) П (Е/ U£i)=0, 1 < i<j; mes и՜1

Z »11 г ---------- -mes Л.2/+1Сравнивая (3.25), (3.26) и (3.27) с (3.31), (3.32) чаем, что для всех значений i, можно
(Ei (J Ei) = mes

и (3.35), мы (3.35)заклю-построить полиномы(3.24) и функции (3.25), для которых условия (3.26), (3.27) выполнены для всех и условия (3.33), (3.34)—для всех 1.Множество
Р г

F = Е— и (£, U £/) (3.36)разделим на два непересекающихся множества £1։ £։, каждое из которых является соединением конечного числа отрезков и
Положим mes F, = mes F~ = — mes F.1 2 2 (3.37>

т

R с\ (J Е‘ ) ’£=Ли (3.38)
I,

-I, (3.39)*6 Е

х€£

у?
0, mz х^ сЕ = с(Е П £),С*®*  (х), то = N, тц = т (3.40)

*-л+1 /_1и докажем, что функция (3.39) и полином (3.40) удовлетворяют требованиям леммы.



О системах функций 353Выполнение условия (3.20) леммы 3.3 для множеств (3.38) немедленно следует из определения множеств Ei, Ei, 1 i-^R и Fu F? Так как mesF= — -mes Е (3.41)2«n
r l, xÇF\<*)  ~ S g< (*)  = -1, xç.F։ f3-42)/=1 0, [0, 1]-(MJF,),го из (3.23) следует

"Р

Заметим также, что
•р ■1>(х) (3.44)юскольку

J Ф(х), xÇ U (Л11 Fi) 
1-1

0 — в остальных точках.Из (3.33) и (3.40) имеем
(3.45)
(3.46)

27? 21 учитывая (3.43), получаем 
«< 1р2 с*<р*(х) — ф (х) <Т).

А-Л7+1Остается проверить условие 3°). Пусть ТУ + 1 < и < тп. Тогда для ։екоторого у
т]-\ + 1< и < т). (3.47)Если у = 1, выполнение неравенства (3.22) для полинома (3.40) >ытекает из (3.34), где у = 0, и (3.44).Так как (см. (3.33))

7-1 *<  У-1 7-11 "Ч п£р _2 2 С*<р*(х)  — 2я/(х) ^2 2 с*ф*(х)  —^(х) I <—-
+ 1 ։_] Ц г-1 II*- т/_։+1 II 2։, следовательно (3.48)



354 А. А. Талалянто при у >2, учитывая (3.47), (3.44) и (3.34), получаем
я .£р »7-1 «Ч пьр Л п «£/>Ус»?*М  <2 2 С*?*(х)  + V С*«р*(х)  <

11л—лч-1 II 11/-1 1+1 « о— дау_։+1

Тем самым условие 3°) также выполнено и лемма 3.3 доказана. Теперь приступим к доказательству теоремы 2.Предположим, что определены ступенчатые функции<’(х)=1, х(ЙМ0, 1],
ф!* )(х)=

/2՞, х^£лА)-1/2% х£Е}УО — в остальных точках,
(3.49)
(3.50)

где 0<п<т— 1, 2я, представляющие первые 2т функцийнекоторой обобщенной системы Хаара, и полиномы по системе {уя(х)} вида л<2 с*1?к](х),  0 = Ло, п/|_1 <т, 1 < г< 2т, т^-0. (3.51)
— 1 + 1Легко видеть, что путем последовательного применения леммы 3.3, в формулировке которой полагается £’=М1-х, 1~Ь п ■ У2т‘,

Е=ЕЯ-х, 1^Ь2П+2 /2«;-..; Е=Е^ /=62т+1_։ У2т;£-= Ё՞-?՛’, I = Ьат+1 ]/2% 71= , 2т + 1 < х <2я։+1 ,*
можно определить ступенчатые функции фх (х), 2т + 1 < г < 2т+1 и полиномы

п12 с*<рл(х),  2" 4-1 < 2«+։, П/_1 < Щ, (3.52)
*-я/_1+ Xкоторые удовлетворяют условиям

Здесь Ъ1 (2<п+1</< 2Ш+1) _коэффициенты рядов (3.11) (см. лемму 3.2).

Фм-Х (х) = /2^, х^ £^֊’>- /2^, XС£^* -1) 1 <*< 2"*- 1 (3.53)0 — в остальных точках,
Фа*  (ж) = /2^, х6&М) ■

— У2^, х^Л) 1<Л<2«-։ (3>54)0 — в остальных точках,



О системах функций 355где£2*- ։) П Я? -11 = о, £«* -։) и U = &, mes à2*- 1’ = mes Е%к֊" ,(3.55)&* } Л £Й* ’=0, Е™ и £^’ = mes Ет, — mes Е^ , (3.56)2 с*?*(х)-6гф ։(х) Г<^-, 2'"+1</<2'"+1, (3.57)I ։ ՛. *2 с*ф*  (х) | ' с А 4- 2 ||Ь։ ф, (x)J Ч m-1+l < п<п/, 2m< i^2” +։.

(3.58)Из (3.53), (3.54), (3.55) и (3.56) видно, что функции (3.50), (3.53) и (3.54) вместе составляют первые 2т+։ функций некоторой обобщенной системы Хаара.Следовательно, существует обобщенная система Хаара (ф։(х)} l<z<^oo и полиномы (3,52), для которых имеют место (3.57);и (3.58) при всех значениях i= 1, 2, • ■ ••Покажем, что ряд
» «. П12с*<р*(х)  = 2 2 с*ф*  (х) (3.59)

А—1 /=1А=Л/_1+1удовлетворяет требованиям теоремы 2.Так как {ф/(х)|— обобщенная система Хаара и частные суммы ортогонального ряда 2М/(*)  (3.60)
1-1равномерно ограничены на [0, 1] (см. лемму дится в метрике Ер [0, 1] для любого р^>1. Легко видеть, что частные суммы 3.2), то ряд (3.60) схо-

лу у л(

£пу (х) =у слфл (х)= 2 V С*фл(х)
/=1*=л /_1 + 1

(3.61)
при j —» со сходятся в метрике Ьр [0, 1]. В самом деле

Sn։ (х) --- SnT (х) n.lS
+1

Сл®*  (х)—
— b\՝bi (х)| / >г,и тогда, согласно (3.57)

J 3 bi ф/ (х)£лу(х) Snr (х) I Ь (3.62)



356 А. А. ТалалянПоскольку ряд (3.60) сходится в метрике £Р[0, 1], то Нт 2 6/<|»|(х) | =о. (3.63)Следовательно (см. (3.62)), существует /(хКДДО, 1], к которой сходится последовательность частных сумм (3.61) в метрике Ьр [0, 1].Пусть
п(х) = 2 (х), Л/ < п < пу+1, /> 1. (3.64)*-1Тогда||5Л (х) -/(х)Ь<||5„у (х)-/(х)Цдр-|-| V ст(х)

II А-лу+1
(3.65)

Из (3.65) и (3.58), где положено /=/4-1, имеем|5л(х) —/(х)|Л/,<||5Лу(х)—/(х/'-р + -֊- + 2Ц 6/+1фж(х)^-Так как /-►со при л -*■ учитывая (3.63), имеем Нт |$я (х) — / (х)^ = 0.Л -*■  ОО (3.66)Чтобы завершить доказательство теоремы 2 достаточно проверить расходимость ряда, стоящего в правой части (3.59), после некоторой перестановки его членов.Из неравенства
</х <

«72 с*®*  (х) — 6/ ф/ (х)А-Л/-1-И вытекает, что ряд 2 ( 2 С*фл  (х) — 6,- ф/ (х)
4-1 /почти всюду на [0, 1] абсолютно сходится.Поскольку ряд (3.60) почти всюду неограниченно расходится после некоторой перестановки членов (см. лемму 3.2), то после той же перестановки почти всюду неограниченно будет расходиться также ряд 2 2 с^Их).Теорема 2 доказана.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР՛ Поступило 3. VI.1968
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Ա. Ա. ԹԱԼԱ13ԱՆՍԻՍՏԵՄՆԵՐ, ՈՐՈՆՑՈՎ ԳՐՎԱԾ 5ԱՐՔԵՐԸ Lp[0, 1] ՄԵՏՐԻԿԱՅՈՎ ՆԵՐԿԱՅԱՑՆՈՒՄ ԵՆ Lq [0, 1], ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԸԱմփոփում

Դիցուք 1 < ց<Հ ՕՕ և լՓո (-^)) սէսաեմր ալնպքյսին է, որ կամալա-
կան f(x)£Lq\0, 1] ֆունկցիա լի համար դոյութլան ունի Zp [0, 1] մետրի

կա լով ալդ ֆունկցիային դուդամիտոդ V Cn<pn շարք, 
n—1

Աշխատանքում ապացուցվում է։ որ այդպիսի սիստեմները օժտված են 
Լր տարածության բազիսների որոշ հիմնական հատկություններով։

A. A. TALAL1ANON THE SYSTEMS OF FUNCTIONS, THE SERIES WITH RESPECT OF WHICH REPRESENT IN Lp [0, 1] METRIC FUNCTIONS OF Lq [0, 1], 1 < p < q SPACESum m a r yLet 1-C p g < co and let the system {<pn (x)} posess the propertie, that for an arbitrary function f (x) £ Lq [0, 1] not necessary unic series 
00 y Cnfn (x) Հ1 — 1exist, which converges to f (x) in Lp (0, 1) metric. The present paper establishes, that such systems share certain fundamental properties of basis in Lp.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մաթեմատիկա ՜ 3, №№ 4—5, 1968 Математика

Р. А. АЛЕКСАНДРИН, Р. 3. МКРТЧЯН

О ПОСТРОЕНИИ ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ ПРОИЗВОЛЬНОГО САМОСОПРЯЖЕННОГО 

ОПЕРАТОРА И ОБ ИССЛЕДОВАНИИ ИХ СТРУКТУРЫ

1°. Введение. Пусть Л — самосопряженный оператор*  с областью 
определения О (А), действующий в сепарабельном гильбертовом про
странстве Н. Пусть далее Е*  — соответствующее спектральное семей
ство проекционных операторов, а р 0֊) = |]Е>. где % так называемый 
порождающий элемент. Обозначим через V оператор, существующий 
в силу основной спектральной теоремы и осуществляющий изометриче՜ 
ское отображение пространства Н в пространство Д так, что опера
тор А переходит в оператор умножения на независимую переменную.

* Для упрощения формулировок мы предполагаем, что спектр оператора А 
простой.

В работе [1] показано, что полную систему собственных функцио
налов 7х (<р) оператора А можно строить по формуле

Т,М = Пт Т,+1-. (<?), Л(?) = ,

где/?2—резольвента оператора А. Однако в этой работе линейное 
многообразие тех элементов <р, для которых указанный выше предел 
существует, а также топология, относительно которой эти функцио
налы непрерывны, описываются в терминах изометрического операто
ра И.

Вместе с тем, при исследовании конкретных самосопряженных 
операторов, разумеется, оператор V, вообще говоря, нельзя предпо*  
лагать известным.

В настоящей работе прежде всего указывается процедура по
строения полной системы собственных функционалов, которая не опи
рается на знание оператора И и описывается только в терминах ре
зольвенты /?г.

Затем исследуется характер непрерывности построенных нами 
функционалов Т’х('р) в терминах, аналогичных тем, которые использо
ваны в работах Ю. М. Березанского [2, 3], Г. И. Каца [4, 5] и К. Морена 
[6, 7] при доказательстве возможности спектральных разложений про
извольных самосопряженных операторов по обобщенным собственным 
элементам.

Кроме того, попутно доказывается новая формула обращения для 
интегралов типа Коши — Лебега — Стильтьеса.
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2°. В этом пункте мы докажем теорему, которая дает представ
ление изометрического оператора V в терминах резольвенты рас
сматриваемого самосопряженного оператора А.

Теорема 1. Пусть спектр оператора А простой и непрерыв
ный, и пусть § — его порождающий элемент, тогда для каждого 

и любого л из некоторого множества Л? полной ?-меры

'-+0 Ял;.+л5||։
Доказательство. В самом деле, пусть Ф (л) = И®, тогда 

легко видеть [1], что
Уф (0 <?р (о +С ф (4)^(0

Иэ=
1^4’ ' 7 «но

поэтому имеет место неравенство

-Ф(Х)Мр(О
.2

|Ях+/г

Зафиксируем произвольное ®2>0, тогда легко видеть [8], что для каж
дого 3 0 можно указать такое тх (о) 0, чтобы для всех ■։< ч (3)
имело место неравенство

7 1Ф(о-фМ4>(о
3 а֊>-)։+^

</р (о

Г |Ф (0 — Ф (>.)| <7р (0

-------------------------+*•
Г <*>(*)

3
Введем в рассмотрение новую неотрицательную меру рх (х) по 
муле ■.

Мх)= у|Ф(О-Ф(К)| </?«).

тогда в силу теоремы Радона — Никодима легко заключить, что 
х+։ -

« -М։+^։ 
------------------ре.

</р(0

фор-

(2)

(3)И^х+к^Ц’
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Интегрируя по частям числитель и знаменатель справа в соотношении 
(3), будем иметь

|л.+^
~ ~ >•+« -
рх (>֊ + 8) ~ Рх(>֊—8) Г(*  ~ '■) рх (0 <11

8» + ^ 3 +
X—-6 I

< ----------------------------- гй---------------------------------------------------------------------1՜р-

р 0֊ + 8) — Р ('֊ ~ 8) . 2 С (<~ '•) Р (0 (11
8а+^ ’ 3 [(<֊>֊)* + ’Т

х—։ (Ч)
Рассмотрим теперь отношение

Р> ('■ + 3) — рх (>- ֊ о)
8» + ** = Рх(Х+8)-рх(К-'8) , (5)

р (л + 8) — р (X — 8) р (X + 8) — р (X — 8)
8։-{-т։

и убедимся, что оно стремится к нулю вместе с 8 для всех X из неко
торого множества полной р-меры.

В самом деле, пусть Л (х) = Ф (/) с/р (/), тогда, поскольку она
— ОО

абсолютно непрерывна по мере р, множество ее точек Лебега Л? от
носительно системы Витали, состоящей из всевозможных замкнутых 
интервалов вещественной оси, имеет полную р-меру [9], т. е.

х+&
Ит г п ■ 1 л---- т [ 1ф = 0
г-° [р (X 3) — р (X — 8)] 3

X—о

для всех X, принадлежащих множеству Л- полной р-меры. Заметив те
перь, что в силу (2)

х+»
7х(>. + 8) -7х (X —6) =

заключаем, что отношение справа в (5) действительно стремится к нулю 
вместе с о для всех Х^ЛФ.

Разбивая интегралы в числителе и знаменателе соотношения (4) на 
две части и вводя новые переменные интегрирования, получим для 
отношения этих интегралов следующее выражение:

Хч-5 ՝■— 6 — —
Г (/ — >■) рх (/)<// Г * [ р >. (X 4- *)  — рх 0- — 0] <И

-Ш---------------------------  °֊------------------------------------------------------- (6)
С (^-X) р (О А г { [р(х + о-р(х-г)]<а

Д [(* ֊’֊)’ + '8]։ 3
х—г о
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Рассмотрим теперь отношение подынтегральных функций справа 
в соотношении (6), которое очевидно равно

f-x (HO-hÜ-O 0<<<S 
р (X + f) - Р (X — f) ’

и по доказанному выше стремится к нулю вместе с о для всех X£Af> 
поэтому, принимая во внимание неотрицательность подынтегрального 
выражения в знаменателе, легко убеждаемся, что отношение справа в 
(6) также стремится к нулю вместе с S для всех Х£А7. Таким образом, 
при 3—»0, как отношение (5), так и (6) стремятся к нулю для всех 
Х£Л?, откуда легко заключить, в силу неотрицательности слагаемых в 
знаменателе, что отношение справа в (4) также стремится к нулю 
вместе с о для всех Х£ЛТ։ независимо от выбора т. Пусть ох(е) ^>0 
такое, что отношение справа в (4) не превосходит е для всех т^>0 
и пусть (е) = (ох(г)), тогда легко видеть, что для каждого Х£А? и лю
бого т<^(в) имеет место неравенство

(/?Х-Цтф, Rx + 1-.g) _  у <9е

т. е. предельное соотношение (1) доказано.
Очевидно, что полученный результат можно сформулировать так

же следующим образом: для каждого <?£Н
lim Тг (<р) = 7х (?) (7)--► + о

существует всюду, кроме множества р-меры нуль, зависящего, одна
ко, от элемента ?.

Легко понять, что из этого результата непосредственно не сле
дует существование даже одного Хд, при котором упомянутый предел 
существует для плотного множества элементов из Н. Вместе с тем, 
в плане построения полной системы собственных функционалов, необ
ходимо доказать существование некоторого множества полной р-меры, 
на котором этот предел существует одновременно для всех <р из 
возможно широкой, во всяком случае всюду плотной, совокупности 
элементов из Н. В работе [10] было указано, что если ф^2д, то пре
дел (1) существует для всех Х£ (— со, + со). Оказывается, что этот 
предел существует также для всех без исключения X, когда <р принад
лежит более широкой совокупности, чем 2д. Пусть Ма — совокупность 
элементов и таких, что для И? = Ф (£) каждая точка ( — со, 
+ со ) является точкой Лебега относительно упомянутой выше систе
мы Витали.

Тогда из доказательства теоремы 1 легко усмотреть справедли
вость следующей ее модификации.

Теорема 1 bis. В условиях теоремы 1 для всех ъ^Ма и всех 
X £ (— со, -f-ooj имеет место предельное соотношение
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Ihn ^. Lg) = п(?) = ф
■Z-. + 0 ßÄx+irgP

3°. Из рассмотрений предыдущего пункта легко следует, что для 
каждого счетного, всюду плотного в метрике Н и инвариантного от
носительно А линейного многообразия ü с D (Л), существует завися
щее от 2 множество А полной р-меры, такое, что предел (7) сущест
вует для всех )֊£А и всех <р£2 и определяет на 2 функционал, удов
летворяющий соотношению

Л(Лт) = ХГх(т), ?£2. (8)
Для того чтобы построенные по формуле (7) функционалы 7\(?) 

были собственными функционалами оператора А, они должны быть не
прерывными в некоторой разумной*  топологии. Этот пункт посвящен 
построению таких функционалов и изучению их структуры, т. е. выяс
нению характера непрерывности этих функционалов.

* Пространство Н должно быть всюду плотным в соответствующем сопряжен
ном пространстве.

Пусть G--неограниченный замкнутый оператор со всюду плотной 
областью определения Do, обратный к которому G 1 определен на 
всей области значений оператора G, совпадающей со всем Н. Для 
элементов <p£Da введем новую норму по формуле: ||?Ц*  =j|Gf(|.

Легко проверить, что эта новая норма превратит линейное много
образие D(G) в некоторое пространство Банаха Ео. В указанных ус
ловиях оператор G՜՜1 оказывается ограниченным, поэтому сходимость 
в метрике пространства Ео сильнее, чем сходимость в h. Легко про
верить также, что имеют место вложения Еоа:Н с.Е* 0 и что // всюду 
плотно в Е^. Докажем теперь важное для дальнейшего вспомогательное 
утверждение

Лемма. Пусть А—произвольный, оператор с простым спектром, 
ag — его порождающий элемент, и пусть оператор G~1 являет՜ 
ся оператором Гильберта — Шмидта, тогда существует зависящее 
от выбора G множество А полной $-меры такое, что для всех 
<р £ Dq и Х£А имеет место неравенство

|Tx+h (9)
Доказатель ство. Пусть G՜ 1 = US —полярное представление 

[11] оператора G՜1, тогда известно [11], что
Г (J)

<J՜1 ? = 2 ft “>• Ш1 . а< = (?> ф/),
.•-I

где ф/ —ортонормированная и полная в D(G) система собственных 
элементов оператора 5, соответствующих собственным значениям н, 
а o>f = Ulfi.

В наших условиях очевидно, что г (s) = оо
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2 Р/ < 4- 
1-1

а система {^}, а также система {ш/} полны во всем 77

Пусть ®—произвольный элемент из 0(0) такой, что М*  = 1, тог
да очевидно ?= б-1']», причем ЦфЦ = 1, поэтому

sup | Гг(6)| = sup | Tz (б-։ф)|, 
||?||.=։ ПФ||=‘

откуда будем иметь

sup I Tz (®)| = sup 
l|?ll.-J {»а}

грань берется по

(Ю)

где положено z*  (t) = Иш*,  а верхняя
ос

всевозможным

последовательностям таким, что 2 = 1. Оценивая числитель
Л=1

справа в соотношении (10) по неравенству Коши-Буняковского, будем 
иметь

Заметим теперь, что ряд 

2н*1х*(01 ։ (12)
(А)

сходится почти везде по мере р и представляет собой функцию F*  (t) 
из £Р. В самом деле, для ряда, полученного путем почленного интег
рирования (12), имеем 

+ °°
2 Ра Г Ix*  (Öl’ dp (t) = 2 р*  < + ОО,
(*)  j (А)

поэтому, в силу известной теоремы Лебега об интегрировании моно՝ 
тонных последовательностей функций [12], будем иметь

+ ~
1>(0<М0 = 2]р*<  + «>,
< №
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тогда, поскольку 1, то F (t) также принадлежит L-f. Таким 

образом, неравенство (11) мы можем переписать в виде
F «)<»(<)

sup 17х+к (<р)| ’ (13)-
И*«*- 1 Г Jp (О

J (<-к)։-Н։
— ОО

где F (0, как было доказано выше, суммируема по мере р. Изменяя, 
если это потребуется, функцию F(t) на множестве р-меры нуль и 
пользуясь теоремой 1, мы заключаем, что существует множество Af 
полной р-меры такое, что предел правой части (13) при ♦ + 0 коне
чен и равен F (X) для всех '/• £ Ер.

Таким образом, с одной стороны, при каждом X £ Ал существует 
такое т0 (X) ^>0, что

sup | Гх+ft (?)1 < F (X) + 1, 0 < х < т0 0)>

с другой стороны
+ «°

J |Г«)| rfp (0

sup 1 Тх+h (?)| <4 ֊-----------------=F(X), t0 (X) < T <1„
I”11-"1 4 Г rfp(Q|

J (*->>) ’+* ’
поэтому справедливо неравенство

sup | Гх+л (<p)| < Ax, 0 < т < 1, 
llfll.-i

где Ax= max {1 + F (X); F(X)}.
Полезно заметить, что функционалы Tz, будучи ограниченными 

в Н при каждом невещественном z, по теореме Рисса представимы в 
виде Tz (<р) = (<р, Л։), где hz£H, однако, как легко убедиться, нормы 
hz || для X £ St (А) могут быть ограничены при т —► 0 только в том слу
чае, когда точка X принадлежит точечному спектру оператора А, т. е- 
в случае, когда X есть точка разрыва Ех. Однако, как это следует не
доказанной выше леммы, если рассматривать функционалы 7\+i- как 
элементы из Eq, то их нормы оказываются ограниченными константой 
Ах, не зависящей от т для всех Х£ (— оо, -|- со) за исключением, быть 
может, некоторого множества нулевой р-меры, независимо от характе
ра спектра.

Теперь уже мы в состоянии построить полную систему собствен
ных функционалов рассматриваемого оператора А путем продолжения 
построенных выше функционалов 7х, определенных на многообразии 
2, состоящем лишь из некоторого счетного множества элементов-
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В самом деле, если полагать, что совокупность 2 состоит из эле
ментов, принадлежащих Е(С), то из доказанной выше леммы непо
средственно следует, что упомянутые функционалы Т’х(ф) для каждого 
).£А ограничены в топологии пространства Ео и поэтому они одно
значно продолжимы по непрерывности на замыкание 2 в пространстве 
Ео, которое будет совпадать со всем пространством до

полученные после такого продолжения функционалы, которые 
очевидно также будут принадлежать Е'о, мы будем продолжать обозна
чать через Тк (<р).

Пусть теперь для некоторого ®0€-^о известно, что 7>. (<р0) =0 для 
всех >.£Л и докажем, что <р0 — нулевой элемент. В самом деле, пусть 
иь— последовательность из 2, стремящаяся к ф0 в метрике Ео, а, сле
довательно, и в метрике Н.

Тогда очевидно Ри*-*  И<р0 в метрике 1%, поэтому существует 
подпоследовательность ы* п такая, что Нт Ии* л = И?о почти всюду по

Л-*  ее

мере р. С другой стороны, по определению 7х(ф0) будем иметь
Т>.(<?а) = 1։т 7\(и*„)  = Нт Ии*„  = И<р0, 

Л — О» Л-*ОО

откуда Исо = О почти всюду по мере р и, следовательно, <р0 = Та
ким образом, построенная совокупность функционалов ( 7х^£о, А} 
образует полную систему. Также просто убедиться в справедливости 
разложения

(Л ф) = У Гх(/) Ш (/.), /, <? е Ео. (14)

——
В самом деле, для всех /, по основной спектральной тео

реме имеем
+ °°

•(/, <?)= У ^().)^ОГ</р(л), Г().)= Р/, ф(л)= И?,

с другой стороны, как это было только что доказано, для всех 
<р £ Ео И® совпадает с Т-,. (?) почти всюду по мере р.

Предположим теперь, что многообразие О (О)(\О(А) всюду плот
но в пространстве Н и инвариантно относительно оператора А, тогда 
легко видеть, что соотношение (8) будет иметь место для всех

(О) П О (А). Таким образом, нами доказана справедливость сле
дующей теоремы.

Теорема 2. Пусть А — произвольный, самосопряженный опе
ратор с простым спектром, тогда, при сделанных выше предполо
жениях относительно оператора А, построенные выше функциона
лы Тг(ч>) непрерывны в топологии пространства Ео, образуют пол
ную систему собственных функционалов оператора А, и имеет 
место следующая формула разложения:
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(/,?) = У О) (?) 0),

справедливая для всех / и ® из 0(0).
Замечание. В том случае, когда спектр оператора А, действующе

го в сепарабельном гильбертовом пространстве Н, не является простым, 
пространство Н, как известно, может быть представлено в виде ортого
нальной суммы таких, инвариантных относительно А, подпространств 
Нк, в каждом из которых его спектр простой.

Пусть 8к—порождающий элемент, соответствующий подпростран
ству Нк, тогда, поступая так же как и в случае простого спектра 
и отправляясь от формул

|-т (-Кх + Л:?, &>.+1-.8к)
’ *+  0 ЦЛх+<-. £*|| ։

71А)(?) (Л=1, 2, 3, . ),

мы можем построить полную систему собственных функционалов 
(к=1, 2, з,••■) для случая общих операторов с произвольным 

спектром, причем так, чтобы все эти функционалы были непрерывны 
в топологии пространства Еа и имела место формула разложения

+ ■»
(/, ?)=2 Г

где Рк 0֊) = |Ех^*| ։-
4°. В этом пункте мы покажем, что из доказанной выше теоремы 1 

вытекает новая формула обращения, представляющая собой обобще
ние известной формулы обращения для интегралов типа Коши.

Пусть р(£)— фиксированная неубывающая функция с ограниченным 
изменением на всей вещественной оси, и пусть ВР — класс функций 
О (г)> регулярных вне вещественной оси (а также во всех точках посто
янства функции р (<)) и представимых интегралом типа Коши — Ле
бега — Стильтьеса, т. е. в виде

2тЧ и 1֊г - ОО
где функция / (/) вещественна и суммируема на всей оси по мере р.

Оказывается, что значения функции Г (г) восстанавливают значе
ния плотности /(0 с помощью следующей формулы обращения:

/(X) = йщ <(Х + гЧ)-Г(к-А)
~+ о в (X + й) - О (л - н) Ц '

которая справедлива почти для всех к по мере р и где

С(я) = —2֊/ 3 1֊г
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В самом деле, легко видеть, что

1 (<-0'+-։
и поэтому, в силу теоремы 1, это отношение стремится к /(/.) почти 
всюду по мере р.

В частном случае, когда р(2) = £ при Н|<^1 и постоянна вне это
го интервала (так однако, чтобы быть непрерывной на концах), 
6 (>. + г.) — С (X — й) э 1, и формула (15) превращается в известную 
формулу обращения интеграла типа Коши.
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ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ ԻՆՔՆԱՀԱՄԱ.ԼՈԻԾ ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻՈՆԱԼՆԵՐԻ 
ԼՐԻՎ ՍԻՍՏԵՄԻ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ԵՎ ՆՐԱՆՑ ՍՏՐՈՒԿՏՈՒՐԱՅԻ 

ՀԵՏԱԶՈՏՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Հոդվածում ապացուցված է, որ (1) բանաձևը տալիս է (բոլոր հա
մար) A կամայական, պարզ և անընդհատ սպեկտրով ինքնահամ ալոլծ օպե
րատորի համապատասխանող V իզոմետրիկ օպերատորի ներկայացումը։ 
ապացուցված է նաև (9) անհավասարությունը, որտեղից բխում է սեփական 
ֆունկցիոնալների անընդհատությունը • • || նորմայով։

Ստացված է նաև նոր շրջման բանաձև (15) Կոշու-Լեբեգի-Ստիլտյեսի տի
պի ինտեգրայների համար։

R. A. ALEXANDRIAN, R. Z. MKRTICHIAN

ON THE CONSTRUCTION OF COMPLETE SYSTEM OF 
E1GENFUNCTIONALS OF ARBITRARY SELF-ADJOINT 

OPERATOR AND ITS STRUCTURE INVESTIGATION
Summary

It is proved that the formula (1) gives (for all <p CH) the representa
tion of the isometric operator V associated with the arbitrary self-add- 
joint operator A with simple and continuous spectrum. The unequa
lity (9) which implies the continuity of eigenfunctionals in respect to 
the norm ||-՛ is established.

Besides, the new inversion formula for integrals of Cauchy—Le
besgue—Stiltjes type is derived.
7-319
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Л. Ш. АГАБАБЯН, А. Б. НЕРСЕСЯН

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

ВведениеЗадача Коши для гиперболического уравнения с данными на линии параболического вырождения изучалась лишь в случае уравнения второго порядка. Результаты, полученные в этом направлении, мы охарактеризуем на примере простейшей задачи Коши на плоскости—«уу 4՜ A*  (у) w (х, у) Ujcx = аих + Ьиу 4- си + j(0.1) (ÿ>0)

* Следует отметить, что доказательство критерия (0.3) в работе [1] проходит 
лишь в случае степенного бывания функции А (у).

U (x> +0) = 0, Uy (x, 4-0) = 0, ‘ (0.2)
где

infw (x, у) > 0; Д (y) >0) (y > 0); A (4֊ 0) = 0; A' (y) > 0, а коэффициенты a (x, y), b (x, у), с (x, у) и f (x, y) — достаточно гладкие функции. Первый общий результат, принадлежащий Проттеру [1] гласит, что задача (0.1) — (0.2) корректна в классическом смысле, если при у —» 4՜ 0* а*  (у) = шах | a (x у)] = 0 (1). (0.3)
•г УЗатем, при à (у) = уа (а^>1 ), были получены более точные критерии корректности, и, в частности, замечено, что повышенная гладкость параметров задачи по переменному х позволяет накладывать меньше ограничений на скорость убывания коэффициента а(х,у) (см. библиографию в [2] ).Известно, что задача (0.1) — (0.2) сводится к системе интегральных уравнений. Метод решения этой системы, предложенный в работе [3], позволил уточнить и обобщить все известные ранее критерии (СМ. [2] ).В частности, из результатов работы [2] следует, что задача (0.1)—(0.2) корректна в классическом смысле, если при некотором 

р > 0
• у( /р+2 д цу еХр | Г Е—Ц. IЛ < 4֊ оо (0.4)J Цл« fи все параметры задачи дифференцируемы по х достаточное число



370 Л. 111. Агабабян, А. Б. Нерсесянраз. Таким образом, оказывается, что задача (0.1) —(0.2) корректна, если при у -*  + 0, а*  (у) — (у) )*•В случае вырождающихся гиперболических уравнений порядка выше второго, насколько нам известно, аналогичные вопросы не рассматривались. В предлагаемой работе методом работы [3] исследуется корректность задачи Коши для вырождающегося гиперболического уравнения третьего порядка с данными на линии вырождения. В частности, оказывается, что в случае модельного уравнения—«ууу 4֊ Д2 (у) ихху = а (х, у) ихх + Ь (х, у) иху + с (л, у) иуу 4-4-J(x, у) их+ е (х, у) Uy 4՜ g (х, у) и 4֊ /(х, у), (0.5)где д (у)>о (у > 0), Д (+ 0) = 0, Д' (у) > 0 соответствующая задача корректна, если|а (*>  у)1 < const △ (у) А' (у)16 (х, у)| ֊< const Д' (у) . /п

\d (х, у)\ -С const
У и все параметры достаточно гладки по х.Предлагаемый метод позволяет исследовать задачу Коши для более общих уравнений и даже для довольно широкого класса вырождающихся гиперболических систем произвольного порядка (см. §5).

§ 1. Постановка задачи в основные результатыРассмотрим гиперболический дифференциальный оператор третьего порядка
[“] = УуууЛ՜ (Ai 4՜ As + Аэ) Ухуу 4՜ (AiA2 4՜ А1Д3 4՜ А։Д։) Ухху 4՜

+ иххх (у>0), (1.1)
тде = М4-0) = 0 (/=1,2,3). (1.2)Изучается задача Коши с данными на линии вырождения

L lmj = QUxx 4՜ ЬиХу 4- сиуу dux 4֊ ему 4՜ gu 4՜ f, (1.3)u (x, 0) = (x), Uy (x, 0) = (x), uyy (x, 0) = [Xj (x) (1.4)(0<x<Jl; y>0).Характеристики определяются из равенств
dx = - Д/ dy (/ = 1, 2, 3). (1.5)Не нарушая общности, можно считать, что одна из характеристик параллельна оси у. Пусть, например, Д,(^) = 0. Решение ищется в открытом характеристическом треугольнике £>, ограниченном соответствующими характеристиками из семейства£ = х —(/ = 1,2,3) (1.6)у и отрезком оси х.

Г„ , * В “погомерном случае наиболее общие результаты получены О. А. Олейник 
[4] (см. также [5] и [6]).



О задаче Коши 371Основным результатом настоящей работы является теорема существования и единственности решения задачи (1.3) — (1.4), подробно доказанная для случая, когдаД1(у) = -Д2(у)=Д(у). (1.7)Теорема 1. Пусть в D функция /(х, у) дифференцируема 
по х2р֊г4 раза, функции а(х,у), b(x,y), с(х,у), d(x,y), е(х,у), 
g(x,y) дифференцируемы по х '2р 4֊ 2 раза, функции ^(х), Нз (*),  ji3 (х) дифференцируемы 2р + 5 раз, А (у) дважды дифференцируема 
в D по у и А' (у) > 0.

Пусть, кроме того(а {х, z/)| < а0А {у) Д' (у), (1.8)
\b(x,y){<b0±'(y), (1.9)
\d(x,y)\^d0^. (1.10)

У 
где а0, b0, d0 = const, а функции с(х,у), е(х,у) и g(x,y) интегрируе
мы по у в промежутке 0 <^у <^у0. Тогда, если

p>[2a0 + 2b0 + 2d0] + 2, (1.11)
то существует единственное решение задачи (1.3) — (1.4), обладаю- 

— (jk ц
щее непрерывными в D производными —------------- (z = 0, 1, 2, 3; i

Oxk~‘ dy'<£<р + 3).
Это решение устойчиво в следующем смысле: пусть функциям 

fi, I*»»  P2Z, Hz соответствуют решения ui (z = 1,2). Тогда для лю
бого е 0 существует такое 3 = о (г) > 0, что из условия

Л*  . 3 2/Я-53 max ^֊(А֊/з) +£ V .°_(Н1_И/2,) <8 (1.12)*-о d dxk I АГ1 *-о  дх
следует, что

3 *+ 3 dk
22 m-ax <1ЛЗ)Го Г/ D dxk ldy‘

§ 2. Сведение к системе интегральных уравненииПрежде всего заметим, что, без ограничения общности, можно считать условия (1.4) однородными. Действительно, еслии (х, + 0) = zzy (х, + 0) = цУу (х, + 0) = 0 (2.1)и и (х, у) есть решение задачи (1.3)—(1.4), то функцияи(х, у) = zz(x, у) — Vi(x)-yv.a(x)----- -р2 р,(х)является решением задачи (1.3) — (2.1) с измененной правой частью.Обозначая правую часть уравнения (1.3) через И = Г(х, у, и, их, 
иу, ихх, и*у,  иуу), перепишем его в трех эквивалентных формах
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Ж-. _ А дЧ- = F+ д; н,у, dsj ds2 dy1/ 1 -f- л| ——— j/T-pA| *=  f'Jr Д։Д1 «хх + 2^1 Uxy + △։ их,

ds2 dy os!

JL p/j-j-A-։ = F4֊ (Д1Д2)' uxx + (2^a+Ai) Uxy + ^2Ux-
dy ։âS1 ’ds»Здесь использованы очевидные соотношенияj/ï+Af (z = 1, 2, 3), (2.2)

dsi dy dxа через sn з2 обозначены составляющие с осью у острый угол направления характеристик (1.5).Как было замечено выше основные результаты относятся к случаю (1.7). Принимая это во внимание, будем иметь
у Î+P д± = Г {F- Д' иху} dy, 

os2 Оу JЛ % — V'Ï+I5— - f {Г-ДД,ихж+2^ихУ + Д"их) dy,
dy ds2 J/Ï+Д2 — ^Ï+Â՜2 d-T = f (Л*)'  “« - Д'и^ - Д"“Л dy.

dsi ds2 JИспользуя формулы (2.2), получим— Д’ихх + Uyy = f {[a — (A2)'] Uxx + buXy 4՜ dux т c«yy-rC + euy + gu+ f} dy,

'^Uxy + Uyy = l {auxx + (b + Д') Uxy + cuyy 4՜ dux +euy + gu+f} dy, 
î!

— Д«ху + Uyy = J {auj-x-f- (b—à'՝) цжу 4֊ cuyy 4- dux + euy + gu + f}dy.

После очевидных преобразований, обозначая“хх = И1։ иХу = И8, иуу = У3, (2.3),՛придем к системеГ ГС2Д2И1 — J {аР'14-(6 — Д') V2 + с У3 4֊ d 1 Vgdt 4֊ е j V^dt 4֊ 
h 4 0У.+ * j ^3(yi֊t)dt+f}dyi + C {a K + (b 4- Д') И2 + сИ։ + o
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Из (У1—0 &+/} с!уи-(Д’)'] И1 + 6И։ + сИэ+</ у, у,2ДИ2= С {ак։ + (6 +А') И։ + сИ։ + </ [ И2Л+е | И։Л+
I, О V

и^ +

о о? Г+ е И։Л+#1 И,^ —0^+/} сЛ/х, (2-5)у։ ■ У»2Из= Г {аИз+ (£ + △') И։+сИ3-^ у к^+е И, Л + 
1Л о иУ|+ Я И։(уз-0Л+Я ^1+ Г{аИз + (6֊Д') И2 + сУз+ (2.6) о /,У’ У. У.+ с/^ И։Л-4-е у и, Л + ка (Уз—0 л+/} <1уг.

ОООТаким образом, если существует непрерывно дифференцируемое в 
О решение и(х,у) задачи (1.3)—(2.1), то оно восстанавливается из некоторого решения системы (2.4), (2.5), (2.6) по формулеи(х, г/) = у К(х,0(у֊0Л. (2-7)оСистема (2.4), (2.5), (2.6), вообще говоря, не эквивалентна задаче (1.3) — (2.1). Действительно, пусть все коэффициенты правой части уравнения (1.3), кроме а, равны нулю, а коэффициент а зависит только от у. Тогда легко видеть, что одним из решений системы (2.4), (2.5), (2.6) будет Из = 1, И։ = 1, И3= ^а(0Л, о хотя функция УИ (*.  у) = -֊- У а (0 (у - 0’ Л о!при а^Оне является решением уравнения (1.3).



374 Л. Ш. Агабабян, А. Б. НерсесянНужное решение выделяет следующаяЛемма 1. Пусть система (2.4), (2.5), (2.6) имеет непрерывно 
дифференцируемое в О решение {И։, У3, Рэ), причем

У^х, 0) = 0, Р։(х, 0) = 0, 
а И։ дважды дифференцируема по х. Если, кроме тогоI К, (*.։/)]  <• <У<+ОС>

О11 Уз (*,  у)Ь < + °°,
О У

[ Уз (*>  г/)].гх йу < 4- ОО,
о

то функция и (х, у), восстанавливаемая по формуле (2.7), являет
ся решением задачи (1.3)—(2.1).Доказательство. Из системы (2.4), (2.5), (2.6) имеем/Гн2 ֊ (/ + л Уз) ֊ /1+А5 (У3 - А Уя) =2Д' Уг,

(^$2 05^с другой стороны, согласно (2.2), это выражение записывается в виде2(А/)у-2АИз.г,откуда Игу= Рз.г.Интегрируя это тождество и имея в виду, что И, (х, 0) = 0, получим у
Уз= У УзхЛу.оТаким образом, функция

«*  = Уз (у ֊ *)идифференцируема по х и у и и*  (х, у)ху = У3. Аналогично, из системы (2.4), (2.5), (2.6) получим у у
Уг= У У1х ^у = рИзжх(у — 0^> о ото есть функция и*  (х, у) дважды дифференцируема по х и ихх= У3֊ Так как, очевидно «УУ = Уз(Х'У) то, согласно (2.2),/1 + да^-А.и*( Х։У)=и; ди' у։_др

ов3 ду



О задаче Коши 375откуда, согласно (2.4), (2.5) и (2.6), получим/1+д*  Аут+д. А А и* (х> у} = ь _ Д' и;у, <7$։ Оугде
Р = Р (х, у, и*,  их, и‘у, ихх, иХу, ип).Лемма доказана, так как, очевидно

и*  (х, 0) = иу (х, 0)= иуу (х, 0) =0,а и*  (х, у) удовлетворяет уравнению (3).
§ 3. Вспомогательные предложенияВ этом параграфе будут сделаны некоторые замечания, используемые в дальнейшем.Пусть о(х,у) — произвольная непрерывная в D функция двух переменных. Обозначим <р*  (у) = max |<р (х, у)|. (3.1)Этим обозначением мы будем регулярно пользоваться.1՞. Для простоты дальнейшего изложения будем считать, что коэффициенты с (х, у), е (х, у) и g (х, у) равны нулю. Этим система (2.4), (2.5), (2.6) сведется к системе двух уравнений, для которой и будет доказано существование и единственность решения. Коэффициенты с, е и g не играют роли в вопросах существования и единственности решения системы (2.4), (2.5), (2.6). Действительно, из (2.6) имеем 2И։= J cV3dy+ J | ej V3dt J jgj V3 (9i ~ 0 dt |^Zi+ Л- 

i,+i, i,+t, о 1,+i, о (3.2) Отсюда, пользуясь обозначением (3.1), получиму у у2 р; <2 J [с*  (s)+J е*  (0 dt + у g*  (f) (f-s) dt\ Из (s) ds + Fx, (3.3) 0 J sоткуда видно, что для разрешимости (3.2) относительно Va достаточно, чтобы функции с*  (у), е*  (у), g*  (у), были интегрируемы. Относительно условий, налагаемых на функцию Flf или, что то же самое, на коэффициенты а(х,у), Ь (х, у), d(x,y) и f{x,y), было сказано в теореме 1.Таким образом, при сделанных предположениях, из существова- .ния и единственности решения системы
У|2Д» Их = (*{а  К+ (Ь - Д') va+d f V^dt + f} dy, + f (a Zx + 

/, oi,



376 Л. Ш. Агабабян, А. Б. Нерсесяну. _4֊(64֊Д') l/։ + d J V2dt +f}dyi-2 J{|a-(^2)'l К4֊6И։4- 0 la У14- d ^V2dt 4- /) dylt (3.4)
y.2Д И3 = f {a K + (6 + Д') V2 4՜ d j V^dt 4֊ /} dyx — /, оXi- Г {a К 4- (6 - Д') И3 4- d С К dt + f} dylt (3.5)/, оудовлетворяющего условиям леммы 1, автоматически следует существование и единственность решения задачи (1.3) —(2.1).2°. Приведем некоторые простые соображения (см. [3] ), играющие в дальнейшем важную роль.Пусть дано уравнение

«*(у)  = (<)Л +f(y) (°<У<Уо)> (3.6)огде функции К и f непрерывны при у^>0 иУ;J К (0 dt = 4- оо. ՝ (3.7)оУравнение (3.6) не всегда имеет решение (например, при /= 1 и^(у)>0). С другой стороны, если ЛГ(г/)>0, то функцияУо“о (у) = exp { — j К (0 dt } (3.8)
является, очевидно/ непрерывным, ненулевым решением однородного уравнения. Если функция f{y) удовлетворяет условиюУо

С^.л<+„. (3.9)J «о V/Ото единственным непрерывным решением уравнения (3.6) будет функция у у«(у) = /(у) 4֊ м0 (У) Г dt = и0 (у) [ dt, (3.10)J “о(О J ИоМо опричем правая часть этой формулы соответствует дифференцируемой функции /. Это решение удовлетворяет условию
о



О задаче Коши 377Формула (3.10), соответствующим образом преобразованная, будет в дальнейшем неоднократно применена.3°. Следующее замечание касается схемы последовательных приближений.Для решения системы (3.4), (3.5) будем строить следующие приближения:2А2К

(3.12)
(3.13)

4՜ Ь кг 1 4՜

тде р°= = 0,И = У /(х, у) ад 4- I՞/(х, д) ад Л-/.И= у/(х, д)ад 
11—цОбозначая И-։=ея, Иап-

(3-14)

из (3.12) и (3.13) получим

У‘2А).„ =2 у ^'Кад 4֊ У аеЛ-1 4՜ (Ь — А')1п-1 4՜ '֊л-1 Л }<&!•
I, 1,-1, оПри непосредственной оценке е„ и Хя получаются расходящиеся интегралы. Для преодоления этой трудности поступим следующим образом: из (3.4) и (3.5), используя (3.10) и делая очевидные преобразования, формально получим
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®л + 1 =

У1[ Д').я -|- агп + Ь՝1֊п + (I о у.
։ + (6 ֊ д')

I,где
о, ~ ^Х‘

о.

(3.15)
(3.16)
(3-17)

/.

).

о, о»Из формул (3.15), (3.16) и (3.17) видно, что ех и /֊, имеют при у֊»0 порядок малости &(у)-у2 (чего не достаточно для сходимости). Но если функция /(х, у) имеет достаточное число производных по х, то можно ожидать, что на некотором шагу порядок малости еЛ и лЛ будет уже достаточным для сходимости рядов ВеЛ и 2лл. Точная оценка г„ и Хя, а также условия, налагаемые на а, Ь,<1 и /, будут даны в следующем параграфе.§ 4. Последовательные приближенияДля решения системы (3.4), (3.5) применим схему (3.12) — (3.14). Обозначим И-1/Г։ = 5я; Р?-Р'Г։ = )Ч|. (4.1)Наложим на коэффициенты а, Ь и с1 следующие ограниченияа*  (у) < а0 Д (у) Д' (у)6*(у)<6 0Д'(у) (4>2)
У

(а0, Ьо, с10 — постоянные, у ~^> О, Д' (у) ^>0).1°. Теорема существования. Из системы (3.12)—(3.14) имеем2Д2еЛ = |2 (Д2)' ея <1у + у Д' 1л_1 с!у + П а£л-14֊6Хя_։ +
>.л_։л|с/у1, (4.3)

У12Д).Л = 2 I Д'ХпсАу + I аел֊1 + (6 — Д') ХЛ_։ +<Д Хл_։ Л 1</ух. (4.4) ՛,֊>, и
2?! и О։ — характеристические треугольники, ограниченные соответственно, 

кривыми 11։ 13 и осью х и /։, 13 и осью х.

ч 1г-Ц Ц — 'з



О задаче Коши 379Принимая (3.17) получим во внимание замечание п. 3° § 3, из (3.15), (3.16) и
Six

D, D,— s) ds < Л/д (у) у3,

'֊1х
<2 м | о

Мл (у) у3,

sp+i -С const Др (у) у2р+2; р = 1,2, 3, • • •, Xp+i < const Др (у) у2р+2; р = 1, 2, 3, • • • при условии, что / (х, у) дифференцируема по х р + 1 раз, а
(4.5) (4-6) коэф-фициенты а (х, у), Ь (х, у) и d (х, у) дифференцируемы по х р раз.Далее, разрешая систему (4.3), (4.4) относительно ея и Хя и подставляя оценки (4.2), будем иметьу уД' Д'— Ел-1 Л+ I (260+2t/0 +1) — 1«л-1 dt

д д»
(п=1, 2, 3,...),

о о (4.7)
У у Д' .-АЯ_1Л (л = 1, 2, 3,■••). (4.8)

доПоложим I*

Покажем, что
Ео(у)<7?1Д/’(։/)у?р+2 
^(y)<Ribp(y)tfp+2 ’ (7?! — постоянная)®я и Хя удовлетворяют оценкам

(4.9)

л! J о А՛ (0 Г1п А (у)Д(О[ А(0 dt, (4.Ю)
ул! Iя

dt (4.П)
а(Л^ и Мя — некоторые постоянные, п = 0, 1, 2,---).Для п = 0 из (4.10) и (4.11) следует оценка (4.9). Применяя полную индукцию, из (4.7) и (4.8) получим(• 2ао) Д(0 I л! .

о

f Др (s) s2p+2^-J Д (s)
О

А (О A(s)
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ХЛ + J <2*0+.%  + ։> 4 «> J " <•>

о 0

I А(։)
. А. (=^i^°»+^-+^+֊»LC Д, (։) X

О

Аналогично, для аЛг1 имеем
+ М (6.+ </.+» 4 (у) L (։) ™(п+ 1)1 J д (s)

Для выполнения оценок (4.10) и (4.11) достаточно положить
Мг = Мг =/?2 = 2а0 + 260 + 2<4 + 1- (4.12)Окончательно имеем

s;< l (У) Г др (t) &+*  in Г dt, (4.13) .л! J △(*)  △ (0 |оД (у) f ДР (/) /2р+2 In Г dt. (4.14) nl J △(/) I Д(0 JоСуммируя еЛ и получим
(4.15) о

ОС

л—0

др а) ^р+2А' WI А (у) Д (t) I A (t)
R,

dt. (4.16)Для сходимости интегралов в правой части этих неравенств достаточно условие р > [7?а] +1 или
р > [2а0 -г 260 + + 2. (4.17)При выполнении этого условия ряды (4.15), (4.16) сходятся к предельным функциям (у) и V*  (у) равномерно, причем (0) = 0,(0) = 0. Кроме того, как легко видеть, решение (^(х, у), И2(х, у) системы (3.4), (3.5) удовлетворяет всем условиям леммы 1. Таким образом, доказана следующаяТеорема существования. Пусть функции а (х, у), Ь(х,у), 

с (х, у), d (х, у), е (х, у) и у (х, у) дифференцируемы в И по х р раз, 
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функция / (х, у) дифференцируема в О по х о 4֊ 1 раз, а функции !Ч (х), н։(х), [а։ (х) дифференцируемы в О р+3 раза. Пусть, кроме 
того, имеют место условия (4.2) и (4.17). Тагда задача (1.3) — (1.4) 
имеет в Й решение и (х, у), которое дважды непрерывно диффе
ренцируемо по х и трижды непрерывно дифференцируемо по у.

2°. Теорема единственности. В этом пункте будет показано, что условие дифференцируемости по х решения Их (х, у), И2(х, у) системы (3.4), (3.5) д + 1 раз, а коэффициентов а (х, у), Ь (х, у) и <7 (х, у) 
—р+у раз (число д будет уточнено ниже) влечет за собой единствен*  ность и устойчивость решения задачи (1.3)—(2.1).Пусть { И։° (х, у), Уг (х, !/)} — решение следующей однородной системы, соответствующей системе (3.4), (3.5) (которое существует согласно теореме существования):2д։Их= Г 2(Д2)'И14/д + ^Д'И^дЧ- Г{аИ։-|-6И։ + с/Х 

I,
У, • У. .

х + + (4.18)О /։— /з О У.2Д и2 = 2 [ Д' У^у + Г [а Их + (6 — Д') Уа+<11 И^Й ЛУ1. (4.19) 
К оТак как система (3.12), (3.13) удовлетворяется при / (х, у) = 0 и ИГ = И?, И=-. У2, то из (3.15) и (3.16) формально будем иметь

У.
У°2 - у р а И + (6 - Д') Уг + Рг| с/д.

Предположим, что И? и У% дифференцируемы по х д+1 раз, а коэффициенты а (х, у), Ь (х,у) и с/ (х, у) — д раз. Тогда, составлял и для И? и Иг д-тую итерацию, получим оценки
У? < const Д’ (д) д2’+2, ^2*-С  const А’ (д) у՜4*2.С другой стороны, обозначая 2дз И®=8> 2ДУО = Х,из системы (4.18), (4.19) получим у уГД' ГД'в*  < — (2а0+2) е*  Л+ =֊ (260 + 2<4 ֊И) ’•*  Чг, J д J до о
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'■ * , 
/.♦ < (60Ч֊«/0 4 2) >•*  Л 4 ( о» ֊■ 8*Л-

о »Далее аналогично формулам (4.13), (4.14) получим
О" „ л А՜ (1) Г 1 А (у) " ■

О2 а (₽) |а. (,) т Ш |” л 
о(п = О, 1, 2, 3,-•-),где

Зсгоо + гбо + г^о + з.Пусть теперь <7 > [2а0 4 260 4 2б41 + 4.

(4.20)
(4.21)

(4.22)Из (4.20), (4.21) видно, что п можно выбрать настолько большим, что г*  и X*  будут меньше любого наперед заданного положительного числа, то есть в*  == X*  = 0. Таким образом, при выполнении условия (4.22) решение задачи (1.3) — (2-1) единственно. Легко видеть, что оно будет устойчивым в следующем смысле: пусть функциям Д и /2 соответствуют решения иг и и2. Тогда для любого з^>0 существует такое 8 = 3 (а) > 0, что из условия
Р+Я 2

*-0

дл 
тах~ их*следует, что

3 <7+3У У тах
1=0 к-1 °

дк
| дхк~1ду1

(«1 — “г) е.
2 о

Таким образом, справедлива следующая
Теорема единственности. Пусть решение системы (3.4), (3.5) 

дифференцируемо по х <? 4 1 раз, коэффициенты а (х, у), Ь (х, у) и 
(1 (х, у) дифференцируемы по х р 4 Я раз, Тогда, если имеет место 
условие (4.22), решение задачи (1.3)—(2.1) единственно.Из теорем существования и единственности следует теорема 1.

§ 5. Некоторые уточнения и обобщения1°. В случае А(Л)=У’(«>О) (5.1)теорему 1 можно усилить.Действительно, в этом случае ряды (4.15) и (4.16) сходятся при 
Р (а + 2)4 2> а и, следовательно, если из оценки типа (4.2) вытекает
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fa (х, у)| < А у*֊'|6 (х, у)| <Ву*֊'

\d (х, у)\<Су'֊> <где А, В, С = const, то из условия
2 (А + В+ С) я— 2 Р а + 2 'а 4-2

(5.2)
(5.3)следует справедливость теоремы 1.Условие (5.3) гораздо менее ограничительно, чем (1.11). В част- п / / 1ности, отсюда следует, что при 0 -С— Достаточно потребоватьлишь ограниченности коэффициентов а, Ь и d.2°. Теорему 1 можно обобщить на случай, когда Д3 (у)=0 и

д։ (у) = (у)' 1 (5 4)△3(У) = С։Д(^ (а>Р>0)/’где а, Р, С1։ С2 = const. В этом случае, несущественно видоизменив выкладки §§ 2—4, получим, что если’;|а (*, у)\ < const Д (у)в+₽-։ Д' (у) 1 .16 (х. у)1 -< const Д (у)?՜1 Д' (у) Jто теорема 1 верна при соответствующем подборе числа р>0.Более того, анализ применяемых методов показывает, что характер результатов не изменится, если Д3=0, Д3 и Д։ достаточно гладкие функции по х иО < const (Х> ■< const. (5.6)In \Да (х, y)jЗ՛1. При применении методов настоящей работы к исследованию задачи Коши для вырождающихся гиперболических систем произвольного порядка пока еще не преодолены все трудности, имеющие, главным образом, аналитический характер. Однако в одном частном случае схема настоящей работы должна проходить. Именно, пусть рассматривается задача Коши:■П(^-+д/(у)^-)и= 2 aj(x, у) — д U +f(x,y), (5.7)
\уУ их/ o<j<k<n-i дх’дук~]

д* и 
дук

(k=0, 1, 2, 3,- п-1), причем функции Д/ имеют видД/ (у) = С։ Д (у),где С/ — действительные постоянные, С1=[=С) (г*?^/),  △(!/)>0(у>0), Д(+0)=0, Д'(у)>0.

(5.8)
(5.9)

8-319



384 Л. Ш. Агабабян, А. Б. НерсесянПрименением методов §§ 2—4 можно, по-видимому, доказать следующий результат: пусть|а*  (х, у)| < const у*֊"+ ։ у- (A (5.Ю)
аУТогда, если все параметры задачи (5.7), (5.8) достаточно гладки по х то эта задача корректна в классическом смысле.В частности, если A (f/)=№, —Т» достаточно потребо-

п —1 вать лишь ограниченности коэффициентов а*  .В заключение заметим, что пока еще не ясно, какого типа ограничениям должны подвергаться коэффициенты уравнения (5.7) (и, в частности, [1.1], когда Д1։ As и Д։ произвольны) в общем случае, когда только ^i(y) =h &Ау) У^>°)> a ПРИ 17 = 0 некоторые характеристические направления совпадают.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 18.IX.1967
Ереванский государственный армянский 
педагогический институт им. X. Абовяна

Լ. Շ. ԱՂԱԲԱՕՅԱՆ, 2. Р. ՆԵՐԱհՍՅԱՆ

ԵՐՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ՎԵՐԱԾՎՈՂ ՀԻՊԵՐՐՈԼԱԿԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՏՈԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆԱմփոփում
Աշխատանքում հետազոտվում է հարթության վրա երրորդ կարգի հիպեր

բոլական հավասարման համար Կոշու խնդրի կոռեկտությունը, երբ տվյալները 
պարաբոլական գծի վրա են տրված։ Մասնավորաբար

— UyyyA՜ ձ2 (y) Uxxy = aUxx 4՜ bUxy 4՜ cUyy 4՜ dUx 4՜ e£/y -\-gU 4՜/ 
հավասարման համար (որտեղ A (y) 0 (y^> 0) , A (-|՜0) =0, A' (y) 0)
ապացուցված է, որ Կոշու խնդիրը կոռեկտ է, եթե գործակիցները և ֆունկ
ցիան բավականաչափ ողորդ են ըստ x-ի ե1“ («, iOK const A (y) ե' (y)t[6 (x, y)\ < const A' (y)t|rf (x, ։/)( Հ const —— • 

y
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L. Sh. AGABABIAN, А. В. NERSESIAN

THE CAUCHY PROBLEM FOR A HYPERBOLIC EQUATION
OF THIRD ORDER WITH DATA ON PARABOLIC LINESummaryIn the present paper the character of correctness of Cauchy problem for hyperbolic differential equation of third order with initial values on the parabolic line is considered. In particular, it is proved that for an equation

— ^yy>‘4՜ (y) Uxxy = a (xi y) &XX + (x> y) Uxy + C (x, y) Uyy +

+ d (x, y) Ux+e (x, y) Uy + g (x, y) U-\-f(x, y), where A(y)>0 (y>0), A (+0) = 0, A'(j,)>0 the corresponding problem is correct in classic sense, if |a (x, y)| < const A (y) A' (y), 
\b (x, #)\< const A' (y)t

\d (x, y)| < const
yand all parameters are sufficiently smooth with respect to x.
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Р. Л. ШАХБАГЯН

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

В последнее время появился ряд работ (см. [1], [2] ), посвященных 
построению алгебры, так называемых,псевдодифференциальных 
операторов, рассматриваемых в эвклидовом пространстве R՞. Эта ал
гебра содержит в себе как дифференциальные операторы с частными 
производными, так и сингулярные интегральные операторы.

Далее, в цикле работ М. И. Вишика и Г. И. Эскина (см. [3], там же 
приведены дальнейшие ссылки) развита теория псевдодифференциаль
ных операторов на компактных многообразиях с краем.

В настоящей работе исследуются вопросы разрешимости и глад
кости некоторых классов псевдодифференциальных операторов в по
лупространстве.

В § 1 приводятся основные сведения и определения, относящи
еся к рассматриваемому классу псевдодифференциальных операторов, 
а также вводятся классы функциональных пространств, естественно 
связанных с рассматриваемыми операторами.

В § 2 выделяется некоторый класс псевдодифференциальных опе
раторов, обладающих свойством гладкости в полупространстве.

Третий параграф посвящен построению регуляризатора однород
ной краевой задачи в полупространстве для псевдодифференциальных 
операторов, порожденных эллиптическими символами.

§ 1. Определения и обозначения. Функциональные 
пространства

1°. В пространстве R" X {R"/0} рассмотрим функцию а (х, ;) 
(х= (х1։ х2, - • - , хя); î = (Еь ?я)), удовлетворяющую следующим 
условиям:

1) а (х,$) — положительно определенная функция относительней ;, 
при всех x£Rn, степени а (а — вещественное число), т. е.

а (х, rt) = f*  а (х, 6), f>0, xÇRn, (1.1)

а (х> £)££“ (Æ") при всех tÇRî/Q;
2) существует lim а (х, 5) = а (оо, 5), причем а'(х, ;) = а(х, е)— 

а(°°>5) принадлежит пространству Sx функций, убывающих при 
|х|—► оо быстрее любой степени |х| равномерно относительно £.*

Подробнее определение пространства Ճ см., например, [5].
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Класс символов а(х,$), удовлетворяющих условиям 1), 2), обо
значим через О։.

Через и (?) (или иногда Ей (?) ) будем обозначать преобразование 
Фурье функции и (х)

и (?) = Ей (?) = (2к)֊«/2 у е֊' и (х) <1х, 

/?Л
Л

где (х,;) = X,;/. 
/■=։

Требование однородности (1.1) несущественно, его можно заме
нить более общим условием, налагаемым на рост символа а (х, ?) при 
|с| — со, именно

|а(х, 5)|<С(1 + |5|)«, х^Л, (1.1')
где С — постоянная.

Как известно [1], псевдодифференциальным оператором, опреде
ленном во всем пространстве и канонически построенном по сим
волу а (х,;), называется оператор

Аи = Е-^ха (х, Ех^-и=(2^)~л12 еЧг-5)С (В) а (х, Е)и(Е) (К, (1.2)

яЛ
где С (?) — бесконечно гладкая функция, равная нулю в некоторой ок
рестности ։ = 0 и равная единице вне несколько более широкой ок*  
рестности нуля. Функция С (?) введена с целью погасить возможную 
особенность в нуле символа а (х,В). При а^>0 можно считать в (1.2) 
£ (В) = 1. Число а называется степенью оператора А. Найдем преоб
разование Фурье оператора А:

Аи (В) = С (6) а (ъ, В) и (В) + (2к)֊«/։ | С (у) а' (С - у, т)) и (г,) (1.2')

нп
где а (т, т}) = Ех-^-. а' (х, т)).

. В [1] установлено, что оператор А, рассматриваемый на прост
ранстве Н։ (7?՞) (а — любое вещественное число), является гладким 
оператором, то есть А ограниченным образом действует из простран
ства Н, ъ Н1- причем истинный порядок оператора А огс! А = а.

2°. Введем в рассмотрение ряд функциональных пространств. Под 
(Е-) будем понимать замкнутое подпространство пространства Еп 

точек (х; хп 0}({х; хЛ-СО))*,  а Л + (/?_) — соответствующее открытое 
полупространство.

Для произвольного вещественного з через Н*  = Н? (/?") обозна
чим подпространство пространства состоящее из функций, носи-

Мы следуем обозначениям, введенным в [4]. 
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тели которых сосредоточены в то есть тождественно равных ну
лю в R-. Пространство /7։՜ = А (R-) определяется аналогично. Об

раз Фурье пространства Н*  обозначается через Нз .
Через 9+ обозначим оператор умножения на функцию Хевисайда

. , , ( 1, при хп > 0, а черези(хл) — <I 0, при хп 0
П+ — преобразование Фурье оператора умножения на б(хя):

П+7(;', М=֊ (1.3)
2*  3 ?Л 4֊ гО—г1п 

—во

где 5/ = (Вх, Ч, ■••,«л-1), а интеграл в правой 
смысле главного значения по Коши.

Можно доказать (см. [4]), что оператор
лой (1.3), действует ограниченным образом 

части (1.3) понимается в

П+, задаваемый форму- 

в пространстве Hi при

|о| < —, причем П+//б = Н! .

Нам понадобится пространство Hs (Rn ) функций, являющихся су
жениями функций из Hs (R"). Как хорошо известно [6], в простран
стве Hs (R+) можно ввести норму по формуле 

где ?_ = ?„ —

Я (p«=J/r=in+G--f)'Z/G)jo, 

1/2

(1-4)

произвольное I — про-

должение функции /(х), определенной на R-՝, [) ||о—норма в Н0(Рп) =

Введем в рассмотрение оператор проектирования Р~, определяе
мый как сужение функции / (х) £ Н (7?Л) на R" ; по определению 
Р+ я, (/гл) = н։ (/?;).

Наконец, нам понадобится шкала пространств Н*  (з^-1/2), со
стоящих из функций /+ (х) Н£ таких, что /+(х) £ Нз (/?1) на /?^. При 
К ֊1, по определению, Н} Норм, в простреистве Н*  (, > 0) 

введем по формуле (1.4), в качестве I/ можно взять, например, /+£//*.  
При з<0 с помощью формулы (1.4) можно также задать норму в про
странстве Н?, расширив область определения оператора П+ (см. [4]).

3°. Определение псевдодифференциального опера
тора в А!՞. Псевдодифференциальным оператором в пространстве Рп+ 
назовем оператор вида

Подробнее об операторе П+ см. [4].
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Р Аиг= (2֊)-л 2 Р ֊ [ е (л 4 г, (?) а (х, ?) п+ (?) (1.5)

R" 
где и.^3.

§ 2. Гладкие псевдодифференциальные операторы в Рп+

1°. Введем в рассмотрение класс символов, обеспечивающих глад
кость порожденных ими операторов, то есть сформулируем условия на 
символы а (х, с), при которых Р+Аи+ принадлежит Н5-л (/?"), если

Пусть символ а(х, ?)£Оа удовлетворяет следующему условию 
гладкости (см. [4]):

с) При каждом х£/?" имеет место представление
а (х, ?) = а- (х, ?) + Р (х, £), (2.1)

где а_ (х, ?) £ Оа+л допускает аналитическое продолжение по ;я в по
луплоскость 1ш?Л<^0 при каждом х и ?'. (Класс функций а֊ (х, ?), 
удовлетворяющих перечисленным условиям, обозначим через 0~+5; ана
логично можно определить класс О+, заменив 1ш?я«^0 на 1т?Л^>0). 
При любом р > 0 имеет место оценка

)£»₽ (а_ (х,?)|<СД1+ !?!)«+'; (2.2)

функция R (х, ?) удовлетворяет условию 2) п° 1, § 1 и для нее спра
ведлива оценка

\Ор R (х, ?)|< Ср (2.3)I х К > Л֊- Р 1 + |В,| + |£л| 
при любом р > 0.

В случае, если символ а (х, £) имеет неинтегрируемую особен
ность, регуляризации интеграла (1.5) можно добиться, взяв

?'И

где М > 0 — целое, достаточно большое число.
Тогда легко убедиться, что символ оператора А аг (х, ?) = 

= <;(?) а (х, ?) также удовлетворяет условиям типа (2.1)—(2.3).
Теорема 1 (о гладкости). Пусть символ а (х, Е) £ Оа опера

тора А, заданного формулой (1.5), удовлетворяет условию с). Тог
да при любом в имеет место оценка

(2.4) 
для любой функции и+£Н+; С — постоянная, независящая от и+. 

Доказательство. Перепишем (1.5) в следующем виде:
Р+ Аи+ = (2тг)-Л/2 Р+ у е1 ах (оо, $) и+ (?) (R -|- 

яп
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+ (2т.)-пГ2 РА у е {Х։ а։ (х, с) и+ (5) ей, (1-5')

ял
где ах (со, ?) = С (?) “ (°°. ?). “1 (*,  ?) = “։ (*>  ?) — “1 (°°, ?)•
Справедливость оценки (2.4) для оператора с постоянным симво֊ 

лом а։ (со,?) установлена в [4].
Таким образом, теорема будет доказана, если мы получим оцен

ку (2.4) для оператора
р+ Аги+ = (2«)՜'1'2 Р+ С е <*  Е) а\{х, 5) ы+ (5) ей. (2.5)

R"

Пусть и+£Н<, а 1и — произвольное I—продолжение функции и + 
на все пространство такое, что ||йф < С^Ци+Ц^, где постоянная Сх не 
зависит от ич-.

Преобразование Фурье оператора А1г согласно (1.2'), имеет вид
Аг1и (?) = (2К) -՞/2 у а, (5—т), т])7и (?]) е/т). (2.6)

R'1
Оценим

||Р+ = ||П+ (5- - о— Ан+К (2.7)

< |П+ (5֊ - гА + ЦП+ (5_ - /)'- Л^Ц,.

Первое слагаемое правой части неравенства (2.7) оценивается 
элементарно

ЦП՜1՜ (?- ֊ 1-)м АЙ> < в(?- ֊ О'՜“ R|,< С, Вее. (2.8)

При выводе оценки (2.8) мы воспользовались ограниченностью 
оператора П+ в пространстве //0 (Рп) и гладкостью оператора Лх во 
всем пространстве.

Заметим далее, что функции /_ («', ;Л) £ 07 входят в ядро опе

ратора П+, то есть П+/_(£', 5П) = 0. Используя разложение (2.1) и 
учитывая сделанное замечание, оценим второе слагаемое правой части 
(2.7). Имеем
||П+ (5_ - ։у- Л1И_ (5)||0<С< |]П+ у (5_ - /)-‘ R' (5 - т], т]) (т])

R11
(2.9). 

где й'(х, т]) = Гх^ R' (х, т]), R' (х, т]) =/? (х, >]) — R (со, т]), и R' т]) 
удовлетворяет неравенству

1(1 + Н’Х Л'(ъ 7])|< Ср (1 + 1^+а+?..,
1 + го I + Кл| 

р 0 — произвольное число.
Рассмотрим выражение
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|(U-0*-

< сР -+=—----- г11ц- WI------------------------  (2. i о)
М- — »Г՜*  (1 +1? - ■ч|։)р (1 + IVI -I- h«i)

Тогда
(В- — О’՜՜*  —7), 7j) u_ (7j) drt ' <

Rn
< Cp f--------- -—(1 + |VI)'£- (V, 7}„)| dr!d-rin, (2.11)

/?« (l+ie-V*) 2

где положено p = П ' * + ——-. Подставляя (2.11) в (2.9) и исполь- 
2 2

зуя ограниченность оператора П+ в Но (Rn), получим

||П+ (Е_ - /)*-  л«- (5)Во < С511(1+ IVI2)"2 «- (V; <

< с, 11(1 + МТ)"8 7иЦ> < с.։ М < с8 ы? • (2.12)

При выводе неравенства (2.10) мы воспользовались тем фактом» 
что свертка пространств (Rn) и Но (Rn) принадлежит Ни (Rn), то 
есть, если а (х) £ Д (Rn), b (х) £ Но (R"), то

||а (х) * b (х)Цо < |]а (х)Ц£; (/?Л) ||6 (х^.

Из неравенств (2.8) и (2.12) вытекает оценка (2.4). Теорема доказана.

§ 3. Построение регулярнзатора

1°. Целью настоящего параграфа является доказательство сущест
вования регулярнзатора однородной краевой задачи в полупространстве 
для псевдодифференциальных операторов, порожденных классом, так 
называемых, эллиптических символов.

Определение. Символ а (х, Е) называется эллиптическим, если 
а (х, Е)=£0, х^п, ?¥=0 (3.1)

(Е вещественно).
Пусть символ а (х,Е) Ол, имеет при =/= 0 первые производные 

по ;, ограниченные при |;| = 1, х R''. Класс таких символов обозначим 
через Оа. Пусть далее а (х,;) удовлетворяет условию эллиптичности 
(3.1). Тогда, как доказано в [4], справедливо представление

а (х, Е', Е„) = а , (х, V, Е„) а_ (х, Е', Ея)*,  (3.2)

где а+(х, Е', Еп) ^О1+ и а+ (х, Е', Еп)=/=0

• Факторизация (3.2) имеет место на самом деле при более слабых предполо- 
же ниях. 
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при X /?п, ? =£ 0, 1т ?я > О,
а- (х, ", £л) С и а~ <х> 5'» 0

при х^К", 5=# О, 1т ;я-<0, х —индекс факторизации. Предполагается, 
что х — целое неотрицательное число.

Предположим далее, что функция а+ (х,;) удовлетворяет усло
вию гладкости с) (условие с) для нее заведомо выполняется, если 
предположить, что а+ (х, ?) продолжается по $я в полуплоскость 
1т ?я<0 вне полукруга |«Л|-<1|ё/|, где 1>0 не зависит от 5' и Вя, 
причем такое продолжение дает однозначную аналитическую функцию 
в окрестности бесконечно удаленной точки). В силу эллиптичности 
символа а(х, ;) легко убедиться в том, что оператор, канонически 
построенный по символу а՜1 (х, ?), также гладкий). Это обстоятельство 
будет нами использовано при построении регуляризатора.

2°. В полупространстве рассмотрим уравнение вида
Р+Ли+ = /+(х), (3.3)

где А — псевдодифференциальный оператор, канонически построенный 
по символу а (х,Е). Пусть а(х,«) удовлетворяет условиям, сформулиро
ванным в предыдущем пункте.

Решение и+(х) уравнения (3.3) ищется в пространстве Ш , 
где х — индекс факторизации символа а (х,;):

и+ (х)С Н*  Г\Н?; (3.4)

* В случае, если порядок однородности функции а^1 или а^1 отрицательны*, 
необходима регуляризация, которой, как и выше, можно достичь домножением соот
ветствующего символа на функцию ; (;)■

/д.(х) предполагается принадлежащей пространству (/?" ).
Введем в рассмотрение оператор

Л/+ = А?’ о 0+ (3.5)
где Л՜1 и А՜1 — операторы, канонически построенные по символам 
а+'(х, $) и а-'(х,;) соответственно*;  //—продолжение функции 
/+(х) £ Нз-а(Кп+) на все пространство; через ° обозначена операция 
композиции.

Мы докажем, что оператор R, задаваемый формулой (3.5), являет
ся левым и правым регулчризатором задачи (3.3), (3.4). Иными слова
ми, нам необходимо установить, что оператор R ограниченным обра
зом действует из пространства Н5-^ (/?") в пространство Н? Г) Н}\ 
то есть

||ЯМ+<П/4+-«, .. (3.6)
где С — постоянная, не зависящая от /+• Далее следует убедиться в 
существовании псевдодифференциальных операторов 7\ и 7\ таких, что
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R сР- Аи =(Е+Р+7\)и+, (3.7)
Р А о Р/+ = (Е + Р+ Тз) Л, (3.8)

где Ту и Тг — операторы порядка не выше—1, точнее 
р+г1«4+<с1|и+^֊1, (3.9)

|Р+ Т/Х-« < Сзй/Л-«֊! , (ЗЛО)
константы Су и С3, участвующие в оценках (3.9), (3.10), не зависят 
от и и /+ соответственно.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение, касающе
еся композиции псевдодифференциальных операторов.

Теорема о композиции. Пусть А и В — псевдодифферен
циальные операторы, символы которых а (х,;) и b (х,;) принадле
жат, соответственно, классам и Оь.

Тогда справедливо представление
А ° Ви = Си + Ти, (3.11)

где С—оператор, канонически построенный по произведению а(х, ?)Х 
Хб(х, 5) символов, а Т—оператор порядка <>4֊? — 1» то есть

II Ги||,_(«+₽_!)< const ЦиЦг (3.12)
для любого вещественного s*.

Теорема остается справедливое при более общих предположениях.

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в [1].
Из теоремы о композиции и свойстве гладкости операторов Д+1 

и АТ՝ в полупространстве очевидным образом следует ограниченность 

оператора R: Hs—i (/?+) —то есть оценка (З.б).
Обратимся к доказательству представлений (3.7) и (3.8). Имеем 

согласно (3.5), (3.2) и (3.11)
R о Р+Аи+ = Д+։° 0+Д11 ° Р+Аи+ =

=А՜,1 ° 9+ А՜1 о Аи+=А+' о (9+Д+ + 9+ Ту) и+= (3.13)

=в+ + 0+ Г2и++Л+ о 0+ Тги+ = (£+ 0+ Г3) и+,
где положено Т3 = Т, + А+' ° 0Т Ту.

При выводе (3.13) мы воспользовались следующим свойством 
оператора Р ', а именно тем, что Р+у4_0+и+ = Р+ А-и+ для любого 
оператора А-, символ которого а_ (х, 5) принадлежит классу ОТ.

Применим теперь оператор R к А справа. Имеем

Р+А °Rf+ = P+A о Л;1 -6+AT՝lf=-- Р+А- oQ+AT՝lf+

+ Р+Т4 °9՜ A- lf=P+A- о AT՝lf + Р+ Г4 о 9+ AT՝lf= (3.14) 

=f+ + Р+ T5lf+P+ Г4 о9+ 4Z1 //=(£+ Р+ Т„) f+, 

где Г8 Т5 + Ту о 0+Д21.
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Таким образом, мы получили следующие представления:
R о Р+Аи+ = (£4- 6+ Т3) и+ (3.7')

Р+А °Rf+ = [E+P< 7\) f+. (3.8')
Установим теперь, что Т3 и Тв являются гладкими в полупро

странстве R+ операторами порядка —1, то есть, что они удовлетво
ряют оценкам (3.9), (3.10). Отсюда уже будет следовать, что опера
тор R является регуляризатором задачи (3.3), (3.4).

3°. Для доказательства гладкости оператора Т3 установим, что 
этим свойством обладает оператор 7\. Справедлива

Лемма. Оператор Тг — гладкий в полупространстве R"+ и 
имеет порядок, равный х— 1, то есть для любого вещественного s 
справедлива оценка

< С|и+Ц,+, (3.15)
где С — постоянная, не зависящая от и±.

Доказательство. Пусть а՜' (х, 5) = а'_ (х, 5) + а՜՝ (оо, ;), 
где а_ (х, 5) -»0 при |х| ֊» в смысле топологии 5 равномерно отно
сительно 5.

Преобразование Фурье оператора 7^ имеет вид
Л “+ (6) = (2«)“л/2 J [а_ (5—т), т))— а- (5—т), т)] а' (т) — т, т) ц+ (-,)dr/d~-r 

Rn ■
4- (2it) ֊"/= J [aZ1 (оо, 5) — aZ1 (со, т()] а (5 — tj, т))и+ (tj) cty = (3.16)

Rn

= Т11)и+ (5)4֊ ГРи+(5).

Докажем неравенство (3.15) для оператора (для 7?2) оценка 
проводится аналогично и несколько проще). Заметим далее, что, по
скольку а (х, 5) £0’, имеет место оценка
|al(5—т), T))-aL(5-т), т)|<const ~ + ----- Н7) — "1>

(3.17) 
где р достаточно велико.

Согласно свойству с) гладкости символа а(х, 5) имеем представ
ление (§ .2, (2.1)-(2.3))

а' h՜֊ Ъ ■։)= а- (т) — т, т) 4֊£ (т) — т), (3.18)
причем

. (3.19)

где р — любое достаточно большое число.
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Теперь нетрудно убедиться, пользуясь оценками (3.17), (3.19), 
(3.20), в справедливости неравенств

Г - (14- 1-zlV-1
I |а_ (;—г„ Ъ) — а- 0֊’)| I а- — ", ")| < const 2 ’

/?Л
(3.21)

J |а'- (;— ъ, 1})— а'֊(?—Т(, т)| |Л(т)—т)| cfyCconst 

яп 
где р3 достаточно велико.

Из неравенств (3.21) и (3.22) получаем следующую оценку:

С |aL ($—Vj, 7j)— а- («—7), т)| |а' (ij—т, т)| dr, < Ср, —. (3.23)
J (1+1« — "|)Р1

кп
Повторяя теперь буквально те же рассуждения, что и в соответ

ствующем месте доказательства теоремы 1, убеждаемся в гладкости 
оператора 7](1\ как оператора, действующего из пространства Hs 
в пространство Hs- (x—i)(Z?+).

Лемма доказана.
Аналогично доказывается гладкость остальных операторов, вхо

дящих в представления операторов Т3 и Тв.
Таким образом, доказана
Теорема 2. Оператор R, задаваемый, формулой (3.5), являет

ся левым и правым регуляризатором задачи (3.3)—(3.4).
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о. I. сщрилзил,

ՊՍԵՎԴՈԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈԻՆՈԻՄ 

Ամփոփում

Աշխատանքը նվֆրված է կիսատարածոլթյունոլմ պսևդոդիֆերենցիաք 
օպերատորների որոշակի դասերի ուսումնասիրությանը։

Առանձնացվում է ողորք (որոշակի ֆունկցիոնալ տարածություններում) 
օպերատորների մի դաս։

Տրվում է էլիպտիկ պսևդո դիֆերենցի ալ օպերատորների համար կիսատա- 
ըածությունում համասեռ եզրային խնդրի լուծումը։

R. L. SHAHBAGIAN

PSEUDODIFFERENTIAL OPERATORS IN THE HALFSPACE 

Summary
The paper is devoted to investigation of some classes of pseudo

differential operators in a halfspace. A certain class of operators, which 
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posses a smoothness properties in some functional spaces and are na
turally related with the operators under consideration, is introduced.

The regularisator of homogenious boundary problem in the half
space for pseudodifferential operators, generated by elliptic symbols, 
is constructed.
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Л. А. ПЕТРОСЯН

ИНВАРИАНТНЫЙ ЦЕНТР ПРЕСЛЕДОВАНИЯ В ОДНОМ 
КЛАССЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГР

Рассматриваемые в настоящей заметке игры представляют собой 
простое преследование на п—1-мерных поверхностях в п-мерном эвкли
довом пространстве /?п. Пусть в Кп задана некоторая п — 1-мерная 
поверхность 5. Преследователь Р перемещается по ней, имея воз
можность в каждый момент изменять направление своего движения. 
Величина его скорости предполагается постоянной и равной и. Ана
логично, преследуемый Е перемещается на 5, имея возможность в 
каждый момент времени управлять направлением вектора своей ско
рости. Скорость Е также постоянна и равна V. Предполагаем, что 
и^>». Таким образом, в процессе игры игроки остаются на поверх
ности 5. Если поверхность задается уравнениями

• Х==21 (зх, • • •, Зл-1), г=1, ■ • п, (1)
то уравнения движения игроков записываются в виде

П՜1 дг1 ■
2 = (2)
*-1

для игрока Р, и

У ֊- гпкЩ = ф<, ։ = 1,- ■ •, п ' (3)

для игрока Е.
Здесь I и т—координаты игроков Р и Е на поверхности 5, 

<ря — компоненты скорости игрока Р, а ф։, •••,фп— компоненты 
скорости игрока Е (находящиеся под управлением игроков).

Игра имеет предписанную заранее продолжительность У, инфор
мация полная, целью игрока Р является минимизация расстояния (по 
поверхности) между ним и игроком Е к моменту окончания игры. Иг
рок Е преследует противоположную цель. Как обычно, под стратегией 
игрока Р (Е) будет пониматься любая функция <р(/, з, £) (ф (I, з, £))> 
удовлетворяющая условию

2 ф?(7, 3, 0 =«? (2 ф/(7, 3, 0 = V* ) (4)
/-1 М=1 /

и такая, что любая ситуация (<р, ф) и начальные условия 4,, 30 одно
значно определяют траектории игроков в игре. Полученную таким 
образом игру преследования мы будем обозначать через Г (/0, з0, 7). 
Прежде чем перейти к непосредственному изложению результатов нам 
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понадобятся некоторые определения и теорема. Доказательство теоре
мы приводить здесь не будем, поскольку оно изложено в [1].

Определение!. Множество точек Ср(I), в которые может по
пасть игрок Р в момент времени Т, используя свои всевозможные 
стратегии, из точки I, называется множеством достижимости пресле
дователя Р (понятие множества достижимости впервые использовалось 
в дифференциальных играх в [2]).

Аналогичным образом определяется множество достижимости 
преследуемого Е, Се(гп).

Множество достижимости мы будем предполагать замкнутым.
А

Для любой пары точек I, m^S определим функцию pr(Z, ш) сле
дующим образом:

рг (Z, m) = max min р (В, vj), (5)
чес^(1)

где р (Z, т) — расстояние между точками I, т по поверхности.
Определение 2. Пусть

Pr(Z, т) = р (В, т;).
Любая траектория I* (t), соединяющая точки Z и В так, что Z* (0) = е и 
Z* (Т) = В, называется условно оптимальной траекторией преследовате
ля Р. Любая траектория т* (Z), соединяющая точки т и т) так, что 
т* (0) = 0 и т" (T)=7j, называется условно оптимальной траекторией 
преследуемого Е.

Определение 3. Точка М называется центром преследования 
в игре Г (Z, s, Т), если

рг (Z, s) = р (В, М). (6)
Центр преследования называется инвариантным, если он один и тот же 
во всех играх преследования

Г (Z* (Z), m*(0, T-t),
где Z* (Z), тп* (Z) — любая пара условно оптимальных траекторий, вы
ходящих из точек Z, т £ S.

Теорема. Пусть в игре Г (Z, т, Т) существует единственный, 
инвариантный, центр преследования М, и пусть рг (I, т) 0, тогда 
условно оптимальные траектории игры являются оптимальными и 

А 
значение игры равно рг (I, т).

Определим „регулярный кусок“ S поверхности, 5 следующим об
разом. Область 5 на поверхности 5” называется регулярным куском 
поверхности S, если

1. Через любые две точки z2£S можно провести кратчайшую 
линию.

2. Любые две различные кратчайшие, лежащие в S, пересека
ются в 5 самое большее в одной точке.
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3. Никакая точка S не может быть концом кратчайшей (то 
есть отрезок кратчайшей, соединяющий две любые точки на поверх
ности продолжим в обе стороны)*.

Игру Г (Z, т, Т) мы будем называть регулярной, если объедине
ние Ср (Z) U Се (т) областей достижимости игроков содержится в не
котором регулярном куске поверхности 5.

Лемма 1. Пусть I и т—начальные местоположения игроков 
Р и Е. Рассмотрим отрезок кратчайшей, соединяющей точки I и 
т. Продолжим его на расстояние vT от точки т**. Пусть М1— 
точка, расположенная на этом отрезке на расстоянии v Т от точ
ки т. Тогда в регулярной игре точка Мг является центром пресле
дования, и всякий центр преследования может быть получен та
ким образом.

Доказательство. Заметим, что, ввиду предположенной регу
лярности игры и условия 3 на „регулярный кусок“ поверхности, отре
зок кратчайшей [Z, тп] продолжим на расстояние v Т, следовательно, 
указанная в лемме точка Мг действительно существуёт. Предположим 
теперь, что центр преследования М отличен, от точки Mv £тогда, по
скольку М£Се (т)

р (т, М) •<р (/n, Мг) — vT, (7)
кроме того

Z (Z, т). р (Z, т) + р (т, М), (8)
Р (Z, М) < Р (Z, т) + Р (т, ,М։) = р (Z, (9)

(так как Мг находится на кратчайшей, соединяющей точки Z и т). 
Однако

min р (£, М) = р (Z, Л/) —'и Т

и
min р (с, Л/,) = р (Z, Мг) —иТ. (10)

cecjco
Следовательно, из (9) получаем

min р (£, Af)<^min р (5, Мг) -Стах min р (5, ч), 
t£CT(n IGCT(t) itecT(m) tecT(l)

а вто противоречит тому, что точка М является центром преследова
ния. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Центр преследования в игре Г (Z, т, Т) единстве
нен (при условии регулярности игры).

Доказательство немедленно следует из того, что игра регуляр
на, и леммы 1, так как согласно лемме 1 центр преследования распо-

* Условиям 1—3 удовлетворяют регулярные (в обычном смысле), геодезически 
выпуклые поверхности (см., например, [5]).

* * Продолжение понимается в том смысле, что новый, „продолженный“, отрезок 
является отрезком кратчайшей, проходящим через I и т.

9-319
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ложен на кратчайшей, соединяющей точки I и т на расстоянии v Т от 
точки т. Если бы существовало два центра преследования, то крат
чайшие, соединяющие их с точкой I совпадали бы на отрезке [Z, т], 
однако это противоречит условию 2 регулярности.

Лемма 3. Центр преследования в игре Г (Z, т, 7) инвариан
тен (при условии регулярности игры).

Доказательство. Пусть I* (t), т* (t) — условно-оптимальные 
траектории в игре Г (Z, s, Т). Из леммы 1 имеем, что они предписы
вают движение игроков Р и Е по кратчайшей, проходящей через точки 
I и т. Используя повторна лемму 1, получаем, что центр преследо
вания в играх Г (Z* (t), т* (t), Т—t) при всех 0<CZ <Т совпадает с 
точкой Му, которая представляет собой центр преследования в игре 
Г (I, m, Т).

Теорема об инвариантном центре преследования и леммы 1, 2, 3 
дают возможность сформулировать следующую теорему.

Теорема. Регулярная игра Г (Z, т, Т) (если pr (I, т) 2>0) имеет 
ситуацию равновесия в чистых стратегиях, при этом оптимальная 
стратегия игрока Р заключается в каждый момент времени в вы
боре направления отрезка кратчайшей, соединяющей его местопо
ложение и местоположение игрока Е в этот момент времени. Зна- 

А
чение игры равно рт (I, т).

Пример. Простое преследование на сфере.
Рассмотрим преследование на куске трехмерной сферы, который 

обладает описанным выше свойством регулярности. Кратчайшие, сое
диняющие две любые точки сферы, представляют собой отрезки ок
ружности большого круга. Кинематические уравнения в полярных ко
ординатах записываются в виде

Xj = — г sin Zj sin Z։ <p։ 4֊ r cos Zx cos Za <p1։

x։ = r sin ly cos Z։ qp։ -f- r cos Zx sin Zg <p։, (11)
= — r sin Ц <ps

для игрока P и

Уу = — r sin ту sin m։ ф։ 4՜ r cos тг cos m2 ф1։

у2 = г sin ту cos пц ф։ 4՜ г cos тг sin ma ф1։ (12)

Уз = — г sin ту <₽։
— для игрока Е.

Условие постоянства величины скорости (простое движение) на
кладывает на управляющие переменные <рх, <р2 и фп ф։ игроков Р и Е 
следующие ограничения:

г* (<р? 4- sin* ly <р!) = и2, (13)

ф? 4՜ sin2 тг ф| — v։. (14)
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Поскольку функция значения игры теперь зависит только от ко
ординат I, т и Т, то переменные I, т, Т оказываются позиционными 
и вместо уравнений движения (2), (3) оказывается достаточным рас
смотреть уравнения движения

4 = ЧР1(^ т, Т),
(15)

1а — ?2 (Л Т) 
для Р и

(I, т, Т),
(16) 

т2 = '՛'։ (Л т> Т)
—для Е, описывающие изменение координат на поверхности (теперь уже 
позиционных переменных) в процессе игры. При этом, конечно, усло
вия (13) и (14) на управляющие переменные сохраняются.

Можно сделать еще одно упрощение, рассматривать игру Г (/» 
т, Т) в редуцированном пространстве. Для этого перенесем игрока 
Р в точку на сфере с координатами (0, 0). Тогда координаты 
будут обозначать относительное местоположение игрока Е относитель
но Р. Кинематические уравнения (15) — (16) перепишутся в редуциро
ванном пространстве в виде

тх = Ф1 + Фп
(17) 

т2 — + <₽2>
где управляющие переменные подчиняются ограничениям

фг 4- sin2 тхфг =• и2. (19)
Длина кратчайшей, соединяющей точки Р и Е, равна ггпг. Значение иг
ры V(т, 7), которое определяется с использованием последней тео
ремы, равно

рт(1, m) = V (т, Т)~гтг-\-иТ—иТ. (*)
Разумеется, что решение игры справедливо только на „регулярных“ 

кусках сферы. Покажем, что полученная функция значения игры удов
летворяет уравнению Айзекса—Беллмана (см. [3], [4]) (заметим, что 
непосредственное интегрирование уравнения Айзекса — Беллмана пред
ставляет значительные трудности).

Первая форма уравнения Айзекса — Беллмана записывается в виде
dV Г dV 1֊֊= mm max (6Х + ?х) + (|։ + <р2) , (20)
01 ? Ф |_ Om1 От2 |

где минимакс берется при условиях

(\ 2
— } , ф? + sin2 /пхф2 —V2 (21)
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при начальном условии '
V (т, 0) = rm։. (22)

Находя <р* и ф*, доставляющие минимакс в (20) и подставляя их 
вместо <р и ф в (20), получаем вторую форму основного уравнения

/ «у(V । 1 \я
дУ _ \ г / \ dirij / \ г / sinтг \ дт2 /___дУ

дт -i/f0 }г(х \ v г дтП1
г \ г ) \ дтпх / г sin znj \ дт2 /

при начальном условии
У (т, 0) = гтг.

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что функция (*) удов
летворяет уравнению (21) и начальному условию.

Подкоренное выражение в (21) обращается в нуль при т1 = г.} то 
есть при т։= к мы получаем сингулярную поверхность. Этот случай со
ответствует начальным местоположениям игроков в двух диаметрально 
противоположных точках окружности большого круга, что в нашем 
случае означает нарушение условия регулярности.
Ленинградский государственный университет

им. А. А. Жданова Поступило 7.ХП.1967.

Լ. Ա. ՊԵՏՐՈՍՑԱՆ

ՀԵՏԱՊՆԴՄԱՆ ԻՆՎԱՐԻԱՆՏ ԿԵՆՏՐՈՆԸ Ո9 ԳԾԱՅԻՆ 
ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ԽԱՎԵՐՈԻՄ

Ամփոփում

Ներկա հոդվածում ապացուցվում է հետապնդման ինվարիանտ կենտրոնի 
գոյությունը Ո—1 ֊չափանի ռեգուլյար մակերևույթների վրա դիտարկվող 
հետապնդման խաղերում։

Այդպիսինի գոյությունից բխում է խաղի արժեքի ֆունկցիայի և երկու 
խաղացողների օպտիմալ ստրատեգիայի գոյությունր։

Հավելվածում տրվում է սվերայի վրա հետապնդման խնդրի լրիվ լուծումը։

L. A. PETROSIAN

INVARIANT CENTER OF PERSUIT IN A CLASS OF 
NONLINEAR DIFFERENTIAL GAMES

Summary

In this paper we prove the existence of an invariant center of 
persuit on n—1-dimentional regular surfaces. The existence of such a 
center implies the existence of the value function and of optimal pure 
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strategies for both players. In addition the complete solution of sphe
rical pursuit is given.
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