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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեի 
համապատասխան լեզվով։

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամ սագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

0 գտագործված գրական ութ յունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համ ապա- 
տասխան տեղում։ -՚է

5» Սրբագրության ժամանակ հեղինակի .կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

6Հ Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը ե 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանում ով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկադիր, սերիա «Մաթեմատիկա»։
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М. М. ДЖРБАШЯН

РАСШИРЕНИЕ КВАЗИАНААИТИЧЕСКИХ КЛАССОВ 
ДАНЖУА—КАРЛЕМАНА

Введение

1. Идея дальнейшего расширения и обобщения понятия аналитич­
ности связана с именами Н. Адамара и Э. Бореля, впервые выдвинув­
шими некоторые важные проблемы в этом круге вопросов.

Напомним, что функция о (х), бесконечно дифференцируемая на 
некотором промежутке /= (а, 6), называется аналитической на этом 
промежутке, если для каждой точки х0£7 имеет место разложение в 
ряд Тейлора

?(х) = 2 (1)
л-0 л!

который сходится в некоторой окрестности этой точки.
Как хорошо известно, для того чтобы бесконечно дифференци­

руемая функция <р (х) была аналитической на промежутке I необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства вида

\^(х)\<А Вп л!; х£/ (п = 1, 2, --), (2)

где А=А(<р)^>0, 5=В(®)^>0 — постоянные, зависящие, вообще 
говоря, от функции <р.

Но этой теореме можно дать и другую формулировку, которая 
естественным образом приводит нас к понятию классической квази­
аналитичности.

Пусть {7ИП}Г— последовательность ['положительных чисел. Обо­
значим через С {М1] множество бесконечно дифференцируемых и огра­
ниченных на промежутке I функций <р (х), удовлетворяющих неравен­
ствам

|?'»)(х)|<АВ«МЛ (л = 1, 2, •••), (3)

где постоянные А = А(у)'>0 и 2? = 2?(<?)^>0 зависят, вообще гово­
ря, от функции <р.

Тогда предыдущее утверждение может быть сформулировано и 
таким образом.

Класс С (л!| совпадает с множеством функций, аналитических 
на промежутке I.

Важнейшее свойство класса С{л!} заключается в том, что каж­
дая функция этого класса определяется единственным образом посред­
ством своего значения и значений своих последовательных производ­
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ных в любой точке х0£1. Иначе говоря, каждая функция ? (х) £ С (п!),. 
удовлетворяющая условиям

ф(я) (х0) =0; х0 £ 1 (л = 0, 1, 2,•• •) 

тождественно равна нулю на всем промежутке 1.
Проблема, поставленная Адамаром [1] в 1912 г., формулирова­

лась таким образом:
Каковы должны быть числа последовательности (Л/Л}Г, чтобы 

для каждой пары функций у (х) и § (х) из класса С {М,։} из равен­
ства чисел

(х0) = 8м(* 0); х0€ / (п = о, 1, 2,• • •) 

следовало бы тождество

? (х) = 8 (х), х£1.

Такие классы С [Л/Л} и было принято называть квазианалитическимя 
на промежутке /.

Поскольку классы С {Л/Л}, очевидно, аддитивны, т. е. со всякой 
парой функций (х) и 8 (х) этому же классу принадлежат также и 
функции у (х) ± 8 (х), то проблема Адамара может быть поставлена и 
в такой форме:

Каковы должны быть числа последовательности |МЛ}Г, чтобы 
для каждой функции <р (х) £ С {Мп} из равенств

?(")(хо) = О; х0С7 (л = 0, 1, 2,.-.) (4)

следовало бы тождество
?(х) = 0, х£7. (5).

Данжуа [3] впервые получил достаточное условие для квазиана­
литичности класса С {Мп). А именно, он установил квазианалитич­
ность для случаев, когда

Мп = (л-1о£ Л- • • Го£р л)я, П>Ыр, (6)

где р > 1 — любое целое число, и доказал вообще, что это так всякий 
раз, когда 

и последовательность {Л/Л}Г удовлетворяет еще некоторым дополни 
тельным условиям.

Карлеман [4] дал исчерпывающее решение проблемы Адамара,. 
установив необходимое и достаточное условие квазианалитичности. 
Несколько позже А. Островский [5] дал другое, более простое ус­
ловие, эквивалентное условию Карлемана.

В формулировке Островского теорема Данжуа—Карлемана гласит:
Для квазианалитичности класса С |Л/Л} необходимо и доста­

точно, чтобы
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где

-1Qg T(r} dr =

Т(г) = sup
л > 1

гп
мп

(7)

(8)

Метод доказательства этой теоремы, данный Карлеманом и значитель­
но упрощенный затем Островским, заключался в сведении проблемы 
квазианалитичности к известной проблеме Ватсона о максимальной 
скорости убывания ограниченной аналитической функции в круге (или 
в полуплоскости).

Это сведение совершалось путем применения аппарата преобра­
зования Лапласа и интеграла Пуассона, позволяющего построить ана­
литическую и ограниченную в круге функцию /(z)^0, предельно бы­
стро убывающую в окрестности одной точки окружности.

Впоследствии С. Мандельбройт [6], а затем Банг [7] дали другие 
доказательства теоремы Данжуа—Карлемана. Они интересны тем, что 
в них не привлекаются методы теории аналитических функций и инте­
гральных преобразований.

2. Дальнейшее существенное продвижение в теории квазианали- 
тических функций было достигнуто благодаря целой серии работ 
С. Мандельбройта.

В исследованиях С. Мандельбройта, систематически изложенных 
затем в его известной монографии [8], разработанная им теория при­
мыкающих рядов нашла важные применения в целом ряде тонких воп­
росов классического анализа и, в частности, в развитой им теории 
обобщенной квазианалитичности.

Обобщенная проблема квазианалитичности ставилась таким об­
разом:

Пусть {■*„})  —возрастающая последовательность натуральных чи­
сел, а {Л/Я}Г—положительная последовательность. Класс С {Мп\ бес­
конечно дифференцируемых на полуоси [0, + °°) функций является 
квазианалитическим [мл}, если из равенств нулю чисел

Ф(0) = <р(’«)(0) = 0 (п = 1, 2,--)

следует, что ? (х) = 0, х£ [0, + оо).
Очевидно, что классом, квазианалитическим в классическом смыс­

ле на [0, 4՜ оо), является класс, квазианалитический {п}.
Опираясь на свою фундаментальную теорему о примыкающих ря­

дах, Мандельбройт дал в известном смысле полное решение проблемы 
обобщенной квазианалитичности.

В теоремах Мандельбройта, формулировки которых мы здесь при­
водить не будем (см. [8], гл. IV), дается несколько интегральных кри­
териев необходимо-достаточного , типа для {* л}-квазианалитичности 
класса С {Мп}. В них выявлена глубокая взаимная связь между рас­



174 М. М. Джрбашян

пределением последовательности {* я} и ростом функции Т(г), ассоци­
ированной с {^„|-квазианалитическим классом С {Мп\.

Однако отметим особо, что в указанных критериях {^-квази­
аналитичности условие обычной квазианалитичности, т. е. расходимость 
интеграла

У Т 

1

предполагается безусловно выполненным. Образно говоря, для {•»„]-ква­
зианалитичности от функции Т (г) требуется заведомо больший рост, 
а это значит, что от последовательности {Л/,,} Г требуется заведомо 
меньший рост, чем это надо для расходимости интеграла (9).

3. Согласно теореме Д анжуа—Карлемана при условии

7 |°»г(г) ։1г<+„ (10)
Л г՜ 
1

класс С{Мп} бесконечно дифференцируемых на полуоси [0, + =») или 
на отрезке [0, /] (0 <{/<-(- со) функций будет заведомо неквазианали- 
тическим. А именно, как хорошо известно, при условии (10), скажем 
в случае полуоси [0, +<֊^), существует нетривиальная функция » (х) 
из класса С |Мп\, и более того, удовлетворяющая условиям вида

\^ПЦх)\^А-Вл Мпе~'х; х£[0, + со) (м > 0; п =֊- 1, 2, З,-), 

для которой ®('1)(0) = 0 (п — 0, 1, 2,••■).
В связи с этим фактом естественно возникает следующий вопрос:
Если класс С [Мп} неквазианалитический на {0, ос) или на 

[0, /], то какие данные вместо последовательности значений 
ф(“)(0) (п — 0, 1, 2, •■•) определяют функции этого класса единст­
венным образом?

В настоящем исследовании вводится новое значительно более об­
щее понятие—понятие а-квазианалитичности, охватывающее, в част­
ности, и понятие обычной квазианалитичности, и приводится полное 
решение поставленной .задачи.

Для формулировки основных результатов работы необходимо 
ввести некоторые предварительные определения и обозначения.

Пусть функция ф (х) определена и измерима на (0, 4֊ со). Тогда 
на (о, + °°) можно ввести в рассмотрение следующие функции (в пред­
положении их существования хотя бы почти всюду):

£>Гф(х)^-А- С «֊х)’֊Ч«)^ (0<»<+°о),
1 а X

^?(х) = ^£С(։-а)ф(х) (0<а<1), (11)
ах

известные под названием интеграла и, соответственно, производной 
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в смысле Вейля порядка а. При этом естественно интеграл или про­
изводную нулевого порядка отождествлять с самой функцией, т. е. 
положить

/Л f (х) ? (х). ' (11')

Рассмотрим множество С£*\0  бесконечно дифференцируе­
мых на [0, т ос) функций ® (х), подчиненных условиям

sup j(l + x’m ) (х)| <Z 4- со (п; тп = 0, 1, 2,-• •). (12}
О ' X ֊' +»

1 =1 ~а»
В предположении, что ср (х) £ С,՝ (0֊О<1), положив —

Р 
рассмотрим операторы

Dc??(x) = ? (х),

£>?ер(х)ав^-ЛГ<₽(х), (13)
ах

№ ? М = № D{:՜^ <р (х) (п=2, 3, • • •),

т. е. операторы последовательного дифференцирования функции ъ (х) 

порядков — (п — 0, 1, 2,•••) в смысле Вейля.
Р

Наконец, для произвольной последовательности положительных 
чисел {Л/п}Г мы вводим следующие два класса бесконечно дифферен­
цируемых на [0, + ос) функций:

Класс С*  {[0, + ос); Л/я| —совокупность функций ® (х) из С^\ 
удовлетворяющих условиям

sup \DnJf ср(х)|< АВП Мп (п = 1, 2,--) (14)
о<х-. + ■•

и
класс Ci {[0, + ос); Мп\—совокупность функций <р (х) из С*  , 

удовлетворяющих условиям

sup |(1+ах-)<р(Л>(х)|<ЛВ'1Л/Л (п = 1, 2, -.). (15) 
О Х< + 'С

При этом, как обычно, так и в этих определениях Д = Д(<р)>0 и 
В = В (ср) 0 — постоянные, зависящие, вообще говоря, от самой функ­
ции ср (х) данного класса.

Для обоих этих классов ставится вопрос, аналогичный проблеме 
Адамара и сводящийся к этой же проблеме при значении параметра 
а =0.

Какова должна быть последовательность чисел {Л/Я}Г, чтобы 
для любой пары функций ср (х) и g (х) из соответствующего клас­
са из равенств

D"*  © (0) = Dn̂  g(0) (n=0,1, 2, - ) (16)

следовало бы тождество
?(*)=#(*),  0<х<+со. (17)

Или, что то же самое:
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Какова должна быть последовательность чисел [ЛГЛ|Г, чтобы 
для каждой функции <р (х) из соответствующего класса из равенств 

№ ф (0) «= 0 (л—О, 1, 2,-) (16')

следовало бы тождество

ф(х) = О, 0<х<Ч-оо. (17')

Такого рода классы С*  |[0, 4՜ М,,} или Са ||0, + °°); Мп}
впредь мы и будем называть •з.-квазианалитическими. Добавим при 
этом, что О-квазианалитические классы Со {[0,4՜ л); Мп}; и Со ([0, +=»); 
Мп} есть не что иное, как квазианалитический на [0, +- ос) класс 
С{Мп} в обычном классическом смысле.

Данная работа, посвященная установлению критериев а-квазиана- 
литичности, состоит из трех параграфов. При этом в первых двух 
параграфах приводится ряд важных, но вспомогательных результатов, 
существенно необходимых для заключительного § 3, где устанавли­
ваются основные результаты работы, содержащие решение проблемы 
«-квазианалитичности.

Вкратце перечислим содержание отдельных параграфов статьи, 
и приведем формулировки основных теорем, относящихся к «-квазиана­
литичности.

В § 1 наряду с приведением некоторых известных предложений 
теории функций и теории интегральных преобразований с ядрами Мит՜ 
таг-Леффлера (теоремы А, Б, В и Г), на которые мы опираемся в по­
следующем, устанавливается ряд лемм и весьма важные для дальней­
шего теоремы 1 и 2 о представлениях функций, аналитических в уг­
ловой области, а также целых функций конечного роста.

Эти теоремы представляют собой специфические аналоги более 
ранних результатов автора, относящихся к развитой им теории ин­
тегральных преобразований и представлений функций в комплексной 
области, существенно опирающейся на применение функций типа Мит- 
таг-Леффлера [9|

"—---֊77-. <18>

\ р /
Весь § 2 посвящается изложению ряда свойств операторов дроб­

ного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля и в смысле Вей­
ля, которые весьма необходимы для всего данного исследования. Здесь 
приводится ряд лемм о свойствах и представлениях операторов Вей­
ля £>1/р ® (х) (и — 0, 1, 2, • • •) и аналогичных операторов Римана-Лиувил­
ля Ал/Р ф (х) (п=0, 1, 2,• • •) в случае, когда функция с (х) ^определена 
лишь на конечном отрезке |0, /]. Здесь же отмечается существенное 
для дальнейшего обстоятельство, заключающееся в том, что функции 

е֊՝'^ и £Р ЛхЧ—
\ Р /
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являются решениями некоторых задач типа задачи Коши для специаль­
ных дифференциальных операторов дробного порядка.

Наконец, в § 3 устанавливаются основные теоремы 3—6 работы, 
дающие ответ на вопрос об я-квазианалитичности классов

С; {(0, + ос); М„} (0<а<1) и С, [[0, + оо); М„} (0<а<1),

а также для аналогичных классов функций С։ {[0, /]; Мп} (0<Д<Ч) и 
Ci {[0, /]; МП} (0 -<а<1) в случае конечного отрезка. Каждая из этих 
теорем в предельном случае, когда значение параметра а=0, сводится 
к классической теореме Данжуа—Карлемана.

Приведем формулировки теорем 3 и 4.
Теорема 3. Для того чтобы класс Ci {[0, 4- «=); Мп} (0</г<Ч) 

был а.-квазианалитическим необходимо и достаточно выполнение 
условия

7 '°*  7г)^ = +°°- (19)
,J г» ТГ.

Теорема 4. Для того чтобы класс {[0, 4՜ °0); (0<я<^1)
был i-квазианалитическим необходимо и достаточно выполнение 
условия

f —g-7dr = + co. (20)
Р 1+ 1+в /

1 г

Причем в обеих теоремах, как обычно, положено

Т (г) = зир -£— • 
л-> 1 Мп

Отметим, что элементарные оценки показывают, что если

(
1-т-Д \ п \

И1՜’ 1о£П---1о£рП ) (п > Л/р) , (21)

где р^-1—любое целое число, то условие (20) выполняется. Таким 
образом, а-квазианалитический класс С а {[0, 4՜ °°); Мп] (0<а<1) су­
щественно шире обычного квазианалитического класса С0{[0, 4՜ °°); 
Мп} = С {Мп\, поскольку в первом случае последовательные производ-

. „ / 1 + я֊ные функций класса могут расти значительно сильнее ( ведь-------- >>1
\ 1 — а

при 0<^а <-֊1!^ » чем эт0 Допустимо для классов, квазианалитических 

в обычном смысле, что видно, например, из первоначального резуль­
тата Данжуа [6].

Отметим еще, что основная трудность при доказательстве этих 
теорем выпадает на теорему 3, с помощью которой затем сравнитель­
но легко устанавливается теорема 4. Что же касается доказательства 
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теоремы 3, то, как и первоначальное доказательство теоремы Дан- 
жуа—Карлемана, оно также проводится методом сведения задачи а-ква- 
зианалитичности к известной проблеме Ватсона, но уже для угловой 
области определенного раствора, и существенно опирается также на 
наличие отличной от нуля аналитической функции, предельно быстро 
убывающей в этом угле. Однако, здесь также сведение задачи удает­
ся осуществить лишь с помощью аппарата интегральных преобразов а- 
ний и представлений с ядром Миттаг-Леффлера, с одновременным 
привлечением операторов дробного дифференцирования в смысле 
Вейля.

В заключительных теоремах 5 и 6, формулировки которых мы не 
приводим здесь, так как они по существу те же, что и в теоремах 
3 и 4, приводится решение проблемы а-квазианалитичности для клас­
сов Св {[О, Z]; Л/„}(0<а<1) и С, {[О, Z]; М„} (0 1) бесконечно
дифференцируемых функций, определенных на конечном отрезке [О, Z].

§ 1. Предварительные теоремы теории функций и теории 
интегряльных представлении и преобразований

с ядром Миттаг-Леффлера

1.1. (а) Рассмотрим область

представляющую собой угол раствора ~/ч <С 2՜.
Следующая известная теорема играет важную роль в последую­

щем изложении. Различные эквивалентные этой теореме предложе­
ния встречаются в целом ряде работ [10, 4, 5].

Теорема А. 1°. Пусть функция Г (г) аналитична внутри и не­
прерывна в замкнутой, области А (7; 0) (кроме, быть может, точки 
ж = со) и удовлетворяет там неравенству

|Г(ге'?)|<Ле-р(г)(М<֊^. 0<г < + оо ) , (1.2)
\ 2т /

где А'£>0—некоторая постоянная, а р(г) — неотрицательная функ­
ция, определенная на полуоси [0, + со). Если при этом

(1.3)

то F(z) = 0.
2°. Пусть р(г) >0 — неубывающая функция, определенная на 

полуоси [0, + со) и удовлетворяющая условию
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(1.4)

Тогда существует функция 77(г)^0, аналитическая внутри 
и непрерывная в замкнутом угле Д 0) и удовлетворяющая нера­
венству (1.2}.

Доказательство. 1°. Преобразование

«т—1 / 1 4- го \։/Т
ад =---------  , г = (--------------- )

г’-1 V 1 — го )

конформно отображает область Д (7; 0) на единичный круг (го| 1. 
Поэтому функция

аналитична внутри и непрерывна в замкнутом круге |го| 1 (кроме, 
быть может, точки го — 1). Далее, в силу условия (1.2), она ограниче­
на там и удовлетворяет неравенству

!/(»)!< А ехр — р 1 +w
1 — w

(1.5)

Предположим, вопреки утверждению теоремы, что F (z)^0. Тогда бу­
дем иметь также / (го)^0 и, согласно известной теореме [11], спра­
ведливой для значительно более широких классов аналитических функ­
ций, должно быть

J log |/ (ги)| |с(ги| > — оо, 

/о» |=1

или, по неравенству (1.5)

։+т
1
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сходится. Противоречие с условием (1.3) теоремы доказывает, что 
/(то)֊Г(г) = 0.

2°. Положив
<7 (г) = Р (г1'7),

заметим, что
+•» +">
|'?±1е/г = 7 (>
] г2 3 г
1 1

в силу условия (1.4) теоремы.
Из (1.4') следует, что интеграл

/ \__ о « 4՜ 1
ё (^)=2--------

гс
</-=

= — Г <7 (|"|) Не ----------------с/՜ (то = и 4*  IV)
К ,) 14֊ То — п

— пс
сходится при любом и^> — 1 и —со<С'У^4-°о, определяя
# (то) > 0, гармоническую в полуплоскости Нето^>— 1.

Оценим функцию g (то) снизу на полуокружностях

|то] = У^и2 4՜ V՜ = R, Не то > 0.

С этой целью, заметив, что функция Ч С|х|) = Р (Н1/т)

(1.4')

(1.6)

функцию

не убывает на полуоси [0, 4՜ °°), из (1.6) приходим к неравенству 

ё (« 4՜ ։«) > -У {/(-) (и; и) 4- /(+) (и; г»)}, 
гс 

(1.7)

где
— R

V) = (и 4՜ 1) ( ----------—------------  = —------агс1£ Р ,
3 («4-1) 4՜ (■։—«) 2 «4֊1

4+) (и; V) = (и 4՜ 1) ։ ------------------------ =— — агс1£ ——- •3 («4-1)։4-(’֊«)*  2 «4-1
- R

Далее, поскольку 
г / \ _ х 2/? (и 4-1) \ 77
4-> («; 4- 4+) («; ®) = к — агс^ — - > — >

2и+1 2
то из (1.7) мы приходим к неравенству

§ (то) > 9 (R) (|то| = R, Не то 0). (1.8)

Обозначим, наконец, через Л (то) функцию, гармонически сопря­
женную с g (ш) в полуплоскости Не то >—1.

Тогда функция
/(то) = ехр {— g (то) — /Л (то)) 

аналитична в полуплоскости Ието^> —1, отлична там от нуля и в 
силу (1.8) удовлетворяет неравенству
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f (го)' < ехр {—<?(/?)} (|w| — R, Rew>0).

Наконец, так как 9 (R) = р (R1 '), легко видеть, что функция 

Г(г)=У(г'т)

будет искомой.
(б) В связи с утверждением 2° теоремы А в свое время была 

поставлена задача: существует ли целая функция конечного поряд­
ки р и нормального типа, удовлетворяющая неравенству (1.2) при 
том же условии (1.4)?

Вопрос о нижней грани для порядка р искомых целых функций 
выясняется легко. А именно, опираясь на теорему Фрагмена-Линделе- 

. фа и на теорему Валирона об оценке модуля целой функции снизу, 
можно легко убедиться в том, что если такая целая функция / (z)

( х )const существует, то ее порядок р > max [7, ---------- } •
I 21 — 1J

Полное решение этой задачи было дано в недавней работе 
Н. У. Аракеляна [111, а именно, доказана следующая

Теорема Б*.  Пусть р (г) > 0 — неубывающая функция на по­
луоси [0, -*■  ос), удовлетворяющая условиям

* Специальный случай этой теоремы, когда 7=1, был установлен ранее авто­
ром [12] значительно более простым путем. При снятии же ограничения относитель­
но расположения нулей целой функции, в том же случае 7 = 1, теорема эта следует 
также из некоторых результатов С. Мандельбройта [7].

г^р^)^, ГТ-Ч-О5, (1.9)

? ]*  -;ж։/г<+0° (у<1< + 00)- (1.10)

1

Тогда существует целая функция /(г) порядка р=тах п, —-—I 
' 2т — 11 

и нормального типа, все нули которой лежат вне замкнутого угла 
А (1; 0) и которая удовле твсряет неравенству

1/(ге?)|<ехр{—• р(г)— г1 соз^о}^ 0<г<+.соУ (1.11)
\ 2т /

1.2. (а) Введем некоторые обозначения.

Для любого 0 £ (—тс, тс] и р^>— введем в рассмотрение вза- 
2

имно дополнительные угловые области с вершиною в точке С = 0:

и

△ (р; )>) = С;\Arg С — &] < ——, 
2?

0 < < + °°

△*(р;&)Чъ  ֊<|Arg:֊&[<TC, 0<]С]< + а>1. 
I 2р J

(1.12)

(1.13)
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Далее, условившись под (е ' С)' понимать ту ветвь этой функ- ■ 
ции, которая на луче arg Z = ft принимает положительные значения, 
для любого v > 0 введем в рассмотрение область

А(»; >) = h Re(e-'4)p > v, |Arg С - (1.14)
l I

и ее дополнение _
(1.15) 

относительно всей плоскости С.
Легко видеть, что

Д(р; &)֊DP(&; 0), Д*(р;  ft)=Z)’(ft; 0), (1.16)

а также, что при любом vj>0

Д (р; ft) Э А (ft; v), Д*  (р; D) <= D'f (ft; v). (1.17)

Очевидно далее, что области А (О; V) и А(®> ՝>) имеют 
границу £р (՛>; V) уравнение которой имеет вид

; Re (е՜'8 С)*  = v,

общую

(1.18)2р1
Если v = 0, то легкой видеть, что Zp (ft; 0) — это совокупность 

лучей Arg С = ft ± —, образующих границу угловых областей Д(р; ՛>) 
2р 

и Д.*(р /; »).
Если же v^>0, то уравнение кривой £р ((); v) в полярных коорди­

натах имеет вид
I v )։/₽ ■ г.

г= -------- --------- , (1.18')
I cosp (®— ») ) 2р

Поэтому кривая Lf (ft; v) симметрична относительно луча arg C = ft и 
две ее бесконечные ветви асимптотически приближаются к лучам

Arg С = ft + —, т. е. к границе Z.p (ft; 0) угла А (р; ft). 
2р

(б) В дальнейшем при ft = 0 мы будем пользоваться более крат­
кими обозначениями областей:

. Др=Д(р; 0), ДР'= Д*(р;  0),
(1.19) 

А (v) = Д (0; v), D‘f (v) S D’f (0; v) (v >0),
а также кривых

Д'=Д(0;0), £p(v) = Z,p(0; v) 0>0). (1.20)

Наконец, обозначим через Ар (v) (v^>0) образ области угла Д 
г Vp при его параллельном переносе w = U — v , т. е.

(v) = { Ч I arg (С - v’/₽) | < -2-, 0՝< f. - v1/p |<+ сх>1 ■ (1.21)
I 2р I

Заметив, что А (v) cz Др и А (v) С Др (v^>0), приведем одну 
простую лемму.
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Лемма 1. Если р 1, то справедливо включение

Д?(м)с=РР(м), (1.22)

т. е. граница Ер (•/) с Д.. области Ор (•/) лежит вне области угла Д-. (м).
Доказательство. Отметим, что ввиду (1.14) и (1.19)

А (*)  = | Ч Ке ;՝ > м, \arg (1.14')

и что граница области Df (v), т. е. кривая

L, (v) : r-‘ cos pf = v, |e| < --

проходит через вершину С = м1/? нашего угла Др (м).

Далее, поскольку ДР(м) с Др, то при С^Д^(м) имеем |аг£^1<-^ 
2р 

и поэтому, чтобы установить включение (1.22), достаточно убедиться, 
что Ие при △ ?(>). А для этого, в свою очередь, достаточно
убедиться в том, что неравенство Ие м справедливо во всех гра-

ничных точках области угла Др (v), т. е. на лучах arg — м։/Р) =+ — , 
2?

кроме точки их пересечения С = vI/f.

Пусть С — re1’' ( v1/? <Zr < 4-0°, |f| <^ — ) — произвольная точка, 
X 2р /

лежащая на границе угла Лр(м), т. е. на лучах arg ('—yUt) =

— + —. Из треугольника с вершинами в точках 0, м’/р и ге/? мы на- 
2р 

ходим

г = yVp $in — sin՜1 I------- 1®I2p \2p m 
и, таким образом,

w |p cos pf________
(1.23)

Полагая теперь, что 0 f —, рассмотрим функцию 
2р

У (?) = COS Pf
[—t

и ее логарифмическую производную

У՛ (?) У՜1 (?) = — р

(1-24)

(1.25)

Поскольку по условию р > 1, то

р (--------f ) >---------f
\2р / 2р

1C

2р
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и поэтому из (1.25) следует, что у' (ф) > 0. Таким образом, имеем

sin
2?

Отсюда, ввиду четности функции (1.23), вытекает, что

Re ? = / cosp?>v

для каждой выбранной нами точки.
(в) Приведем теперь некоторые предварительные сведения о ха­

рактере роста функции типа Миттаг-Леффлера

Ef (z; Н) = -
*-о Г

z‘
(1.26)

в комплексной области*.

Пусть Р^>—~, Н^>0, Р > 1 —любое целое число, а 7.0—произволь- 
2

ное число из интервала
— /о т*п •> "> —| •
2? I р/

Тогда справедливы следующие асимптотические формулы: 

для 1агг г\ ■< *п. 1«! -*

£₽(я; И) = Р zH«-*)  -2 -
*-i Г

г *
кн-----
Р

(1.27)

£f(z; Н) = ֊2 г/ _±\+О(КР )■
*-i \ р /

При этом, так как 1/Г (0) =0, то в случае, когда ji = 1/р,

(1.28)

лах (1.27) и (1.28) следует полагать р > 2, а 
мы следует заменить суммой

форму-
содержащиеся в них сум-

в

Из этого замечания и из наших формул 
сти, вытекают следующие оценки:

(1.27) и (1.23), в частно-

£Р (Z; — 

\ Р.
Г1 eRe? Мг (1.27')

См. [9], гл. III.
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для /-о < jarg z| < тс, |z| > 0

с / 1 \ . м2
E..(z-, — ) <--------- -— >Л р / (1+ЫГ

где Мг и Мг не зависят от z.
Отметим еще, что, поскольку

(1.28')

Ег (г; 1) = е, 

то, в случае |» = р = 1, вместо оценок (1.27') и (1.28') следует поль­
зоваться формулой

\Е1(г; (1.29)

справедливой во всей z-плоскости, откуда, в частности, вытекает 
оценка

lEitfz; l)|<e-'(Rez<-l, 0</<4-°о). (1.30)

Но и в случае р>>1 нам необходимо установить аналогичную 
оценку для функции Ef (t'*  z՛ —V когда z принадлежит некоторой 

\ Р /
подобласти угла ДР.

Обозначим через Др(—1) и Ар(—1) образы определенных уже 
выше взаимно дополнительных угловых областей Др и Ар при линей­
ном переносе их вершин из начала z = 0 в точку z *=  — 1. Таким обра­
зом, очевидно, что

Дрс-Др(-1), д;(-1)сд;- (1.31)

Лемма 2. Если р^>1, то справедлива оценка

£,( (‘"ч X) (^(-1), о<(< +»), (1.32)

\ Р/ (1 +1 ) 

■где М^>0 не зависит от zut.
Доказательство. Ввиду того, что р > 1, область угла

I Р )
2тс 

раствора —<^2тс, имеет своим дополнением область угла 
Р

• I ТС 1
др/։ = —<|argz|<«, ООК+оо ,

I P J
о Л i\

раствора ( 1-------- ) ■
\ Р /

Далее, поскольку р > 1, то в оценках (1.27') и (1.28') можно по֊ 
f « ) тсдожить х0 = min it, -----1 = —

P J Р
В результате мы приходим к неравенствам

Ef (t'l'zi -Ц <Л/։ (1+ \z\ *։'ф֊] 
\ Р /
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(>0’ (1'33)

где Мг и М., не зависят от z и t.
Представим теперь замкнутый угол ДР( —1), где нам предстоит 

оценивать нашу функцию £P(f/pz; 1/р), в виде суммы двух множеств

$(֊l) = ftUg։, (1.35)

где gt и g2 — соответственно означают пересечение Др ( —1) с замкну­
тыми углами Ар/2 и Др/2, т. е.

gl = д;/2 п д; (-1), ga = дР/2 n д; (-1). (1.36)

Что касается множества gu то нетрудно убедиться, что оно 
ограничено ломаной, образованной отрезками

Г-i . -1-. .
2р тс \ 2р / т: \

z = —1 + ге ( О г -С 2 cos —} и z = — 1 + re ( О г 2 cos — )
2? / \ 2р /

±1 - , I — .? / ₽ \ я
и исходящими из их концов е лучами arg (z — е ) = — и 

\ / Р
. —1 ~\/ р \ тс

arg z— е ] =--------. Пр$։ этом область gx не содержит начала z=0
\ / Р

и, как легко усмотреть,

min {|z|} = sin . (1.37)
reg, 2р

Множество же g2 состоит из двух отдельных компонент—угловых об­
ластей

я р р
раствора — с вершинами, расположенными в точках е и е со­

ответственно. Поэтому будем иметь

min {|z|} = 1. (1-39)

Ввиду (1.35) оценку функции Ef (tllf z;—~на Др ( — 1) можно све- 
\ Р /
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сти к ее оценкам на множествах g1 и причем, ввиду определения 
(1.36) этих множеств, мы можем соответственно воспользоваться не­
равенствами (1.34) и (1.33).

Поэтому из (1.34) и (1.37) следует оценка

2^ 0<(< + =, (1.34')
X Р /I (И-г'?)։

где М3 = М.,
г. |—з-р 

зш —2р I

Поскольку вообще

Е. (

а области §2 1 и } очевидно являются зеркальными отображениями 
друг друга относительно оси 1т я=0, то для оценки нашей функции на 
множестве £2 = £2 1 I) достаточно лишь оценить ее в области угла 
#2+), воспользовавшись неравенством (1.33).

Для этого заметим сначала, что каждая точка предста­
вима в виде

I- 
р 

г = е О
Р

и поэтому

Не = —Не 1 1 + г е (1-40)

С другой стороны, поскольку 0 —------у С —, то каждая точ-
Р 2р

ка вида 

■ш = 1 4֊ ге
.2?

оо
р

очевидно принадлежит замкнутой области

ш;
я

2р ’

Но согласно лемме 1 имеет место включение

Др (1)<=Д (1)=Д (0; 1), 

причем по определению (1.14) области (0; 1) 

Не 1 при ш £ Х)р (0; 1). 

Поэтому, в частности, имеем также 

Не и)р> 1 при ™6Др(1),

Не! 1 +

р
ОО (1.41)

205-2
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Из (1.40) и (1.41) вытекает, что

Ие я? >• — 1, я £ #2' \ 

откуда, ввиду (1.39), из неравенства (1.33) приходим к оценке 

(Ц-^)р_։ е~‘ +

+-----; г€^+), ■ 0 < I < + оо.
(1+<1/рГ

Но так как
тах {(1 + <։/₽)?—։ е~‘ } = сР < + со, 

о < I < + ”

то из этой оценки, в частности, вытекает

£. Л./₽г. _1\ < _
₽\ ’ р/ (14-<’/р)2 (1 + ^)3

= + [г|р-1 2^+) 0<^<4-со.
(1+ #։/?)» 1

Итак, на множестве gշ= gշ՜) ) справедлива оценка

£Р г; < —М*— К1; я&2, 0< « + а>. (1337
\ р / (1 + г1'*)*

Наконец, неравенство (1.32) леммы следует из (1.34՜) и (1.33'), 
ввиду (1.35).

1.3. (а) Приведем сначала одно интегральное представление для 
ядра Коши.

Лемма 3*.  Для любого р > справедлива формула

-Г30 ,р
Г е՜'՝ Ер (Л - ֊^— 5 г^' С^Др, (1.42)
3 \ р / С — я
о 

причем интеграл сходится абсолютно-равномерно**  относительно 
переменных г и если

и С£Др, (1.43):

где гГ?—любая ограниченная подобласть области

* См. [9], лемму 3.9, где рассмотрен более общий случай.
* * Иными словами, в условиях (1.43) равномерно сходится не только интеграл. 

(1.42), но и

( е-«РЕр^1/₽;
Л \ р/
о
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Доказательство. Пусть — произвольная ограниченная 
область, а параметр (2՜’ га*п | к» —выбран настолько близким

к
2?

чтобы эта область лежала внутри угла

{'•о < |argz|-<-, О < М<+ =<=},
где, как известно, имеет место оценка (1.28'). 

Поскольку
min{M}=։p>0,

то, таким образом, из (1.28՜) будем иметь

М2 
(1+Зр^Г’ (1.28")

С другой стороны, так как
ReCf >0,

то справедливо неравенство
—-1 7—1

у)' *з;’ с^-»<'<+“•

где справа стоит интегрируемая на (0, + со) функция, не зависящая от 
я и С.

Таким образом, интеграл (1.42) сходится в условиях (1.43) абсо­
лютно-равномерно, определяя аналитическую функцию двух перемен­
ных при я£Др и Др.

Пусть 
т ах (|з| | > 0
26 Г

и м — произвольное фиксированное число. Докажем, что формула 
(1.42) справедлива по крайней мере при

Д (*)  С Др. (1.44)

С этой целью число £(0<^£<*)  выберем так, чтобы 

I V 11/р

Отметим далее формулу
{шах {<*»  '} = Г е-*' р
•/<+.՝ 1р(*-е)}

и оценку

Г(֊)>^-։) ’ Г(к>к0),

вытекающую из формулы Стирлинга.
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Учитывая (1.45), при г^с1 теперь получим

шах 
о ./<+~

г*
~г7ЕЕГ) \ р /

е-

_1___ 1
Р<(Лр-1)2 дк(к>к0).

Отсюда следует, что разложение

С л-*  р е՜

равномерно сходится относительно * € <4 и £ € [0, 

Однако, так как
ИеСр> V при А(’),

то разложение

е-/;Р Ер Р1/р г5 — ) / 
\ р /

+ ՞“ »■*
2“7Ш
*-оГ (

\ Р

р *4-1— *- ----
е I ₽

при условии (1.44) допускает почленное интегрирование по I вдоль 
всей полуоси [0, + со).

В силу известной формулы

+~ *+։ г(Ъ ' 1 * I I

е֊ 1' (11= ■ (&е Ср> 0, к >0)
6

в условиях (1.44) справедливы равенства

№г; — 
Р

Итак, в условиях (1.44) формула (1.42) установлена.
Наконец, отметим, что как левая, так и правая части формулы 

(1.42) являются аналитическими функциями от г и С при г£ДриС(;Ар. 
Поэтому аналитическим продолжением из с?Р с Др в Др относительно 
переменной ги изДр (»)с Д( в ЛР — относительно переменной С заклю­
чаем, что представление (1.42) справедливо при г£ДриС£Ар.
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(6) Условимся считать, что контур

£₽=4 (0; 0) =|arg 0 <ГК+ °°| 

взаимно-дополнительных угловых областей »Ар и Ар обходится в поло­
жительном направлении относительно области Ар.

Теорема 1. Пусть функция F(z) голоморфна внутри и не-

прерывна в замкнутой области А» , причем в окрестно-

сти точки г=՛^ удовлетворяет условию-, при г —-+«». 

max {\F(re‘^ )|} = О (г֊՞1), “ > 1- (1-46)

Тогда функция F (г) допускает интегральное представление вида

F(z) = { E..(e֊!t z-, 'dt, ^A,*,  (1.47)

J ' p / 0
где

?(*)=֊.[  е-';Р Е(С) Л, 10, + со). (1.48)

Доказательство. Пользуясь условием (1.46), обычным спо­
собом предельного перехода легко установить, что функция Е(г) в 
области Ар представима интегралом Коши

Е(я) = -Ц(’^Л, (1.49)

2~? и С —я
Ч

Заметим однако, что, согласно лемме 3, представление (1.42) ядра 
Коши 1/' — г имеет место для С £ ДР ив частности для С £ при 
каждом фиксированном я£Др. Поэтому формулу (1.49) можно записать 
также в форме

{+« 1 -1
Г(С)К е-':₽ЕрЛ1/рг; —л1л, яАр. (1.50) 

и \ р / 1

Обозначая далее

Ф (г; С; #) = е’^Ер г-,—) I Е(С), 

формулу (2.50) можно переписать в виде 

л ■*■՛*
Г(г) = гУ ЛI Ф(г;#) (1,50 )

£р и



192 М. М. Джрбашян

Отметим теперь, что, в силу оценки (1.28'), для любой фиксиро­
ванной точки г£Л*

£Р (t'l? z; — \
\ Р 1

откуда следует, что

" (1+И^р

Далее, в силу условия (1.46) теоремы, имеем также 

(Vol |Л|<4-«,

откуда и из (1.51), ввиду того, что

|е֊«Р| = 1; ССЛ, #С[0, 4-00),

приходим к заключению, что повторный интеграл

| Ф(г; С; *)|Л
*р о

существует при любом г £ Ар.
С другой стороны, поскольку при ^£Р и (0, + ос)

|Ф(г; С; Oi= Ef(t՝lfz;
i---- 1

Р TOI,

(1.51)

(1.52)

(1.53)

причем очевидно, что
sup та <+со,
:едр

то из (1.51) и (1.52) приходим к выводу, что интегралы

Ф (z; t) dt, z £ A* (1.54)

равномерно сходятся: первый—относительно I в любом конечном ин­
тервале (о, R) (0<5<*<<+  оо), а второй—относительно С на всем 
контуре Д.

Из отмеченных здесь свойств интегралов (1.53) и (1.54) на осно­
вании известной теоремы анализа вытекает, что в представлении 
(1.50') можно поменять порядок интегрирования.

Таким образом, получим

2кг
Ф (z; С; t) (К, z ДР,

£Р

(1.55)

о
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откуда, пользуясь обозначением (1.48), приходим к представлению 
(1.47)—(1.48) теоремы.

(в) Ниже мы будем опираться на следующую теорему относи­
тельно целых функций конечного роста.

Теорема В*.  Пусть

* См. [9], теорему 6.5 для случая (л = ---- .
Р

<(*)-£  Д/ (1’5б)

— целая функция порядка р р <^ + оо^ и типа о (Х^з<С 4՜°°). 

Тогда
1°. Ряд

г К; /) = 2 ֊та (1-57)
к-0 *•  ֊

сходится и представляет аналитическую функцию в области 
&>«’<

2’. Для любого I) £ (—", "] справедливо интегральное пред­
ставление 

+ •• -*•  — 1
8 С; /) = (С) = е-,лу е^> / (^ в-'8) V (IV, С £ £>р (»; а).

(1.58)
3°. Если *

зир {|/ (ге-/8)|} < + со, (1.59)
О < г < 4 «

то функция § (С; /) аналитически продолжается из области (8; а) 
в область Д (р; 0) =£)р (8; 0)о/)Р (8; о), где представление (1.58) ос­
тается в силе.

Имеет место

Теорема 2. Пусть / (г)— целая функция порядка р — и ти- 
2

па □ (0^3<С + °°)> удовлетворяющая условию

< {1/^)1} »>«»« (1. — (1-60)
Гр*1’1*’ I р|

Тогда справедлива интегральная формула

X , 1 \ —1
/ (г) - \ЕГ (№ д;—) <р (0 ? Л, (1.61)

3 \ р /

где функция <р (0 непрерывна на [0, а] и определяется из соотно­
шения
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֊֊֊ С е-«7 (9 Л = [ ' (/)’ * * [°’ 3]’ (1.62)
2л/ ,) [ О, I £ [а, + °°]-

£₽

Доказательство. Поскольку функция /(г) удовлетворяет 
условиям теоремы 1, то она допускает представление 

+~ {__ ।
/ (г) = (' Е, (№ г; —? (<) ? Л, г £ Др » (1.63)

и \ Р / 
и

где функция
1 П р

ф(') = 7ГТ е~': /<')*£  (°> +”)՛ (1-64)
2т.)

£р

очевидно, непрерывна на полуоси [0, + со).
Таким образом, теорема будет доказана, если будет установле­

но, что в рассматриваемом случае, когда / (г) — целая функция по­

рядка р^> — и типа а, интеграл (1.64) равен нулю всюду на полуоси 

[О, + со).
Чтобы установить этот факт, заметим, что по принятому нами 

условию в интеграле (1.64) контур Л? пробегается в положительном 
направлении относительно области Д? и состоит из двух лучей 

^±)=|С; аггС=±^֊> 0С|С|< 4֊ оо1.

I 2р )
Поэтому интеграл (1.64) может быть записан в виде суммы

1 р /Л
2к/ &= е 2? е““7 ( № *) <Е> -

՛) 2*р*  I 3
о

-•гг Г 1
— е I е"° / (г»1/ре )и1/։> — 1с/и > (1.65)

о

если на лучах произвести замену переменного интегрирования, 

соответственно положив С = е и1/р.
Заметим далее, что по условию (1.60) теоремы целая функция 

/(г) не только удовлетворяет условию (1.59) теоремы В (3°), но и, 
кроме того

Отсюда, во-первых, согласно теореме В (3°) следует, что функция 
#(С; /) аналитически продолжается в каждую из угловых областей
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Др; и -1 Г р; —’ где соответственно справедливы представ­

ления 
, = +*■ 1՜

g(r•^'^f)^sg (') = е I е“՜ /(гР^е ) и1 р—! <7и, ££-^(р> П-67')

I»
/ — + *՜ / — / _ \

?(’;/) = ? _(’) = е ? е — —У

~ 26 о
(1.67")

Но, как нетрудно проверить, справедливы неравенства

|е'”-Р1 :^(к
И

р. , се’-* ՝"’ 2р

Отсюда, с учетом (1.66), в представлениях (1.67՜) и (1.67") интегра­
лы абсолютно и равномерно сходятся в соответственных замкнутых

областях Д тогда можно утверждать, что

функция 8 (С; /) аналитична внутри и непрерывна в каждой из замкну-

тых областей Д ( р; — ) и Д ( р; 
\ 2р / \

— }, где ее представления (1.67') и

(1.67") останутся в силе. В частности, поскольку области Д ( р; —1
\ 2р/

и Д( р;------ — ) примыкают друг к другу вдоль всей полуоси [0, +<»),
\ 2р/

то одновременно будем иметь

8 (<1/р)=е I е/г'/(о|'ре 0-^«4-оо

2р и
и

ё (/1,р) = е е~/®//(и1/|> е ₽) и1/р_| г/и, О-С + со. 

—ар и

Ввиду этого формулу (1.65) можно записать также в виде

֊ Г2^/ Л 
4Р

р 1е~/ (0 л = -А-. к т - ё а՛*))  (о < ^ <+оо),

2~?г
2р

(1.68)

С другой стороны, согласно теореме В (2՛) функция § ^голоморф­
на в области |С| ^>а’/р, и, поскольку

С)=яС;/),
2р \ 2р /
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и

я г С) = яС;/). <€л(р; ֊֊\ 
— — \ др /2Г, 

то имеем также
РЧ+«>)• (1-69)

5р —2р-

Наконец, из (1.68), (1.69) и (1.64) вытекает формула (1.62), чем 
и (в силу (1.63)) завершается доказательство теоремы.

1.4. (а) Приведем теперь формулировку одной теоремы о5 обра­
щении интегрального преобразования с ядром Миттаг-Леффлера, а за­
тем докажем две леммы о поведении в комплексной области и о 
единственности преобразований такого рода.

Теорема 1*.  Пусть параметры р и р подчинены условиям

1_
2 ' 2 < |Х\ 2 г р (1.70)

1 1

и- « (х)—произвольная функция из класса Е (0, -(- со). 
Тогда, обозначая

г
: 1 Ер (е £1/р; а) Р~1 <р (/) Л (а > 0), 

о

(1.71)

будем иметь:
1°. Существуют функции (г) из класса 

£ Е (0, + со) и такие, что на полуоси (0, + оэ)

(г) /*7 1 = 1.1.ш. (г; а) г'>—։.

г(.) (г) г>-1 £

(1.72)

2°. Почти 
ла обращения

всюду на полуоси 0<^х<^4-со справедлива форму-

1

<р(х) =
֊(>֊« а 

е —
е-7хг_1 

— 7Г
Я(+) (г) г>֊։ 4֊1

и о
б г“ е> 

' </х.)
о

1г
(1-73)

Докажем теперь лемму.
Лемма 4. Пусть функция <р (£) ограничена и непрерывна на 

полуоси [0, + со) и

Фр (г) = Г Ер (— V 1 ® (0 л (Р > 1) (1.74)

Л \ Р ) о

— ее преобразование с ядром Митти-Леф рлера. Тогда имеют 
место утверждения:

См. [9], теорему 4.5.
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1 . Если р — 1, то функция Ф. (л) аналитическая в полуплос­
кости Ь\='г; Ие г<^0}.

2°. Если р^>1, то при дополнительном условии ?(/) £ Ь (0, 4֊оо) 
функция Фр (г) аналитична внутри и непрерывна в замкнутой об­
ласти угла (кроме, быть может, точки г=<х>), где всюду спра­
ведливо представление (1.74).

Доказательство. Г'. При р = 1 интеграл (1.74) сводится к 
преобразованию Лапласа функции ф (/)

Ф, (г) = у е^/ « (/) сП, г £ д;. (1.75)

и

Поэтому очевидно, что интеграл Ф3 (г) абсолютно-равномерно сходит­
ся*  в любой полуплоскости

Д1 (~ ■*)  = {«; Иег< — (^^>0),

представляя функцию, аналитическую во всей полуплоскости Ль
2'. Как легко следует из оценок (1.27') и (1.28') [1.2 (в)], при

। / 1 \| м
(1.76)

где и /И2> 0 — постоянные.
Обозначим теперь через Др, р (R 0) пересечение замкнутого 

угла Др с кругом Тогда, поскольку р > 1, из (1.76) будет еле՜
довать оценка 

Р /
(1 + /й։'Р)Р֊։, 0</< -Ь со, (1.77)

где Л/3^>0 не зависит от г и I.
Наконец, так как, очевидно, в условиях леммы

(1+ /?/։՛>)₽-։ ^Р֊1 о (0 (0, + со),

то из (1.77) вытекает, что интеграл ФР(г)(р^>1) сходится абсолют­
но-равномерно в каждой области Др, р (R 0), определяя таким обра­
зом функцию с требуемыми свойствами и представлением (1.74), спра­
ведливым во всей области Др, кроме, быть может, точки г = оэ.

Лемма 5. Пусть функция (£) ограничена и непрерывна на 
полуоси [0, + оо) и ФР(г)(р^-1) — ее преобразование с ядром Мит- 
таг-Леффлера (1.74).

Положим далее, что при р^>1 функция <р (/) одновременно вхо­
дит в оба класса 1^ (0, + оо) и Д, (0, 4֊ со).

Если при этом
Фр (г)=0, г&, (1.78)

См. примечание на стр. 35.
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то будет также
?(Г) = 0, 0</< + со. (1-79)

Доказательство. Если Р = 1, то, как уже отмечалось выше, 
ф։ {г) сводится к преобразованию Лапласа (1.75) ограниченной на 
[О, -|-оо) функции »(#) и , таким образом, согласно (1.78)

<Мг)=У е^?(/)Л = 0, 

о
Отсюда, в частности, вытекает, что

Ф։ (—1 4֊ ф) .= Г |е-'?(0] 0, — оо<у<4-со

о
и, поскольку е<р (/) (О, 4֊ со), то е 1 <р (/) = -р(<)=0, ввиду един­
ственности преобразования Фурье непрерывной интегрируемой функ­
ции.

Положив теперь р^>1, согласно лемме 4 заключаем, что 
тождество (1.78) имеет место в замкнутой области угла Ар и, следо-

вательно, в частности, на ее граничных лучах г — е у11? (0^у<^ +&• ).
Итак, соответственно мы будем иметь

К + «в Г. ]
±'-0 Г / 1 \ ‘Г՜1

ФР(е У1/₽)= Ер(е у^;—\Г <р ({)<& = 0 (0< у < 4֊ со),
о У Р 7 (1.80)

причем интегралы эти равномерно сходящиеся относительно парамет­
ра у в каждом конечном промежутке [0, /?] (0<^ Е<^ Ч- со).

Заметим теперь, что для любого х^>0 справедлива формула

еНе₽(Хг''₽; — [(г-у)*՜ 1^^; ֊V <1у =
I \ р / ) г (*)  л \ Р /о 

= ЕР ( ֊ + *̂ ’/₽+։՜՛, г>0, 
Р /

что легко проверить- путем непосредственного интегрирования разло­
жения функции Ер (1у'1?; — •

\ Р /

Отсюда, в частности, получим при х = ——— 0

—-1ДГ(е?(Хг’/р. ) = Е? ().г’/₽; р)/л-1, . (1.81)
I \ Р / I 2р

В—1
Умножим теперь наши тождества (1.80) на у и применим к

ним оператор Ец։ , где /• = ՛——. Заметив при этом, что ввиду ха- 
2р
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рактера их сходимости оператор О՜1 можно ввести под знак инте­
гралов (1.80), в силу формулы (1.81) мы приходим к тождествам 

~п ±1
г-^1 \ £; (е (X) г^(0, 4-оо), (1.82)

о
1 - 1 . 1

где -2-<|‘<Т+7՜
Пользуясь обозначениями теоремы Г, ввиду (1.82) 

ждать, что существуют пределы в обычном смысле
можно утвер-

(г) = } (г; з) =

г> ±1 —1 С Е. (е '2-г^ и) 1 ? (О Л —0, г С (0, 4֊ “)• (1-82') 
V 2՜ р J

о

Поскольку <р (/) 6 (0, 4՜ 00 ) И

приходим к тождеству о (х) = О 
обращения (1.73) теоремы Г.

тг И ~՜ 4՜ —, то из (1.82х) 
2 2 р
(О х4֊ со), согласно формуле

§ 2. Дифференциальные операторы дробного порядка

2.1, (а) Пусть / (х)—произвольная функция из класса А (0, /) 
(О "х I <С + ос)- Тогда при данном а (0 < а < 4֊ со) функцию

Д?7(х)^֊^- » ֊֊т((х - О’՜1/(0 л, хе (О, 0 (2.1)
ах՜’ Г (а) ,)

принято называть интегралом от } (х) порядка а в смысле Римана- 
Лиувилля с началом в точке х = 0.

Как известно*,  при данном а (0 <“<7) функция /Эи’/ (х) оп­
ределена почти всюду на (0, /) и вновь принадлежит классу £(0, /). а 
при 1֊Са< 4՜ со, очевидно, что эта функция непрерывна всюду на 
[О, /]•

Доказывается, что во всех точках Лебега функции / (х)

11ш Р0֊“/(х)=/(х).
։— + О

Поэтому естественно интеграл нулевого порядка 29^ / (х) отождест­

влять с самой функцией и положить

[А’/(х)]«-о=/(х). (2.1')

Аналогично интегралом от } (х) ££((),/) порядка а (0 а 4՜ °°) с 
концом в точке х — I называют функцию

См., напр., [9], гл. IX.
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3$, /(Л?. “ 77Т ГV֊*)'՜ 1 / <“• х£ <0’ (2-2>
с! (I — л)՜*  Г (։) 3

причем естественно положить

р?։/(х)]^о=/(х), хе (о, />, (2.2'}

так как и в этом случае устанавливается, что

Нт £>,֊’/(х)=/(х) 
«-» + и

во всех точках Лебега функции / (х).

Предположим теперь, что функция / (х) £ £ (0, I) такова, что при 
данном а (0<^а<^ 1) интегралы Римана-Лиувилля

и £>г(1~։)/(х)

почти всюду на (0, /) обладают производными, причем не обязательно 
суммируемыми. Тогда функции

^<։-։,/(х) (2.3)
ах*  ах 

и
о; / м-ЯЯЧ - ֊ о< "■ ■’/(«) <2-<>

а(1—х)' ах

называются производными порядка л от { (х) с началом в точке 
х = 0 и, соответственно, с концом в точке х -= I.

При этом отметим, что, ввиду (2.1') и (2.2'), будем иметь 

£>1/(х) = ^/(х)=/'(х). (2.5)

Таким образом, операторы £>7’ / (х) и ПТ*  7 (х) определены для лю­
бого значения параметра а(—1 ++< + со).

В частности, заметив, что при 7 — 1 хт £ £ (0, /), непосред­
ственным подсчетом получим, что для любого а(—1<^а<-|-оо)

Ро {г (1 + 7)} = Г (1+7 +а) ’ Х^(0’ + <2'б)

И 
п_, |(/~ х)т] (/_х)т+»А |Г(1+’7)1 Г(1+7 + а) ’ ’ )։

(б) Отметим два важных свойства интегралов Римана-Лиувилля. 
1°. Пусть / (х) е^(^, I), а числа (0-Са1<С+°°) и аг(0<^а։<^+ос)— 

произвольны. Тогда пвчти всюду на (О, I), а в случае а1 + а, ;> 1 
всюду на [0, /] справедливы равенства

ИГ ОГ՝/(х) = ИГ ИГ/(х) = £>0- (х),
(2.8)

£>/“’■ £>Г /(х) = А՜" Д-”/(х) - £>,-(։֊+а։)/(х).

В самом деле, например, имеем
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х I,

Г (>։) 3 IГ (»1) и >
и и

*-7-, (/«.)( С(х*.}■».-
Г (М г ю □ I и )

о г։

= ■ * -Г (’ (х - О’'+’-։ / (О *г = (х).
Г (°Ч + “г) 3

При этом, в силу теоремы Фубини, почти для всех х£ (0, I) произве­
денные выше операции допустимы.

Вполне аналогично получим также 

I ' ‘
ог^от^(х) = -֊— [ (**  ֊хр-Ч-Ц [&~ <«)""7(а)<*4 л« =

г (аг) и I г (’1) р )

I
= г/ \ (*1֊4Г ։ Л8}Л1=

I (®1) 1 (а2? и I )
I

= г. \ - С«1 ֊х)* ‘+а*-7(#1)л ։ = £>г(”+”7(х). 
г (“1 + “։) 3

Так как при ։4-|-«2^-1 правые части формул (2.8) являются непрерыв­
ными функциями на [0, 2], то наши утверждения доказаны.

2°. Пусть /к(х) ££(0, I) (к = 1, 2) и для данного значения 
а (0 < а ■< + °°)

/1(х)РГвЛ(х) ^£(0, 2). (2.9)-

Тогда имеет место формула
I I
| А (х) ог /2 (х) А (х) А՜’ А (х) ах. (2.10).

о о
В самом деле

причем замена порядка интегрирования допустима, ввиду условия (2-9),. 
согласно теореме Фубини.

(в) Известно, что функции вида
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х;1՜'£р (/х1^; ]*)  (р О, Н>0), 
где

£₽(*;  «4=2 /гк к\ (2Л1>
*-о Г ( |*+ — ) 

\ Р /

—целая функция типа Миттаг-Леффлера порядка р и типа 1, а /-про­
извольный, вообще говоря, комплексный параметр, являются решения­
ми задач типа задачи Коши для специальных дифференциальных опе­
раторов дробного порядка [13, 14].

В частности, полагая, что р 1 и обозначая

а= 1 - — (0<«<1), (2.12)
Р

ДЛЯ функции ։

£Р (х; Л) = £Р (— Ч ж՛ (2.13)

\ Р /
можно утверждать следующее:

3°. Функция Ес, (х; ).) является решением следующей задачи 
типа Коши на полуоси [0, + оо):

Яо*у(х) — ՝1у (х)=0, (2.14)

Вй*  у (х)|х=о = 1. (2.15)

В самом деле, в силу формул (2.6) и (2.12) будем иметь
*+։ ,— —I

РГ Ер(х; ).)=2 )*  £0֊О—) =
*-о 1 г

\ р у
* X*

= 2 -----7------- тТ- = £Р().хЧ- 1), (2.16)
*-0 г(1 + —) 

\ р /

откуда следует, что для функции ЕР (х; >.) выполняется начальное ус­
ловие (2.15).

Наконец, из (2.17) получим далее
* —1

£>о'% (х; / ЯГ*Е Р (х; ).)= У -՛*  * =

°х г ( — )
\ Р /

р~։ Д >.*  х*/₽  / 1 \
= 2 =}'еА~

\ р /
Отметим в заключение, что решение Ер (х; ).) задачи (2.14) — 

(2.15) будет единственным [14] в классе функций Ь (0, I) при любом 
I <՜ + оэ„
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(г) Определения интеграла О?' / (х) (0 С а<С “г сс) и производ­
ной £>/ / (х) (0 1) с концом в точке х — 1 могут быть распро­

*

странены на случай, когда I = 4՜ со.
А именно, если функция / (х) определена и измерима на полуоси 

(0, 4"»), то, в предположении их существования, почти всюду на 
(0, 4- со) можно ввести в рассмотрение функции

Я? / " гТТ Г / (0 Л (0 < а < + =о) (2.17)

X

И
ОЦ(х)^± ^°-а)/(х) (0<а<1). (2.18)

ах

Функции эти принято называть, соответственно, интегралом и про­
изводной от / (х) по Вейлю порядка а.

Простейшее условие, обеспечивающее существование интеграла 
£)֊’/(х) (0 11 + °°)» заключается в следующем:

Вели х'{ (х) ££(0, +<»), то интеграл ОТ? { (х) существует 
почти всюду на (0, 4֊ со) и принадлежит В (0, 4՜ °°).

В самом деле, имеем
-{֊■50 4֊ ео 4֊ ПО

Г |Р7։ / (х)| с/х < —5— С с/х С (/—х)«֊11/ (01 л=

Л 1 (а) и л
0 0х
+ «» / 4-ЗО

= ֊тС 1/(0|{ (’(/-хГЧх)л= —1—Г Г|/(0|Л< + °°,
Г (а) и и ) Г (14֊а^

0 0 о

причем замена порядка интегрирования допустима согласно теореме 
Фубини.

Если не только / (х) ££(0, 4՜ °°), но и х*  / (х) £ £ (0, 4֊ оо) при 
некотором а ^>0, то можно установить, что

Ит п =
а -» + О

во всех точках Лебега функции / (х).
Поэтому и в случае интегралов £)„’ / (х) естественно положить

рг/(х)]а_о = /(х). (2.17')
• • • ;

Отсюда, в силу (2.18), будем иметь

£>1/(х)=/'(х), (2.19)

т. е. оператор £>□. совпадает с оператором обычного дифференциро­
вания.

(д) Отметим теперь свойства операторов ОТ? (0 <«<^4՜ °°), 
аналогичные свойствам 1° и 2°.

4°. Пусть функция { (х) такова, что

205-3
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х*՛/(х),  х^/ (х) и х* ‘+’’/(х), 

где 0<^ах<^ 4՜ °о, 0<^а2<^-г принадлежат классу ЦО, 4֊ со). 
Тогда почти всюду на (0, 4֊ со) нл<еел<

Р՜” Г>-’։ / (х) = РГ' И՜'' I (х) = Р-(-'/ (х). (2.20)

В самом деле, ввиду отмеченного выше признака существования 
операторов Р^“, функции

РГ'/(х),РГ’/(х) и РГ1+”/(х)

существуют почти всюду на (0, 4՜ °°) и принадлежат классу Ь (0, +<»). 
Поэтому, например, будем иметь

РГ*РГ'/(х)  =

= *гТ-7 ք/01) ! Г (х-^-Ч/х-^֊։^ )ЛХ=
Г («ւ) Г(“а) յ I յ յ

причем замена порядка интегрирования допустима, поскольку в ре­
зультате получается оператор £)7“'+в։) / (х), существующий почти 
всюду на (0, 4֊со).

5°. Пусть функции քէ (х) и А (х) измеримы на (0, 4՜ °°) и та­
ковы, что

քւ (х) РГ А (х) € Լ (о, 4-«), А (х) Ро- А (х) £ Լ (0, 4֊ оо).

Тогда имеет место обобщенная формула интегрирования по частям
4-« 4֊ во

А (х) О՜’ А (х) <1х= у А (х) РГ А (х) Лх. (2.21)

о • о
Действительно, так как оба интеграла в (2.21) сходятся абсолют­

но, то формула (2.21) получится буквально таким же образом, как и 
формула (2.10), если там положить / = 4-°°.

6°. Функция
е₽(х; >.) = е_**х Иаг£ л|< р> 1^ (2.22)

\ 2р /

является решением следующей задачи типа Коши:

РИру(х)4-^(х)=0, у(0) = 1. (2.23)

В самом деле, если р>1 и а = 1------—, то
Р
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оэтому при р^>1 и I -I г- агг '■!< 2?

О\ '՝ еР (х; В„*  е? (х; X) = — /֊еР (х; л).
ах

Наконец, в случае, когда р = 1, в силу (2.19)

£)1 ех(х; /■) = -7- ех (х; л) = — ՝1-ег (х; л), 
ах

ричем для любого значения параметра
Дополнительно отметим также, что в определенном классе до- 

устимых функций решение ер (х;՝/.) задачи (2.23) будет единствен- 
ым [15].

2.2. (а) Для фиксированного значения параметра а(0-С«<^1) по 
ожим

— =1-а (р>1), (2.24)
Р 

на полуоси [0, + со) введем в рассмотрение операторы

ф (х) - ? (х),

£>1/р<р(х)= ^-£)Г<р(х), (2.25)
ах

л-1

Л^(х)=Й!?Д.\(х) (п = 2, 3, - )։

. е. операторы последовательного дифференцирования функции ф (х) 

орядка — (п=0, 1, 2, • • •) в смысле Вейля.
Р

Поскольку, согласно (2.19)

<р (х) ֊ <р' (х), 

о в случае а = 0 (т. е. р ~ 1) будем иметь 

о:?(х)^<р(я)(х) (п = 0, 1, 2,-. ). (2.25'}

Теперь на полуоси [0, + со) определим следующие два класса 
рункций.

Класс (0<Са < 1) функций ф (х), обладающих на [0, 4֊ оо) 
(семи последовательными производными
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Di ® (х) s <р<л> (х) (п = 0,1, 2,--), 

удовлетворяющими условиям

sup |(1 + хат ) ®(Л> (х); + 00 (л, т = 0, 1, 2>- • )• (2.2։
о< х<+ ~

Класс (0 функций » (х), обладающих на [0, 4՜ ) вс
ми последовательными в смысле Вейля производными

£)«р <р (х) (л=0, 1, 2, • ■ •), 

непрерывными на [0, 4֊ оо) и удовлетворяющими условиям

sup |(l + xa'n) WK + °° (n> m = 0, 1, 2,---). (2.2
0 : х < +

В случае а = 0 (т. е. при р = 1), ввиду (2.25'), очевидно, чт 
классы Со”°։ и тождественны с классом С(”) "'функций ф (х), бе- 
конечно дифференцируемых на полуоси [О, 4՜ °՜՛) и удовлетворяюцц- 
условиям

sup |ф(я)(х)| < 4՜ 00 (л = 0, 1, 2,-• •). (2.2։
0 < Jr + «

Ниже мы покажем, что в случае 0 а 1 эти классы также то։ 
дественны.

Лемма 6. Классы С^”) и С.('} (0<^а < 1) совпадают, приче 
для любой функции ф (х) с,('‘> на всей полуоси [0, 4՜°°) спр.
ведливы формулы

№ <р (х) = DZ” Ф<л> (х) (n=0, 1, 2, - ■ •), (2.2՛

Dn?®(x) = (-l)*D; (M-fc) ф(л-* ։ (х) (л=0, 1, 2,...; k=0, I,--., [««]),

* Здесь, как и в дальнейшем, [х] означает целую часть числа х>0.

(2.30
-(-֊*)  /

?(*)(х)  = (~1)л֊*£>„  11 £л?ф(х) (п = 0, 1, 2,.-.;

(2.3

Доказательство. Полагая ®(х) \ покажем сначала, чп
интегралы

ZV" ф<Л) (х) Г (f-x)«֊i ®<л> (0 dt =
г (ал) J 

.г
+ ®

= —- v ( #“-։ ?(rt) (X 4֊ t) dt (п=0, 1, 2,- • •) (2.3!
Г (ал) J

о

сходятся абсолютно и равномерно относительно х на всей полуос 
[0, т со) и определяют непрерывные функции, удовлетворяющие у՛ 
ловияц.
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зир |1(—х"") "С + 03 (л> т ~ 0, 1, 2,'֊ )• (2.33)
О X ■' -г «

ействительно, если ъ(х)^С[՝*,  то, обозначая через Ап. т —Ап. т (?) 
ачения верхних граней в (2.26), приходим к неравенствам

|?(я)(х)| < ^х"т՜ (0 <х< + °°; п, т = 0, 1,2,---) (2.34)

!?<п) (х+<)| ДЯ'Д" (0 < X, ։ < + оо; п, т = 0, 1, 2, • • •). (2.34') 

з (2.34՜) непосредственно и следует наше утверждение о природе 
юдимости интегралов (2.32).

Далее, поскольку

х + / 2 >■ (0 х, I 4- оо),

> из (2.34), в частности, вытекают неравенства

0<£<1, -

Ап, т
1+(х0я»/։

|?<-> (х + <

; 1<х, {+ оо.

Воспользовавшись, наконец, этими неравенствами, из (2.32) при- 
эдим к свойству (2.33) для наших интегралов 2X7՞ ф(я) (х), ввиду 
юизвольности т > 0.

Докажем теперь, что для нашей функции ® (х) £ СГ°) справедли- 
>։ формулы (2.29), (2.30) и (2.31) леммы. Предварительно отметим, 
го при п—0 эти формулы просто очевидны, так как

о(0)(х) = <р (х), £Х° да (х) = 2)° ® (х) = <р (х).

Установим сначала формулу (2.29), полагая Л>1. С этой целью, 
гметив, что согласно (2.34), при 2—* + оо

ф(п)(0 = О (и, т = 0, 1, 2,-..), (2.35)

ассмотрим оператор
I- «>

^Хх)^-!֊)’ (2-х)’-Ч«)Л (0<ф<1) 
г (“) и

путем интегрирования по частям запишем его в виде
4-«

? (х) = — ֊1— [ (2 — х)а (0 Л.
“Г (“) 3

Отсюда уже, по определению оператора £)»р<р (х), получим

£>?т(х) = ^-£)Гф(х) = 
ах
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= ֊’ х>'՜' * ?'(х)’
г (։) 3

А’

т. е. формула (2.29) верна также при п=1.
Теперь заметим, что в силу (2.85) при любом л^1 функции 

х*  ®<л-։) (х), х*(«-։) ?(«-։) (х), х’л ?(л-։> (х)

абсолютно интегрируемы на полуоси [0, + оо), т. е. входят в клас 
£ (0, + оо). Поэтому, в силу свойства 4° [2.1 (г)] дробных интеграло 
Вейля, имеет место тождество

£С £)Г(я-։) ?(я-1)(х)^ОГл?Гя"։)(х) (п>1),

правая часть которого путем интегрирования по частям и с учето 
(2.35) запишется в виде

+ «•
о~ап ?(л-1) (х) = —-֊— [ ?(я"1) (о а (/-х)“ = 

ал Г (ал) Л
X 

+ “
=----------Г а ֊ х)« (о л.

ал Г(ал) J 
о

Следовательно справедливо также тождество

— £>Г £>Г(я-1) <р'я-։) (х) = 
с1х

+ ■»
= ֊^— (*  (* — х)“՜’ <р(я) (0 Л -== £>ГЯ?(Я) (х). (2.3.

г (։п) 3

Наконец, полагая, что формула (2.29) верна для и—1, т. е.
д-*1

£г ? (х) = £>;в(я-п <Р(Л“։) (х), 
из (2.36) получим

л-1

®(х)= 
ах

= — £>Г £>Г(я-1)Ф(я-։) (х) = £>:“ ф(я) (х). 
с!х

Итак формула (2.29) справедлива при любом л > 0 и, тем самы 
функция <р (х) обладает на [0, + °°) всеми последовательными непр 
рывными производными в смысле Вейля /)я,р ? (х) (л>0), подчине 
ными, в силу (2.33), условиям

эпр [(1 4- х"՞) (х)| < + оо (и, т = 0, 1, 2, • • •).
о< х < + ~

Это в свою очередь означает, что каждая функция <р(х)^С^') вх 
дит также в класс С»1“5, иначе говоря имеет место включение
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Теперь установим формулу (2.30), полагая опять, что л>1, и за­
метив еще, что для значения £=0 она совпадает с (2.29).

Если при данном л^>1, [ял] =0, то очевидно, что (2.30) просто 
совпадает с (2.29). Положим далее, что при данном л^>1, [։л]^>1 и 
1 к < [ял].

Тогда путем интегрирования по частям с учетом (2.35) получим

р:* ф(л,(х) =-?— С а- х)*- 1 т(л) (0 л = 
г (к) л

— {—1)*  ф(я՜*)  (х), 1<С£<С[ял].
Но в силу свойства 4° дробных интегралов Вейля имеем 

р;“ ?(Л) (х)= о:(։л-А) рт* (х) 
и поэтому

Р1“ ?(л) (х) = (- 1)*  £С(1Л-* ) <р(л-* ) (х), 1<л<[ал].

Отсюда и из (2.29) вытекают формулы (2.30).
Теперь мы положим, что ?(х)^С։('։ и следовательно

|РЛ/РФ(х)|< (л, т = 0, 1, 2, • • •), - (2.27')
1+ х'т

где Вп, т = Вп, т (ф) суть значения верхней грани (2.27).
Тогда, буквально так же, как и при установлении неравенств (2.33) 

можно убедиться, что
зир |(1 + х’т) 0^0^ <р (х)(< + оо (п, т = 0, 1, 2,- • •), 

О -е х < + -
т. е. что

|РГ Я?? о (х)|<- Сп’" (л, т=0, 1, 2,- • •), (2-37)

1+ х’т
где Сп. т= Сп, т (?) — постоянные.

Далее заметим, что

причем вынос операции дифференцирования за знак интеграла, как 
легко видеть, допустим.

Но, с другой стороны
-(1+М к _(1+£) .

Р. Р ф (х) = Р. р — 02’ Ф (х) =
ах
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+« ——1 ֊1.
=--------гЦ--Г (* —х/ РГф(0Л=-^-Р^-а?(х), (2.39)

Г(— )Л
X Р /

так как проинтегрированный член исчезает, в силу (2.37).
Но согласно свойству дробных интегралов Вейля

-к -Р-+.)
£ЕР £>Г<р(х) = £Е ” ?(х) =

= Д-1?(х)= | <₽(#) Л, (2.40)

1 .так как------ р а =1.
Р

Из (3.38), (3.39) и (3.40) вытекает, что
_ 1_ 1_ +«

Р £>« Т(х) = 4՜ С Ч (0 Л = ֊ ? (*),  
ли

т. е. всюду на полуоси [0, 4՜ °°) справедливо тождество
_ 1_ 1_

а>(х)=-£>/ £>1?(х). (2.41)

Итак формула (2.31) нашей леммы справедлива при п =1 и к =0.
Положив теперь, что для данного п>2 справедлива более общая 

формула 
_*~ 1 Я՜1

Т(х)=(-1)я-1р.₽ ф(х),
в силу (3.41) будем иметь также

_ Л—1 _ 2_ 1_ «-1
<р(х) = (֊1)л Я. Р £>.Р£>-£>2 ?(х) = 

_ п п

= (֊1)л V £>₽.<р(х), (2.42)

т. е. формула (2.31) справедлива при любом п>0 и к—0.

Если — означает целую часть числа п/р, то из (2.42) путем 
I р 1

последовательного дифференцирования по х мы приходим к формуле 
(2.31) леммы.

Нам остается установить еще, что <р (х) £ С»“\ С этой целью 
запишем формулу (2.31) в виде

п-л +” Л
?(>) (х) = ——С ։ Р Я- ? (х + /)Л, (2.31'>

Г( — — к) V
X Р /и 

и
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и заметим, во-первых, что здесь число п >1 и, тем 

могут быть произвольно большими. При 

самым, числа

этом, так как

^(х)£С? "то из (2.27՜) следует

ZX-Hx+Ol^. (п, ™-0, 1. 2, •••),
1+ (х — t)

откуда и из представления (2.31') заключаем, что функция ?(х) 
бесконечно дифференцируема на [0, + ос), и более того, что

sup 1(1 + x’m) у(к) (х)|< +со (т, k-=0, 1, 2,--)-
О X'. + «•

Это значит, что каждая функция ?(х)^С1(՝) входит также в класс 
С\ \ иначе говоря имеет место включение Са(°'*  с: Лемма пол­
ностью доказана.

(б) Докажем еще следующую лемму.
Лемма 7. 1°. Если ф(х)£С1’>) (0<^а<^1), то операторы £)я/?ф(х) 

могут быть определены также посредством соотношений
Л—1

£>я/р ф(х) = £>-’( — £>«₽ ф (х) I (л = 1, 2, • • •). (2.25')
\ах )

2°. Если ф(х)^С^՝> (0<а<1), то функции

Фя(х)^±£>2/рф(х) (п = 1, 2,•••) 
ах

д овлетворяют условиям
зир |(1 + х’՞') (х) \< + со (л, 7П=1, 2, •••). (2.43) ՛

0<Х<+~
Доказательство. 1°. Для значения п =1 формула (2.25՜) сов­

падает с формулой (2.29) леммы б.
Полагая теперь, что п^>2, воспользуемся формулой (2.29) для 

значения л — 1
Л —1 -4-х>

£>Гф(х) = г ■ ■—֊ Г (^х)’^-1’-1 ф(я֊’> (*)Л,
Г(а(л—1)) J

которая после интегрирования по частям запишется в виде

D* ________ 1 ~
а (п-1) Г (х (п-1))

‘(я֊։>?(я) (t)dt,

так как проинтегрированный член исчезает как при 
# = + со, в силу (2.35).

Отсюда дифференцированием по х получим 
п— 1 +«»

dx

1
Г (а (п-1)),

t = x, так и

(О dt =

при

,’<« ֊ ։> -։

= £>-я.(я՜1’ ?(я)(х).
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Наконец, применив к обеим частям этого тождества оператор 
ввиду свойства 4Э дробных интегралов Вейля, будем иметь

Л -1
?(х) 1 = РГ£>Г(Л"1)т(Л,(х)=

(с/х )

= О-'п «(л)(х)= £>1'р ? (х) 

согласно формуле (2.29) леммы 6.
2°. Из того же тождества, заменив там п —1 через п, получим

■Ь„ (х) ев 4՜ <? (х) = £);“ ?(Л + П (х) =
ах 

4-<-о 4՜

= ТГТ [ (/ “ х)’я "՛?(лх1) (#) л = ТГТ С е" ?(Я+1> (х + 0 л’
г (*п)  3 Г (ап) Л

X о
А затем, пользуясь неравенствами (2.34'), мы приходим к утвержде­
ниям (2.43) леммы, поступая точно так же, как это уже было проде­
лано в ходе доказательства леммы 6.

2.3. (а) Для фиксированного значения параметра а (0<<։<^1) по­
ложим вновь

-1 = 1-а (р>1), 

Р
и на отрезке [0, /] (0<Ч<-|- °°) введем в рассмотрение операторы 

£>? '■? (х) == ® (х),

<р(х)=-1^-“<р(х), (2.44)
ах

л—1

£>7/р? (х) = £)}'р Др ? (х) (л=2, 3, ■ • •),

т. е. операторы последовательного дифференцирования функции э (х) 

порядка — (п = 0, 1, 2,-• •) в смысле Римана-Лиувилля с концом в 
Р

точке х = I.
Поскольку, согласно (2.5),

<р (х) = <?' (х), 

то в случае а = 0, когда р =1, следует положить

£>՞ « (х> е(л) (х) (л=0, 1, 2,---). (2.44')

Определим теперь класс С1“1 [0, /] как множество функций ։(х), 
обладающих на [0, /] всеми последовательными производными

АЛф(х)=ф(я’(х) (л = 0, 1, 2,-..), 

подчиненными условиям
<?(л)(/) = 0 (л = 0, 1, 2,...). (2.45)
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Ввиду (2.45), очевидно, что каждую функцию 7 (х) £ С '[О, Z] 
можно продолжить на всю полуось [0, 4՜ 'х>), положив ее равной нулю 
на |/, 4՜ °t). В результате мы получим функцию ?(х), определенную 
и бесконечно дифференцируемую на всей полуоси [0, 4֊ со) и входя­
щую в любой из классов и, тем самым, в любой из
классов С, ՜*  (0 -<՜ 21).

Таким образом, из леммы б непосредственно будет следовать
Лемма 8. Если ? (х) [О, Z], то при любом а(0-Са<^1)

справедливы формулы

D?'^(x) = DrM^(x) (п = О, 1, 2,-• •), (2-46)

0Г®(х)~(—1)*А" (։л-*Ч <'։’‘,(х) (n = 0, 1, 2, •••; к = 0, 1,---,[ал]),
(2.47)

-("_*)  Л , г 1\
?w(x) = (-1) "-*£)/  4 Ztf?(x) (л=0, 1,2,• • •; Л=0,1,• • •, у-Л .

(2.48)
(б) В заключение приведем взаимные оценки чисел

max |®(я)(х)/ и max [£>?'р ® (х)| (п = О, 1, 2,- • •).
OCX I 0<х<1

Лемма 9. Если а (х) £ С(~’ |0, Z], то при любом а(0<^а<^1) 
имеют место оценки

max |£>Гр?(х)|<Л0 max |?(лН'л1) (х)| (2.49)
О.хЛ Ozxcl

(л=0, 1, 2, . ), 

([-])
max |® f (х)|<Л0 max |РГ?(х)|, (2.50)

0<Л<1 Q<x<l
где

Д0 = тах{1, 1} max r-1(s)^>l.
1<*<2

Доказательство. В случае, когда Р = 1 (т. е. когда а = 0) 
неравенства (2.49) и (2.50) очевидны, в силу (2.44՜)■ Поэтому будем 
полагать, что р^>1, т. е. что 0<^а<1. Далее, поскольку при и = 0 
эти неравенства также очевидны, то установим их справедливость для 
п 1.

Напишем формулу (2.47) леммы 8 для к = [ап]

£)«.'<• ? (х) = (-1)1“] ?<«-։«’]) (х)> (2.47')

заметив при этом, что когда для данного л 1, [ал] = ап — целое 
число, то она принимает вид

ДЛ/р ® (х) = (-1)1*” с?(Л-[ал1) (х), 

откуда неравенство (2.49) следует непосредственно. В общем же случае 
из (2.47') получим оценку
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I
? (х)| <--------- - --------- С(< - хГ՜1“1՜*  (01 dt <

Г (an —[an]) J

рп-(лл)

Г(1 4՜ ®л— ]’л| ) 
откуда и следует (2.49).

Чтобы установить неравенство

max |®(Я-|“’|,(х)|, 
О х ' /

(2.50) напишем формулу (2.48)

леммы 8 для к = -] = |(1-а) л] 
р J

(£1) Л- ["-] 
(х) = (-1) Р D,

Заметив, что, если для данного п

формула (2.48՜) принимает вид

D, ?(*).  (2.48')
1 Г п I л

- J, — =------ целое число, то
L Р I Р

([֊]), - (Н
<р (х) = ( — 1) £>( ? (х),

Г

и тогда наше неравенство (2.50) очевидно.
В общем же случае из (2.48') получим

1Л/₽֊[Л,'р) п_
---------------- ------- -— max - |Г.р ... 
- . л п \ о ж / |А ? (х)|, 
14-----------—----------------------- <

р I р \/
откуда вновь следует (2.50՛.

§ 3. Новые классы бесконечно дифференцируемых 
функций

3.1. (а) Пусть, как обычно
0<а<1,֊1 = 1 —а (3.1)

Р
и по принятому нами определению [2.2(a)] Са (ж) означает класс функ­
ций ? (х), обладающих на [0, 4՜ со) всеми последовательными производ­
ными в смысле Вейля £)" р ® (х) (п = 0, 1, 2,- • •), непрерывными на 
[0, + ос) и удовлетворяющими условиям

sup |(1 4֊ х”՞) Dy ®(х)|<+ со (т, п= 0, 1, 2,---). (3.2)
о- х+<»

Теперь для произвольной последовательности положительных чи­
сел |ЛГл}Г и для любого а (0 а <1) обозначим через Са{|0, 4՜ оо); MJ
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совокупность функций из класса С։<“), подчиненных условиям 

sup ® (х)| < АВпМп (п — 1, 2,— ), (3.3)

где А = А (?) и В = В(?) — постоянные, зависящие, вообще говоря, 
от самой функции Ç (х).

Заметим, что, поскольку при а =0 (т. е. при Р = 1)

Z£?(x)=?w(x) (л = 0, 1, 2,- •), (3.4)

ТО; таким образом, класс Со {[0, 4- оо); Мп\ представляет собой сово­
купность функций, бесконечно дифференцируемых на полуоси [0, 4՜ оо) 
и удовлетворяющих условиям

( sup |?(«>(х)|<ЛВя/ИЛ (п-1, 2, - ). (3.3')

Как в случае класса Со{[О, + со); Мп], так и для классов С*  {[0, + со); 
Мп} $ а<\1) вообще можно поставить задачу, аналогичную извест­
ной проблеме Ж. Адамара:

Какова должна быть последовательность положительных чи­
сел {Мп}1 , чтобы для любой пары функций ç (х} и g (х) класса 
С? {[0, 4՜ ос); Мп] из равенств

D"?«(0) = £>"?g(0) (п = 0, 1, 2,-- •) (3.5)
следовало бы, что

?(x)sg(x), 0<х<4-°°- (3-6)

Поскольку каждый из классов С*  {[0, 4- оо); Мп} (0<а<1) 
аддитивен, т. е. вместе с любыми двумя функциями ® (х) и g (х) туда 
входят также и функции <р (х) 4 g (х), этот вопрос может быть сфор­
мулирован и следующим образом:

Указать условие, которому должна удовлетворять последо­
вательность чисел {ЛГя})՝', чтобы для всякой функции ® (х) £ 
£С,([0, 4-оо); М,}(0<Х1) из равенства нулю функции ® (х) и всех 

ее обобщенных производных ? (х) (п=1, 2,•••) в точке х =0> 
т. е. из равенств 

+ «
(0)- —Г х’'>֊Ч(я)(х) Jx (n = 0, 1, 2,- - ) (3.7)

о 
следовало бы, что

© (х) = 0, 0<х<4-°о. (3.8)

Такого рода классы Са {[0, + оо); Мп} (0^а<^1) впредь усло­
вимся называть а-квазианалитическими.

Заметим, что, поскольку в случае а=0 согласно (3.4)

£>"« ? (0)= ®(Л> (0) (л = 0, 1, 2, ■ • • ), ч 

то поставленный нами вопрос в качестве крайнего случая, когда а=0, 
содержит в себе проблему Адамара для класса Со {[0, + оо); Мп}.
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Поэтому О-квазианалитические классы—это ни что иное, как клас­
сы Со {[0, 4՜ ое>); Мп}, квазианалитические в обычном смысле.

Как и в классическом случае класса Со {[0, 4՜ °°); М,,}, так и в 
общем случае решение задачи о я-квазианалитичности классов 
Са {[0, -f- со); М,,} формулируется в терминах функции А. Островского

п
= rk (0, +«>), (3.9)

ассоциированной с последовательностью {Mn}f.
Как известно [8], в случае, когда

lim =4-оо, (3.10)
П-*4-  ео

функция Т (г) непрерывна на (0, 4՜ °°) и, монотонно возрастая, стре­
мится к бесконечности вместе с г. Более того, в этом случае ее мож­
но определить также формулой

Т (г) = max — ■ (3.9')
я>1 Мп

В случае же, когда

lim Мп < с < 4՜ (3.10')

7’(г) = 4-с° при г>с.

Но прежде чем перейти к непосредственному решению этой за­
дачи, приведем одну лемму.

(б) Пусть {Мп}1 — последовательность положительных чисел, под­
чиненных условию (3.10) и, следовательно, таких, что функция Г(г) 
определяется по формуле (3.9').

Поскольку функция Т(г) монотонно возрастает к 4՜ °° вместе с 
г, то можно указать значение r0 1 так, чтобы имели log Т(г) > О 
при г ^>г0.

Введем в рассмотрение функцию

n(r\ _ Р°8> Пг0), при г£[0, г0], _ п
” I log Г(г), „ри г€[г..+~]. (ЗП)

Таким образом, функция р(г)>0 непрерывна, монотонно возра­
стает на полуоси (0, 4՜ °°) и стремится к 4՜ 00 вместе с г.

Но, более того, будем иметь также

lim £-^1 = 4-оо. (3.121
г- + « log Г

В самом деле, так как

Пг)>- (п = 1, 2,.-.), 
Мп
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то очевидно
.. log Т(г) . 1 п .lim -------------- > п (п — 1, 2, •••),
7^՜ log г

откуда и следует (3.12), в силу определения (3.11) функции р(г) и 
произвольности n 1.

Вспомним далее определение [1.2 (а)] кривой

U (V) = Л (0; V) = P,; Re ? = v, |arg Z| < f > > °Y (3-13) 
l zp J \ z /

являющейся границей области

Dü (v) == Df (0; v) = ( Z; Re Z' > < |arg Z| < 1 •
l 2pJ

Докажем следующее предложение.

Лемма 10. При любом р > —, v 0 и ß 0 

(3.14)

справедливы

оценки

тах {^Лехр'-р (£-^У))]<ДХМ. (п =1, ֊2, • • •), (3.15)

где А1 = А1(у; ?) и В1 = В1(՝/; ^) — постоянные.
Доказательство. Заметим сначала же, что по определению 

(3.11) самой функции р(г) при всех п>1

ехр{-р(г)} = ֊1- г>г0. (3.16>
Т(г) гп

Далее, отметив, что Ц, (*)  — это симметричная относительно ве­
щественной оси 1т С = 0 кривая, проходящая через точку С = *1/р, пред­
ставим ее в виде суммы дуг

£₽(>)= 4 (*)  + 4 (*).  

где
^Ь) = {С; ' ££,(*),  |С-^|<ГО},

Ц (V) = {С; С е Ц (*),  К - >1/₽| > г0}. (3.17>

Так как р (г) > 0, г £ [0, + со), то очевидно, что при всех п^-1

max {|С|?Л ехр{—р (|Z—v1/p|?)}}<(v1/p +г0)₽՞.
(3.18)>

С другой стороны, в силу (3.16) и определения £Р('*Х  состоящей 
из двух неограниченных кривых, имеем еще

max {|С|₽«ехр {-p (IC-v,/Pl?)}}< 
։e£p(v)

<Mn max
։e^p(’)

Z
C - v1/p (n>l)>
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Но очевидно, что

max
:е£.р <՝)

3

= C(v; ?)

и поэтому будем иметь

?ах {|С|Эя ехр {-р (Г,- v1/f|3)}) < Сп (v; ?) Мп, п>1. (3.19)

Из (3.18) и (3.19), следует, что при всех п^-1 

max {П3՞ ехр ( — р (|< — v։'*| 3)}} < 
«eLp (»)

<тах{(Л + г0)я, О; ?)ЛГЛ} (п>1),

откуда при подходящем выборе постоянных А = A (v; 3) > 0 и 
В = В (v; J3) ■> 0 будет следовать оценка (3.15) леммы, так как Мп > 1 
при п > п0, ввиду условия (3.10).

3.2. Приведем теперь доказательство теоремы об a-квазианали­
тичности классов Ct {[0, + оо); Мп} (0-Са<^1). Для крайнего значе­
ния параметра a=0 эта теорема сводится к известной теореме Дан- 
жуа — Карлемана о классах функций, квазианалитических в смысле Ада- 
мара.

Теорема 3. Для того чтобы класс С*  {[0, со); Мп] (0<д<^1) 
был i-квазианалитическим необходимо и достаточно выполнение 
условия

log Г(г) dr = (3.20)

1+ Г+5 
г

где, как обычно,

Доказательство. 1°. Необходимость. Нам необходимо уста­
новить, что если

10g Г(г) dr <+ оо, (3.21)

1+iU
г

то существует нетривиальная функция о (х) из класса С։ {[ 0, + °°); 
Мп}, удовлетворяющая условиям

DnJr <? (0) = 0 (п = 0, 1, 2, • • •), (3.22)
1 

где Р --  - --------
1— a

С этой целью, заметим сначала же, что

lim уДМп =+ оо.

Т(г)
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гак как в противном случае, вопреки нашему предположению (3.21), 
гмели бы Т(г) = ■+■ со при г > гх.

Поэтому при условии (3.21) функция Т(г) определится как

Г (г) = гпах ֊—•
д>1 Мп

Построим непрерывную, не убывающую на полуоси [0, 4-со) 
функцию р0 (г) > 0, положив

Ро(г)=р(г) + 21ог / 1 + —\ г>0, (3.11')
\ к0/

где функция р (г) определена согласно формуле (3.11).
Тогда, в силу (3.21), будем иметь

Ро(г) , 
" 1 аг (3.23)

где
1 Р

2р —1
1_
2

(3.23՜)

Но при условии (3.23) согласно теореме А (2е) [1.1 (а)] существует
функция /7(я)^0, аналитическая в замкнутой угловой области

А (7; 0) = Ат = а; |аг$ г\< —
I 2т

и удовлетворяющая неравенству

|Г(ге'?)| <е"։'л(г/|«[ <Л,о<г<4֊со). (3.24)

Заметим теперь, что дополнительная к Д7 угловая область 

д* (Т; 0) = Дт = ( я; -^ < \ar-gа|< тс, 0<|я|< + °о1
I 2т )

к к
имеет раствор -------- = — •

Т Р
Поэтому, если ввести в рассмотрение функцию

Г*(я)=Г(-я),  

то она уже будет аналитична внутри и непрерывна в замкнутой угло­
вой области

,др = ■)тг < 1аг2”• °<И< + °° |»

• ♦ ■’-*՝*  дополнительной к
( « 1 ՛'■։’ 

Ар= а; |аг^я|< —, 0<|2'։ <+<ж1,
( 2р I .

205 -4
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причем, в силу (3.24)

|Г*  (ге'?)| < е՜ л (,) (— < |<р| < к, 0 < г < + °о\ (3.24'

\2р /

Наконец, для фиксированного значения ч 0 определим функцию

Л(г) = Г*(г  —(3.25

аналитическую внутри и непрерывную в замкнутой угловой области

раствора 
ик 1

2"--------= — > 7 = —— •
р 7 1 + а

Очевидно при этом что, имеет место включение 

Др = Др(О) с Др* (V).

Из определения (3.25) функции Е, (я), в силу неравенства (3.24^ 
приходим к оценке

|Л(г)|<ехр{-ро(^-* ։/₽1)}, (3.26

Ввиду того, что согласно (3.12) 

из (3.26), в частности, следует также, что, если reZr£AP(v), то

max| F, (ге,։р)| = 0 (г՜“)» г-*  + оо (3.21
т

для любого ш^>1.
Таким образом, функция /ч (г)^0 удовлетворяет условиям те» 

ремы 1 в угловой области Др (у) о Др. Поэтому, согласно этой теор< 
ме, она допускает интегральное представление

+«•
Г, (г) » £ Ер г?*; ) ?/р-1 <р (*) Л, г £ Др’, (3.21

а
где

?(*) = — е՜К (С) Л, * £ [0, + со), (3.2‘
2к։ J

др

причем £р = Д> (0) — граница угловой области Др = Др (0), пробегаема 
в положительном направлении. Очевидно, что <р (£) 0.

Мы докажем теперь, что <р (/) является искомой функцией класс 
с«([0, 4֊ со); Мп}, удовлетворяющей условиям (3.23).

С этой целью покажем сначала, что функция <р(0 допускает та։ 
же представление
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1 [• Р
?(t) = 2֊֊ | е F-. о Л, [0, + со), (3.29')

де Z-. (?)— граница взаимно дополнительных областей Z)? (՛*)  и Z)p(v).

Чтобы убедиться в btosj заметим, во-первых, что функция е~г՝ 
налитична в угловой области Др=эД.(֊')> причем

|е-«?1 = Ь<1. при ^[о, +оо), (3 30)
I = е при C^£p(v), tC [0, + °о).

Jo-вторых, отметим, что согласно лемме 1 Др (■*)  с D9 (v), причем в 
:вою очередь D,. (v) cz Др.

Из сказанного вытекает, что имеют место включения

д;сп;о)сд₽’(д (з.з1)

ри этом границей для открытой области Gp (v) = D\ (v) — Др служит 
овокупность кривых Z.J, = Z,p (0) и £р (v).

С другой стороны, поскольку функция F-, (z) аналитична и удов- 
етворяет условию (3.27) в области Д*  (v), а в силу (3.31) имеет место 

ключение G9 (v)c:-lp (0> то это условие выполняется, в частности, и в 
амкнутой области 6Р (v).

Из сказанного выше и из оценки (3.30) вытекает, что в представ- 
ении (3.29՜) функции <р(0 контур интегрирования £Р можно заменить 
онтуром £Р (*)  согласно теореме Коши.

Итак, формула (3.29՜) справедлива, причем поскольку Л» (^)с Др (0։ 
о, в силу (3.27), при re՜ (v)

max| F, (re/?,)| = O(r՜՛”), r -» -f- оэ 
f

ри любом ®>1. Отсюда очевидно следует, что функция <р (t) веско- 
онечно дифференцируема на полуоси [0, 4֊гсо), причем ее производ­
ив допускают представление

<Р(я։ (0 = I՜1)-'', f е՜ r?CP՞ F. (С) Л (п = 0, 1, 2, • • •), (3.32)
2՜/ J

ip(’) 

де все интегралы абсолютно и равномерно сходятся на полуоси 
допуская, в силу (3.30), оценки вида

|ф(л) (OK -V- Г кг 1^1 =0>2. - • (3-33)
2*  j

ipb)

)тсюда вытекает конечность величин

sup |(1 + f’m) ?(л> (01 <С + 00 (п> т = 0, 1, 2»’”)» 
0 '/< + «>

это значит [2.2(a)], что функция <р (0 принадлежит классу 
, следовательно, согласно лемме 6, классу Са<”).
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Покажем теперь, что, более того, функция ® (<) принадлежи 

также классу С, {[0, -f- °о); Мп\.
С этой целью отметим, во-первых, что, как было установле։ 

выше [2.1 (г)]
£>? е-':" = -Се-К₽ ( larg’K—, р>1 )• 

к 2р / 
Поэтому имеем вообще

е-':Р ^(-ire е- с3-38

при С £ Lt (v) и (О, Ч- со).
Применив оператор DnJ? к обеим частям формулы (3.29'), мы п 

лучим в силу (3.34)

£>"??(*)  = (-1)я Г
2r.i J

С Fy(^)d', (п=1,2,-. ), (3.3е

причем легко видеть, что ввод операторов £>я/р под знак интегра. 

допустим.
Из (3.35) приходим к оценкам 

|D-P ®(f)l С -֊
2к J

|С|-|Л(О| |Л[ (п=1,2,-. ),

или, в силу включения £р (v)c=Ap (v), неравенства (3.26) и определен 
(3.11՜) функции р0 (г), к оценкам

sup |£>«'f® (£)| < С։ (v) e՜՝1 max {|C|n exp {— p (|C — v1/(tj)}}
0< « < +« C6ip (»)

(n=l,2,-.), (3.2
где

1 2k J (1-t-ro՜1 |Q։
Lf. (’)

Поскольку легко видеть, что величина Сх (ч) конечна, то из (3.36), с 
гласно лемме 10 (положив там ? = 1), получим также оценки вида

sup |e՝rZ)"/p։p (f)| -С АВ" Мп (л=1, 2,՛-՛).
Ос t < + *

Отсюда, в частности, следует, что функция (t) входит в клг 
С1 {[0. + ОО); Мп}.

Таким образом, для завершения доказательства необходимое 
остается установить, что функция ? (t) удовлетворяет также услови 
(3.22).

С этой целью заметим, что из (3.29') и (3.35) вытекает
££%(о)= J՜1)'1. [ :«л(:)л (п = о, 1, г, --), (з..

2кг J
ДР (’)

причем D»p ® (0) = у (0).
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Но функция Г. (*)  аналитична внутри и непрерывна в замкнутой 
области Д-. (•/), причем согласно (3.27) для любого ш > 1 при ,£Др (к)

л о «о(|Ч—),
Поскольку £)-.(') с: Др (>), то, замкнув контур £Р (>) слева, согласно 
теореме Коши получим, что все интегралы (3.37) равны нулю. Таким 
образом, необходимость условия (3.20) теоремы полностью доказана.

2°. Достаточность. Теперь надо установить, что при условии 
(3.20) каждая функция с(х)£С։ {[0, + «); Мп}, удовлетворяющая ус­
ловиям (3.22), равна тождественно нулю ср (х) =0 на всей полуоси 
10, + «).

Пусть функция у (/) принадлежит классу С» {[0, + со); Мп} и, сле­
довательно, согласно лемме б. классу С1'\ Тогда очевидно, что функ­
ция Ф (() на полуоси [0, + ос) непрерывна и ограничена, причем в слу՜ 
чае, когда 0 < я<1, одновременно будем иметь

? (() £ (0, + оо) И <р (() £ Д, (0, + со). (3.38)

Рассмотрим преобразование с ядром Миттаг-Леффлера функции 
?(0 +, ’

ф? (г)=У £₽ '■; у) *1/р՜’ Ф (О л. * € V (3.39)

О

являющееся, согласно лемме 4, аналитической функцией в области Др , 
непрерывной в замкнутой области др при р^>1 (т. е. при 0 а <^1), кро­
ме, быть может, точки г = оо.

Полагая далее, что функция у (() удовлетворяет условиям

<р(О)=£>п?<р(О) = О (п=1, 2,---),

докажем, что функция Фр (г) допускает также представления вида 
+ ©о

фр (г) = (-1) [ Е( ( ; —А ?/р՜1 <р (/) Л, г £ Др* (3.40)
гл ,) \ Р /

о
при любом п>1.

С этой целью случаи а = 0(р — 1) и 0<а<1 (р2> 1) целесооб­
разно рассмотреть отдельно.

Если а = 0 (р == 1), то из (3.39) имеем
-|- во

Ф1(г)=^ ® (() Л, г^Д1» (3.39')

о
причем, поскольку при Р=1

? (х) = ф(")(х) (п-0, 1, 2,-. ),

то функция о (х) £ Си {[0, + ос); Мп} удовлетворяет условиям

вир |<р(л) (х)| АВП Мп (п=1, 2,••■), (3.41)
0 ■ дт < +

,<Р (0) = <Р(Я) (0) = 0.
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Из (3.39՜) путем п-кратного интегрирования по частям мы прихо­
дим к формуле

Ф։ (г) = ( ег1 =<"> «) Л, г С Д1'
г՞ ,1 

и
т. е. к требуемой формуле (3.40) для случая р = 1, если учтем услови» 
(3.41), а также, что

Пт е“ — 0, г<г&1 = {г՛, Кег-<^0).

Положим теперь, что 0<а<^1 (р >1) и заметим, что функция

/ 1 \ '՜՜’
Ер «, г) = £р (г/։/р; — ) 1 (3.42

\ Р / •

удовлетворяет уравнению с дробной производной [2.1 (в)]

£>1/рЕР «; — А՜’ ЕР (<; г) =г Ер «; г), (3.43;
си

где
ПТ*  Ер (/; г) =

I
= ֊ С Ер (֊; г) Л = £р ; 1). (3.44

Г («) Л
о

В силу (3.42) и (3.43) функцию Фр (г) можно записать также I 
виде

+ “
Фр(г) = АГ ?(0</[Д7‘ЕР (*;*)},  ^4*  

г 2
о

Отсюда интегрированием по частям получим
4* 140

Фр (г) = — Г ф'(О£и-1Ер(^ г) Л, г£Др', (3.45

2 л о
ввиду того, что проинтегрированный член

о (О А՜’Ер«; г)=?«)Ер (г?'р; 1) 

исчезает на концах промежутка [0, 4֊ оз), так как 9 (0) = 0 и пр! 
£ 4֊ со.

£р (г?'р; 1) = О « Р ), г С Др- (3.46

Для продолжения обозначим на время

А«) = Ер (/; г) и /3 «) = ф' (О

и заметим, что в силу свойства (1.51) [1.3 (б)] функции Миттаг-Леф 
флера А «) £ Ь (0, + ос), кроме того очевидно имеем также А(0 ( 
е цо,+оо).
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Далее функции

Ро’/1(О = £ (г^; 1),г^, 

р:’А(0=£»:։?/ (о = £-р?(О 
непрерывны и ограничены на [0, + ос), в силу (3.46) и ввиду того, 
что 9 (х)£ С» {[0, + ос); Мп} и, следовательно, согласно лемме 6, 
имеем вообще

|£>ГЛ?,Я) (01 =|£>" р<? (0 I < АВ" Мп (п=1, 2,- •). (3.47)

Из сказанного вытекает, что наши функции удовлетворяют условиям 

А (0 £>Г А(0 € £ (0, +оо), А (0 £>ГА (0 с (0, + оо) (3.48) 

и тем самым условиям, обеспечивающим применение к интегралу (3.45) 
обобщенной формулы интегрирования по частям (2.21) [2.1 (г)].

В результате из (3.45) мы приходим к формуле (3.40) для п=1
4-<к

Фр (г) = -211 Г Ер (0 2) £>?<р(0Л, г С Др'. (3.40')
г

о

так как, согласно формуле (2.29) леммы 6, ОТ у' (0 = В№ <р (0-
Чтобы доказать формулу (3.40) для любого п>1, проводим пол­

ную индукцию. Полагая, что она верна для п — 1, и пользуясь тож­
деством (3.43), будем иметь 

4-« л —1
Фр (г) = С £>,Р <р«) {А-’Ер (Ц г)}, ге Др* ' 

гп 3 
о

Отсюда интегрированием по частям получим 
+ « п—1

Ф₽ (2) = ^111 Г 4 {£): <р (0) аг Ер (<; г) Л, (3.49) 
г" J Л 

о

ввиду того, что и в этом случае проинтегрированный член 
Л—1 , я —1

£>2 ? (0 £оаЕр(Г; г) =О^ <р (0 £р (2?/р; 1)

исчезает на концах промежутка [0, + оо), в силу (3.46) и (3.47), а 
л-1

р
также условия £)» <р (0) = 0.

Наконец, положим 
л—1 

/1(о = Ер(^д) и /;(/)= но 
ас

и заметим, что согласно лемме 7

(0 € £ (0, + оо), £)Г/2՛ (о = ? (О,
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причем функции
А-’/1(П = ^М1/р; 1) и£»:’/Ио 

непрерывны и ограничены на [0, + со), в силу (3.46) и (3.47).
Поэтому, применив к интегралу (3.49) формулу интегрировани: 

по частям (2.21), приходим к представлению (3.40) для любого п>1.
Докажем теперь, что 

фр(г)=0, я£ Др*. (3.50

С этой целью рассмотрим угловую область

Др’(—1)= [г; ~ <|аг£ (я+1)Кк, 0<|ят-1|< + со1, 
I 2р )

п к Я 1
раствора 2я-------- = —, где 7 = -- -------, получающуюся линейным пере-

р '( ՝ 1+а
носом я' = г — 1 области Др.

Из очевидной оценки

|£։ 1) | < е-/; (—1), 0 -О < + 00

и из оценки (1.32) леммы 2 вытекает, что при любом р>1

Е’ {“՝“=7)1 * (Т7777: ‘ € (֊։)•0 < '< + “■

где Л/^>0 не зависит от г и I.
Отсюда следует, что при любом р>1 

։__ 1
£р^Р.А^р *€\ ’(֊1), (3.51

о
где Л/1^>0 не зависит от я.

Поскольку очевидно Др (—1) с Др, то из представлений (3.40) на­
шей функции Фр (я), в силу (3.47) и (3.51) вытекают неравенства

М
|Фр(я)|<ЛЛ/1!я|₽֊1 ■ (п =1, 2,. .; Л£Др(֊1))

\в)

и, следовательно, ввиду определения функции Т (г), и неравенство

|фр|(я)| < А г 6 Др’ (-1), (3.52)

\в)
где А?>0 не зависит от я.

Чтобы установить тождество (3.50), различим два случая.
В случае, когда

Ит Мп <г0<С4-ос (г<С>1) 
Л -*  4*  °°

как известно [3.1 (а)], будем иметь 7’(г) = 4-оо, г>г0^>1 и условие 
(3.20) теоремы, очевидно, выполняется.
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Но тогда из неравенства (3.52) будет следовать, что Ф-. (г)=0 
в части области Д? (— 1), лежащей вне круга \г\ ֊< г0, и, следовательно։ 
во всей области .

В случае же, когда
Иш у'ЛЪ = + *

П 4- эс

функция Т (г) непрерывна и монотонно возрастающая на всей полуоси 
(О, 4- ос). Введем в рассмотрение функцию

Г (я) = ф, (-1-г), (3.53)

аналитическую уже в замкнутой угловой области Д7, раствора ~/f 
А — —-— ) и в силу (3.52) удовлетворяющую там неравенству 
у 14-2'

(г)| < Аг ■ z £ д’. (3.52')
1 Г(В֊> \z 4-H)

Так как функция Т (г) возрастающая и стремится к 4՜ 07 быстрее 
любой степени г, то из (3.52'), во-первых, следует, что

max {|F(z)|} < Л2< 4- ос. ՛ (3.54)

Во-вторых, выбирая г0>2 таким образом, чтобы

Р (г) ш A,(r + 1)Р՜* < 1, г > г0 (3.55)

Т( —֊ )\ в J
и определив неотрицательную функцию

(3.55')՛

из (3.52') и (3.55) приходим к неравенству

V 2Т /

С другой стороны, как следует из (3.55) и (3.55').
(՝ Jr = _ f՜ !2ЬИ.Л+гЫ Jr + 

dr, I =
1

причем первый интеграл правой части сходится, а второй, 
видно, расходится одновременно с интегралом (3.20).

(3.56)

оче-

Итак, наша функция F (z) удовлетворяет неравенству (3.56), 
причем
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Отсюда, согласно теореме А (1Э), вытекает тождество F(z)^=0, 
и следовательно, в силу (3.53), и тождество ФР(г)^0, х£\(—1)- 

Наконец, поскольку Фр(г) аналитична во всей области ДР =эДр ( — 1), 
то отсюда следует требуемое тождество (3.50).

Из (3.38) и тождества (3.50) согласно лемме 5 вытекает, что 
9 (х) = 0, 0<Сх<^4-°°. Этим и завершается доказательство доста­
точности условия (3.20).

Итак, теорема полностью доказана.
3.3. (а) По определению [2.2 (а)] класс С? (0-^а<^1)—это сово­

купность функций, бесконечно дифференцируемых на полуоси [04՜°°) 
и удовлетворяющих условиям

sup |(14-х”՞) ?(я’(х)!<+ (п, т = 0,1,2,-••).
. 0 X 4- ~

Теперь для данной последовательности положительных чисел 
(ЛГЛ|Г обозначим через С, |[0, 4֊ °°); Мп} подмножество функций ?(л) 
из класса Са’“), для которых

sup |(1 4֊ ах2) ?<Л> (х)| < (Л=1, 2,-.-), (3.57)
О X < + ~

где постоянные А = А (?)^>0 и В = В (?)^>0 могут зависеть от вы­
бора функции <? (х).

Заметим, что в крайнем случае, когда а = 0, класс С0{[0, 4՜°°); 
Мп\ совпадает с множеством бесконечно дифференцируемых на [0, + °о) 
функций <р (х), удовлетворяющих условиям

sup (х)\<АВпМп (п=1,2,---), (3.57')
0 - X < + ос

т. е. с классом, для которого в свое время ставилась проблема Ада- 
мара.

Как в случае классов Са{[0, 4- со); Л/Л|, так и для классов 
С» {[0, + со); Мп} (0-Са<С1) мы будем ставить вопрос:

Какова должна быть последовательность чисел {Мп}\ , чтобы 
для любой пары функций у (х) и g (х) из класса С, ([0, 4֊ со); М„} 
из равенств

£>"|₽ <р (0) = D"? g(0) = 0 (п = 0, 1, 2,- • •) (3.58)

следовало бы, что
<? (x) = g (х) (0< х < 4֊ ос). (3.59)

Как и в случае классов С*  {[0, 4՜ 0°); Mil, для этого достаточ­

но установить критерий для последовательности {Л/Л}Г, обеспечиваю­
щий выполнение тождества (х) = 0 (0<;х«\4-оэ) для каждой функ­
ции ® (х)£С» {[0, 4՜ со); Мп}, удовлетворяющей условиям
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^"г(0) = г֊ Г *’л-։ !п> (х) с/х = 0 (п = 0, 1, 2, • • -), (3.60)
Г (ап).;

о

где, как обычно, — = 1 — а (р > 1).

И в этом случае такого рода классы С։ {[0, 4՜ °2); Мп} (0<®<Д) 
будем называть я-квазианалитическими.

При этом очевидно, что 0-квазианалитические классы Со {[0, +оо); 
Мп}, как и классы Со [[0, 4֊ со); УИЛ}—это классы, квазианалитические 
в обычном смысле.

Критерий а-квазианалитичности классов С, {[0, 4՜ °°); Мп} также 
формулируется в терминах функции 

и, чтобы установить его нам придется существено использовать тео­
рему 3 о а-квазианалитичности классов Са {[0, +°°); МП}.

(б) Докажем теперь следующую теорему относительно а-квазиана­
литичности классов С, {[0, + Оо); Мп} (0<а<^1), которая в крайнем 
случае, когда значение параметра а = 0, также сводится к классичес-
кой теореме Данжуа—Карлемана.

Теорема 4. Для того чтобы 
л-квазианалитическим необходимо и 
вня

класс Сл {[0, 4֊ ос); Мп} был 
достаточно выполнение уело-

ос. (3.61)

Доказательство. 1°. Необходимость. Докажем, что, если

(3.62)

то существует нетривиальная функция ? (х) из класса С4 {[0, 4՜ °°); 
М„}, удовлетворяющая условиям (3.60)

^р<?(0)=0 (п = 0, 1, 2,-).

С этой целью заметим, что поскольку р = - ------ , то из (3.62) следует, 

что

1о? Г(гр)
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Поэтому, если р (г)— функция, определенная согласно формуле (3.11),
то

С ^9 с/г <4-оо, 7=-А-----  (3.62')
J г1+* 1 +*

1

Определим теперь неубывающую на [0, 4՜ <х>) функцию (г), по-
дожив

<7о (г) = Ро (гр). г €[0,4-«-),

где р0 (г) — функция, определенная уже согласно (3.11'). 
Таким образом, будем иметь

откуда

J p(r0)+21og (1 + ги-'гр), гС [О, rJ/pJ, 
<7о(г)=1 1 . (3.63)

• р (гр)4՜ 2 Jog (1 4֊ го г°), |г(/р, 4-°°),

и из (3.62') заключаем, что

С Яо (г) , , 1
1 аг < 4- «>, ч—------- -
J г’+т 14֊»

1

Но тогда, поступая так же, как и в ходе доказательства теоремы 3, 
мы можем утверждать, что для любого V 0 существует функция 
У7, (я) =£ 0, аналитическая в области Др(*)  □ А?" и удовлетворяющая 
там неравенству и

|Г, (х)| < ехр (— <?0 (|х — ?]'Р |)} =

= ехр ( — р„ (\г — >’/р |р)}, гОДч). (3.64)

Эта функция, согласно теореме 1, допускает представление

+г / 1 X —1
У7, (х) = I £"р ( гх1/р;—) х у (х) с/х, х £ Др > 

Л \ Р /о
где

? (*)  = ֊ Г е֊* Р У7 (С) Л, х С [0, 4֊ «). (3.65)
Д"С и

£> (՝)

Очевидно, что функция Ф (х) не тривиальна, бесконечно диффе­
ренцируема на полуоси [0, 4՜ оо), причем для ее производных имеют 
место представления (3.32) и оценки (3.33), т. е.

<Р(/։;(^) = —- Г (УЛ (п = 0, 1,2,---)
2тс/

(*)

и

1ф(/1)(х)|<֊ f |Чря|Г,(С)ПЛ| (п = о, 1, 2,...). (3.66)

ipb)
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Точно так же, как и в теореме 3, отсюда мы получим, что функ­
ция ?(х) удовлетворяет условиям

£>:-?(0)=0 (л = 0, 1, 2, •••),

т. е. условиям (3.60).
Из оценок (3.66), очевидно, вытекает, что ® (х)£С(։’°), т. е.

зир |(1 -г х’т ) (х)| < + ОО (п, т =0,1, 2, • • •).

Но более того: из оценок (3.66), 
что на полуоси |0, 4- ос)

(3.65), (3.64) и (3.63) получим также,

,?(я) (х)| < С3 е max ехр (_ р (|Г _?^)}}, (3.66')

где очевидно

C2(v) = _1 г _!£!_ 
2« J (i+ro-։ici)։

На основании леммы 10 (при Р = р) из (3.66') вытекают далее 
неравенства

|ф(я) (х)| < е“’х АВ" Мп- х Е [0, + оо) (п = 1, 2, • ■ •), (3.67)

где V0 — произвольно, а постоянные Л>0 и В^>0, разумеется, за­
висят от V.

Заменив в (3.67) параметр v через 2v и заметив еще, что

max {(1 4֊ ах2) е <х} < 1 4՜ 4а (е՝*)  2 , 
0<х<+^

из неравенств (3.67) заключаем, что для любого v>0 

sup |е’х(14-ах2)ф(Л)(х)|<ЛВпЛ/я (n = l,2,---), (3.67')
о .х<+~

где А = A (v) о и В = В (v) > 0 также зависят от v.
Наконец, из (3.67'), в частности, вытекает, что

sup |(14-<։х2) <р(/1)(х)| -<^ АВпМп (л = 1, 2,---), 
о < х < + ~

Т. е. ЧТО ф (х) Р Са {[0, 4- °о); ЛГЛ).
Этим и завершается доказательство необходимости условия (3.61) 

теоремы.
2°. Достаточность. Докажем теперь, что при выполнении усло­

вия (3.61) теоремы, класс Св {[0, 4՜ °°); М։] будет а-квазианалитичес- 
ким, т. е. любая функция ср (х) этого класса, для которой £)»?ф(0)=0 
(л = 0, 1, 2,• • •), тождественно равна нулю на всей полуоси [0, 4՜ °3)֊

Заметим сначала, что при а = 0 условия (3.20) и (3.61) теорем 3 
и 4 совпадают, принимая вид

J г*
1
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Классы же Со{[0, 4՜ ос); Мп} и С0{[0, + оо); Мп] также совпадают с 
классом бесконечно дифференцируемых на [0, 4֊ с ) функций, удов­
летворяющих условиям

зир |<р(Л) (ж)|<ДВ"М, (л = 1,2,-). 
о Ж< + ».

То обстоятельство, что при а = О условие (3.61) достаточно, бы­
ло установлено уже нами в теореме 3.

По этой причине ниже мы положим, что 0<^х<^1 (?^>1).
Итак, допустим, что ф(х)^С» {[0, 4՜ °°); Мп} (0 < а<^1) и вос­

пользуемся формулой (2.30) леммы 6, согласно которой

/)л?ф(х) = (֊1)‘Р:(и-‘)ф(л'‘)(х) (л = 1,2,...; л=о, 1, ••, [ал]).

Для значения к = [ал] эти формулы запишутся в виде

£)Л/р? (х) = (—I)1”1 £)^'Л_|ЯЛ|) ?(л->“» (х)=

4- во 
/ 1 Л’«! г

= —*———— (*  — х)’л-(’л։-‘ ?(л-|ая)) л (я=1> 2։.. .)։ (з 68\
Г (ал — [ал])

причем, если для данного л >1 ал — целое, т. е. [ал] —уп, то их сле­
дует заменить формулами

£>Л?ф(х) = (-1)(в'11 ф(я-1’л։)(х). (3.68')

Покажем теперь, что

зир р:/₽?(х)|<А#М,-[«1 (л = 1,2,-.-), (3.69)
О'Х<+~

где > 0 и Вх > 0 —подходящим образом выбранные постоянные.
Для этого заметим, что поскольку ® (х) £ С։ {[0, 4՜ оо); Мп}, то 

по определению (3.57) будем иметь

(х)| < А  -------\; Х^ [0, + оо) (л =1, 2, • • •). (3.57')
1 4- ах2

Поэтому, если для данного л>1 число ап = [ал]—целое, то оценка 
(3.69) непосредственнр следует из формулы (3.68').

Если же ад—не целое число, то, положив ал = [ал] ֊Ил (0<С9л<3)> 
из (3.68) и (3.57') получим неравенство

дл —[ал] >г ■р” ,ел- 1
рП/₽ ? (Х)1 < А а х е [0, + «>). (3.70)

“ г (0л) и 1 -|- аг
о

Однако, пользуясь значением и оценкой интеграла Эйлера

получим
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1 1________ __ _______  I ■* ________ , ______ 2______
ПМ J 1 + *< 2 2I'(MJ 1 + х х '2яГ(1+М՛ 

о о
Отсюда и из (3.70) приходим к неравенствам (3.69), поскольку

min Г (1 4֊ s) = G0>0 
0 ■- ։ ' 1

И
gn-[»л] < С։ В?,

где В։ = В։՜’ и C! = max {1, В).
Итак, неравенства (3.69) установлены для любого п>1.
С другой стороны, так как ? (х) £ С*' 1 и, следовательно, согласно 

лемме 6, ® (х) С то неравенства (3.69) означают, что 
f (*)  G С*  ИД + °°)» гДе

М* п = Мл-[ап) (п = 1, 2, • • •). (3.71)

Введем, наконец, в рассмотрение функцию
-Л -л

Г*  (г) = sup -^ = sup —- ------ (3.72)
л > 1 ТИл л*>^ Лил—(ал)

и заметим, что последовательность {п — [ап]}Г пробегает весь нату­
ральный ряд чисел, ввиду чего

-л _Л-(։л]
r(r)=sup£-=sup -̂---------- (3.73)

Л>1 Мп л>1 Л1л-]ал]

Из (3.73) следует 
р <л-[ол]} л*1> вл

Г(гР) = sup----- --------- --  sup----֊.֊ »
л>1 Мп »>։ Мп

где 0п = ап—fan], т. е. 0<;0Л<^1.
Отсюда и из (3.72) вытекает неравенство

Т(г₽)<г₽ 7^ (г), r> 1

и, следовательно, неравенство

log T{r'}dr. 

։+
(3.74).

Наконец, так как

dr = (1— a) ( l0g dr = + co,

1 1+ 1+»
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согласно условию (3.61) теоремы, а первый интеграл, стоящий в пра­
вой части неравенства (3.74), сходится, то будем иметь

Итак, функция ? (х) £ С, {[0, 4- оо); удовлетворяет условиям 
2)Лр?(0)=0 (п=0. 1, 2,-• •), причем для соответствующей функции 
Т*  (г) выполняется условие (3.20) теоремы 3. Отсюда и следует, что 
? (х) = 0 (0 -Сх < Н-°э), согласно теореме 3. Таким образом, доказа­
тельство теоремы завершено.

3.4. (а) Понятие а-квазианалитичности можно ввести и для клас­
сов функций, бесконечно дифференцируемых на конечном отрезке.

Определим следующие два класса бесконечно дифференцируемых 
функций на [0, 2| (0 < I <С + °°), ассоциированных с данной последо­
вательностью положительных чисел {М„}1 .

Класс С»{[0, 2]; Л/Л} (0 <а<П) функций ? (х), обладающих на [0,/] 
всеми последовательными производными в смысле Римана-Лиувилля с 
концом в точке х = I

£>Г'р?(х) (п=0, 1, 2,-..),

непрерывными на [0, 2] и удовлетворяющими условиям

|£>Г ? (х)1<ЛВл Мп, х< [0, 2] (л = 1, 2 - • •), (3.75)
где, как всегда, 1/р = 1 — а.

Класс С {[0, 2]; МП} функций ? (х), бесконечно дифференцируе­
мых на [0, 2] и удовлетворяющих условиям

|?<"1(х)։<^ВлМя; х£ [0, 2] (п=1, 2,- • •). (3.76)

При этом, как обычно, постоянные А = А (?) ^>0 и В = В (?) ^>0, вооб­
ще говоря, зависят от индивидуальной функции соответствующего 
класса.

Каждый из определенных выше классов будем называть 1-квази- 
аналитическим, если для любой пары функций ? (х) и (х), принад­
лежащих данному классу, из совпадения чисел

<Р(Я) (2) = Я(л) (0. А,;р ? (0) = £>7'р 8 (0) (л = 0, 1, 2 • • •), (3.77)

вытекает тождество
? {х)=8(х), 0 <х < 2.

Очевидно, что, ввиду аддитивности наших классов, вопрос их 
з-квазианалитичности может быть сформулирован таким образом:

Указать условия для последовательности {2ИЯ}Г, чтобы для 
каждой функции ? (х) из класса С [[0, 2]; Мп} либо из класса 
Са {[0> 1Ь Мп} иэ равенства нулю чисел

?(я) (2) = £>/л/р ? (0) = 0 (л=0,1, 2, • • •) (3.78)
вытекало бы, что

? (х) = 0, 0 ֊С х 2.
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Как и в предыдущем пункте мы сначала установим условие з-ква- 
зианалитичности классов С, {[0,/]; Мп} (0<М<^1), а затем лишь при­
ведем решение задачи для класса С {[0, /]; Мп\. При этом мы суще­
ственно будем опираться на результаты теорем 3 и 4.

Теорема 5. Для к-квазианалитичности класса [ [0,/]; рп) 
(0<я*\1)  условие

С Г(г) <1г = + оо (3.79)

4 '4«
г

д՛ статочно, а при дополнительном требовании, что

г 1о£ ГО-МО при г | 4֊ оо (3.80)

оно и необходимо.
Доказательство. Iе. Достаточность. Пусть функция 9 (х)£ 

£ Са {[0, /]; М„\ удовлетворяет условиям (3.78). Это значит [2.3 (а)]» 
что функция 9 (х) входит также и в класс С1°°) и поэтому, согласно 
лемме 8, будем иметь

? (х) =о,лп э(Л)(X) (п = о, 1, 2,-• •)

и, в частности,
I

№ ? (0) = -А— С х“֊> ?(«) (х) = 0 (п=0,1, 2, • • •). (3.78')
Г (®п) 0

о

Но тогда определение функции 9 (х) можно распространить на всю 
полуось [0, + оэ), положив 9 (х) =0 при х£ [I, + оо). Ввиду того, что 
?(Л) (0 = 0 (п =0, 1, 2, - • •), мы таким образом получим функцию <рф (х), 
для которой

? (х), х£ [0, /]

х € R, + °°)
Отсюда следует, что эта функция 9*  (х) входит также и в класс 
С։ {[0, + оо); Мп], причем

7. V + *’
£»:/Ч(0) = —А— С х"՝-х^пЧх)<1х = 

г (ап) Л 
о

= 2)"/Р9(0) = 0 (л = 0, 1, 2,-..).

Но тогда, ввиду условия (3.79) и согласно теореме 3, заключаем, что 
9Ж (х)=0, 0 х<^+ о=, т. е. 9 (х) =0, С ֊< х I-

2°. Необходимость. Нужно установить, что, если условие (3.79) не 
выполняется, т. е., если

Я՞??*  (х) (п-0, 1, 2,-.-).

205-5
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С jog Tk)Jr<+oO։ (381>

•{ 1+ ï+î

то при дополнительном требовании (3.80) существует нетривиальная 
функция <р (х) Ç С՝п {[0, Z]; Мп}, удовлетворяющая условиям (3.78).

Это делается тем же способом, что и в соответствующем месте 
доказательства теоремы 3. Ввиду этого мы лишь отметим основные 
моменты, опуская подробности.

Построим неубывающую на [0, + со) функцию р0 (г) >0, положив 

р0 (г) = р (г) +2 log (1 + го 1 г), г>0, 

где функция р (г) вновь определяется согласно (3.11).

Lf

Тогда из (3.80) и (3.81) следует, что
+ «•

г’тРо(г)Ю, rî+°°; (3.82>

։

Но в условиях (3.82), согласно теореме Б, существует целая 
функция / (я)^0 порядка 

1 
р = --------- = тах

1 — а

и типа Z, удовлетворяющая неравенству

1/ (ге'*)|  < ехр { — р0 (г)} 0<р| < 0 < г < + со (3.83)

в угловой области Ат раствора w/f.
Далее, для фиксированного значения ^С>0 рассматриваем целую 

функцию
/,(г)=/(_г + Л),

также имеющую порядок р и тип Z, удовлетворяющую неравенству

I/, (z)|< exp {— р0(|я—vI,p|)}, z^Aj(v)

в угловой области ЛР (v) Z3 Др.
Таким образом, функция f, (z) удовлетворяет условиям теоремы 2Г 

и, ввиду этого, она допускает интегральное представление

Г / 1 \ ~-1/, (я) = ЕР (zx^; — ) хР <р (х) dx, (3.84)
J \ Р /
и

где 
1 р р<р(х)=֊^ е-'7,(С)Л. *6  [о, +оо). (3.85>

2^1 J
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Точно так же, как и в теореме 3, доказывается, что функцию 
f (х) можно представить также и в виде

Ф (*)  = ֊ [ в֊«՜' / С) Л, х е [0, + оз). (3.85')

L-A-)

Очевидно, что <р (х)^0, причем согласно теореме 2 мы имеем 

?(x)sO, x£[Z, + со). (3.86)

Как уже было установлено в теореме 3 функция ® (х) принадле­
жит классу Са {[0, -J- со); Мп} и удовлетворяет условиям

£>1*®(0)  =0 (л=0, L, 2,-• •).

Но из (3.86) следует, что

(х) = [ D" ' V (х)> ПРИ х С1°, *]>
I 0, при x£[Z, + со), 

эткуда получим
? ?(х)| < sup |£>Л,'Р ср (х)| < А Вп Мп (л=1, 2,-••),

а также
Di‘4 (0) = £>:/р ? (0) = 0 (п-0, 1, 2,- • •).

Таким образом, ®(х) будет искомой нетривиальной функцией из 
сласса С» {[0, Z]; Мп}> подчиненной всем условиям (3.78), так как, вви­
ду бесконечной дифференцируемости функции <р(х), из (3.86) следует 
также, что ь(л) (х)=0, х£ [Z, + со) (п =0, 1, 2,• • •). Теорема полностью 
доказана.

(б) Установим, наконец, критерий а-квазианалитичности для клас­
са C{[0,Z];M,}.

Теорема 6. Для а-квазианалитичности класса С [[0, Z]; Мп} 
условие

достаточно, а при дополнительном требовании
1—а 
1+<х

г log Т (г) J 0 при г ] 4-со (3.88)

■)но и необходимо.
Доказательство. 1°. Достаточность. Пусть функция <р (х) 

принадлежит классу С {[О, Z]; Мп} и удовлетворяет условиям (3.78). 
Тогда, поскольку <р(л) (Z) =0 (n=0, 1, 2,*«՛),  то можно распростра- 
дить определение функции tp (х) на всю полуось [0, + со), положив ее 
равной нулю на [Z, + со) и сохранив при этом ее бесконечную диф­
ференцируемость на всей полуоси [0, + со).
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В результате мы получим функцию ®*(х)  на [0։ 4՜ оо), удовле­
творяющую условиям

1ф(л)(х)|<ИВЛЛ/я: Хгг[,0> Р ч (л = 1,2,---) (3.89)
• I о ; х£[/, 4-0°),

причем очевидно

£>"'Ч (0) = £>?'р <р (0) = о (л = о, 1, 2, • • • )• (3.90;

Но из (3.89) следует также, что
sup |(1 + ах2) <р(.Я) (х)1 (1 + А& Мп (л = 1, 2, • • •),

О :х<+~

а это значит, что (х) £ С« {|0, 4՜ со); МП}.
Но тогда из условий (3.87) и (3.90) согласно теореме 4 следует.

что (х) = 0, 0 < х < + оо, т. е. что <р (х) = 0, 0 < х < I.
2°. Необходимость. Нужно доказать, что, если (3.87) не имее: 

места, т. е., если
?-JaL^Ldr< + e,> (3.91

J 1 ՛ 1+« 
։ г

то при дополнительном требовании (3.88) теоремы . существует нетри 
виальная функция ?(х)^С{[0, Z]; Мя}; удовлетворяющая уело 
виям (3.78).

С этой целью заметим, что условия (3.88) и (3.91) можно запи 
сать также в виде

1 
1 + «

г log T(r?) I О, г t 4- ос, (3.88'

(з.9Г
J _1+ ։+«

Но тогда, определив функцию 
муле (3.63) будем иметь

Г~г 9о (г) I 0, г

</о (г), как в теореме 4, согласно фор

(3.92
9о (г)

1 
где I = —

А в силу условий (3.92), как и в теореме 5, вновь можно вое 
пользоваться теоремой Б и теоремой 2, утверждая, что для любог 
,7>0 существует целая функция /, (г) =0 порядка р и типа I, для кс 
торой справедливы оценки

|/, (х) <ехр { — <?0 (|х — у։/ф} =

՛= ехр ( - Ро (|х — ?’/₽|р)}, z £ (*))
и представление (3.84)—-(3.85), где функция ф(х)^0 бесконечно ди<{ 
ференцируема на [0, 4՜ =»), причем
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<Га<^1, то таким образом в о-квазианали-

?W(/) = TW(x)sO; xÇ [/,-«=) (л=0,1, 2, - ).

Далее точно так же, как и в теореме 4, убеждаемся, что функ­
ция ?(х) удовлетворяет и второму из условий (3.88)

АяЧ(0) = 0 (л—0, 1, 2, ■ • ■ ).

Наконец, как и в теореме 4, воспользовавшись леммой 10 (при 
Р-= р), приходим к заключению, что

|?(я,(х)|<е-’хДВЛЛ/л; хе [0, + ос)(л=1,2, --)

и, значит, к неравенствам
|?(п) (х)| < АВп Мп; х С [0, Z] (л = 1, 2, • • •).

Таким образом, <f (х) и будет искомой функцией класса С {[0, Z];Mi}. 
Теорема доказана.

(в) В заключение статьи сделаем следующее важное замечание.
В теоремах 4 и 6 утверждается а-квазианалитичность классов 

С, {[0, + оо); Мп} и С {[0, /]; Мп\ при одном и том же условии

Г —г-П.Г2- dr= + œ. (3.93)

г 
п . 1 — а л
0<,—;---- <1 при 0

1+ я
тических классах С*  {[0, +^); Мп> и С([0, Z]; Мл] функция Т (г) мо­
жет иметь значительно более медленный рост, чем в классах 
С0([0, + оо); М.) и С {[0, 1];Мп}. квазианалитических в обычном смысле. 
А это значит, что в этих классах для последовательных производных 
функций допускается значительно более быстрый рост, чем в классах, 
квазианалитических в смысле Данжуа—Карлемана.

В самом деле, например, если
1+«

Мп = (п log л--- Ipgpn)՞, n>Np (р>1),

то легко видеть, что условие (3.93) выполняется и, таким образом, 
соответствующие классы С*  {[0, + °с); МП} и С {[0, Z]; Мп] а-квази- 
аналитичны согласно теоремам 4 и 6.

Между тем, так как ——-^>1 при 0-\а<^1, то указанные классы 
1—а

заведомо неквазианалитичны в смысле Данжуа—Карлемана.
Таким образом, для значений 0<а<Д параметра а, а-квазиана- 

литичные классы С, {[0, + ос); Мп} и С {[0, Z]; Мп} существенно 
шире по сравнению с соответствующими обычными квазианалитически- 
ми классами Со {[0, + ос); Мп} и С {[0, Z] ; Мп}, совпадая с последними 
лишь в крайнем случае, когда значение параметра а=0.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 15.1.1968
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Մ. |ր, ՋՐՈԱՇՕԱՆ

ԴԱՆԺՈՒԱ- ԿԱՌԼԵՄԱՆԻ ՔՎԱԶԻԱՆԱԼԻՏԻԿ ԴԱՍԵՐԻ ԸՆԴԼԱՅՆՈՒՄԸ

Ամփոփում

/=^£1, ե) ւքիջակա/քոււք անվերջ դիֆերենւ/ելի և

(ո=0, 1, 2,...), (1)

որտեղ /4 = /4(չ)^>0 ե Ջ=Տ(^)^>0 հաստատուններ են, պա լմաններին բա- 
վարարող Վ,հ) ֆունկցիաների Շ{ձէՈ} Դաէյի քվազի անալիտիկս։թլան Ժ. Հա- 
դամարի պրոբլեմի լուծ ումր տրվել է Դան մ ուա լի կողմից, իսկ վերջնական 
տեսքով' Կ աո չեմ անի։

հասլեմ ան ի թեորե մը Ա» Օստրովսկու ձեակերպմամր պնդում է հե­
տև լալը։

Որպեսզի ճ{^քո} դասը լինի քվազիանալիտիկ, այսինքն որպեսզի 
այդ դասի յուրաքանչյուր ®(*)  ֆունկցիայի ճամար փ<ո)(*£յ  = Օ, X(1ՀJ, (ո- 
= 0, 1> 2,...) ճավասարություններից ճեաևի, որ ®(*)  = 0յ X Հլ ], անճրաժեչս։ 
ե և բավարար, որ

Ր 1ո7Հր) , . րո
~» ժր' 7’(ր)=տսթ- (2)

յ ' Ո>1 №ո
1

կնսւեցրալը լինի տարամետ/
Ալս թեորիմի կապակցությամբ բնականորեն ծ աղում է հետևլալ հարցը։
Եթե (2) ինսւեցրսւլը զուցամետ ե և, այսպիսով, 0{71//։} դասը քվազիա- 

նալիտիկ չե [0,4-00,)-ում կամ [0, /]-ում, ապա ©^(րօ) արժեքների հաջոր­
դականության փոխարեն որ ադյալներն են, որ այդ դասի ֆունկցիաները 
որոշում են միակ ձևով:

Ներկա հոդվածում ներմուծվում է Ա-քվա զի ան ալի տիկութլան գաղափա- 
րը, որը, մ ասնավորապես, ընդգրկում է նաև քվա զի ան ա լի տիկութ լան կլասիկ 
գաղափարը և տրվամ է դրված ի՚նդրի լրիվ լուծումը։

1®. Ւնչպես Հա դա մարի պրոբլեմի սկզբնական լուծումը, ալն պես էլ '3.- 
քվազի ան ալի տիկութլան ի>Նդրի լուծումը, տարվում է ալն Վ^ատսոնի պրոբ­
լեմին հանգեցնելու մեթոդով։ Նման հանգեցումը հաջողվում է իրականացնևլ 
միայն Միտտագ-Լեֆ լևրի

ր)=լ Բ)

*-0

2*

ր(|^+^֊։)

կորիզներով ֆունկցիաների ներկալացման և ինտեգրալ ձևափոխութլունների 
ապարատի օգնութլամբ:

Ալս տեղ էական դեր են խաղում հետևլալ երկու թեորեմևևրը (^1)
Թեորեմ 1*  Դիցուք /(^) ֆունկցիան անալիտիկ ե

\*  = Ա 4՜ < I Յր£*  ւՀ՞- 0<|շ|<+օօ| (₽>7։)
' I 2ք ) 
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տիրույթի հերսում Ь ւսնըհդհատ I; փակ տիրույթում՛, ընդ որում 2=օօկե- 
սւի շրջակայքում

тах {|/(ге/?)|| = 0(г-<») (Հ>1), (4)

2?

Այդ դեպքում տեղի ունի հետևյալ ինտեդրալ ներկայացումը

/(*)=յշ 6 Հ, (3)

0

որտեղ

?(')=—.ք6՜':7(^< ^[Ա+օօ), (յ)
Լէ 

իսկ £ձ-ն ձ*  տիրույթի եդրն ե շրջանցված դրական ուղղությամբ:
Թեորեմ 2. Եթե /(շ)֊ը եաՐ* 1Ւ °(0<Հյ<4 օօ) տիպի ամբողջ 

ֆունկցիա ե, որը բավարարում ե 1 թեորեմի (4) պայմանին, երբ (Հ> 

^>7710x11, —Լապաքծ^—(3) ներկայացման մեջ կունենանք <ք(է)=Օ, ^[3>՜ք՜°°):
I Բ յ ՜

2°. Դիտարկվոլմ է [0, -[-Co) կի и առան ցքի վրա անվերջ դի ֆ երեն ցելի ալն 
ֆունկցիաների (0-^0է<Հ1) բազմութիւնը, որոնք բավարարում են

ՏԱթ 
0<Л<~

(1+х«'п)?(")(х)<+оо (т, ռ=0, Լ 2,-..) (7)

պա րք աննե րին է
Այնուհետև, ^(x)^CГ (0՜^®*̂!)  ենթադրության դեպքում, համարելով

— =1 0. (բ>1), դիտարկվում են ©(X) ֆունկցիաէի —(ո = 0> 1/...) կար-
Ի Բ

ղերի 'Լելլի իմաստով հաջորդական դիֆերենցման օպերատորները

0
р V? d г\ , 4?(*)  = ըհ* ?(«)»

(8)

" Л-1

ռԼ <? (х) Р?(х) (ո=2; з,...л

որտեղ
+ »

О-^х) = -А- ք (ք-х)«-1?«)Л- (&)
П«) յ

-V

Վևբջապեսէ դրական կամ ա լական հաջորդական ութ լան համար 
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սւսհմ անվում են անվերջ դիֆերենցեչի ֆււմե1չցիանև րի հևտևլւսչ երկսւ դտոերր 
շ: {(օ, +շօ); №ո} դասը Օ՞֊ից այն ֆունկցիաների նամախմրությունն 
ե, որոնք բավարարում են

ՏԱթ|£Լ <?(*)|  հ.4Տոխքո (ո=1. 2,...յ («)

պայմաններին և Շև {[0, + ^օ); №ո | դասը Շ^-ից այն տ(.ր) ֆունկցիաների 
նամախմբութ յունն 1., որոնք բավարարում են ւ

տսթ |(1+«յքտ) ®(/1) (*)|  ֊<.ձՏո1№ո (ռ=Լ 2»—) (10)
0ՀՀ<+*-

պայմաններին:
Ալս երկու դասերի համար դրվում է Հադամարի պրոբլեմին նմանօրի­

նակ խնդիրը, որը բերվում է ալդ պրոբլեմին պարամետրի Օէ = 0 արմեքի 
դհպքում ւ

Ւնչպիսի“ն պետք է լինի խ՚Ս՚մՒ ^ուջորդականւութլունը, որպես­
զի համապատասխան դասի լուրաքան չլուր տ(^) ֆունկցիա լի համար

Ո +~

?(0) ՜1'(»ո)յ 
0

(“)

հավասարութլունն ե րի ց հետևի Հթ(յէ)=Օ (0-^^<^-|-Օօ) նուլն ութ լունը։
Ա լոպի սի դասերը մենք անվանում ենք 0,-քվազիանալիտիկ դասեր, ընդ 

որում Ա֊քվազիանալիտիկ ՇՀ { [0, +°°); №ո } կամ Շ՚Օ { [0, -ի ՕՕ); /№,,} դու­
սերը ակներևաբար համ ընկնում են [0, -|-Օօ)-/ր էլ^ո} կլասսիկ իմաս­
տով քվազիանալիտիկ դասերի հետ։

Ս,պացուցվաե են հետևլալ հիմնական թեորեմները, որոնք տալիս են 
վերը սահմանված երկու դասերի 1-քվազիանալի տիկութլան խնդրի լուծումըւ

Թեորեմ 3. ՇՀ{ [0, +°օ); №ո} (0-^«<1) դասի ս֊քվազիանալիաի- 
կության նամար աննրդւժեշտ }; ե. բավարար, որպեսզի

1Օ£ /’(ր) ,
— - ------^-֊֊ ժր= + օօւ

Թեորեմ 4- Շօ. { [0,-|-օօ); ^ո} դասի »-քվազիանալիտի֊
կության Տամար անհրաժեշտ ե և բավարար, որպեսզի

^®֊*=+օօ. (™)

Ալս թեորեմներից լուր էսքան չլուրը 3 = 0 դեպքում հանդում է Դանժուա---
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— հաո /եմանի կլասիկ
թ ե սըեմին : Էլեմենտար դնահսձաականները ըա-քւյ են տալիս որ եթե

14»«

^քո = (ո ՜’ 1օ§ռ-"1օշ/յռ)',> (է-Լ)

որտեղ թՀ>\ կամալական ամրոդջ թիվ է, ապա (13) պարքանը բավարար֊ 
վամ է, Ալս օրինակը ցուլց է տալիս, որ С, { [0. ֊г °= )! Мп] (0<Հ®<1) 
\դասը կապես է սովորական քվաղի անալի տիկ С(){[0» -ք-оэ); Мп} դա֊ 
սից, քանի որ սւրւ ղասի ֆունկցիաների հաջորդական ած ան ցլա լնե ր ը կարող 

(1 ՜4՜ я \-------->1, երբ 0*\ Տէ<Հ11 1 քան ալդ թուլլատ- 
1 —а----------------------------/

Г»/'//' է Օ֊քվաղիանալիտիկ դասերի համար, որը երևամ է, օրինակ, Գան- 
■հո ալի սկդրնական արդլսւնքից( երր

М„ (л!С^П.-.1С^рп)'1, П>Мр> (14')

ՅՆ Հ֊քվաղիանալիտիկութլան գաղափարը ներմուծվում է նաև վերջավոր 
հատվածի վրա անվերջ դիֆերենցև լի ֆունկցիաների դասի համ ար։ 
Շ, I [0, /]; Mn\ և է’։ {[0, /]; Mц} դասերը սահմանվում են որպես Օ°{ [0 < ՕՁ ) 

4ք,ւ} ե Շո{ [ 0/րՀ-)! MП\ համապատասխան դասերի ալն ^p(x) ֆունկցիաների 
'ւնթադսւսեր, որոնք րավարարսւմ են = պալմանին,

Ապացա ցված են հետե լալ թեորեէքեերը.
Թեորեմ՛ 5. Շ"|[0< /]; Mn} դասի քվաղիանսղիսւիկոՆթյան

ւաւքար րավարսւր ե

‘Оё 1\ր}
,, ւ՜ ժր=4-օօ

դայւքանը, իսկ

ր ։+« ւօշ/՚քր) I 0, ր է +«։

րացուցիչ պահանջի առկայության դեպքում այն նաև անհրաժեշտ ե: 
Թեորեմ 6. Շ{ [0, /]; Mn} դասի »-քվաղիանալիտիկության համար

ւօտԱ'՛) , ,
— \-~dr--\- со

պայմանը րավարար ե, իսկ

՜ Т7Г 10§Г(г) ի 0, ր ք + օօ

(րացուցիչ պաճանչի դեպքում այն նաև անհրաժեշտ ե:
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M. M. DiRBASlAN

EXTENSION OF QUASIANALYTICAL CLASSES 
OF DENJOY—CARLEMAN

Summary

The solution of J. Hadamard’s problem on the quasianalyticity of 
"the class C{Mn\ of infinitely differentiable on an interval (a; 6) - / 
functions ® (x) subject to the conditions

|g></։i (x)| < ABnMn, (n = l, 2, 3, • •), (1)

where A = A (?) andB=B(?) are constants, has been given by Den- 
joy (1) and in a complete form by Carleman.

As formulated by A. Ostrowski, Carleman’s theorem states: 
The divergence of the integral

C —g dr = + °o, T(r) = sup £- (2)
J r2 n>\. Mn
1 , 

is the necessary and sufficient condition of quasianalyticity of the class 
C{Mn}. This means, that the equalities ?<n> (x0) =0, xa£I (n = 0, 1,2,- •) 
for each function ®(x)£C{JW„] imply that

<p(x)^0, x^I.

In connection with this theorem the following question arises.
Let the integral (2) be convergent so that the class C {Mn} is not 

quasianalytical on [0, + oo) or on [0, Z]. What has to replace the se­
quence <p(n)(x0) (n = 0, 1, 2, •••) in order the functions of the class to 
be defined uniquelly?

In the present paper the notion of a-quasianalyticity which imbeds 
the notion of classical quasianalyticity is introduced and the com­
plete solution of the stated problem is given.

1. As in the case of the earlier solution of Hadamard’s problem, 
the solution of the problem of a-quasianalyticity is obtained by redu­
cing it to the Watson problem. This may be done with the aid of 
integral transform apparatus and the representation of the functions by 
Mittag-Leffler kernels

0)
*^r( |*  + —) 

\ p /

Essential here are the following two theorems:
Theorem 1. Let the function f (z) be analytical inside and conti­

nuous in the closed domain

— ( it ' 1 / 1 \
Ap= z՜ < I ars 2I < 0 < lzK +00 ? (p > — I

I 2p i \ 2 /
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and in the neighbourhood of z = eo let

max {|/(ге'?)|}=О(г-՞-) («>>1). (4)

Then the integral representation

/ (Z) = J E. (zt'lf ; 1 p) t'*՜' * W dt, zÇA; (5)

• û

js valid. Hère
?(0 = ^rfe-':7C) <&, *e[0,  +oo) (6) 

2"z J
J 'I

and L? is the boundary of Ap> which is being passed in positive 
direction.

Theorem 2. If f(z) is an entire function of order p^>֊~ and 

type o (0 < s< oo), satisfying condition (4) of theorem (1) with 
w>maxll, —then in the representation (5) — (6) ® (t) s 0, [a, +°°)-

1 ? J -

2 . Under consideration is the set (0-$^a<^l) of infinitely dif­
ferentiable on [0, 4֊ co) functions ® (x) subject to the conditions

sup I (1 + x’m) <p(/I) (x)| < + œ (m, n = 0, 1, 2,• • •). (7)
0֊'x՜ ֊>»

Assuming that ® (x) £ Ca (O-O^l), — = 1—a (p^-1), we consi- 
P

der the operators of consecutive differentiation of <p (x) in the sense of

Weil. The order of the operators is — (n= 0, 1, 2,•■•)
P

o
? (x) s <p (x), D՝*  y(x) = ^-- D~a <p (x),

dx (8)
n 1 fl—1

DL^(x)=Dt DJ ?(x) (n = 2, 

and 
4-00

DZ1 ® (x) = —— C (t — x)*՜ 1 <p (f) dt.
r X

Eventually, for the arbitrary sequence of positive numbers {Miji” 
the following two classes of infinitely differentiable functions are intro­
duced.

The class C*  {[0, + °°); Mn} is the set of functions belonging to 
and satisfying the conditions
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n
sup ',D^(x)\^ABnM„ (n=l, 2, --). (9)

0<X< + ~
The class C» {[0, -f- or ); Mn} is the set of functions ? (x) belon­

ging to Ci՝1 and satisfying the conditions

sup |(1 4-ax2)?(n|(x)|AB"Mn (n = l, 2,•••). (10)

For both classes the question, analogous to the Hadamard’s prob­
lem and reducing to it in the case of a = 0 is asked.

What kind of sequences {Mn\\ provide the implication, that for 
every function ?(x) belonging to the corresponding class the equa­
lities

n + *
? (0) = —Cx°n-1 ?<n) (x) c/x = 0 (n = 0, 1, 2, ..) (11)

r(an)J
u

imply the identity ?(x) = 0 (0 x < -f- co).
Such classes will be called a-quasianalytical, O-quasianalytical clas­

ses Co{[O, + °0); Mn} and Co {[0, + <=c); Mn} coinciding with quasiana- 
lytical on [0, + co) class in the usual classical sense.

The following basic theorems providing the answer to the question 
about a-quasianalyticity in the both classes introduced above are estab­
lished.

Theorem 3. The condition

f log T(r) , .
J -rfr=+oo (12)

is necessary and sufficient for i-quasianaly ticity of the class 

c:i[o, +°o); Mn} (0<a<l).

Theorem 4. The condition

f log T (r) , C13).
J 1+« 
1 r

is necessary and sufficient for i-quasianalytici ty of the class 
C«{[0+oo); Mn} (0<a<l).

Both these theorems are reduced to the classical Denjoy—Carleman 
theorem in the case of a = 0.

Elementary evaluation shows that if

Mn = (n logn-- logpn)՞, n> Np, 

where p > 1 is an arbitrary integer, then the condition (13) is fulfilled. 
This shows that the a-quasianalytical class C<, {[0, + <x>); Mn} (0«l)
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-s essentially larger as compared with usual quasianalytical class 
S’0{[0, + ■/ ); M„\ because the consecutive derivatives of the functions 
□elonging to the former class are allowed to increase essentially faster

-г д \
—>1, 0<a<in than it is possible for O-quasianalytical classes,, 

and this is seen from an earlier result of Denjoy, when Mn were 
chosen as

= (n log n- • -logp n)n n> Np. (14')

3. The notion of a-quasianalyticity is introduced for the classes of 
infinitely differentiable on a finite interval [0, Z] functions as well.

The classes C, [[0, /]; Mn} and C,{[0, Z]; M„} are defined as sub­
classes of C, ! [0, oc); Mn] and Ca {[0, ос); Afn) respectively, when we 
subject the functions involved to the condition ? (x) s 0, when 
Z-<x< 4֊ co.

The following theorems are established:
Theorem 5. The condition

i
is sufficient, and taken with the additional condition 

i

r + log T (r) j 0, r Î -4- oo

it is also necessary for z-quasianalyticity of the class CÏ{[0, Z]; Mn\-

Theorem 6. The condition

log T (r) ,* ՝ ’ dr = 4֊ oc

is sufficient, and taken with the additional condition

r log T(r) 1 0, r T 4֊ CO

it is also necessary for z-quasianalyticity of the class C{[0, ZJ; Mn}.
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Л. А. ПЕТРОСЯН

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИГР КАЧЕСТВА

Здесь мы будем рассматривать игры преследования „с линией 
кизни“ в предположении, что кинематические уравнения, описывающие 

игру, имеют достаточно произвольный характер. Простейший вариант 
1гры формулируется следующим образом. В п-мерном эвклидовом про- 
:транстве R" задано некоторое замкнутое односвязное множество 
4грок Р (преследователь) перемещается в R" в соответствии со сво- 
1ми кинематическими уравнениями

XI. = (х, уг Ф), I = 1, • • •, П

։з начального состояния х0£,5. Игрок Е (преследуемый) имеет возмож- 
юсть перемещаться в R'1 из начальной позиции у0(5 в соответствии 
; кинематическими уравнениями

Ф, '}), г = 1,--, п.
3 каждый момент времени игроки Р и Е выбирают значения своих 
управляющих переменных <р, Ф из некоторых заданных выпуклых, зам­
кнутых множеств Ф, ЧГ, соответственно. Управляющие переменные вы 
шраются игроками в зависимости от получаемой информации. Мы бу­
дем предполагать, что игра является с полной информацией и игрок 
Е является дискриминированным. Это означает, что игроку Р(Е) в 
саждый момент времени известно свое местоположение х (у) и место- 
юложение противника у (х). Кроме того, игроку Р в каждый момент 
времени известно значение управляющей переменной Ф, выбираемое 
дгроком Е в этот момент времени. Под стратегией игрока Р мы бу­
дем понимать, как это обычно принято в теории дифференциальных 
дгр, произвольную функцию (х, у, Ф) со значениями в множестве Ф, 
доторая ставит в соответствие текущей информации игрока Р некото- 
эый выбор управляющей переменной. Аналогично, под стратегией иг- 
эока Е мы будем понимать произвольную функцию Ф (х, у) со значе­
ниями в множестве Ф՜. Обозначим через Р и Е классы всевозможных 
рункций {<р} и {ф), удовлетворяющих следующим условиям.

1. Для любых начальных условий х0, уй^Е и любой пары функ­
ций <р (֊ Р, ф £ Е система обыкновенных дифференциальных уравнений

XI = Д(*, <р(х, у, '})), ՝

У1 = 81(у, И*,!/)), ։ = п
имеет единственное решение х(1), у(€).
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2. Пусть х (/), у ({) — решение системы дифференциальных урав­
нений (1) в ситуации (?, ф) из начальных позиций х0, у0(^5> и пусть

tSp = min (f : x(t) € -S’) 
и 

ts = min {/ -y(t) k ■$}. 
E 

тогда при всех 
x(f)€֊s, (2)

и при всех 
y(t)£S. (3)

Пусть далее 
tP= min {t'.x(t) =y(t)\

(если таких t, при которых x (f)~y(t) не существует, то tp полагаем 
равным ос).

Относительно правых частей кинематических уравнений, опреде­
ляющих структуру игры, мы будем предполагать, что существует та­
кая стратегия <р игрока Р, при которой поимка игрока Е во всем про­
странстве Rn всегда возможна.

Функция выигрыша. Пусть х (t), у (t) — траектории игроков Р и 
Е, исходящие из начальных позиций х0, у0(5в ситуации (®, ф). Тогда 
функция выигрыша (выигрыш игрока Р) равна

К (х0, у0; <р, ф) =

• 4-1, если ts =/= оо,

0, если tp = fs = оо,

— 1, если tP^> ts .

Определив множества стратегий игроков и функцию выигрыша, 
мы задали некоторое семейство игр в нормальной форме, зависящих 
от начальных позиций х0, у0£5. Каждую игру этого семейства обозна­
чим через Г (х0, у0).

Из вида функции выигрыша следует, что игра Г (х0, у0) является 
игрой качества, в которой игрок стремится осуществить поточечную 
поимку игрока Е до пересечения этим последним границы множества 
5. Мы предполагаем, что игра антагонистическая, что выигрыш игро­
ка Е равен выигрышу Р с обратным знаком. Игры качества с „ли­
нией жизни“ рассматривались в [3], [4], однако считалось, что игроки 
обладают простыми движениями; это означает, что кинематические 
уравнения имели вид

XI =.о/, ։=!,•••, п,

у< = ф/>
1?| = const, ]ф| = const.

(5)
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-Задача решалась для произвольного выпуклого замкнутого множества 
в 5.

Предположение о дискриминации игрока Е является естественным 
для существования значения игры. Такое же предположение делается 
в фундаментальной работе Л. С. Понтрягина [5].

Введем некоторые предположения, которые нам понадобятся в 
дальнейшем.

Пусть некоторая фиксированная стратегия игрока Р. обладаю­
щая тем свойством, что в любой ситуации (о, ф) поимка игрока £в игре 
1 (■*<։՝ Уо) может быть осуществлена во всем пространстве. Обозначим че­
рез Сг(х0, у о) множество точек поимки в ситуациях (<р, й) для всевоз­
можных стратегий Ь^Е (сравни с „множеством достижимости“ в [6]). 
Очевидно, что, если множество С^՜ имеет непустое пересечение с 
дополнением множества то игрок Р, используя стратегию ®, не мо­
жет гарантировать поимку игрока в множестве 5. Действительно, иг­
рок Е в этом случае всегда может выбрать такую стратегию ф*, при 
которой поимка в ситуации (®, ф*) происходит в дополнении множе­
ства Е. Таких стратегий может существовать много.

Теорема 1. При выполнении условий:
1. Пересечение С^(х0, у0) с дополнением множества Е не пу­

сто;
2. Существует такая стратегия ф*, при которой в ситуации 

х, ф* игрок Р осуществляет быстродействие из начальной позиции 
к0 в точку поимки и точка поимки не принадлежит 5; ситуация <р» ф* 
образует ситуацию равновесия в игре Г (х0, ։/0) и значение игры рав­
но —1, то есть при выполнении условий теоремы поимка игрока Е 
в Е невозможна ни при каких стратегиях преследователя.

Доказательств о. Пусть х* (£), у* (I)—траектории игроков Р 

и Е в ситуации (<р, ф*) в игре Г (х0,1у0). Обозначим через ф* страте­
гию игрока Е, при которой он независимо от действий игрока Р вы­
бирает в каждый момент времени направление движения вдоль траек­
тории у* (#)• Какова бы ни была стратегия ? поимка в ситуации (®, ф*) 
не может произойти раньше момента времени

tp (?> Ф*) = *р=*р (<?. <?*).

так как в ситуации (<р, ф*) или (9, ф*) игрок Р осуществляет быстро­
действие в точку поимки. Это означает, что

*р (?. Ф*)> *Р (?. ’?•*)> *5Е

при всех стратегиях <р игрока Р. Теорема доказана.
В случае, когда множество С-(х0, у0) содержится в 5, поимка 

игрока £ в 5, очевидно, всегда возможна при применении игроком Р 
205-6
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стратегии <р. Таким образом, в этом случае стратегия ® оказывается 
для Р оптимальной (она может быть не единственной), значение игры 
равно 4-1 и для игрока Е оптимальной является любая стратегия.

Таким образом для решения игры достаточно установить суще* 
ствование стратегии Ф* игрока Е, удовлетворяющей условиям теоре­
мы 1 или установить существование стратегии ф*։ при которой мно­
жество C<t*(xot У о) содержится в S. Далее мы приведем некоторые 
достаточные условия, гарантирующие существование такой стратегии.

Определение. Обозначим через УУ։, ф множество всевозмож­
ных траекторий у (0> исходящих из точки у0, которые возможны при 
выборе управления ф в точке у0 и удовлетворяющих условию: для лю­
бых < t2 (fi>0) время перехода t2 — из точки у (tj) в точку y(t2) 
является минимальным

Для каждой траектории у (О С Ф построим траекторию х (I), 
обладающую свойствами.

1. min {fix (О =y(t) 1 <
2. Для любых 0</։<f։ время перехода t2 —11 из точки х (f։) в 

точку x(t2) является минимальным.
Множество траекторий x(t) игрока Р, удовлетворяющих условиям 

1, 2 и исходящих из точки х0, обозначим через Хх„.
Назовем игру Г (х0, у^) регулярной, если выполнено следующее 

условие. Пусть траектории у1 (t), у* (t) £ УУо, ф, и пусть х1 (t), у1^) — 
соответствующие им траектории из множества Хх;, пусть далее на от­
резке [0, f]

У1 (0 =Уг (0.

у1 (t)=y'(t).
Тогда

х1 (0 = xs (0, 
x1(f) = x։(f).

Определим для регулярных игр следующую стратегию. ՝■
Пусть игрок Е в позиции у (t) выбирает некоторое управление 

ф тогда, как это следует из допущения о регулярности, у игрока 
Р существует выбор <р в точке х (t) такой, что все траектории из 
множества Хх (/) имеют в момент времени t направление / (х, »).

Определение. Стратегию ։рп мы будем называть П-страте- 
гией, если каждой точке х, у и управлению Ф игрока Е в позиции х 
она ставит в соответствие управление <р, о котором говорилось выше-

Теорема 2. Предположим, что множество С, п (х0, у0) пере­
секается с дополнением множества S. Тогда, для того чтобы 
П-стратегия удовлетворяла условиям теоремы 1 достаточно, что­
бы существовала стратегия ф* игрока Е, при которой он переме­
щается по одной из траекторий множества Уу„ ф, и такая, что 
поимка в ситуации (<рП, ф*) происходит в дополнении множества S.
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Доказательство. Теорема сразу получается из того факта, 
։то в ситуации (»П, •/*) (см. определение П-стратегии) игрок будет 
перемещаться по одной из траекторий x(i)CXXl, то есть будет осу­
ществлять быстродействие в точку поимки.

Таким образом для избежания поимки Е в S достаточно суще­
ствование траектории у (t) £ Y-4,, при которой Е избегает поимки в5 
гри условии, что игрок Р использует П-стратегию.

Обозначим через Dj\ (х0, у0) множество точек поимки при усло­
вии, что игрок Е использует только стратегии % предписывающие 
•му движения по одной из траекторий у (t) £ Y?,, а игрок Р исполь- 
։ует П-стратегию. Во многих конкретных задачах оказывается, что 
шожество D,\\ (х0, у0) является границей множества С_п (х0, Уо)- В 
■том случае, очевидно, имеет место следующая

Теорема 3. Если множество D^n (х0, у0) является границей 
множества Cfn (х0, у0), то в игре Г (х0, у0) существует ситуация 
•авновесия в чистых стратегиях, при этом оптимальной страте- 
ией игрока Р является П-стратегия.

Рассмотрим теперь одну игру уровня, которая естественным об­
разом получается как обобщение игры Г (х0, у0). Предположим, что 
словия теоремы. 3 выполнены, и множество Cfn (-«о» Уо) содержится
5. Это означает, что при любых стратегиях i поимка игрока Е га- 

։антирована в 5. Пусть
Р (* (tP), S)

расстояние от точки поимки до границы множества S. Будем счи- 
ать, что игрок Е стремится быть пойманным как можно ближе к гра- 
ице множества S, и игра антагонистическая. То есть игрок Е стремит- 
я минимизировать величину р (х (tp), S). В остальном игра совпадает

игрой Г (х0, у0). Полученную игру будем обозначать через Г (х0, у0). 
1меет место следующая

Теорема 4. При выполнении условий теоремы 3 в игре Г(х,у) 
уществует ситуация равновесия в чистых стратегиях, и опти- 
галъной стратегией игрока Р является П-стратегия.

Доказательство. Пусть у'— точка, в которой

min р (?j, 5) = р (у՛, 5), 
rtecf(y)

де р (т), S) — расстояние от точки т) до границы множества S; тогда 
птимальной стратегией игрока Е будет стратегия, предписывающая 
му движение вдоль траектории у (/) £ Yy„ 4,, соединяющей точки у0 и 
/. Поскольку точка у' принадлежит границе множества СРП (х, у), то 
акая траектория у (t) действительно существует. Оптимальность 
1-стратегии следует из того, что в указанном случае она осущест- 
ляет быстродействие в точку поимки.
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Пример. Пусть 5 — некоторое выпуклое множество и игроки 
обладают простыми движениями.

Элементы множеств Ку„. ф и Хх„ представляют собой полупрямые, 
выходящие из точек у0 и х0. Условие о регулярности, очевидно, вы­
полняется, так как элементы множества Уу0. ф либо совпадают, либо 
имеют единственную общую точку у0- П-стратегия получает изящный 
геометрический смысл. Какова бы ни была стратегия ф £ Е игрока Е 
в любой ситуации (:?", ф) отрезок прямой, соединяющей точки х(<)։ 
у (I) параллелен отрезку прямой, соединяющей точки х, у, и расстоя­
ние между точками х (I) и у (£)—р (х (0> У (0) строго убывает со вре­
менем (параллельное преследование).

Поместим начало координат в точку у, и направим координатный 
орт еп в точку (0, а), а = р(х, у). Пусть ф—некоторая стратегия Е- 
тогда из определения П-стратегии немедленно следует, что в ситуа­
ции (®п, ф) траектория преследователя Р получается как решение 
системы уравнений

XI = ф/ (х, у), I = 1, • • •, л —1, 

ХП = —- |/^V® — 2 ф/(«, У) 

1=\
при начальных условиях х/(0) =0, хп (0) = а, г = !,•••, л— 1.

Множество О.п (х, у) представляет собой сферу. Пусть а — рас- г
стояние между точками х и у, тогда радиус сферы (х, у) равен

* = ֊֊ ֊1Г — V*

Пусть Е перемещается по полупрямой у (/), а Р применяет П-стра- 
тегию. Построим множество О_п (х у (^)) для начальных позиций 
х(0> У (0- Оно представляет собой сферу, центр которой находится 
на пересечении прямой, соединяющей точки х (I), у (/) и прямой, сое­
диняющей центр сферы /Э.п {х, у) с точкой пересечения полупрямой 
у (/) с множеством £)_п (х, у)- Кроме того, сфера £>_п (х(Г),у (/)) имеет 
одну общую точку со сферой (х, у), являющейся точкой пересе­
чения полупрямой у (£) со сферой 2)_п (х, у). Отсюда немедленно сле­
дует, что сфера £)_п(х(^),у (/)) содержится в шаре с границей 
£>_п (х, у). Далее, применяя леммы 3 и 4 из [4], можно показать, что 
в любой ситуации (<?"> ф) точка поимки принадлежит шару с грани­
цей Д_п (х, у). Это означает, что множество 2)=п (х, у) представляет 
собой границу множества С?п С*, у), и теорема 3 применима. То есть 
в этом случае П-стратегия оптимальна для преследователя Р.

Рассмотрим теперь игру в дополнении некоторого выпуклого мно­
жества 5 (простое преследование). Множество точек поимки в ситуа­
ции (|рП, ф), где ф — произвольная стратегия игрока Е, то же, что и в
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предыдущем примере. Так что все рассуждения останутся в силе, если 
1 ситуации (։■", ф) траектория игрока Р не пересечет границы мно­
жества 5 до окончания игры (то есть и С £$ ). В против-

гом случае стратегия, осуществляющая параллельное преследование, 
»кажется недопустимой, поскольку она не будет удовлетворять усло­
виям (2), (3). Пусть, как обычно, х — начальное местоположение пре­
следователя Р' и С,п (х, у) — множество точек поимки в ситуациях

■'). где ф— произвольная стратегия игрока Е. Пусть далее 
И(х, у)—выпуклая оболочка: натянутая на множество С?п (х, у) и 
точку х. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 5. Пусть множество М(х, у) имеет пустое пересе- 
гение с дополнением множества 3, тогда оптимальная стратегия 
прока Р—П-стратегия, и поимка игрока Е всегда возможна в 5.

Доказательство теоремы 5 следует из того, что в ситуации 
՛?"» Ф) траектория игрока ,Р ни при каких стратегиях ф игрока Е не 
докидает множества 5.

В случае, когда множество С?п (х, у) имеет непустое пересече­
ние с дополнением множества 5, то, как это следует из определения 
1-стратегии и теоремы 2, игрок Е всегда обладает стратегией ф°, 
три которой поимка в 5 невозможна. В этом случае значение игры 
эавно —1.

Нерешенным остается случай, когда множество С,п (х, у) не пе­
ресекается с дополнением множества, а множество М (х, у) пересе­
вается с дополнением множества 5. В этом случае некоторые траек­
тории игрока Р в ситуации (фП, ф) (при некоторых стратегиях ф) ока­
зываются недопустимыми ввиду того, что они пересекаются с допол­
нением множества Е, и множество точек поимки С^п (х, у} перестает 
быть шаром.

Ленинградский государственный
университет Поступило 13.XI.1967

I. 2. чьзрпизиъ

ՈՐԱԿԱՅԻՆ ԽԱՎԵՐԻ ՄԻ ԴԱՍԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում դիտարկվում է հետապնդման մի խաղ թ.*-ին պատկանող 
փակ Տ բազմության մեջ, թ խաղացողի շահած գումարը հավասար է + 1, եթե 
նա բռնում է £-ին բազմության մեջ և հավասար կ —1 հակառակ դեպքում, 
խաղը լրիվ ինֆորմացիայով է և Լ խաղացողը դիսկրիմ ին ա ցված է, խաղա­
ցողները կատարում են անկախ միմիանցից շարժումներ։ Ապացուցվում են մի 
քանի ընդհանուր գոյության թեորեմներ և տրվում է խաղի լրիվ լուծումը 
«պարզ հետապնդմանս դեպքում։
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L. A. PETROSIAN

ON A CLASS OF GAMES OF KIND

Summary

We investigate the class of pursuit games, the pursuit taking place 
in a given closed set 5 in the payoff space. The payoff of player P 
is -4-1 if he catches the evader £ in S and —1 in the opposite case. 
The players have independent motions, the information is complete, and 
E is descreminated. We give some general existence theorems and a 

.complete solution in the „simple motion“ case.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ւրա(>1>Ժւսւո|ւկա 3։ дъ з ] 968 Математика

О. П. ВИНОГРАДОВ

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСИМУМА ДЛИНЫ ОЧЕРЕДИ 
В ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ

Рассмотрим однолинейную систему массового обслуживания с не­
ограниченной очередью, в которую поступает пуассоновский поток 
требований с параметром Предполагается, что время обслуживания 
распределено произвольно с функцией распределения С(£). Пусть 
V* (/) число требований, находящихся в очереди в момент £ при усло­
вии, что в момент—0 прибор свободен, к требований находится в оче­
реди и в момент 0 требование начало обслуживаться. Обозначим

к. (Г) = Р {шах V* (у) < п}, к = 0, 1,- • •, п.

Используя метод взоженных цепей Маркова, нетрудно показать, что 
вероятности ~к п (£) удовлетворяют следующей системе уравнений:

։

«о, Л (*) =е՜“ к1, л (* — у) 1е~'у
и

л—Л4-1 р /՝. \ [
^,л(0= 2 а-у) Ц2֊ е-Г^С(у)+ (1)

л—А+1 /• ,\е
4-[1-О(#)] 2 е՜’՛', к = 1, 2, •••,«.

1=0

Применим преобразование Лапласа. Введем следующие обозначения:
ос

У л (0 е՜ л = ** («)> 

о

յ տ՜ԱԺՇ(է) = օ(տ),

О

2 [ еЛ1 - С (01 е-и մէ = 6„.(տ). 

'֊%յ 1

Тогда система (1) запишется в виде
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(5)=^(з)-2—+ -к , 
5 + Л 3 4֊ I.

п—Л+1
"*(з)= 2 «*+/-1(з)св (з)4֊6п *+1 (з), к=1,2,--,п. 

։'֊֊0

(2)

Заметим, что легко получить следующее соотношение:

В (х, з)
1 — С (х, 5)

(1 — х) (з4֊А —Хх) (3)

где В (х, з) = 2 Ьк (з) х* и С (х, з) = 2 ск(з) х*.
к-0 к—0

Учитывая первое уравнение системы (2), запишем ее в виде:
«? с° +С1 ~11 Сг

+ "«(з) с0 (з) — — Ьп (з) — - ’
5 +1 (4)

«*-1 (з) сЛ (з) 4- 4' (з) [сх (з) — 1] +
л-*+1 , ՝

+ 2 «*+/-։ (з) с, (з) = —6„_*+։ (в), к=2, 3,-••, П. 
1-2

Найдем из этой системы к" (з). Для этого сначала определим -Ц (в), 
а затем, зная я՞ ($), легко получить л։ (з). Запишем определитель 
этой системы

֊4֊ с0(з) + с1(з)—1 с։ (в) сп_1(з)сп(з)
з4-Х

Рп (з) =
Со (з) сх (з) — 1 • • • ся_2 (з) ся_։ (з)

о Со (з) • • ■ сЛ_3 (з) с„г2 (з)

Легко видеть, что
о о с0(з)с1(з)—1

Рп («) = кп (5) + —Со («) ^л-1 (։). к0 (з)^ 1, (6)
5 4՜ А

где
сх (з) — 1 с2 (з) с։ (з) • • • сл_։ (з) с„ (з)

Со (з) сх (з) - 1 с։ (в) • • • сл_2 (з) сл_։ (з)

... 0 с0(з) Сх(з)—1 ••• Сл_3(з)сл_2(з)

ООО Со (з) Сх (з) — 1
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Нетрудно показать, что

У к (з) Xя =Ср(,$)х
л-р " С[— Ср(з)х, з] 4-Ср(з)л

Используя (6), отсюда получаем, что

Т’Сх, ։)= ^рЛ(з)х" = 
л -О

Т Ср (я) х
Ср (з)

С | — Ср (з) X, з] + Со (в) X
(7)

Рассмотрим определитель дп(з), который получается из определителя 
рп(з) заменой последнего столбца столбцом свободных членов систе­
мы (4). Тогда

Чп($)
рп (։)

ср (в) тп_х (з)+(-1)л (8)

где

Очевидно, что

<7л (5) = тл («) + ~
5

тп (*) =

С! (з) — 1 с2 (з) • Сл-1 («) ֊ ^л (5)

с0 (з) с։ (з) — 1 • • сл-г(5)
0 с0 (з) • с»-з («) -6л_2(з)

•

0 0 Ср(з) -6։ (з)

К

Разлагая по элементам первого столбца, нетрудно видеть, что 

™п(з) = 1с100 ~ 1] тл-1 (5) ~ со (5) с2(з) ^л-гОО + *• • +

+ (—I)*՜1 Сц 1 (з) ск (з) тп_х (з) 4------Н—I)՞՜2 Со-2(5)ся_1 (з) т1 (з) +֊

+ (-1)л сГ](з)6л (з).
Отсюда

М(х, з)= У т (з) хп = В[-Ср(з)х,з]֊Ьр(з) 
“ " С[-С0(5)х, з] + с0(з) X
п— О

Используя соотношение (6), окончательно получаем

л-0

'■С0(3)х В[—с0(з)х, з] —60(з)
С[-с0(з)х, з] + с0 (з) х

Ср(в) X

|> 4-/.][1 + с0(з)х]
(9)>
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■■■•* ==. ■ --- - - - -- 1-- - ■ ~ -П- 1Г I

Теперь выразим (з) через (з). Будем считать известным (5),
Тогда система [4] запишется в следующем виде:

с0 (з) к? (з) 4֊ [с։ (з) - 1] к« (з) 4----- +ся_2 (з) "" _։ (з) = — 6я_2(з)—

֊ ся_, (з) «"(з)

с0 (з) к« (з) 4------- ь с„_3 (в) Т.»п ։ (з) = - Ьп_2 (з) — с„_։ (з) ֊" (з)

Со (з) (з) = —/>! (з) — [*! (в) - 1] (з).

Легко видно, что согласно правилу Крамера
(-1)" тпп_։ (з) — (з) (-1)« Ля_։ (з).
.;(»)-------------------------сГгИ----------------------

Окончательно поЛучим
„ , , (֊1)՞ ™я-1 (5) _ , 1у> *я-1 (*) Чп (з)

’’ с"՜1 (з) с՞՜1 (з) рп (з)

(_ 1)" тпп (з) 4֊ с0 (з) тя_։ (з) 4֊ —1--. С°

= тп-1 (») Цз)4с0(з)Ал_1.(з)

(10)
Пусть 'я время, когда длина очереди впервые будет равна п 

Заметим далее, что
Р (т < = Р {тах (у) > п} = 1 — Р {тах !>։ (у) < п—1} =

0<уЛ 0<у<7

= (0-
Поэтому 

ОС ОО
Ме՜^ = у е՜^ НР {т„ < 0 = •֊у (#) =

. о * о

= 1 — з || е ։'к։ я_։(0Л = 1-з «?-1(з). (И)

о
Отсюда, в частности, следует, что Л/тя=ку-։ (0).

Заметим, что 
ео чс

С {г, 0) = у е-Х(։"г) *аСЦ) = ? [л (1-г)], где ?(г) е~г‘ сЮЩ. 

о о
Применив формулу Коши для коэффициентов степенного ряда и ис­
пользуя (7), (9) и (10) получаем
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п —1 1 Г с!г
" 1 ~ Л [г-1]1?р.(1-г)]-г}гя-2

1*\-=г
Г_1 р _________ ____________ у

1 2"г к1-г {? [' (1 — г)] — «I г" 1 |

I. 1 С (1 — г) с/г_______
2^’ 3 {?р(1-г]-г}гя

1*1 -г

(12)

где радиус окружности, по которой производится интегрирование, 

выбран так, чтобы особые точки функции --------- ------------- находились
?Р- (1—г)] —г

вне этой окружности.
Докажем теперь следующую теорему.
Теорема. Пусть

х>
1) существует — = ' Г I <Ю (/);

I1 и о
2) гр р. (1 — г)] существует при Ие г < а, где 1 < а< 4֊ оо;
3) ? Р (1 — «)] -* 4՜ 00 при г — а — 0 по действительной оси;

4) Р~—<1. 
Р

Тогда
ос

>.р е՜4’~^'с/С(«) —1

М՜ —--------------------------------- г", п —<■ со.
И1֊р]2 [*о-1] 0

Доказательство. Используя теорему Руше, можно показать
1что, если выполнены условия теоремы, то функция ----------------------  в

®Р> (1—г)]—г
круге |г| < а имеет два простых полюса г = 1 и г = г0, где 1<^г0 < 0.

Нетрудно видеть, что
1 С__________ е1г____________= _ ____________1____________

2кг 3 {?Р-(1~2)1—г)[г—1] г՞՜2 Х-1{?Р>(1—гг)]—г}[г—1] г՞՜2
|г|=г<1

__ 1 Г __________ с/г____________
2^,3 {<₽ р.(1-г)]֊г}[г-1]гя-2’

|г| =г,
где 1<г1<г0.

Оценивая последний интеграл по максимуму модуля, получим от­
сюда

_Л_ Г ___________~ п . (13)
,3 {гр р.(1—г)| —г}[г—1]г՞՜2 р-1

Аналогично
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1dz
{фР-(1֊х)]֊ -z\ zn~'~ 1—р (14)

Остается оценить - (1 — z) dz_____
{?[>• (i — «)] — «}z"

Заметим, что условия 2), 3) теоремы нам пришлось ввести потому, 
что подынтегральная функция не имеет особенностей в точке я=1.

Получаем
I՛ (1—z) dz_____

՝ J |?р.(1-я)] - z] z‘ 
|z|-r-a

(15)
п 

2(1
#e-Z(։-zu)/ dG^ _ չ

Поэтому, используя (13), (14)
Լ ս

и (15), из (12) получаем

z0 — 1

Теорема доказана.
В заключение считаю своим долгом принести глубокую благодар­

ность А. Д. Соловьеву за обсуждение результатов.
Московский государственный университет

им. Ломоносова П оступило 14.IX. 1967

0. Պ. ՎԻՆՈԴՐԱԴՈՎ

ՀԵՐԹԻ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՔՍԻՄՈՒՄԻ ԲԱՇԽՈՒՄԸ ՄԻ ԳԾԱՆԻ 
ՄԱՍՍԱՅԱԿԱՆ ՍՊԱՍԱՐԿՄԱՆ ՍԻՍՏԵՄՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է M |G \ 1 սիստեմր։ Աշխատանքում զտնված է Me~S՜ 
Լապլասի ձևափոխությունը, որտեղ ՜ղ՜Ը ս՚Ո-աջին մ ոմ են;ոն է, երբ հերթի 
երկարությունը դաոնում է Ու

Ապացուցված է մի թեորեմ, որը պարզում է M~n մեծության ասիմտոտիկ 
վարքը երբ n~>X,

Օ. P. VINOGRADOV

ON THE DISTRIBUTION OF MAXIMAL QUEUE SIZE 
IN THE M|G|1 SYSTEM

Summary

For the system Af|G| 1 the Laplace transform Me՜՝", where ~n is 
the first moment, when the queue size becomes equal n. A theorem, 
establishing the asymptotic behaviour of M~n when n —* oo is proved.
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